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Fen Bilimleri Enstitüsü, tez yazım kurallarına uygun olarak hazırladığım
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ÖZET

Doktora Tezi

ASİMETRİK METRİK UZAYLARDA İNVARYANT YAKINSAKLIK

Büşra SÖYLEMEZ

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman : Prof. Dr. Fatih NURAY

Bu tez çalışması altı bölümden oluşmaktadır:

Birinci bölümde, çalışmada ele alınan konunun tarihi gelişiminden bahsedilmiştir.

İkinci bölümde, diğer bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar verilmiştir.

Üçüncü bölümde, asimetrik metrik uzaylar ayrıntılı bir şekilde analiz edilmiştir.

Dördüncü bölümde, asimetrik metrik uzaylarda invaryant yakınsaklık, invaryant is-

tatistiksel yakınsaklık, invaryant Cauchy dizisi, invaryant istatistiksel Cauchy dizisi

kavramları tanımlanmış ve bu kavramlar arasındaki ilişkiler incelenmiştir. Ayrıca

invaryant süreklilik ve invaryant kompaktlık kavramları asimetrik metrik uzaylarda

tanımlanarak bazı teoremler ve sonuçlar elde edilmiştir. Beşinci bölümde, asimetrik

metrik uzaylarda kuvvetli lacunary invaryant yakınsaklık ve lacunary invaryant is-

tatistiksel yakınsaklık kavramları tanımlanmış ve bu kavramlar arasındaki ilişkiler

incelenmiştir. Altıncı bölümde ise asimetrik metrik uzaylarda Iσ-yakınsaklık, I∗
σ-

yakınsaklık, Iσ-Cauchy ve Iσ- kompaktlık kavramları tanımlanmış ve bu kavramlar

arasındaki ilişkileri veren bazı teoremler ve sonuçlar elde edilmiştir.

2024, v + 59 sayfa

Anahtar Kelimeler : Asimetrik metrik uzay, istatistiksel yakınsaklık, invaryant

yakınsaklık, lacunary dizisi, I-yakınsaklık, Iσ-yakınsaklık.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

INVARIANT CONVERGENCE IN ASYMMETRIC METRIC SPACES
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Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Fatih NURAY

This thesis study consists of six chapters:

In the first chapter, the historical development of the subject discussed. In the se-

cond chapter, some basic concepts are given that will be used in other sections. In the

third chapter, asymmetric metric spaces have been analyzed in detail. In the fourth

chapter, the concepts of invariant convergence, statistical invariant convergence,

invariant Cauchy sequence, invariant statistical Cauchy sequence have been defined

in asymmetric metric spaces and the relations between the concepts have been given.

In addition, some theorems and results have been obtained by defining the concepts

of invariant continuity and invariant compactness in asymmetric metric spaces. In

the fifth chapter, the concepts of strong lacunary invariant convergence and lacunary

invariant statistical convergence in asymmetric metric spaces are defined and the

relations between the concepts are examined. In the sixth chapter, the concepts

of Iσ-convergence, I∗
σ-convergence, Iσ-Cauchy and Iσ-compactness in asymmetric

metric spaces have been defined and some results have been given.

2024, v + 59 pages

Keywords : Asymmetric metric space, statistical convergence, invariant con-

vergence, lacunary sequence, I-convergence, Iσ-convergence.
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biricik evladım Yusuf’a ithaf ediyorum.
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SİMGELER ve KISALTMALAR DİZİNİ

Simgeler

N Doğal sayılar kümesi

R Reel sayılar kümesi

R+
0 Negatif olmayan reel sayılar kümesi

(xk) Reel sayı dizisi

|A| A kümesinin eleman sayısı

δ(A) A kümesinin doğal yoğunluğu

fl∞ İleri sınırlı dizilerin uzayı

V (K) K kümesinin σ - düzgün yoğunluğu

θ = (kr) Lacunary dizisi

2N N nin kuvvet kümesi

I İdeal

F Filtre

F(I) İdeal ile ilişkili süzgeç

Kısaltmalar

xk → x (xk) dizisi x ye yakınsak

st− limxk (xk) dizisinin istatistiksel limiti

I − limxk (xk) dizisinin I-limiti

Iσ − limxk (xk) dizisinin Iσ-limiti

B+(x, ε) x-merkezli ε-yarıçaplı ileri açık yuvar

xk
f−→ x (xk) dizisi x e ileri yakınsak

xk
b−→ x (xk) dizisi x e geri yakınsak

xk
fVσ−→ x (xk) dizisi x e ileri invaryant yakınsak

xk
fSσ−→ x (xk) dizisi x e ileri invaryant istatistiksel yakınsak

xk
fLθ−→ x (xk) dizisi x e ileri kuvvetli lacunary invaryant yakınsak

xk
fSσθ−→ x (xk) dizisi x e ileri lacunary invaryant istatistiksel yakınsak

xk
fIσ−→ x (xk) dizisi x e ileri Iσ-yakınsak

xk
fI∗

σ−→ x (xk) dizisi x e ileri I∗
σ-yakınsak
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1. GİRİŞ

Yakınsaklık, süreklilik ve metrik kavramları, analiz ve fonksiyonel analiz alanlarının

temelini oluşturmaktadır. Toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde önemli

olan istatistiksel yakınsaklık kavramı ise klasik yakınsaklık kavramının bir genel-

leştirmesidir ve bu kavram pozitif tam sayıların doğal yoğunluğu kavramını temel

almıştır. İstatistiksel yakınsaklık fikri 1935 yılında A. Zygmund’a dayanmaktadır

fakat ilk kez 1951 yılında birbirlerinden bağımsız olarak Fast (1951) ve Steinhaus

(1951) tarafından tanımlanmıştır. Schoenberg (1959), istatistiksel yakınsaklık kav-

ramının bazı temel özelliklerini bir toplanabilme metrodu olarak çalışmıştır. Yetmiş

yıldan fazla zamandır istatistiksel yakınsaklık kavramı ile ilgili uygulamalar ve farklı

genelleştirmeler Buck (1953), Maddox (1978), Šalát (1980), Fridy (1985; 1993), Fridy

ve Orhan (1993), Nuray ve Ruckle (2000), Mursaleen ve Edely (2003), Nuray ve

Rhoades (2012), Nuray (2020; 2022) ve daha bir çok matematikçi tarafından veril-

miştir. Günümüzde halen istatistiksel yakınsaklık kavramı üzerine çalışmalar devam

etmektedir.

Cesàro toplanabilme, toplanabilme teorisinin temel metotlarındandır. Connor 1988

yılında yaptığı çalışmada, istatistiksel yakınsaklık ile Cesàro toplanabilirlik, kuvvetli

Cesàro toplanabilirlik ve kuvvetli p-Cesàro toplanabilirlik kavramları arasındaki

ilişkileri incelemiştir.

Freedman vd. (1978), θ lacunary dizisi kavramını kullanarak Nθ kuvvetli lacunary

toplanabilir dizi uzayları ile kuvvetli Cesàro toplanabilir dizi uzayları arasındaki

ilişkiyi incelemiştir. Savaş (1990), kuvvetli lacunary invaryant yakınsaklık kavra-

mını tanımlamış ve invaryant yakınsaklıkla arasındaki ilişkiyi incelemiştir. Fridy ve

Orhan (1993), lacunary dizisi kavramını kullanarak lacunary istatistiksel yakınsaklık

kavramını tanımlamıştır. Çalışmalarında, lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramı-

nın istatistiksel yakınsaklık ve diğer toplanabilme metodları ile ilişkilerini araştırmış-

tır. Savaş ve Nuray (1993) invaryant istatistiksel yakınsaklık ve lacunary invaryant

istatistiksel yakınsaklık kavramlarını tanımladıkları bir çalışma yapmıştır. Lacunary

istatistiksel yakınsaklık kavramının bir benzeri ise Mursaleen ve Alotaibi (2011)
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tarafından verilmiştir. Bu kavramlarla ilgili Savaş (1990), Karakaya (2004), Ulusu

ve Nuray (2020) ve daha pek çok araştırmacı tarafından çalışmalar yapılmıştır.

İnvaryant yakınsaklık kavramının temelleri 1932 yılında Banach tarafından atılmıştır.

l∞, ∥x∥ = supk|xk| alışılmış normu ile birlikte Banach uzaylarında sınırlı reel veya

kompleks dizileri göstersin. Banach, shift (öteleme) operatörleri altında değişmez

kalan l∞ dizi uzayları üzerinde tanımlanan bazı negatif olmayan lineer fonksiyonelleri

tanımlamıştır. Bu genişletilmiş fonksiyoneller Banach limitleri olarak bilinir. Daha

sonra 1948 yılında Lorentz, hemen hemen yakınsaklık olarak bilinen yakınsaklık

kavramını farklı şekilde formüle etmiştir. Banach limit ve daha genel haliyle in-

varyant yakınsaklık, limit kavramının sınırlı dizi uzaylarına genelleştirmesidir. İn-

varyant limitler ise Raimi (1959) tarafından incelenmiştir. Maddox (1978) ve Freed-

man vd. (1978) kuvvetli hemen hemen yakınsaklık kavramını tanımlamıştır. Nanda

(2004), Banach uzaylarında hemen hemen sürekliliği ve hemen hemen kompaktlığı

incelediği bir çalışma yayınlamıştır. İnvaryant yakınsaklık kavramı üzerine; Bell

(1929), Raimi (1963), Schafer (1972), Miller (1973), Mursaleen (1979, 1983), Savaş

(1989), Nuray ve Savaş (1994), Ahmad vd. (1994), Boss ve Seydel (1999), Savaş ve

Rhoades (2002), Mursaleen ve Edely (2009), Aiyub ve Khan (2010), Pancaroğlu ve

Nuray (2013) ve daha birçok araştırmacı çalışmalar yapmıştır.

Doğal yoğunluğu sıfır olan pozitif tamsayı kümeler ailesinin bir ideal oluşturmasından

yola çıkarak ideal yakınsaklık (I-yakınsaklık) kavramı ilk kez Kostyrko vd. (2000)

tarafından tanımlanmıştır. Yaptıkları çalışmada klasik metrik uzaydaki diziler için

I-yakınsaklık kavramını tanımlamışlardır. I-yakınsaklık istatistiksel yakınsaklıktan

daha genel bir yakınsaklıktır. Bir çok matematikçi bu konu üzerinde çalışmıştır

ve halen üzerinde çalışılmaya devam etmektedir. Örneğin, Holá vd. (1988) I-

yakınsaklık kavramını, Das ve Ghosal (2010) I-Cauchy kavramını, Das vd. (2011)

idealleri kullanarak toplanabilme metodu çalışmıştır. Nuray vd. (2011) ise I in-

varyant (Iσ) yakınsaklığı tanımlamıştır. Ulusu ve Nuray (2020) lacunary Iσ-yakın-

saklığı tanımlamıştır.

Asimetrik metrik uzayları, ilk defa ‘quasi-metrik uzaylar’ adıyla 1931 yılında Wilson
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tanımlamıştır. Aynı yıl Niemytzki (1931) de asimetrik metrik uzaylarla bağlantılı

olarak çalışmıştır. Ribeiro (1943), asimetrik metrik uzayları zayıf metrikli uzay-

lar olarak adlandırmıştır. Wilson’dan yaklaşık on yıl sonra Albert (1941) quasi-

metrikler üzerinde çalışmıştır. Stoltenberg (1969) de bu uzaylar üzerinde çalışma

yayınlamıştır. Birbirlerinden bağımsız olarak Kelly (1963) ve Patty (1967) ise asi-

metrik metrik uzayların topolojik yapısından ötürü bu uzayları, ‘Bitopolojik Uza-

ylar’ başlığıyla incelemiştir. Tamlık ve kompaktlık kavramları, bitopolojik yapıdan

dolayı değiştiği için asimetrik metrik uzaylardaki bu kavramları Bodjanova (1981)

ile Reilly ve Vamanamurthy (1984) çalışmışlar ve metrik uzaylardan farklı sonuçlara

ulaşmışlardır. ‘Quasi-pseudo metrik uzaylar’ adı altında Reilly vd. (1982) ile Künzi

(1983) asimetrik metrik uzaylar üzerinde ayrıntılı bir şekilde çalışmışlardır. İlerleyen

yıllarda Künzi (1992) quasi-pseudo metrik uzaylarda kompaktlık ve tamlık üzerine

çalışmıştır. Mennuci (2004), bu uzaylar üzerinde ‘Asimetrik Uzaklıklar Üzerine’

başlığıyla kapsamlı bir araştırma yayınlamıştır.

Asimetrik metrik uzaylarda simetri özelliği yoktur. Bu durum, metrik uzaylarla

arasındaki farkı oluşturmaktadır. Bu nedenle yakınsaklık, süreklilik, kompaktlık

ve tamlık gibi kavramlar metrik uzaylardan farklı olarak yeniden tanımlanmalıdır.

Ayrıca ilgili bazı teoremlerin metrik uzaylardan farklı ifade edilmesi, fonksiyonel

analizin bunlarla ilgili teoremlerinin asimetrik metrik uzaylarda nasıl ispatlanacağı

sorusunu ortaya çıkarmıştır. Asimetrik metrik uzayların analizi oldukça doğal gö-

rünse de simetri özelliğinin yokluğu teorilerde boşluk bırakmaktadır. Bu nedenle bir

çok soru açık problem olarak beklemektedir.

Son zamanlarda da asimetrik metrik uzaylar üzerine bir çok çalışma yapılmış ve

yapılmaya da devam etmektedir. Örneğin; Collins ve Zimmer (2007) yakınsaklık,

tamlık, kompaktlık ve Arzela Ascoli teoremini bu uzaylarda çalışmıştır. Bhunia ve

Das (2011), asimetrik metrik uzaylarda çift indisli diziler üzerine çalışmıştır. Am-

inpour vd. (2012), asimetrik metrik uzaylarda bazı sonuçlar elde etmiştir. Taslim

(2012), asimetrik metrik uzaylarda yoğunluk kavramını tanımlamıştır. Cobzaş (2013),

asimetrik normlu uzayları anlattığı eserinde, asimetrik metrik uzaylar ve asimetrik

normlu uzaylarla ilgili elde ettiği bulguları yayınlamıştır. Ayrıca Das vd. (2013), bu
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uzaylarda reel sayı dizilerini temel alan ideal yakınsaklık (I-yakınsaklık) kavramını

çalışmıştır. Asimetrik metrik uzaylarda, Toyganözü ve Pehlivan (2015) exhaustive-

ness kavramı üzerine, İlkhan ve Kara (2019) istatistiksel yakınsaklık üzerine, Yaying

vd. (2020) ise süreklilik üzerine çalışmıştır.

Asimetrik metrik uzayların, matematik biliminin yanında malzeme bilimi, biyoloji

gibi farklı alanlarda uygulamaları bulunabilir. Bu konuda, Hamilton - Jacobi denk-

lemlerinin varlık ve teklik problemi ile ilgili araştırmalar mevcuttur (Mennuci 2004).

Waterman vd. (1976) biyolojik kökenler üzerinde asimetrik metrik uzayları çalışmış-

tır. Domiaty (1979), ”uzay-zaman sürekliliği” adı altında asimetrik metrik uzaylar

üzerine çalışmıştır. Malzeme biliminde, (Mielke ve Roubicek 2003), plastikler için

modellemede (Mainik ve Mielke 2005), malzeme hataları için modellemede (Rieger

ve Zimmer 2005) ve gradiyent akış modellerinde (Chenchiah vd. 2009) asimetrik

metrik uzayların uygulamaları bulunmaktadır.

Özellikle son yıllarda bir çok matematikçi tarafından çalışılan invaryant yakınsaklık

tiplerini asimetrik metrik uzayda tanımlamak ve bazı özelliklerini incelemek bundan

sonra yapılacak çalışmalar için bir kaynak niteliği oluşturacaktır. Bu çalışmadaki

temel amacımız metrik uzaylarda tanımlanmış olan invaryant yakınsaklık, invaryant

istatistiksel yakınsaklık, lacunary invaryant yakınsaklık, lacunary invaryant istatis-

tiksel yakınsaklık ve Iσ-yakınsaklık kavramlarını asimetrik metrik uzaylara genelleş-

tirmektir. Bu bağlamda metrik uzaylarda daha önceden verilmiş olan yakınsaklık

tanımlarını, bunların kendilerine has özelliklerini ve bu özelliklere bağlı olarak ara-

larındaki ilişkiler yeniden ele alınıp asimetrik metrik uzaylar için verilen yakınsaklık

kavramları yeniden tanımlanmıştır. Ayrıca bu kavramlar ve yeni tanımlar arasındaki

ilişkileri göstermek amaçlanmıştır.

Bu sebeplerden ötürü tez çalışmasında;

‘Temel Kavramlar’ adlı ikinci bölümde, ‘istatistiksel yakınsaklık’ tanımının doğma-

sına sebep olan yoğunluk kavramı, istatistiksel yakınsaklık, dizi uzayları ve topla-

nabilme alanında önemli olan ve çalışmanın daha açık ve anlaşılır kılınması için

gereken bazı temel kavramların tanımları verildi.
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Üçüncü bölümde, asimetrik metrik uzaylar ayrıntılı bir şekilde analiz edildi. Collins

ve Zimmer (2007) ve Das vd. (2013) e ait çalışmalarda asimetrik metrik uzaylarla

ilgili elde edilen bazı önemli teoremler ve sonuçlar verildi.

Dördüncü bölümde, üçüncü bölümde verilen teoremler ve sonuçlara göre, asimetrik

metrik uzaylarda invaryant yakınsaklık, invaryant istatistiksel yakınsaklık, invaryant

Cauchy dizisi, invaryant süreklilik ve invaryant kompaktlık kavramları tanımlandı

ve kavramların birbirleriyle ilişkisini veren bazı teoremler ve sonuçlar elde edildi.

Beşinci bölümde, asimetrik metrik uzaylarda kuvvetli lacunary invaryant yakın-

saklık ve lacunary invaryant istatistiksel yakınsaklık kavramları tanımlandı. Savaş

ve Nuray (1993) ın çalışması da incelenerek asimetrik metrik uzaylarda verilen bu

tanımların aralarındaki ilişkiyi veren bazı sonuçlar elde edildi.

Altıncı bölümde ise daha önceden Nuray vd. (2011) nin yaptıkları çalışmadaki

düzgün σ-invaryant yoğunluk kavramından yola çıkarak asimetrik metrik uzaylarda

Iσ-yakınsaklık ve I∗
σ-yakınsaklık tanımlandı. Iσ-yakınsaklık ile I-yakınsaklık arasın-

daki ilişkiyi veren teorem elde edildi. Ayrıca asimetrik metrik uzaylarda Iσ-Cauchy

ve Iσ-kompaktlık kavramları tanımlanarak bazı teoremler ve sonuçlar elde edildi.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, sonraki bölümler için önemli olan ve çalışma boyunca kullanacağımız

bazı tanımlar verilecek.

Tanım 2.1 X boş olmayan bir küme ve p : X ×X −→ R bir fonksiyon olsun. Her

u, v, z ∈ X için

M1) p(u, v) = 0 ⇔ u = v,

M2) p(u, v) = p(v, u),

M3) p(u, v) < p(u, z) + p(z, v).

şartları sağlanırsa, p fonksiyonuna, X üzerinde metrik fonksiyonu, (X, p) ye ise

metrik uzay denir (Maddox 1970).

Tanım 2.2 A, N nin bir alt kümesi ve

An = {k ≤ n : k ∈ A}

olsun. A ⊂ N kümesinin eleman sayısı ( cardA), |A| ile gösterilsin. Buna göre, A

kümesinin alt yoğunluğu ve üst yoğunluğu

δ(A) = lim
n→∞

inf
|An|
n

δ(A) = lim
n→∞

sup
|An|
n

dır. Bu limitlerin var olması durumunda yani,

δ(A) = δ(A)

eşitliğinin sağlanması halinde, bu limite A ⊂ N kümesinin doğal yoğunluğu denir ve

δ(A) ile gösterilir. Yani,

δ(A) = δ(A) = δ(A)

ise K ⊂ N kümesinin doğal yoğunluğu

δ(A) = lim
n→∞

|An|
n

= lim
n→∞

1

n

∣∣∣{k ≤ n : k ∈ A
}∣∣∣

biçiminde tanımlanır (Niven vd. 1991).
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Aşağıda doğal yoğunluk ile alakalı bazı özellikler ve örnekler verilmiştir:

i. A ⊂ N sonlu olsun. Bu durumda δ(A) = 0 dır.

ii. A = N ise δ(A) = lim
n→∞

|An|
n

= lim
n→∞

n
n
= 1 dir.

iii. A ⊆ B ise δ(A) ≤ δ(B) dir.

iv. δ(N \ A) = 1− δ(A) dır.

v. A = {2n : n ∈ N} ise δ(A) = lim
n→∞

|An|
n

= lim
n→∞

n
2

n
= 1

2
dir.

vi. A = {n2 : n ∈ N} ise δ(A) = lim
n→∞

|An|
n

≤ lim
n→∞

√
n
n

= 0 dır.

Tanım 2.3 (xk) reel terimli bir dizi ve L ∈ R olsun. Eğer, her ε > 0 için

{
k ∈ N : |xk − L| ≥ ε

}
kümesinin doğal yoğunluğu sıfır, yani her ε > 0 için

lim
n→∞

1

n

∣∣∣{k ≤ n : |xk − L| ≥ ε
}∣∣∣ = 0

ise, (xk) dizisi L ye istatistiksel yakınsaktır denir ve st − limxk = L biçiminde

gösterilir (Fast 1951).

Sonlu elemanlı kümelerin doğal yoğunluğu sıfırdır. Bundan dolayı yakınsak her dizi

istatistiksel yakınsaktır, fakat tam tersi durum her zaman geçerli olmayabilir. Buna

örnek aşağıda verilmiştir:

Genel terimi

xk =

 1 , k = n2 (n ∈ N)

0 , diğer durumlarda

olan (xk) dizisine bakılırsa; her ε > 0 için Aε = {k ∈ N : |xk − 0| ≥ ε} kümesinin

doğal yoğunluğu sıfırdır, yani her ε > 0 için

δ(Aε) = lim
n→∞

|Aε|
n

= lim
n→∞

1

n

∣∣∣{k ≤ n : |xk − 0| ≥ ε
}∣∣∣ ≤ lim

n→∞

1

n

√
n = 0

olduğu için st− limxk = 0 dır. Fakat bu dizi ıraksaktır.
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Tanım 2.4 (xk) reel terimli bir dizi olsun. Eğer, her ε > 0 için

δ
({

k ∈ N : |xk − xN | > ε
})

= 0

sağlayan bir N = N(ε) ∈ N varsa, (xk) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir

(Fridy 1985).

Tanım 2.5 (xk) reel terimli bir dizi olsun. Eğer,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

xk = L

ifadesini sağlayan bir L sayısı varsa, (xk) dizisi L ye Cesáro toplanabilirdir denir

(Cesàro 1890).

Tanım 2.6 (xk) reel terimli bir dizi olsun. Eğer,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|xk − L| = 0

ifadesini sağlayan bir L sayısı varsa, (xk) dizisi L sayısına kuvvetli Cesáro toplana-

bilirdir denir (Freedman vd. 1978).

Tanım 2.7 (xk) reel terimli bir dizi olsun. Eğer, m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

xk+m = L

ifadesini sağlayan bir L sayısı varsa, (xk) dizisi L ye hemen hemen yakınsaktır denir

(Lorentz 1948).

Tanım 2.8 (xk) reel terimli bir dizi olsun. Eğer, m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n
|{k ≤ n : |xk+m − L| ≥ ε}| = 0

ifadesini sağlayan bir L sayısı varsa (xk) dizisi L ye hemen hemen istatistiksel

yakınsaktır denir (Savaş ve Nuray 1993).

Tanım 2.9 σ : N → N dönüşümü her j,m pozitif tam sayıları için σj(m) ̸= m

olacak şekilde bir birebir dönüşüm olsun. Sürekli bir ϕ : l∞ → R lineer fonksiyoneline

aşağıdaki özellikleri sağlaması halinde invaryant limit veya σ − limit denir.
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i) n= 1, 2, 3 , ... için (xn) ≥ 0 ⇒ ϕ(x) ≥ 0

ii) ϕ(e) = 1, e = (1, 1, ...)

iii) Her x ∈ l∞ için ϕ(xσ(m)) = ϕ(x) (Schaefer 1972).

Özel olarak σ(m) = m+ 1 olursa ϕ bir Banach limiti adını alır.

Tanım 2.10 İnvaryant limitleri eşit olan sınırlı diziye invaryant yakınsak veya

σ − yakınsak dizi denir. σ − yakınsak dizilerin kümesi Vσ ile gösterilir (Schaefer

1972).

Tanım 2.11 (xk) reel terimli bir dizi olsun. Eğer, m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

xσj(m) = L

ifadesini sağlayan bir L sayısı varsa (xk) dizisi L ye invaryant yakınsaktır denir

(Schaefer 1972). İnvaryant yakınsak dizilerin uzayı;

Vσ = {(xk) : lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

xσj(m) = L,m ye göre düzgün olarak}

şeklinde gösterilir (Savaş 1990).

Tanım 2.12 (xk) reel terimli bir dizi olsun. Eğer, m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

|xσj(m) − L| = 0

ifadesini sağlayan bir L sayısı varsa (xk) dizisi L ye kuvvetli invaryant yakınsaktır

denir. Kuvvetli invaryant yakınsak dizilerin uzayı;

[Vσ] = {(xk) : lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

|xσj(m) − L| = 0,m ye göre düzgün olarak}

şeklinde gösterilir (Mursaleen 1983).

Tanım 2.13 (xk) kompleks sayı dizisi ve her ε > 0 için m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n
|{j ≤ n : |xσj(m) − L| ≥ ε}| = 0
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ifadesini sağlayan bir L sayısı varsa (xk) dizisi L ye invaryant istatistiksel yakınsaktır

denir. İnvaryant istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı;

Sσ = {(xk) : Sσ − limxk = L}

şeklinde gösterilir (Savaş ve Nuray 1993).

Tanım 2.14 A pozitif tam sayıların bir kümesi olsun. Eğer, m ye göre düzgün

olarak

lim
n→∞

1

n
|{j ≤ n : A ∩ {σ(m), σ2(m), ..., σj(m)}| = 0

ifadesini sağlıyorsa A kümesi düzgün invaryant sıfır yoğunluğa sahiptir denir (Nuray

ve Savaş 1994).

Tanım 2.15 θ = (kr) dizisi, k0 = 0 ve r → ∞ iken

hr = kr − kr−1 → ∞

sağlayacak şekilde negatif olmayan tam sayıların bir artan dizisi ise θ = (kr) dizisine

lacunary dizisi denir. Burada Ir = (kr−1, kr] dir (Freedman vd. 1978).

Tanım 2.16 θ = (kr) bir lacunary dizisi ve (xk) reel terimli bir dizi olsun. Eğer,

lim
r→∞

1

hr

∑
j∈Ir

xk = L

ifadesini sağlayan bir L sayısı varsa (xk) dizisi L ye lacunary toplanabilirdir denir

(Mursaleen ve Alotaibi 2011).

Tanım 2.17 (xk) reel terimli bir dizi ve θ = (kr) bir lacunary dizisi olsun. Eğer,

lim
r→∞

1

hr

∑
j∈Ir

|xk − L| = 0

ifadesini sağlayan bir L sayısı varsa (xk) dizisi L ye kuvvetli lacunary toplanabilirdir

denir. Bu uzaylar;

Nθ = {x = (xk) : lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|xk − L| = 0}

şeklinde gösterilir (Freedman vd. 1978).
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Tanım 2.18 (xk) reel terimli bir dizi ve θ = (kr) bir lacunary dizisi olsun. Eğer,

ε > 0 olmak üzere

lim
r→∞

1

hr

|{k ∈ Ir : |xk − L| ≥ ε}| = 0

ifadesini sağlayan bir L sayısı varsa (xk) dizisi L ye lacunary istatistiksel yakınsaktır

denir (Fridy ve Orhan 1993).

Tanım 2.19 (xk) reel terimli bir dizi ve θ = (kr) bir lacunary dizisi olsun. Eğer,

m ye göre düzgün olarak

lim
r→∞

1

hr

∑
j∈Ir

xσk(m) = L

ifadesini sağlayan bir L sayısı varsa (xk) dizisi L ye lacunary invaryant yakınsaktır

denir (Savaş 1990).

Tanım 2.20 (xk) reel terimli bir dizi ve θ = (kr) bir lacunary dizisi olsun. Eğer,

m ye göre düzgün olarak

lim
r→∞

1

hr

∑
j∈Ir

|xσk(m) − L| = 0

ifadesini sağlayan bir L sayısı varsa (xk) dizisi L ye kuvvetli lacunary invaryant

yakınsaktır denir. Kuvvetli lacunary invaryant yakınsak dizilerin uzayı;

Lθ = {(xk) : lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|xσk(m) − L| = 0,m ye göre düzgün olarak}

şeklinde gösterilir (Savaş 1990).

Tanım 2.21 (xk) reel terimli bir dizi ve θ = (kr) bir lacunary dizisi olsun. Eğer,

ε > 0 için

lim
r→∞

1

hr

|{k ∈ Ir : |xσk(m) − L| ≥ ε}| = 0

ifadesini sağlayan bir L sayısı varsa (xk) dizisi L ye lacunary invaryant istatistiksel

yakınsaktır denir. Lacunary invaryant istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı;

Sσθ = {(xk) : Sσθ − limx = L}

şeklinde gösterilir (Savaş ve Nuray 1993).
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Şimdi, N doğal sayılar kümesinin altkümeleri ele alınarak ideal ve filtre kavramlarının

tanımı verilecek.

Tanım 2.22 Bir I ⊂ 2N ailesinin N de bir ideal olması için ancak ve ancak

i. ∅ ∈ I,

ii. Her U, V ∈ I için U ∪ V ∈ I,

iii. Her U ∈ I ve V ⊂ U için V ∈ I

şartlarını sağlamasıdır (Kostyrko vd. 2000).

N ̸∈ I oluyorsa I bir gerçek ideal olarak adlandırılır. Eğer, I bir gerçek ideal ve her

n ∈ N için {n} ∈ I oluyorsa, I ideali uygun ideal olarak adlandırılır (Kostyrko vd.

2000).

Tanım 2.23 Bir F ⊂ 2N ailesinin N de bir filtre olması için ancak ve ancak

i. ∅ /∈ F

ii. Her U, V ∈ F için U ∩ V ∈ F ,

iii. Her U ∈ F ve V ⊂ U için V ∈ F

şartlarını sağlamasıdır (Nagata 1974).

I, N nin bir gerçek ideali olursa

F(I) = {K ⊆ N : N \K ∈ I}

ailesi N de bir süzgeçtir denir. Bu F(I) ya I ile ilişkilendirilmiş süzgeç denir

(Kostyrko vd. 2000).

Tanım 2.24 I ⊂ 2N bir gerçek ideal, (xk) bir reel terimli dizi ve L ∈ R olsun.

Eğer, her ε > 0 için

A(ε) = {k ∈ N : |xk − L| ≥ ε}

kümesi I ya ait oluyorsa, (xk) dizisi L ye I-yakınsaktır denir ve I − limxk = L

biçiminde gösterilir (Kostyrko vd. 2000).
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Tanım 2.25 Eğer,

lim
k→∞

d(L, xmk
) = 0

ifadesini sağlayacak şekilde bir M = {m1 < m2 < · · · < mk < mk+1 < . . . } ∈ F (I)

kümesi varsa (xk) dizisi L ye I∗
σ-yakınsaktır denir ve I∗

σ − limxk = L şeklinde

gösterilir (Kostryko vd. 2000).

Tanım 2.26 I ⊂ 2N bir uygun ideal olsun. I idealine ait karşılıklı ayrık her

{Ai}i∈N kümeleri için, Ai △ Bi (i ∈ N) sonlu küme ve B = (
⋃∞

i=1 Bi) ∈ I olacak

şekilde {Bi}i∈N kümeler ailesi varsa I ideali (AP ) özelliğine sahiptir denir (Kostyrko

vd. 2000).
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3. ASİMETRİK METRİK UZAYLAR

Bu bölümde asimetrik metrik uzaylar ayrıntılı bir şekilde ele alınacak. Buna göre

bu uzaylarda; sınırlılık, yakınsaklık, Cauchy dizisi, süreklilik, kompaktlık ve tamlık

kavramları ile bazı önemli teorem ve sonuçları verilecek.

Bazen quasi-metrik uzaylar da denilen asimetrik metrik uzaylar, metrik uzaylardaki

simetri şartı olmayan uzaylar olarak tanımlanır (Wilson 1931). Buna göre, asimetrik

metrik uzayın tanımı aşağıdaki gibidir:

Tanım 3.1 X bir küme olsun. Bir d : X ×X → R+
0 fonksiyonu;

A1) Her x, y ∈ X için d(x, y) ≥ 0 ve d(x, y) = 0 ⇔ x = y,

A2) Her x, y, z ∈ X için d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y),

şartlarını sağlıyorsa d fonksiyonuna X üzerinde bir asimetrik metrik ve (X, d) ikili-

sine de asimetrik metrik uzay denir (Collins ve Zimmer 2007).

d,X kümesinde tanımlı bir asimetrik metrik ve u, v ∈ X olsun. Wilson,X kümesinde

tanımlı bir d′ metriğini

d′(u, v) =
d(u, v) + d(v, u)

2

şeklinde düzenlemiştir (Wilson 1931).

Buna göre, her metrik uzay bir asimetrik metrik (quasi metrik) uzaydır. Ancak

simetriyi şartını sağlayan asimetrik metrik uzaylar bir metrik uzay olur. Asimetrik

metrik ile metrik arasındaki farkın anlaşılacağı en belirgin örneklerden biri; ba-

sit kapalı eğrilerdir. Her zaman saat yönünde alınan bu eğrilerin yay uzunluğu

bir asimetrik metrik iken simetri özelliği taşımadığından metrik değildir (Reilly vd.

1982). Ayrıca, tek yönlü sokaklar da asimetrik metrikler için günlük hayattan ve-

rilecek iyi bir örnektir. Çünkü tek yönlü yollarda A noktasından B noktasına bir

tek yolla gidilebilirken, B noktasından A noktasına bu aynı yol ile gidilemez fakat

gidilen yoldan farklı olan bir yol ya da yollarla gidilebilir. Asimetrik metrik uzay-

larla ilgili bir başka örnek ise dağlık bir ülkede A konumundan B konumuna hareket
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eden bir otomobilin en kısa sürede ya da en az enerji harcayarak aldığı mesafenin

B konumundan A konumuna en kısa sürede ya da en az enerji harcayarak aldığı

mesafeden farklı olacağıdır (Bodjanova 1981).

Asimetrik metrik uzaylarda simetri özelliği olmadığı için bilinen yakınsaklık, sü-

reklilik, kompaktlık ve tamlık gibi kavramlar bu uzaylarda yeniden tanımlanmış-

tır. Simetri özelliğinin yokluğu bu uzayların topolojik yapısını değiştirmiştir. Bu

uzaylarda ileri ve geri topolojiler vardır. Kelly, bu uzayları ‘bitopolojik uzaylar’

olarak adlandırmıştır (Kelly 1963). Bitopolojik yapıdan dolayı bilinen yakınsaklık,

tamlık ve kompaktlık gibi kavramların ileri ve geri olmak üzere birden fazla tanımı

ortaya çıkmıştır.

Tanım 3.2 d asimetrik metrik ve (X, d) asimetrik metrik uzay olsun. u ∈ X ve

her ε > 0 için

B+(u, ε) = {v ∈ X : d(u, v) < ε}

ileri açık yuvarı ile üretilen topolojiye d asimetrik metriği ile üretilen ileri topoloji

denir ve τ+ ile gösterilir.

Benzer şekilde u ∈ X ve her ε > 0 için

B−(u, ε) = {v ∈ X : d(v, u) < ε}

geri açık yuvarı ile üretilen topolojiye d asimetrik metriği ile üretilen geri topoloji

denir ve τ− ile gösterilir (Collins ve Zimmer 2007).

Tanım 3.3 ds = sup{d(u, v), d(v, u)} metriğinden elde edilen τ topolojisi

B(u, v) = {v ∈ X : d(u, v) < ε} = B+(u, ε) ∩B−(u, ε)

açık yuvarları ile üretilen bir topolojidir (Mennuci 2004).

Tanım 3.4 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve (xk), X de bir dizi olsun. Her

k ∈ N ve x0 ∈ X için d(x0, xk) ≤ M sağlayacak şekilde M ∈ R varsa xk dizisine

ileri sınırlıdır denir. İleri sınırlı dizilerin uzayı fl∞ ile gösterilecektir.
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Tanım 3.5 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve (xk), X de bir dizi olsun. Her

k ∈ N ve x0 ∈ X için d(xk, x0) ≤ M sağlayacak şekilde M ∈ R varsa xk dizisine geri

sınırlıdır denir. Geri sınırlı dizilerin uzayı bl∞ ile gösterilecektir.

Tanım 3.6 (X, d) asimetrik metrik uzayında bir (xk) dizisi için

lim
n→∞

d(x, xk) = 0

ifadesini sağlayan x ∈ X varsa (xk) dizisi x e ileri yakınsak,

lim
n→∞

d(xk, x) = 0

ifadesini sağlayan x ∈ X varsa (xk) dizisi x e geri yakınsaktır denir ve sırasıyla

xk
f−→ x ve xk

b−→ x şeklinde gösterilir (Collins ve Zimmer 2007).

Mennuci (2004), bir dizinin yakınsaklığının şartını ileri ve geri yakınsaklıklar arasındaki

bağıntıyla aşağıdaki önermede vermiştir:

Önerme 3.7 Bir (X, d) asimetrik metrik uzayında,

xk −→ x ⇐⇒ ds(xk, x) −→ 0 ⇐⇒ hem d(xk, x) −→ 0 hem de d(x, xk) −→ 0

Böylece, ‘x ∈ X e yakınsak bir dizi ancak ve ancak x ∈ X e hem ileri hem de geri

yakınsaktır’ sonucuna ulaşmıştır.

Colins ve Zimmer (2007) ise bir dizinin ileri ve geri yakınsaklığı arasındaki bağıntıyı

şu şekilde vermiştir:

Teorem 3.8 (X, d) asimetrik metrik uzayında verilen bir (xk) dizisi, a ya ileri

yakınsak ve b ye geri yakınsak ise bu durumda a = b dir.

Sonuc. 3.9 Eğer bir dizinin ileri yakınsaklığı geri yakınsaklığını gerektiriyorsa ileri

limit tektir (Colins ve Zimmer 2007).

Aşağıdaki önermede Collins ve Zimmer (2007), asimetrik metrik uzaylarda yapılan

çalışmalar için çok önemli olan ileri ve geri limitler arasındaki bağıntıyı vermiştir:

16



Önerme 3.10 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. c : X ×X → R olmak üzere

her x, y ∈ X için

d(y, x) ≤ c(x, y)d(x, y) (3.1)

ifadesi aşağıdaki şartı sağlasın:

∀x ∈ X ∃ε > 0 öyle ki y ∈ B+(x, ϵ) =⇒ c(x, y) ≤ C(x)

(burada C sadece x e bağlı herhangi bir fonksiyon). Buna göre, ileri limitler geri

limitleri gerektirir ve böylece limitler aynıdır. Eğer (X, d) bir metrik uzay ise bu

durumda (3.1) özelliği her x, y ∈ X olmak üzere c(x, y) = 1 için sağlanır.

Aşağıda (3.1) özelliğini sağlayan bir asimetrik metrik örneği verilmiştir.

Örnek 3.11

d(x, y) =

ey − ex, y ≥ x

e−y − e−x, y < x

şeklinde tanımlanan d : R × R → R+
0 asimetrik metriği (3.1) özelliğini sağlar.

Gerçekten

1. y ≥ x ise d(y, x) ≤ Cd(x, y) ⇒ e−x − e−y ≤ C(ey − ex) dir.

Yani C ≥ e−xe−y dir. e−xe−y ≤ e−xe−x < e−x(e−x + ε) şeklinde yazılabilir.

Buradan C = e−x(e−x + ε) seçilebilir.

2. y < x ise d(y, x) ≤ Cd(x, y) ⇒ ex − ey ≤ C(e−y − e−x)dir. Yani C ≥ exey

dir. exey ≤ exex < ex(ex + ε) şeklinde yazılabilir. Buradan C = ex(ex + ε)

seçilebilir.

Buna göre, d metriği C = max{e−x(e−x + ε), ex(ex + ε)} olmak üzere her x, y ∈ R

için d(y, x) ≤ Cd(x, y) özelliğini sağlar. Böylece C nin yalnızca x e bağlı olduğu da

görülür.

Aşağıda (3.1) özelliğini gerçeklemeyen iyi bilinen bir asimetrik metrik örneği veril-

miştir.
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Örnek 3.12

d(x, y) =

y − x, y ≥ x

1, y < x

şeklinde verilen d : R × R → R+
0 asimetrik metriği Sorgenfrey asimetrik metriği

olarak bilinir. Burada ε ≤ 1 için B+(x, ε) = [x, x − ε) ve B−(x, ε) = (x − ε, x] dir.

Bu metriğe göre, a ∈ R için (xk) = a(1− 1
k
) olarak verilen dizi geri yakınsaktır ancak

ileri yakınsak değildir. Gerçekten,

lim
k→∞

d(xk, a) = lim
k→∞

d(a− a

k
, a) = lim

k→∞
(a− a+

a

k
) = lim

k→∞

a

k
= 0

lim
k→∞

d(a, xk) = lim
k→∞

d(a, a− a

k
) = lim

k→∞
1 = 1,

Böylece bu metrik üzerinde verilen bir dizi için ileri yakınsaklık geri yakınsaklığı

gerektirmez (ya da geri yakınsaklık ileri yakınsaklığı gerektirmez).

Literatürde farklı Cauchy dizisi tanımları vardır (Reilly vd. 1982; Mennuci 2004).

Bu çalışmada aşağıda verilen iki tanım kullanılacaktır.

Tanım 3.13 (xk), (X, d) asimetrik metrik uzayında bir dizi olsun. Eğer, her ε > 0

ve her k ≥ n ≥ N için

d(xn, xk) < ε

olacak şekilde bir N ∈ N varsa (xk) dizisine ileri Cauchy dizisi ve

d(xk, xn) < ε

olacak şekilde bir N ∈ N varsa (xk) dizisine geri Cauchy dizisi denir (Collins ve

Zimmer 2007).

Reilly vd. (1982) ve Kelly (1963) ileri (geri) Cauchy dizilerini, sol (sağ) K-Cauchy

dizileri olarak da adlandırmıştır.

Kelly (1963), bu tanımlardan hareketle bir dizinin ileri yakınsaklığının ileri Cauchy

dizisi olmasını ya da geri yakınsaklığının geri Cauchy dizisi olmasını gerektirmeye-

ceğini göstermiştir.
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Örnek 3.14 Yukarıda, Örnek 3.12 de verilen dizi geri yakınsaktır fakat geri Cauchy

dizisi değildir. Gerçekten, her ε > 0 ve her k ≥ n ≥ N için xk > xn olduğundan

d(xk, xn) = 1

dir yani dizi geri Cauchy dizisi değildir.

Literatürde asimetrik metrik uzaylarda Cauchy dizisi tanımında olduğu gibi süreklilik

için de birden fazla tanım vardır.

Tanım 3.15 (X, d) , (Y, d) asimetrik metrik uzaylar ve f : X −→ Y bir fonksiyon

olsun. Eğer, her ε > 0 için y ∈ B+(x, δ) iken f(y) ∈ B+(f(x), ε) sağlayan bir δ > 0

varsa f fonksiyonu x ∈ X de ileri süreklidir denir.

Benzer şekilde, ε > 0 için y ∈ B+(x, δ) iken f(y) ∈ B−(f(x), ε) sağlayan bir δ > 0

varsa f fonksiyonu x ∈ X de geri süreklidir denir (Colins ve Zimmer 2007).

Tanım 3.16 (Sürekliliğin dizisel tanımı) Bir f : X −→ Y fonksiyonunun x ∈ X de

ileri sürekli olabilmesi için gerek ve yeter koşul

xk
f−→ x iken f(xk)

f−→ f(x)

olmasıdır.

Benzer şekilde, bir f : X −→ Y fonksiyonunun x ∈ X de geri sürekli olabilmesi için

gerek ve yeter koşul

xk
b−→ x iken f(xk)

b−→ f(x)

olmasıdır (Colins ve Zimmer 2007).

Bu çalışmada sürekliliğin dizisel tanımı kullanılacaktır.

Tanım 3.17 Bir S ⊆ X kümesi olsun.

i Eğer, S kümesinin ileri (geri) topolojideki her açık örtüsü sonlu bir altörtüye

sahipse, S ye ileri (geri) kompakttır denir.
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ii Eğer, S kümesindeki her dizi ileri (geri) yakınsak bir altdiziye sahipse, S ye

ileri (geri) dizisel kompakttır denir.

iii Eğer, S kümesindeki her ileri (geri) Cauchy dizisi ileri (geri) yakınsak ise, S

ye ileri (geri) tamdır denir (Colins ve Zimmer 2007).

Mennuci (2004), uzayın ileri ve geri kompakt olması halinde ileri ve geri topoloji-

lerinin denk olduğu sonucuna ulaşmıştır. Collins ve Zimmer (2007), eğer kompaktlık

mevcutsa, geri limitlerin varlığının ileri limitlerin varlığını gerektirdiği ve limitlerin

tek olduğu sonucuna ulaşmıştır.

Lemma 3.18 (X, d) asimetrik metrik uzay ve (xk) bu uzayda bir dizi olsun. Eğer,

(X, d) ileri dizisel kompakt ve xk
b−→ a ise xk

f−→ a dir (Colins ve Zimmer 2007).

Lemma 3.19 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eğer, (X, d) de her ileri

Cauchy dizisi ileri yakınsak bir alt diziye sahipse (X, d) asimetrik metrik uzayı ileri

tamdır (Colins ve Zimmer 2007).

Lemma 3.20 Asimetrik metrik uzayda bir X kümesi, ileri kompakt ise ileri dizisel

kompakttır (Colins ve Zimmer 2007).

Das vd. (2013), asimetrik metrik uzaylarda reel sayı dizilerinin ideal yakınsaklığını

çalışmıştır. Aşağıda, yaptıkları çalışmadaki bazı tanım ve teoremler incelenecek.

Tanım 3.21 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve (xk) bu uzayda bir dizi olsun.

Eğer, her ε > 0 için

A(ε) = {k ∈ N : d(x, xk) ≥ ε} ∈ I

oluyorsa, (xk) dizisi x ∈ X e ileri I-yakınsaktır denir. Bu durum xk
fI−→ x şeklinde

gösterilir.

Benzer şekilde, her bir ε > 0 için

A(ε) = {k ∈ N : d(xk, x) ≥ ε} ∈ I

oluyorsa, (xk) dizisi x ∈ X e geri I-yakınsaktır denir. Bu durum xk
bI−→ x şeklinde

gösterilir.
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Eğer, I bir uygun ideal ise (xk) dizisinin ileri yakınsaklığı onun ileri I-yakınsaklığını

gerektirir. Benzer şekilde geri yakınsaklığı onun geri I-yakınsaklığını gerektirir.

Teorem 3.22 Eğer (X, d) asimetrik metrik uzayında bir (xk) dizisi, a ya ileri

I-yakınsak ve b ye geri I-yakınsak ise a = b dır.

Genelde ileri I-yakınsaklık geri I-yakınsaklığı gerektirmez. Eğer uzay (3.1) özelliğini

sağlarsa gerektirme olur.

Tanım 3.23 (X, d) asimetrik metrik uzay ve S ⊂ X kümesi olsun. Eğer S deki her

(xk) dizisi, {kn} /∈ I olacak şekilde limiti S de olan ileri (geri) yakınsak bir (xkn) alt

dizisine sahipse, S kümesi ileri (geri) I-dizisel kompakttır denir.

Teorem 3.24 (X, d) asimetrik metrik uzayı ileri I-dizisel kompakt olsun. Bu

durumda, xk
bI−→ a ise xk

fI−→ a olur.

Tanım 3.25 (xk), (X, d) asimetrik metrik uzayında bir dizi olsun. Bu dizinin x e

ileri I∗-yakınsak olabilmesi için gerek ve yeter koşul k ∈ M olmak üzere

lim
k→∞

d(x, xmk
) = 0

olacak şekilde M ∈ F(I) yani N \ M ∈ I, M = {m1 < m2 < m3 < · · · < mk <

mk+1 < . . . } kümesinin mevcut olmasıdır. Bu durum, xn
fI∗
−→ x şeklinde gösterilir.

Benzer şekilde, (xk) dizisinin x e geri I∗-yakınsak olabilmesi için gerek ve yeter koşul

k ∈ M olmak üzere

lim
k→∞

d(xmk
, x) = 0

olacak şekilde M ∈ F(I) yani N \ M ∈ I, M = {m1 < m2 < m3 < · · · < mk <

mk+1 < . . . } kümesinin mevcut olmasıdır. Bu durum, xn
BI∗
−→ x şeklinde gösterilir.

Teorem 3.26 Eğer bir (X, d) asimetrik metrik uzayında bir (xk) dizisi, a ya ileri

I∗-yakınsak ve b ye geri I∗-yakınsak ise a = b dır.

Genelde ileri I∗-yakınsaklık geri I∗-yakınsaklığı gerektirmez. Eğer uzay, (3.1) özelliğini

sağlarsa gerektirme olur.
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Teorem 3.27 I bir uygun ideal olsun. Eğer, xk
fI∗
−→ x ise bu durumda (xk)

fI−→ x

olur.

Teorem 3.28 I bir uygun ideal olsun. Eğer, xk
bI∗
−→ x şartını sağlarsa bu durumda

(xk)
bI−→ x olur.

Tanım 3.29 (xk), (X, d) asimetrik metrik uzayında bir dizi olsun. Eğer, her ε > 0

ve n ∈ M için {k ∈ N : d(xn, xk) ≥ ε} ∈ I olacak şekilde M ∈ F(I) kümesi varsa

(xk) dizisine ileri I-Cauchy dizisidir denir.

Benzer şekilde, her ε > 0 ve n ∈ M için {k ∈ N : d(xk, xn) ≥ ε} ∈ I olacak şekilde

M ∈ F(I) kümesi varsa (xk) dizisine geri I-Cauchy dizisidir denir.

I–yakınsaklıkta olduğu gibi, genel olarak, bir dizinin ileri I-Cauchy dizisi olması geri

I-Cauchy dizisi olmasını gerektirmez ancak uzay (3.1) özelliğini sağlarsa gerektirme

olur.

Bir dizinin ileri yakınsak olması ileri Cauchy dizisi olmasını gerektirmez (Kelly 1963).

Buna göre, genelde, dizinin ileri I–yakınsak olması da ileri I−Cauchy dizisi olmasını

gerektirmez.

Teorem 3.30 (X, d) asimetrik metrik uzayının ileri tam olması için ancak ve ancak

X deki her ileri I-Cauchy dizisinin X de ileri I-yakınsak olmasıdır.

Teorem 3.31 (X, d) asimetrik metrik uzayının geri tam olması için ancak ve ancak

X deki her geri I-Cauchy dizisinin X de geri I-yakınsak olmasıdır.
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4. ASİMETRİKMETRİK UZAYLARDA İNVARYANTYAKINSAK-

LIK VE İNVARYANT KOMPAKTLIK

‘Temel Kavramlar’ adlı 2. bölümde invaryant yakınsak dizi, istatistiksel invaryant

yakınsak dizi, invaryant Cauchy dizisi ve istatistiksel invaryant Cauchy dizisi kavram-

larının metrik uzaylardaki tanımları verildi. Bu bölümde, asimetrik metrik uzaylarda

bu kavramların tanımları verilerek bazı önemli teorem ve sonuçlar elde edilecek.

Tanım 4.1 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun ve bu uzayda bir (xk) dizisi

verilsin. Her ε > 0 için m ye göre düzgün olarak

lim
p→∞

1

p

p∑
j=1

d(x, xσj(m)) = 0

olacak şekilde bir x ∈ X varsa (xk) dizisi x e ileri invaryant yakınsaktır denir. Bu

durum (xk)
fVσ−→ x şeklinde gösterilir.

Tanım 4.2 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun ve bu uzayda bir (xk) dizisi

verilsin. Her ε > 0 için m ye göre düzgün olarak

lim
p→∞

1

p

p∑
j=1

d(xσj(m), x) = 0

olacak şekilde bir x ∈ X varsa (xk) dizisi x e geri invaryant yakınsaktır denir. Bu

durum (xk)
bVσ−→ x şeklinde gösterilir.

Tanım 4.3 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun ve bu uzayda bir (xk) dizisi

verilsin. Her ε > 0 ve p pozitif reel sayısı için m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

[d(x, xσj(m))]
p = 0

olacak şekilde bir x ∈ X varsa (xk) dizisi x e ileri p-invaryant yakınsaktır denir. Bu

durum (xk)
fVpσ−→ x şeklinde gösterilir.

Tanım 4.4 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun ve bu uzayda bir (xk) dizisi

verilsin. Her ε > 0 ve p pozitif reel sayısı için m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

[d(xσj(m), x)]
p = 0
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olacak şekilde bir x ∈ X varsa (xk) dizisi x e geri p-invaryant yakınsaktır denir. Bu

durum (xk)
bVpσ−→ x şeklinde gösterilir.

Tanım 4.5 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun ve bu uzayda bir (xk) dizisi

verilsin. Her ε > 0 için m ye göre düzgün olarak

lim
p→∞

1

p
|{j ≤ p : d(x, xσj(m)) ≥ ε}| = 0

ifadesini sağlayan bir x ∈ X varsa (xk) dizisi x e ileri istatistiksel invaryant yakınsaktır

denir. Bu durum (xk)
fSσ−→ x şeklinde gösterilir.

Tanım 4.6 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun ve bu uzayda bir (xk) dizisi

verilsin. Her ε > 0 için m ye göre düzgün olarak

lim
p→∞

1

p
|{j ≤ p : d(xσj(m), x) ≥ ε}| = 0

ifadesini sağlayan bir x ∈ X varsa (xk) dizisi x e geri istatistiksel invaryant yakınsaktır

denir. Bu durum (xk)
bSσ−→ x şeklinde gösterilir.

Asimetrik metrik uzaylara genişletilen bu tanımlar doğrultusunda bazı teoremler

elde edilmiştir.

Teorem 4.7 Eğer (xk) dizisi x0 a ileri invaryant yakınsak y0 a da geri invaryant

yakınsak ise x0 = y0 dır.

İspat: Eğer (xk) dizisi x0 a ileri invaryant yakınsak ise ε > 0 olmak üzere öyle bir

n1 ∈ N vardır ki her m ve p ≥ n1 için

1

p

p∑
j=1

d(x0, xσj(m)) <
ε

2

sağlanır.

Eğer (xk) dizisi y0 a geri invaryant yakınsak ise ε > 0 olmak üzere öyle bir n2 ∈ N

vardır ki her m ve p ≥ n2 için

1

p

p∑
j=1

d(xσj(m), y0) <
ε

2
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sağlanır. O halde n = maks(n1, n2) ve ε > 0 olmak üzere tüm p ≥ n ve her m için

d(x0, y0) ≤
1

p

p∑
j=1

d(x0, xσj(m)) +
1

p

p∑
j=1

d(xσj(m), y0) <
ε

2
+

ε

2
= ε

olur. Buradan d(x0, y0) = 0 olur ki bu da x0 = y0 demektir.

Metrik uzayda yakınsak olan bir dizinin asimetrik metrik uzayda yakınsak olmaya-

bileceği aşağıdaki örnekte görülmektedir.

Örnek 4.8

xk =

1, k tek ise

0, k çift ise

dizisi verilsin. Bu dizi metrik uzayda 1
2
ye invaryant yakınsaktır. Fakat asimetrik

metrik uzayda 1
2
ye invaryant yakınsak değildir. Gerçekten, σ(m) = m + 1 ve

Sorgenfrey asimetrik metriğine göre (xk) dizisi

lim
p→∞

1

p

p∑
j=1

d(
1

2
, xσj(m)) = lim

p→∞

d(1
2
, xm+1) + d(1

2
, xm+2) + · · ·+ d(1

2
, xm+p)

p

= lim
p→∞

1 + 1
2
+ 1 + 1

2
+ · · ·+ 1 + 1

2

p

= lim
p→∞

p
2
+ p

4

p
=

3

4
,

lim
p→∞

1

p

p∑
j=1

d(xσj(m),
1

2
) = lim

p→∞

d(xm+1,
1
2
) + d(xm+2,

1
2
) + . . . d(xm+p,

1
2
)

p

= lim
p→∞

1
2
+ 1 + 1

2
+ 1 + · · ·+ 1

2
+ 1

p

= lim
p→∞

p
2
+ p

4

p
=

3

4

dir. Yani, (xk) dizisi Sorgenfrey asimetrik metriğine göre 1
2
ye ileri ve geri invaryant

yakınsak değildir dolayısıyla invaryant yakınsak değildir.
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Örnek 4.9 X = R ve X üzerinde tanımlanan d asimetrik metriği

d(x, y) =

y − x, x ≥ y

0, x < y

şeklinde tanımlansın. xk = (−1)k dizisi ve σ(m) = m + 1 olarak alınırsa xσj(m) =

(−1)j+m yani xσj(m) ∈ {−1, 1} olur. Buna göre m ye göre düzgün olarak

lim
p→∞

1

p

p∑
j=1

d(−1, xσj(m)) = 0

lim
p→∞

1

p

p∑
j=1

d(xσj(m), 1) = 0

dir. Yani, (xk) dizisi 1 e ileri invaryant yakınsak, −1 e geri invaryant yakınsaktır.

Sonuc. 4.10 (X, d) asimetrik metrik uzayında (xk) dizisinin ileri ve geri invaryant

limiti tek değildir. Yukarıdaki örnekte tüm k ∈ N için (xk) dizisi x ∈ [1,∞) da geri

invaryant yakınsaktır ve x ∈ (−∞,−1] de ileri invaryant yakınsaktır.

Sonuc. 4.11 Eğer (xk) dizisinin ileri invaryant yakınsaklığı geri invaryant yakınsak-

lığını gerektiriyorsa ileri ve geri limitleri aynıdır.

Sonuc. 4.12 Genel olarak asimetrik metrik uzaylarda ileri invaryant yakınsaklık geri

invaryant yakınsaklığı gerektirmez. Ya da geri invaryant yakınsaklık ileri invaryant

yakınsaklığı gerektirmez.

Örnek 4.13 X = R ve bu küme üzerinde tanımlı d asimetrik metriği

d(x, y) =

0, y ≥ x

1, y < x

olarak verilsin. xk = 2(1 + 1
k
) şeklinde verilen dizi σ(m) = m + 1 ise metrik uzay-

da 2 ye invaryant yakınsaktır. Fakat asimetrik metrik uzayda yukarıdaki asimetrik

metriğe göre σ(n) = n+ 1 olması durumunda (xk) dizisi için

lim
p→∞

1

p

p∑
j=1

d(2, xσj(m)) = lim
p→∞

1

p

p∑
j=1

d(2, 2 +
2

m+ j
) = 0,
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lim
p→∞

1

p

p∑
j=1

d(xσj(m), 2) = lim
p→∞

1

p

p∑
j=1

d(2 +
2

m+ j
, 2) = 1 ̸= 0

olur ki 2 ye ileri invaryant yakınsak fakat geri invaryant yakınsak değildir. O halde

verilen (xk) dizisi asimetrik metrik uzayda invaryant yakınsak değildir.

Teorem 4.14 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun ve bu uzayda bir (xk) dizisi

verilsin. Eğer,

(i) (xk) dizisi ileri invaryant yakınsak ise ileri istatistiksel invaryant yakınsaktır.

(ii) (xk) dizisi ileri sınırlı ve ileri invaryant istatistiksel yakınsak ise ileri invaryant

yakınsaktır.

İspat:

(i) (xk)
fVσ−→ x ve ε > 0 olsun. Bu taktirde

p∑
j=1

d(x, xσj(m)) =
∑

d(x,x
σj(m)

)≥ε

d(x, xσj(m)) +
∑

d(x,x
σj(m)

)<ε

d(x, xσj(m))

olup her m için

p∑
j=1

d(x, xσj(m)) ≥
∑

d(x,x
σj(m)

)≥ε

d(x, xσj(m)) ≥ ε.|{j ≤ p : d(x, xσj(m)) ≥ ε}|

yazılır. Buradan her iki taraf pozitif 1
p
ile çarpılır ve p → ∞ için limite geçilirse

lim
p→∞

1

p

p∑
j=1

d(x, xσj(m)) ≥ ε. lim
p→∞

1

p
|{j ≤ p : d(x, xσj(m)) ≥ ε}|

elde edilir. (xk)
fVσ−→ x olduğundan eşitsizliğin sol tarafı p → ∞ iken m ye göre

düzgün olarak sıfıra yakınsar. Böylece m ye göre düzgün olarak

lim
p→∞

1

p
|{j ≤ p : d(x, xσj(m)) ≥ ε}| = 0

elde edilir. Bu ise (xk)
fSσ−→ x olduğunu gösterir.

(ii) (xk) dizisi sınırlı ve (xk)
fSσ−→ x olsun. O halde her x ∈ X ve her j ve m için

d(x, xσj(m)) < M olacak şekilde bir M > 0 sayısı vardır. Buradan ε > 0 için

1

p

p∑
j=1

d(x, xσj(m)) =
1

p

∑
d(x,x

σj(m)
)≥ε

d(x, xσj(m)) +
1

p

∑
d(x,x

σj(m)
)<ε

d(x, xσj(m))
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⩽
M

p
|{j ≤ p : d(x, xσj(m)) ≥ ε}|+ ε

elde edilir. Yani

1

p

p∑
j=1

d(x, xσj(m)) ≤
M

p
|{j ≤ p : d(x, xσj(m)) ≥ ε}|+ ε

Buradan eşitsizliğin p → ∞ için limiti alınırsa m ye göre düzgün olarak

lim
p→∞

1

p

p∑
j=1

d(x, xσj(m)) = 0

elde edilir. Bu da (xk)
fVσ−→ x olması demektir.

Teorem 4.15 (X, d) asimetrik metrik uzayında bir (xk) dizisi verilsin. Eğer,

(i) (xk) dizisi geri invaryant yakınsak ise geri istatistiksel invaryant yakınsaktır.

(ii) (xk) dizisi geri sınırlı ve geri invaryant istatistiksel yakınsak ise geri invaryant

yakınsaktır.

İspat: Teorem 4.18 e benzer şekilde ispatı yapılır.

Şimdi asimetrik metrik uzaylarda invaryant Cauchy dizisi tanımı verilecektir.

Tanım 4.16 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eğer, her ε > 0 ve n > p > N

için m ye göre düzgün olarak

d(tpm, tnm) < ε

ifadesini sağlayan pozitif bir N tamsayısı varsa (xk) dizisine ileri invaryant Cauchy

dizisi denir.

Burada,

tnm =
1

n+ 1

n∑
j=0

xσj(m)

dir.

Tanım 4.17 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eğer, her ε > 0 ve n > p > N

için m ye göre düzgün olarak

d(tnm, tpm) < ε

ifadesini sağlayan pozitif bir N tamsayısı varsa (xk) dizisine geri invaryant Cauchy

dizisi denir.
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Tanım 4.18 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eğer, her ε > 0 için m ye göre

düzgün olarak

lim
p→∞

1

p
|{m ≤ p : d(tNm, tnm) ≥ ε}| = 0

ifadesini sağlayan pozitif bir N(= N(ε)) tamsayısı mevcutsa (xk) dizisine ileri is-

tatistiksel invaryant Cauchy dizisi denir.

Tanım 4.19 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eğer, her ε > 0 için m ye göre

düzgün olarak

lim
p→∞

1

p
|{m ≤ p : d(tnm, tNm) ≥ ε}| = 0

ifadesini sağlayan pozitif bir N(= N(ε)) tamsayısı mevcutsa (xk) dizisine geri is-

tatistiksel invaryant Cauchy dizisi denir.

Teorem 4.20 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eğer X deki bir (xk) dizisi

invaryant yakınsak ise ileri istatistiksel invaryant Cauchy dizisidir.

İspat: (xk) dizisi x0 a invaryant yakınsak ise x0 a ileri ve geri istatistiksel invaryant

yakınsaktır. O halde her ε > 0 ve her m, n için

d(x0, tnm) <
ε

2
, d(tnm, x0) <

ε

2

dir. Eğer,

d(tNm, x0) <
ε

2

olacak şekilde bir N seçilirse her m ve n için

d(tNm, tnm) < d(tNm, x0) + d(x0, tnm) < ε

elde edilir. Böylece (xk) dizisi ileri istatistiksel invaryant Cauchy dizisidir.

Sonuc. 4.21 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eğer X deki bir (xk) dizisi ileri

(geri) invaryant Cauchy dizisi ise ileri (geri) istatistiksel invaryant Cauchy dizisidir.

Teorem 4.22 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve X deki bir (xk) dizisi ileri

invaryant Cauchy dizisi olsun. Eğer, m ye göre düzgün olarak

1

p+ 1

p∑
j=1

d(xk, xσj(m)) −→ 0

29



1

n+ 1

n∑
j=1

d(xσj(m), xk) −→ 0

koşulları sağlanıyorsa bu durumda (xk) dizisi ileri Cauchy dizisidir. Ya da tam tersi

durum sağlanır.

İspat: (xk) bir ileri invaryant Cauchy dizisi olsun ve koşullar sağlansın. Her k > l

için

d(xl, xk) ≤ d

(
xl,

1

p+ 1

p∑
j=0

xσj(m)

)

+d

(
1

p+ 1

p∑
j=0

xσj(m),
1

n+ 1

n∑
j=0

xσj(m)

)
+ d

(
1

n+ 1

n∑
j=0

xσj(m), xk

)

yazılabilir ve böylece (xk) ileri Cauchy dizisi olur.

Tersine olarak (xk) ileri Cauchy dizisi olsun ve koşullar sağlansın. Her k > l için

d

(
1

p+ 1

p∑
j=0

xσj(m),
1

n+ 1

n∑
j=0

xσj(m)

)

≤ d

(
1

p+ 1

p∑
j=0

xσj(m), xl

)
+ d(xl, xk) + d

(
xk,

1

n+ 1

n∑
j=0

xσj(m)

)

yazılabilir ve böylece (xk) ileri invaryant Cauchy dizisi olur.

Şimdi asimetrik metrik uzaylarda invaryant sürekliliğin tanımı verilecektir.

Tanım 4.23 X ve Y asimetrik metrik uzaylar ve f : X −→ Y bir fonksiyon olsun.

f fonksiyonunun x ∈ X de invaryant sürekli olması için gerek ve yeter koşul

(xk)
Vσ−→ x iken f(xk)

Vσ−→ f(x)

olmasıdır.

Asimetrik metrik uzaylarda ileri sürekliliğin dört tipini tanımlayabiliriz:

(xk)
f−→ x iken f(xk)

f−→ f(x) (4.1)
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(xk)
f−→ x iken f(xk)

fVσ−→ f(x) (4.2)

(xk)
fVσ−→ x iken f(xk)

f−→ f(x) (4.3)

(xk)
fVσ−→ x iken f(xk)

fVσ−→ f(x) (4.4)

(4.1) ileri süreklilik ve (4.4) ileri invaryant sürekliliktir. Böylece

(4.3) ⇒ (4.1) ⇒ (4.2)

(4.3) ⇒ (4.4) ⇒ (4.2)

elde edilir.

Asimetrik metrik uzaylarda geri sürekliliğin dört tipini tanımlayabiliriz:

(xk)
b−→ x iken f(xk)

b−→ f(x) (4.5)

(xk)
b−→ x iken f(xk)

bVσ−→ f(x) (4.6)

(xk)
bVσ−→ x iken f(xk)

b−→ f(x) (4.7)

(xk)
bVσ−→ x iken f(xk)

bVσ−→ f(x) (4.8)

(4.5) geri süreklilik ve (4.8) geri invaryant sürekliliktir. Böylece

(4.7) ⇒ (4.5) ⇒ (4.6)

(4.7) ⇒ (4.8) ⇒ (4.6)

elde edilir.

Tanım 4.24 X bir asimetrik metrik uzay olsun. Eğer,

1. X deki her dizi, ileri (geri) invaryant yakınsak bir alt diziye sahip ise X e ileri

(geri) invaryant kompakttır denir.

2. X deki her ileri (geri) invaryant Cauchy dizisi ileri (geri) invaryant yakınsak

ise X ileri (geri) tamdır denir.

Sonuc. 4.25 Metrik uzaylarda kompaktlık ve dizisel kompaktlık kavramları denktir.

Benzer şekilde asimetrik metrik uzaylarda ileri (geri) invaryant kompaktlık ve ileri

(geri) invaryant dizisel kompaktlık kavramları da denktir.
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Lemma 4.26 d : X × X → R+
0 bir asimetrik metrik olsun. Eğer, (X, d) ileri

invaryant kompakt ve xk
bVσ−→ x ise o zaman xk

fVσ−→ x dir.

İspat: Bir (xk) dizisini alalım ve x ∈ X için (xk)
bVσ−→ x olsun. İleri invaryant

kompaktlıktan dolayı, (xk) nın her (xkn)n∈N alt dizisi bir ileri invaryant yakınsak

alt diziye sahiptir. l → ∞ iken y ∈ X olmak üzere xknl

fVσ−→ y olsun. Bu durumda

Teorem 4.11 den x = y dir. xk
fVσ↛ x varsayalım. O halde ε0 > 0 ve her n için (xkn)n∈N

dizisi 1
p

∑p
l=1 d(x, xσjl (m)) ≥ ε0 sağlar. Fakat bu alt dizi x e yakınsayan bir (xknl

)l∈N

alt dizisine sahiptir. Bu yüzden l ≥ L için L ∈ N vardır ki 1
p

∑p
l=1 d(x, xσjl (m)) < ε0

sağlanır. Bu bir çelişkidir ve böylece xk
fVσ−→ x dir.

Sonuc. 4.27 İnvaryant kompaktlık varsa geri invaryant limitin varlığı ileri invaryant

limitin varlığını gerektirir ve dizinin limiti tektir.

Lemma 4.28 Eğer (X, d) asimetrik metrik uzayındaki her ileri invaryant Cauchy

dizisi, ileri invaryant yakınsak bir alt diziye sahipse ileri tamdır.

İspat: (xk), (X, d) de ileri invaryant Cauchy dizisi ve (xkn)n∈N, (xk) nın x ∈ X e

yakınsayan bir alt dizisi olsun. ε > 0 olsun. Öncelikle (xk) ileri invaryant Cauchy

dizisi olduğundan her n ≥ p ≥ N ve m ∈ N için d(tpm, tnm) ≤ ε
2
yazılabilir. jr ≥ N

için d(x, xσjr (m)) <
ε
2
olacak şekilde bir r ∈ N seçelim. Bu durumda, j ≥ jr ≥ N ve

her m için

d

(
x,

1

n+ 1

n∑
j=0

xσj(m)

)
≤

d

(
x,

1

p+ 1

p∑
r=0

xσjr (m)

)
+ d

(
1

p+ 1

p∑
r=0

xσjr (m),
1

n+ 1

p∑
j=0

xσj(m)

)

şeklinde düzenlenebilir. Böylece xk
fVσ−→ x, yani (X, d) ileri tamdır.

Teorem 4.29 (X, d) ve (Y, d) birer asimetrik metrik uzaylar ve f : X −→ Y olsun.

Eğer, f fonksiyonu ileri sürekli ise ve m ye göre düzgün olarak

lim
p→∞

d

(
f(xk),

1

p

p∑
j=1

f(xσj(m))

)
= 0

şartını sağlıyorsa f fonksiyonu ileri invaryant süreklidir.
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İspat: İleri invaryant sürekliliğin tanımından

d

(
f(x),

1

p

p∑
j=1

f(xσj(m))

)
≤ d (f(x), f(xk)) + d

(
f(xk),

1

p

p∑
j=1

f(xσj(m))

)

şeklinde düzenleme yapılırsa sonuç elde edilir.

Teorem 4.30 (X, d) ve (Y, d) birer asimetrik metrik uzay ve f : X −→ Y olsun.

Eğer, f fonksiyonu m ye göre düzgün olarak

lim
p→∞

d

(
1

p

p∑
j=1

f(xσj(m), f(xk)

)
= 0

şartını sağlıyorsa ve ileri invaryant sürekli ise f fonksiyonu ileri süreklidir.

İspat: f fonksiyonunun ileri sürekliliğinin tanımından

d (f(x), f(xk)) ≤ d

(
f(x),

1

p

p∑
j=1

f(xσj(m))

)
+ d

(
1

p

p∑
j=1

f(xσj(m)), f(xk)

)

şeklinde düzenleme yapılırsa sonuç elde edilir.

Teorem 4.31 Bir ileri (geri) invaryant kompakt uzayın ileri (geri) invaryant sürekli

görüntüsü de ileri (geri) invaryant kompakttır.

İspat: X ve Y asimetrik metrik uzay olsun. K, X in bir ileri invaryant kompakt

alt uzayı ve f : X −→ Y ileri invaryant sürekli olsun. f(K) = {f(x) : x ∈ K} nın

da ileri invaryant kompakt olduğunu göstermeliyiz.

{f(xk)}, f(K) içinde bir dizi olsun. Bu durumda (xk), K da bir dizidir. K ileri

invaryant kompakt olduğundan x ∈ X e ileri invaryant yakınsayan bir (xkn) alt dizisi

vardır. {f(xkn)} nın f(xk) nın bir alt dizisi olduğu görülür. f ileri invaryant sürekli

olduğundan,

(xkn)
fVσ−→ x iken f(xkn)

fVσ−→ f(x)

dır. Böylece, f(K) ileri invaryant kompakttır. Geri invaryant kompaktlık için de

ispat benzer şekilde yapılır.

33



5. ASİMETRİKMETRİK UZAYLARDA LACUNARY İNVARYANT

YAKINSAKLIK

Bu bölümde, lacunary invaryant yakınsaklık kavramı asimetrik metrik uzaylarda in-

celenecek. Buna göre, ileri ve geri kuvvetli lacunary invaryant yakınsaklık kavram-

ları ile ileri ve geri lacunary invaryant istatistiksel yakınsaklık kavramları asimetrik

metrik uzaylarda tanımlanacak. Tanımlarla ilgili bazı sonuçlar elde edilecek ve ara-

larındaki ilişkileri veren teoremler ispatlanacak.

Tanım 5.1 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve θ = (kr) bir lacunary dizisi olsun.

X deki bir (xk) dizisi için m ye göre düzgün olarak

lim
r→∞

1

hr

∑
j∈Ir

d(x, xσj(m)) = 0

eşitliğini sağlayan bir x ∈ X varsa (xk) dizisi x e ileri kuvvetli lacunary invaryant

yakınsaktır denir. xk
fLθ−→ x şeklinde gösterilir.

İleri kuvvetli lacunary invaryant yakınsak dizilerin uzayı;

fLθ = {(xk) : fLθ − limxk = x}

şeklinde gösterilecektir.

Tanım 5.2 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve θ = (kr) bir lacunary dizisi olsun.

X deki bir (xk) dizisi için m ye göre düzgün olarak

lim
r→∞

1

hr

∑
j∈Ir

d(xσj(m), x) = 0

eşitliğini sağlayan bir x ∈ X varsa (xk) dizisi x e geri kuvvetli lacunary invaryant

yakınsaktır denir. xk
bLθ−→ x şeklinde gösterilir.

Geri kuvvetli lacunary invaryant yakınsak dizilerin uzayı;

bLθ = {(xk) : bLθ − limxk = x}

şeklinde gösterilecektir.
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Sonuc. 5.3 Metrik uzaylardaki lacunary invaryant yakınsaklık tanımı, asimetrik

metrik uzaylarda kuvvetli lacunary invaryant yakınsaklık tanımına karşılık gelmek-

tedir.

Tanım 5.4 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve θ = (kr) bir lacunary dizisi olsun.

X de bir (xk) dizisi ve her ε > 0 için m ye göre düzgün olarak

lim
r→∞

1

hr

|{j ∈ Ir : d(x, xσj(m)) ≥ ε}| = 0

sağlayan bir x ∈ X varsa (xk) dizisi x e ileri lacunary invaryant istatistiksel yakınsaktır

denir. xk
fSσθ−→ x şeklinde gösterilir.

İleri lacunary invaryant istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı;

fSσθ = {(xk) : fSσθ − limxk = x}

şeklinde gösterilecektir.

Tanım 5.5 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve θ = (kr) bir lacunary dizisi olsun.

X de bir (xk) dizisi ve her ε > 0 için m ye göre düzgün olarak

lim
r→∞

1

hr

|{j ∈ Ir : d(xσj(m), x) ≥ ε}| = 0

olacak şekilde bir x ∈ X varsa (xk) dizisi x e geri lacunary invaryant istatistiksel

yakınsaktır denir. xk
bSσθ−→ x şeklinde gösterilir.

Geri lacunary invaryant istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı;

bSσθ = {(xk) : bSσθ − limxk = x}

şeklinde gösterilecektir.

Teorem 5.6 (X, d) asimetrik metrik uzay ve (xk) bu uzayda bir dizi olsun. Eğer,

(xk) dizisi x0 a ileri kuvvetli lacunary invaryant yakınsak ve y0 a geri kuvvetli lacu-

nary invaryant yakınsak ise x0 = y0 dir.

İspat: θ = (kr) bir lacunary dizisi olsun. Eğer (xk) dizisi x0 a ileri kuvvetli lacunary

invaryant yakınsak ise her r > R1, ε > 0 ve her m için

1

hr

∑
j∈Ir

d(x0, xσj(m)) <
ε

2
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olacak şekilde R1 ∈ R vardır.

Eğer (xk) dizisi y0 a geri kuvvetli lacunary invaryant yakınsak ise her r > R2, ε > 0

ve her m için
1

hr

∑
j∈Ir

d(xσj(m), y0) <
ε

2

olacak şekilde R2 ∈ R vardır. R = maks{R1, R2} olsun. Bu taktirde her j ve m için

d(x0, y0) ≤ d(x0, xσj(m)) + d(xσj(m), y0)

yazılır. Buradan ε > 0, her r > R ve her m için

1

hr

∑
j∈Ir

d(x0, y0) ≤
1

hr

∑
j∈Ir

d(x0, xσj(m)) +
1

hr

∑
j∈Ir

d(xσj(m), y0)

d(x0, y0) ≤
ε

2
+

ε

2
= ε

elde edilir. Yani x0 = y0 dır.

Teorem 5.7 (X, d) asimetrik metrik uzay olsun ve (xk) dizisi (3.1) şartını sağlasın.

Bu taktirde (xk) dizisinin ileri kuvvetli lacunary invaryant yakınsaklığı geri kuvvetli

lacunary invaryant yakınsaklığını gerektirir ve limitler aynıdır.

İspat: (xk) dizisi x0 a ileri kuvvetli lacunary invaryant yakınsak ve θ = (kr) bir

lacunary dizisi olsun. Bu durumda m ye göre düzgün olarak

lim
r→∞

1

hr

∑
j∈Ir

d(x0, xσj(m)) = 0

dır. Bu durumda ε > 0, her m ve r > R0 için 1
hr

∑
j∈Ir d(x0, xσj(m)) < ε

C(x0)

yazılabilir. c(x, y) < C(x) eşitsizliği her zaman sağlandığından her m ve j için

d(xσj(m), x0) ≤ c(x0, xσj(m))d(x0, xσj(m)) ≤ C(x0)d(x0, xσj(m)) < ε

yazılır. Böylece ε > 0, her m ve r > R0 için

1

hr

∑
j∈Ir

d(xσj(m), x0) ≤ 1

hr

∑
j∈Ir

c(x0, xσj(m))d(x0, xσj(m))

≤ C(x0)
1

hr

∑
j∈Ir

d(x0, xσj(m)) < ε

elde edilir. O halde (xk) dizisi x0 a geri invaryant yakınsaktır ve limitler aynıdır.
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Teorem 5.8 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve θ = (kr) bir lacunary dizisi olsun.

X deki bir (xk) dizisi için

1. xk
fLθ−→ x ise xk

fSσθ−→ x

2. (xk) ∈ fl∞ ve xk
fSσθ−→ x ise xk

fLθ−→ x

3. fSσθ ∩ fl∞ = fLθ

sağlanır.

İspat:

1. Eğer ε > 0 ve xk
fLθ−→ x ise

∑
j∈Ir

d(x, xσj(m)) =
∑
j∈Ir

d(x,x
σj(m)

)≥ε

d(x, xσj(m)) +
∑
j∈Ir

d(x
σj(m)

,x)<ε

d(x, xσj(m))

olup∑
j∈Ir

d(x, xσj(m)) ≥
∑
j∈Ir

d(x,x
σj(m)

)≥ε

d(x, xσj(m)) ≥ ε|{j ∈ Ir : d(x, xσj(m)) ≥ ε}|

yazılabilir. Yani∑
j∈Ir

d(x, xσj(m)) ≥ ε|{j ∈ Ir : d(x, xσj(m)) ≥ ε}|

elde edilir. Burada her iki yan 1
hr

ile çarpılarak r → ∞ için limiti alınırsa

lim
r→∞

1

hr

∑
j∈Ir

d(x, xσj(m)) ≥ ε. lim
r→∞

1

hr

|{j ∈ Ir : d(x, xσj(m)) ≥ ε}|

elde edilir. xk
fLθ−→ x olduğundan eşitsizliğin sol tarafı r → ∞ iken 0 dır.

Böylece

lim
r→∞

1

hr

|{j ∈ Ir : d(x, xσj(m)) ≥ ε}| = 0

elde edilir. Bu ise xk
fSσθ−→ x olduğunu gösterir.

37



2. xk
fSσθ−→ x ve (xk) ∈ fl∞ olduğunu kabul edelim. O halde tüm j ve m için

d(x, xσj(m)) ≤ M

sağlayan M ∈ R vardır. Böylece ε > 0 için

1

hr

∑
j∈Ir

d(x, xσj(m)) =
1

hr

∑
j∈Ir

d(x,x
σj(m)

)≥ε

d(x, xσj(m)) +
1

hr

∑
j∈Ir

d(x
σj(m)

,x)<ε

d(x, xσj(m))

≤ M

hr

|{j ∈ Ir : d(x, xσj(m)) ≥ ε}|+ ε

olur. Yani

1

hr

∑
j∈Ir

d(x, xσj(m)) ≤
M

hr

|{j ∈ Ir : d(x, xσj(m)) ≥ ε}|+ ε

dır. Yukarıdaki eşitsizlikte her iki yanın r → ∞ için limitine geçilirse istenen

elde edilir.

Şimdi (xk) dizisinin sınırlılık şartının var olmasını inceleyelim. Bunun için bir

θ = (kr) lacunary dizisi verilmiş olsun. Öncelikle (xk) dizisini tanımlayalım.

(xk) =

1, 2, 3, . . . , [
√
hr], k = σj(m), j = kr−1 + 1, kr−1 + 2, . . . , kr−1 + [hr]

0, diğer k lar için

(xk) dizisinin sınırlı olmadığı açıktır. 0 < ε < 1 için

1

hr

|{j ∈ Ir : d(0, xσj(m)) ≥ ε}| = [
√
hr]

hr

olur. r → ∞ için limite geçilirse

lim
r→∞

1

hr

|{j ∈ Ir : d(0, xσj(m)) ≥ ε}| = 0

elde edilir ki xk
fSσθ−→ 0 dır. Fakat

1

hr

∑
j∈Ir

d(0, xσj(m)) =
1 + 2 + · · ·+ [

√
hr]

hr

=
1

hr

.
[
√
hr].([

√
hr] + 1)

2

olur. Burada r → ∞ için limite geçilirse

lim
r→∞

1

hr

∑
j∈Ir

d(0, xσj(m)) =
1

2
̸= 0

olur. Yani xk
fLθ↛ 0 dır. O halde sınırlılık şartı (ii) de kaldırılamaz.
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3. Teoremin (i) ve (ii) şıkları birlikte düşünülürse

fSσθ ∩ fl∞ = fLθ

elde edilir.

Teorem 5.9 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve θ = (kr) bir lacunary dizisi olsun.

X deki bir (xk) dizisi için

1. xk
bLθ−→ x ise xk

bSσθ−→ x

2. (xk) ∈ bl∞ ve xk
bSσθ−→ x ise xk

bLθ−→ x

3. bSσθ ∩ bl∞ = bLθ

sağlanır.

İspat: Teorem 5.8 ye benzer şekilde ispatlanır.

Lemma 5.10 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve θ = (kr) bir lacunary dizisi olsun.

(xk), X de bir dizi olmak üzere ε1 > 0, ε > 0, her k ≥ k0 ve t ≥ t0 için

1

k
|{0 ≤ j ≤ k − 1 : d(x, xσj(m)) ≥ ε}| < ε1

sağlayan k0 ve t0 sayıları mevcutsa bu taktirde (xk) ∈ fSσ dır.

İspat: ε1 > 0 olsun. Her ε > 0, her k ≥ k0′ ve her t ≥ t0 için m ye göre düzgün

olarak
1

k
|{0 ≤ j ≤ k − 1 : d(x, xσj(m)) ≥ ε}| < ε1

2
(5.1)

olacak şekilde k0′ ve t0 seçelim. k ≥ k0′′ ve 0 ≤ t ≤ t0 için

1

k
|{0 ≤ j ≤ k − 1 : d(x, xσj(m)) ≥ ε}| < ε1

sağlayan k0′′ varlığını ispatlamak yeterlidir. k0 = max(k0′, k0′′) alınırsa k ≥ k0 ve

tüm m sayıları için

1

k
|{0 ≤ j ≤ k − 1 : d(x, xσj(m)) ≥ ε}| < ε1
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sağlanır. 0 ≤ t ≤ t0 , t0 tam sayı olup yerine konursa

M = |{0 ≤ j ≤ t0 − 1 : d(x, xσj(m)) ≥ ε}|

elde edilir. Şimdi de 0 ≤ t ≤ t0 , k ≥ t0 alınır ve (5.1) ifadesinden

1

k
|{0 ≤ j ≤ k − 1 : d(x, xσj(m)) ≥ ε}| ≤

1

k
|{0 ≤ j ≤ t0 − 1 : d(x, xσj(m)) ≥ ε}|+ 1

k
|{t0 ≤ j ≤ k − 1 : d(x, xσj(m)) ≥ ε}

≤ M

k
+

ε1
2

elde edilir ki yeterince büyük k için

≤ M

k
+

ε1
2

< ε1

yazılabilir. Böylece sonuç elde edilir.

Lemma 5.11 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve θ = (kr) bir lacunary dizisi olsun.

(xk), X de bir dizi olmak üzere ε1 > 0, ε > 0, her k ≥ k0 ve t ≥ t0 için

1

k
|{0 ≤ j ≤ k − 1 : d(xσj(m), x) ≥ ε}| < ε1

ifadesini sağlayan k0 ve t0 sayıları varsa bu taktirde (xk) ∈ bSσ dır.

İspat: Lemma 5.10 a benzer şekilde ispatlanır.

Teorem 5.12 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve θ = (kr) lacunary dizisi olsun.

Bu taktirde fSσθ = fSσ dır.

İspat: (xk) ∈ fSσθ olsun. Bu taktirde ε1 > 0, her r ≥ r0 için v ≥ 0, m = tr−1+1+v

olduğunda
1

hr

|{0 ≤ j ≤ hr − 1 : d(x, xσj(m)) ≥ ε}| < ε1

ifadesini sağlayan r0 sayısı vardır. p ≥ hr olsun. i bir tam sayı ve 0 ≤ t ≤ hr

aralığında seçildiğinde p = ihr + k yazılır. p ≥ hr, i ≥ 1 olduğundan

1

p
|{0 ≤ j ≤ p− 1 : d(x, xσj(m)) ≥ ε}|

≤ 1

p
|{0 ≤ j ≤ (l + 1)hr − 1 : d(x, xσj(m)) ≥ ε}|

=
1

p

i∑
j=0

|{lhr ≤ j ≤ (l + 1)hr − 1 : d(x, xσj(m)) ≥ ε}|

≤ 1

p
(i+ 1)hrε1 ≤

2ihrε1
p
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hr

p
≤ 1 için ve lhr

p
≤ 1 olduğundan

1

p
|{0 ≤ j ≤ p− 1 : d(x, xσj(m)) ≥ ε}| ≤ 2ε1

dır. Böylece Lemma 5.10 dan fSσθ ⊂ fSσ dır.

fSσ ⊂ fSσθ olduğunu gösterelim. (xk) ∈ (fSσ) olsun. ε1 > 0, ε > 0, her bir x ∈ X

ve p > N için
1

p
|{0 ≤ j ≤ p− 1 : d(x, xσj(m)) ≥ ε}|

sağlayan N > 0 sayısı ve (xk) dizisi vardır. θ = (kr) lacunary dizisi olduğundan

r ≥ R iken hr > N olacak şekilde R > 0 seçilebilir. Dolayısıyla her m ve r ≥ R için

1

hr

|{0 ≤ j ≤ hr − 1 : d(x, xσj(m)) ≥ ε}| < ε1

sağlanır. O halde fSσθ = fSσ dır.

Teorem 5.13 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve θ = (kr) lacunary dizisi olsun.

Bu taktirde bSσθ = bSσ dır.

İspat: Teorem 5.12 ye benzer şekilde ispatlanır.
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6. ASİMETRİK METRİK UZAYLARDA Iσ - YAKINSAKLIK

Bu bölümde, σ- düzgün yoğunluk kavramından yola çıkarak Nuray vd. (2011) nin

metrik uzaylarda tanımladığı Iσ-yakınsaklık kavramı asimetrik metrik uzaylarda

araştırılarak Iσ-yakınsaklık, I∗
σ yakınsaklık ve Iσ - Cauchy kavramları tanımlanacak.

Kavramların aralarındaki ilişkileri veren bazı teoremler ve sonuçlar elde edilecek.

Tanım 6.1 K ⊆ N ve

sm := minn|K ∩ {σ(n), σ2(n), ..., σm(n)}|

Sm := maxn|K ∩ {σ(n), σ2(n), ..., σm(n)}|

olsun. Eğer,

V (K) := lim
m→∞

sm
m

, V (K) := lim
m→∞

Sm

m

limitleri varsa bunlara sırayla K kümesinin alt ve üst σ-düzgün yoğunluğu denir.

Eğer, V (K) = V (K) ise bu durumda V (K) = V (K) = V (K) olur ve V (K) ya K

nın σ - düzgün yoğunluğu denir (Nuray vd. 2011).

Tanım 6.2 (xk) bir reel terimli dizi ve L ∈ R olsun. Eğer her ε > 0 için

A(ε) = {k ∈ N : |xk − L| ≥ ε}

kümesi Iσ ya aitse yani V (A(ε)) = 0 oluyorsa (xk) dizisi L sayısına Iσ-yakınsaktır

denir ve Iσ − limxk = L biçiminde gösterilir (Nuray vd. 2011).

Tanım 6.3 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eğer, her ε > 0 için

Aε := {k : d(x, xk) ≥ ε}

kümesi Iσ ya aitse yani V (Aϵ) = 0 ise (xk) dizisi x e ileri Iσ-yakınsaktır denir. Bu

durum xk
fIσ−→ x şeklinde gösterilir.

Tanım 6.4 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eğer, her ε > 0 için

Bϵ := {k : d(xk, x) ≥ ε}

kümesi Iσ ya aitse yani V (Bϵ) = 0 ise (xk) dizisi x e geri Iσ-yakınsaktır denir. Bu

durum xk
bIσ−→ x şeklinde gösterilir.

42



Teorem 6.5 (X, d) asimetrik metrik uzay ve (xk) bu uzayda bir dizi olsun. Eğer,

(xk) dizisi x ∈ X e ileri Iσ-yakınsak ve y ∈ X geri Iσ-yakınsak ise bu durumda

x = y dir.

İspat: Her ε > 0 için eğer, (xk) dizisi xk
fIσ−→ x ise

Aϵ := {k : d(x, xk) ≥ ε} ∈ Iσ

dır ve eğer (xk) dizisi xk
bIσ−→ y ise

Bϵ := {k : d(xk, y) ≥ ε} ∈ Iσ

dır. F (Iσ) = {A ⊂ X : Ac ∈ Iσ} olduğundan

Ac
ϵ := {k : d(x, xk) < ε} ∈ F (Iσ), Bc

ϵ := {k : d(xk, y) < ε} ∈ F (Iσ)

yazılabilir. Ac
ϵ ∩ Bc

ϵ ∈ F (Iσ) ve ∅ /∈ F (Iσ) olduğu için n ∈ N vardır ki d(x, xk) <
ε
2

ve d(xk, y) <
ε
2
yazılabilir. Böylece

d(x, y) ≤ d(x, xk) + d(xk, y) < ε

dır. ε > 0 keyfi olduğundan d(x, y) = 0 elde edilir ve x = y dır.

Genel olarak ileri Iσ-yakınsaklık geri Iσ-yakınsaklığı gerektirmez. Ya da geri Iσ-

yakınsaklık ileri Iσ-yakınsaklığı gerektirmez. Aşağıdaki örnekte bu durum görül-

mektedir.

Örnek 6.6 d asimetrik metrik uzayı

d(x, y) =

y − x, y ≥ x ise

0, y < x ise

biçiminde verilsin. xk = (1+ 1
k
) ve σ(m) = m+1 olsun. Bu dizi 1 e ileri Iσ-yakınsak

değildir. Gerçekten,

Aϵ = {k : d(x, xk) ≥ ε} = {k : d(1, 1 +
1

k
) ≥ ε}
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dır. Böylece,

sm := minn|Aϵ∩{σ(n), σ2(n), ..., σm(n)}| = |{1
k
≥ ε}∩{n+1, n+2, . . . , n+m}| = 1+m

Sm := maxn|Aϵ∩{σ(n), σ2(n), ..., σm(n)}| = |{1
k
≥ ε}∩{n+1, n+2, . . . , n+m}| = n+m

elde edilir. Buradan

V (A) = lim
m→∞

sm
m

= lim
m→∞

1 +m

m
= 1, V (A) := lim

m→∞

Sm

m
= lim

m→∞

n+m

m
= 1

limitleri bulunur ve V (Aε) ̸= 0 olduğundan (xk) dizisinin 1 e ileri Iσ-yakınsak ol-

madığı görülür.

Fakat (xk) dizisi 1 e geri Iσ-yakınsaktır. Çünkü,

Aϵ = {k : d(xk, x) ≥ ε} = {k : d(1 +
1

k
, 1) ≥ ε} = {k : 0 ≥ ε} = ∅

dır böylece,

sm := minn|Aϵ ∩ {σ(n), σ2(n), ..., σm(n)}| = |∅ ∩ {n+ 1, n+ 2, . . . , n+m}| = 0

Sm := maxn|Aϵ ∩ {σ(n), σ2(n), ..., σm(n)}| = |∅ ∩ {n+ 1, n+ 2, . . . , n+m}| = 0

V (Aε) = V (Aε) = V (Aε) = 0 bulunur. Bu yüzden (xk) dizisi 1 e geri Iσ-yakınsaktır.

Teorem 6.7 (X, d) asimetrik metrik uzayı (3.1) özelliğini sağlasın. Bu durumda

(xk) dizisinin ileri Iσ-yakınsaklığı geri Iσ-yakınsaklığını gerektirir ve limitler tektir.

İspat: xk
fIσ−→ x0 olsun. (3.1) özelliğinden

d(xk, x0) ≤ c(x0, xk)d(x0, xk) ≤ C(x0)d(x0, xk)

yazılabilir.

ϵ > 0 verilsin, bu durumda

{k ∈ N : d(xk, x0) ≥ ε} ⊂ {k ∈ N : c(x0, xk)d(x0, xk) ≥ ε}

⊂ {k ∈ N : C(x0)d(x0, xk) ≥ ε} = {k ∈ N : d(x0, xk) ≥
ε

C(x0)
} ∈ Iσ

elde edilir ki bu xk
bIσ−→ x0 olduğunu gösterir.
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Eğer Iσ bir uygun ideal olsun. Bu durumda (xk) dizisi ileri yakınsak iken ileri Iσ-

yakınsaktır. Benzer şekilde, Iσ bir uygun ideal olsun. Bu durumda (xk) dizisi geri

yakınsak iken geri Iσ-yakınsaktır.

Aşağıdaki teoremde, asimetrik metrik uzaylarda metrik uzaylardaki duruma benzer

sonuç elde edilmiştir.

Teorem 6.8 (xk) bir ileri sınırlı dizi olsun. Eğer (xk) dizisi x e ileri Iσ-yakınsak

ise x e ileri invaryant yakınsaktır.

İspat: m,n ∈ N keyfi ve ε > 0 olsun. Bu durumda

1

m

m∑
j=1

d(x, xσj(n)) ≤
1

m

∑
1≤j≤m

d(x,x
σj(n)

)≥ε

d(x, xσj(n)) +
1

m

∑
1≤j≤m

d(x
σj(n)

,x)<ε

d(x, xσj(n))

yazılabilir. Her n = 1, 2, . . . için

1

m

∑
1≤j≤m

d(x
σj(n)

,x)<ε

d(x, xσj(n)) < ε

dir. (xk) dizisinin sınırlılığından d(x, xσj(n)) ≤ M , (j = 1, 2, . . . ;n = 1, 2, . . . )

sağlayan M > 0 vardır. Bu durumda

1

m

m∑
j=1

d(x, xσj(n)) ≤ M

m
|{1 ≤ j ≤ m : d(x, xσj(n)) ≥ ε}|

≤ M
maxn|{1 ≤ j ≤ m : d(x, xσj(n)) ≥ ε}|

m

= M
Sm

m

elde edilir. Böylece (xk) dizisi x e ileri invaryant yakınsaktır.

Teorem 6.9 (xk) bir geri sınırlı dizi olsun. Eğer (xk) dizisi x e geri Iσ-yakınsak

ise x e geri invaryant yakınsaktır.

İspat: Teorem 6.8 benzer şekilde ispatı yapılır.

Şimdi, asimetrik metrik uzaylarda I∗
σ-yakınsaklık tanımı verilecektir.
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Tanım 6.10 Eğer

lim
k→∞

d(x, xmk
) = 0

ifadesini sağlayan bir M ∈ F (I) yani N \ M ∈ I,M = {m1 < m2 < ...} ∈ F (Iσ)

kümesi varsa bu durumda (xk) dizisi x e ileri I∗
σ-yakınsaktır denir ve xk

fI∗
σ−→ x

şeklinde gösterilir.

Benzer şekilde, eğer

lim
k→∞

d(xmk
, x) = 0

ifadesini sağlayan bir M ∈ F (I) yani N \ M ∈ I,M = {m1 < m2 < ...} ∈ F (Iσ)

kümesi varsa bu durumda (xk) dizisi x e geri I∗
σ-yakınsaktır denir ve xk

bI∗
σ−→ x

şeklinde gösterilir.

Teorem 6.11 Eğer (xk) dizisi xk
fI∗

σ−→ x0 ve xk
bI∗

σ−→ y0 ise bu durumda x0 = y0 dır.

İspat: Teorem 6.5 e benzer olarak ispatı yapılır.

Sonuc. 6.12 Genel olarak ileri I∗
σ-yakınsaklık geri I∗

σ-yakınsaklığı gerektirmez.

Teorem 6.13 (X, d) asimetrik metrik uzayı (3.1) özelliğini sağlasın. Bu durumda

(xk) dizisinin ileri I∗
σ-yakınsaklığı geri I∗

σ-yakınsaklığını gerektirir ve limitler tektir.

İspat: Teorem 6.7 ye benzer olarak ispatı yapılır.

Metrik uzaylarda I∗
σ and Iσ arasındaki ilişkiye benzer sonuç, asimetrik metrik uzay-

larda da elde edilmiştir.

Teorem 6.14 Iσ bir uygun ideal olsun. Eğer xk
fI∗

σ−→ x ise bu durumda xk
fIσ−→ x

dır. Benzer olarak eğer xk
bI∗

σ−→ x ise bu durumda xk
bIσ−→ x dır.

İspat: Teoremin varsayımından M = N \ A = {m1 < m2 < ... < mk < ...} için bir

A ∈ Iσ kümesi vardır ki

lim
k→∞

d(x, xmk
) = 0 (6.1)

46



elde edilir. ε > 0 olsun. (6.1) den, her k > k0 için d(x, xmk
) < ε sağlayan k0 ∈ N

vardır. Bu durumda

{k ∈ N : d(x, xk) ≥ ε} ⊂ A ∪ {m1 < m2 < ... < mk0} (6.2)

açıktır. Iσ bir uygun ideal olduğu için (6.2) ifadesinin sağındaki küme Iσ ya aittir.

Böylece (xk) x e ileri Iσ-yakınsaktır. Geri durum için de ispat benzer şekilde yapılır.

Bu teoremin tersi için Iσ, (AP) özelliğine sahip olmalıdır.

Teorem 6.15 Iσ bir uygun ideal olsun ve (AP) özelliğini sağlasın. Eğer xk
fIσ−→ x

ise bu durumda xk
fI∗

σ−→ x dir.

İspat: Iσ, (AP) özelliğini sağlasın ve xk
fIσ−→ x olsun. Buna göre, ε > 0 için

{k : d(x, xk) ≥ ε} ∈ Iσ sağlanır. A1 = {k : d(x, xk) ≥ 1} ve n ≥ 2, n ∈ N için

An = {k : 1
n
≤ d(x, xk) < 1

n−1
} yazalım. i ̸= j için Ai ∩ Bj = ∅ olduğu açıktır.

(AP) özelliğinden bir {Bn}n∈N bir dizisi vardır ki j ∈ N ve B = (
⋃∞

j=1 Bj) ∈ Iσ için

Aj △Bj sonlu kümelerdir. M = N \B ve k ∈ M için xk
fI∗

σ−→ x olduğunu ispatlamak

yeterlidir.

λ > 0 olsun. 1
n+1

< λ sağlayan n ∈ N seçelim. Bu durumda

{k : d(x, xk) ≥ λ} ⊂
n+1⋃
j=1

Aj

dir. Aj △Bj, j = 1, 2, . . . , n+ 1 sonlu kümeler olduğundan bir k0 ∈ N için

(
n+1⋃
j=1

Bj) ∩ {k : k > k0} = (
n+1⋃
j=1

Aj) ∩ {k : k > k0} (6.3)

sağlanır. Eğer k > k0 ve k /∈ B ise bu durumda k /∈
⋃n+1

j=1 Bj ve (6.3) ten, k /∈⋃n+1
j=1 Aj dir. Fakat

d(x, xk) <
1

n+ 1
< λ

dir. Böylece k ∈ M = N \B dir ve xk
fI∗

σ−→ x elde edilir.

Tanım 6.16 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. k > m > N ifadesini sağlayan

bir N varsa her ε > 0 ve k ∈ N için

{k ∈ N : d(xm, xk) ≥ ε} ∈ Iσ
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oluyorsa (xk) dizisine ileri Iσ-Cauchy dizisi denir.

Benzer şekilde, k > m > N sağlayan bir N varsa her ε > 0 ve k ∈ N için

{k ∈ N : d(xk, xm) ≥ ε} ∈ Iσ

sağlıyorsa (xk) dizisine geri Iσ-Cauchy dizisi denir.

Teorem 6.17 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. X kümesinde her Iσ-yakınsak

dizi Iσ-Cauchy dizisidir.

İspat: (xk) ∈ X dizisi x e Iσ-yakınsak olsun. Teorem 6.5 ten dizi x e ileri ve geri

Iσ-yakınsaktır. Böylece,

d(xm, xk) ≤ d(xm, x) + d(x, xk).

yazılabilir. Buna göre ε > 0 için,

{m, k ∈ N : d(xm, xk) ≥ ε} ⊂ {m ∈ N : d(xm, x) ≥
ε

2
}+ {k ∈ N : d(x, xk) ≥

ε

2
}.

Yukarıdaki eşitsizliğin sağ tarafı Iσ ya aittir. Böylece,

{m, k ∈ N : d(xm, xk) ≥ ε} ∈ Iσ

dir ve ispat tamamlanır.

Sonuc. 6.18 Genel olarak ileri Iσ-Cauchy dizisi geri Iσ-Cauchy dizisi olmayı gerek-

tirmez. Ya da geri Iσ - Cauchy dizisi ileri Iσ-Cauchy dizisi olmayı gerektirmez.

Fakat eğer (xk) dizisi (3.1) özelliğini sağlarsa gerektirir.

Sonuc. 6.19 Genel olarak ileri Iσ-yakınsaklık ileri Iσ-Cauchy olmayı gerektirmez.

Örnek 6.20 d asimetrik metrik uzayı

d(x, y) =

0, y ≥ x ise

1, y < x ise

şeklinde, (xk) = ( 1
k
) ve σ(m) = m + 1 olarak tanımlansın. Bu dizi 0 a ileri Iσ-

yakınsaktır. Çünkü,

Aϵ = {k : d(x, xk) ≥ ε} = {k : d(0,
1

k
) ≥ ε} = {k : 0 ≥ ε} = ∅
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dir. Böylece

sm := minn|Aϵ ∩ {σ(n), σ2(n), ..., σm(n)}| = |∅ ∩ {n+ 1, n+ 2, . . . , n+m}| = 0,

Sm := maxn|Aϵ ∩ {σ(n), σ2(n), ..., σm(n)}| = |∅ ∩ {n+ 1, n+ 2, . . . , n+m}| = 0

dir. Buna göre,

V (A) = lim
j→∞

sm
m

= lim
m→∞

0

m
= 0, V (A) := lim

m→∞

Sm

m
= lim

m→∞

0

m
= 0.

V (Aϵ) = V (Aϵ) = V (Aϵ) = 0 olduğundan (xk) dizisi 0 a ileri Iσ-yakınsaktır. Fakat,

(xk) dizisi ileri Iσ-Cauchy dizisi değildir. Çünkü, her n ∈ N, k ≥ n ve ε = 1
2
için,

Aϵ = {k : d(
1

n
,
1

k
) ≥ ε} = {k : 1 ≥ ε} = N

dir. Böylece

sm := minn|Aϵ ∩ {σ(n), σ2(n), ..., σm(n)}| = |N∩ {n+1, n+2, . . . , n+m}| = n+1,

Sm := maxn|Aϵ∩{σ(n), σ2(n), ..., σm(n)}| = |N∩{n+1, n+2, . . . , n+m}| = n+m

dir. Buna göre,

V (A) = lim
m→∞

sm
m

= lim
m→∞

1 +m

m
= 1, V (A) := lim

m→∞

Sm

m
= lim

m→∞

n+m

m
= 1

elde edilir.V (Aϵ) = V (Aϵ) = 1 ̸= 0 olduğundan (xk), Iσ-Cauchy dizisi değildir.

Teorem 6.21 (X, d) asimetrik metrik uzayı (3.1) özelliğini sağlasın. Bu durumda

eğer (xk) dizisi ileri (geri) Iσ-yakınsak ise ileri (geri) Iσ-Cauchy dizisidir.

İspat: xk
fIσ−→ x0 olsun ve ε > 0 verilsin. C(x0) > 0 olduğu için

A(
ε

2C(x0)
) = {k : d(x0, xk) ≥

ε

2C(x0)
} ∈ Iσ

dir. k /∈ A( ε
2C(x0)

) olsun. Bu durumda d(x0, xk) <
ε

2C(x0)
dir. Buna göre,

d(xm, xk) ≤ d(xm, x0) + d(x0, xk) ≤ c(x0, xk)d(x0, xk) + d(x0, xk)

≤ C(x0)d(x0, xk) + d(x0, xk) <
ε

2
+ d(x0, xk)
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elde edilir. Buradan d(xm, xk) ≥ ε, d(x0, xk) ≥ ε
2
olmayı gerektirir. Böylece,

{k ∈ N : d(xm, xk) ≥ ε} ⊂ {k ∈ N : d(x0, xk) ≥
ε

2
} ∈ Iσ

elde edilir. Bu durumda (xk) dizisi ileri Iσ-Cauchydir.

Eğer her (xn)n∈N dizisi {nk} /∈ I olmak üzere limiti S kümesinde olan ileri yakınsak

bir (xnk
)k∈N alt dizisi varsa S ⊆ X kümesine ileri I-kompakttır denir (Das vd. 2013).

Benzer olarak Iσ-kompaktlık tanımı asimetrik metrik uzaylarda yapılabilir.

Tanım 6.22 X bir asimetrik metrik uzay olsun. Eğer S kümesindeki her (xk) dizisi

{kn}n∈N /∈ Iσ olmak üzere limiti S kümesinde olan ileri (geri) invaryant yakınsak

bir (xkn)n∈N alt dizisi varsa S ⊆ X e ileri (geri) Iσ-kompakttır denir.

Teorem 6.23 (X, d) asimetrik metrik uzayı ileri Iσ-kompakt ve xk
bIσ−→ x ise

xk
fIσ−→ x dir.

İspat: Bazı x ∈ X için xk
bIσ−→ x sağlayan (xk)k∈N dizisini alalım. Eğer (xk)k∈N

dizisi x e ileri Iσ-yakınsak değilse ε > 0 için

A = {k ∈ N : d(x, xk) ≥ ε0} /∈ Iσ

dir. Aynı zamanda (xk)k∈A dizisi x e geri Iσ-yakınsak olsun. İleri Iσ-kompaktlıktan

(xk)k∈A nın bir (xkn)n∈N alt dizisi vardır ve (kn)n∈N /∈ Iσ olmak üzere (xk)k∈N ileri

yakınsaktır. y ∈ X olmak üzere k → ∞ iken xkn

f−→ y olsun. Bu durumda xk
fIσ−→ y

dir. Fakat xk
bIσ−→ x ve Teorem 6.5 ten x = y. Böylece K ∈ N olmak üzere n ≥ K

için d(x, xkn) < ε elde edilir ve bu bir çelişkidir. Bu yüzden xk
fIσ−→ x dir.

Lemma 6.24 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. (X, d) deki bir (xk) dizisi

için aşağıdaki koşullar denktir:

(1) (xk) bir ileri Iσ-Cauchy dizisidir.

(2) Her ε > 0 için {n ∈ N, En(ε) /∈ Iσ} ∈ Iσ dır.

Burada n ∈ N için En(ε) = {k ∈ N, d(xn, xk) ≥ ε} dir.
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İspat: ε > 0 ve (xk) ileri Iσ-Cauchy dizisi olsun. Herhangi bir n ∈ N için M ∈ (Fσ)

vardır ki {k ∈ N, d(xn, xk) ≥ ε} ∈ Iσ yani En(ε) ∈ Iσ vardır. Bu durumda En(ε) /∈

Iσ iken n /∈ N dir. Sonuç olarak {n ∈ N, En(ε) /∈ Iσ} ⊂ N \M ∈ Iσ.

Tersine olarak, M = {n ∈ N, En(ε) ∈ Iσ} yazalım. Bu durumda M ∈ (Fσ) olur.

Açıktır ki n /∈ N iken En(ε) ∈ Iσ dır yani {k ∈ N, d(xn, xk) ≥ ε} ∈ Iσ dir.

Teorem 6.25 Eğer X deki her ileri (geri) Iσ-Cauchy dizisi X de ileri (geri) Iσ-

yakınsak ise X, ileri (geri) tamdır.

İspat: (X, d) de (xk)k∈N dizisi bir ileri Cauchy dizisi olsun. ε > 0 verilsin. Bu

durumda P ∈ N olmak üzere her m > k ≥ P için d(xk, xm) < ε dir. k ≥ P için

d(xP , xk) < ε dir. Böylece Ep(ε) = {P ∈ N : d(xP , xk) ≥ ε} = {1, 2, . . . , P −1} ∈ Iσ

ve n ≥ P En(ε) = {n ∈ N : d(xn, xk) ≥ ε} ∈ Iσ sonucu elde edilir. Bu yüzden

{n ∈ N : En(ε) /∈ Iσ} ⊂ {1, 2, . . . , P − 1} ∈ Iσ, ve buradan (xk)k∈N ileri Iσ

- Cauchy dizisidir. Varsayımımızdan (xk)k∈N, X de bir ileri Iσ-yakınsak dizidir

ve x0 ∈ X olmak üzere xk
fIσ−→ x0 dir. Buradan ε > 0 için A(ε) = {k ∈ N :

d(x0, xk) ≥ ε} ∈ Iσ dir. k0 = 0 alınırsa εn = 1
n
, n ∈ N için tümevarımsal olarak kn ∈

N \ ({0, 1, 2, . . . , kn−1} ∪A(εn)) seçilebilir. Buna göre, her n ∈ N için d(x0, xkn) <
1
n

ve böylece xk nın ileri yakınsayan xkn alt dizisi vardır. Böylece (X, d) ileri tamdır.
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