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metrik uzaylarda kuvvetli lacunary invaryant yakinsaklik ve lacunary invaryant is-
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TESEKKUR

Matematik; ayrintilara odaklanildikca oradaki inceliklerin daha ¢ok gortildiigi, her
bir ayrintinin biitiindeki yeri ve éneminin daha ¢ok fark edildigi bir bilim dalidir.
Matematik 6grenme yolculugunda, ayrintilardaki incelikleri kegfederken yilmadan
zor da olsa bir hedefe ulagmanin verdigi 6zel bir hissiyat vardir. Bu hissiyati, mate-

matik yolculugum boyunca bizzat yasadim.

Oncelikli olarak stire¢ boyunca bana destek veren, tez konumun belirlenmesi, ca-
ligmalarimin yonlendirilmesi, tezimin yazim agamasinda engin bilgi ve tecriibesi ile
karsilagtigim her tiirli zorlugu agmamda bana yardimci olan danigmanim saygideger
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Dr. Ogr. Uyesi Giilistan I[SKENDEROGLU na tesekkiir ederim. Ayrica, her daim
bilgi, tecriibe ve yol gostericiligiyle motivasyonumu yiiksek tutan dostum Dr. Ogr.

Uyesi Elif NURAY YILDIRIM’a tesekkiir ederim.

Bugiine kadar her konuda yanimda olan kiymetli aileme tesekkiir ederim. Mate-
matik yolculugumun doktora duraginda, i¢imdeki istiyaki goriip beni destekleyen,
yogun caligma siirecim boyunca gostermis oldugu sabirla yiikiime omuz veren hayat

arkadagim Atilla SOYLEMEZ' e tesekkiir ederim.

Bu calismayi, diinyaya geldigi ilk glinden beri minicik bedeniyle bana sahitlik eden

biricik evladim Yusuf’a ithaf ediyorum.

Biisra SOYLEMEZ
Afyonkarahisar, 2024
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINI

Simgeler

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

RS Negatif olmayan reel sayilar kiimesi

(k) Reel say1 dizisi

| Al A kiimesinin eleman say1si

i(A) A kiimesinin dogal yogunlugu

flso Teri sirh dizilerin uzay:

V(K) K kiimesinin o - diizgiin yogunlugu

0= (k) Lacunary dizisi

N N nin kuvvet kiimesi

T Ideal

F Filtre

F(T) Ideal ile iligkili siizgec

Kisaltmalar

Tp — T xy) dizisi x ye yakinsak

st — lim xy, () dizisinin istatistiksel limiti

7 — lim xy, (xy) dizisinin Z-limiti

T, — lim x (xy) dizisinin Z,-limiti

BT (x,¢) x-merkezli e-yarigaph ileri agik yuvar

o L x (xy) dizisi z e ileri yakinsak

op >z (xy) dizisi = e geri yakinsak

Ty, Ve (xy) dizisi z e ileri invaryant yakinsak

Tk, L () dizisi z e ileri invaryant istatistiksel yakinsak
Ty Iie o (xy) dizisi z e ileri kuvvetli lacunary invaryant yakinsak
Tk T8¢ o (xy) dizisi z e ileri lacunary invaryant istatistiksel yakimsak
Ty, Ty o (z) dizisi z e ileri Z,-yakinsak

o, 25 o (x)) dizisi e ileri T}-yakinsak




1. GIRIS

Yakinsaklik, stireklilik ve metrik kavramlari, analiz ve fonksiyonel analiz alanlarinin
temelini olugturmaktadir. Toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde 6nemli
olan istatistiksel yakinsaklik kavrami ise klasik yakinsaklik kavramimin bir genel-
lestirmesidir ve bu kavram pozitif tam sayilarin dogal yogunlugu kavramini temel
almgtir. Istatistiksel yakmsakhk fikri 1935 yilinda A. Zygmund’a dayanmaktadir
fakat ilk kez 1951 yilinda birbirlerinden bagimsiz olarak Fast (1951) ve Steinhaus
(1951) tarafindan tanimlanmigtir. Schoenberg (1959), istatistiksel yakinsaklik kav-
raminin bazi temel ozelliklerini bir toplanabilme metrodu olarak caligmistir. Yetmis
yildan fazla zamandir istatistiksel yakinsaklik kavramu ile ilgili uygulamalar ve farklh
genellestirmeler Buck (1953), Maddox (1978), Salat (1980), Fridy (1985; 1993), Fridy
ve Orhan (1993), Nuray ve Ruckle (2000), Mursaleen ve Edely (2003), Nuray ve
Rhoades (2012), Nuray (2020; 2022) ve daha bir ¢ok matematikgi tarafindan veril-
mistir. Glintimiizde halen istatistiksel yakinsaklik kavrami iizerine ¢aligmalar devam

etmektedir.

Cesaro toplanabilme, toplanabilme teorisinin temel metotlarindandir. Connor 1988
yilinda yaptigi caligmada, istatistiksel yakinsaklik ile Cesaro toplanabilirlik, kuvvetli
Cesaro toplanabilirlik ve kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlik kavramlar: arasindaki

iligkileri incelemigtir.

Freedman vd. (1978), 0 lacunary dizisi kavramini kullanarak Ny kuvvetli lacunary
toplanabilir dizi uzaylar1 ile kuvvetli Cesaro toplanabilir dizi uzaylari arasindaki
iligkiyi incelemistir. Savag (1990), kuvvetli lacunary invaryant yakinsaklhk kavra-
mini tanimlamig ve invaryant yakinsaklikla arasindaki iligkiyi incelemistir. Fridy ve
Orhan (1993), lacunary dizisi kavramini kullanarak lacunary istatistiksel yakinsaklik
kavramini tanimlamigtir. Calismalarinda, lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami-
nin istatistiksel yakinsaklik ve diger toplanabilme metodlari ile iligkilerini aragtirmig-
tir. Savag ve Nuray (1993) invaryant istatistiksel yakinsaklik ve lacunary invaryant
istatistiksel yakinsaklik kavramlarini tanimladiklar: bir ¢caligsma yapmistir. Lacunary

istatistiksel yakimsaklik kavraminin bir benzeri ise Mursaleen ve Alotaibi (2011)



tarafindan verilmistir. Bu kavramlarla ilgili Savag (1990), Karakaya (2004), Ulusu
ve Nuray (2020) ve daha pek ¢ok arastirmaci tarafindan ¢aligmalar yapilmigtir.

Invaryant yakimsaklik kavraminim temelleri 1932 yilinda Banach tarafindan atilmistur.
oo, ||Z]] = supg|zk| aligilmig normu ile birlikte Banach uzaylarinda simirli reel veya
kompleks dizileri gostersin. Banach, shift (6teleme) operatorleri altinda degismez
kalan [, dizi uzaylar1 iizerinde tanimlanan bazi negatif olmayan lineer fonksiyonelleri
tanimlamigtir. Bu genisletilmis fonksiyoneller Banach limitleri olarak bilinir. Daha
sonra 1948 yilinda Lorentz, hemen hemen yakinsaklik olarak bilinen yakinsaklik
kavramini farkl sekilde formiile etmistir. Banach limit ve daha genel haliyle in-
varyant yakinsaklk, limit kavrammm smirh dizi uzaylarma genellegtirmesidir. In-
varyant limitler ise Raimi (1959) tarafindan incelenmigtir. Maddox (1978) ve Freed-
man vd. (1978) kuvvetli hemen hemen yakinsaklik kavramim tanimlamigtir. Nanda
(2004), Banach uzaylarinda hemen hemen stirekliligi ve hemen hemen kompakthg
inceledigi bir calisma vaymlamigtir. Invaryant yakinsakhk kavrami tizerine; Bell
(1929), Raimi (1963), Schafer (1972), Miller (1973), Mursaleen (1979, 1983), Savag
(1989), Nuray ve Savag (1994), Ahmad vd. (1994), Boss ve Seydel (1999), Savas ve
Rhoades (2002), Mursaleen ve Edely (2009), Aiyub ve Khan (2010), Pancaroglu ve

Nuray (2013) ve daha bir¢ok aragtirmaci ¢galigmalar yapmigtir.

Dogal yogunlugu sifir olan pozitif tamsay1 kiimeler ailesinin bir ideal olugturmasindan
yola ¢ikarak ideal yakinsaklik (Z-yakinsaklk) kavrami ilk kez Kostyrko vd. (2000)
tarafindan tamimlanmigtir. Yaptiklar: calismada klasik metrik uzaydaki diziler i¢in
Z-yakinsaklik kavramini tanimlamiglardir. Z-yakinsaklik istatistiksel yakinsakliktan
daha genel bir yakinsakliktir. Bir cok matematikc¢i bu konu iizerinde galigmigtir
ve halen fizerinde cahsilmaya devam etmektedir. Ornegin, Hold vd. (1988) Z-
yakinsaklik kavramini, Das ve Ghosal (2010) Z-Cauchy kavramii, Das vd. (2011)
idealleri kullanarak toplanabilme metodu gahigmigtir. Nuray vd. (2011) ise Z in-
varyant (Z,) yakinsakligi tanimlamigtir. Ulusu ve Nuray (2020) lacunary Z,-yakin-

sakligi tanimlamigtir.

Asimetrik metrik uzaylari, ilk defa ‘quasi-metrik uzaylar’ adiyla 1931 yilinda Wilson



tamimlamigtir. Ayni yil Niemytzki (1931) de asimetrik metrik uzaylarla baglantili
olarak caligmigtir. Ribeiro (1943), asimetrik metrik uzaylar zayif metrikli uzay-
lar olarak adlandirmigtir. Wilson’dan yaklagik on yil sonra Albert (1941) quasi-
metrikler tizerinde ¢aligmigtir. Stoltenberg (1969) de bu uzaylar iizerinde ¢aligma
yayinlamigtir. Birbirlerinden bagimsiz olarak Kelly (1963) ve Patty (1967) ise asi-
metrik metrik uzaylarin topolojik yapisindan otiri bu uzaylari, ‘Bitopolojik Uza-
ylar’ bashgiyla incelemistir. Tamlik ve kompaktlik kavramlari, bitopolojik yapidan
dolay1 degistigi igin asimetrik metrik uzaylardaki bu kavramlari Bodjanova (1981)
ile Reilly ve Vamanamurthy (1984) ¢aligmiglar ve metrik uzaylardan farkl sonuglara
ulagmiglardir. ‘Quasi-pseudo metrik uzaylar’ adi altinda Reilly vd. (1982) ile Kiinzi
(1983) asimetrik metrik uzaylar tizerinde ayrintili bir sekilde ¢aligmiglardir. Tlerleyen
yillarda Kiinzi (1992) quasi-pseudo metrik uzaylarda kompakthk ve tamlik iizerine
caligmistir.  Mennuci (2004), bu uzaylar {izerinde ‘Asimetrik Uzakliklar Uzerine’

bashigiyla kapsaml bir arastirma yayinlamigtir.

Asimetrik metrik uzaylarda simetri ozelligi yoktur. Bu durum, metrik uzaylarla
arasindaki farki olugturmaktadir. Bu nedenle yakinsaklik, stireklilik, kompaktlik
ve tamlik gibi kavramlar metrik uzaylardan farkli olarak yeniden tamimlanmalidir.
Ayrica ilgili baz1 teoremlerin metrik uzaylardan farkl ifade edilmesi, fonksiyonel
analizin bunlarla ilgili teoremlerinin asimetrik metrik uzaylarda nasil ispatlanacagi
sorusunu ortaya ¢ikarmigtir. Asimetrik metrik uzaylarin analizi oldukg¢a dogal go-
riinse de simetri 0zelliginin yoklugu teorilerde bosluk birakmaktadir. Bu nedenle bir

¢ok soru acik problem olarak beklemektedir.

Son zamanlarda da asimetrik metrik uzaylar tizerine bir ¢ok calisma yapilmig ve
yapimaya da devam etmektedir. Ornegin; Collins ve Zimmer (2007) yakinsaklik,
tamlik, kompakthik ve Arzela Ascoli teoremini bu uzaylarda ¢aligmistir. Bhunia ve
Das (2011), asimetrik metrik uzaylarda ¢ift indisli diziler {izerine ¢aligmigtir. Am-
inpour vd. (2012), asimetrik metrik uzaylarda bazi sonuglar elde etmistir. Taslim
(2012), asimetrik metrik uzaylarda yogunluk kavramimi tanimlamigtir. Cobzag (2013),
asimetrik normlu uzaylar1 anlattigl eserinde, asimetrik metrik uzaylar ve asimetrik

normlu uzaylarla ilgili elde ettigi bulgular1 yaymlamigtir. Ayrica Das vd. (2013), bu



uzaylarda reel say1 dizilerini temel alan ideal yakinsaklik (Z-yakinsaklik) kavramin
caligmigtir. Asimetrik metrik uzaylarda, Toyganozii ve Pehlivan (2015) exhaustive-
ness kavram iizerine, Ilkhan ve Kara (2019) istatistiksel yakinsaklk iizerine, Yaying

vd. (2020) ise siireklilik {izerine galigmistar.

Asimetrik metrik uzaylarin, matematik biliminin yaninda malzeme bilimi, biyoloji
gibi farkl alanlarda uygulamalar: bulunabilir. Bu konuda, Hamilton - Jacobi denk-
lemlerinin varlik ve teklik problemi ile ilgili aragtirmalar mevcuttur (Mennuci 2004).
Waterman vd. (1976) biyolojik kdkenler iizerinde asimetrik metrik uzaylari caligmig-
tir. Domiaty (1979), "uzay-zaman siirekliligi” adi altinda asimetrik metrik uzaylar
lizerine galigmigtir. Malzeme biliminde, (Mielke ve Roubicek 2003), plastikler igin
modellemede (Mainik ve Mielke 2005), malzeme hatalar igin modellemede (Rieger
ve Zimmer 2005) ve gradiyent akig modellerinde (Chenchiah vd. 2009) asimetrik

metrik uzaylarin uygulamalar: bulunmaktadir.

Ozellikle son yillarda bir cok matematikei tarafindan cahsilan invaryant yakinsaklik
tiplerini asimetrik metrik uzayda tanimlamak ve baz ozelliklerini incelemek bundan
sonra yapilacak caligmalar igin bir kaynak niteligi olugturacaktir. Bu caligmadaki
temel amacimiz metrik uzaylarda tanimlanmig olan invaryant yakinsaklik, invaryant
istatistiksel yakinsaklik, lacunary invaryant yakinsaklik, lacunary invaryant istatis-
tiksel yakinsaklik ve Z,-yakinsaklik kavramlarini asimetrik metrik uzaylara genelles-
tirmektir. Bu baglamda metrik uzaylarda daha onceden verilmis olan yakinsaklik
tanimlarini, bunlarin kendilerine has 6zelliklerini ve bu 6zelliklere bagh olarak ara-
larindaki iligkiler yeniden ele alinip asimetrik metrik uzaylar i¢in verilen yakinsaklik
kavramlari yeniden tanimlanmigtir. Ayrica bu kavramlar ve yeni tanimlar arasindaki

iligkileri gostermek amaclanmigtir.
Bu sebeplerden o6tiirti tez ¢aligmasinda;

‘Temel Kavramlar’ adli ikinci boliimde, ‘istatistiksel yakinsaklik’ taniminin dogma-
sina sebep olan yogunluk kavrami, istatistiksel yakinsaklik, dizi uzaylar1 ve topla-
nabilme alaninda onemli olan ve caligmanin daha acik ve anlagihir kilinmasi igin

gereken bazi temel kavramlarin tanimlari verildi.

4



Uciineii boliimde, asimetrik metrik uzaylar ayritih bir sekilde analiz edildi. Collins
ve Zimmer (2007) ve Das vd. (2013) e ait galigmalarda asimetrik metrik uzaylarla

ilgili elde edilen baz1 6nemli teoremler ve sonuglar verildi.

Dordiincii boliimde, iigiincii boliimde verilen teoremler ve sonuclara gore, asimetrik
metrik uzaylarda invaryant yakinsaklik, invaryant istatistiksel yakinsaklik, invaryant
Cauchy dizisi, invaryant stireklilik ve invaryant kompakthk kavramlar: tanimlandi

ve kavramlarin birbirleriyle iligkisini veren bazi teoremler ve sonuclar elde edildi.

Beginci boltimde, asimetrik metrik uzaylarda kuvvetli lacunary invaryant yakin-
saklik ve lacunary invaryant istatistiksel yakinsaklik kavramlar: tanimlandi. Savag
ve Nuray (1993) in ¢alismasi da incelenerek asimetrik metrik uzaylarda verilen bu

tanimlarin aralarindaki iligkiyi veren bazi sonuglar elde edildi.

Altma boliimde ise daha énceden Nuray vd. (2011) nin yaptiklar galigmadaki
diizglin o-invaryant yogunluk kavramindan yola ¢ikarak asimetrik metrik uzaylarda
1,-yakinsaklik ve Z*-yakinsaklik tamimlandi. Z,-yakinsaklik ile Z-yakinsaklik arasin-
daki iligkiyi veren teorem elde edildi. Ayrica asimetrik metrik uzaylarda Z,-Cauchy

ve Z,-kompaktlik kavramlar: tanimlanarak bazi teoremler ve sonuglar elde edildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boltimde, sonraki béliimler i¢in 6nemli olan ve ¢alisma boyunca kullanacagimiz

baz1 tanimlar verilecek.

Tanim 2.1 X bog olmayan bir kiime ve p : X x X — R bir fonksiyon olsun. Her

u, v,z € X igin

M1) p(u,v) =0 u =,

M2) p(u,v) = p(v,u),

M3) p(u,v) < p(u, z) + p(z,v).

sartlar1 saglanirsa, p fonksiyonuna, X iizerinde metrik fonksiyonu, (X,p) ye ise

metrik uzay denir (Maddox 1970).
Tanim 2.2 A, N nin bir alt kiimesi ve
A, ={k<n:ke A}

olsun. A C N kiimesinin eleman sayis1 ( cardA), |A| ile gosterilsin. Buna gore, A

kiimesinin alt yogunlugu ve tist yogunlugu

0(A) = lim mf'An‘

n—oo n n—00

dir. Bu limitlerin var olmasi durumunda yani,

egitliginin saglanmasi halinde, bu limite A C N kiimesinin dogal yogunlugu denir ve
d(A) ile gosterilir. Yani,
8(A) = 6(A) = 5(4)

ise K C N kiimesinin dogal yogunlugu

5(A) = tim 1Anl _ 1im1‘{k:§n;ke,4}‘

n—oo N n—oon

bigiminde tanimlanir (Niven vd. 1991).



Asagida dogal yogunluk ile alakali bazi1 6zellikler ve ornekler verilmistir:
i. A C N sonlu olsun. Bu durumda §(A) = 0 dir.

ii. A=Nised(A) = lim 22l = lim 2 =1 dir,

n—oo " n—00

iii. AC Bise §(A) < §(B) dir.

iv. S(N\A) =1—-0(A) dur.

n

. A={2n:neN}ise 6(A) = lim 22l = lim 2 = L dir.

n—o00 n—oo 2

<

vi. A={n?:neN}ised(4) = lim 2=l < lim‘/TE:()dlr.

n—oQ n—oo

Tanim 2.3 (zj) reel terimli bir dizi ve L € R olsun. Eger, her € > 0 igin
{keN:|z,— L] >¢}
kiimesinin dogal yogunlugu sifir, yani her € > 0 igin

hml‘{kgn:m—uza}‘:o

n—oo

ise, (xy) dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir denir ve st — limz, = L bigiminde

gosterilir (Fast 1951).

Sonlu elemanli kiimelerin dogal yogunlugu sifirdir. Bundan dolay1 yakinsak her dizi
istatistiksel yakinsaktir, fakat tam tersi durum her zaman gegerli olmayabilir. Buna

ornek agagida verilmistir:

Genel terimi

1, k=n* (neN)

T =

0 , diger durumlarda
olan (xy) dizisine bakilirsa; her ¢ > 0 i¢in A. = {k € N : |z, — 0] > ¢} kiimesinin
dogal yogunlugu sifirdir, yani her £ > 0 i¢in

AL 1
d(A:) = lim — = lim —‘{k <n:|z—0 28}‘ < lim —v/n=0

n—oo N n—oo M n—oo 71}

oldugu i¢in st — lim z;, = 0 dir. Fakat bu dizi wraksaktir.



Tanim 2.4 () reel terimli bir dizi olsun. Eger, her £ > 0 igin
6({k €Nz —an| > 2}) =0

saglayan bir N = N(¢) € N varsa, (zy) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir
(Fridy 1985).

Tanim 2.5 (zy) reel terimli bir dizi olsun. Eger,

n

o1
J D m=

ifadesini saglayan bir L sayis1 varsa, (xy) dizisi L ye Cesdro toplanabilirdir denir

(Cesaro 1890).

Tanim 2.6 (zy) reel terimli bir dizi olsun. Eger,

RN
B > st 50

ifadesini saglayan bir L sayisi varsa, () dizisi L sayisma kuvvetli Cesdro toplana-

bilirdir denir (Freedman vd. 1978).

Tanim 2.7 () reel terimli bir dizi olsun. Eger, m ye gore diizgiin olarak
. i :
im — Y Tpm =
n—oo M, —1 k+

ifadesini saglayan bir L sayisi varsa, () dizisi L ye hemen hemen yakinsaktir denir

(Lorentz 1948).
Tanim 2.8 () reel terimli bir dizi olsun. Eger, m ye gore diizgiin olarak

1
lim —|{k <n:|2gpm —L| >} =0

n—oo M,

ifadesini saglayan bir L sayis1 varsa (zy) dizisi L ye hemen hemen istatistiksel

yakinsaktyr denir (Savag ve Nuray 1993).

Tamim 2.9 o : N — N doniigiimii her j,m pozitif tam sayilar icin ¢7(m) # m
olacak gekilde bir birebir doniigtim olsun. Siirekli bir ¢ : [, — R lineer fonksiyoneline

agsagidaki ozellikleri saglamasi halinde invaryant limit veya o — limit denir.
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i) n=1,2,3, ... igin (z,) > 0= ¢(z) >0

iii) Her x € Iy i¢in ¢(2y(m)) = ¢(x) (Schaefer 1972).
Ozel olarak o(m) = m + 1 olursa ¢ bir Banach limiti admi alir.

Tammm 2.10 Invaryant limitleri esit olan smurh diziye invaryant yakinsak veya
o — yakinsak dizi denir. o — yakinsak dizilerin kiimesi V, ile gosterilir (Schaefer

1972).
Tanim 2.11 (zy) reel terimli bir dizi olsun. Eger, m ye gore diizgiin olarak
i i 4
n1—>I§o ﬁ = Loi(m) =
J:

ifadesini saglayan bir L sayis1 varsa (zy) dizisi L ye invaryant yakinsaktir denir

(Schaefer 1972). Invaryant yakinsak dizilerin uzayr;
o= {(z) + lim ~ > Toi(my = L, m ye gore diizgiin olara

seklinde gosterilir (Savag 1990).

Tanim 2.12 (z) reel terimli bir dizi olsun. Eger, m ye gore diizgiin olarak

Ji Dl ~ =0

ifadesini saglayan bir L sayisi varsa (zy) dizisi L ye kuovetli invaryant yakinsaktur

denir. Kuvvetli invaryant yakinsak dizilerin uzayz;

V,] = . lim — Z |Zgi(m) — L| = 0,m ye gore diizgiin olarak}

n—oo M
seklinde gosterilir (Mursaleen 1983).
Tanim 2.13 (z;) kompleks say1 dizisi ve her € > 0 igin m ye gore diizgiin olarak

lim —]{j <N Zhigny — L] > €} =0

n—oo M



ifadesini saglayan bir L sayis1 varsa (zy,) dizisi L ye invaryant istatistiksel yakinsaktir

denir. Invaryant istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi;
Se ={(zg) : So — limxy = L}
seklinde gosterilir (Savag ve Nuray 1993).

Tanim 2.14 A pozitif tam sayilarin bir kiimesi olsun. Eger, m ye gore diizgiin
olarak

lim —|{] <n:An{o(m),o*(m),...,a’(m)} =0

n—oo N,
ifadesini saghyorsa A kimesi diizgin invaryant sifir yogunluga sahiptir denir (Nuray

ve Savag 1994).
Tanim 2.15 6 = (k,) dizisi, kg = 0 ve r — oo iken
hy =k, — k1 — o0

saglayacak sekilde negatif olmayan tam sayilarin bir artan dizisi ise 6 = (k,.) dizisine

lacunary dizisi denir. Burada I, = (k,_1, k] dir (Freedman vd. 1978).

Tanim 2.16 6 = (k,) bir lacunary dizisi ve (xy) reel terimli bir dizi olsun. Eger,
1
Yo 2o =L
]617
ifadesini saglayan bir L sayisi varsa (zy) dizisi L ye lacunary toplanabilirdir denir

(Mursaleen ve Alotaibi 2011).

Tanim 2.17 (zy) reel terimli bir dizi ve § = (k) bir lacunary dizisi olsun. Eger,
rlggo—zuk—ﬂ =0
jelr
ifadesini saglayan bir L sayisi1 varsa (xy) dizisi L ye kuvvetli lacunary toplanabilirdir

denir. Bu uzaylar;

Ny = {x = (z1) hm—2|xk—L|—O}

" kel

seklinde gosterilir (Freedman vd. 1978).
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Tanim 2.18 (zy) reel terimli bir dizi ve # = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Eger,
e > 0 olmak tizere

1
lim —{kel :|x,—L|>e}|=0
T—00 hr

ifadesini saglayan bir L sayisi varsa (zy) dizisi L ye lacunary istatistiksel yakinsaktir

denir (Fridy ve Orhan 1993).

Tanim 2.19 (zy) reel terimli bir dizi ve § = (k) bir lacunary dizisi olsun. Eger,

m ye gore diizgiin olarak

ifadesini saglayan bir L sayisi varsa (xy) dizisi L ye lacunary invaryant yakinsaktur

denir (Savag 1990).

Tanim 2.20 (zy) reel terimli bir dizi ve § = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Eger,

m ye gore diizgiin olarak

1
lim — Z ’xgk(m) > L‘ =0

r—00 hT

ifadesini saglayan bir L sayis1 varsa (zy) dizisi L ye kuvvetli lacunary invaryant

yakinsaktir denir. Kuvvetli lacunary invaryant yakinsak dizilerin uzayri;

1
Ly = {(z) : lim o Z |Zok(my — L| = 0,m ye gore diizgiin olarak}

r—00
kel

seklinde gosterilir (Savas 1990).

Tanim 2.21 (zy) reel terimli bir dizi ve # = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Eger,
e > 0 i¢in

1
lim ——{k € I, : [2oh(my — L] > €} =0
r—00 hr

ifadesini saglayan bir L sayisi varsa (zy) dizisi L ye lacunary invaryant istatistiksel

yakinsaktir denir. Lacunary invaryant istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi;
Seo = {(x) : Spg — limz = L}

seklinde gosterilir (Savag ve Nuray 1993).
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Simdi, N dogal sayilar kiimesinin altkiimeleri ele alinarak ideal ve filtre kavramlarinin

tanim verilecek.

Tanmim 2.22 Bir Z C 2" ailesinin N de bir ideal olmasi icin ancak ve ancak
i 0eZ,
ii. Her U,V € Zicm UUV €7,
iii. Her U eZveV CUicnV eZ

sartlarimi saglamasidir (Kostyrko vd. 2000).

N & T oluyorsa Z bir gercek ideal olarak adlandirihir. Eger, Z bir gergek ideal ve her
n € Ni¢in {n} € Z oluyorsa, Z ideali uygun ideal olarak adlandirihir (Kostyrko vd.
2000).

Tamim 2.23 Bir F C 2" ailesinin N de bir filtre olmasi icin ancak ve ancak
i 0¢F
ii. Her U,V € FicimUNV € F,
iii. Her U € FveV CUicinV € F
sartlarim saglamasidir (Nagata 1974).
Z, N nin bir gercek ideali olursa
F(IZ)={KCN:N\K €71}

ailesi N de bir siizgectir denir. Bu F(Z) ya Z ile iligkilendirilmis stizge¢ denir
(Kostyrko vd. 2000).

Tamim 2.24 Z C 2" bir gergek ideal, (zj) bir reel terimli dizi ve L € R olsun.

Eger, her € > 0 i¢in
Ale)={keN:|zy — L| > ¢}

kiimesi Z ya ait oluyorsa, (zy) dizisi L ye Z-yakinsaktir denir ve Z — limxy, = L

bigiminde gosterilir (Kostyrko vd. 2000).

12



Tanim 2.25 Eger,
lim d(L, z,,) =0

k—ro0
ifadesini saglayacak sekilde bir M = {m; < mg < -+ < myp < mypy1 < ...} € F(I)
kiimesi varsa (zy) dizisi L ye I}-yakinsaktur denir ve IY — limxy, = L seklinde

gosterilir (Kostryko vd. 2000).

Tamim 2.26 Z C 2N bir uygun ideal olsun. Z idealine ait karsihikh ayrik her
{A;}ien kitmeleri igin, A; A B; (i € N) sonlu kiime ve B = (|J;2, B;) € Z olacak
sekilde { B; }ien kiimeler ailesi varsa Z ideali (AP) dzelligine sahiptir denir (Kostyrko
vd. 2000).
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3. ASIMETRIK METRIK UZAYLAR

Bu boliimde asimetrik metrik uzaylar ayrintili bir sekilde ele alinacak. Buna gore
bu uzaylarda; sinirhlik, yakinsaklik, Cauchy dizisi, siireklilik, kompaktlik ve tamlik

kavramlar: ile baz1 6nemli teorem ve sonuclari verilecek.

Bazen quasi-metrik uzaylar da denilen asimetrik metrik uzaylar, metrik uzaylardaki
simetri gart1 olmayan uzaylar olarak tanimlanir (Wilson 1931). Buna gore, asimetrik

metrik uzayin tamimi asagidaki gibidir:

Tanim 3.1 X bir kiime olsun. Bir d : X x X — Ry fonksiyonu;
Al) Her z,y € X igin d(z,y) > 0 ve d(z,y) =0 &z =y,
A2) Her z,y,z € X i¢in d(z,y) < d(z,z) + d(z,y),

sartlarim saghyorsa d fonksiyonuna X iizerinde bir asimetrik metrik ve (X, d) ikili-

sine de asimetrik metrik uzay denir (Collins ve Zimmer 2007).

d, X kiimesinde tanimli bir asimetrik metrik ve u, v € X olsun. Wilson, X kiimesinde

tamimli bir d’ metrigini
d(u,v) + d(v,u)

d'(u,v) = 5

seklinde diizenlemigtir (Wilson 1931).

Buna gore, her metrik uzay bir asimetrik metrik (quasi metrik) uzaydir. Ancak
simetriyi sartini saglayan asimetrik metrik uzaylar bir metrik uzay olur. Asimetrik
metrik ile metrik arasindaki farkin anlagilacagi en belirgin orneklerden biri; ba-
sit kapali egrilerdir. Her zaman saat yoniinde alinan bu egrilerin yay uzunlugu
bir asimetrik metrik iken simetri 6zelligi tagimadigindan metrik degildir (Reilly vd.
1982). Ayrica, tek yonli sokaklar da asimetrik metrikler i¢in giinliik hayattan ve-
rilecek iyi bir ornektir. Ciinkii tek yonlii yollarda A noktasindan B noktasina bir
tek yolla gidilebilirken, B noktasindan A noktasina bu ayni yol ile gidilemez fakat
gidilen yoldan farkli olan bir yol ya da yollarla gidilebilir. Asimetrik metrik uzay-

larla ilgili bir bagka 6rnek ise daglik bir iilkede A konumundan B konumuna hareket
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eden bir otomobilin en kisa siirede ya da en az enerji harcayarak aldigi mesafenin
B konumundan A konumuna en kisa siirede ya da en az enerji harcayarak aldig

mesafeden farkli olacagidir (Bodjanova 1981).

Asimetrik metrik uzaylarda simetri 6zelligi olmadig: icin bilinen yakimsaklik, sii-
reklilik, kompaktlik ve tamhik gibi kavramlar bu uzaylarda yeniden tanimlanmig-
tir. Simetri 6zelliginin yoklugu bu uzaylarin topolojik yapisini degigtirmigtir. Bu
uzaylarda ileri ve geri topolojiler vardir. Kelly, bu uzaylar1 ‘bitopolojik uzaylar’
olarak adlandirmigtir (Kelly 1963). Bitopolojik yapidan dolay1 bilinen yakinsaklik,
tamlik ve kompaktlik gibi kavramlarin ileri ve geri olmak iizere birden fazla tanimi

ortaya ¢ikmigtir.

Tanim 3.2 d asimetrik metrik ve (X, d) asimetrik metrik uzay olsun. u € X ve
her € > 0 i¢in

BT (u,e) = {v e X :d(u,v) < ¢}

ileri agik yuvari ile tiretilen topolojiye d asimetrik metrigi ile iiretilen ileri topoloyi
denir ve 7, ile gosterilir.

Benzer sekilde u € X ve her € > 0 igin
B (u,e) ={v e X :d(v,u) < e}

geri acik yuvarn ile tiretilen topolojiye d asimetrik metrigi ile tiretilen ger:i topoloji

denir ve 7_ ile gosterilir (Collins ve Zimmer 2007).

Tanim 3.3 d° = sup{d(u,v),d(v,u)} metriginden elde edilen 7 topolojisi
B(u,v) ={v € X :d(u,v) < e} = BT (u,e) N B~ (u,¢)

agik yuvarlar ile iiretilen bir topolojidir (Mennuci 2004).

Tanim 3.4 (X,d) bir asimetrik metrik uzay ve (xj), X de bir dizi olsun. Her
k € N ve zyg € X igin d(xg, ) < M saglayacak sekilde M € R varsa zj dizisine

ileri sinarlider denir. Tleri smirh dizilerin uzay: flo ile gosterilecektir.
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Tanim 3.5 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve (xy), X de bir dizi olsun. Her
k € Nvexy € X igin d(xy, xg) < M saglayacak sekilde M € R varsa xy, dizisine geri

symarlder denir. Geri sinirh dizilerin uzay bl ile gosterilecektir.
Tanim 3.6 (X, d) asimetrik metrik uzayimnda bir (z;) dizisi i¢in
lim d(z,z) =0
n—oo
ifadesini saglayan x € X varsa (xy) dizisi x e ileri yakinsak,
lim d(zy,x) =0
n—oo

ifadesini saglayan = € X varsa (zy) dizisi z e geri yakinsaktir denir ve sirasiyla

ve -5 w ve zy, > @ seklinde gosterilir (Collins ve Zimmer 2007).

Mennuci (2004), bir dizinin yakinsakliginin sartini ileri ve geri yakinsakliklar arasindaki

bagintiyla asagidaki onermede vermistir:
Onerme 3.7 Bir (X, d) asimetrik metrik uzaymda,
r — ¢ <= d°(xg,x) — 0 <= hem d(zg,z) — 0 hem de d(z,zx) — 0

Boylece, ‘x € X e yakinsak bir dizi ancak ve ancak x € X e hem ileri hem de geri

yakinsaktir’ sonucuna ulagmistir.

Colins ve Zimmer (2007) ise bir dizinin ileri ve geri yakinsakligi arasindaki bagintiy1

su sekilde vermistir:

Teorem 3.8 (X, d) asimetrik metrik uzaymda verilen bir (xy) dizisi, a ya ileri

yakinsak ve b ye geri yakinsak ise bu durumda a = b dir.

Sonuc 3.9 Eger bir dizinin ileri yakinsakligi geri yakinsakligini gerektiriyorsa ileri

limit tektir (Colins ve Zimmer 2007).

Asagidaki 6nermede Collins ve Zimmer (2007), asimetrik metrik uzaylarda yapilan

caligmalar i¢in ¢cok onemli olan ileri ve geri limitler arasindaki bagintiy1 vermistir:
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Onerme 3.10 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. ¢ : X x X — R olmak tizere
her z,y € X igin
d(y, x) < c(z, y)d(z,y) (3.1)

ifadesi agagidaki sart1 saglasin:
VeeX de>00yleki ye BT (r,¢) = c(z,y) < C(x)

(burada C' sadece x e bagh herhangi bir fonksiyon). Buna gore, ileri limitler geri
limitleri gerektirir ve boylece limitler aymdir. Eger (X, d) bir metrik uzay ise bu

durumda (3.1) 6zelligi her z,y € X olmak tizere ¢(z,y) = 1 i¢in saglanir.

Asagida (3.1) ozelligini saglayan bir asimetrik metrik 6rnegi verilmistir.

Ornek 3.11

el — 63:7 Yy Z x
d(z,y) =
el c " dNUEw T

seklinde tammmlanan d : R x R — RJ asimetrik metrigi (3.1) ozelligini saglar.

Gergekten

L.y > x ise dly,z) < Cd(z,y) = e —e?¥ < (O — ) dir
Yani C > e eV dir. e e < e "e™® < e *(e7" + ¢) seklinde yazilabilir.

Buradan C' = e *(e™* + ¢) segilebilir.

2.y <zised(y,x) < Cdlz,y) = e* —e¥ < Ce? — e *)dir. Yani C > e"e?
dir. e*e? < e%e” < e"(e” + ¢) geklinde yazlabilir. Buradan C' = e*(e” + ¢)

secilebilir.

Buna gore, d metrigi C' = maz{e *(e™* + ¢),e”(e” + ¢)} olmak iizere her z,y € R
icin d(y, x) < Cd(z,y) ozelligini saglar. Boylece C' nin yalnizca x e bagh oldugu da

goriiliir.

Agagida (3.1) ozelligini gergeklemeyen iyi bilinen bir asimetrik metrik 6rnegi veril-

mistir.
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Ornek 3.12

y—x, yZiE
d(z,y) =
1, y<zx

seklinde verilen d : R x R — R asimetrik metrigi Sorgenfrey asimetrik metrigi
olarak bilinir. Burada ¢ < 1 i¢in Bt (z,¢) = [x,z —¢) ve B (x,¢) = (z — ¢, 2] dir.
Bu metrige gore, a € R igin (x) = a(1l— %) olarak verilen dizi geri yakinsaktir ancak

ileri yakinsak degildir. Gergekten,

. . a . a . a
A a) = i dla =0y = gl —atp) = i g =0

. . a .
g de,m) = i dle,a—5) = i1 =1

Boylece bu metrik tizerinde verilen bir dizi igin ileri yakinsaklik geri yakinsaklig

gerektirmez (ya da geri yakinsaklik ileri yakinsakhigr gerektirmez).

Literatiirde farkli Cauchy dizisi tanimlar: vardir (Reilly vd. 1982; Mennuci 2004).

Bu calismada agagida verilen iki tanim kullanilacaktir.

Tanim 3.13 (zy), (X, d) asimetrik metrik uzayinda bir dizi olsun. Eger, her ¢ > 0
ve her k > n > N icin

d(xp,xp) < €

olacak gekilde bir N € N varsa (xy) dizisine ileri Cauchy dizisi ve
d(xg, x,) < €

olacak gekilde bir N € N varsa (zy) dizisine geri Cauchy dizisi denir (Collins ve

Zimmer 2007).

Reilly vd. (1982) ve Kelly (1963) ileri (geri) Cauchy dizilerini, sol (sag) K-Cauchy

dizileri olarak da adlandirmigtir.

Kelly (1963), bu tamimlardan hareketle bir dizinin ileri yakinsakliginin ileri Cauchy
dizisi olmasini ya da geri yakinsakliginin geri Cauchy dizisi olmasini gerektirmeye-

cegini gostermistir.
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Ornek 3.14 Yukarida, Ornek 3.12 de verilen dizi geri yakinsaktir fakat geri Cauchy

dizisi degildir. Gergekten, her € > 0 ve her £ > n > N i¢in z; > x, oldugundan
d(xg,x,) =1

dir yani dizi geri Cauchy dizisi degildir.

Literatiirde asimetrik metrik uzaylarda Cauchy dizisi taniminda oldugu gibi siireklilik

i¢in de birden fazla tanim vardir.

Tanim 3.15 (X,d), (Y,d) asimetrik metrik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon
olsun. Eger, her ¢ > 0 i¢in y € Bt (z,9) iken f(y) € BT(f(x),e) saglayan bir 6 > 0
varsa [ fonksiyonu z € X de iler: sireklidir denir.

Benzer gekilde, e > 0 i¢gin y € Bt (z,9) iken f(y) € B~ (f(z), ) saglayan bir § > 0

varsa f fonksiyonu x € X de geri sireklidir denir (Colins ve Zimmer 2007).

Tanim 3.16 (Stirekliligin dizisel tanimi) Bir f : X — Y fonksiyonunun = € X de

leri surekli olabilmesi igin gerek ve yeter kosul
! . f
xp — x  iken f(xp) — f(x)

olmasidir.
Benzer sekilde, bir f : X — Y fonksiyonunun z € X de geri sturekli olabilmesi icin
gerek ve yeter kosgul

zp —5 z iken f(zx) LN f(x)

olmasidir (Colins ve Zimmer 2007).

Bu caligmada stirekliligin dizisel tanimi kullanilacaktir.

Tanim 3.17 Bir S C X kiimesi olsun.

i Eger, S kiimesinin ileri (geri) topolojideki her agik ortiisii sonlu bir altértiiye

sahipse, S ye ileri (geri) kompakttir denir.
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ii Eger, S kiimesindeki her dizi ileri (geri) yakinsak bir altdiziye sahipse, S ye

ileri (geri) dizisel kompakttyr denir.

iii Eger, S kiimesindeki her ileri (geri) Cauchy dizisi ileri (geri) yakinsak ise, S

ye ileri (geri) tamdur denir (Colins ve Zimmer 2007).

Mennuci (2004), uzayin ileri ve geri kompakt olmasi halinde ileri ve geri topoloji-
lerinin denk oldugu sonucuna ulagmigtir. Collins ve Zimmer (2007), eger kompaktlik
mevcutsa, geri limitlerin varliginin ileri limitlerin varligin1 gerektirdigi ve limitlerin

tek oldugu sonucuna ulagmigtir.

Lemma 3.18 (X, d) asimetrik metrik uzay ve (xj) bu uzayda bir dizi olsun. Eger,

(X, d) ileri dizisel kompakt ve xy s 4 ise 2, 55 a dir (Colins ve Zimmer 2007).

Lemma 3.19 (X,d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eger, (X,d) de her ileri
Cauchy dizisi ileri yakimsak bir alt diziye sahipse (X, d) asimetrik metrik uzay: ileri

tamdir (Colins ve Zimmer 2007).

Lemma 3.20 Asimetrik metrik uzayda bir X kiimesi, ileri kompakt ise ileri dizisel

kompakttir (Colins ve Zimmer 2007).

Das vd. (2013), asimetrik metrik uzaylarda reel say1 dizilerinin ideal yakinsakligini

caligmigtir. Asagida, yaptiklar: caligmadaki bazi tanim ve teoremler incelenecek.

Tanim 3.21 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve (zx) bu uzayda bir dizi olsun.
Eger, her ¢ > 0 icin
Ale) ={keN:d(z,ap) >}t el

oluyorsa, (xy) dizisi z € X e ileri Z-yakinsaktir denir. Bu durum xy, Iy seklinde
gosterilir.

Benzer sekilde, her bir € > 0 i¢in
Ale) ={k e N:d(zg,x) >c} el

oluyorsa, (xy) dizisi x € X e geri Z-yakinsaktyr denir. Bu durum xy, g seklinde

gosterilir.
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Eger, Z bir uygun ideal ise (xy) dizisinin ileri yakinsakligi onun ileri Z-yakisakligini

gerektirir. Benzer gekilde geri yakinsakligi onun geri Z-yakinsakligini gerektirir.

Teorem 3.22 Eger (X,d) asimetrik metrik uzaymda bir (z) dizisi, a ya ileri

Z-yakinsak ve b ye geri Z-yakinsak ise a = b dir.

Genelde ileri Z-yakisaklik geri Z-yakinsakligi gerektirmez. Eger uzay (3.1) 6zelligini

saglarsa gerektirme olur.

Tanim 3.23 (X, d) asimetrik metrik uzay ve S C X kiimesi olsun. Eger S deki her
(xy) dizisi, {k,} ¢ T olacak sekilde limiti S de olan ileri (geri) yakinsak bir (xy, ) alt

dizisine sahipse, S kiimesi ileri (geri) Z-dizisel kompakttur denir.

Teorem 3.24 (X, d) asimetrik metrik uzay: ileri Z-dizisel kompakt olsun. Bu

v . 1z
durumda, z, — a ise xy — a olur.

Tanim 3.25 (x;), (X, d) asimetrik metrik uzaymda bir dizi olsun. Bu dizinin z e

ileri Z* -yakinsak olabilmesi igin gerek ve yeter kosul £ € M olmak tizere

kll_{rolo d(z,zm,,) =0

olacak gekilde M € F(Z) yani N\ M € Z, M = {m; < mg < mz < -+ < my <
M1 < ...} kilmesinin mevcut olmasidir. Bu durum, z,, EEaNg seklinde gosterilir.
Benzer sekilde, (z) dizisinin = e geri Z*-yakinsak olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul
k € M olmak tlizere

lim d(z,,z) =0

k—o0
olacak gekilde M € F(Z) yani N\ M € Z, M = {m; < mg < m3 < -+ < my <

. BT* . e
Myy1 < ...} kilmesinin mevcut olmasidir. Bu durum, z,, — z seklinde gosterilir.

Teorem 3.26 Eger bir (X, d) asimetrik metrik uzaymnda bir (xy) dizisi, a ya ileri

T*-yakinsak ve b ye geri Z*-yakinsak ise a = b dir.

Genelde ileri Z*-yakinsaklik geri Z*-yakinsaklhig1 gerektirmez. Eger uzay, (3.1) 6zelligini

saglarsa gerektirme olur.
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Teorem 3.27 7 bir uygun ideal olsun. Eger, xy T2 ¢ ise bu durumda (k) LA

olur.

Teorem 3.28 7 bir uygun ideal olsun. Eger, x LA sartini saglarsa bu durumda

(k) 2, 2 olur.

Tanim 3.29 (zy), (X, d) asimetrik metrik uzayinda bir dizi olsun. Eger, her ¢ > 0
ven € M igin {k € N : d(x,,x;) > e} € T olacak sekilde M € F(Z) kiimesi varsa
(xy) dizisine ileri Z-Cauchy dizisidir denir.

Benzer sekilde, her € > 0 ve n € M i¢in {k € N : d(zy,z,) > ¢} € T olacak sekilde

M € F(Z) kiimesi varsa (xy) dizisine geri Z-Cauchy dizisidir denir.

T—yakisaklikta oldugu gibi, genel olarak, bir dizinin ileri Z-Cauchy dizisi olmasi geri
Z-Cauchy dizisi olmasimi gerektirmez ancak uzay (3.1) 6zelligini saglarsa gerektirme

olur.

Bir dizinin ileri yakinsak olmas ileri Cauchy dizisi olmasimi gerektirmez (Kelly 1963).
Buna gore, genelde, dizinin ileri Z—yakinsak olmasi da ileri Z—C'auchy dizisi olmasini

gerektirmez.

Teorem 3.30 (X, d) asimetrik metrik uzaymin ileri tam olmasi i¢in ancak ve ancak

X deki her ileri Z-Cauchy dizisinin X de ileri Z-yakinsak olmasidir.

Teorem 3.31 (X,d) asimetrik metrik uzayinin geri tam olmasi i¢in ancak ve ancak

X deki her geri Z-Cauchy dizisinin X de geri Z-yakinsak olmasidir.
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4. ASIMETRIK METRIK UZAYLARDA INVARYANT YAKINSAK-

LIK VE INVARYANT KOMPAKTLIK

‘Temel Kavramlar’ adli 2. boliimde invaryant yakinsak dizi, istatistiksel invaryant
yakinsak dizi, invaryant Cauchy dizisi ve istatistiksel invaryant Cauchy dizisi kavram-
larinin metrik uzaylardaki tanimlar: verildi. Bu boliimde, asimetrik metrik uzaylarda

bu kavramlarin tanimlar1 verilerek bazi onemli teorem ve sonuclar elde edilecek.

Tanim 4.1 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun ve bu uzayda bir (zj) dizisi

verilsin. Her € > 0 i¢in m ye gore diizgiin olarak
12
lim . ]21 AT, Ty (my) =0
olacak sekilde bir x € X varsa (xy) dizisi x e ileri invaryant yakinsaktir denir. Bu
durum (zy) IVo seklinde gosterilir.

Tanim 4.2 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun ve bu uzayda bir (zj) dizisi

verilsin. Her € > 0 igin m ye gore diizgiin olarak
R
Jim jzl A(Z i (my, ) = 0
olacak gekilde bir x € X varsa (zy) dizisi z e geri invaryant yakinsaktir denir. Bu
durum (zy) Yo, 2 seklinde gosterilir.

Tanim 4.3 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun ve bu uzayda bir (zj) dizisi

verilsin. Her € > 0 ve p pozitif reel sayis1 i¢in m ye gore diizgiin olarak

1 n
— , p_
nh—>nolon E [d(, Toim))]P =0

7j=1
olacak gekilde bir x € X varsa (zy) dizisi x e ileri p-invaryant yakinsaktyr denir. Bu

Voo . . 1.
durum (zy) AL g seklinde gosterilir.

Tanim 4.4 (X,d) bir asimetrik metrik uzay olsun ve bu uzayda bir (zj) dizisi

verilsin. Her € > 0 ve p pozitif reel sayisi i¢gin m ye gore diizgiin olarak
L
tim 23 Sldeom )} =0
]:

23



olacak sekilde bir x € X varsa (xy) dizisi x e geri p-invaryant yakinsaktir denir. Bu

durum (zy) Vog o seklinde gosterilir.

Tanim 4.5 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun ve bu uzayda bir (xy) dizisi

verilsin. Her € > 0 igin m ye gore diizgiin olarak

1
lim —|{j <p:d@, Toigm) =€} =0

pP—00 p

ifadesini saglayan bir z € X varsa (xy) dizisi x e ileri istatistiksel invaryant yakinsaktr

denir. Bu durum (zy) 15 seklinde gosterilir.

Tanim 4.6 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun ve bu uzayda bir (xy) dizisi

verilsin. Her € > 0 i¢in m ye gore diizgiin olarak
lim 21{j < p: (@, 2) > e} = 0
Y D17 < pi dlzorim,2) 2 e} =

ifadesini saglayan bir z € X varsa (xy) dizisi x e geri istatistiksel invaryant yakinsaktir

denir. Bu durum (zy) 2% 1 seklinde gosterilir.

Asimetrik metrik uzaylara genisletilen bu tanimlar dogrultusunda bazi teoremler

elde edilmistir.

Teorem 4.7 Eger (xy) dizisi x a ileri invaryant yakinsak yo a da geri invaryant

yakinsak ise xg = yq dir.

Ispat: Eger (x;,) dizisi ¢ a ileri invaryant yakmsak ise ¢ > 0 olmak iizere dyle bir

ny € N vardir ki her m ve p > n, igin

S d(oos ) < &
pj:1 05 Loi(m) 2

saglanir.
Eger (z) dizisi yo a geri invaryant yakinsak ise £ > 0 olmak tizere dyle bir ny € N

vardir ki her m ve p > ns icin

DO ™

1 p
- Z d(xaj(m)a yO) <
P
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saglanir. O halde n = maks(ni,ns) ve € > 0 olmak tizere tiim p > n ve her m igin

d(zo, yo) Zdﬂ?o, Toi (m Zd i (m <2_|_§:

olur. Buradan d(xg,yo) = 0 olur ki bu da g = yo demektir.

Metrik uzayda yakinsak olan bir dizinin asimetrik metrik uzayda yakinsak olmaya-

bilecegi agagidaki ornekte goriilmektedir.

Ornek 4.8

1, k tek ise
T =

0, kgift ise

dizisi verilsin. Bu dizi metrik uzayda % ye invaryant yakinsaktir. Fakat asimetrik

metrik uzayda % ye invaryant yakinsak degildir. Gergekten, o(m) = m + 1 ve

Sorgenfrey asimetrik metrigine gore (xy) dizisi

1 - 1 dl)'ivm +dl7x’m ++dlyxm
lim —Zd(—,xo-j(m)) — Jlim (2 +1) (2 +2> (2 +p)
p—oo P = 2 p—00 P

i 1+2+1+2+--+143
= 11m
pP—00 p
= lim g +§ = §
p—oo P 4’
1 ¢ 1 d(Tmi1,3) + d(@mi, 5) + - (T, 5)
lim —Zd(xaj(m),—) = lim 2 2 2
p—o0 P = 2 p—00 P
Ll i41+ 0 +2 41
= lim 2 2 2
pP—00 p
= lim g—i_%j = §
p—=oo P 4

dir. Yani, () dizisi Sorgenfrey asimetrik metrigine gére 3 L ye ileri ve geri invaryant

yakinsak degildir dolayisiyla invaryant yakinsak degildir.
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Ornek 4.9 X =R ve X iizerinde tammlanan d asimetrik metrigi

y—xz, 2>y
d(z,y) =
0, <y
seklinde tammlansin. z, = (—1)* dizisi ve o(m) = m + 1 olarak alhmirsa 2, =
(—=1)7*™ yani 2, (m) € {—1,1} olur. Buna gore m ye gore diizgiin olarak

p

1
lim — d(—l,.’ligj(m)) =0
p—0o0 p =
1 p
lim — d(xgj(m), 1) =0

dir. Yani, (z;) dizisi 1 e ileri invaryant yakinsak, —1 e geri invaryant yakimsaktir.

Sonuc 4.10 (X, d) asimetrik metrik uzaymda (zj) dizisinin ileri ve geri invaryant
limiti tek degildir. Yukaridaki érnekte tiim & € N i¢in (zy) dizisi « € [1,00) da geri

invaryant yakisaktir ve z € (—oo, —1] de ileri invaryant yakinsaktir.

Sonuc 4.11 Eger (zy) dizisinin ileri invaryant yakinsakligi geri invaryant yakisak-

ligin1 gerektiriyorsa ileri ve geri limitleri aynidir.

Sonuc 4.12 Genel olarak asimetrik metrik uzaylarda ileri invaryant yakinsaklik geri
invaryant yakinsakligi gerektirmez. Ya da geri invaryant yakinsaklik ileri invaryant

yakinsaklig1 gerektirmez.

Ornek 4.13 X = R ve bu kiime iizerinde tanimh d asimetrik metrigi

1, y<z

olarak verilsin. zj, = 2(1 + 1) seklinde verilen dizi o(m) = m + 1 ise metrik uzay-
da 2 ye invaryant yakinsaktir. Fakat asimetrik metrik uzayda yukaridaki asimetrik

metrige gore o(n) = n + 1 olmast durumunda (zy) dizisi i¢in

1< 1< 2
lim — d(2, Tsi(m) = lim — d2,24+ ——) =0,
p—)oopjg1 ( ()) p—)oop; ( m—l—j)
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1 1 2
lim — d(Tgi(my,2) = lim — d2+——,2)=1#0
i 3> )= 30 12
olur ki 2 ye ileri invaryant yakinsak fakat geri invaryant yakinsak degildir. O halde

verilen (zy) dizisi asimetrik metrik uzayda invaryant yakinsak degildir.

Teorem 4.14 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun ve bu uzayda bir (zy) dizisi

verilsin. Eger,
(i) (xy) dizisi ileri invaryant yakinsak ise ileri istatistiksel invaryant yakinsaktir.

(i) (zy) dizisi ileri simirh ve ileri invaryant istatistiksel yakinsak ise ileri invaryant

yakinsaktir.
ispat:

(i) (zx) IV 2 ve ¢ > 0 olsun. Bu taktirde
p
Z d xr xaﬂ(m = Z d(x’ xo’j(m)) L Z d(SC, xaj(m))
j=1 (@, (1)) 2E AT 5 (1)) <E
olup her m igin
p
Zd(xaxaj(m)) > Z d(xvxoj(m)) 2> 5|{] <p: d(x7xaj(m)> > 8}|
j=1 d(I,ZBO_]'<m>)Z8

yazilir. Buradan her iki taraf pozitif % ile carpilir ve p — oo icin limite gecilirse

1 p
- . > _ < >
Plggop 7=1 d(x7x(ﬂ(m)) © Plggo ‘{] p: d(x :EUJ( ) B 8}’

elde edilir. (zy) LA oldugundan esitsizligin sol tarafi p — oo iken m ye gore

diizgiin olarak sifira yakinsar. Boylece m ye gore diizgiin olarak
li 1|‘< d( imy) > €H =0
pggop {7 <p:d@,255m) 2 €}] =

elde edilir. Bu ise (x) I59 oldugunu gosterir.

(i) (z) dizisi smirh ve (zy) % 2 olsun. O halde her € X ve her J ve m igin

d(x,T0i(m)) < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Buradan € > 0 icin

p 1 1
Zd(x’l‘o_j(m)) = 5 Z d(l‘,l?a-j(m)) _I_ ]_9 Z d(flj,l’gi(m))

Jj=1 d(z,xaj(m))ZE d(x,xaj(m))<s

1
p
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M. .
< ?’{] <p: d(zaxaj(m)) > 5}’ +e

elde edilir. Yani

1< M
_Zd(xwraj(m)) < —
p =1

) {7 <p:d@ z50m) >} +¢

Buradan esitsizligin p — oo icin limiti alinirsa m ye gore diizgiin olarak
12
lim — : =
m 5 2 e o) =0
7j=1
elde edilir. Bu da (zy) IV% 2 olmast demektir.
Teorem 4.15 (X, d) asimetrik metrik uzaymda bir (zy) dizisi verilsin. Eger,
(i) (xg) dizisi geri invaryant yakinsak ise geri istatistiksel invaryant yakisaktir.

(i) (zy) dizisi geri simirh ve geri invaryant istatistiksel yakinsak ise geri invaryant

yakinsaktir.

ispat: Teorem 4.18 e benzer sekilde ispati yapilir.

Simdi asimetrik metrik uzaylarda invaryant Cauchy dizisi tanimi verilecektir.

Tanim 4.16 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eger, her e > 0ven >p > N
icin m ye gore diizgiin olarak

d(tpm, tam) < €
ifadesini saglayan pozitif bir N tamsayis1 varsa (xy) dizisine ileri invaryant Cauchy
dizist denir.

Burada,

1 n
tym = Loi(m
n+1 Z 7 m)
7=0
dir.
Tanim 4.17 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eger, her e > 0ven >p> N
icin m ye gore diizgiin olarak
d(tpm, tym) < €
ifadesini saglayan pozitif bir NV tamsayisi varsa (zy) dizisine geri invaryant Cauchy
dizist denir.
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Tanim 4.18 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eger, her € > 0 i¢in m ye gore
diizgiin olarak

1
P00 P

ifadesini saglayan pozitif bir N(= N(e)) tamsayis1 mevcutsa (xy) dizisine ileri is-

tatistiksel invaryant Cauchy dizisi denir.

Tanim 4.19 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eger, her € > 0 i¢in m ye gore
diizgilin olarak

1
lim —|{m < p:d(tum,tnm) >} =0

p—o0 p
ifadesini saglayan pozitif bir N(= N(¢)) tamsayisi mevcutsa () dizisine geri is-

tatistiksel invaryant Cauchy dizisi denir.

Teorem 4.20 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eger X deki bir (zj) dizisi

invaryant yakinsak ise ileri istatistiksel invaryant Cauchy dizisidir.

ispat: (xy) dizisi zp a invaryant yakinsak ise xg a ileri ve geri istatistiksel invaryant

yakinsaktir. O halde her € > 0 ve her m, n icin

d(x07 tnm) < ) d<tnm7 xO) <

N ™
YRS

dir. Eger,

d(tNma xO) <

Do ™

olacak gekilde bir N segilirse her m ve n igin
A(tNm, tym) < d(tnm, o) + d(xo, tym) < €
elde edilir. Boylece (xy) dizisi ileri istatistiksel invaryant Cauchy dizisidir.

Sonuc 4.21 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eger X deki bir (xy) dizisi ileri

(geri) invaryant Cauchy dizisi ise ileri (geri) istatistiksel invaryant Cauchy dizisidir.

Teorem 4.22 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve X deki bir (zj) dizisi ileri

invaryant Cauchy dizisi olsun. Eger, m ye gore diizgiin olarak

1 p
> (@ Tormy) — O

p+1 o
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n

1
—— ;d(%j(m)wk) —0

kogullar1 saglaniyorsa bu durumda (zy,) dizisi ileri Cauchy dizisidir. Ya da tam tersi

durum saglanir.

Ispat: () bir ileri invaryant Cauchy dizisi olsun ve kogullar saglansin. Her k& > [

icin

d(ml,mk) (l’l, Z )

d s ——— - d| —— -
" <p+1z "](m)’n+1]Z%x"](m>>+ (n+1jz%$‘”(m)v$k>

yazilabilir ve béoylece (xy) ileri Cauchy dizisi olur.

Tersine olarak (zy) ileri Cauchy dizisi olsun ve kosullar saglansin. Her k > [ i¢in

1
d J(m
(erlZ ) +1Zx"( ))
<d ! Zx x| +d(x,xp) +d | x ! ix
= p+1j:0 ol (m)s Ll 1, Lk k7n+1j:0 ai(m)

yazilabilir ve béylece (xy) ileri invaryant Cauchy dizisi olur.
Simdi asimetrik metrik uzaylarda invaryant siirekliligin tanimi verilecektir.

Tanim 4.23 X ve Y asimetrik metrik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.

f fonksiyonunun x € X de invaryant siirekli olmasi icin gerek ve yeter kogul

(k) Yo 2 iken f(zx) BN f(x)
olmasidir.
Asimetrik metrik uzaylarda ileri siirekliligin dort tipini tanimlayabiliriz:
(k) L5 2 iken f(zx) SN f(z) (4.1)
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(1) > = iken flzp) 25 f(2) (4.2)

(zx) 25 2 iken f(zx) L f(2) (4.3)
(k) V% 2 iken f(zx) ALY f(z) (4.4)

(4.1) ileri siireklilik ve (4.4) ileri invaryant siirekliliktir. Boylece
(4.3) = (4.1) = (4.2)

(4.3) = (4.4) = (4.2)

elde edilir.

Asimetrik metrik uzaylarda geri siirekliligin dort tipini tanimlayabiliriz:

(5) = = iken f(zx) — f(z) (4.5)
(z1) = 2 iken f(z) 22 f(x) (4.6)
(1) 25 2 iken f(z) —= f(x) (4.7)
(1) 25 2 iken fzx) 2> f(z) (4.8)

(4.5) geri siireklilik ve (4.8) geri invaryant stirekliliktir. Boylece
(4.7) = (4.5) = (4.6)
(4.7) = (4.8) = (4.6)

elde edilir.

Tanim 4.24 X bir asimetrik metrik uzay olsun. Eger,

1. X deki her dizi, ileri (geri) invaryant yakinsak bir alt diziye sahip ise X e ileri

(geri) invaryant kompakttir denir.

2. X deki her ileri (geri) invaryant Cauchy dizisi ileri (geri) invaryant yakinsak

ise X ileri (geri) tamdir denir.

Sonuc 4.25 Metrik uzaylarda kompaktlik ve dizisel kompaktlik kavramlar: denktir.
Benzer gekilde asimetrik metrik uzaylarda ileri (geri) invaryant kompaktlik ve ileri

(geri) invaryant dizisel kompakthk kavramlar da denktir.

31



Lemma 4.26 d : X x X — R bir asimetrik metrik olsun. Eger, (X,d) ileri

. Wo . FVa :
invaryant kompakt ve x; —> x ise o zaman x; — x dir.

Ispat: Bir (z;) dizisini alahm ve z € X icin (zy) Moy 2 olsun. ileri invaryant
kompakthktan dolay1, (zj) mn her (zy, )nen alt dizisi bir ileri invaryant yakinsak
alt diziye sahiptir. [ — oo iken y € X olmak tizere wy,, ALY y olsun. Bu durumda
Teorem 4.11 den z = y dir. x, % o varsayalim. O halde ey > 0 ve her n igin (2, )nen
dizisi 217 =1 (%, Ty () = €0 saglar. Fakat bu alt dizi z e yakinsayan bir (w4, )ien
alt dizisine sahiptir. Bu yiizden [ > L i¢in L € N vardir ki i 11 AT, T i1 (my) < €0

saglanir. Bu bir celigkidir ve boylece xy, Ve o dir,

Sonuc 4.27 Invaryant kompakthik varsa geri invaryant limitin varhg ileri invaryant

limitin varligini gerektirir ve dizinin limiti tektir.

Lemma 4.28 Eger (X, d) asimetrik metrik uzaymdaki her ileri invaryant Cauchy

dizisi, ileri invaryant yakinsak bir alt diziye sahipse ileri tamdir.

Ispat: (z), (X,d) de ileri invaryant Cauchy dizisi ve (24, Jnen, (2x) nn = € X e
yakinsayan bir alt dizisi olsun. € > 0 olsun. Oncelikle (z) ileri invaryant Cauchy
dizisi oldugundan her n > p > N ve m € N i¢in d(tpm, tam) < 5 yazlabilir. j, > N
i¢in d(x, T4ir (1)) < § olacak sekilde bir r € N segelim. Bu durumda, j > j, > N ve

her m i¢in

d <x,

1 n

R E
j=0
R R 1 <&

d Ty —— Lir(m +d - - Loir(m)y 71 Lgi(m
p+1; or(m) p+1; ]()n+1; 7(m)

seklinde diizenlenebilir. Boylece xy EALA x, yani (X, d) ileri tamdur.

Teorem 4.29 (X, d) ve (Y,d) birer asimetrik metrik uzaylar ve f : X — Y olsun.

Eger, f fonksiyonu ileri stirekli ise ve m ye gore diizgiin olarak

1 p
lim d T), — Toi(m =0
Jim (f( k) pjzlf( i( >>>
sartin1 saghyorsa f fonksiyonu ileri invaryant siireklidir.
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ispat: Teri invaryant siirekliligin tanimindan
1< 1
d <f(ZL'), 2_9 Z f(xoﬂ(m))) <d (f({L‘), f(xk)) +d <f(xk’)a E Z f(xai(m))>
j=1 j=1

seklinde diizenleme yapilirsa sonug elde edilir.

Teorem 4.30 (X, d) ve (Y,d) birer asimetrik metrik uzay ve f : X — Y olsun.

Eger, f fonksiyonu m ye gore diizgiin olarak

1 p
limd | — Toi(m), f(T =0
p—00 (p;f( 7(m) f( k)>
sartin1 saghyorsa ve ileri invaryant siirekli ise f fonksiyonu ileri siireklidir.

ispat: f fonksiyonunun ileri stirekliliginin tanimindan

1 & 1 &
d (f('r>a f(xk» < d (f([t), ]_9 Z f('%ﬂ(m))) +d (]_? Z f('raj(m))a f(xk>>
i=1 J=1
seklinde diizenleme yapilirsa sonug elde edilir.

Teorem 4.31 Bir ileri (geri) invaryant kompakt uzayin ileri (geri) invaryant siirekli

goriintiisii de ileri (geri) invaryant kompakttir.

ispat: X ve Y asimetrik metrik uzay olsun. K, X in bir ileri invaryant kompakt
alt uzayi ve f : X — Y ileri invaryant stirekli olsun. f(K) = {f(x) : x € K} nmn
da ileri invaryant kompakt oldugunu gostermeliyiz.

{f(x)}, f(K) i¢inde bir dizi olsun. Bu durumda (x), K da bir dizidir. K ileri
invaryant kompakt oldugundan x € X e ileri invaryant yakinsayan bir (zy, ) alt dizisi
vardir. {f(zg,)} nin f(x) nin bir alt dizisi oldugu goriiliir. f ileri invaryant siirekli
oldugundan,

(xk,) Yo 1 iken f(xg,) ALY f(x)

dir. Boylece, f(K) ileri invaryant kompakttir. Geri invaryant kompaktlik igin de

ispat benzer sekilde yapilir.
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5. ASIMETRIK METRIK UZAYLARDA LACUNARY INVARYANT

YAKINSAKLIK

Bu boliimde, lacunary invaryant yakinsaklik kavrami asimetrik metrik uzaylarda in-
celenecek. Buna gore, ileri ve geri kuvvetli lacunary invaryant yakinsaklik kavram-
lar1 ile ileri ve geri lacunary invaryant istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 asimetrik
metrik uzaylarda tanimlanacak. Tanimlarla ilgili baz1 sonuclar elde edilecek ve ara-

larindaki iligkileri veren teoremler ispatlanacak.

Tanim 5.1 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun.

X deki bir (zy) dizisi igin m ye gore diizgiin olarak

i 1
iy > @ Tosm) =0
jel,
esitligini saglayan bir x € X varsa (zy) dizisi x e ileri kuvvetli lacunary invaryant

yakinsaktir denir. xj The seklinde gosterilir.

Tleri kuvvetli lacunary invaryant yakmsak dizilerin uzay;
fLo ={(xx) : fLy —limzy = x}
seklinde gosterilecektir.

Tanim 5.2 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun.

X deki bir (zy) dizisi i¢in m ye gore diizgiin olarak

1
Bm =) (e, w) = 0

jelr
esitligini saglayan bir € X varsa (xy) dizisi = e geri kuvvetli lacunary invaryant
yakinsaktir denir. xy, oy seklinde gosterilir.

Geri kuvvetli lacunary invaryant yakinsak dizilerin uzayz;
bLy = {(zx) : DLy — limzy, = z}

seklinde gosterilecektir.
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Sonuc 5.3 Metrik uzaylardaki lacunary invaryant yakinsaklik tanimi, asimetrik
metrik uzaylarda kuvvetli lacunary invaryant yakinsaklik tanimina kargihik gelmek-

tedir.

Tanim 5.4 (X,d) bir asimetrik metrik uzay ve § = (k,) bir lacunary dizisi olsun.

X de bir (zy) dizisi ve her ¢ > 0 i¢in m ye gore diizgiin olarak

1
lim h—|{j €l d(x,2,5(m)) > €} =0

7—00

saglayan bir x € X varsa (zy,) dizisi x e ileri lacunary invaryant istatistiksel yakinsaktir
denir. xy 1524 o seklinde gosterilir.

Tleri lacunary invaryant istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi;
fSeo = {(xx) : fSpp — limzy, = z}
seklinde gosterilecektir.

Tanmim 5.5 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve § = (k,) bir lacunary dizisi olsun.
X de bir (zy) dizisi ve her € > 0 i¢in m ye gore diizgiin olarak

1
lim —|{j € I, : d(Tpi(m), ) > €}| =0
r—00 hr

olacak gekilde bir z € X varsa (xy) dizisi = e geri lacunary invaryant istatistiksel
yakinsaktir denir. xy b5 seklinde gosterilir.

Geri lacunary invaryant istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi;
bSJQ = {(SBk) . bsag — limxk = x}
seklinde gosterilecektir.

Teorem 5.6 (X, d) asimetrik metrik uzay ve (z3) bu uzayda bir dizi olsun. Eger,
(xy) dizisi g a ileri kuvvetli lacunary invaryant yakinsak ve yy a geri kuvvetli lacu-

nary invaryant yakinsak ise xy = y, dir.

Ispat: 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Eger (x;,) dizisi g a ileri kuvvetli lacunary

invaryant yakinsak ise her » > Ry, € > 0 ve her m igin

1 €
™ Z d(x0, Zi(m)) < 3

" jel,
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olacak gekilde R, € R vardir.
Eger (xy) dizisi yo a geri kuvvetli lacunary invaryant yakinsak ise her r > Ry, ¢ > 0

ve her m icin
1 €
o Z d(Zgi (), Yo) < B}
" jel,

olacak gekilde Ry € R vardir. R = maks{R;, Rs} olsun. Bu taktirde her j ve m i¢in

d(l’g, Z/O) < d(‘TOa xaj(m)) + d(xffj(m)7 Z/O)

yazilir. Buradan € > 0, her » > R ve her m icin

1 1 1
™ Z d(o, yo) < ™ Z d(20, Toi(my) + 7 Z d(T g (m), Yo)

" jel, jely, " jel,

d(xo,yo) < =+ -=¢

€
2

DO | ™

elde edilir. Yani xy = yo dir.

Teorem 5.7 (X, d) asimetrik metrik uzay olsun ve (xy) dizisi (3.1) sartini saglasin.
Bu taktirde () dizisinin ileri kuvvetli lacunary invaryant yakinsakligi geri kuvvetli

lacunary invaryant yakinsakligini gerektirir ve limitler aynidir.

Ispat: (x;) dizisi o a ileri kuvvetli lacunary invaryant yakimsak ve § = (k,) bir
lacunary dizisi olsun. Bu durumda m ye gore diizgiin olarak

1
Bim 5= > d(@o. Toim) =0
JEI-

dir. Bu durumda ¢ > 0, her m ve r > Ry igin 33", d(20, Zoi(m)) < Tloa

yazilabilir. ¢(z,y) < C(z) esitsizligi her zaman saglandigindan her m ve j i¢in
d(xaj(m))xO) < C(l‘o,[)?aj(m)>d<$0, Iaj(m)) < O($0>d(170, xaj(m)) <é€

yazilir. Boylece € > 0, her m ve r > Ry igin

1 1
h_ Z d(mcﬂ (m)» 17()) < h_ Z C($07 fl?a.i(m))d(flfo, $ai(m))
" jel, " jel,
1
< C’(xo)h—”ezld(xo,x(,j(m)) <e

elde edilir. O halde (zy) dizisi 2o a geri invaryant yakinsaktir ve limitler aynidir.
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Teorem 5.8 (X,d) bir asimetrik metrik uzay ve 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun.

X deki bir (zy) dizisi igin
1. xkﬂmvisexkfsﬂx
2. (xy) € flo ve xy, T59¢ 1 ise Ty Ile o
3. [Se0 N flooc = fLg

saglanir.
ispat:

Y Lg .
1. Eger5>0vexku>xlse

Z d(l’, Toi (m)) = Z d(l’, Toi (m)) + Z d(!lf, Lgi (m))
1 i€l i€l
’ d(ac,zjoj(m>)25 d(xoj(m),w)<a
olup
Zd(x,xgj(m)) > Z d(2, Toim)) = €HJ € Ir 1 d(2, T0i(my) > €}

JEIr gelr
d(z,x (m) )>e

yazilabilir. Yani
> d(@, Tim) = el{j € L ¢ (@, Tos(my) > €}
jelr
elde edilir. Burada her iki yan hi ile carpilarak r — oo i¢in limiti alinirsa

1 N S
Tlg?oh—Zd(:c,xaj(m)) > e. lim h—]{j €1, d(x,Tgi(m)) > €}

r—00
T jel, T

elde edilir. xy The o oldugundan esitsizligin sol tarafi r — oo iken 0 dir.

Boylece
1
lim —|{j € I, : d(,Zsi(m)) = €} =0

r—oo h,

elde edilir. Bu ise x 5 4 oldugunu gosterir.
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2. xp 59 1 ve (zx) € fls oldugunu kabul edelim. O halde tiim j ve m igin
d({L‘, waj(m)) <M

saglayan M € R vardir. Boylece € > 0 i¢in

1 1 1
LS =Y et Y dea
" el T el b e

d(@,T 5 (1)) >E A2 55 (%) <E

M
< Wil d(@ zoim) 2 e} +¢

olur. Yani

1 M
™ Z (2, T i (my) < h—r|{j € I : d(¥, Tigmy) > €}| + €
Jelr
dir. Yukaridaki esitsizlikte her iki yanin r» — oo igin limitine gegilirse istenen

elde edilir.

Simdi (xy) dizisinin simirhlik gartinin var olmasim inceleyelim. Bunun igin bir

0 = (k,) lacunary dizisi verilmis olsun. Oncelikle (z;) dizisini tanimlayalim.
1, 2, 3, ceey [Vhr]7 k= O'j(m)7j = k’r_l + 1, kr—l + 27 ceey kr—l + [hr]
0, diger k lar icin

(xy) dizisinin sinirli olmadigr agiktir. 0 < e < 1 igin

[V ]
hr

L.
h_|{j €l : d(ovxaj(m)) > €}| =
olur. » — oo i¢in limite gegilirse
A S
Tlggo h_rl{j €l : d(oaxoj(m)) > 5}' =0

elde edilir ki 2 227 0 dir. Fakat

1 1424+ VAl 1 WV +1
h_TZd(O,xaj(m)>: i +hr+[\/_]:h_7«.[\/_] ([\2/_]+>

jel,

olur. Burada r — oo igin limite gegilirse

1 1
g, 2 0] =5 #0
JELr

olur. Yani z; 7% 0 dir. O halde smirhilik sart1 (ii) de kaldirilamaz.
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3. Teoremin (i) ve (ii) siklar1 birlikte disiiniiliirse

fSe0 N floo = fLyg
elde edilir.

Teorem 5.9 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun.

X deki bir (zy) dizisi igin
1. xkﬂxisexk%x
2. (zx) € bl ve zy 5598 1 ise T LN
3. bS,9 N blo = bLg

saglanir.

Ispat: Teorem 5.8 ye benzer gekilde ispatlanir.

Lemma 5.10 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve § = (k) bir lacunary dizisi olsun.

(zx), X de bir dizi olmak iizere e; > 0, € > 0, her k > ko ve t >t icin
1 .
%HO <j<k-1: d(x,xgj(m)) >e} < e
saglayan kg ve ty sayilari mevcutsa bu taktirde (xy) € fS, dir.

Ispat: e, > 0 olsun. Her € > 0, her k > ko/ ve her t > t, icin m ye gore diizgiin
olarak

|
S0 <G < k—1:d(zzpm) = €} < % (5.1)

olacak gekilde ko ve tg secelim. k > kot ve 0 < t < t; icin
1 .
E’{O SJ<k—=1:dx z50m) =€} <e1

saglayan ko// varligini ispatlamak yeterlidir. ky = max(ko/, ko/?) alimirsa k > ko ve

tiim m sayilari igin

1
EHO <J<k—1:d(x,Tpipm) > e} <er
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saglanir. 0 <t <, , tg tam say1 olup yerine konursa
M=[{0<j<ty—1:d(x xpim)) > e}

elde edilir. Simdi de 0 <t <ty , k >ty alinir ve (5.1) ifadesinden
L0 <5 S k=15 dla, i) 2 2H <

1 1
EHO Sj S to —1: d(l’,ZEUj(m)> Z €}| + E|{t0 S j S k—1: d(l‘,.l’aj(m)) Z 5}

<M+€1
—k 2

elde edilir ki yeterince biiyiik & icin

€1
< +5<61

k
yazilabilir. Boylece sonug elde edilir.

Lemma 5.11 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve 8 = (k,.) bir lacunary dizisi olsun.

(zx), X de bir dizi olmak iizere £; > 0, € > 0, her k > ko ve t >t icin

%y{o <j<k—1:d(Tpigm),z) >ce} <e
ifadesini saglayan kg ve o sayilar1 varsa bu taktirde (zx) € bS, dir.
ispat: Lemma 5.10 a benzer sekilde ispatlanir.

Teorem 5.12 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve § = (k,) lacunary dizisi olsun.
Bu taktirde fS,9 = fS, dir.
ispat: (xx) € fSyp olsun. Bu taktirde e; > 0, her r > rgicinv >0, m =t,_1+1+v
oldugunda

hir|{0 <J<he —1:0d(,2550n)) > )] <&l
ifadesini saglayan rq sayist vardir. p > h, olsun. ¢ bir tam say1 ve 0 < t < h,

araliginda secildiginde p = ith, + k yazilir. p > h,., ¢ > 1 oldugundan

1 :

1
< ]_7|{0 <j<(I+1h,—1: d(x,xc,j(m)) > e}
1 A
= 22 Hih <5< (U4 Db = Lide,250m) > )|
j=0
2ihT€1
<

1
—(Z + 1)hT€1 S
p
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% <1 icin ve ”’f < 1 oldugundan
1 .
—-HO0<j<p—1:d(x,T5im)) = €} < 26y
p

dir. Boylece Lemma 5.10 dan fS,9 C fS, dir.
Sy C fSse oldugunu gosterelim. (z) € (fS,) olsun. €1 > 0, € > 0, her bir z € X
ve p > N i¢in

1 .
]—9]{0 <Jj<p-—1:d(x,T55(m)) > €}

saglayan N > 0 sayisi ve (xy) dizisi vardir. 6 = (k) lacunary dizisi oldugundan

r > R iken h, > N olacak sekilde R > 0 secilebilir. Dolayisiyla her m ve r > R icin
1 .
h_|{0 <j<h.—1: d(x,xgj(m)) >e} <

saglanir. O halde fS,9 = f5, dir.

Teorem 5.13 (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve 6 = (k,) lacunary dizisi olsun.

Bu taktirde bS,¢ = bS,, dir.

Ispat: Teorem 5.12 ye benzer sekilde ispatlanir.
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6. ASIMETRIK METRIK UZAYLARDA 7, - YAKINSAKLIK

Bu boliimde, o- diizgiin yogunluk kavramindan yola ¢ikarak Nuray vd. (2011) nin
metrik uzaylarda tanimladigi Z,-yakinsaklik kavrami asimetrik metrik uzaylarda
aragtirilarak Z,-yakinsaklik, Z* yakinsaklik ve Z,, - Cauchy kavramlar: tanimlanacak.

Kavramlarin aralarindaki iligkileri veren bazi teoremler ve sonuglar elde edilecek.

Tamim 6.1 K C N ve
Sm = ming|[K 0 {o(n),0%(n),..,a™(n)}|
Sm = maz,|K N {o(n),o*(n), .., a™(n)}|

olsun. Eger,

V(K):= lim S—m, V(K) := lim S
m—o0 1 m—00 M

limitleri varsa bunlara sirayla K kiimesinin alt ve iist o-diizgiin yogunlugu denir.
Eger, V(K) = V(K) ise bu durumda V(K) = V(K) = V(K) olur ve V(K) ya K
nin o - diizgiin yogunlugu denir (Nuray vd. 2011).

Tanim 6.2 (zy) bir reel terimli dizi ve L € R olsun. Eger her £ > 0 i¢in
Ale)={keN: |z — L| > ¢}

kiimesi Z,, ya aitse yani V(A(e)) = 0 oluyorsa (zj) dizisi L sayisina Z,-yakinsaktur

denir ve Z, — lim z; = L bi¢iminde gosterilir (Nuray vd. 2011).
Tanim 6.3 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eger, her ¢ > 0 i¢in
A ={k:d(x,zp) > e}

kiimesi Z,, ya aitse yani V(A¢) = 0 ise (zy) dizisi z e ileri Z,-yakinsaktir denir. Bu

durum xy, EELg seklinde gosterilir.
Tanim 6.4 (X,d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eger, her € > 0 i¢in
Be :={k :d(zg,x) > e}

kiimesi Z, ya aitse yani V' (B.) = 0 ise () dizisi x e geri Z,-yakinsaktir denir. Bu

T, . e g
durum zp —> x seklinde gosterilir.
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Teorem 6.5 (X, d) asimetrik metrik uzay ve () bu uzayda bir dizi olsun. Eger,
(x) dizisi x € X e ileri Z,-yakinsak ve y € X geri Z,-yakinsak ise bu durumda

x =y dir.
Ispat: Her £ > 0 i¢in eger, (xy) dizisi xy IToy 4 ise
Ao =A{k :d(z,x) > e} €I,
y N A
dir ve eger () dizisi z, —> y ise
B :=A{k:d(zg,y) > e} €1,
dir. F(Z,) ={AC X : A° € Z,,} oldugundan
AC:={k:d(z,xp) <e} € F(Z,), BS:={k:d(x,y) <e} € F(Z,)

yazilabilir. AN B¢ € F(Z,) ve @ ¢ F(Z,) oldugu i¢in n € N vardwr ki d(z, zy) <

=
2

ve d(zy,y) < §5 yazlabilir. Boylece
d(l‘, y) S d(.T, l'k) + d(ajkny) <€
dir. € > 0 keyfi oldugundan d(z,y) = 0 elde edilir ve x = y dir.

Genel olarak ileri Z,-yakinsaklik geri Z,-yakinsakligi gerektirmez. Ya da geri Z,-
yakinsaklik ileri Z,-yakinsakligi gerektirmez. Asagidaki ornekte bu durum goriil-

mektedir.

Ornek 6.6 d asimetrik metrik uzayli

y—x, y>x ise
d(z,y) =
0, y <z ise

bi¢iminde verilsin. @ = (1+ 1) ve o(m) = m+1 olsun. Bu dizi 1 e ileri Z,-yakinsak

degildir. Gergekten,

AE—{k:d(x,xk)28}—{k:d(1,1+%)28}
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dir. Boylece,
1
Sm = min,|AN{c(n),oc*(n),...,a™(n)}| = HE >etn{n+1,n+2,...,n+m}| = 1+m

1
Sy 1= max,|AN{a(n),o*(n),...,a™(n)}| = HE > etn{n+1,n+2,...,n+m}| = n+m
elde edilir. Buradan

1 _
V(A) = fim 2 = tim 2™ 1 V(4) = dim 27— lim

m—o0 M m—oo M m—oo 1M, m—oo M

n—i—m:l

limitleri bulunur ve V(A.) # 0 oldugundan (zj) dizisinin 1 e ileri Z,-yakinsak ol-
madig1 gorilir.

Fakat (xy) dizisi 1 e geri Z,-yakinsaktir. Clinkii,
AG—{k:d(:ck,x)26}—{k:d(1+%,1)25}—{k:025}—@
dir boylece,
$m = min,|A.N{o(n),o*(n),....,a™ M)} =0N{n+1,n+2,....n+m}| =0

S i= maza| A, N {0 (), 02 (0), ooy ™ ()} = 10N {n+ 1+ 2, n+m}] =0

V(A.) = V(A.) = V(A.) = 0 bulunur. Bu yiizden (z) dizisi 1 e geri Z,-yakisaktir.

Teorem 6.7 (X, d) asimetrik metrik uzay1 (3.1) ozelligini saglasin. Bu durumda

(xy) dizisinin ileri Z,-yakinsakligi geri Z,-yakinsakhigini gerektirir ve limitler tektir.
Ispat: z;, I2% 24 olsun. (3.1) ozelliginden
d(x, 20) < (20, Tr)d(20, 1) < C(20)d(20, T1)

yazilabilir.

e > 0 verilsin, bu durumda

{k € N:d(xp,xg) > e} C{k € N:c(xg, x)d(zo, x1) > €}

C{k e N:C(xo)d(xg,zx) >} ={k € N:d(xg,zx) > } ez,

g
C (o)

elde edilir ki bu x LEZN xo oldugunu gosterir.
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Eger Z, bir uygun ideal olsun. Bu durumda (zy) dizisi ileri yakinsak iken ileri Z,-
yakinsaktir. Benzer gekilde, Z, bir uygun ideal olsun. Bu durumda (zy) dizisi geri

yakinsak iken geri Z,-yakinsaktir.

Asagidaki teoremde, asimetrik metrik uzaylarda metrik uzaylardaki duruma benzer

sonug elde edilmigtir.

Teorem 6.8 (zy) bir ileri smirh dizi olsun. Eger () dizisi « e ileri Z,-yakinsak

ise x e ileri invaryant yakinsaktir.

ispat: m,n € N keyfi ve ¢ > 0 olsun. Bu durumda

m

1 1 1
- Z d(T, Tgi(ny) < - Z d(2, Tgi(ny) + e Z d(z, i)
J=1 1<j<m 1<j<m
d(:r,xaj(n))ze d(zaj(n),m)<5
yazilabilir. Her n =1,2,... i¢in

1
— d citn)) <
3 Z (T, Zoin)) <€

1<j<m
d(z_; (n) T)<e

dir. (xj) dizisinin simrhhgmdan d(z, r.) < M, (j = 1,2,...5n = 1,2,...)

saglayan M > 0 vardir. Bu durumda

m

1

M
- d J(n S - 1§§ :d y Lgi(n Z
o L zo) S ST S ) 2 )

Mma’anl Sj <m: d(xwraj(n)) > 8}|
m

IN

Ve
m

elde edilir. Boylece (zy) dizisi = e ileri invaryant yakimsaktir.

Teorem 6.9 (xj) bir geri siurh dizi olsun. Eger (xy) dizisi x e geri Z,-yakinsak

ise x e geri invaryant yakinsaktir.

ispat: Teorem 6.8 benzer gekilde ispat1 yapilir.

Simdi, asimetrik metrik uzaylarda Z;-yakinsaklik tanimi verilecektir.
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Tanim 6.10 Eger
lim d(x, zp,,) =0

k00
ifadesini saglayan bir M € F(Z) yani N\ M € Z,M = {my < my < ...} € F(Z,)
kiimesi varsa bu durumda (xy) dizisi = e ileri Z}-yakinsaktir denir ve zj EEC g
seklinde gosterilir.

Benzer sekilde, eger

lim d(z,,,z) =0
k—o0

ifadesini saglayan bir M € F(Z) yani N\ M € Z,M = {m; < my < ...} € F(Z,)

. . C. . . bZ;
kiimesi varsa bu durumda (zy) dizisi = e geri Zi-yakinsaktir denir ve x, —> =z

seklinde gosterilir.
o . o g I3 b5 .
Teorem 6.11 Eger () dizisi xp —> xg ve xx —> Yo ise bu durumda xg = yo dir.

Ispat: Teorem 6.5 e benzer olarak ispat1 yapilr.

Sonuc 6.12 Genel olarak ileri Z}-yakinsaklik geri Z?-yakinsaklig1 gerektirmez.

Teorem 6.13 (X, d) asimetrik metrik uzay: (3.1) 6zelligini saglasim. Bu durumda

(xy) dizisinin ileri Z}-yakinsakligi geri Z;-yakinsakhigini gerektirir ve limitler tektir.
ispat: Teorem 6.7 ye benzer olarak ispat1 yapilir.
Metrik uzaylarda Z; and Z, arasindaki iliskiye benzer sonug, asimetrik metrik uzay-
larda da elde edilmigtir.

. . o s . [,
Teorem 6.14 7, bir uygun ideal olsun. Eger x;, —> x ise bu durumda z, — x

o bZ3 . bZ,
dir. Benzer olarak eger x;, —> x ise bu durumda z, —> x dir.

Ispat: Teoremin varsayimmdan M = N \A={m <mg <..<myg<..} ign bir
A € I, kiimesi vardir ki
lim d(z,z,,) =0 (6.1)

k—o0
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elde edilir. € > 0 olsun. (6.1) den, her k£ > ky i¢in d(z, z,,, ) < € saglayan ky € N

vardir. Bu durumda
{keN:d(x,x) >e} CAU{mM <my < ... < my,} (6.2)

agiktir. Z, bir uygun ideal oldugu i¢in (6.2) ifadesinin sagindaki kiime Z, ya aittir.
Boylece (zy) x e ileri Z,-yakinsaktir. Geri durum igin de ispat benzer gekilde yapilir.

Bu teoremin tersi igin Z,,, (AP) 6zelligine sahip olmahdir.

Teorem 6.15 Z, bir uygun ideal olsun ve (AP) 6zelligini saglasin. Eger xy ELL

. I .
ise bu durumda z;, —> z dir.

Ispat: Z,, (AP) ozelligini saglasin ve xy 124 4 olsun. Buna gore, ¢ > 0 igin
{k : d(z,z) > €} € I, saglamir. Ay = {k : d(xz,xx) > 1} ve n > 2, n € N igin
Ay = {k: L < d(z,z) < =5} yazahm. @ # j i¢in A; N B; = 0 oldugu agiktur.
(AP) dzelliginden bir { B, }nen bir dizisi vardir ki j € N ve B = (U2, B;) € Z, igin
A; A Bj sonlu kitmelerdir. M =N\ B ve k € M i¢in z, & x oldugunu ispatlamak
yeterlidir.

A > 0 olsun. %H < A saglayan n € N secelim. Bu durumda

n+1

{k:d(w,z) > A} C | A

j=1

dir. A; AB;,j=1,2,...,n+ 1 sonlu kiimeler oldugundan bir %k, € N i¢in

saglanir. Eger k > ko ve k ¢ B ise bu durumda k ¢ U?:ll B; ve (6.3) ten, k ¢
U?Ll A; dir. Fakat

1
d — <A
(x, 1) < i <

dir. Boylece k € M = N\ B dir ve z TT5 ¢ elde edilir.

Tanim 6.16 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. k£ > m > N ifadesini saglayan

bir N varsa her ¢ > 0 ve k € N i¢in
{keN:d(xy,,x) >c} €L,
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oluyorsa (zy) dizisine ileri Z,-Cauchy dizisi denir.

Benzer sekilde, & > m > N saglayan bir N varsa her € > 0 ve k£ € N igin

{k e N:d(xp,xp) >} €1,

saghyorsa (zy) dizisine geri Z,-Cauchy dizisi denir.

Teorem 6.17 (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. X kiimesinde her Z,-yakinsak

dizi Z,-Cauchy dizisidir.

Ispat: () € X dizisi x e Z,-yakinsak olsun. Teorem 6.5 ten dizi z e ileri ve geri

T,-yakinsaktir. Boylece,
d(xm, ) < d(xm, ) + d(z, T8).
yazilabilir. Buna gore € > 0 igin,
(m,k € N:d(zm,zr) > e} C {meN:d(zn,z)> g}+{k eN:d(z,zp) > %}.
Yukaridaki egitsizligin sag tarafi Z, ya aittir. Boylece,
{m,k € N:d(zy,,zy) >c} €L,
dir ve ispat tamamlanir.

Sonuc 6.18 Genel olarak ileri Z,-Cauchy dizisi geri Z,-Cauchy dizisi olmay1 gerek-
tirmez. Ya da geri Z, - Cauchy dizisi ileri Z,-Cauchy dizisi olmay1 gerektirmez.
Fakat eger (x)) dizisi (3.1) ozelligini saglarsa gerektirir.
Sonuc 6.19 Genel olarak ileri Z,-yakinsaklik ileri Z,-Cauchy olmay1 gerektirmez.
Ornek 6.20 d asimetrik metrik uzayli
0, y>ux ise
d(z,y) =

1, y<uaz ise

seklinde, (z) = (1) ve o(m) = m + 1 olarak tammlansm. Bu dizi 0 a ileri Z,-

yakinsaktir. Clinkii,
1
AE:{k:d(x,xk)28}:{k:d(0,z)25}:{k102€}:®
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dir. Boylece
Sm = mmn’Ae N {U(n)a UQ(n)a L) Um(”)}’ = ‘@ N {TL + 17n + 2’ RETY U m}‘ - 0’

S = max,|Ac N {J(n),UQ(n)7 oot =0Nn{n+Ln+2,... . n+m} =0

dir. Buna gore,

V(A) = lim 2™ = lim 2:0, V(A) := lim S_m: lim 2:0_

_ j—oo M m—oo M, m—oo M, m—oo M,

V(A) =V(A) = V(A = 0 oldugundan (z;,) dizisi 0 a ileri Z,-yakinsaktir. Fakat,

(xy) dizisi ileri Z,-Cauchy dizisi degildir. Ciinkii, her n € N, k > n ve ¢ = % icin,

A= {k:d( D>eh={k:126) =N

- =
n

dir. Boylece
Sm = ming|A.N{o(n),c*(n),...,c™ M)} = INN{n+1,n+2,....,.n+m} =n+1,

S 1= maz,|A. 1 {o(n),0%(n), .. o™ ()} = INA{n+Ln+2,... ,n+m}| = ntm
dir. Buna gore,

1 —
V(A) = lim Sm — im ﬂ:L V(A) = lim S_m: lim n—i—mzl

m—o0 M m—oo M m—o0 M m—oo M

elde edilir.V(A.) = V(A.) = 1 # 0 oldugundan (z},), Z,-Cauchy dizisi degildir.

Teorem 6.21 (X, d) asimetrik metrik uzay1 (3.1) 6zelligini saglasin. Bu durumda

eger (wy) dizisi ileri (geri) Z,-yakinsak ise ileri (geri) Z,-Cauchy dizisidir.

Ispat: z; AL xo olsun ve € > 0 verilsin. C'(xy) > 0 oldugu i¢in

gy~ e dl@o o) 2 5505

} e,

dir. k ¢ A(m) olsun. Bu durumda d(z, ) < dir. Buna gore,

€
2C(zo)

(T, k) < d(X,, x0) + d(z0, 1) < (20, T8 )d(T0, 1) + d(T0, TK)

< Cl(xg)d(xg, xx) + d(xg, 7)) < % + d(xg, xy)
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elde edilir. Buradan d(xy,, zi) > €, d(xo, z) > 5 olmay1 gerektirir. Boylece,
(k€ N:d(zm,z) >} € {k € N:d(wo, xp) > %} €1,
elde edilir. Bu durumda (zy) dizisi ileri Z,-Cauchydir.

Eger her (z,,)nen dizisi {ny} ¢ Z olmak tizere limiti S kiimesinde olan ileri yakinsak
bir (x,, )ken alt dizisi varsa S C X kiimesine ileri Z-kompakttir denir (Das vd. 2013).

Benzer olarak Z,-kompaktlik tanimi asimetrik metrik uzaylarda yapilabilir.

Tanim 6.22 X bir asimetrik metrik uzay olsun. Eger S kiimesindeki her (xy) dizisi
{kn}nen ¢ Z, olmak ftizere limiti S kiimesinde olan ileri (geri) invaryant yakinsak

bir (x, )nen alt dizisi varsa S C X e ileri (geri) Z,-kompakttir denir.

Teorem 6.23 (X, d) asimetrik metrik uzay1 ileri Z,-kompakt ve xy Moy 2 ise

Lo, .
Tk f—> x dir.

Ispat: Baziz € X icin xy, Yoy saglayan (zp)ren dizisini alahm. Eger (zx)gen

dizisi x e ileri Z,-yakinsak degilse ¢ > 0 icin
A={keN:d(z,z;) >0} ¢ I,

dir. Ayni zamanda (zy)rea dizisi x e geri Z,-yakinsak olsun. Tleri Z,-kompakthktan
(g )kea min bir (zg, )nen alt dizisi vardir ve (ky)neny ¢ Z, olmak iizere (xy)gen ileri
yakinsaktir. y € X olmak tlizere £ — oo iken xy,, AN y olsun. Bu durumda zy, EEZN Yy
dir. Fakat x Yoy 2 ve Teorem 6.5 ten = y. Boylece K € N olmak iizere n > K

i¢in d(x, zy,) < € elde edilir ve bu bir geligkidir. Bu ylizden zy o 4 dir.,

Lemma 6.24 (X,d) bir asimetrik metrik uzay olsun. (X,d) deki bir (x)) dizisi

i¢in agagidaki kogullar denktir:
(1) () bir ileri Z,-Cauchy dizisidir.
(2) Her e > 0i¢in {n € N, E,,(¢) ¢ Z,} € Z,, dur.

Burada n € N i¢in E,(¢) = {k € N,d(x,, x;) > ¢} dir.

20



Ispat: ¢ > 0 ve () ileri Z,-Cauchy dizisi olsun. Herhangi bir n € N icin M € (F,)
vardir ki {k € N, d(z,,,x) > e} € Z, yani E,(¢) € Z, vardir. Bu durumda E,(¢) ¢
Z, iken n ¢ N dir. Sonug olarak {n € N, E,(¢) ¢ Z,} C N\ M € Z,.

Tersine olarak, M = {n € N, E,(¢) € Z,} yazahm. Bu durumda M € (F,) olur.
Agiktir ki n ¢ N iken E,(¢) € Z, dir yani {k € N, d(z,,,z1) > €} € Z, dir.

Teorem 6.25 Eger X deki her ileri (geri) Z,-Cauchy dizisi X de ileri (geri) Z,-
yakinsak ise X, ileri (geri) tamdir.

Ispat: (X,d) de (zg)ren dizisi bir ileri Cauchy dizisi olsun. ¢ > 0 verilsin. Bu
durumda P € N olmak iizere her m > k > P i¢in d(xy,x,,) < € dir. k > P igin
d(zp,zy) < e dir. Boylece E,(¢) ={P € N:d(xp,zy) > e} ={1,2,...,P—1} € I,
ven > P E,(¢) = {n € N: d(x,,z) > €} € Z, sonucu elde edilir. Bu yiizden
{n € N: E,e) ¢ Z,} € {1,2,...,P — 1} € Z,, ve buradan (z)ken ileri Z,
- Cauchy dizisidir. Varsayimimizdan (z)ken, X de bir ileri Z,-yakimsak dizidir
ve 9 € X olmak tizere xy Y xo dir. Buradan ¢ > 0 igin A(e) = {k € N :
d(xg,zg) > e} € Z, dir. ky = 0 alimirsa ¢, = %, n € N icin tiimevarimsal olarak k,, €
N\ ({0,1,2,. .., koo1} U A(g,,)) secilebilir. Buna gore, her n € N i¢in d(zo, z5,) < +

ve boylece z;, nin ileri yakinsayan xy, alt dizisi vardir. Boylece (X, d) ileri tamdur.
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