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durumlari i¢in farkli sinir kosullart altinda ikinci mertebeden regiiler Sturm-Liouville probleminin
Ozfonksiyonlart incelenmistir. Ik olarak; sag sinir kosulunun sabit ve sol sinir kosulunun afin A-
bagimli(A), bilineer A-bagimli(B) veya kuadratik A-bagimli(K) fonksiyon i¢ermesi durumunda
Ozfonksiyonlar igin asimptotik ¢oziimler ayr1 ayri elde edilmistir. Daha sonra her iki sinir
kosulunda 6zdeger parametresi igeren problemin Ozfonksiyonlari igin asimptotik ¢ozliimler

bulunmustur. Son olarak, O6zfonksiyonlar i¢in elde edilen bu sonuglar kullanilarak Green

fonksiyonlari i¢in asimptotik yaklasimlar hesaplanmustir.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Fransiz matematik¢iler Charles Sturm ve Joseph Liouville, 1836-1837 yillar
arasinda ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemlerini
konu alan bir dizi ¢alisma yaymlamislardir. Etkin olan bu ¢alismalarin sonucunda, bu tiir
problemler Sturm-Liouville problemleri ve ilgili teori de Sturm-Liouville teorisi olarak
bilinmektedir. O zamana kadar yapilan ¢alismalar denklemlerin analitik ¢ézlimlerini ve bu
¢Oziimlerin incelenmesini esas almaktadir. Sturm ve Liouville, ¢6ziimlerin analitik olarak
elde edilemedigi durumlarda dogrudan denklemi kullanarak ¢oziimlerin saglayacagi bazi
ozelliklerin aragtirilmas1 gerektigini vurgulayan ilk bilim adamlar1 arasindadir. Bu konuyla
ilgili matematikgilerin, fizik¢ilerin, miihendislerin ve diger bilim adamlarinin 6nemli
sayida ¢alismalari mevcuttur ve bu konu giiniimiizde de aktif olan arastirma alanlarindan
biridir.

Sturm ve Liouville ortak olarak yaptiklari calismalarda regiiler Sturm-Liouville
problemlerini incelemislerdir. 1910 yilinda Hermann Weyl tarafindan yayinlanan ve en
cok referans alan calisma ise singililer Sturm-Liouville problemlerinin arastirilmasinin
baslangict olan calismadir [28]. Genel olarak 1920 ve 1930’ lu yillarda kuantum
mekaniginin gelismesi sonucu, Neumann ve Stone tarafindan Hilbert uzayinda sinirsiz,
kendine es operatorler icin genel spektral teoremin ispati gergeklestirilmistir. Ayrica
Titchmarsh [26] tarafindan yapilan esashi bir ¢alisma, Sturm-Liouville operatorlerinin
spektral teorisinin ileri seviyede incelenmesi i¢in motivasyon kaynagi olmustur.

Matematiksel fizigin bazi problemlerinde zaman degiskenine gore kismi tiirev sadece
diferansiyel denklemde degil, ayn1 zamanda siir sartlarinda da ortaya c¢ikmaktadir. Bu
problemlerin ¢6ziimii Fourier yontemi ile arastirildiginda elde edilen 6zdeger probleminin,
sadece diferansiyel denklemde degil smir kosullarinda da OzdeSer parametresi
bulundurdugu goriiliir. Bu nedenle siir kosullarinda 6zdeger parametresi igeren sinir deger
problemleri hem teorik hem de pratik acidan 6nem tasimaktadir. Boyle bir sinir deger

problemi genel olarak



(1.1

formundadir. Burada o, ,B, (i,k=1,2) reel sayilar dyleki BZ+p% =0 ve p(t),p'(t),
q(t),r(t) fonksiyonlari [a,,a, ] lizerinde tanimls, reel degerli, siirekli ve ayrica p(t),r(t)

fonksiyonlar1 ayni aralikta pozitiftir. Bu problemin §, := (—1)i (o, B, —0,B,)>0, i=12
saglanmast durumunda kendine es, simetrik problem oldugu Walter [27] tarafindan
ispatlanmigtir.

Literatiirde regiiler Sturm-Liouville probleminin &zfonksiyonlarinin asimptotik
tahminleriyle ilgili bir¢cok ¢alisma yer almaktadir 2, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 13, 16, 17, 18, 20, 21,
25, 26]. Bu ¢alismalarda q(t) potansiyel fonksiyonunun farkli diizgiinliik kosullarmni

saglamasi durumunda bazi sonuglar elde edilmistir. Fulton’ un, siir kosullarinin sadece

birinde 06zdeger parametresi igeren, Sturm-Liouville problemini inceledigi [16]

calismasinda q(t) mevcut ve siirekli alinmistir. Bu ¢alisma, Titchmarsh’ 1 sonlu kapali

aralik lizerindeki regiiler Sturm-Liouville problemi i¢in kullandigi yaklasima
dayanmaktadir [25]. Ayni zamanda, Walter’in bazi operator-teorik sonuglarini da
icermektedir [27]. Fulton ve Walter tarafindan gelistirilen bu yontem yardimiyla Annaby
ve Tharwat [2], her iki smir kosulunda 6zdeger parametresi bulunan ikinci mertebe
0zdeger problemlerinin sampling (6rnekleme) gosterimini inceledigi calismasinda Green
fonksiyonunu kullanmistir.

Bu ¢alismada ise, genel formu (1.1) ile verilen

y'(t)+[2—q(t) ]y(t)=0, te[a,b], (1.2)
~[Biy(a)=Buny'(a) | =2l ey (a)— o,y (a) ], (1.3)
—[B5y(b) =B,y (b) | =A[ oty (b) —a,,y'(b) ] (1.4)

regiiler Sturm-Liouville probleminin q(t) potansiyel fonksiyonunun integrallenebilirlik ve

daha sonra tiirevlenebilirlik durumlart i¢in [10, 13, 20]° dekine benzer yaklasimla
Ozfonksiyonlar1 i¢in asimptotik yaklasimlar elde edilmistir. Bunun i¢in (1.2) denklemi

uygun bir doniisiimle



v (t,A)==A+q(t)-v*(t,A)

Riccati  diferansiyel  denklemine  doniistiiriilmiistiir.  Riccati  denklemi  igin

V(t,k) =iA"? +2Vn (t,k) formunda ¢oziim arastirilmis ve v’ ler belirlenmistir. Daha

n=l

sonra S(t,1):= Re{v(t,k)} ve T(t,1) ::Im{v(t,k)} olmak iizere

W(t,A h 0
o Et,k;} =c, expuS(x, X)dxjcos {cz + !T(X, k)dx}
kullanilarak 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik yaklasimlar belirlenmistir. Son olarak ise,

ozfonksiyonlar i¢in elde edilen bu sonuglar yardimiyla Green fonksiyonlar1 i¢in asimptotik

yaklasimlar hesaplanmuistir.

1.2. Ozdeger Problemleri

Bu kisimda calismanin esasini olusturan 6zdeger problemleriyle ilgili temel

kavramlara yer verilecektir.

Tamim 1.1: L, ikinci mertebeden lineer diferansiyel operator olmak iizere

2

L:ao(t)%+al(t)%+a2(t) (15)

seklinde tanimlansin. Burada te[a,b]; ai(t), [a,b] araliginda siirekli fonksiyonlar ve

a, (t) #0’ dir (1=0,1,2). Bu durumda, A reel bir parametre olmak iizere,

Ly(t)=2ay(t) (1.6)

b,

diferansiyel denklemini ve &, n, a;, by,

1<1, j<2 sabitler olmak {izere

ij*

auY(a) + alzy,(a) + bnY(b) +b,y’ b) &

- (1.7)
ayy(a)+a,y'(a)+b,y(b)+b,y(b)=n



kosullarin1 saglayan y(t) fonksiyonunu belirleme problemine “6zdeger problemi” adi

verilir. Sinir veya u¢ noktalarinda y(t) ve y'(t) degerlerini igeren (1.7) kosullarina ise

“siir kosullar1” denir. Bu siir kosullar1 “ayrilmamis sinir kosullar1” olarak da adlandirilir.

Eger b, =b,, =0 ve a, =a,, =0 ise smur kosullarma “ayrilmis sinir kosullar1” denir.
Ayrica E=n=0 ise sinir kosullarina “homojen smir kosullart”, €0 veya n=0 ise
“homojen olmayan sinir kosullar1” adi verilir.
y(t) fonksiyonu [a,b] > de 6zdes olarak sifira esit, yani y(t) =0 oldugunda (1.6) ve
(1.7) saglanir. Bu ¢6ziim, 6zdeger probleminin “trivial ¢6ziimii” olarak adlandirilir.
Tanim 1.2: [a,b] araliginda bulunan bir 2, sayis1 ve sifirdan farkli ‘I’(t) fonksiyonu i¢in
A=A, ve y(t) = ‘I’(t) oldugunda (1.6) ve (1.7) saglaniyorsa, A, degerine problemin
“Ozdegeri” ve ¥ (t) fonksiyonuna A = A, 6zdegerine karsilik gelen “6zfonksiyonu” denir.
A, Ozdegerine karsilik gelen iki lineer bagimsiz 6zfonksiyon varsa, A,” a “iki kath
Ozdeger” denir. Aksi taktirde; A, “basit 6zdeger” olarak adlandirilir.

Ozdeger problemine 6rnek olarak dairesel bigimdeki zarin titresimi ile ilgili

2 10 , 0
Eu(r,t)Jr;au(r,t)—c ﬁu(r,t), (1.8)
u(a,t)=0, (1.9)
u(r,0)=f(r), %u(r,O):g(r) (1.10)

kismi diferansiyel denklemi gz oniine alinsin. Burada r zarin yaricap koordinati1 ve t de bir
zaman parametresidir. Zarin yarigap uzunlugu a olarak alinmistir ve (1.9) sinir kosulundan
zarin dis halkasmin u=0 diizlemiyle sinirlandirildigr goriilmektedir. (1.10) ise zarmn
baslangi¢ konumunu ve hizini belirtmektedir.

Bu tarz problemler genel olarak degiskenlerine ayirma yontemiyle ¢oziilmektedir.

Buna gore; (1.8)° in u(r,t) ¢cOziimiinilin r ve t’ ye bagl iki fonksiyonun c¢arpimi oldugu

varsayilsin:

u(r,t)=R(r)T(t). (1.11)



Bu ¢6ziim (1.8)’ de yerine yazilirsa ve denklemin her iki tarafi RT ile boliintirse

d’R 1dR  d°T
T 2
dr” rdr _ 2dt
R T

elde edilir. Denklemin bir tarafi sadece r ve diger tarafi da sadece t bagimsiz degiskenine
bagli oldugundan, her iki taraf da ayni sabite (6rnegin —A) esit olmalidir. Boylece

asagidaki iki diferansiyel denklem elde edilir:

d’T A

e +C—2T:O, (1.12)
2

ilj+lc;—R+XR=0. (1.13)
r° rdr

(1.9) ve (1.11)’ den R(a) =0 bulunur. Ayrica zarin simetrisinin korunmasi i¢in merkezde

R’ egiminin sifir olmasi beklenir; yani R'(O) =0 dir. Dikkat edilirse r=0 ve r=a’ daki

bu iki sinir kosulu ile birlikte (1.13) denklemi bir 6zdeger problemidir.
Diger bir fiziksel problem ise, ince dairesel bir halka icindeki 1s1 akisini

kapsamaktadir. Bu durum

o 0
@u(ﬁ,t)—aau(e,t), (1.14)
u(0,0)=£(6), (1.15)
u(O,t)—u(2n,t):0, (1.16)
0 0
%U(e,t)ezo—%U(e,t)ezzn—o (117)

kismi diferansiyel denklemi ile ifade edilir. Burada t yine bir zaman parametresidir ve 0
ise x ekseni Tlizerinde saatin tersi yoniinde degisen agiyr tamimlar (0<0<2m).

Degiskenlerine ayirma yontemi kullanilarak

u(6,t)=y(6)T(t) (1.18)



alinirsa
d? d
a0’ a
_—
y T

elde edilir. Buradan

dr_k

T, 1.19
dt o (119
d2

Ayrica (1.16), (1.17) ve (1.18)’ den

y(0)-y(2m)=0,
y'(0)=y'(27)=0

sinir kosullar1 bulunur. Bu iki 6rnekten goriildiigii lizere degiskenlerine ayirma yontemi

kullanilarak elde edilen problemler birer 6zdeger problemidir.

1.2.1. Normal Form

Bu kisimda
P, (1)y"(t)+p, (t)y’(t)+(p2 (t)+Ap, (t))y(t) =0 (1.21)

seklindeki dzdeger problemi ele alinacaktir. Burada p,(t) ve p,(t) katsayilarmmn pozitif

oldugu; p,(t), p,(t) ve p,(t) katsayilarinn ise iki kere tiirevlenebilir oldugu varsayilsin.

Ayrica

) (1) dt

p(t)ZeXpIpo(t)

q(t)= —le()(t))(lz)(t)’



tanimlansin. (1.21) denklemi p(t)/p, (t) ile carpilirsa

d
dt

[p(t)ﬂ}(q(t)ﬂw(t))y(t)=0 (1.22)

dt

formunda ikinci mertebe diferansiyel denklemi elde edilir. (1.21)’ e gore ¢ok daha
kullanish olan bu denkleme “kendine es diferansiyel denklem” denir.

(1.22) denklemi ise

Q:ji (1.23)

seklinde tanimlanan yeni bir bagimsiz degiskenle daha basit bir hale doniistiiriilebilir.

(1.23)’ ten

@6_ 1
dt  p(t)

ve tirevde zincir kuralindan

dy_dyde_dy 1
dt  dgdt dgp(t)’

@_i(d_y)_i dy| L  dydj 1
d® deldt) deldg)p(t) dgde| p(t)
_i%JJ:ﬂiPLJ
dg’(p(t)) dgde{ p(t)
elde edilir. Bu degerler kullanilarak (1.22) denklemi
d2y
d—C2+(p(t)q(t)+Kp(t)r(t))y:0 (1.24)

denklemine indirgenmis olur. Benzer sekilde bu denklem de



dg
y=k(¢)u(E), £= (1.25)
©0(0) &= [55
seklinde yeni bir bagimli ve bagimsiz degisken tanimlanarak tekrar indirgenebilir. (1.25)’
ten
a6_1
d¢ k’

ve turevde zincir kuralindan

dy _ dk dude dk 1du
¢ dc o dede  dC k dE

d’y d{ dk 1du d’k 1 d’u
4> dc dc> K de?

dk  1du

u—+———-1_1=
dc k dg

elde edilir. Bu degerler kullanilarak (1.24) denklemi

1du
k* de?

+(p(t)q(t)+ld—+Kp(t)r(t)jku:() (1.26)

k d¢’
denklemine indirgenir. Bu son denklemde k4p(t)r(t) =1 segilirse (1.26) denklemi
u"+(—£(€)+A)u=0 (1.27)

“normal formuna” doniisiir. Burada

wr=du —£(§)=k4[p(t)q(t)+dz—k}

de?’ dc?

1.2.2. Kendine Es Operatorler

Kendine es bir diferansiyel denklemin operatdrii de kendine estir ve D = a olmak

uzere

L:=D[p(t)D]+q(t)



operatorii de “kendine es operator” olarak adlandirilir. Dolayisiyla homojen kendine es

diferansiyel denklemler kompakt bir formda
L[y]+Ar(t)y=0

seklinde ifade edilir.
Kendine es operatorler i¢in dnemli olan simetriklik kavrami ve bu kavramla ilgili

literatiirde yer alan bazi temel lemma ve teoremler asagida verilecektir.

Tamm 1.3 [1]: L kendine es bir operatdr olmak iizere; [t,t,] araliginda siirekli, ikinci

mertebeden tiireve sahip ve verilen sinir kosullarini saglayan her u,v fonksiyonlari igin

5}

J-(uL[V]—VL(u))dt =0

4

saglantyorsa L’ ye bu aralikta “simetrik operator” ad1 verilir.
Tanim 1.4 [14]: f (t), m=12,...M, [tl,tz] araliginda tanimli ve bu aralikta (M-1).

mertebeden tiirevlere sahip fonksiyonlar olsun. Bu durumda

f (t) f,(t) ... fu(t)

() L) . £,"(1)

M) 677 (0 o BT (0]

(1.28)

determinant f,(t),f,(t),....f,,(t)’ nin “Wronskian determinanti” olarak adlandirilir ve
W(fl,fz,...,fM)(t) ile gosterilir.
Lemma 1.1 [1]: (Lagrange Esitligi): [t,,t,] araiginda L=D[p(t)D]+q(t) saglamyorsa

ve ayrica u, v ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip herhangi fonksiyonlar ise, bu

durumda W(u,v)(t) = u(t)v'(t) —-u '(t)V(t) olmak tzere

ol [v] - vLfu] =< [p(t) W(u.v)(0)]

esitligi saglanir.



10

Lagrange esitliginden

5} °)

[(uL[v]-vL[u])dt= | di[p(t)w(u,v)(t)]dt

b , dt (1.29)

elde edilir. Bu esitlik, “Green formiilii”’ olarak adlandirilir.

Asagidaki teorem Green formiiliiniin basit bir sonucudur:
Teorem 1.1 [1]: Kendine es formdaki L= D[p(t)D] +q(t) operatdriiniin, [tl,tz]

araliginda simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, bu aralikta ikinci mertebeden siirekli

tiirevlere sahip, tanimlanan sinir kosullarini saglayan herhangi u ve v fonksiyonlari i¢in

esitliginin saglanmasidir.
Simetrik operatoriin 6zdeger ve Ozfonksiyonlariyla ilgili bircok onemli 6zellik
mevcuttur. Bunlarm en énemlilerinden birisi 6zfonksiyonlarm ortogonalligidir. Oncelikle,

iki fonksiyonun ortogonal olmasi soyle tanimlanir:
Tanmm 1.5 [1]: f ve g, [tl,tz] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ve r(t) >0 olmak

uzere, eger

[r(t)f(t)g(t)de=0

4

saglaniyorsa bu fonksiyonlara r(t)>0 “agirhk fonksiyonuna” gore [t,,t,] izerinde

“ortogonaldir” denir.
Simdi simetrik operatdriin 6zdeger ve 6zfonksiyonlariyla ilgili baz1 dnemli teoremler

verilecektir:

Teorem 1.2 [1]: L[y(t)]+kr(t)y(t)=0,te[tl,tz] denkleminde L operatorii simetrik
olsun. Eger A, ve A,, L operatoriiniin farkli iki 6zdegeri ve @, (t) ve @ (t) de bu

ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise bu durumda @ (t) ve @ (t) ortogonaldir.

Yani
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Tr(t)%(t)@k(t)dt:o, n=k.

4

Teorem 1.3 [1]: Simetrik bir operatoriin biitiin 6zdegerleri reeldir.

Teorem 1.4 [1]: Simetrik bir operatoriin 6zdegerleri artan sirayla

A <A, <..<A, <.

seklinde sonsuz bir dizi olustururlar ve n — oo iken A — 0.

1.2.3. Regiiler Sturm-Liouville Problemleri

Ozdeger problemlerinin gogu; ayrilmis, homojen sinir kosullarma sahiptir. Bu tiir

problemler, L=D |:p (t) D] +q(t) olmak iizere,

L{y(t)]+rr(t)y(t)=0, t, <t<t,, (1.30)
Bl[y]:ally(tl)+a]2y'(tl):0’ (1.31)
B2 [Y]:aHY(tz)"'azzy’(tz):O (1.32)

seklinde karakterize edilir. Burada a} +a;, #0, a3, +a3, =0’ dir. Bu sifa ait olan bir

0zdeger problemi “regiiler Sturm-Liouville problemi” olarak adlandirilir.

Regiiler Sturm-Liouville probleminin L operatoriiniin simetrik oldugunu gdstermek
icin, (1.30)-(1.32) probleminde verilen ayrilmis smir kosullarii saglayan, ikinci
mertebeden stirekli tliirevlere sahip u ve v fonksiyonlari goz 6niine alinsin. Bu durumda,

t =t, noktasinda

(1.33)

au(t))+a,u'(t)= O,}

a,v(t)+a,v'(t)=0

saglanir. Fakat tanim geregi a,, ve a, ayni anda sifir olamayacag i¢in (1.33) sisteminin

katsayilar matrisinin determinant1 sifir olmalidir. Yani,
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Benzer sekilde, t =t, noktasinda da W(u, v)(t,) =0 oldugu gosterilebilir. Boylece,

p(t,)W(u,v)(t,)—p(t,)W(u,v)(t,)=0-0=0.

Buradan da,

Bu ise Teorem 1.1° e gore L operatoriiniin simetrik oldugunu gosterir.

Bir regiiler Sturm-Liouville problemi simetrik bir operatore sahip oldugu i¢in, daha
once verildigi lizere,

1) Farkl1 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar birbirlerine diktir,

i1) Operatoriin biitiin 6zdegerleri reeldir,

iii) n —» oo iken A, — 00 ve dzdegerler A, <A, <A, <---<A <--- seklinde bir dizi
olusturur.

Bunlara ilaveten diger bir 6zellik de asagidaki teoremle ifade edilir:
Teorem 1.5 [1, sayfa 55]: Bir regiiler Sturm-Liouville sisteminin 6zdegerleri basittir, yani

bir 6zdeger i¢in birden fazla lineer bagimsiz 6zfonksiyon mevcut degildir.

1.2.4. Singiiler Sturm- Liouville Problemleri

Uygulamalarda rastlanan en ilging Sturm-Liouville problemleri asagida tanimi
verilen ve singiiler olarak siniflandirilan problemlerdir. Bu singiilerlikler sistemin genel
yapisini, 0zellikle de L operatoriiniin simetrikligi i¢in gerekli olan sinir kosullarinin seklini
degistirir.

Tanim 1.6: Bir Sturm-Liouville probleminde, [tl, tz] aralig1 izerinde asagidaki durumlarin
biri veya daha fazlasi varsa, probleme “singiilerdir” denir:

i) p(t] ) =0 ve (veya) p(tz) =0’ dir.

ii) p(t),q(t) veya r(t), t=t, ve (veya) t=t, noktalarida sonsuzdur.

ii1) t, ve (veya) t, sonsuzdur.
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Bu sinifa ait 6nemli diferansiyel denklemlerin bazilar1 asagidaki gibidir:

%[(1 —t? ) y’] +Ay=0, —1<t<1 (Legendre Denklemi),

2

%(ty') ~ Y y+AMy=0, 0<t<b (Bessel Denklemi),
t

%(te‘y') +1e'y=0,0<t<o (Laguerre Denklemi),

d 2 2 . .
d—(e‘ y') +2e'y=0, —o<t<oo (Hermite Denklemi).
t
Bir singiiler Sturm-Liouville probleminin simetrik bir operatdre sahip olmasi i¢in
Teorem 1.1° e gore asagidaki esitligin saglanmasi gerekir:

t

I(UL[V] —vL[u])dt =p(t) W (u,v)(t)

4

2 -0.

4

Burada u ve v, Sturm-Liouville probleminin sinir kosullarii saglayan, ikinci
mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlardir. Oregin, singiilerlik t=t, noktasinda

ise, siir kosullar1 asagidaki gibi alinabilir:

limp(t) W (u,v)(t) =0 (134)
ve
p(t,) W (1 v)(t,)=0. (135)

Ikinci olarak, eger singiilerlik p(t] ) =0 olmasina dayaniyorsa, sinir kosullarinin
y(t) ve y'(t) sonlu (t—)tf) (1.36)

alinmast durumunda (1.34) dogrudan saglanir. ikinci ugtaki, yani t, noktasindaki smir

kosullarinin asagidaki sekilde alinmasiyla da (1.35) saglanir:
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a21Y(t2 ) + azzy,(tz) =0.

Ciinkii, bu durumda a,u(t,)+a,u’'(t,)=0 ve a,v(t,)+a,v'(t,)=0 olacagindan

Pt )W (829) 1) = p(0) [0 ¥ () /(1) ¥ (1)
()22 et i) w22 o) | -o

a21

elde edilir. (1.34)’ {in saglanmasi i¢in (1.36)’ dan farkli sinir kosullar1 da verilebilir; fakat
bu durumda problemin sifirdan farkli ¢oziimiiniin olmamasi ile karsilasilir. Bu nedenle,

bircok Ornekte bu tiir sinir kosullar1 kullanilir. Benzer analiz t=t, noktasina dayanan

singiilerlikler i¢in de mevcuttur.
Singiiler 6zdeger problemleri her zaman simetrik operator igermeyebilir. Bu gibi
problemlerde, 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin Teorem 1.2 - 1.4° teki Ozellikleri saglamasi

beklenemez.
1.3. Asimptotik Analiz

Uygulamali matematikte genel olarak, bir model i¢in denklemler olusturulabilir;
ancak bu denklemler her zaman ¢6ziilemez. Yani ozellikleri veya tablo degerleri bilinen
fonksiyonlarla ifade edilebilen analitik bir ¢oziimii bulunamaz. Bununla birlikte hata
boyutu bilinen yaklasik bir ¢6ziim, ihtiyac1 karsilamada yeterli olabilir. Bu amacla
asimptotik analiz, denklemdeki veya integraldeki bir parametre ya da bazi degiskenler
parametrenin bir komsulugunda analitik degilse ya da ¢ok biiyiik veya cok kiiciik degerler
aliyorsa bu tiir problemler icin teknik gelistirmeyi ve yaklasik analitik ¢6ziim bulmay1
konu alir [24].

Asimptotik analiz ile ilgili baz1 bilgiler 18 ve 19. yiizyillarda bilinmesine ragmen

asimptotik acilim ilk olarak, 1886’ da Poincare tarafindan tanimlanmaistir:

Tamim 1.6 [23, sayfa 112]: Bir (t) fonksiyonu i¢in

n—1
lim¢" [f(t)—Zaktk}zan, n=0,12,.. (1.37)

t—o0 k=0
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-k <

saglaniyorsa, bu f (t) fonksiyonu Zakt asimptotik acilimina sahiptir” denir. Burada

k=0
n =0 i¢in parantez i¢indeki toplam sifir (0) alinir.

Ayrica Poincare, 1892 yilinda bu konuda énemli teknikler gelistirmistir. 20. ylizyilda
akigskanlar mekanigi ile ilgili ¢alismalar asimptotik analize ilgiyi daha da artirmistir.
Asimptotik tekniklerin kullanildig1r diger bazi alanlar; fizik bilimleri, astrofizik, deniz
bilimleri, biyo-medikal bilimler, trafik ¢alismalar1 vb. olarak siralanabilir [24].

Bu calismada sinir kosullarinda 6zdeger parametresi bulunan Sturm-Liouville
probleminin 6zfonksiyonlar1 ve Green fonksiyonlar1 i¢in asimptotik ¢oziimler bulmak
amaglanmistir. Bu nedenle genel bir ¢oziim formu elde edebilmek amaciyla asagida tanimi
verilen biiyiik “O” notasyonu kullanilmistir:

Tanmm 1.7: t,” m herhangi bir €, civarindaki tiim t’ ler i¢in

|f(t)| < M|g(t)

,Leg,t#1,

esitsizligini saglayan bir M >0 sayist varsa t, t,” a yakinsadiginda (t—t;) f(t)

fonksiyonu g (t) > ye gore “sinirlidir” denir ve

f(t)=0(g(t)).t >,

seklinde yazilir.

Bu tanim kullanilarak asagidaki bagintilar elde edilebilir:
0(0(1))=0(r).0(1) =O(1)O(g).0(f) +O(2) =0 (max r.g}).

Biiytik “O” iligkisinin 6nemli bir sonucu da bagimsiz degiskene bagli olarak

integrallenebilmesidir. Yani; I © R olmak iizere bu aralikta
f(t)=0(g(t)).t >,
alinirsa, bu durumda

to

[£(x)dx =oﬁ|g(x)|dx]

t

saglanir [7,15].



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

Bu bolimde, oncelikle potansiyel fonksiyonu olarak bilinen q(t)’ nin

integrallenebilir ve daha sonra tiirevlenebilir olmasi sartlar1 altinda

y'()+[A—q(t)]y(t)=0. te[ab]. abeR (2.1)

y'(a) _ R(%). (2.2)

——~=cotf 2.3)

sinir deger probleminin 6zfonksiyonlar1 ve Green fonksiyonlar: i¢in asimptotik ¢éztimler

elde edilecektir. Burada B e[0,m); R(1) ise genel formlari asagida verilen lineer, bilineer

ve kuadratik formlardaki fonksiyonlardir (p=0 olmas1 halinde, (2.3) sinir kosulu
y(b)=0" dir). Bu calismada farkli smir kosullart igin asagidaki gosterimler

kullanilacaktir:

D-Dirichlet Sart1: y(b) =0,

"(b
N-Non-Dirichlet Sarti: M =cotp, Be(0,m),

. i y'(a) _
A-Afin A -Bagimh Sart: =ch+d,
y(a)
B-Bilineer A -Bagimli Sart: Y (a) = ch +d, cf —ed 20,
y(a) er+f

K-Kuadratik A -Bagimli Sart: M =cA*+dr+e, c,d,e,felR.

y(a)

Bu gosterimler kullanilarak sinir kosullar1 asagidaki sekilde ifade edilecektir:
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a) Lineer Durum (Afin&Non-Dirichlet(AN) ve Afin&Dirichlet(AD))

ANZ};((:))=C7\.+(1 AD:};((:))=C7\.+C1
Y(®) _oup.pe(o.n) y(b)=0

y(b)
b) Bilineer Durum (Bilineer&Non-Dirichlet(BN) ve Bilineer&Dirichlet(BD))

y'(a) cr+d

BN:y(a)=Ck+d,e¢O BD: = ,e#z0
y(a) er+f y(a) er+f
() _ouppe(o.n) y(b)=0

y(b)

¢) Kuadratik Durum (Kuadratik&Non-Dirichlet(KN) ve Kuadratik&Dirichlet(KD))

KN:y(a)=cK2+dK+e,c¢O KD:y(a)=c7L2+d7»+e,c¢0
y(a) y(a)
y'(b)
=cotf,Be(0,n y(b)=0
o (0.1 ()

Ayrica, bu durumlara ek olarak, her iki sinir kosulunda 6zdeger parametresi

bulunmas1 durumu i¢in de probleme ait Ozfonksiyonlar ve Green fonksiyonlari

hesaplanacaktir.

2.1. Ozfonksiyon Hesaplamalar

Ozfonksiyonlarin elde edilmesinde kullanilacak yontem igin gerekli bazi teorik
bilgiler asagidaki gibidir:

y'()+[2-a(t)]y(1)=0. tefa.b] 24)

denkleminin kompleks degerli bir ¢dziimii, y(t,A)olsun. Bu durumda A ve q reel degerli

oldugundan; vy, (t,k) ve 'y, (t,)n) , (2.4) denkleminin reel degerli ¢oziimleri olmak iizere,

y(t.A) =y, (t.A)+iy, (t,A) (2.5)
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yazilabilir. Bu ¢6ziim {istel olarak
y(t.A) = R(t,K)exp(iO(t,k)) (2.6)

formunda ifade edilebilir. Burada R(t,k) ve G(t,?») reel degerli fonksiyonlardir.

Ele alinan (2.4) denklemine

V(t,7\.)2=

déniisiimii uygulansin, Bu durumda birinci ve ikinci mertebeden tiirevler
y(tA)=y(tLA)v(t1)
ve
Y (L) =y (L) v (LA)+y (L) v(LA) =(V(LA)+v (L)) y (L)
seklindedir. Bu degerler (2.4) denkleminde yerine yazilirsa
y(tLA) v (L) +y(LA) v (LA)+Ay(t,A)—q(t)y(t,A)=0,
veya
y(L2)[ V2 (LA)+V (6A) +—q(t) ]=0
elde edilir. Son esitlik geregince, V(t, X) asagidaki Riccati diferansiyel denklemini saglar:

V' (t,A)==A+q(t)-v*(t,A). 2.7

Ayrica (2.6)’ dan

y'(t4) R(t.A)exp(i0(t,1))+R(t,1)i0'(t. A )exp(i6(t. 1))
y(t,%) R (t,%)exp(iB(t, 1))

veya

= ((:77: +i0'(t,1) (2.8)
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bulunur. Bu son esitlikten

S(t.1)=Re{v(t.1)} (2.9)
ve

T(t.A):=Im{v(t.})} (2.10)

olmak lzere

S(t,A)=

, T(t,A)=0'(t,1) (2.11)

elde edilir.
Simdi (2.4) denkleminin reel degerli ¢oziimiiniin varligini ispatlamak icin asagidaki

lemmalar verilecektir.

Lemma 2.1 [20]: Eger R*(t,,1)0'(t,,A)=0 olacak sekilde bir t, €[a,b] mevcutsa,
\7 (t,?\,) ve y, (t,k) reel degerli ¢oziimleri lineer bagimsizdir.

Ispat: ilk olarak, (2.5) ve (2.6)’ dan

y, (tA)+iy, (t3) =R(t,2)[ cosO(t, 1) +isinO(t,1)]
R(t,A)cosO(t,A)+iR (t,1)sinO(t, 1)

elde edilir. Bu durumda

¥, (tA)=R(t,A)cosO(t, 1),
¥, (t.A)=R(t,1)sin6(t,1)
ve bdylece
y, (LA)=R'(t,A)cosO(t,A)—R(t,A)0'(t,1)sinO(t, 1),
¥, (61)=R’(t,A)sin0(t,A)+R(t,1)6'(t,1)cosO(t, 1)

olur. Bu degerler yardimiyla y, vey,’ nin Wronskian determinant1 hesaplanacak olursa
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¥i(te:h) ¥, (tgs2)
yi (to:2) ) (t:2)
=R (t,,1)cosB(t,, 1)
x[R'(ty,1)sin 0(ty, 1)+ R (15, 1)0'(t,. 1) cos0(ty, 1) ]

W(Ysz)(to’}“)

0°
R (t,,1)sinO(t,, 1)
X[R' tg- 1) cos 0(ty, &) —R (£5,1)0' (., A)sin 0(t,, 1) |

R?(ty, )0 (t,A)
bulunur. Son esitlikten W (y,,y,)(ty,A)=R>(t;,1)0'(t,,A) =0’ dir. Boylece y, (t,1) ve
Y, (t, 7») fonksiyonlariin lineer bagimsiz olduklari elde edilir. m
Lemma 2.2 [20]: z(t,k) fonksiyonu, (2.4) denkleminin reel degerli bir ¢oziimii olsun.
Eger R(t,,1)" 0'(t,,A) = 0 olacak sekilde bir t, €[a,b] mevcutsa

z(t,A)=p(t,A)cos ¥ (t, 1) (2.12)

saglanir. Burada

(2.13)

p(tA) R'(tt’;), W(t.) =0 (1), te[a,b].

Ispat: c, ve c, keyfi reel sabitler olmak {izere Lemma 2.1” den

z(t,A)=cy, (t.A)+c,y,(tA)=cR(t,1)cosO(t,A)+c,R(t,1)sinO(t, 1)

elde edilir. Dikkat edilirse

(cl—icz)R(t,k)exp(iG(t,k)) (t,A)cosO(t,A)—ic,R(t,1)cosB(t,A)

c,R A
ic,R(t,1)sinO(t,1)—i*c,R(t,A)sinB(t,1)
=c,R(t, k)cose(t,k)+c R(t,A)sin0(t,2)

+iR(t,A)[ ¢, sinO(t, 1) —c, cosG(t,k)]
esitliginden

¢, R(t,1)cosO(t,A)+c,R(t,A)sin0(t,1)= Re{(c1 —ic, )R (t,A)exp(i6(t, X))}

oldugu goriiliir. Bu durumda; & ve 8 reelsabitler olmak {izere,
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¢, —ic, =gexp(id)
tanimlanirsa
z(t,A)= Re{e exp(i8)R (t,A)exp (iG(t,k))} = Re{eR (t,A)exp (i[G(t,k)+6])}
= aR(t,X)Re{cos[G(t,k)+8]+isin [6(t,7»)+8:|}
= 8R(t,%)cos [9(t,k)+6]

bulunur. Son esitlikte p(t,A):=¢eR(t,1), ¥(t,1):=0(t,A)+8 alirsa ispat tamamlanr.

n
Sonug olarak, (2.11) ve (2.13)’ ten
S(t.) = p'(t.%) j _rdp
JA) = = S(x,k)dx—j—
p(t,)u) a a p (2 14)
=p(t,1) :cleprS(x,k)dx], ¢, =p(a.r)
ve
T(t,)=%'= [T(x,1)dx = [d¥
2 : 2.15)

=>Y¥(LA)=c, +J.T(X,X)dx, ¢, =¥(a,2)

elde edilir. S(t,A) ve T(t,A) cinsinden elde edilen p(t,A) ve W(t,1) degerleri (2.12)’

de yerine yazilirsa, (2.4) denkleminin sifirdan farkli reel degerli z(t,) ¢dziimii ve tiirevi
t t
z(t,1)=c, exp(IS(x, X)dx}cos {cz + IT(X, X)dx}, (2.16)

z’(t,?»):CIS(t,X)exp@S(X,X)dxjcos{cz +!?T(x,7»)dx}

2.17)

—clT(t,k)exp@S(x,k)dx}sin {cz +£T(x,x)dx}

bulunur.
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Simdi, Ozfonksiyonlar icin asimptotik yaklasimlar elde etmek amaciyla hata

terimlerinin belirlenmesinde kullanilmak tizere,

<A(t)n(r), tea,b] (2.18)

b
J-em”zxq(x)dx

t

esitsizligini saglayacak A( t) ve n (k) fonksiyonlar1 belirlenecektir dyleki,
1) A(t), t degiskeninin azalan bir fonksiyonu,
ii) A(.)eL[a,b],

iii) A — oo iken n(1) >0
b
olacaktir. Bu esnada J. ‘q (x)‘ dx =0 trivial durumu gdz ardi edilecektir. q(t)eL[a,b]

b
< Hq(x)‘ dx <co bulunur. Bylece, bir F(t,A) fonksiyonu,

t

b
J‘emqu(x)dx

t

oldugundan

b
JAem”ZXq(X)dX

(2.19)

/T‘Q(X)‘dx, T‘Q(X)‘dx # 0 ise,
F(t,?m) = t b[
0 ; J-‘Q(X)‘dx =0 ise,

t

seklinde tanimlanirsa 0 < F(t,K) <1 oldugu agiktir. n(k) = sup F(’[,?\,) olarak alinirsa

a<t<b

(2.19)’ dan n(?») fonksiyonu iyi tanimlidir ve A — oo iken n(k) — 0 [20].

b
A(t) :=I|q(x)| dx olarak tammlansmn. t,,t, €[a,b] olmak iizere t, <t, i¢in

t

A(t)-A(t,) = j“q(x)‘dx - hq(x)‘dx = jﬂq(x)‘dx + I‘q(x)‘dx = iﬂq(x)‘dx >0

4 4 4

yani, A(tl) > A(tz) oldugundan A(t) fonksiyonu azalandir. Ayrica

jA(t)dt :-Tﬁq(x)‘dxdt = j.j“q(x)‘dtdx :j‘q(x)‘jdtdx :j“q(x)‘(x —a)dx
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b
< (b—a)ﬂq(x)‘dx <
oldugundan A(t)eL[a,b]" dir.
b

Bdylece n(1)=sup F(t,4) ve A(t)=lq(x)|dx secimleriyle (2.18) esitsizligi (i),

<t<
a<t<b t

(i1) ve (ii1) kosullar1 ile saglanmais olur.

b
Bu caligmada genelligi bozmadan Iq(x)dx =0 aliacaktir ve problemlerin yaklasik

Ozfonksiyonlarin1 hesaplamak icin [10, 20] calismasindaki yonteme benzer yontem
uygulanacaktir. Bu amagla [a,b] araliginda (2.7) ile verilen V’('[,)\,) =—A+ q(t) —v? (t,k)

denklemini g6z oniinde bulundurarak

v(tA) =i + 3, (L2) (2.20)

n=l

olusturulsun. Bu esitlik (2.7) denkleminde yerine yazilirsa

ivg(t,k)=—k+q() A — 217»”sz (t,A) |:ZV tk}

oldugundan

)= —A+q(t)+2 -2, (1.2)

n

t?» v, t?» + y \%
v ( s 2V
n=3
2y, (14) - 2iM Y, (6.2)
n=3

—V12 (t,k)—[v% (t,k)+v§ (t,?»)
+o Ve (L) +.

+2v, (LA)v, (6,A)+2v,
+2v, (t,A) v, (1) +2v

elde edilir. Son esitlikten v_, n >1, asagidaki sekilde segilsin:
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v, (tA)+2iA"v, (6, 2) =q(t),
v, (LA)+22v, (L A)=—=v] (t,1), (2.21)

n =2
Vn'(t,7\,)+217\,1/2Vn (t,A)= (V (L) +2v, v, (t j >3

m:l

veE

b

(t 7\,) 7217&’ Jemqu(x)dx,

b
1/2 172
217» J‘ezﬁx X 2 ’ (222)
t
2012t r 2ir12x 2 S
e Iel an?\,+2V1X7\.ZVm ) [dx, n>3.
t m=1

Bu segimler altinda asagidaki lemma, ivn (t,A) ve iv "(t,A) serilerinin

n
n=l n=1

yakinsakligini ispatlamak icin kullanilacaktir:

b
Lemma 2.3 [20]: 9n(1)(b-a)[|q(x)[dx <1 ise n>1 igin

a

A(Yn(»)
2n—l

v, (t,k)| <

, tefa,b]

esitsizligi saglanir.
Ayrica Lemma 2.3’ iin bir sonucu olarak asagidaki lemma elde edilir:

Lemma 2.4 [20]: {kn} bir reel sayilar dizisi olmak iizere

v, (t2) <k " (1)

esitsizligi saglanir.

Simdi ZV t, k ve ivn serilerinin yakinsaklig1 incelensin:
n=l n=l
. i|vn (t,x)| serisi goz ontine alinsin. Lemma 2.3” ten n(t,k)|£%

olarak bulunmugtu. O halde ele alinan serinin kismi toplamlar dizisi i¢in
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INEAE Yk LL2ENOIEA) o

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte OSn(k)Sl, A(t) simnirli ve azalan bir fonksiyon

oldugundan, C pozitif bir sabit olmak iizere, i]vn (t,k)| SCi 23_1
n=l1 n=l

serisi yakinsak oldugundan ZV tk

n=1

L)

serisinin yakinsaklig1r t degiskeninden bagimsiz oldugundan, Weierstrass M-Testi’ nden

bu yakinsama diizgilindiir.

o« S (1
n=l1

k)‘ serisi goz oniine alinsin. (2.21) esitliginde
, n 2
v, (tLA)+2iA"v, (LA)=— ( (tA)+2v, v, (t j
m:l
olarak bulunmustu. O halde ele alinan serinin kismi toplamlar dizisi i¢in

2

n=1

AN
+2§(an(

n,tu

)

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizliginin sag tarafindaki ilk serinin diizglin yakinsak oldugu

(1)< 2Py
(2.23)

bir dnceki adimda gosterildi. Ayrica Z:|vn (t,k)| serisi yakinsak oldugundan bir n >n,
n=l

icgin n—>oo iken

Vn(t,k)‘—>0’ dir.  Boylece

v, (t,k)‘ <1 oldugundan

A <3|V, (LA esitsizligi

n=n; n=n,

\'A (t,?»)‘z < ‘V“ (t,?x,)‘. O halde n=n, icin

saglamir, yani (2.23) esitsizliginin ikinci terimi olan Z:|VIFl ('[,7\,)|2 serisi  diizgiin

n=l

yakinsaktir. (2.23) esitsizligindeki iigiincii seri i¢in ise
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v (L)Y

s=1

gi( Vs(t,x)\j:i

n=1

Vo (6 2w, (62)] <0
s=1

saglandigindan bu esitsizlikten serinin diizglin yakinsakligr elde edilir. Boylece

iv; (t,A) serisi mutlak yakinsaktir. Ayrica i|V; (t,%)| serisinin yakimsaklign t
n=l1

n=l
degiskeninden bagimsiz oldugundan, Weierstrass M- Testi’ ne gore bu yakinsama diizgiin-

dir.

Sonug¢ olarak te[a,b] i¢in ivn (tA), ivn'(t,k) serileri diizgiin mutlak
n=l1

n=l

yakmsaktir ve v(t,1)=i1"> +> v, (t,1), (2.7) denkleminin bir ¢oziimiidiir. Dikkat edi-

n=1

lirse v, (t,%) fonsiyonlar1 belirlenirken v'(t,A) = {ik”z + ivn (t,k)} = ivf1 (t,A)

n=1 n=1

esitligi kullamlmustt. > v, (t,1) ve D v,"(t,1) serilerinin diizgiin mutlak yakimsak ol-

n=l1 n=l1

dugu bulundugundan bu esitlik dogrudur. Boylece T(t,1):= Im{v(t, 7»)} oldugundan

T(t,A)=A" +Im§vn (t,1) (2.24)

n=l

elde edilir.

2.1.1. Potansiyel Fonksiyonunun Integrallenebilir Olmasi Durumu

Bu kisimda (2.1) problemi, belirtilen sinir kosullar1 altinda ayr1 ayr1 goz Oniine
alimacak ve q(t) potansiyel fonksiyonunun integrallenebilir olma sarti altinda
ozfonksiyonlar1 i¢in asimptotik yaklasimlar elde edilecektir. Bu amagla, Oncelikle
problemin Ozfonksiyonlari, ele alinan sinir kosuluna gore (2.16) ve (2.17)° den
yararlanilarak, S(t,A) ve T(t,A) cinsinden ifade edilecektir. Daha sonra, bu ifadede

bulunan terimler A — oo iken hesaplanarak asimptotik ¢oziimler belirlenecektir.

[lk olarak, teoremleri ispatlamada kullanilacak olan asagidaki lemma verilsin:
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Lemma 2.5: L — o iken
i)

t

[S(x.n)dx = %{cos(2k1/2t+§t)—cos(2X1/2a+éa Jro(rm* (),  (25)

7\‘1/2

ii)

sin (21t + ¢, )-sin(21"%a +£,)

& A)dx =" (t—a)— t
! (ob)dx =2 (t=a) =2 +[a(x)dx (2.26)

+0 (27 (1)),

Burada,
b b
sin&, = Jq (X) cos 212 xdx, cos E = jq (X)Sin 22/ *xdx. (2.27)

ispat:
i) S(t,1) fonksiyonu igin, Cogkun ve Baskaya [11] tarafindan elde edilen

S(t.1)=-sin(20"t+¢)+O(n’* (1)) (2.28)
asimptotik yaklasimi kullanilacaktir. Ispat i¢in, dncelikle

jS(x,X)dx:TS(x,k)dx—TS(x,k)dx (2.29)

aliir ve daha sonra esitligin sag tarafindaki integrallerde, (2.28) degeri yerine yazilarak

ayr1 ayr1 hesaplama yapilir.
b
[k olarak .[ S(X,k)dx integralinin asimptotik degeri, integralde degiskenlerin

strasini degistirme yontemiyle belirlenecektir. Buna gore; (2.27) ve (2.28)’ den

b b b b b
JS(X, X)dx = —jcos 20"%x Uq(t)cos 2kl/ztdtjdx - jsin 202x Uq(t)sin 2%1/2tdt]dx

a

+O(A "’ (1))



28

t b t
—|q(t COSZK'/ztICOSZKVZXdth—jq(t)sinZkl/ztjsin2%'/2dedt+O(X_‘/2n2 (k))

=j<>
=j<>

sin20%x | b . cos 21."7x _
—|q(t coszw/zt[ G } dt— j q(t)sin 21"t i dt+o(x 7 (1))
1/2 1/2
%]q cos27»‘/2tdt—COZZ—]};2 Ja(®)sin22 1t
+0(1""n* (1)) (2.30)

=3 ;1/2 cos(2x1/2a+z; )+o(ﬂ2n2 (%))

elde edilir. .[ S(X,k)dx integralinin asimptotik degeri ise, kismi integrasyon yontemiyle

t

belirlenecektir. Yine (2.27) ve (2.28) kullanilarak

b

b b b b
jS(x,k)dx = —Icos 20%x [Iq(t)cos 2?»1/2tdt]dx - jsin 202 x Uq (t)sin 2%'/2tdt]dx

t t X

+0(A " (1))

b
sin 21" 12 ‘ sin 2."?x 2
= 1/2 Iq cos 2A " tdt - Iq(X) —1/2 cos 2\ "“xdx
{ 21 o 21
b
cos 21%x 2 cos 202 "
+ —le/z Iq sin 2A7“tdt +Jq(x)T sin 222 xdx

+0(A " (1))

YV2¢ V2
SH;}%?/; Iq )cos 21" xdx _C05217/\,2 jq )sin 21."*xdx
+0(n V%f(x))
=- 251/2 cos (21t +&,)+O(A "’ (1)) (2.31)

bulunur. Son olarak (2.30) ve (2.31) degerleri (2.29)’ da yerine yazilarak ispat tamamlanir.
ii) Benzer sekilde, T(t,k) fonksiyonu i¢in Coskun ve Baskaya [11] tarafindan elde

edilen

T(t.A) =" —cos(21’t+¢ )+O(n’ (1)) (2.32)
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asimptotik yaklasimi kullanilacaktir. Ispat igin, dncelikle

jT(X,k)dx:TT(X,X)dX—j.T(X,k)dX (2.33)

a t

alinir ve daha sonra esitligin sag tarafindaki integrallerde, (2.32) degeri yerine yazilarak

ayr1 ayr1 hesaplama yapilir.

b
Ik olarak IT(x,k)dx integralinin asimptotik degeri, integralde degiskenlerin

sirasin1 degistirme yontemiyle belirlenecektir. Buna gore (2.27) ve (2.32)’ den
b b b b
IT(X,k)dx = Ikl/zdx + Isin 2A2x Uq(t)cos 27»1/2tdtjdx
b b
- Icos 202x [Iq (t)sin 2%1/2tdtde +0 (7(1/2112 (X))

b t
=1 (b-a)+ Jq(t)cos 2%1/2tjsin 202 xdxdt

b t
—~ J.q (t)sin 27»1/2‘[] cos 2A"*xdxdt + O (7('/2112 (7»))

t

b 12
= (b—a)+jQ(t)COSZ7wl/2t[—w822$} dt

7\'1/2

a a

t

b . 12
—~ J.q(t) sin 2./t {szi#} dt+0 (7{1/27]2 (k))

a

=x1/2<b—a>—%%‘1/2{f q<t>dt—sm<wa+%a>}

(2.34)
+o(7c‘/2n2 (x))

b
elde edilir. J.T(x,k)dx integralinin asimptotik degeri ise, kismi integrasyon yontemiyle

t

belirlenecektir. Yine (2.27) ve (2.32)’ den

b b b b
IT(X, X)dx = jk‘/zdx +Isin 202x (Iq(t)cos 27»1/2tdtjdx
t t X

t

b b
- Icos 220.%x [Iq (t)sin 2%1/2tdtjdx +0 (X"l/znz (k))
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/2, b °
_ g2 (b—t)—{%f‘l(t)cos 2%1/2tdt}

t
b zle/z . 27&/2 b ) b
_J'q(X)COSZK—I/szX_{SH;X—I/ZXJ-q(t)sm 27»1/2tdt}

t

t (2.35)

b ) 1/2
~Ja(x) ™ ko ()

(0 - | fals)axosm (@) [0 (s o)

bulunur. Son olarak (2.34) ve (2.35) degerleri (2.33)’ te yerine yazilarak ispat tamamlanur.

n
2.1.1.1. Lineer Durum (AN ve AD)
Asagidaki AN smir kosulunu igeren problem géz éniine alinsin:
y'(t)+[2=q(t)]y(t)=0, te[ab], (2.36)
y'(a)-[ch+d]y(a)=0, c,deR, c=0, (2.37)
y'(b)sinB—y(b)cosp=0, Be(0,m). (2.38)
¥ (t,A) ve ®(t,1) fonksiyonlari, (2.36) probleminin, sirastyla
¥ (a,0)=1,% (a,1) =ch+d (2.39)
ve
®(b,A) =sinp,®'(b,1)=cosp (2.40)

kosullarini saglayan iki ¢6ziimii olsun.

Bu ¢oziimlerin S(t,A) ve T(t,1) cinsinden genel formu asagidaki gibi bulunmustur:
Teorem 2.1: ‘P(t,?») ve @(t,?») fonksiyonlari, (2.36) probleminin sirasiyla (2.39) ve

(2.40) sinir kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun. Bu durumda,
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b
e o R
xcos{m1{_foggza’x)}+5T(x,x)dx},
i
o= { {Mﬂexpws@mj N
fapat:

i) (2.36) probleminin, (2.16) ve (2.17) ile verilen z(t,k) ¢Ozliimii ve tiirevi

kullanilarak (2.39)’ dan
¥ (a,A)=c, cosc, =1, (2.43)

¥'(a,A)=cS(a,A)cosc, —¢,T(a,A)sinc, =cA+d (2.44)

saglanir. (2.43)’ ten

. (2.45)

cosc,

elde edilir. Bu deger (2.44)’ te kullanilirsa

szcot{ T(a.) } (2.46)
—ch—d+S(a,1)

bulunur. O halde,
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I (2.47)
{{ T(a,)) }}
COs < cot

—cA—d+S(a,2)

olur. Son olarak elde edilen c, ve c, degerleri (2.16)’ da yerine yazilarak ispat tamamlanir.

C, =

ii) Benzer sekilde; (2.16), (2.17) ve (2.40)’ tan

®(b,A)=c, eprS(x, X)dxjcos {Cz + IT(X,K)dx} =sinf (2.48)

o' (b2 :CIS(b,X)exp@S(x,k)decos {cz +IT(X,x)dX}

. ) (2.49)
—clT(b,k)exp(J.S(x, k)dxjsin {cz +J-T(x,7»)dx} =cosf
saglanir. Bu iki esitlikten
— sinf3 , (2.50)
exp[J.S(X,K)dx}cos {‘[an‘1 {WH
¢, = tan| S(O:1)=c0tB —j’-T(X %) dx 2.51)
T T(b’}\') a , .

bulunur. Son olarak elde edilen ¢, ve c, degerleri (2.16)’ da yerine yazilarak ispat

tamamlanir. m
Asagidaki teoremde W(t,1) ve @(t,A) ¢ozimleri, S(t,A) ve T(t,A)’ nm
asimptotik degerleri kullanilarak A — oo iken hesaplanmistir:

Teorem 2.2: W(t,1) ve @(t,1) fonksiyonlari, (2.36) probleminin sirasiyla (2.39) ve

(2.40) smur kosullarii saglayan ¢oziimleri olmak iizere, A — o iken

i)

P (t,A)=cA sin (kl/z (t—a))+(1—%jq(x)dx}cos(%v2 (t—a))+0(n(7»)), (2.52)
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ii)

d)(t,K) = sinBcos(kl/2 (b—t))+[8igB jq(x)dx —(zos[?)jk_l/2 sin (7»1/2 (b—t))

(2.53)
+0(7ﬁ/2n(x))

asimptotik ¢oziimleri elde edilir.
Ispat:
i) Ispat i¢in, Teorem 2.1 (i)’ de elde edilen

1

Cos{cot[ T(a,2) X)}}eXp@S(X’x)dxj

—ck—d+S(

xcos {cot" {—cx —Tc(li’gza,x)} +j:T(x,7»)dx}

esitligindeki terimler A —>oo iken hesaplanir. ilk olarak, sirasiyla (2.28) ve (2.32) ile

Y(t,A)=

verilen S(t,1) ve T(t,A) degerleri kullanilarak

T(a,k) k'/z—cos(2K1/2a+§a)+O(n2 (K))

—ch-d+S(a,h) —ch-d-sin(24"%a+&,)+0(n’(1))

A% —cos (ZXI/Za +E, ) + O(n2 (k))

—cx{udx-l Ly sin(21%a + ¢, )+0(2 '’ (x))}

c c
1

| _ta-12 l -1 1/2 -1,.2
_{ N cos(24"%a +&,)+0(1 ™ (x))} (2.54)

_d_Lygin (o I
{1 ) sin(21"a+£,)+0 (1™ (7»))}

__l -1/2 -1
=—h +0(x (%))

bulunur. (2.54)’ ten

Cot—l{ T(a.2) } — cot™! [—17;1/2 +o(>;1n(x))}

—ch—d+S(a,A) c

(2.55)

1, )
=§+;” ”+0(r (1))
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elde edilir. Boylece

cos{cot‘l { T(a.2) x)}} = cos E VS O(k“n(k))}

—ch—d+S(a, c

=sin [—%751/2 +0(% " (x))} (2.56)
= —%x‘/z +0(A (1)),

sin {cotl {_Ck _T((ii’;”za,k)} = sm{z +oh 1o(n n(k))}
= cos {%w +o(x1n(x))} (2.57)
=1 _%w +0(2 (1)),

1 _ 1
COS{COW Lx - éigzax)}} “r o )] 2.58)

=\ + O(n(k))

olur. (2.25) ile verilen IS (x,A)dx degeri kullanilarak

1 2 1/2
eprS(x,k)d } exp e [COS(ZM t+&, ) cos(z;\/ a+§a)}
' +O(}L‘l/2n2 (7\,))

—1+ 2731/2 {cos(202t+&,)—cos(22a +8, )} (2.59)

+0 (A (1))

t
ve ayrica (2.26) ile verilen IT(X, A)dx degeri kullanilarak

sin[jT(x,k)dxj:sin[ W2 ( qu )dx+0(1 (1))

a
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:sin{kl/z(t—a)—ﬁj-q(x)dx}cos[O(k’mn(k))J
+cos{ A ( l/zjq dx}sm[ Vzn(k)ﬂ (2.60)

:s1n{ 1/2 1/2 J-q dx}+0 1/211(%)),

Cos[ [T(x x)de—co{W(t a 2%/2 f q(x dX+0(7fvzn(7‘))}
:CO{ 2 (1-a) s jq dx}os[ ()]
—sm{ A 1/2 j a(x dx}sm[ ()]

:co{ A ( qu dx}+0 l/zn(k))

(2.61)

bulunur. Bu durumda
cos{cotl[_ckfsigz } jT (x.1)dx }
=cos{cot {_Ck c(li gz k)}}COSHT(X,x)dX}
A

_sin{cot {—ck Tc(iijsza }L)}}sinDT(x,X)dx}
= [—17;1/2 + o(x*n(x))}

X{CO{ A2 qu dx}uo 1/Zn(x))}
{1—%7& +o(>;3/2n(x))}

Cc

x{sm{ AV ( l/zjq dx}o l/zn(x))}
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=—sin{ A ( 1/qu }

(2.62)
—17{1/200{ 1/2 1/2 J.q dX}rO 1/211(%))

C

olur. Sonug olarak; (2.58), (2.59) ve (2.62) ile elde edilen degerler (2.41)’ de yerine

yazilarak

w<t,>»>=[—c>f”+o(n<>»>>]><[1+0(7»‘%(%))]

—sin [ 1/2 1/2 Iq }

1
__7\’*1/2 1/2 d O 1/2 A
° co{ 1/2 Iq x}+ n( ))
:ckl/zsin{ AV ]/2 J-q dx}+cos{ 1/Z(t—a)—ﬁJ‘q(X)dx
+0(n(2))

bulunur. Bu son esitlige trigonometrik acilim uygulanirsa

sin (7»”2 cos( 7 Iq }
—cos(?»l/2 sm( 7 J.q J
cos(?»l/2 cos( 7 Jq ]

+ +0(n(1))

+sin (A" (t- sm[ = jq }
sin(2" (t-a))x[1+0(1")]
—cos (A (t- { qu )dx+O( 3/2)}
cos(1 (t-a))x[1+0(3")]

+sin(k1/2 { m[q dX+O 3/2)

Y(t,A) =cA?

— C)\‘I/Z

+

} +0(n(1))
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=c)\V? sin(?»l/2 {1——Iq dx}cos AV (t—a))+0(n(%))

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
ii) Ispat i¢in, benzer sekilde (2.42)’ deki terimler A —> oo iken hesaplanir. ilk olarak, (2.28)
ve (2.32) den
S(b,A)—cotf B —COtB+O(n2 (7\))
T(b2)  2[1+0("n* (1))] (2.63)
=" cotB+0(1 "’ (1))

elde edilir. (2.63)’ ten

-1 S(b’}”)_COtB _ a2 2,2
tan {—T(b,K) }— A cotB+O(K n (k)) (2.64)

bulunur. Boylece

4 S(b,k)—cotB 3 _7{' cot’ B o
cos{tan {—T (b7 }}_1 : +0(x "’ (1)), (2.65)
. 1| S(b,A)—cotf 12 12,2
sm{tan {%}}:—X / cotB+O(7» 1 (X)), (2.66)
sin 3 _ sin 3
- A" cot? 12
cos{tan" {S(b%}(”])a’;)om}} 1—02Ot B+O(7» n (X))
:sinﬁ{l " lczot Pro(a () (2.67)

=sinB+A" ICZTHE+O(?L_I112 (k))

b
olur. (2.31) ile verilen J. S(x, k) dx degeri kullanilarak

eXp(—j‘S(X,X)dXJ =1+ 2;1/2 COS(ZKI/Zt n &l)_'_o(?h—l/znz (X)) 2.68)

t
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b
elde edilir. Ayrica (2.35) ile verilen _[T(x, L)dx degeri kullamlarak

sin[IT(x,k)dezsin{ 22 (b—1) 1/zjq )dx +0(2 1/211(%))}

(2.69)
:sin{kvz(b—t)—W!q(x)dx}+O(kl/zn(K)),
cosﬁT(x,l)dszcos[ A2 b t ]/2 Iq dx+O 1/271(7»))}
‘ (2.70)
:co{ AV (b-t) l/zjq dx}o ()
bulunur. Bu durumda,
cos{tanl[s(bx—cmﬁ} TT dx}—[l+0(k )}
x{cos{ AV b t 1/2 Iq de|+O l/zn(k))}
[ -1 cot p+0 (ﬂzn2 ()]
2.71)

x{sin[ 2" (b—t) 1/2f q(x) dX}O ”zn(%))}
ZCOS[ AV b t 1/2J‘q }
1/zcotﬁsm{ (b-t) 2%1/2 J.q dx}rO(Wl/zn(x))

olur. Sonug olarak; (i) sikkinda oldugu gibi (2.67), (2.68) ve (2.71) ile elde edilen degerler

(2.42)’ de yerine yazilarak ve trigonometrik agilimlar kullanilarak ispat tamamlanir. m

Asagidaki AD smir kosulunu igeren problem g6z 6niine alinsin:
t)+[2—q(t)]y(t)=0. te[ab], (2.72)

y'(a)-[cr+d]y(a)=0, (2.73)
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y(b)=0. (2.74)
LP(t,k) ve @(t,?») fonksiyonlari, (2.72) probleminin, sirasiyla

¥(a,A)=1""(a,L)=cr+d (2.75)

ve
®(b,1)=0,'(b,1)=1 (2.76)

kosullarini saglayan iki ¢6ziimii olsun.

Teorem 2.3: ‘I’(t,?») ve CD(t,k) fonksiyonlari, (2.72) probleminin, sirasiyla (2.75) ve

(2.76) sinir kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun. Bu durumda,

i)
1 t
Y(t,A)= S(x,A)d
(1) st
cos < cot
—ck—d+S(a,7») (2.77)
xcos{cot_l[ T(a’k) }LIT(X,K)dX},
—c?»—d+S(a,7u) "
ii)
D(t,1) :_T(‘;,K) exp[—!S(x,k)decos{g—-!-T(x,k)dx}. (2.78)
ispat:
i) Ispat, Teorem 2.1 (i)’ de verilmistir.
ii) Oncelikle (2.16), (2.17) ve (2.76) kullanilarak
®(b,1)=c, exp(jS(x,k)dx]cos {cz + IT(x,k)dx} =0, (2.79)
@'(b,A)=c,S(b,A) exp[IS X, A decos{cﬁjT X, 1) dx }
(2.80)

b
—CT b, A eprS x A dxjsm{c +IT X, k dx } 1
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elde edilir. (2.79)’ dan

b b
c2+IT(x,X)dx:g:>c2:g—JT(x,k)dx 2.81)

bulunur. Bu deger (2.80)’ de kullanilirsa

1

T(b,k)exp[IS(x,X)dxj

¢ =— (2.82)

olur. Son olarak elde edilen ¢, ve c, degerleri (2.16)’ da yerine yazilarak ispat tamamlanir.
[

Teorem 2.4: W(t,1) ve @(t,1) fonksiyonlari, (2.72) probleminin sirasiyla (2.75) ve

(2.76) sinir kosullarini saglayan ¢oziimleri olmak iizere, A — o iken

i)
P (t,A)=cAl? sin(?»l/2 (t—a))+{1—%jq(x)dx}cos(%v2 (t —a))+0(n(k)), (2.83)

ii)

b

D (t,A)=-1" sin(kl/2 (b—t))+%7€l (J.q(x)dx]cos(kl/2 (b—t))

t

(2.84)
+0(x (1))

asimptotik ¢oziimleri elde edilir.

ispat:
i) Ispat, Teorem 2.2 (i)’ de verilmistir.

ii) Ispat icin, (2.78)” deki terimler A — oo iken hesaplanur. Ilk olarak, (2.32)’ den

1 1 1
T(02) " APro(w(x)) AR[1e0(n e (1) ]
=2 x[140(1 7 (1))] (2.85)

=" +0(A M (1)
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bulunur. Ayrica, (2.69)’ dan

cos{——J.T (x,A dx}—sm{kvz b—t) 1/2 Iq )dx +O l/zn(K)) (2.86)

elde edilir.

Sonug olarak; (2.68), (2.85) ve (2.86) ile elde edilen degerler (2.78)’ de yerine

yazilarak ve trigonometrik agilimlar kullanilarak ispat tamamlanir. m

ve

2.1.1.2. Bilineer Durum (BN ve BD)

Asagidaki BN siir kosulunu igeren problem goz oniine alinsin:

t)+[2—q(t)]y(t)=0. te[ab], (2.87)
[er+f]y'(a)—[cA+d]y(a)=0, e=0, (2.88)
y'(b)sinB—y(b)cosp=0, Be(0,n). (2.89)

W (t,1) ve @ (t,1) fonksiyonlari, (2.87) probleminin, sirastyla

¥(a,A)=er+f, ¥ (a,L)=cr+d (2.90)

®(b,A) =sinp,®’'(b,A) =cosp (2.91)

kosullarini saglayan iki ¢6ziimii olsun.

Teorem 2.5: W(t,1) ve @(t,1) fonksiyonlari, (2.87) probleminin sirasiyla (2.90) ve

(2.91) smur kosullarin1 saglayan ¢oziimleri olsun. Bu durumda,

i)
el +f

- {tan[,r(ix) (S(a’k)CMdﬂ}exp@s(x,x)dx]

er+f

Y(t,A)=
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» 1 ch+d (
X COS {tan {T(a,%) [S(a,k)— Tt H+!T(X,7x)dX}, (2.92)
i)
O(t,1) = sin (—bs A)d j
() { 1{S(b,7»)_cotﬁ}}exp I (o )dx
COS+ tan e —
T(b.%) (2.93)

t

X COS {tan1 {m—_}SM} - _[T (X, K)dx}.

Ispat:
i) Oncelikle (2.16), (2.17) ve (2.90) kullanilarak

W¥(a,h)=c cosc, =eh+f (2.94)
¥'(a,A)=c,S(a,A)cosc, —¢,T(a,A)sinc, =cA+d (2.95)

elde edilir. Bu iki esitlikten

¢, = ch+f , (2.96)
4 1 3 cA+d
cos{tan {T(a,%)(s(a,m it H}
4 1 3 ch+d
c, =tan {—T(a, ?») [S(a, X) —ek T H 2.97)

bulunur. Son olarak elde edilen ¢, ve c, degerleri (2.16)’ da yerine yazilarak ispat
tamamlanir.

ii) Ispat, Teorem 2.1 (ii)’ de verilmistir. m
Teorem 2.6: W (t,.) ve @(t,1) fonksiyonlari, (2.87) probleminin sirasiyla (2.90) ve

(2.91) smir kosullarini saglayan ¢oziimleri olmak iizere, A — o iken
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‘I’(t,k) = ekcos(kl/2 (t a))+7»1/2 {c+ Iq dx}sm(kl/2 (t—a))

+0(1" (1)),

(2.98)

ii)

O(t,1)= smB(coskl/z(b t))+7ul/{smﬁj. x)dx — cosB}sm(kvz(b—t)) 2.99)

+0(x (1))

asimptotik ¢oziimleri elde edilir.
Ispat:
i) Ispat i¢in, (2.92)" deki terimler A — oo iken hesaplanir. ilk olarak, (2.28) ve (2.32)’

den

S(a,h) _ —sin(21"%a + €, )+0(n’ (1)

T(a,n) A" - cos(27»l/2a+§ )+O( 2(7»)
51n(27»1/2a+§ )+O(n2 (7» )

- MR[1-27 cos (20 +8, ) +O (1722 (1)) |

=[-2"sin(20 2+, )+ 010’ (1)) ] (2.100)

x[1+7{1/2 cos(21"%a+ €, )+O(%° Vznz(}‘))]
=)\ sin(2k1/2a + &a)+ 0(7&_1/2112 (7‘))

ve
cA+d _ cA+d
(er+f)T(a,n) (ek+f)x[k1/2 —cos(24"%a+¢,)+O(n’ (%))]
ch+d

B ery? —ekcos(Zkl/za + ﬁa)+fkl/2 —fcos(27»1/za+§a)
+0(n* (1))
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ch+d
1-A7"? cos(2kl/2aJré;l)+£7u’l
}\43/2 (S
) —£k’3/zcos(2kl/2a+§)+O(7Cl/2n2(k))
e a
q 1+ cos(2k1/2a+§a)—£7{1
:{Ex-l/u—x-ﬂx . ¢ (2.101)

© © +—A cos(2kl/2a+§a)+0(k_l/2n2 (k))

e

_Chp -1
== +0(r (1))

elde edilir. Bu son iki esitlikten

S(a,7\.)_ ch+d . 12 _Cop 2.2
T63) TR A7 sin(20a+¢,) ex +0(A "’ (1))
+0(r"m(1)) (2.102)
__Shn 12
ex +0(1 " (1)).
bulunur. (2.102)’ den
s ch+d } { Coyz | (12 }
tan - =tan" | ——A " +O(A" (A
{T(a,k) (ek+f)T(a,7») e ( ( )) (2.103)
__Shp 12
. +0(2 (1)),
LIs(an) A+d }} [ C. i }
cos < tan — =cos| ——A " +O(A " (A
{ {T(a,%) (C}\,‘l-f)T(a,}\,) e ( ( )) (2.104)
Ifc ’ -1 -1
:1_5(3 27 +0(An(n)),
[ Is(an) cA+d H . [ Cos }
sin < tan - =sin| ——A " +O(A " (A
{ {T(M) (er+f)T(a,2) e () (2.105)

__Shp -1/2
— ex‘ +0(1 " (1))

olur. Boylece (2.104)’ ten



45

el +f el +f

Cos{ta“_l ﬁ({;’{% (e +C?)-|’_Fcéa,k)}} 1_;@ A+0(1 (1))

:(er){H%@zx-l+o(x-1n(x))} (2.106)

€

=ek+(;—2+fJ+O(n(x))
elde edilir. Ayrica (2.60), (2.61), (2.104) ve (2.105)" ten
cos{tan{s(a’k)— ch+d }jT(x,x)dx}
T(ar) (ehtf)T(an)| )
- {1—%(32 2! +o(x-ln(x))}
x{co{ W2 ( WIq dx}o '/Zn(x))}
—[—Ex-'/z +o(x-l/2n(x))}

€

x{sin{ AV ( Wfq dX}O '/zn(x))}

:cos[ 1/2 1/2 Iq dx}+ A2
(2.107)

xsin {Kl/z (t —a)—W!q(x)dX}rO(?{l/zn(k))

bulunur. Sonug olarak; (2.59), (2.106) ve (2.107) ile elde edilen degerler (2.92)’ de yerine
yazilarak ve trigonometrik agilimlar kullanilarak ispat tamamlanir.

ii) Ispat, Teorem 2.2 (ii)’ de verilmistir. m

Asagidaki BD sinir kosulunu igeren problem goz oniine alinsin:
t)+[2—q(t)]y(t)=0. te[ab], (2.108)

[er+f]y'(a)—[ch+d]y(a)=0, e=0, (2.109)
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y(b)=0. (2.110)

W (t,1) ve @ (t,1) fonksiyonlari, (2.108) probleminin, sirastyla

W(a,\)=eh+f, ¥ (a,1) =ch+d @2.111)
ve

®(b,1)=0,0'(b,1) =1 2.112)

kosullarini saglayan iki ¢6ziimii olsun.

Teorem 2.7: W (t,A) ve ®(t,A) fonksiyonlari, (2.108) probleminin sirastyla (2.111) ve

(2.112) siir kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun. Bu durumda

i)
er+f 0
Y(t,r)= TSan) 4 exp@S(x,X)dx]
cosy tan {T(a,k)_[ek+f]T(a,X)} (2.113)
L] S(an) ch+d i
xcos{tan {T(a,%) _[ek+f]T(a,7»)}+-!T(X’k)dx},
ii)

T — exp[—jS(x,k)decos{g—TT(X,k)dX}. (2.114)

T(b,?\,) t t

Ispat:

i) Ispat, Teorem 2.5 (i)’ de verilmistir.

ii) Ispat, Teorem 2.3 (ii)’ de verilmistir. m
Teorem 2.8: W(t,A) ve ®(t,A) fonksiyonlari, (2.108) probleminin sirasiyla (2.111) ve

(2.112) sinir kosullarini saglayan ¢oziimleri olmak tizere, A — oo iken

i)
Y(t,A)= ekcos(kl/2 (t—a))+k1/2 {c+%jq(x)dx}sin(kv2 (t—a))

+0(X"n(1)).

(2.115)
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ii)

b

d)(t,K) =—\"sin (Xl/z (b—‘[))+%?fl (Jq(x)dx}cos(%vz (b—t))

t (2.116)
+0(x (%))
asimptotik ¢oziimleri elde edilir.
Ispat:
i) Ispat, Teorem 2.6 (i)’ de verilmistir.
ii) Ispat, Teorem 2.4 (ii)’ de verilmistir. m
2.1.1.3. Kuadratik Durum (KN ve KD)
Asagidaki KN smir kosulunu igeren problem g6z 6niine alinsin:
y'(t)+[2=q(t)]y(t)=0, te[ab], (2.117)
y'(a)—[ck2+dk+e]y(a)=0, c#0, (2.118)
y'(b)sinB—y(b)cosp=0, Be(0,n). (2.119)
W (t,x) ve ®(t,1) fonksiyonlari, (2.117) probleminin, sirasiyla
¥(a,A)=L¥' (a,A)=cA’+dr+e (2.120)
ve
®(b, 1) =sinp,®'(b,A) =cosp (2.121)

kosullarini saglayan iki ¢6ziimii olsun.
Teorem 2.9: W (t,A) ve ®(t,A) fonksiyonlari, (2.117) probleminin sirastyla (2.120) ve

(2.121) sinir kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun. Bu durumda
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e
{ [x Tah) (a’k)HT(X,x)dx

g
xcos{tanl {m—,‘g’ﬂ—jux,mdx}

i) Oncelikle (2.16), (2.17) ve (2.120) kullanilarak

W¥(a,L)=c,cosc, =1

W¥'(a,A)=cS(a,A)cosc, —¢ T(a,A)sinc, =cA’ +di+e
elde edilir. Bu iki esitlikten

1

cos{cot‘ L;g _Jx( i’j ls(a,%)}}’

¢, =

T(a,1) }

=cot™!
€270 |:—C7\.2—d7\,—e+S(a,7\,)

(2.122)

(2.123)

(2.124)

(2.125)

(2.126)

(2.127)

bulunur. Son olarak elde edilen ¢, ve c, degerleri (2.16)’ da yerine yazilarak ispat

tamamlanir.

ii) Ispat, Teorem 2.1 (ii)’ de verilmistir. m
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Teorem 2.10: W (t,1) ve @ (t,A) fonksiyonlari, (2.117) probleminin sirastyla (2.120) ve

(2.121) sinir kosullarini saglayan ¢oziimleri olmak tizere, A — oo iken
i)
t

P (t,h)=cr”’ sin(?»l/2 (t—a))—%?{jq(x)dxjcos (kl/z (t—a))+0(7m(7u)), (2.128)

a
ii)

®(1.1)= sinBCOS(Kl/Z (b—t))+7b_1/2 {#iq(x)dx —cos B}Sin (7»1/2 (b—t)) (2.129)

+0(x"n(1))

asimptotik ¢oziimleri elde edilir.
Ispat:
i) Ispat igin, (2.122)’ deki terimler A —> oo iken hesaplanir. Ilk olarak, (2.28) ve
(2.32)’ den
T(a,)) AP —cos(20a+g, )+ O(n’ (1))
—cA?—dr—e+S(a,h) —cA’—dh—e—sin(22"%a+E,)+O(n’ (1))
7»”2—cos(2k1/2a+§a)+0(n2(k))

—cA? [1+ iy e sin(21"%a + €, )+O(A ™’ (x))}
C

C C

1 1
=| —=A?+ =02 cos (2012 o(r"n*(n 2.130
{ - +3 cos( a+§a)+ ( n’*( ))} ( )

C C

d. e, 1o, 12 2.2
x{l A= Ck sm(2k a+§a)+0(7x n (k))}

__l -3/2 -2
=—-h +0(27n (1))

elde edilir. (2.130)’ dan

cot™! - T(2.2) =cot ' {—17&3/2““0(7“2”(7‘))}
—cA’ —dh—e+S(a, L) c (2.131)
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N I

o 1 -3/2 -2
- smLx +0( n(x))} (2.132)
__l -3/2 -2
=—% +0(27n (1)),
. -1 T(a’k) ) 1 -3/2 -2
s1n{cot {—CXZ—dk—e+S(a,k)}}_Sm{2+cx +O(k n(l))}
_ 1 -3/2 -2
—cos{ck +0(2 n(x))} (2.133)

1, ;
=1-—h *+0(2 (1))

bulunur ve boylece (2.132)’ den

1 1

-1 T(a’}‘) _l;;3/2 1+0(A " (A
cos{cot {—cxz—dk—eﬁS(a,k)} c [ ( ( ))] (2.134)

=—cA"*+0( (1))

olur. Ayrica (2.60), (2.61), (2.132) ve (2.133)’ ten

cos {cot_l sz _;X(f 2‘38 (a’k)}+_j:T(x,7u)dx}
={—1x Pro(n n(x))}

{cos 1/2t a) 27\1/2 Iq dX}FO(NVZn(?‘))}

(2.135)
{-—x +0(2 7/2n(x))}
{sm 1/2 1/2_[(1 dX}FO l/zn(x))}

:—sin[ 1/2 1/2 J.q dx}+0 Mn(k))
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elde edilir. Sonug olarak; (2.59), (2.134) ve (2.135) ile elde edilen degerler (2.122)° de
yerine yazilarak ve trigonometrik agilimlar kullanilarak ispat tamamlanir.

ii) Ispat, Teorem 2.2 (ii)’ de verilmistir. m

Asagidaki KD sinir kosulunu igeren problem g6z oniine alinsin:

y'(t)+[2=q(t)]y(t)=0, te[a.b], (2.136)
y'(a)—-[cA’ +dh+e]y(a)=0, c=0, (2.137)
y(b)=0. (2.138)

W (t,1) ve @(t,1) fonksiyonlari, (2.136) probleminin, sirasiyla

W(a,A)=1%"(a,k)=cA’ +dr+e (2.139)
ve

®(b,1)=0,0'(b,1) =1 (2.140)

kosullarini saglayan iki ¢6ziimii olsun.

Teorem 2.11: W (t,1) ve ®(t,1) fonksiyonlari, (2.136) probleminin sirasiyla (2.139) ve

(2.140) smir kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun. Bu durumda,

i)
q’(t,?n)z ! eprS(x,X)de
. T(a,A) !
coSs+ cot
—c)\? —d?»—e+S(a,7») (2.141)
» T(a,A) t
xcos{cot {—c?ﬁ _dx_eJrS(a’k)}+;|:T(x,7»)dx},
ii)
q)(t,k):—T(; 7 exp[—jS(x,k)decos{g—J-T(x,k)dx}. (2.142)
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i) Ispat, Teorem 2.9 (i)’ de verilmistir.

ii) Ispat, Teorem 2.3 (ii)’ de verilmistir. m
Teorem 2.12: W (t,1) ve @(t,1) fonksiyonlari, (2.136) probleminin sirastyla (2.139) ve
(2.140) sin1r kosullarini saglayan ¢oztimleri olmak tizere, A — oo iken

i)

¥(t1)= A2 sin(?xl/z (t _a))_%x[j'q(x)dxjcos(kl/z (t—a)) (2.143)
+O(7m(7»)),

ii)

b

®(t,)=-1"sin (2" (b—t))%”l Uq(x)dxjms(w (b-1)) (2.144)
+0(x (1))

asimptotik ¢oziimleri elde edilir.
ispat:
i) Ispat, Teorem 2.10 (i)’ de verilmistir.

ii) Ispat, Teorem 2.4 (ii)’ de verilmistir. m

2.1.1.4. iki Smir Kosulunun da Ozdeger Parametresine Bagh Oldugu Durum

Asagidaki problem g6z 6niine alinsin:

y'(t)+[A—q(t)ly(t)=0, te[a,b], (2.145)
ayy(a)+a,y'(a)=A[ajy(a)+ajy’(a)]. a.a,aj.a)eR (2.146)
b,y(b)+b,y'(b)=A[bly(b)+bsy'(b)]. b.b,.bj.b;eR. (2.147)

W¥(t,2) ve ®(t,1) fonksiyonlari, (2.145) probleminin, sirasiyla

W¥(a,A)=a,—a), V' (a,h)=ajL—a, (2.148)
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ve
®(b,%)=b, —biA,®'(b,1) = bjA—b, (2.149)

kosullarin1 saglayan iki ¢6ziimii olsun.

Teorem 2.13: ‘P(t,x) fonksiyonu, (2.145) probleminin (2.148) smir kosulunu saglayan

¢Ozlimii olmak lizere

(i) a5 #0 iken

(a, —a’zk)exp@S(x,X)de

FLA)= tan'F, (a,1)+ | T(x,1)dx |. 2.150
(62) Cos[tan’lFl(a,k)] cos{an ' (a )+:‘: (x,1)dx ( )
Burada,
1 al—a
Fila.)= S(ar)+—"—= . 2.151
1(a ) T(a,k){ (a )+a'27\—a2} ( )
(ii) a) =0 iken
azeprS(x,k)dx) [
PLh)= : 'R () + [T(x2) . 2.152
(12) Cos[cot‘le(a,x)] CO{CO ) (a.1) _I (x )} ( )
Burada,
a,T(a,))
E(a,h) = 2 . 2.153
»(a.2) —ajA+a, +a,5(a,1) ( )
ispat:

(i) a), #0 iken; (2.145) probleminin (2.16) ve (2.17) ile verilen z(t,?») ¢Ozimii ve

tiirevi kullanilarak (2.148)’ den

W¥(a,L)=c,cosc, =a, —aj\, (2.154)

¥'(a,1)=c,S(a,A)cosc, —c,sinc,T(a,A)=ajk—a, (2.155)
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saglanir. (2.154) ten

c, = 228 (2.156)
cosc,
elde edilir. Bu deger (2.155)’ te kullanilirsa
c,=tan"'E (a,}) (2.157)
bulunur. O halde,
c 3, —ayh (2.158)

' cos[tan_] K (a,k)}

olur. Son olarak, elde edilen c, ve c, degerleri (2.16)’ da yerine yazilarak ispat

tamamlanir.

(ii) a), =0 iken; benzer sekilde (2.16), (2.17) ve (2.148)’ den
W¥(a,A)=c,cosc, =a,, (2.159)
¥'(a,A)=c,S(a,A)cosc, —¢,T(a,A)sinc, =ajA—a, (2.160)

elde edilir. Bu iki esitlik kullanilarak

4,

“= cos[cot*1 F, (a,?»)]’

(2.161)

¢, =cot'F(a,A) (2.162)

bulunur. Son olarak, elde edilen c, ve c, degerleri (2.16)’ da yerine yazilarak ispat
tamamlanir. m
Teorem 2.14: ®(t,1) fonksiyonu, (2.145) probleminin (2.149) smir kosulunu saglayan

¢Ozlimii olmak lizere

(i) b, #0 iken
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(b, —b’zk)exp(—iS(x,K)dx .

P(tA)= : J “F (b,A) - [T(x,1)dx | (2.163
(t.2) Cos[tan_lFS(b,k)] co{tan L (b,A) .[ (x,A)dx ( )

t

Burada,

1 b/A—b
E (b,A):= S(b,A)+—-—L1|. 2.164
(02) s | Soa)+ 216

(ii) b, =0 iken

b, exp[—jS(x,k)de

b
D(t.2)= ", (b.A)— [T(x.A)dx |. 2.165
( ) cos[cot’1F4(b,x)] CO{CO 4( ) J: (X )X ( )
Burada,
(o) = e (2.166)
) —bi%+b, +b,S(b, 1)
Ispat:

(i) b, #0 iken; (2.16), (2.17) ve (2.149)’ dan

b b
@ (b,1)=c, exp [IS(x,k)decos {cz + IT(X,X)dXi| =b, —bA, (2.167)

cp'(b,x):cls(b,x)exp@s(x,x)dx]co{cz +JjT(x,K)dx}

. ) (2.168)
—c, exp[IS(x,k)dxjsin {cz +IT(X,7\,)dx:|T(b,7\,) =b/A—b,
elde edilir. Bu iki esitlikten
c = b, ~by} (2.169)

a

eprS(x,X)dx]cos[tanl F,(b,1) ] |
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b
¢, =tan™ F,(b,1)— [ T(x,1)dx (2.170)

a

bulunur. Son olarak, elde edilen c, ve c, degerleri (2.16)’ da yerine yazilarak ispat

tamamlanir.

(ii) b, =0 iken; (2.16), (2.17) ve (2.149)’ dan

b b
@ (b,1)=c, eprs(x,x)dx}:os[c2 +jT(x,x)dx} =b,, (2.171)

@' (b,1)=c,S(b,A) eprS(x,k)dx]cos [cz +J.T(x,7»)dx}

i ; 2.172)
=Y exp[IS(x, K)dxjsin {cz + IT(X, K)dx}T(b, A)=DbL—b,
elde edilir. Bu iki esitlikten
¢ =— b, , (2.173)
exp[IS(x,k)dX]cos [cot_1 F, (b,k)]
b
¢, =cot F, (b,A)— [ T(x,1)dx (2.174)

a

bulunur. Son olarak, elde edilen c, ve c, degerleri (2.16)’ da yerine yazilarak ispat

tamamlanir. m

Teorem 2.15: ‘P(t,x) fonksiyonu, (2.145) probleminin (2.148) sinir kosulunu saglayan

¢Oziimii olmak lizere, A —> oo iken

(i) a, #0 oldugunda

‘P(t,k)=—a;kcos(k1/2(t—a))—K1/2 a—;jq(x)dx—a; sin(km(t—a))
2 a

+0(Xn (1)),

(2.175)

(ii) a5 =0 oldugunda
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P (t,1)=ap’? sin(?»l/2 (t—a))j{a2 —%;jq(x)dx}cos (kl/z (t —a))

+0(n(1))

(2.176)

asimptotik ¢oziimleri elde edilir.
ispat:

(i) Ispat icin, (2.150)’ deki terimler A —> oo iken hesaplanir. Ik olarak; (2.100),
(2.101) ve (2.151)’ den

- S(a,k) + a;k_al
T(a,r) (a)A—a,)T(a,A)

F (a,2)

— V2 172 a_' -1/2 -2 2 -1
=27 sin (22, a+§a)+a}k +O(A > ())+0(2m(R)) (@177

2
A, -2
=—1A o1 A
a) + ( T]( ))

elde edilir. Bu esitlikten

tan”'F (a,2.) =L 172 + O (A () (2.178)
aZ

bulunur. O halde

2
cos[tanlma,w]l—%ﬂi—fj 1101 n(3) <0 (1)
2
Y (2.179)
ZI_E(iJ 2 +0(A (1)),
sinftan” £ (2.2 | = 22 + O (3. n(2). (2.180)
a2
a, —a)\ _ a,—aLh
cos| tan" F, (a,A) 1(a) ]
LR (2.2)] 1—2(2j A +o(A (1))

a,

= [a, a;x]xl1+%(a—fJ2 A +0(%'n(l))]



58

:_a;x{(;;?z —az}%(:—ij A" +0(2 (1)) +0(n(1)) (2.181)

olur. Ayrica (2.60), (2.61), (2.179) ve (2.180) kullanilarak

Co{tan1a(a,m{ut,x)m}{1—5(%}3‘+o(>~n<x>)}
x{cos[w(t_a)—ﬁjq(x)dx}o(’f”n(%))}
—[gw%o(w%(x))}

H )l jq dx}o )

xsin {kl/z (t—a)—W:[q(x)dx}rO(k‘l/zn(k))

(2.182)

elde edilir. Sonug olarak; (2.59), (2.181) ve (2.182) degerleri (2.150)’ de yerine yazilarak

ve trigonometrik agilimlar kullanilarak ispat tamamlanir.

(ii) Ispat icin, (2.152) deki terimler A —>oo iken hesaplanir. lk olarak; (2.28), (2.32) ve
(2.153)’ ten

azT(a,k)
—ajA+a, +a,S(a,1)
azkl/z—a cos(2k1/2a+§ )+O(n2 (K))
—a/A+a,—a 51n(2kl/2a+§ )+O( 2(n)
a,\"*—a cos(2k1/2a+§ )+O(n (k))

—ap{ —jx-l +jx-‘ sin(21%a + €, )+O(2 '’ (x))}
1 1

E (a,A)=

| 3242, 8,0 12 In?
_[ afx +20 cos(2k awtéa)+0(7L n (7*))}

1 al

XLf—iw—a—?x‘ sin(%‘”a+&a)+0@1”2(”)}

a, a



59

__Aa.p 1
=——A O(Ar A 2.183
A (2"m(n)) (2.183)
elde edilir. Bu esitlikten
_ Tooa,,_ _
cot le(a,k)=§+a—?k 240(2 (1)), (2.184)
cos[cot E, (a, k)}— sm{ 2L 1/2+O(k n(k))}
“ (2.185)
Ay 512 -1
——=A O(A A,
et ofi ()
sin[cot*IFz(a,k)] co{ Y l/2+O(7» n(k))}
a
| 2 (2.186)
1/ a, -1 32
=1-—| 2| A7 +0O(A A
z[a;j +0(7""n (%))
bulunur. O halde (2.185)’ ten
a2 — a2
oo ] 5500 i)
a
- — % (2.187)
=207 1+ 0 (A n (A
2! [”L (A"n( ))}
=-a\? +0(n(1))
olur. Ayrica (2.60), (2.61), (2.185) ve (2.186) kullanilarak
co{cot_1 F, (a,k)+J.T(x,7u)dx} = {—a—fk_l/z +O(7f1n(k))}
a al
x co{ A ( 1/2 jq dx}+0 Vzn(?»))}

~1- x +o(x3/2n(x))]

{ 2 (1-a)- jq dx}o vm(x))}
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1 a
— 1/2 -1/2
_—sm[X (t_a)_Zk'/z ‘!q(x)dx}——ajk

t (2.188)
><c0{7»1/2 (t —a)—ﬁjq(x)dx} +O(7J1/2n(7»))

elde edilir. Sonug olarak; (2.59), (2.187) ve (2.188) degerleri (2.152)’ de yerine yazilarak
ve trigonometrik acilimlar kullanilarak ispat tamamlanir. m

Teorem 2.16: CI)(t,k) fonksiyonu, (2.145) probleminin (2.149) sinir kosulunu saglayan

¢Ozlimii olmak tizere, A — oo iken

(i) b, #0 oldugunda

b, ¢

@ (t,1)=-bAcos(A"* (b—t))-A"*| bl + =2 dx [sin(A"? (bt

(t,2) cos( ( )) { > !-q(X) X}sm( ( )) 2.159)

+0(Xn(1)).
(ii) b, =0 oldugunda
bl b

@ (t,1)=—-bA"*sin(A"*(b—t))+| b, + = d A (bt

(t,1) sm( ( )) { 2'!‘q(x) x}cos( ( )) .190)

+0(n(n))

asimptotik ¢oziimleri elde edilir.
Ispat:

(i) Ispat icin, (2.163) teki terimler A —>oo iken hesaplanir. Ilk olarak; (2.28) ve
(2.32)’ den

s(b.2) __ O’ (») o(n’ ()

= 2 (7»)) G [1+ O(}VI/ZT]ZOL))J i O(k_l/znz (7‘)) (2.191)

—
—~
=
>
~
|
2
N
+
O
—_—
=

ve

bA-b,  _ biA—b,
(b3 =b,)T(b,A) by =b, A" +0(An’ (1))
biA—b,

b
AT 1= 207"+ O (A% (A
: [ o + ( n( ))

2



— b_; 7\‘71/2 _ h 7\’73/2
b, b;
b

2

|

x{l+b—f7\.l +
b

2

- b_,x‘/z +0(2 "’ (1))
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O(x

n

elde edilir. Bu degerler (2.164)’ te yerine yazilirsa

E (b,A):= S(b.2)

b'A—b,

_b

(2.193)’ ten

tan” F, (b,A) = %k

2

bulunur. Boylece

-1

2+0(A (1))

T(b.4)  (bjh—b,)T(b,4) b

]

}\‘71/2_'_0(7\;1/2 2

cos[tan‘1 F, (b,k)] = I%HE—EJZ A 0(7‘_1“2 (}‘))}

2

2( b,

by

sin [tan’l E (b, x)] = o L7210 (k—l/znz

b, —bjA

2

_ 1_1(15}2 27 +0(A 2 (1),

(2))-

b, —bl

cos[tan"l E (b,%)]

w3 1 cofan )|

= —b’2k+{b2 5

2
(b)), ]
1_2(139 202 (1))

2

(b})°

'
2

: }Lo(nz(x))

olur. Ayrica (2.69), (2.70), (2.195) ve (2.196) kullanilarak

cos {tan_1 E (b,1)—

b

t

jT(t,X)dt} —{

1

s

b

'
2

2
] x-l+o(x

n

-1,..2

n

()

)

(2.192)

(2.193)

(2.194)

(2.195)

(2.196)

(2.197)
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X {cos {7»1/2 (b - t)_ﬁjq(x)dX} +O(7‘l/2n(}”))}
+[E—f A +O(0 (%))}

2

x{sin{km(b -3 1/2 j q(x dx}o(x-wn(x))} (2.198)
:co{ A (b—t)- 1/2 J.q dx}+ Ly
xsin{km(b—t)—W'!.q(x)dx}+0(k_l/2n(k))

elde edilir. Sonug olarak; (2.68), (2.197) ve (2.198) degerleri (2.163)’ te yerine yazilarak
ve trigonometrik a¢ilimlar kullanilarak ispat tamamlanir.

(ii) Ispat igin, (2.165) teki terimler A —> oo iken hesaplanir. ilk olarak, (2.28) ve
(2.32)’ den

b,T(b,)
b, —bj+b,S(b, 1)
b2 +0(n’* (1))

’ b] -1 -1..2
_bp{ — +0(1 ™ (x))} (2.199)

F,(b.2):=

1

:[_‘;_?w +o(xln2(x))Hl+%w +0(2"n’ (1))

1

b, ;
=— +0(1 (1))

elde edilir. (2.199)’ dan

b,, :
o +0(r (1)) (2.200)

1

cot” F,(b,A)= T

bulunur. Boylece

Cos [cot*1 E, (b, k)] = —sin [bb

1

AV +O(7f]1’]2 (7\)):|
b

- _b_fxl/z +0(A " (1)),

(2.201)
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sm[cot E, (b, K)J—co{z . l/2+O(K n (7»))}

1

. (2.202)
1(b,) - _
:1—5[b—?J 2 +0o(A M (1)),
b, — b,
COS[CO'[_1 F, (b,k)} _E%}\'_l/z [1+O(7\,_1/2nz (7\,))]
1
= b [1+0(2 " n? (1)) | (2.203)
=-b"?+0(n*(1))
olur. Ayrica (2.69), (2.70), (2.201) ve (2.202) kullanilarak
b
co{cotl F,(b,2)- T(t,%)dt} = [—%MZ +0(r '’ (x))}
t 1
X{COS|:7\.I/2(b t 2”/2 Iq dx}+0(7fv2n(k))}
1(b,Y
b
(2.204)

x{sin[kl/z b— t 1/2 Iq dX:|+O Vzn(?»))}
=sin| A"*(b—t) I 27(1/2

N mz a(x b,

><co{7ul/2 b- t 1/2 Iq dx}+0 '/271(%))

elde edilir. Sonug olarak; (2.68), (2.203) ve (2.204) degerleri (2.165)’ te yerine yazilarak

ve trigonometrik agilimlar kullanilarak ispat tamamlanir. m

2.1.2. Potansiyel Fonksiyonunun Tiirevlenebilir Olmasi Durumu

Bu kisimda (2.1) problemi, belirtilen sinir kosullar1 altinda ayr1 ayr1 géz Oniine

aliacak ve q(t) potansiyel fonksiyonunun tiirevlenebilir olmast durumunda probleme ait

Ozfonksiyonlar i¢in asimptotik yaklasimlar elde edilecektir.
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Ele alman sinir kosullar1 6nceki boliimle ayni oldugu i¢in, 6zfonksiyonlarin S(t,k)
ve T(t,1) cinsinden genel ifadesi degismeyecektir. Bu nedenle A — oo igin hesaplama
yapilirken, daha 6nce elde edilen bu sonuglar kullamlacaktir. Ayrica q(t) fonksiyonu

tiirevlenebilir oldugundan, (2.19) ile tanimlanan F(t,?u) fonksiyonunun ilk integral

terimine kismi integrasyon uygulandiginda

b
2}31/2 ezix‘/zbq (b) _ em‘/th (t) _ J‘em‘/zxq '(X)dX X
b : J

F(t,A)= Hq(x)‘dx

t

x)‘dx # Oise,
(2.205)

b

0 ,Iq(x)

t

‘dx =0ise

elde edilir. Yani burada n(?») fonksiyonu, A kat Otelenmis olmaktadir.

[lk olarak, teoremleri ispatlamada kullamlacak olan asagidaki lemma verilsin:
Lemma 2.6: A — oo iken

i)

q(b)[cos 2012 (b — a) —cos 2A1? (b — t)]

S(x,1)d
}[ (X +Iq dx+sm 2kl/zt+§) sin(2k1/2a+<§a) (2.206)

+o(x P2 (x)),
i)

J. (x,A)dx =AY (t— a)+2kl/z[aq +qu }

1., [sin 202 (b—a)—sin 22 (b—t) ]

4 +COS(27L1/2t +E, ) —cos (z}bl/za + éa) (2.207)

+0(2n* ().

Burada
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b b
sing, = Jq'(x)cos 20"*xdx, cosé&, = jq’(x)sin 20" xdx. (2.208)

Ispat:

i) Burada S(t,?u) fonksiyonu i¢in, Baskaya [3] tarafindan elde edilen

S(t.A)= —% A2 [q(b)sin 20" (b—t)—cos (2%1/2t +E, )] +0 (K*Inz (K)) (2.209)

asimptotik yaklasimi kullanilacaktir. Ispat igin, 6ncelikle

t b

js(x,x)dx=Ts(x,x)dx—js(x,x)dx (2.210)

a t

alinir ve daha sonra esitligin sag tarafindaki integrallerde, (2.209) degeri yerine yazilarak

ayr1 ayr1 hesaplama yapilir.
b
Ik olarak jS(x,X)dx degerine asimptotik yaklagim, integralde degiskenlerin

strasini degistirme yontemiyle belirlenecektir. Buna gore; (2.208) ve (2.209)’ dan

b
q(b)jsin 20" (b—x)dx
b

b

.[S(x,k)dx = —%7('/2 +Isin 27»'”)([
;

—J-cos 2%1/2){

q(b)cos2A* (b x)|
202

—c

q'(t)cos 27»'/2tdt)dx +0 (7(3/2112 (k))

a

P s e

q'(t)sin 2%1/2tdtde

b

b t
Ly +[q'(t)cos 2"t [ sin 20" xdxdt  + O (A *n* (1))
b t
—.[ q'(t)sin 2%1/2t_|. cos 20."*xdxdt

a
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37(:;2) [1 —cos2\1? (b— a)]

t

dtp+O(1 "’ (1))

b 12
== +jq'(t>cosw{_w}

22

a

t

dt

N in2)."2
—Iq (t)sin 2%1/2{51112%1/2 X}

a

q(b)[l—cos 2012 (b—a)]

b b
= —i?ﬂ —I q’(t)cos® 21 *tdt + cos 2%1/zafq’ (t)cos 21" dt

b b
—j q’(t)sin® 21"*tdt +sin ZKI/ZaJ.q' (t)sin22"*tdt
+0(A "’ (1))

q(b)[l —cos 21" (b a)]
=_lx—1 b +O(7{3/2n2 (7»)) (2.211)
4 —Iq'(t)dt+sin(2k1/2a+§a)

a

b
elde edilir. jS(x,k)dx degerine asimptotik yaklasim ise, kismi integrasyon yontemiyle
t

belirlenecektir. Yine (2.208) ve (2.209) kullanilarak

b

q(b)jsin 20" (b—x)dx
t

b

b
J.S(X,X)dx = —17(1/2 +Jsin 2kl/zx[

2
b
—'[ cos 21"%x (

—c

q’(t)cos 2%1/2tdtjdx +0 (}\‘_3/21,-]2 (k))

t

[ORC ST, &

q'(t)sin 2x1/2tdtde
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cos 2012 (b—x) ’ [ cos 2 %x & , 12 T
q(b) o | Iq (t)cos 21 *tdt
| % cos? 20%x , sin 21"2x 12 b
_Ek _J'Wq (x)dx— o Iq sm2k tdt
L t

+O(1 2 (1))

b
a(b)[1-cos22" (b=t) |+ cos 227"t [’ (x) cos 20" *xdx
- _iw b o (2.212)
+sin 2%1/2tjq’(x)sin 202 xdx — J.q'(x)dx

+0(2 (1))
q b)[l cos 21" (b- t)}

N

(
b oA > (M
4 Iq dx+s1n(2k1/2t+§) " ( k ( ))

bulunur. Son olarak (2.211) ve (2.212) degerleri (2.210)’ da yerine yazilarak ispat

tamamlanir.

ii) Benzer sekilde, T(t, 7») fonksiyonu i¢in Bagkaya [3] tarafindan elde edilen

Tujgzxw+%xﬂﬂﬁ@gamqub_q_qayﬂm(mﬂ%+g[

(2.213)
+0(x ™’ (1))
asimptotik yaklasimi kullanilacaktir. Ispat igin, éncelikle
t b b
J.T(X,X)dx=IT(X,X)dX—IT(X,X)dX (2.214)

alinir ve daha sonra esitligin sag tarafindaki integrallerde, (2.213) degeri yerine yazilarak

ayr1 ayr1 hesaplama yapilir.
b
Ik olarak IT(X,X)dx degerine asimptotik yaklagim, integralde degiskenlerin

sirasini degistirme yontemiyle belirlenecektir. Buna gore (2.208) ve (2.213)’ ten
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b b
q(b)jcos 21" (b—x)dx —J.q(x)dx
b b 1 b ' b '
[T(x0)dx = [A"dx+ A" —[ cos 22" [ Ja'(t)cos 27»'/2tdtjdx

a a

(1)
b b
—J. sin 2."?x U q'(t)sin ZK]/thtj dx

L a

+0(27"n’ (1))

b

q(b)sin2"* (b-x)
27\(1/2

b

—xq(x)

a

a
b

b t
—2"2(b—a)+ %kl/z +I xq'(x)dx — J.q'(t)cos 2%1/2tjcos 20" xdxdt

b t
—I q'(t)sin 2%1/2tj sin 21./*xdxdt

a

+0(2 7 (1))

q(b)sin 2012 (b - a)
22"

—bq(b)+aq(a)+j{xq'(x)dx

1 ¢ sin 2A."2x
1/2 -1/2 ' 1/2
=\ (b—a)+—k —Iq (t)cosZk t{ 1

}\41/2

dt

a

t

dt

212

‘i q'(t)sin 2w/2{_—c°s ZXI/ZX}

a a

+0(2 "’ (1))

_ )2 (b—a)-i—%?u_l/z {aq(a)—bq(b)+j;Xq'(X)dx} 2.215)

#53 [a(b)sin 20 (b-a) ~cos (227 +&, ) [+ O( 11 (1)

b
elde edilir. IT(X,?\,)dX degerine asimptotik yaklasim ise, kismi integrasyon yontemiyle

t

belirlenecektir. Yine (2.208) ve (2.213)’ ten



b b
1
T(x.A)dx = [ A 2dx + =272
J. (X, )X ! x+2

t

+ o(ﬁzn2

(%))

=" (b—t)+%7fl/2

+O(1

(+)

q(b)-[cos 2012 (b—x)dx—jq(x)dx

b

—J. cos 2A"?x
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b b

t t

b
Uq cos 27»1/2tdt]dx

b
“q sm ZXI/tht]dx

b s1n2k/

[cos 2A2x

TV Iq cos 273/2tdt}

b

Iq sin 22" 2tdt}

2?\11/2

t

=" (b—t)+%kl/2 {tq(t)—bq [b]+ixq'(x)dx}

+i7»‘ [a(b)sin22"% (b—t) —cos(2 "t ¢, ) |+

bulunur. Son olarak (2.215) ve (2.216) degerleri (2.214)

tamamlanir. m

t

O(?\,%/z‘r]z

2.1.2.1. Lineer Durum (AN ve AD)

Asagidaki AN smir kosulunu igeren problem g6z oniine alinsin:

t)+[2—q(t) ]y(t)=0, te

[a,b],

y'(a)—[cA+d]y(a)=0, c,deR, c#0,

y'(b)sinp—y(b)cosp=0, Be(0.m).

‘P(t,k) ve q)(t,k) fonksiyonlari,

(2.217) probleminin, sirasiyla

b

t

(%))

(2.216)

te yerine yazilarak ispat

(2.217)

(2.218)

(2.219)
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¥(a,A)=L¥'(a,A)=cr+d (2.220)
ve

®(b,A)=sinp, ®(b,A)=cosp (2.221)
kosullarini saglayan iki ¢6ziimii olsun.

Teorem 2.17: W (t,1) ve @ (t,A) fonksiyonlari, (2.217) probleminin sirastyla (2.220) ve

(2.221) sinir kosullarini saglayan ¢oztimleri olmak tizere, A — oo iken

i)

P (t,1)=cr?? sin(?»l/2 (t—a))+{1+%[aq(a)—tq(t)+ixq'(x)dx}}

><cos(7»1/2 (t—a))+0(7f1/2),

(2.222)
ii)

sin 3 5
v —bq(b d
(1) s (o) | 3|00 e
(2.223)
xsin (1 (b—t))+O(2™)
asimptotik ¢oziimleri elde edilir.

ispat:
i) Ispat igin, Teorem 2.1 (i)’ de elde edilen

! IS(X,X)dX

cos {cot[ T(a’k)a,x)}} exp(; ]

—ck—d+S(

xcos {cotl {—cx Tfltgza,k)} " j:T(X, K)dx}

esitligindeki terimler A —> oo iken hesaplanir. Ilk olarak, sirasiyla (2.209) ve (2.213) ile

Y(t,A)=

verilen S(t,A) ve T(t,A) degerlerinin asimptotik yaklagimlari kullanilarak
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e +l;;1/2 [q b)cos 212 (b—a)

)}0(“12 (%))

T(a,K) 2 —q(a)—sin(ZKI/2a+EJa
mohmdesad) 14y Ly q(b)sin22"*(b-a)
—chy € 2¢ —cos (ZKI/Za +E, )

+0(2 70’ (1))

, [q(b)cos 202 (b—a)+q(a)]

+sin (2%1/221 +&, )

_1};'/2 _ L;ﬁ/
—-J cC 2C

+0(1 7’ (1))

Ly a2 (o)
< c 2c —cos(21"%a+€,) (2.224)
+0(1 7’ (1))
:—%XVz—ix3/2[q(b)cosZKl/z(b—a)—q(a)—%}
+0(A (1))
bulunur. (2.224)’ ten
Nan) | x o1 AP0
cot™ { ‘ } = A 2d
—cA—d+S(a,))| 2 ¢ 2c _q(a)_T (2.225)
+0(2 (1))
elde edilir. Boylece
cos{cot™ T(a.)
—CK—d+S(a,K)
| | q(b)cos21’*(b-a)
= —sin g7L—1/2 +2—Cx—3/2 _q(a)_ﬁ +O(7C3/2n(7»)) (2.226)
C
| . q(b)cos21’*(b—a)
=AM 2d +0(x (1)),

c 2c —q(a)——
c
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= cos %x-mng (o)X +O(An(n))p  @227)
a c
| q(b)cosZkl/z(b a)
=1-— a7 2d +0(27n (1)),
2¢? _ _z2
a(a)-—
1
T(a,n)
cos1 cot
—ck—d+S( X)
_ 1
. | q(b)cos21”* (b—a)
S S NI R
d c (2.228)
| q(b)cos21”* (b—a)
= A 1= 2 +0(2 (%))
2 - ==
a(a)-~
q(b)cos2A’* (b-a)
SRS IOV B Al ()
c

olur. (2.2006) ile verilen IS (X, k)dx degerinin asimptotik yaklasimi kullanilarak

q(b [cos 2V (b—a)—cos 2\V? (b- t)]

t
eprS(x,k)dxj=l+i7{1 +.[q dx+sm 2kl/zt+§)

a

(2.229)

—sm(27»l/2a + &a)
+O(A V(1))

ve ayrica (2.207) ile verilen IT (x, K)dx degerinin asimptotik yaklasimi kullanilarak
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A2 (t—a)+%kl/2 {aq(a)—tq(t)+j.xq’(x)dx}

a

t b)(sin 22> (b—a)—sin 2> (b—t
sin(IT(x,k)dxlzsin +l}\’71 q( )(Sln ( ) ( ))
” 4 +cos(2kl/2t+§t)—cos(2k1/2a+§a) (2.230)
+0(1 7’ (1))
:sinK+O(7fln(k)),
Kl/z(t—a)+%k1/2[aq(a)—tq(t)+jxq'(x)dx}
m b)(sin2A"* (b—a)-sin21"* (b—t
COS(IT(X,?\.)deZCOS l}\’—l q( )(Sl ( ) ( ))
” 4 +cos(2k1/2t+§t)—cos(2kl/2a+§a) (2.231)
+0(1 7"’ (1))
=COSK+O(7{111(X))
bulunur. Burada
K::kl/z(t—a)+lk1/2{aq(a)—tq(t)+jxq'(x)dx}
2 : (2.232)
+%k1q(b)[sin2kl/2(b—a)—sin2kl/2 (b-t)].
Bu durumda (2.226), (2.227), (2.230) ve (2.231)’ den
cos {cot_1 { T(2,2) }L IT(X,K)dx}
—cA—d+S(a,A) | 3 (2.233)

. 1 -1/2 1 -1 -1
=—sink——A ""cosk+—A" sink+O(A A
c 2¢? ( n( ))
elde edilir. Sonug olarak; (2.228), (2.229) ve (2.233) ile elde edilen degerler (2.41)’ de
yerine yazilarak ispat tamamlanir.
ii) Ispat i¢in, benzer sekilde (2.42) deki terimler A —> oo iken hesaplanir. Ilk olarak,
(2.209) ve (2.213)’ ten
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S(b,A)—cotP ~ —CotB+O(7»_]n2(k))
T(b2)  2”2[1+0(a " (1)]
=—1" cotB+O (17’ (1))

elde edilir. (2.234)’ ten

1 S b,}\, —COtB 12 —3/2 2
o | | e 1)

bulunur. Boylece

1 S(b,A)—cotp 1., ., 2 0
cos{tan {%}}zl—gx cot B+O(7» n (l)),

sin{tan_l {S(b,?x) - COtB}} — cotp + O(}\’—3/2n2 (7»))

T(b,A)
sinf3 _ sinf3
1| S(b,A)—cotp =Ly cot’ B+O(A71* (A
Rk (50 ()

. 1 -1 2 -2 2
251nB><|:1+§7\, cot B+O(7b n (}L))}

. 1 -1 : -2_2
=smB+Ek CO,S—B-FOOL n (7‘))

sin 3

b
olur. (2.212) ile verilen .[ S(x,A)dx degeri kullanlarak

q(b)[l —cos2)"* (b— t)]

b
exp[—J.S(x,k)de =1+ i};l

t

—'Tq’(x)dx +sin (207t +£,)

b
elde edilir. Ayrica (2.216) ile verilen J.T(x, x)dx degeri kullanilarak
t

(2.234)

(2.235)

(2.236)

(2.237)

(2.238)

(2.239)



sinUT(x,k)de =sin

t
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A2 (b—t)+ %7»1/2 {tq(t) —bq[b]+ j:.xq'(x)dx}

1 q(b)sin21"*(b—t)
—cos(2k1/2t+§t)

]+ O’ (1))

4

=sinc+0(% (1)),

o s -

t

X'/z(b—t)+%k‘l/2{tq(t)—bq[b]jtjxq’(x)dx}

S .
1o q(b)sin 22" (b—t)
—cos (Zkl/zt + it)

]+o(x3/2n2 (1))

4

=cosG+0 (7(111(7»))

bulunur. Burada

o=\ (b—t)+%kl/2

+ ik‘lq(b)sin 2

[tq(t)—bq(b)+jﬁxq'(x)dx}

2 (bt).

O halde (2.236), (2.237), (2.240) ve (2.241)’ den

cos{tan_l {S(b’k)—_cmﬁ}—jT(x,k)dx}

T(b,2)

2
=cosc—A"*cotBsino— ykl COSC + O(?Cln (k))

(2.240)

(2.241)

(2.242)

(2.243)

oldugundan (2.238), (2.239) ve (2.243) ile elde edilen degerler (2.42)’ de yerine yazilarak

ve trigonometrik agilimlar kullanilarak ispat tamamlanir. m

Asagidaki AD smir kosulunu igeren problem g6z 6niine alinsin:

y'(6)+[2=a()]y(t)
y'(a)—[ch+d]y(a)=

y(b) =0.

=0, tefa,b],

0,

(2.244)

(2.245)

(2.246)
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‘P(t,k) ve CD(t,k) fonksiyonlari, (2.244) probleminin, sirasiyla

¥(a,A)=1%"(a,L)=cr+d (2.247)

Ve
@ (b,1)=0,0'(b,A)=1 (2.248)

kosullarini saglayan iki ¢6ziimii olsun.

Teorem 2.18: W (t,1) ve @ (t,A) fonksiyonlari, (2.244) probleminin sirastyla (2.247) ve

(2.248) sinir kosullarini saglayan ¢oztimleri olmak {izere, A — oo iken

i)

Y(t,A)=cr” sin(kl/2 (t—a))+{1+%{aq(a)—tq(t)+jxq’(x)dx}}

a

(2.249)
xcos (17 (t-a)) +O(112),

ii)

®(t,1) =2 sin (12 (b—t))—%kl {tq(t)—bq(b)+jxq'(x)dx}

><c:os(7»'/2 (b—t))+0(7f3/2)

(2.250)

asimptotik ¢oziimleri elde edilir.
Ispat:
i) Ispat, Teorem 2.17’ (i) de verilmistir.
ii) Ispat igin, (2.78)’ deki terimler A — oo iken hesaplanir. Ilk olarak, (2.213)’ ten
1 1

_ T(b,?x) = NE [1_'_ 0(7;3/21]2 (7»))] N Y S O(}L*ZnZ (7»)) (2.251)

olur. Ayrica (2.240) ve (2.241)’ den

cos{g—jT(x,K)dx}:sin(jT(x,X)de

=sinc+ O(?Cln(k))

(2.252)
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bulunur. Sonug olarak; (2.239), (2.251) ve (2.252) ile elde edilen degerler (2.78)’ de yerine

yazilarak ve trigonometrik acilimlar kullanilarak ispat tamamlanir. m

2.1.2.2. Bilineer Durum (BN ve BD)

Asagidaki BN siir kosulunu igeren problem goz oniine alinsin:

y'(t)+[2—q(t)]y(t)=0, te[a.b], (2.253)
[er+f]y'(a)-[cA+d]y(a)=0, e=0, (2.254)
y'(b)sinB—y(b)cosp=0, Be(0,n). (2.255)

W (t,1) ve @ (t,1) fonksiyonlari, (2.253) probleminin, sirastyla

W(a,A)=er+f, ¥ (a,L)=cr+d (2.256)

ve

®(b,A) =sinp,®’'(b,A) =cosp (2.257)
kosullarini saglayan iki ¢6ziimii olsun.
Teorem 2.19: W (t,1) ve @ (t,A) fonksiyonlari, (2.253) probleminin sirastyla (2.256) ve

(2.257) siir kosullarini saglayan ¢oziimleri olmak tizere, A — oo iken

i)

Y(t,A)= e?»cos(?»l/z (t—a))+7»l/2 {c—%[aq(a)—tq(t)+jxq'(x)dx}}

(2.258)
xsin (2" (t-a))+0(1),
ii)
sinf3 -
qD(t,)\‘):SinBCOS(kI/Z(b—t))_k’l/z T{tQ(t)_bQ(b)ﬂ!‘Xq (x)dx}
+cosf (2.259)

xsin(1? (b—t))+O(1")
asimptotik ¢oziimleri elde edilir.

Ispat:
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i) Ispat igin, (2.92)’ deki terimler A — oo iken hesaplanir. Ilk olarak, (2.209) ve
(2.213)’ ten

S(a,k) _;k_l/z [q(b)sin 22 (b_a)"'cos(”bvza*-&a)]+O(?€'n2 (k))

T(a,)) 2 x{1+;7ﬂ {q("f’)z;;j}vi(gb)—a)‘ﬁa)} o1 (K))}
1

- {_Ew [ a(b)sin21" (b—a)+cos(22%a+¢,) |+ O (1"’ (k))} (2.260)

COos 2 —a)—(qgla
S R

_ —%k‘lq(b)sin 217 (b-a)+0(2 M (1))

ve
ch+d _ ch+d
(e?wrf)T(a,?») e +l};'/2 q(b)cos 2012 (b—a)—q(a)
(eh+f)x 2 —sin(ZKl/zaJria)

+0(1 7 (1))

ch+d

o 1+;7ﬁ1 [q(b)cos 2012 (b —a)—q(a)+%cf}
+0(2"n(2))
q(b)cos2A"* (b-a)
-1

1-—X\
_ {Ew +ﬂ>;3/2}< 2" | q(a)+ 2L (2.261)
€ c €

+0(2 (1))

=S {i[q(a)—q(b)cos2kv2 (b—a)]+ de—fc}

e 2e e’
+0(r (1))

elde edilir. Bu son iki esitlikten
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S(a,k)_ cr+d :_37[1/2—lx’lq(b)sin27u1/z(b—a)

T(a,k) (ek+f)T(a,7u) e 2 (2.262)
+0(A (1))

bulunur. Diger yandan (2.262)’ den

-1 S(a,?y)_ cA+d __E _1/2_1 -1 . 1/2 _
tan {T(a,k) (ek+f)T(x,k)}_ e% 2% q(b)sin21"*(b—-a) (2263
+0(2 (1)),
B S(a,%)_ cA+d 1 Ejz g €4
Cos{tan {T(a,?») (ek+f)T(a,k)}}_1 Z(e gt ) (2.264)

xsin 21" (b—a)+0(1 *n(1)).

, .| S(a,n) ch+d c,qp 1., a1
- =——A7"=—=A b 2077 (b—
Sm{tan {T(a,%) GrnT@ny [~ er T alb)sin2B(bma) o
+0(x (1))
olur. Boylece (2.264)’ ten
er+f
[s(@r)  cr+d
COs+ tan -
T(a,r) (ed+f)T(a,1)
—— eh+f (2.266)
cY., ¢.._ . _
1—2(6] A 1—2—ek 3/zq(b)sm2kl/2(b—a)+0(k 3”11(7»))

2
- ex+(;—+f]+%w/2q (b)sin 22" (b-a)+0(1"n())
€

elde edilir. Ayrica (2.230), (2.231), (2.264) ve (2.265) kullanilirsa

cos{tan[s(a’k)— C“da’k)}IT(x,x)dX}

T(a,n) (ed+f)T(

2
— cos K+ <" sin Kk — l(gj A 'cosk (2.267)
e 2\e

+ %K'IQ(b)sin 20" (b—a)sin+ o(};ln(k))
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olacagindan (2.229), (2.266) ve (2.267) ile elde edilen degerler (2.92)’ de yerine yazilarak

ispat tamamlanir.

ii) Ispat, Teorem 2.17 (ii)’ de verilmistir. m

Asagidaki BD smir kosulunu igeren problem gbz 6niine alinsin:

y”(t)+[k—q(t)]y(t)=(), tea,b], (2.268)
[eA+f]y'(a)—[cA+d]y(a)=0, e=0, (2.269)
y(b)=0. (2.270)

W¥(t,2) ve ®(t,1) fonksiyonlari, (2.268) probleminin, sirasiyla
Y(a,A)=er+f, ¥ (a,L)=cr+d (2.271)

ve
®(b,1)=0,'(b,1)=1 (2.272)

kosullarini saglayan iki ¢6ziimii olsun.

Teorem 2.20: W (t,1) ve @ (t,A) fonksiyonlari, (2.268) probleminin sirastyla (2.271) ve

(2.272) smir kosullarini saglayan ¢oziimleri olmak tizere, A — oo iken
i)
¥ (t,A)=ekcos(AV*(t—a))+A"? C—S{aq a)—tq(t +[xq’ X dx}
() sneon (=)o oo a0 o] |

><sin(7ul/2 (t—a))+0(1),
ii)

(1) = -2 " sin (A (b—t))—%kl {tq(t)—bq(b)ﬁxq'(X)dX} 2274

><c:os(7»'/2 (b—t))+0(7f3/2)

asimptotik ¢coziimleri elde edilir.

Ispat:
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i) Ispat, Teorem 2.19 (i)’ de verilmistir.

ii) Ispat, Teorem 2.18 (ii)’ de verilmistir. m

2.1.2.3. Kuadratik Durum (KN ve KD)

Asagidaki KN sinir kosulunu igeren problem goz dniine alinsin:

y'(t)+[2—q(t)]y(t)=0, te[a.b], (2.275)
y'(a)-[ A +dr+e]y(a)=0, c=0, (2.276)
y'(b)sinB—y(b)cosp=0, Be(0,n). (2.277)

W (t,1) ve @ (t,1) fonksiyonlari, (2.275) probleminin, sirastyla

W(a,A)=L¥' (a,A)=cA’+dr+e (2.278)
ve

®(b,A) =sinp,®’'(b,A) =cosp (2.279)

kosullarini saglayan iki ¢6ziimii olsun.

Teorem 2.21: W (t,1) ve @(t,A) fonksiyonlari, (2.275) probleminin sirastyla (2.278) ve

(2.279) siir kosullarini saglayan ¢oziimleri olmak tizere, A — oo iken

i)

¥ (x,1)=cA?? sin(kl/2 (t—a))+%7{aq(a)—tq(t)+j-xq'(x)dx}

xcos(?»l/z(t—a))JrO(?Ll/z),

(2.280)
ii)

sin 3 P
CI)(t,k)=sin[3cos,(;g/z(b—t))—}('/2 T[tq(t)_bq(b)+jxq (X)dx} 2.281)

X sin(kl/2 (b — t)) + O(?Cl )
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asimptotik ¢coziimleri elde edilir.
ispat:

i) ) Ispat igin, (2.122)" deki terimler A — oo iken hesaplanir. ilk olarak, (2.209) ve
(2.213)’ ten

T(a,))
—cA’ —dh—e+S(a,})

/
ity 1| A()c0s22 (b-2)=q(2)
2 |-sin(2a"a+g)

}o(x‘nz (1))

b)sin21."*(b—a
o ety Sy Ly a(®) (b-2) +0(27n* (1))
c c 2c —cos(2k1/2a+§a)

{—bﬂtix” F(b)coszmz (ba)q(a)]+o( 3112(7»))}

c 2¢ —sin(2kl/2a+§a)
b)sin 21" (b-a
X 1_§7L—1_E;L—2_L7;5/2 q( ) ( ) +O(7f3n2(7u))
C c 2c —cos(ZK'/2a+§a)

:—17(3/2 +l7f5/2 w—mcosﬂxv2 (b—a)+g
c c 2 2 c

(2.282)
+o(;\-5/2n(x))

elde edilir. (2.282)’ den

T(a,%) }

¢!
- —cA’ —dh—e+S(a,))

T, lx—a/z _ l;L—S/z {M _ ﬂcos 202 (b—a)+ ﬂ} (2.283)
2 ¢ c 2 2 c

+0(%n (1))

bulunur ve bdylece (2.283)’ ten
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ofor [

Ly Ly [M —@00327»1/2 (b—a)+ g}
c

=—sin{ € C 2
2.284
+0(1 (1)) (2.289)
= —17C3/2 + 1755/2 [q(a) - wcosﬂuv2 (b—a)+ g}
c C 2 2 C
+0(2 (1)),
sin< cot™ T(a.2)
—cA’ —dh—e+S(a,1)
Ly Ly [_q(a) _alb) cos21"* (b—a)+ d
=co0s<C c 2 2 c
2.285
+0(1 (1)) (2.285)
=1—L27C3 +i2k_{q(a) —wcosﬂﬂ/2 (b—a)+g}
2c C 2 2 c
+0(A (1)),
1
cos< cot™ T(a.2)
—ch—d+S(a,1)
B 1
1 -2 {q(a)_q(b) cos 202 (b—a)+d}
—_o\ Y2 2 2 c
c
+0(r (1))
1+ {_q(a) __q(b) cos 20" (b—a)+g}
— _cA Y2« 2 2 c (2.286)
+0(2 " (1))
cA¥? —ct? a(a) _a®) (b) cos 202 (b—a)—i—g
2 2 c
+0(2"n (1))

olur. Ayrica (2.230), (2.231), (2.284) ve (2.285)’ ten
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-1 T(a’k) [ o -1
cos{cot |:—C7\,2—d?x—C-FS(a,?\,)}—'_J.T(X’k)dX}_ San-f-O()L n(X)) (2.287)

elde edilir. Sonug olarak; (2.229), (2.286) ve (2.287) ile belirlenen degerler (2.122)’ de
yerine yazilarak ve trigonometrik agilimlar kullanilarak ispat tamamlanir.

ii) Ispat, Teorem 2.17 (ii)’ de verilmistir. m

Asagidaki KD sinir kosulunu igeren problem goz éniine alinsin:

y'(t)+[2—q(t)]y(t)=0, te[ab], (2.288)
y'(a)—[ck2 +dk+e]y(a)=0, c=0, (2.289)
y(b)=0. (2.290)

W (t,1) ve @ (t,1) fonksiyonlari, (2.288) probleminin, sirastyla

¥(a,A)=L¥' (a,A)=cA’+dr+e (2.291)
ve

®(b,2)=0,d'(b,x)=1 (2.292)

kosullarini saglayan iki ¢6ziimii olsun.

Teorem 2.22: W (t,1) ve ®(t,1) fonksiyonlari, (2.288) probleminin sirasiyla (2.291) ve

(2.292) siir kosullarini saglayan ¢oziimleri olmak tizere, A — oo iken

i)

P (x,1)=cA?? sin(kl/2 (t —a)) +%k[aq(a)—tq(t)+ j.xq'(x)dx} 2293)
><cos(7»1/2 (t—a))+0(7»1/2),

ii)

O(t,1)=-2" sin(%l/2 (b—t))—%k' {tq(t)—bq(b)+j‘xq'(x)dx}

xcos (A (b—t))+O (1)

(2.294)
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asimptotik ¢coziimleri elde edilir.
ispat:
i) Ispat, Teorem 2.21 (i)’ de verilmistir.

ii) Ispat, Teorem 2.18 (ii)’ de verilmistir. m

2.1.2.4 ki Simr Kosulunun da Ozdeger Parametresine Bagh Oldugu Durum

Asagidaki problem g6z oniine alinsin:

y'(t)+[A—q(t)ly(t)=0, te[a,b], (2.295)
ayy(a)+a,y'(a)=A[ajy(a)+ajy’(a)]. a.a,aja,eR (2.296)
b,y(b)+b,y'(b)=%[bly(b)+bsy'(b)]. b.b,.bj.b; eR. (2.297)

W (t,x) ve ®(t,1) fonksiyonlari, (2.295) probleminin, sirasiyla

¥(a,A)=a,—aA, V' (a,A)=ajl—a, (2.298)
ve

®(b,1) =b, A, @' (b,1)=bA b, (2.299)

kosullarini saglayan iki ¢6ziimii olsun.

Teorem 2.23: W (t,2) fonksiyonu, (2.295) probleminin (2.298) simir kosulunu saglayan

¢Oziimii olmak lizere, A —> oo iken

(i) a, #0 oldugunda

a

¥ (t,A)=—aj\cos (7»V2 (t— a)) + {ai + %(aq (a)-tq(t)+ j‘xq'(x)dxﬂ (2.300)

><7J/2sin(7u1/2 (t —a))+0(1),

(ii) a5 =0 oldugunda
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xq’(x)dx]+ az:l
(2.301)

”'—.'—?

P(t,1)=an’? sin(kl/2 (t—a))+{%[aq(a)—tq(t)+
><cos(7ul/2 (t—a))+0(7fl/2)

asimptotik ¢oziimleri elde edilir.

Ispat:
(i) Ispat igin, (2.150)" deki terimler A — oo iken hesaplanir. lk olarak, (2.261)° de

c=a,d=-a,e=a), f=—a, almirsa

al—a, :a{ I 24/, 22
(aji—a,)T(a,h) a) 2,3, —a,a; (2.302)
' \2
(a3)
+0(2 (1))
bulunur. (2.260) ve (2.302) degerleri (2.151)’ de yerine yazilirsa
S(a.2) a'A—a
E (a,1)= +—] ‘
| T,(aj\,) (azk—a2)T(a,7») (2.303)
= SL27 - 207 (b)sin 22 (b-a) +O(3 (1))
a2
elde edilir. Bu esitlikten
tan"' E (a,1) = =L, 12 —%qu(b)sin 2)./*(b—a)+0(r (%)) (2.304)
aZ
bulunur. O halde
2
1(a a
tan"' E (a,A) |=1—=| == | A7 +—21¥?q(b)sin21"* (b—
cos[ an"'F (a )] Z(a’zj +2a’2 q(b)sin (b—a) 2.305)
+0(2 (1)),
Latg(b)sin2n? (b—a)+O(A " m(1)),  (2.306)

sin[tan_1 1) (a,k)] = %7(‘/2 -
2
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! !
a, —aA a, —a,\

1 2
cos| tan” F, (a,1)] (=13 ] A5 (b)sin 20 (b-a)
20 a’ 2a),

+0(2 (1))

2
1( a a’
1+— —L }\'71__1}\“*3/2 b)si 2}\‘1/2 b—
=(a, —ajL)x +2[a'2j 24, a(b)sin22"(b-a) | (2.307)

+0(2 " n (1))

1\2 ]
= —a'zk+[a2 —(';1;)} +a—217f1/2q(b)sin 21" (b-a)

2

+0(x" (1))

olur. Ayrica (2.230), (2.231), (2.305) ve (2.306) kullanilarak

co{tanllﬂ (a,k)+j-T(x,k)dx}

q(b)sin 202 (b - a)sin K
=COSK— a—:?fl/z sin k + lk" 2 (2.308)
2 - COSK

— ~

a,

3’~| o

+0(2 (1))

elde edilir. Sonug olarak; (2.229), (2.307) ve (2.308) degerleri (2.150) de yerine yazilarak
ve trigonometrik acilimlar kullanilarak ispat tamamlanir.

(ii) Ispat icin, (2.152)’ deki terimler A —> oo iken hesaplanir. Ilk olarak, (2.209) ve
(2.213)’ ten

a,T(a,1)
—ajh+a, +a,S(a, L)
q(b)cos 2012 (b —a)
—q(a) —sin(ZXI/za + @a)

1-201+ 229929 (b) sin 2472 (b—a)

a, 2a,

E (a,1)=

a A 432 {
2

}o(xln2 (1))

—a'\x
! _a72’7\;3/2 COS(2x1/2a+EJa)+O(7\;2n2 (7\‘))

2a,
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:{a_?kl/z _a_z,;L—S/z [q(b)cos2x1/2 (b—a) )}0(7‘2”2 (k))}

al 2a/ —q(a)—sin(2k1/2a+§a

a a
1+ = =2 07q(b)sin 247> (b~
+a; o q(b)sin (b-a)

X

a, .. ;
+2—;i7» 2 cos(2k1/2a+§a)+O(K n’ (k))

A, n aa, a4, 12 -¥2
=——A"" | —=5+—=(q(b)cos2A’" (b-a)—q(a))|A
a I:(a{)z 231( ( ) ( ) ( ))}

+0(r (1))

(2.309)

elde edilir. Bu esitlikten

a (a))" 2ail-q(a)
+0(2"n(1)).

cot'E (a,h) = B Bz vy | Bada | B2 q(b)cos22"> (b-a) -~
2 a (2.310)

bulunur. Buradan da

cos [cot*1 E, (a, k)]
a_%}\’_]/z_l_ a1a22+a_2’ q(b)COSZKl/z(b—a) 232
=—sin| & (a])” 2aj{—q(a)
+0(2n (1)) (2.311)
_ Aop |82, q(b)cos21”* (b—a) -~
2 (a))" 2aj(-a(a)
+0(1 (1)),

sin [cot’1 E, (a, k)]
a_2k71/2+ aa, +a_2 q(b)COSZXI/z(b—a) 7\(73/2
=cos{ a; (a;)2 2a; —Q(a)
+0(27"n(1)) (2.312)

:l—l(ﬁjzxwﬁ aa, & Ol(b)cosz}bl/z(b—a) \o2
2\ aj a (a;)2 2a; —q(a)

+0(27n (1)),
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a, a,

: [

cos [cot*1 E, (a, k)]
—%X’l/zx a; 2 —q(a)
+0(2 (1))
1{i+l£q(b)0052m2 (b—a)ﬂ7L1 2313)
a 2(~a(a)
+0(x (%))

!

=—a\"? +|a, +%(q(b)eos 207 (b —a)—q(a))} A

1/2
z—a;l/ X

+o(xl/2;1(x))

oldugu goriiliir. Ayrica (2.230), (2.231), (2.311) ve (2.312) kullanilarak

t
cos| cot”' F, (a,A)+ IT(X, K)dx}
| 5 (2.314)
=—sin K—a—fk_l/z COSK +— a—f A sinK+O(7»_ln(k))
a, 2\ a,
elde edilir. Sonug olarak; (2.229), (2.313) ve (2.314) degerleri (2.152)’ de yerine yazilarak

ve trigonometrik acilimlar kullanilarak ispat tamamlanir. m

Teorem 2.24: CI)(t,k) fonksiyonu, (2.295) probleminin (2.299) sinir kosulunu saglayan

¢Ozlimii olmak lizere, A — oo iken

(i) b, #0 oldugunda

!

®(1,1) = bk cos (1) (b—t))+{b—;(tQ(t)—bq(b)+i Xq'(X)dXJ‘bi}w (2.315)

xsin(A"? (b—1))+0(1),

(ii) b, =0 oldugunda

®(t,1.) = b\ sin (112 (b—t)){%(tq(t)—bq(b)+ixq'(X)dXJ‘bz} 2.316)

t

><cos(7x1/2 (b—t))+O(7C1/2)



90

asimptotik ¢coziimleri elde edilir.
ispat:

(i) Ispat igin, (2.163)’ teki terimler A — oo iken hesaplanir. Ilk olarak, (2.209) ve
(2.213)’ ten

S(b.r) 00 (1)

T(0.0) 271+ 0(x (1) ] =O( " (2) @317)

ve
b/A—b, _ b\ —b,
(D22 =b,)T(b,2) b b, +0 (1 (1))
b/A—b,

b
A x| 122"+ O(A % (A
! x[ o + ( n ( ))}

2

(2.318)
= DD 1 22 o (1 (1))
b} b, b,

b; -1/2 b;b2 _blb’2 -3/2 2.2
= 2 202 T 002 0 4 6 (522 (0

elde edilir. Bu degerler (2.164)’ te yerine yazilirsa

S(b.A) . bir—b,
T(b,2) (bih—b,)T(b,%)

' b'b, —b,b]
:_1}(1/2_'_ 172 1Y2 }\’—3/24_0 }\’—3/2112 A
ey o)

E (b.)=

(2.319)

oldugundan (2.319) denkleminden

b
tan "B (b,A)=—LA"2 +

b;b, —b,b; )2 +O(7x73/21’]2 (7»)) (2.320)

bulunur. Boylece

’ 2 ! ! ’
cos[ tan” F, (b,1.)] =1—%(E—jj 2 +%{%}ﬁ oA (h), @321
2 2 2
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b;

sm[tan E ( b%)] LA+ MK 2 4 O(?J3/2n2(7u)), (2.322)
b (b3)
b,-bA b, — b
tan”'F,(b,A)] YV : ,
COS[ an 3( ):I 1_;(3] 7\41"':;, {bb 'bb i|7\' +O(7\, (7\‘))
(b3)
2
, 1(6Y ., bbb, —bb, )
_[bz—bz}»]{ﬂa{b—i] - [(b'—)z]X +0(2 znz(l))} (2.323)
2

1\2 , 2 , ,
— b+ b, (B0 |, [ baf bE [ biba by ]|
26 | [ 2P (v2)
+0(2* (1))

olur. Ayrica (2.240), (2.241), (2.321) ve (2.322) kullanilarak

b
COS{[an_l F, (b,?u)—J.T(X,X)dxi|
l 2 (2.324)
:cosc5+b—17fl/zsinc5—l b X*ICOSG+O(7FI11(7&))
b 2\ b}

2

elde edilir. Sonug olarak; (2.239), (2.323) ve (2.324) degerleri (2.163)’ te yerine yazilarak

ve trigonometrik acilimlar kullanilarak ispat tamamlanir.

(ii) Ispat icin, (2.165)" teki terimler A —> oo iken hesaplanir. ilk olarak, (2.209) ve
(2.213)’ ten

b, T(b.1)
b, —b/A+b,S(b, 1)
b,A"2 +0 (A ™n* (1))

ol b :
—bp{ —ﬁx '+0(2 an(x))}

F,(b,1)=

(2.325)

_ {_%Mz +0(r7n’ (k))}x{l+l;—i7\1 +0(27n* (1))

1

b2 -y2 bbz 3/2 2.2
— -2, A 40 (A2 (M
b (bl) ( ( ))

elde edilir. (2.325)’ ten
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T[: b2 . 1/2 b b2 . 32 +O(7\{—2n2 (x)) (2326)

cot F,(b,A) = !
2 (bl)

bulunur. Boylece

cos[cot_1 F, (b,k)] ——s1n{zl AV biby. A+ O(k‘2n2 (X))}
(bl) (2.327)
b, b,b
=—2Z3P =27 1 0(A 7 (1)),
b, (b}) ( )
sm[cot E, (b, X)]—co{z, AT l:)bz A2 +O(7G2r|2 (k))}
i (bi)’ i (2.328)
_ 1_l(b_?j - b1 (bzg) A2 _'_0(7;5/2“2 (7\‘)),
2\ by (b7)
b, _ b,
cos ':COt_1 F, (b,?u)} _b%x_l/z |:1+b}7»_1 n 0(7\._3/21]2 (?»)):|
bl bl
= —bA"? [1 _%w +0(r 7"y’ (x))} (2.329)
1
=—bA"” +b A7 +O (A (1)),
oldugundan (2.240), (2.241), (2.327) ve (2.328) kullanilarak
b
cos| cot ' F, (b,k)—IT(x,K)dx}
‘ (2.330)

2
=sinc— bb—fk_l/z cos G—%(bb—ﬂ A 'sinc+ 0(7»_111 (X))

1

elde edilir. Sonug olarak; (2.239), (2.329) ve (2.330) degerleri (2.165)’ te yerine yazilarak

ve trigonometrik agilimlar kullanilarak ispat tamamlanir. m

2.2. Green Fonksiyonu Hesaplamalari

(2.1) probleminin belirtilen sinir kosullar1 altinda elde edilen ‘P(t,?») ve (I)(t,k)

0zfonksiyonlarinin Wronskian determinanti
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w(h) =W, (¥, ) =¥ (LA)D'(tL.A)—¥'(L2)D(L2) (2331)

olarak tanimlansin. Bu durumda problemin Green fonksiyonu

P2 @[y, )a<XS <
G(x,y,A)= w(2) e (2.332)
’y, (y,k)CD( ) as<y<x<b |
wr)

seklindedir [1]. w (k) , Wronskian determinanti, sabit oldugundan; Green fonksiyonu, x ve

y i¢in simetriktir; yani G(x, y,k) = G(y,x,?») > dir.

2.2.1. Potansiyel Fonksiyonunun Integrallenebilir Olmasi Durumu

Bu kisimda, (2.1) problemi belirtilen sinir kosullar1 altinda ayr1 ayn ele alinacak ve

q (t) potansiyel fonksiyonunun integrallenebilir olma sart1 altinda Green fonksiyonlari igin

asimptotik yaklagimlar elde edilecektir. Bunun i¢in, 6nceki boliimlerde verilen kosullara

uygun olarak elde edilen 6zfonksiyonlar kullanilacaktir.

2.2.1.1. Lineer Durum (AN ve AD)

Asagida AN sinir kosulu i¢in Green fonksiyonu yaklasimlar1 verilmistir:

Teorem 2.25: ‘P(t,%) ve @(t,k) fonksiyonlari, (2.36) probleminin sirasiyla (2.39) ve

(2.40) sinir kosullarini saglayan ¢6ziimleri olmak {izere a<Xx<y<b, A — o iken

12 Sin(ﬂz(X—a))COS(kV2 (b—y)) . -
COS(xl/z (b—a)) COS(?\,I/Z (b—a))

G(X, y,?») =—\
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(%;{q(t)dt —lJ cos(kl/2 (x— a))COS (7“1/2 (b- y))

C

x +{c0t[3 —%'TQ(t)dthin (A" (x~a))sin (}”1/2 (b~ y))

(2.333)
1
| = xl/Z b_ . }\‘1/2 _ }\41/2 b_
(C+cot[3]tan( ( a))sm( (X a))cos( ( y))
+0(1 (1))
ile verilir. a <y <x <b durumu i¢in, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.
Ispat:
AN sinir kosulu altinda probleme ait 6zfonksiyonlar
¥ (t,A)=cA *sin 7»1/2 {1—— q(x dx}cos A (t-a
( ) ( '[ ( )) (2.334)
+0(n(1))
ve
. b
®(t,))=sinpcos(r"*(b—t +{SmB q(x)dx—cosﬁ}ul/zsin A% (b—t
(1) =sinpeos(i” (o-0) | 2L Re0-0)

+0(2" (1))

seklinde elde edilmisti. Oncelikle bu &zfonksiyonlarin Wronskian determinant: belirlenir.

Bunun i¢in (2.334) ve (2.335)’ in tiirevleri gerekmektedir. O halde ‘I’(t,l) > nin tiirevi i¢in
(2.28), (2.32), (2.46), (2.47), (2.58), (2.59) ve (2.62) degerleri (2.17)’ de yerine yazilirsa

w'<t,x>=j—cwﬂ+o<n<x>>]x[l+o<>v‘/2n<x>>]

—sin( 1/2 1/2 J-q j A

xcos[kl/z(t a 2}b1/2.|.q dX]+O(7\,1/2T](7\,))

1 1
/ -y
cos(k1 *(t—a)- G J‘q(x)de—gk V2

xsin( A ( 1/2Iq dxj+0 '/zn(k))

O(n(2))x

~[2+0(n(2)Jx
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B t
A2 cos(kl/2 (t—a)—ﬁjq(x)dx}

=[ "2 +0(n (1)) ]
+1sin( 1/2 1/2 J.q dx]+0 k))

C

:ckcos( 1/2 1/2 Iq j l/zsm( 1/2 1/2 '[q ]

+o(x1/2n(x))

ve benzer sekilde @(t,?»)’ nin tiirevi i¢in (2.28), (2.32), (2.50), (2.51), (2.67), (2.68) ve

(2.71) degerleri (2.17)’ de yerine yazilirsa

O'(t,A)=|sinp+1" ;:jng +O(7»_11’I2 (;L))}X[pro(x“/zn(}t))]

cos( A (b-t) 1/2 '[q de— A2 cot B
O(n(n))x
xsin[ A2 b t ]/2 Iq dx]+0 1/21](7»))

X _ _
—sin( AV b t 1/2 Iq j 2 cot B
—[22+0(n(n))]x
/ -1/
xcos[klz(b t) le/z jq dxj+0(7» )
kl/zsin( A2 b t 1/2 J.q dx}rcotB
:|:SinB+O(7\,_1/2n(7\,))j|X
xcos[ AV b t 1/2 jq dx)+0 7»))

:}t'/zsinBsin( A (b-t) l/zjq dx]+cos[3

xcos[?»'/z (b—t)—W!q(X)dx]+O(n(K))

bulunur. Son esitliklerde trigonometrik agilim kullanilirsa
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cos (AV? (t- COSL ~ j q(x ]
+sin (A" (t- sm( = jq ]
sin (A" (t- cos£ = j q(x j

ot

{cos(km( —a)) [1+O(7f1ﬂ }
=CA o }

+sin(7»l/2 [ 7 Iq (x) dx+O

Y'(tA)=ch

a2 +O(k1/2n(7»))

sin (1.7 (t—a))x| 1+0(1) ]
—AV? {COS(W [ l/zjq ()i O[3 ﬂ (2.336)
+o(w/2n(x))
SRR R R
+o(w/2n(x))

veE

sin(?»l/2 (b—t))cos[ﬁiq X dx)
—cos(?»l/2 b t sm( 7 J.q J
cos(kl/2 (b- t cos[ MIq ]

+cosP +O(n(k))

+sin(7»1/2 (b— t s1n( l/zjq }
sin(kl/z(b—t)) [1+O(7» )]—cos(?»m(b—t))
{ﬁjq(x)dvaO(?ﬁ/z)}

®'(t,1)=1""sinp

=" sinp
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cos(kl/2 (b—t))x[1+0(7{1)}+sin(kl/2 (b—t))
+cosf b
x[ﬁ!q(x)dx+0(%‘3/z)}

+0(n (1)) (2.337)
=1 sinBsin (1" (b—t +[cos[3—— fa(x }
xcos (1" (b=1))+0(n())
elde edilir. Simdi (2.334), (2.335), (2.336) ve (2.337) degerleri (2.331)’ de yerine yazilirsa
w(h)=(LA)D(LA) =¥ (LA)D (L)

:{ckl/zsm( A ( [1——Iq dx}cos A ( ))+O(n(k))}

X

Wsinﬁsin(wbt>){cossfgq<x>dx}os<w<bt>)]
+0(n(2))

chcos (1% ( { jq )dx — 1} l/zsm(ll/z(ta))}

+0 (1" (1))
sinﬁcos(w”(bt>>{“;‘ﬁjq<x)dxcoss}w}
csin(12 (b-)) +0(1 " (1)

o Sinﬁ{sin(kl/2 (t—a))sin(?»'/2 (b—t)) }

—cos(?»l/2 (t—a))cos(?»l/2 (b—t))

L elV? {COSB#Tq(X)dX}{sin(}MW (t —a))COs(;\‘l/z (b—t)) }

X

+cos(k1/2 (t—a))sin(?»l/2 (b—t))

+A? sij[l—%jq(x)de
X {sin (kl/z (t—a))cos(ﬂ2 (b—t))+cos (%1/2 (t—a))sin(kl/2 (b—t))}
+0(1"n (1))
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=—ch sinBcos(kl/2 (b- a)) +1"?[ccosB +sin B]sin(kl/2 (b— a))

2.338
+o(x‘/2n(x)) ( )

bulunur ve buradan
1 1
w(1) —cksinBcos(kV2 (b—a))+7ul/2 [ccosB+sinp]
><sin(7»'/2 (b—a))+0(kl/2n(k))
1

1—7»1/2|: 1} A2 (h—
—c?»sinBcos(?»l/z(b—a)) COtB+C tan( ( a))
+0(2 (1))
1 o
csinBcos(Kl/z(b—a))

X {1 + (cotB + %) 2" tan ("> (b—a))+ O (1" (x))}

_ 1 2 _{ccos[?HsinB}b_y2 Sin(?»'/2 (b—a))
csinBcos(kV2 (b —a)) c’sin’B cos? (kl/z (b— a))

+0(1 (1)) (2.339)

oldugu goriiliir. Sonug¢ olarak; (2.334), (2.335) ve (2.339) degerleri (2.332)’ de yerine

yazilarak ispat tamamlanir:

><cos(7u1/2 (x —a))+0(n(7»))
(1 0-3) | 5 -cosp

xsin (Xl/z (b- y)) +0 (k"l/zn (X))

1 o1 | ccosB+sinP |, 5,
T 12 A= 2.2 A
cschos( A" (b— a)) c’sin’ B

sin( V2 b a) ( 3/2"'](%))

><cos ( 1/2(b a))

G(x,y,k) =
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cA'?sinBsin (xl/z(x —~ a))cos (7&/2 (b- y)) + [1 —%Iq (t)dt}sin B

- ><cos(7»1/2 (x—a))cos(kl/2 (b—y))+{5i121[3 qu(t)dt—cosB:l

><sin(7»1/2 (x —a))sin(kl/2 (b- y))+0(n(k))

B 1 kl_{ccos[ﬁrsinﬁ}ﬁ/z
csinBcos( " (b- a)) ¢’sin’ B
. sin( AV b a)
% ( %/2 (7\'))
cos (kl/z (b a )
_y» sinl? (x—a)cosA"? (b—y) A
=—A +
cosA”*(b—a) cosA”*(b—a)
{%J’q(t)dt—l}coskvz(x—a)cosk'/z(b—y)
c

b
x4+ cotB—%J-q(t)dt}sian (x—a)sinA”*(b-y)
y

—~ l+c0t[3} tan)"* (b—a)sinA"* (x —a)cosA’* (b-y)
c

+O(7f1n(7»)), a<x<y<b.

Green fonksiyonunun x ve y’ ye gore simetrik olusu kullanilarak, yukarida ispati
verilen (2.333) esitliginde x ve y’ nin yerlerinin degistirilmesiyle a<y<x<b durumu

icin Green fonksiyonu kolayca elde edilir. m

Asagida AD sinir kosulu i¢in Green fonksiyonu yaklagimlari verilmistir:
Teorem 2.26: ‘I’(t, K) ve O (t,l) fonksiyonlari, (2.72) probleminin sirasiyla (2.75) ve
(2.76) sinir kogullarini saglayan ¢oziimleri olmak tizere a<x<y<b, A — o iken

o )i )
sin(xl/z (b—a)) Sin(}\’l/z (b—a))

G(x,y,k):—
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%Uq(t)dtjsin(kvz(x—a))COS(kl/z(b_y))
x qu dt—_}cos A (x—a))sin (2" (b-y))

+écot(ll/2 (b- a))sin (7“1/2 (x- a))sin (}”l/z (b~ y))

(2.340)

+0(2 (1))

ile verilir. a <y <x <b durumu igin, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.
ispat:
AD smir kosulu altinda probleme ait ‘P(t,?») ve O (t,k) ozfonksiyonlart A — o

iken, sirastyla (2.83) ve (2.84)’ te verildigi gibi elde edilmistir. “P(t,?u) ’ nin tiirevi bir

onceki teoremde hesaplanmistir. Benzer sekilde d)(t,k)’ nin tiirevi i¢in (2.28), (2.32),

(2.68), (2.81), (2.82), (2.85) ve (2.86) degerleri (2.17)’ de yerine yazilirsa

®'(t,1)=[ -4 +0 (2"’ (M) [<[1+0(A n (1)) ]
O(n(k))lesin[ A2 (b—t) l/zfq dxj+0 '”Mx))}

_[w/2+o(n(x))]{cos( A (b—t) l/zjq dX]+0 Wﬂ@))}

:cos( A (b—t) qu dx]+0 V(1))

bulunur. Bu esitlikte trlgonometrlk aglhm kullanilirsa

D' (t,\) = cos( " (b- t))+1k Vqu dx}sm(xvz(b—t))

+0(2 (1))

(2.341)

elde edilir. Simdi (2.83), (2.84), (2.336) ve (2.341) degerleri (2.331)’ de yerine yazilirsa

cAV? sin(?»l/2 {1——J.q dx}cos 1/Z(t—a))

+0(n(n))

w(?»):
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cos(kl/2 (b—t))+%7xl/2 Uq(x)dxjsin(kv2 (b—t))

+0(2 (1))

t

c?»cos(?»l/z (t—a))+{%jq(x)dx—l}%l/z sin(?»l/2 (t—a))

+0 (1" (%))

—kl/zsin(kl/z(b—t))Jr%Kl[jq(x)dxjcos(kl/z(b—t))
+0(% (1))
Ckl/z{sin(kvz(t—a))cos(?»l/z(b—t)) }
+Cos(k1/2(t—a))sin(kl/z(b—t))
e cos(?»l/z(t—a))cos(kl/z(b—t))
('[ (X)dxj{—sin(kl/z(t—a))sin(?»'/z(b—t))
L cos(kl/z(t a )cos( A (b- t)
+{1_E£q(x)dx}{—sin(km(t a))sm( (b t))} o))
:ckl/zsin(kl/z(b—a))+cos(kl/2(b—a))+0(n(k)) (2.342)

bulunur ve buradan

1 1

w(2) cA/?sin (kl/z (b— a)) x {1 PR cot(kl/2 (b— a)) + O(?Cl/zn (X))}

C

1

= 12 L V2 (1. e
_Csin(w/z(b—a))x X{l Cx cot(1* (b—a))+O(% n(x))} (2.343)

cos(A*(b—a
:Csin(ll/i(b—a))kl/z_cz Sin(z(w/(z (b—)a)))x +O(k n(k))

elde edilir. Sonug olarak; (2.83), (2.84) ve (2.343) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak

ispat tamamlanir. m
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2.2.1.2. Bilineer Durum ( BN ve BD )

Asagida BN smir kosulu i¢in Green fonksiyonu yaklasimlar1 verilmistir:

Teorem 2.27: W (t,1) ve ®(t,A) fonksiyonlari, (2.87) probleminin sirastyla (2.90) ve

(2.91) sinir kosullarini saglayan ¢6ziimleri olmak tizere a <X <y <b, A — oo iken

L 0S(A (x=a))eos (M7 (b-y)) g
sin(}g/z (b—a)) Sin(xl/z (b—a))

{ T t)dt— cotﬁ}:os(kw(x—a))sin(kl/2 (b—y))

G(x,y,%) =

244
x {j dt+—}sm 2" (x —a))cos(1"* (b-y)) (2.344)

{— —cot B} cot( AV (b- a))cos(;blﬂ (x- a))cos(kl/z (b~ y))

(<

+0(r (%))
ile verilir. a <y <x <b durumu igin, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.
ispat:
BN siir kosulu altinda probleme ait ‘I’(t,k) ve @(t,?») ozfonksiyonlart A — o
iken, sirastyla (2.98) ve (2.99)’ da verildigi gibi elde edilmistir. @(t,?») > nin tiirevi (2.337)
olarak bulunmustur. Benzer sekilde ‘P(t,?u) ’ nin tlirevi icin (2.28), (2.32), (2.59), (2.96),

(2.97), (2.106) ve (2.107) degerleri (2.17)’ de yerine yazilirsa

2

(1) = [ek{;—+f]+O(n(k))}[1+0(7fl/2ﬂ(7“))]

€

cos( A ( 1/2Iq dx]+ A
xsin[ 1/2 1/2 .[q de+O Vzn(?»))

sin( AV ( l/zfq ] A
xcos{ '/2 ]/2 Iq dXJ‘l‘O Vzn(?»))

O(n(%))x

[ +0(n(n)) ]
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t
:—e}f/zsin( A ( 1/2 Iq dxj+ckcos{%v2(t—a)—fllﬂjq(X)dxj

+0(2n(2))

bulunur. Son esitlikte trigonometrik agilim kullanilirsa

T'(t,k):—eXB/ZSin(Xl/z(t a))J{CJr J'q de|}\,COS(7\,1/2(t_a)) (2.345)
+0(2n(1))

elde edilir. Simdi (2.98), (2.99), (2.337) ve (2.345) degerleri (2.331)’ de yerine yazilirsa

ekcos(kl/z(t—a))+k1/2[c+§j:q(x)dx}

xsin (1" (t-a))+0(1"n (1))

A2 sin Bsin (1" (b—t)) {cosﬁ— j }
<cos (17 (b-1))+ O (n(1)

—en 2 sin (1 (t-a +k[c+ jq ]

<cos (12 (1-2))+ O (wn (1)

sinpcos (A (b~ t))+7»1/{8m[3 [a(x)dx- COSB}

><sm(k1/2 (b- t))+ O(X 1/211(7»))
=e)?? sinBsin(?J/2 (b —a))+ [ecosB—csinB]Acos (XI/Z (b —a))
+0(an (1))

W(?»):

X

(2.346)

bulunur ve buradan

1 1
w(2)

c
1+|cotB—=|r " cot(L"*(b-a
esinBK3/zsin(Kl/2(b—a))x [ P e} ( ( ))

+0(1 (1))
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1 3 y [COtB—E} 12 COt(}yl/z (b a))
= -3/2 % e
esinpsin(1"* (b-a)) +0(27n (1))
_ 1 32 A c COS(?\,I/2 (b —a))
T (e L [T e ey .

+0(27n(1))

olur. Sonug olarak; (2.98), (2.99) ve (2.347) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak ispat

tamamlanir. m

Asagida BD sinir kosulu i¢in Green fonksiyonu yaklasimlari verilmistir:

Teorem 2.28: ‘P(t,l) ve <I)(t,7») fonksiyonlari, (2.108) probleminin sirastyla (2.111) ve

(2.112) smur kosullarini saglayan ¢oztiimleri olmak tizere a <X <y <b, A — o iken

o cos(kl/z(x—a))sin(kl/2 (b—y)) 2!
Gx.y.2)=-2" cos(?»l/2 (b—a)) +cos(7»1/2 (b—a))
ﬁ dthos(?»'/2 (X—a))cos(kl/2 (b—y))
X —{%I dt+—}m A2 (x—a))sin(kl/2 (b—y)) (2.348)
+§tan (kl/z (b —a))cos(kl/2 (X —a))sin (km (b - y))
+0(x (%))

ile verilir. a <y <x <b durumu igin, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.
Ispat:
BD sinir kosulu altinda probleme ait ‘P(t, K) ve O (t,k) Ozfonksiyonlari A — o

iken, sirasiyla (2.115) ve (2.116)° da verildigi gibi elde edilmistir. Tiirevleri ise (2.341) ve
(2.345) olarak bulunmustur. Buna gore (2.115), (2.116), (2.341) ve (2.345) degerleri
(2.331)’ de yerine yazilirsa

eh.cos (17 (1 —a)) 2" {H%j‘.q(x)dx}

><sin(k1/2 (t —a))+0(kl/2n(k))

W()L):
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cos (1.1 (b—t))+%7ﬂ/2 U‘q(x)dx]

xsin (1Y (b—t))+O(% (1))

2" sin (12t —a))+7{c+§jq(x)dx}

a

xcos (1" (t-a)) +O(an (1)) (2349
—Xl/zsin(kl/z(b—t))+%7»1 jq(x)dx]

xcos(A” (b=t))+0(% (1))

= el cos (7»1/2 (b- a)) +c)\"?sin (7»1/2 (b—- a)) + O(kl/zn (7»))

bulunur ve buradan

1 _ 1
w(2) el cos(?»l/2 (b— a))x {1 + 27(1/2 tan (7\1/2 (b —a))+ O(?fl/zn (k))}

= ! -l _Ch-n 12 (1 I
_ecoS(Xl/z(b—a))x x{l ex tan (1" (b—a))+O (2 n(x))} (2.350)

c sin(A*(b-a s »
:ecoS(Kl/lz (b—a)) kl_gcosz((xl/z((b_a))))k 3 +O(}» /n(k))

olur. Sonug olarak; (2.115), (2.116) ve (2.350) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak ispat

tamamlanir. m

2.2.1.3. Kuadratik Durum ( KN ve KD )

Asagida KN sinir kosulu i¢in Green fonksiyonu yaklagimlar1 verilmistir:

Teorem 2.29: ‘P(t,%) ve @(t,k) fonksiyonlari, (2.117) probleminin sirasiyla (2.120) ve
(2.121) smur kosullarini saglayan ¢oziimleri olmak tizere a <X <y <b, A — o iken

2 Sin(kl/z(x—a))cos(k‘/2 (b—y)) 2l

G(xy,h) == cos(A2 (b—a)) ’ cos(1"* (b-a))
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l:cotﬁ—%jq(t)dt:lsin(ﬂz (x —a))sin(XV2 (b- )’))
x +%@q(t)dt]cos(?»l/2 (x —a))cos(Kl/2 (b—}’))

—cot f tan (kl/z (b- a))sin (kl/z (x— a))COS (7&1/2 (b- Y))

(2.351)

+0(x (1))

ile verilir. a <y <x <b durumu igin, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.
ispat:
KN siir kosulu altinda probleme ait ‘P(t,?») ve O (t,k) ozfonksiyonlart A — o

iken, sirastyla (2.128) ve (2.129)’ da verildigi gibi elde edilmistir. @(t,?») ’ nin tiirevi ise
(2.337) olarak hesaplanmistir. Benzer sekilde “P(t,?x) ’ nin tiirevi i¢in (2.28), (2.32), (2.59)

, (2.126), (2.127), (2.134) ve (2.135) degerleri (2.17)’ de yerine yazilirsa
¥'(t,0) =[ A"+ 0 (1)) [x[1+O (A n (%)) ]

O(n(k))x|:—sin [k'/z (t—a)—ﬁjq(x)dx}+ O(?L_]/ZT](K))}

—[Kl/z+O(n(}»))]>{cos(7xl/2(t—a)—TII/ZEQ(X)dX]"‘O(}‘l/zn(x))}
:cxzcos( 1/2 1/2 jq dX}LO 7‘3/2‘1(7‘))

bulunur. Bu esitlikte trigonometrik acilim kullanilirsa
- _ / ol /2 i (Y
¥'(t,A)=cA’ cos(k1 2 (t —a)) +§[!q(x)dek3 *sin (kl 2(t —a))

+0(2" (1))

(2.352)

elde edilir. Simdi (2.128), (2.129), (2.337) ve (2.352) degerleri (2.331)’ de yerine yazilirsa

w(L)= {073/2 Sll’l()\,l/2 (t—a) ——X[Iq decos (Xl/z (t—a))+0(7m(k))}
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Xl/zsinﬁsin(kl/z(b t v{cosB— 'f }

X
xcos(kl/z(b—t))+0
ckzcos(kl/z(t a) +— Iq )dx k3/2
<sin (3 (1-a)) +O (2" (1 (2353
schos( " (b- t))+7\,1/2|: nﬁjq )dx—cosﬁ}
X
x51n(k1/2(b—t))+0( 1/211( ))
=—c)\’? sinBcos(kl/2 (b—a))+ck3/2cosBsin(k'/2(b—a))+0(k3/2n(k))
oldugu goriiliir ve buradan
1 _ 1
A 1-A" A% (b-
v —ckzsinﬁcos(km(b—a))x cotBtan( ( a))
+0(1 (1))
1 1+A7"? cotBtan(kl/z(b—a))
=-— A7 x (2.354)
csinBeos(1/* (b-a)) +0 (2 (1))
_ 1 _2_[ﬁj>\‘_5/2 sin(?»l/z(b—a))
csinBcos(kl/Q(b—a)) csin’ B cos’ (K'/z(b—a))

+0(1 (1))

olur. Sonug olarak; (2.128), (2.129) ve (2.354) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak ispat
tamamlanir. m
Asagida KD sinir kosulu i¢in Green fonksiyonu yaklasimlar1 verilmistir:

Teorem 2.30: ‘I’(t,?») ve (I)(t,K) fonksiyonlari, (2.136) probleminin sirasiyla (2.139) ve

(2.140) sinir kogullarini saglayan ¢oziimleri olmak iizere a<x<y<b, A — oo iken

_ 712Sin(kl/z(x_a))Sin(ll/z(b—y)) 2!
G(x,y,h)=-2" sin(1 (b-a)) )
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y

%Uq(t)dt}sin(kv2 (x—a))cos(1"(b-y))

+0(2 (1)) (2.355)

1 1 1/2 - 1/2
+5[£q(t)dtjcos(k (x —a))sm(l (b—y))
ile verilir. a <y <x <b durumu igin, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.
ispat:

KD smir kosulu altinda probleme ait ‘P(t,?») ve O (t,k) ozfonksiyonlar1 A — o
iken, sirasiyla (2.143) ve (2.144)’ te verildigi gibi elde edilmistir. Tiirevleri ise (2.341) ve

(2.352) olarak bulunmustur. Bu durumda (2.143), (2.144), (2.341) ve (2.352) degerleri
(2.331)’ de yerine yazilirsa

t

w(k):{ck”sin( A ( —EXUQ dX]COS l/z(t_a))"‘o(}m(}‘))}

a

\9)

X{COS(?\,I/Z (b— t +— Xl/z(j.q dxjsm 1/2(b t))+O(X‘1/2n(X))}

t

cA’ cos(kl/2 (t —a))+ %ﬁq(x)dx}?ﬁ/z sin (7»'/2 (t —a))
+0 (2" (1))

—A "% sin (kl/z (b— t)) + %kl ('l!)‘q(x)decos(kl/2 (b— t))

X (2.356)
+0(x (1))
=cAY? sin(kl/2 (b—a))+0(7m(k))
elde edilir ve buradan
1
w(k)  esin(1"2 (b—a))x{1+0(r"n(1))]

1 -3/2 -1/2

B csin(w/2 (b_a)) M X{1+O(k / n(k))} (2.357)
1

- CSin(}\,l/z - a)) 22 O(}ﬂn(k))
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olur. Sonug olarak; (2.143), (2.144) ve (2.357) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak ispat

tamamlanir. m

2.2.1.4. iki Simir Kosulunun da Ozdeger Parametresine Bagh Oldugu Durum

Asagida (2.146)-(2.147) smir kosulu i¢in Green fonksiyonu yaklasimlari verilmistir:
Teorem 2.31: ‘P(t,?») ve q)(t,k) fonksiyonlari, (2.145) probleminin sirasiyla (2.148) ve
(2.149) sin1r kosullarini saglayan ¢oztimleri olmak lizere a <x <y <b, A — 0 iken

i) a, #0,b, #0 oldugunda

L T I
sin(kl/2 (b—a)) sin(?»l/2 (b—a))

[b_i +%j:q(t)dt} cos (7»'/2 (X - a))sin (7“1/2 (b B y))

G(x,y,k) =

X —[%—%Iq(t)dt} sin(k'/2 (x —a))cos(kl/2 (b- y)) (2.358)

a

Jr%cot(?ﬁ/2 (b—- a))cos(kl/2 (x —a))cos(kl/2 (b- y))
a,0,

+0(x (%))

ile verilir ve a <y <x <b durumu igin, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.

ii) a, #0,b, =0 oldugunda

()
cos(?»l/2 (b—a)) cos(kl/2 (b—a))

{z_?juéj‘q(t)dt}cos(?»l/z (x —21))005(7‘1/2 (b—y))

G(x,y,k):—

y

X J{Z—é —%Iq(t)dt} sin (kl/z (x— a))sin (kl/z (b- y)) (2.359)

2 a
% tan (kl/z (b—- a))cos(kl/2 (x— a))sin (Xl/z (b— y))

+0(2 (1))
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ile verilir ve a <y <x <b durumu i¢in, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.

iii) a;, =0,b, #0 oldugunda

65y = izs_(i?/)zif_(};;;(b_Y))’“””cos(mxz(lb_a))
—_b—i+%]:q(t)dt_sin(kl/z(x—a))sin(kl/z(b—y))
x —_%—%Iq(t)dt_cos(wﬂ(x—a))cos(kl/z(b—y)) (2.360)
+;2b;12;—_b;;b;tan(7:1/2 (b=a))sin (12 (x —a))cos (1" (b-y))
+0(x (1))

ile verilir ve a <y <X <b durumu igin, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.

iv) a;, =0,b, =0 oldugunda

sn(12(x-a)sin(1°(0-y) o
sin(kl/2 (b—a)) sin(}hl/2 (b—a))

{z_?.;_%jq(t)dt} sin(?»l/2 (x —21))005(7”2 (b- y))

y

G(X,y,k)=—

x —{a—z—%jq(t)dt}cos(ﬂz (x —a))sin(kl/2 (b—y)) (2.361)

’
al

+L_b?;bzcot (7»1/2 (b- a))sin (kl/z (x— a))sin (7»1/2 (b— y))
al 1

+0(r (%))

ile verilir ve a <y <X <b durumu igin, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.
Ispat:

i) a,#0,b,#0 iken; ‘P(t,l) ve (I)(t,k) Ozfonksiyonlari, sirasiyla (2.175) ve
(2.189) da verildigi gibi elde edilmistir (A — o). O halde ‘I’(t,k) > nin tiirevi i¢in (2.28),
(2.32), (2.59), (2.151), (2.157), (2.158), (2.181) ve (2.182) degerleri (2.17)’ de yerine

yazilirsa



111

‘P'(t,?») _ {—a%{%—az}o(ﬂ(k))lX[“O(k‘/211 (X))}

2

COS( 1/2 1/2 J‘q J 1 A2
O(n(»))~
xsin[ '/2 1/2 Iq dx}rO '/211(7»))
X - _ - —_
sin[ 1/2 1/2 J‘q dxj-i- Ly 2
[ +0(n(1))]x
xcos[ '/2 1/2 Iq dx}rO Vzn(?»))
=a/\7? sin[ A ( 1/2 jq dxj+a{kcos( A ( 1/2 Iq J
+0(3n(2))

bulunur. Bu esitlikte trigonometrik acilim kullanilirsa

P'(t,1) =a,1" sin (Xl/z (t—a))+{a; —%j.q(x)dx}wos(kl/2 (t—a))
+0(an (1))

(2.362)

elde edilir. Benzer sekilde <I)(t,K) > min tlirevi ise (2.28), (2.32), (2.68), (2.164), (2.169),
(2.170), (2.197) ve (2.198) degerleri (2.17)’ de yerine yazilirak

' (t,1) = [b;mez —%}Lo(nz (x))}[no(wzn(x))}

f
cos( A (b-t) 1/ZJ‘q ] —Lp?
2

x sin (kl/z (b—t)—qu(x)dxj+0(k"l/2n (X))

—sin(%l/z(b t 2x1/2jq de+b1k V2

2

xcos( A2 b t ]/2 Iq dx}+0 1/zn(?»))

O(n(n))x

~[27+0(n (1)) Jx
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:—b'z?f/zsin(?»l/z(b t 3 ]/2 Iq dXJ-Fb,)\,COS[?\.I/z(b t 27»]/2 Iq J

+0(2n(2))

olur. Son esitlikte trigonometrik agilim kullanilirsa

b, [
@'(t,A) =-b,A"?sin(A"* (b—t))+| bj + =2 [ q(x)dx [Lcos(A"* (b—t
()= a0 o)+ fao)es (2 00)
+0(An(1)).
Simdi (2.175), (2.189), (2.362) ve (2.363) degerleri (2.331)’ de yerine yazilirsa
w(A) =Y (t,1)D' (t,A)-¥'(t,A)D(t,A)
: A :
_ —azkcos(kl/z(t—a))Jrkl/z_al—f!q(x)dx}sm(km(t—a))
+0(1"*n (1))
B r b
) —b,2.7sin ("> (b—t))+ _b{ +b—22!q(x)dx}xcos(x'/2 (b-t))
+0(An(2.))
’ ' , a’ t
~ azk”sm(?\l/z(t—a))J{al—f!q(x)dx}kcos(kl/z(t—a))
+0(2n(2))
—b;kcos(km(b t A2 [b' J.q dx}m l/z(b—t))
X
+0(1"*n (%))
=alb/\"> sin(?»'/2 (b —a)) +[a;b} —a%b]|A? cos(kl/2 (b —a))
+0(2n(1)) (2.364)

bulunur ve buradan

1 1

w(}) {4 2005 =500 5 e ot (1 (b))

a3b,2 7% sin (1" (b—a))x a,b;
+0(1 (1))
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_aby bl e 02 (b —
_ 1 252 == alb) A” (7L (b a))
a)b) sin(kl/2 (b—a)) +O(7C1/2n(7u))
— 1 }\‘—5/2 _ a;b’z _a;b; }\‘—3 COS(}\II/Z (b _a)) (2365)
albl sin(?»l/2 (b—a)) (asby)’ sin’ (7»1/2 (b—a))

+0(r7n(1))
olur. Sonug olarak; (2.175), (2.189) ve (2.365) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak ispat

tamamlanir.

ii) a, #0,b, =0 iken; ‘P(t,%) ve q)(t,k) Ozfonksiyonlari, sirasiyla (2.175) ve
(2.190)’ da verildigi gibi elde edilmistir (A —o0). Ayrica ‘I’(t,k)’ nin tirevi (2.362)
olarak bulunmustur. Benzer sekilde (D(t,k) ’ min tlirevi i¢in (2.28), (2.32), (2.68), (2.166),

(2.173), (2.174), (2.203) ve (2.204) degerleri (2.17)’ de yerine yazilirsa
D' (t,%) = [—b{kl/z +0(n? (x))] x [1+ o(x-lﬂn(x))}
sin( A (b-t) 1/2.qu J =27

xcos( A (b-t) 1/2 J.q de+O Vzn(%))

cos( A (b-t) 1/ZJ-q de+ 2

O(n(»))x

~[27+0(n (1)) Jx

xsin( A2 b t ]/2 _[q dx}LO Vzn(k))

:b;xcos,[ A2 (b—t) l/zjq de+b2X1/2sin( A2 (b-t) 1/2 jq ]
+0(2" (1))
elde edilir. Bu esitlikte trigonometrik acilim kullanilirsa

O'(t,A) = b;k(:os(?ﬂ/2 (b—t))+{b2 +%;j‘q(x)dx}kl/2 sin (7»1/2 (b—t))

+0(X"n(1)).

(2.360)

Simdi (2.175), (2.190), (2.362) ve (2.366) degerleri (2.331)’ de yerine yazilirsa
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—ajLcos(A* (t-a) +K1/2 q(x dx}sm AV (t-a
B e e R A (1-)
+0 (1" (1))
r b
b{kcos(k1/2(b—t))+{b2+%Iq(x)dx}»v2sin(kl/z(b—t))
X t
+0(1"*n (1))
o ) , a! t
~ azkg/zsm(kl/z(t—a))J{al—f!q(x)dx}%cos(%m(t—a))
+0(2n(2))
2 b |
3 —blkl/zsm(kl/z(b—t))+[b2+31.!.q(x)dx}cos(7»1/2(b—t))
+0(n(2))
=—a/b/\’ cos (kl/z (b- a)) +[a/b] —a%b, 1" sin (kl/z (b- a)) 2367
+0 (23 (1)) '
bulunur ve buradan
1 _ 1
w(%) P LR PR (7»1/2 (b —a))
—a b2’ cos(kl/2 (b—a))x a;b;
+0(2 (1))
a;b; —a’b
1+ 20 T2 3 V2 an (W2 (b —
S RS b T G Qe
azblcos(k (b—a)) +O(7Cl/2n(7»))
o 1 L _ajbj—ajh, , 5, sin(2” (b-a))
a;blcos(xl/z(b—a)) (aib))’ cosz(k'/z(b—a))

+0(2"n (1))

olur. Sonug olarak; (2.175), (2.190) ve (2.368) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak ispat
tamamlanir.

iii) a, =0,b, #0 iken; ‘P(t,k) ve (I)(t,k) Ozfonksiyonlari, sirasiyla (2.176) ve

(2.189)’ da verildigi gibi elde edilmistir (A —o0). Ayrica q)(t,k)’ nin tlirevi (2.363)
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olarak bulunmustur. Benzer sekilde ‘P(t,?») ’ nin tiirevi igin (2.28), (2.32), (2.59), (2.153),

(2.161), (2.162), (2.187) ve (2.188) degerleri (2.17)’ de yerine yazilirsa

¥(t0) =[-an” + O (n (1)) Jx[ 1+ 0(7»“/211(7»))]

—sin[ 1/2 1/2 .[q ] 2 20 12
O(n (1))
xcos( A ( 1/2 Iq dx]+0 1/211(7»))
X _ -
cos{ AV ( 1/2 Iq de+aZK V2
~[#*+0(n ()]~
xsin[ AV 1/2 J.q dx]+0 1/Zn(k))
:a;kcos( A2 1/2 J.q dx}—azkl/zsin[kl/z(t—a)—”}—l/zj.q(x)dx}
+0(1"n (1))

elde edilir. Son esitlikte trigonometrik a¢ilim kullanilirsa

¥ (t,A)= a{kcos(kl/z (t—a))—{a2 —a?;j‘q(x)dx}ul/z sin (kl/z (t —a))

+0(X"n(1)).

(2.369)

Simdi (2.176), (2.189), (2.363) ve (2.369) degerleri (2.331)’ de yerine yazilirsa

w(k):{a[xvzsin(kvz(t a))+{a ——jq dx}cos(km(t—a))+0(n(k))}
X{—b;}\,S/zSin(}\,l/z(b—t))+|:b1+b—2;Iq(X)de|7LCOS(}\,1/2(b—t))-l—O(}\.T](}\,))}

a;kcos(kl/z (t—a))—{a2 —a?;j.q(x)dx}kl/z sin (kl/z (t—a))

+0 (1" (1))

—bjcos (1" (b—t)){b; +%Tq(x)dx}»l/2 sin (1" (b—1))

X t

+0 (1" (1))
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=ajbjA* cos(1'” (b—a))+[ajb] —a,b,]A"*sin(1V* (b—a))+O(A (1))  (2.370)

bulunur ve buradan
1 1
w(2) 1+7a;b L ? b 5 v tan(kl/z(b—a))
abiL? cos(kl/2 (b—a))x a;b,
+0(27"n(2))

a;b; - azb’z }\’—1/2

_ ! ) T an (2.371)
" 1/2 b—a))
albzcos(K ( xtan(kl/z(b—a))+0(k‘1/2n(k))

_ 1 L _afbj-aby g, sin(2"”(b-a))
albl cos(?»l/2 (b—a)) (aby)’ cos’ (kl/z (b—a))

+0(1 (1))
olur. Sonug olarak; (2.176), (2.189) ve (2.371) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak ispat
tamamlanir.

iv) a, =0,b, =0 iken; ‘P(t,?») ve (I)(t,k) Ozfonksiyonlari, sirasiyla (2.176) ve

(2.190)’ da verildigi gibi elde edilmistir (A — o). Tiirevleri ise (2.366) ve (2.369) olarak
bulunmustur. (2.176), (2.190), (2.366) ve (2.369) degerleri (2.331)’ de yerine yazilirsa

al\? sin(?»l/2 (t—a))+ a, —ﬁjq(x)dx cos(?»l/2 (t—a))

w(r)= T2 T
+0(n(2))
b’kcos(%l/z(b t)) b2+b3; q(x)dx Xl/zsm " (b- t
+0(2"n(1)) _ _
' 12 a l /2 /2
kcos(k/ (t— a))—{az—glq(x)dx}k/ sin (A" ( 2372)
o(x‘ﬂn(x))

rb

, b
bkl/zsm(kl/z(b—t))+{b2+31jq( )dx cos A (b- t)]

t

_ab’ﬁ/zsm " (b- a))+[azb{—a{b2]kcos(7§/2 b-a))+0(An(1))
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olur ve buradan

1 1
W (k) 1+ a,b,—ajb, '_?’Ibz A2 cot(kl/2 (b —a))
ab/A¥? sin(kl/2 (b—a))x ab,
+0(2 (1))
_ azb; —aibz -12 /2 _
_ 1/ e T cot(17(b-a))| 5 573
A o 1/2

a,b; sm(k (b—a)) +O(7C1/2n(7n))

_ 1 A2 a,b/ —a'b, A2 cos(}u/z (b—a))
alb sin(kl/2 (b—a)) (ajb))’ sin” (kl/z (b—a))

+0(27n (1))
bulunur. Sonug olarak; (2.176), (2.190) ve (2.373) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak

ispat tamamlanir. m

2.2.2. Potansiyel Fonksiyonunun Tiirevlenebilir Olmasi Durumu

Bu kisimda, (2.1) problemi belirtilen sinir kosullar1 altinda ayr1 ayr1 gbéz Oniine

almacak ve q(t) potansiyel fonksiyonunun tiirevlenebilir olmasi sart1 altinda Green

fonksiyonlar1 i¢in asimptotik yaklagimlar elde edilecektir. Bunun i¢in, dnceki boliimlerde

verilen kosullara uygun olarak elde edilen 6zfonksiyonlar kullanilacaktir.

2.2.2.1. Lineer Durum ( AN ve AD)

Asagida AN sinir kosulu i¢in Green fonksiyonu yaklagimlari verilmistir:
Teorem 2.32: ‘I’(t,?») ve (I)(t,K) fonksiyonlari, (2.217) probleminin sirasiyla (2.220) ve
(2.221) sinir kogullarini saglayan ¢oziimleri olmak tizere a<x<y<b, A — oo iken

2 Sin(kl/z(x—a))cos(k‘/2 (b—y)) 2l

G(X,YJ»)Z—X COS(}MI/Z (b—a)) +cos(}d/2 (b—a))
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+0(27"?) (2.374)
XCOS (7»1/2 (x— a))cos (Xl/z (b- y))

+{cotﬁ+%(yq(y)bq(b)+j‘tq'(t)dtﬂ

xsin (7»1/2 (X - a))sin (7“1/2 (b - y))

ile verilir. a <y <x <b durumu igin, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.
ispat:

AN smir kosulu altinda probleme ait ‘P(t,?») ve CD(t,X) ozfonksiyonlari A — o
iken, sirasiyla (2.222) ve (2.223)’ te verildigi gibi elde edilmistir. ‘I’(t,k) ’ nin tiirevi i¢in
(2.46), (2.47), (2.209), (2.213), (2.228), (2.229) ve (2.233) degerleri (2.17)’ de yerine
yazilirsa

P (t,0) = {_Cw + %Mz (q(b)cos 202 (b—a)—q(a) —%) + o(x‘/zn(x))}
q(b) (cos2kl/2 b-a) cos2k'/2(b—t))

1+~ }H t
X +Iq'(x

+0(2 (1))
[ Ly (b)stN/z(b—t)+0(k"/zn(k))}

><[—sin1<—l7»1/2 COSK-l-%}\.I SiIlK-i—O(}\«ln(?\.)):l

{1/24_ K1/2[q 00827\.1/2(13 t :|+O( 1/2T’|(7»))}

x[cos K —%7{1/2 sin Kk — 2—027[1 COSK + O(?Jln (%))}
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C0827u1/2 b—t)- cosZkl/z(b—a))
=chcosk —A"?sin+
c

i
5 tz_j
(bt

><c0s1<—%q(b)sir12k]/2 - )sinK+O(n(k))

bulunur. Benzer sekilde ®(t,k)’ nin tiirevi i¢in (2.50), (2.51), (2.209), (2.213), (2.238),

(2.239) ve (2.243) degerleri (2.17)’ de yerine yazilirsa

D'(1,2) = {sin[}+%7\1 M+ o(r™n? (x))}

sinf3
) 1+%K[q(b)(l cos 21" (b-t)) jq }
+0(r (%))
{_%}H/Zq(b)sin 20" (b-1t)+0 (17 211(%))}

2
{coscs—?ul/2 cotBsincs—COt2 B?CI cosc+0(k1n(k))}

_[;g/z %wz (q(b)cos20 (b—t)—q(t))+O (2" 211(7»))}

x{— sino—A"*cotBcoso + %7»1 cot’ Bsinc + O(?(ln (K))}

SiZB(q(b)(1+c052k1/2(b—t))—jq'(x)dx}

=sin BAY* sin 6 +cosPcos o + t

()

x A sino— % 272q(b)sin 24" (b—t)cos o+ O (1" (1))
elde edilir. Son esitliklerde trigonometrik agilim kullanilirsa

‘P’(t,k):ckcoskm(t—a)—{%[ +qu dxjH}

x A2 sin A2 (t—a)+0(1)

(2.375)

ve
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' (t,n)=2" smﬁsmx'ﬂ(bt){Sigﬁ(tq(t)bq(b)+jxq'(x)dxj]

+cosp (2.376)

xcos 1 (b—1)+ O(1 72).
Simdi (2.222), (2.223), (2.375) ve (2.376) degerleri (2.331)’ de yerine yazilirsa
w(L)=Y(t,1)D' (t,A)-¥ (t,A)D(t,2)

cAV? sin(kl/2 (t—a))+{1+%(aq(a)—tq(t)+.:l:xq’(x)dx]:l

><cos(7»1/2 (t—a))+0(7fl/2)

sin 3 tQ(t)_bq(b)
v ) 2 (1 = | b
JHsinBsin (12 (b=1))+ | cosp+ = +]xq’(x)dx

X COS (kl/z (b— t)) + O(?fl/z)

aq(a)—tq(t)
C?\,COS(XI/Z(t—a))— 1+C{ t J }\‘1/2

_ 2 +J.xq'(x)dx

xsin(%l/z(t—a))+0(1)
_(ta(t)=bq(b)
sinBcos(kl/z(bt)){smﬁ( b ) }JFCOSB 512

2 +qu’( )dx

t

xsin (1 (b—t))+ O (%™ (2.377)
ccosP+sinf

=—chsinBecos(A*(b—a))+| csin /2
inbeos(i(o-2) {* Zﬁ(aq(a)—bq(b))]k

xsin(1"* (b—a))+0(1)
bulunur ve buradan

1 1
l{cotﬁ+i+;(aq(a)bq(b))}km]

w(%)
x tan (Xl/z (b — a)) + O(?JI)

—c?»sinBcos(k'/2 (ba))x{
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1 -
csinBcos(?»l/2 (b —a)) &
x{l-ﬁ- {cotﬁ +é+%(aq(a) —bq(b))} 22 tan(kl/z (b —a))—i— O(kl)}
:l (2.378)

: - 1L g (a) -
__CSiHBCOS(Kl/Z(b_a))X csinB[COtB+c+2(aq(a) bq(b))
sin(km(b—a))

cos’ (Xl/z (b — a))

x A V2

+O(7E2)

olur. Sonug olarak; (2.222), (2.223) ve (2.378) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak ispat

tamamlanir. m

Asagida AD sinir kosulu i¢in Green fonksiyonu yaklagimlart verilmistir:
Teorem 2.33: ‘I’(t,k) ve CD(t,?u) fonksiyonlari, (2.244) probleminin sirasiyla (2.247) ve
(2.248) sinir kogullarini saglayan ¢oziimleri olmak tizere a<x<y<b, A — oo iken

_ —12Sin(}‘l/z(x_"“))Siﬂ(?bl/2 (b—y)) 2!
G(x,y,k)=-1" sin (A" (0-a)) ")

56a(a)-ba(0)+eor (2 (5-)

xsin (7»1/2 (X - a))sin (Xl/z (b - y))
_%{yq(y)—bq(b)+]jtq!(t)dt} +O(7»73/2) =
xsin (kl/z (x— a))COS (7‘1/2 (b- y))

-[gg[aq(a)—xq(x)+jtq'<t>dtﬂ

X COS (Xl/z (x- a))sin (7“1/2 (b- y))

ile verilir. a <y <x <b durumu igin, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.
Ispat:
AD sinir kosulu altinda probleme ait ‘P(t,?») ve O (t,k) ozfonksiyonlart A — o

iken, sirastyla (2.249) ve (2.250)’ de verildigi gibi elde edilmistir. “P('[,?\,) > nin tilirevi bir
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onceki teoremde hesaplanmistir. Benzer sekilde q)(t,k) ’ nin tiirevi ic¢in (2.81), (2.82),

(2.209), (2.213), (2.239), (2.251) ve (2.252) degerleri (2.17)’ de yerine yazilirsa
o'(61)=[ A +0 (A0’ (1))]
b

X{Hiw {q(b)(l—cos 201 (b—t))—jq’(x)dx}o(xln(x))}

t

[—%K‘l/zq(b)sin 20 (b-t)+O(r zn(K))}
x[sin o+ O(}f‘n(k))}
[ oo (o) -a )01
x[cos o+ O(?Cln(l))]

=CoSG+ %k"lq(b)sin 20172 (b - t) sinc

b

+|:i£q(b)(l+COS 012 (b_t))_jq,(x)dxl_%q(t)}k"l COSG+O(};‘n (k))

t
bulunur. Bu esitlikte trigonometrik ac¢ilim kullanilirsa

@' (t,A)=cosA"” (b—t)—%k’l/2 (tq(t)—bq(b)+j.xq’(x)dxjsin A (b-t)

+O(7f1)

(2.380)

elde edilir. Simdi (2.249), (2.250), (2.375) ve (2.380) degerleri (2.331)’ de yerine yazilirsa

cAV? sin(kl/2 (t —a))J{ljtg(aq(a)—tq(t)+j:xq'(x)dxﬂ
XCOS(?\,W (t—a))—i—O(?f'/z)

cos(?»l/2 (b—t))—%?fl/2 [tq(t)—bq(b)+ixq’(x)dx}

xsin (1" (b—1))+O(1™)

w(k):

ckcos(?»l/2 (t —a))—{%(aq(a)—tq(t)+

><sin(7»'/2 (t—a))+0(1)

0 oy =

xq'(x)dx}tl}uv2
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—\"sin (A2 (b—t))—%xl (tq(t)—bq(b)+jxq'(x)d><}
><cos(7»1/2 (b—t))+0(k_3/2)
=AY sin(kl/2 (b—a))+{%(aq(a)—bq(b))Jrl}cos(kl/2 (b—a)) (2.381)

+O(7C‘/2)

X

bulunur ve buradan

1 _ 1
W(?“) 1_,_[( +1} N2
cA?sin(1"? (b-a))x4 L2 c
><cot(k1/2 b—a) ) (X 1)
1 17, .,
_ 1 22 1_|:5( - b +E:| o

| 1 2.382
csm(X/ (b—a)) ><c0t(7u1/2 b-a ) (;L 1) | |

-— (kl/i(b_a))x—l/z_[i(aq() bg (b)) + iz}x
y cos(?»l/2 (b—a))
sinz(xm(b—a))

+O(7f3/2)

olur. Sonug olarak; (2.249), (2.250) ve (2.382) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak ispat

tamamlanir. m

2.2.2.2. Bilineer Durum (BN ve BD)

Asagida BN smir kosulu i¢in Green fonksiyonu yaklasimlar verilmistir:

Teorem 2.34: ‘I’(t,k) ve CD(t,?u) fonksiyonlari, (2.253) probleminin sirasiyla (2.256) ve
(2.257) sinir kosullarini saglayan ¢oziimleri olmak tizere a<x<y<b, A — oo iken

-1/2 COS(XI/Z(X_a))COS()\’l/Z (b—y)) !

G(X,Y,?L)= sin(kl/z (b—a)) _sin(kl/z (b—a))
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{%[yq(y)—bq(b)+jtq'(t)dt]+cot[$}

><cos(7nl/2 (x— a))sin (}‘1/2 (b- y))

X

A m-sate)efutoa |
xsin (x'/z (x —a))cos(kl/2 (b- y))
| Haa(a)-ba() reorp £ Jeor (1 0-)

><cos(7»1/2 (x— a))COS (7‘1/2 (b- y))

+o(x3/2) (2.383)

ile verilir. a <y <x <b durumu igin, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.

BN sinir kosulu altinda probleme ait ‘P(t,%) ve CD(t,k) ozfonksiyonlart A — o

2

2e

iken, sirastyla (2.258) ve (2.259)° da verildigi gibi elde edilmistir. d)(t,?»)’ nin tiirevi
(2.376) olarak hesaplanmistir. Benzer sekilde ‘P(t,)n)’ nin tiirevi i¢in (2.96), (2.97),

(2.209), (2.213), (2.229), (2.266) ve (2.267) degerleri (2.17)’ de yerine yazilirsa

¥(t,)= {ex +(c_+fj+%7”l/2q(b)sm 272 (b—a)+0<7‘wn(k))}

1+ ia]
4 +Iq’(x)dx

a

+0(2 (%))

q(b)(cos 2012 (b —a)—cos 2012 (b—t))
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{_%x‘mq(b)sin 217 (b-1)+0(1 " (7*))}

Cn._ 1 . 1(c
COSK+—A I/ZSIHK——(—

2
A cosk
e e

X

+%7V]Q(b)sin 217 (b-a)sink+0(r"n(%))

{W +%x-1/2 (jszw (b_t)_q(t)}o(k”n(x))i

sink— S COSK—%)L_lq(b)Sin 2012 (b—a)COSK
e
X

_%[ET 27 sink+0(1 (1))

q(b)(cos 20" (b—a)+cos21"” (b—a)) |

e
—_ t
= —eAsink+choosk—| ¢ +J.q'(x)dx

x A sinc+ 0 (1 (1))

bulunur. Son esitlikte trigonometrik a¢ilim kullanilirsa

WL 1) = —eh?? Sin(xlﬂ (t—a)){c—%(aq(a)—tQ(t)JrjXQ'(X)dXH (2.384)

xkcos(kl/2(t—a))+0(kl/2)

elde edilir. Simdi (2.258), (2.259), (2.376) ve (2.384) degerleri (2.331)’ de yerine yazilirsa

ekcos(kl/2 (t —a))+k1/2 {c—%[aq(a)—tq(t)+j:xq'(x)dxﬂ

w(k)z
xsin(kl/z(t—a))"‘o(l)
. (ta(t)-bq(b)
) }\,l/zsinBSin(Kl/z(b_t))"' COSB"‘% +jixq'(x)dx

t

><cos(k'/2 (b - t)) + O(?fl/z)
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—e)Y? sin(?»l/2 (t—a))+{c—§[aq(a)—tq(t)+_jxq'(x)dxﬂ

X\ cos(kl/2 (t—a))+0(k1/2)

i tq(t)-bq(b)
sinpeos (1" (b=1)) =27 cosp+=25| b
X ( ) 2 +IXq (x)dx (2.385)

xsin(1Y? (b—t))+0(%™)

=en?? sin[%sin(?ul/2 (b—a))+[65i2nB (aq(a)—bq(b))]

+ecosP—csinf

X?\,COS(}\,VZ (b—a))+O(Kl/2)

bulunur ve buradan

1 _ 1
T
1" sin sin (1" (b—a)) +| 5 (aa(a)—ba(b))+cotp
XA 1/zcot( A" (b-a) )+ ( )
= 1 2 x I_B( ba(t) reotp— 2386
esinBsin(kl/z(b—a)) e 1/200,[( A (b- a))+ ( ) (2.380)
) I b 11 c
_esjnﬁsin(km(b—a))k eSlnB[ ( ( ) bq(b))-i-COtB e}

-2 COS( l (b a)) ( 5/2)

22
sin ( " (b- a))

XA

olur. Sonug olarak; (2.258), (2.259) ve (2.386) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak ispat

tamamlanir. m
Asagida BD siir kosulu i¢in Green fonksiyonu yaklasimlari verilmistir:
Teorem 2.35: ‘P(t,l) ve <I)(t,7») fonksiyonlari, (2.268) probleminin sirasiyla (2.271) ve

(2.272) smir kosullarini saglayan ¢oztiimleri olmak tizere a <X <y <b, A — o iken

2 C08(A” (x—a)Jsin (2" (b-y)) A

G(X,y,7\,)=— COS(KI/Z (b—a)) +cOS(}\’l/2 (b—a)>
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—{yq(y)—bQ(b)+th'(t)dt}

2
><cos(7»1/2(X—a))COS(}‘V2 (b—y))
) —E—%(aq(a)—Xq(x)+jtq'(t)dtﬂ +o(17"?) (2.387)

xsin (7»1/2 (X - a))sin (Kl/z (b - y))

j{g_%(aq(a)—bq(b))} tan(kl/2 (b—a))

X oS (7»1/2 (x— a))sin (Kl/z (b- y))

ile verilir. a <y <x <b durumu igin, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.
ispat:
BD sinir kosulu altinda probleme ait ‘P(t, X) ve O (t,k) ozfonksiyonlart A — o

iken, sirasiyla (2.273) ve (2.274)’ te verildigi gibi elde edilmistir. Tiirevleri ise (2.380) ve
(2.384) olarak bulunmustur. Bu durumda (2.273), (2.274), (2.380) ve (2.384) degerleri
(2.331)’ de yerine yazilirsa

ekcos(kl/2 (t —a))+{c—%(aq(a)—tq(t)+jxq’(x)dxﬂ

X2 sin(?»l/2 (t—a))+0(1)

w(h)=

1

cos(kl/z(b—t))—ak"l/z[tq(t)—bq(b)+i|:‘xq’(x)dx]
xsin (1 (b—t))+O(1")

0 sin (A2 (t—a))J{c—%(aq(a)—tq(t)Jrixq'(x)dxﬂ
xhcos (A (t-a))+O (1)

S sin (312 (b—t))—%(tq(t)_bq(b)+jxq'(x)de

xA " cos (2" (b—1))+0(2"?)

~e.cos(1)” (b—a)){c—%(aq(a)—bq(b))}*l/2 (2.388)

><sin(7ul/2 (b—a))+0(l)
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olur ve buradan

1 1

) (aa(a)-ba(v)|

w(*) 1{
ekcos(ﬂ2 (b—a))x €
V2 tan(kl/2 (b- a)) K 1

1 A 1{3“ (b )}
= = Txe o Le (2.389)
ecos(MH(0=2)) ]2 (3% (b-a)) + O (1)
1 C 1
- N —bq (b
eCOS(Kl/Z(b—a)) |:ez 2e(aq(a) q( )):|

sin (kl/z (b— a))
cos’ (k‘/z (b- a))

x A2

+O(7[2).

elde edilir. Sonug olarak; (2.273), (2.274) ve (2.389) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak

ispat tamamlanir. m

2.2.2.3. Kuadratik Durum ( KN ve KD )

Asagida KN sinir kosulu i¢in Green fonksiyonu yaklasimlar1 verilmistir:

Teorem 2.36: ‘P(t,%) ve @(t,k) fonksiyonlari, (2.275) probleminin sirasiyla (2.278) ve

(2.279) sinir kogullarini saglayan ¢oziimleri olmak iizere a<x<y<b, A — oo iken

s Sin(w/z(x—a))cos(kl/2 (b—y))+ 2l
cos(%l/2 (b—a)) c:os(w/2 (b—a))

[cot[ﬂ%[}’q(}’)bQ(b)JFItQ'(t)dtﬂ
xsin (7»1/2 (x —a))Sin(M2 (b- y))

1
y —E(aq jtq j +O(7C3/2),
><cos(7x'/2 (x— a))COS(ll/z (b- y))

-| 3 (sa(s) (o)) ot fan (2 (b-a)

xsin(L"? (x—a))cos (A" (b—y))

G(x,y,k):—

(2.390)
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ile verilir. a <y <x <b durumu i¢in, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.
Ispat:

KN sinir kosulu altinda probleme ait LP(t,?u) ve @(t,?») ozfonksiyonlar1 A — o
iken, sirastyla (2.280) ve (2.281)" de verildigi gibi elde edilmistir. @ (t,A)’ mn tiirevi ise
(2.376) olarak hesaplanmistir. Benzer sekilde ‘I’(t,?») > nin tiirevi icin (2.126), (2.127),
(2.209), (2.213), (2.229), (2.286) ve (2.287) degerleri (2.17)’ de yerine yazilirsa

2 2 C

w(1,0) = {—CW —o\”? {M—mws 2" (b—a)+g}+0(xl/2”(”))}

| q(b)(cosZ?»'/2 (b—a)—cosZ?»l/2 (b—t))
1+=27" o
xq 4 +J-q’(x)dx
+0(% (1))

[_%x‘mq (b)sin 2012 (b—t)+0O (7‘_1/271 (7‘))}
x[—sin K+ O(?Cln (7»))}
x[cos K+ O(?fln (K))J

=c)A’cosk —%kq(b)sin 21" (b—t)sin«k

) %(q(b)(cos 21" (b—t)—cos2A"? (b—a))+jq’(x)de
+5(a(a)-a(0)+5

xkcosm+0(7m(k))

a

elde edilir. Bu esitlikte trigonometrik acilim kullanilirsa

Y (t,1) = cA?cosA”? (t—a)—%[aq(a)—tq(t)+j‘xq'(x)de

x A2 sinAY? (t—a)+O(n)

(2.391)

bulunur. Simdi (2.280), (2.281), (2.376) ve (2.391) degerleri (2.331)’ de yerine yazilirsa
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cka/zsin(xl/z(t—a))+%[aq(a)—tq(t)+jxq’(x)dx]
xkcos(k‘/z(t—a))+0(k‘/2)

_[ta(t)=ba(b)
Wsinﬁsin(xl/z(b_t))Jr COSBHIHB{ b J

x 2 +qu’(x)dx

t

w(k)z

><cos(7yl/2 (b—t))+0(7u_l/2)
cA’ cos(?»l/2 (t —a))—%{aq(a)—tq(t)Jrjxq'(x)dxj
X2 sin(?»l/2 (t —a))+0(k)

. / sin 8 GRS
smBCOS(7L (b_t))_ COSB+T +j.xq'(x)dX

t

xA " sin (A" (b—1))+O(1")
(2.392)

= —c\’ sinBcos (A (b—a))+C{COSB+ Sigﬁ(aq(a)—bq(b))}
x A2 sin(?xl/2 (b- a))+ O(%)

bulunur ve buradan

- 1
1{cotﬁ+;(aq(a)—bQ(b))} }

w(%)
xA "% tan (7»1/2 (b - a)) + O(?C' )

—c)A’ sinBcos (?»1/2 (b—- a)) x|

__ 1 2
csinBcos(Kl/2 (b—a))

x{l+[cot B+%(aq(a)—bq(b))}?»l/2 tan (1" (b—a))+o(x1)} (2.393)

_ ! - [cotB%(aq(a)—bQ(b))}

_csinBcos(Kl/2 (b—a)) csinf

sin (7»1/2 (b- a))
cos’ (Xl/z (b- a))

-2 +o(1)

XA

olur. Sonug olarak; (2.280), (2.281) ve (2.393) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak ispat

tamamlanir. m
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Asagida KD sinir kosulu i¢in Green fonksiyonu yaklasimlart verilmistir:

Teorem 2.37: ‘P(t,%) ve @(t,k) fonksiyonlari, (2.288) probleminin sirasiyla (2.291) ve

(2.292) sinir kogullarini saglayan ¢oziimleri olmak tizere a<x<y<b, A — oo iken

B _12sin(kl/z(X—a))sin(Xl/z(b—Y)) A
G(x.y.n)=-1" sin(A" (b-a)) ~sin(1% (b-a))
%[yq(Y)—bQ(b)+th'(t)dtJ
xsin(kl/z(x—a))COS(xl/z(b_y))
| : (2.394)
y +5[aq(a)—XQ(X)JF:':tq’(t)dt] +O(7f3/2)

X oS (kl/z (x- a))sin (7\1/2 (b- y))

‘%(aq(a)—bq(b))cot(” (b-a))

xsin (kl/z (X - a))sin (7\1/2 (b - y))

ile verilir. a <y <x <b durumu i¢in, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.
Ispat:
KD sinir kosulu altinda probleme ait ‘P(t,?») ve O (t,k) ozfonksiyonlart A — o

iken, sirasiyla (2.293) ve (2.294)’ te verildigi gibi elde edilmistir. Tiirevleri ise (2.380) ve
(2.391) olarak bulunmustur. Bu durumda (2.293), (2.294), (2.380) ve (2.391) degerleri
(2.331)’ de yerine yazilirsa

cAY? sin(?»l/2 (t—a))+%[aq(a)—tq(t)+j-xq'(x)dx}
X}\,COS(;LI/z (t —a))+0(k'/2)

cos(?»'/2 (b—t))—%(tq(t)—bq(b)Jrixq’(x)dx]

t

W(K):

X

x1 7 sin (1" (b—1))+0O(1™)

cA? cos(kl/2 (t—a))—%(aq(a)—tq(t)+j:xq’(x)dxj

x1.Ysin (A (t-a))+O(1)
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A sin(kl/2 (b —t)) —%(tq(t)—bq(b) + j.xq’(x)dxj
XA~ cos(?»l/2 (b- t)) + O(?C3/2)
=AY sin (272 (b—a))+%x(aq(a)—bq(b))cos(x'/2 (b—a)) (2.395)
+O(7J/2)
bulunur ve buradan

1 1
w 1
" 1+ 3 (aa()-ba(b)

c?f/zsin(?»'/z(b—a X
XA\~ 1/2c0t( 1/2(b a)) ( )

1_%(aq(a)—bq(b)) (2.396)

xA 2 c:ot(?»l/2 (b- a)) + O(?C] )

1
— 7\‘73/2
csin(k]/2 (b—a)) *

1 1 cos?»l/z(b—a)

= A\ ~-bq(b))———%

csin (1.7 (b—a)) 2 (2a(a)-ba( ))sinzkl/z(b—a)
+O(X 5/2)

Sonug olarak; (2.293), (2.294) ve (2.396) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak ispat

tamamlanir. m

2.2.2.4. iki Simir Kosulunun da Ozdeger Parametresine Bagh Oldugu Durum

Asagida (2.296)-(2.297) smir kosulu icin Green fonksiyonu yaklasimlari verilmistir:
Teorem 2.38: lI’(t,?u) ve @(t,?») fonksiyonlari, (2.295) probleminin sirasiyla (2.298) ve
(2.299) sinir kosullarini saglayan ¢oztimleri olmak lizere a <x <y <b, A — o iken

i) a}, #0,b}, #0 oldugunda

o aefi o)
sin(kw(b—a)) sm(?»l/2 (b— a))

G(X,y,k) =
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{M +l(aq(a)—bq(b))}C0t(xl/2 (b-a))

a)b’ 2
xcos 1/2 X a))cos(?»l/z(b—y))

(x +Itq t)de |+
x a

xsin (A" ( )cos( 1/z(b—y))
Elyq Itq'(t)dt —E—E]
(»

/
1/2 )sm( 1/z(b—y))

+ o(ﬁz) (2.397)

X COS

ile verilir ve a <y <X <b durumu igin, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.

ii) a}, #0,b, =0 oldugunda

~ cos(?»l/z(x—a))Sin(Kl/z(b_Y)) 2 B
G(x,y,A)=- cos(%l/z(b—a)) / _cos(w/Z(b—a))
L ana) (o) an (1 (0-4)
xcos(?»l/z(X—a))Sin(xl/z(b_Y))
1 - ! (2.398)
il foa) 5]

><sin(7ul/2 (x— a))sin (7‘1/2 (b- y))

XCOS(?\.I/Z (x —a))cos(?»l/2 (b- y))
ile verilir ve a <y <x <b durumu i¢in, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir (A — o).
iii) a}, =0,b, #0 oldugunda

s e N
cos(kl/z(b—a)) cos(k'/2 (b—a))

G(X,y,K):—
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ajb; —a,b} 1 _ | 12 (1
{ 7 2(aq(a) bq(b)) tan(k (b a))

xsin (kl/z (X - a))COS (XW (b - y))

(aq<a>—xq<x>+Itq'(t>dt —}
><cos(7ul/2 (x —a))COS(XW (b- y))
+[%[yq(Y)—bq(b)+th'(t)dt}:j_ﬁ

'
2

+ o(ﬁ“) (2.399)

xsin (7»1/2 (x— a))Sin(kl/z (b- y))

ile verilir ve a <y <x <b durumu igin, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.

iv) a;, =0,b, =0 oldugunda

o1 (a1 (o)) o
sin(kl/2 (b—a)) sin(?»l/2 (b—a))

[%+%(aq(a)—bq (b))}cot(kv2 (b—a))

xsin (7»1/2 (X - a))sin (Xl/z (b - y))

—{%(%I(a)—Xq(x)+]‘tq'(t)dt +a_ﬂ (2.400)

+O(7C3/2)

G(x,y,?»):—

X oS (7»1/2 (x— a))sin (7“1/2 (b- y))

sin(kl/2 (x —a))cos(kv2 (b- Y))

ile verilir ve a <y <X <b durumu igin, bu esitlikte x ve y’ nin yerleri degistirilir.
ispat:

i) a,#0,b, #0 iken; ‘P(t, k) ve O (t,?») Ozfonksiyonlari, sirasiyla (2.300) ve
(2.315)’ te verildigi gibi elde edilmistir (A —o0). W(t,A)’ mn tiirevi ise (2.151), (2.157),

(2.158), (2.209), (2.213), (2.229), (2.307) ve (2.308) degerleri (2.17)’ de yerine yazilirsa
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1\2 ’
"(t1)= —a’K+ a —@j+%kl/zq(b)sin27\1/2(b—a)+0(7u‘/zn(k))}
2

cos 22 (b—a)—cos 22 (b- t))

14— x‘ t . +O(r™n(n))
dx
; -2 bs1n2k1/2(b t)+0(7v1/2n(7“))}
q(b)sin 21" (b—a)sin«k
X cosK—a—,lk_l/ZSinKle a ) );1+O(7C1n(7»))
a) 2 _(—‘] cos K
a
y 2
|3 30 (a(b)eos 22 (b-1)=q(1) +O(1 1 (2) |
q(b)sinZK‘/z(b—a)COSK
. a, 12 1 2 - -
x| sink+—A"*cosk —— ' AT +O(A (A
a, 2 +(ﬂj sin k ()
a,

!

=a/ A" sink+a/Acosk + {%q(b)(sin 22 (b - t) —sin2A"? (b - a))}w/z COS K

X [cos27»1/2(b—3) ]
' a;
~a, + 2 (a(b)eos20” (b-1) ~a (1)) -2

—cos2A"? (b—t)

+jq’(x)dx

x AV sin k + O(kl/zn(X))

bulunur. Son esitlikte trigonometrik a¢ilim kullanilirsa

!

%z[aq(a)—tq(t)+jxq'(x)dxﬂ (2.401)

W'(t,1)=a,r"sin (kl/z (t—a))+{a; +
><kcos(7»l/2 (t—a))+0(7»1/2)

elde edilir. CD(t,k)’ nin tiirevi i¢in benzer sekilde (2.164), (2.169), (2.170), (2.209),

(2.213), (2.239), (2.323) ve (2.324) degerleri (2.17) de yerine yazilirsa
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—b;k—%{q(b)(l—coﬁkvz(b—t))—jjq’(x)dx}

O'(t,1) =

+{b2 B (;2 }r O(n (7“))
[_% 27%q(b)sin 22" (b—t) +O(r " 211(7»))}

2
X cosc7+b—,'7f1/zsincs—l b 7\,_1COSG+O(7\,_11’](}\,))
b 2\ b,

2

' \?
% _SinGJrﬂ};‘/zcoschrl b—,l A sinc5+0(7ﬁ'n(?u))
b, 2\ b,

!

b, -b—;[q(b)coszw/z(b-t)-q(t)]

_%{q(b)(l—cos 20V (b—t))—iq'(x)dx}

t

=—b/A"*sinG +b/Acosc +

x A/ sinc + b_22}Ml/zq(b)smzw/2 (b—t)coso+ O(}Ll/zn (k))

bulunur. Son esitlikte trigonometrik agilim kullanilirsa

t

' (6,1) = by sin (112 (b—t)){bi —b—;(tq(t)—bQ(b)+T Xq'(x)dxﬂ (2.402)

xhcos(1"? (b-1t))+0O(1").
Simdi (2.300), (2.315), (2.401) ve (2.402) degerleri (2.331)’ de yerine yazilirsa

!

—a’zkcos(kl/2 (t —a))+{a; +a—;(aq(a)—tq(t)+j.xq’(x)de:l

Y sin(%l/2 (t—a))+0(1)

—b/A"? sin (kl/z (b—t))-i‘l:bi —b—;[tq(t)—bq(b)+ixq’(x)dxﬂ

t

w(k):

X

XA COS (Kl/z (b - t)) + O(kl/z)



XA cos(?»l/2 (t—a))+0(kl/2)

!
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a/\ Y’ sin(kl/2 (t—a))+|:a{ +a—2'2[aq(a)—tq(t)+jxq'(x)dxj

—bl A cos (Xl/z (b- t)) - {b; — b—22

[tq(t)—bq(b)+jxq’(x)dx]

t

(2.403)

X1 sin (A" (b—1t))+0(1)

=albi\" sin(kl/2 (b —a))+ [a;b'2 —alb + azzbz (aq(a) —bq(b))}

x\? cos(kl/2 (b—a))+0(k3/2)

bulunur ve buradan
1 1

W(?L) |:a!b/ _a/b/ 1 j|
1+ —=—*"1+—(aq(a)—bq(b
a;b,2.7 sin (1" (b—a))x a;b; 2( (3)=ba()

17 cot(A? (b—a))+O(1™)
_abi-alb; 1 B
_ 1 2752 : { alb! +2(aq(a) bq(b))}

= a\bl sin (kl/2 (b —a)) 2 cot(KI/z (b — a))+ 0(7»71)

(2.404)

) | e 1 [l 1
alzbr2 sin(?»l/z (b—a)) a;b’2|: a,zb,z + z(aq(a) bq(b)):|
. cos(?»l/2 (b—a)) +O(7E7/2)

sin’ (kl/z (b — a))

olur. Sonug olarak; (2.300), (2.315) ve (2.404) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak ispat

tamamlanir.

ii) a,=#0,b,=0 iken; W(t,1) ve ®(t,1) o6zfonksiyonlari, sirasiyla (2.300) ve
(2.316)’ da verildigi gibi elde edilmistir (A —o0). Ayrica ‘I’(t,k)’ nin tiirevi (2.401)
olarak bulunmustur. Benzer sekilde @(t,?»)’ nin tiirevi i¢in (2.166), (2.173), (2.174),
(2.209), (2.213), (2.239), (2.329) ve (2.330) degerleri (2.17)’ de yerine yazilirsa

O'(t,1) = -bh"> = b A" +O(A '’ (1)) ]

x {1 + ikl [q(b)(l —cos 202 (b—- t)) - j.q'(x)dx} + O(?Cln (k))}

t
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[_%xmq(b)sin 217 (b-1)+0(1 " (7“))}

1 1

2
X [sin c— %7{1/2 COSG— %(%) L7'sinc + 0(7»_111 (k))]

1 1

2
X [cos c+ %Xl/z sinc — %(%) L 'coso+ O(Wln (k))]

!

=b'Acosc+b Xl/zsinChLE b)sin2A"?(b—t)sinc
1 2 2q

' q(b)(1+cos 2012 (b—t))

1_(2;? +b?;q(t)+zl _j'q'(x)dx cosc+0(n(7u))

elde edilir. Bu esitlikte trigonometrik acilim kullanilirsa

@' (1,1.) = b2 cos (1 (b—t)){bz —b;;[tq(t)—bq(b)+qu'(x)dxﬂ (2.405)

t

x A2 sin(kl/2 (b—t))+0(1).

Simdi (2.300), (2.316), (2.401) ve (2.405) degerleri (2.331)’ de yerine yazilirsa

—aé?»cos(?»'/z (t—a))+ a, +%(aq(a)—tq(t)+§xq'(x)dxﬂ

w(h)=
<A sin (A (t-a))+O(1)

t

) b{kcos(kl/z (b—t))+ _bz —b?;{tq(t)—bq(b)+ixq'(x)dxﬂ

< sin (1”2 (b—t))+ O(1)

~b\" sin (112 (b—t)){b2 —%(tq(t)—bq(b)+qu'(x)dxﬂ

t

><cos(7ul/2 (b- t)) + O(X"I/z)
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al\y? sin(?J/2 (t—a))+ al +a—22£aq(a)—tq(t)+j.xq'(x)dxﬂ

X?\,COS(?\,I/Z (t —a))+0(k1/2)

X

=—alb/\? cos(?»l/2 (b- a)) +| abl —alb, + 322 ' (aq(a)—bq(b))} (2.406)

x 2" sin(1"* (b-a))+O(1)

bulunur ve buradan

1 1

w(2)

’ /
TN ' azbl
1 |ab —ab,+

1-
—a)b/A’ cos(?»l/2 (b—a))x a;b; x(aq(a)—bq(b))

xA "% tan (kl/z (b- a)) + O(?(l)

! !
a.b
1 [albi—aib, + 222

_ 1 5 1+ o
- a’zb{cos(kl/z(b—a))k ol x(aq(a)-ba(b))
x1 " tan (1 (b-a))+O(%™")
ab; —a3b,
1 22 1 a,b;
a'b’ cos(L”*(b—a a’b'| 1
2+1 ( ( )) 2-1 +E(aq(a)_bq(b))

sin(A"*(b—-a
cosz((Xl/z((b - a)))) ’ O(}[B ) (2.407)

x }\;5/2

Sonug olarak; (2.300), (2.316) ve (2.407) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak ispat

tamamlanir.

iii) a, =0,b, #0 iken; ‘P(t,?») ve (I)(t,k) Ozfonksiyonlari, sirastyla (2.301) ve
(2.315)’ te verildigi gibi elde edilmistir (A — o). Ayrica CI)(t,k)’ nin tiirevi (2.402)
olarak bulunmustur. Benzer sekilde \P('[,}\,)’ nin tiirevi i¢in (2.153), (2.161), (2.162),
(2.209), (2.213), (2.229), (2.313) ve (2.314) degerleri (2.17)’ de yerine yazilirsa
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—a\? +{a1 +a—2‘(q(b)cos 201 (b—a)—q(a))} A

Y'(t,A)=
+0(2 (1))
q(b)(cosZ?»l/2 (b—a)—cos21” (b—t))
1
x{1+—17" +O(A (%
4 +Iq’(x)dx ( ( ))
{—%wﬂq(b)smzw (b—t)+0(7»‘1/2n(7u))}
1 2
_ a, . . a o B}
x[—smK—a—?K I/ZCOSK-i-E(a—?] A 1smK+O(7» ln(k))}
X
_[w #1300 (g b)eos 22 (b-1)-q (1) + o(xl/zn(x))}
2
x!comc—i—??»l/z sinK—%(i—?J A COSK+O(7»ITI(7»))}
_ . B}
al a
% (a(a)-a()) -2, -2
1
=a/Acosk—a,\/7sink+ ' q(b)(cosZk‘/z(b—t)—cos2kl/2(b—a))
+-1
+Iq'(x)dx

!

xcom—%q(b)sin 2012 (b—t)sinK+O(n(K))

elde edilir. Son esitlikte trigonometrik agilim kullanilirsa

Y'(t,A)= a{kcos(k'/z (t —a))—[a2 +%;(aq(a)—tq(t)+jxq'(x)dxﬂ

x A2 sin(kl/2 (t—a))+0(1).

(2.408)

Simdi (2.301), (2.315), (2.402) ve (2.408) degerleri (2.331)’ de yerine yazilirsa

alA!? sin(?»l/2 (t—a))+{a2 +%(aq(a)—tq(t)+j.xq'(x)dxﬂ

a

w(k):
XCOS(?\.I/Z (t—a))+0(7f1/2)
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!

—biA? sin(kl/2 (b—t))+|:b{ —b—;(tq(t)—bq (b)+ jxq'(x)dxﬂ

x.cos (1" (b—1))+O(1"?)

X
f—/%\

!

—b'zkcos(kl/2 (b— t))—{b; —b?z(tq(t)—bq(b)+j:‘xq’(x)dxﬂ

<1 sin (A (b—1))+0(1)

|
/__/5_‘\

ajhcos(L" ( —; —t +tx "(x)dx
Jakeos(r (1-a))- { ( () !q() H (2.409)
xk'/251n< A2 (t— a))+O
AW ’ ’ a’b!
=a1b2kzcos( A (b a))J{ab —a,b) — lzz(aq(a)—bq(b))}
x}f/zsin( A2 (b-a )+O
bulunur ve buradan
1 1
V0" {a'b'_abr 1 }
1+| —+-—2——(aq(a)—-bq(b
a;b;k2cos(xl/2(b—a))x a;b) 2( (2)-ba(b))
x\ V2 tan(?»l/z(b—a))+0(7fl)
ab'—ab, 1
1-| ——2=2-—(aq(a)-bq(b }
e e

aibycos(27(b-a)) | o, (A" (b-a))+0(2")

_ 1 L1 [abj-ab, 1 balb ]
a{b;cos(ﬂ/z(b—a)) a{bi alb) z(aq(a) al ))_
sin(?»l/z(b—a))

cosz(kl/z(b—a))

x A2

+O(7f3)

olur. Sonug olarak; (2.301), (2.315) ve (2.410) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak ispat
tamamlanir.
iv) a,=0,b, =0 iken; lI’(t,k) ve (D(t,k) Ozfonksiyonlari, sirasiyla (2.301) ve

(2.316)° da verildigi gibi elde edilmistir (A — o). Tiirevleri ise (2.405) ve (2.408) olarak
bulunmustur. Elde edilen (2.301), (2.316), (2.405) ve (2.408) degerleri (2.331)’ de yerine

yazilirsa
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al\? sin(?»l/2 (t—a))+ a, +%;£aq(a)—tq(t)+:i:xq'(x)dXﬂ

w(A)=
><cos(7»1/2 (t—a))+0(7f1/2)

b;kcos(klﬂ(b—t))+_b2—%(tq(t)—bq(b)+jxq’(x)dxﬂ
<1 sin (1" (b—1t)) +O(1)

—by\ " sin (A" (b— t){b ——(tq ~bq(b +.qu xﬂ
xcos(AV (b—t))+O(r ")

'Kcos ( {a +— aq(a)—tq(t )+j.xq'(x)dxj:|

x\? sin (kl/z (

X

! !

1;' (aq(a)-ba (b))} (2.411)

=a/b/A¥*sin (kl/z (b- a)) + [azb; —alb, +

xkcos(kl/z(b—a))+0(kl/2)

bulunur ve buradan

1 1

w(2) {a b/-ab, 1 }

1 2Y1 192 4 —ba(b
ajbi2.? sin (A" (b—a))x L a +3(a(z)-ba(®))
xA 2 co‘[(kl/2 (b—a))-i—O(?C')

| ) 1 azblr_fhbz +l(aq(a)—bq(b))
A 32 X 3.1b1 2
alb! sin(?»l/2 (b- a))

(2.412)

x) 2 CO'[(?\,I/Z (b—a))+0(}[1)
1 1 |ab —ab, 1
= };3/2_ 2Y1 Y2 1 _
ajb; sin(2"* (b—a)) a;b{ a'b/ +2(aq(a) bQ(b))}
L cos(xl/z(b—a)) +O(}C5/2)

sin’ (kl/z (b - a))

olur. Sonug olarak; (2.301), (2.316) ve (2.412) degerleri (2.332)’ de yerine yazilarak ispat

tamamlanir. m



3. SONUCLAR

1) Potansiyel fonksiyonunun integrallenebilir olmasi durumunda sinir kosullarinin birinde
O0zdeger parametresi bulunan 06zdeger problemleri ele alinarak, bu problemlerin
Ozfonksiyonlari i¢in asimptotik tahminler elde edilmistir. Elde edilen sonuglar, potansiyel
fonksiyonunun siirekli olmast durumunda Fulton tarafindan elde edilen [16] calismasindaki

sonuglarla karsilastirilmistir. Fulton bu ¢alismasinda, tez c¢alismasinda kullandigimiz

notasyonlarla,
y”(t)+[k—q(t)]y(t)=0, te[a,b]
y(a)cosp+y'(a)sinp=0, pe[0,n), (3.1)

[er+f]y'(b)—[cA+d]y(b)=0, c.d,e,feR
regiiler Sturm-Louville problemini ele almis ve problemin 6zfonksiyonlar1 i¢in

e ¢e#0 oldugunda

x(t.A)=es’coss(b—t) +o(|s i) )

e ¢=0 oldugunda
x(t,?») =—CS sins(b—t)+o(e\x\(b—[))

asimptotik yaklasimlarin1 elde etmistir. Burada q(t) potansiyel fonksiyonu siirekli,

SZ=x/x=ZG+iX,

k|—>w.

Calismamizda ise

y'(t)+[2—q(t)]y(t)=0, te[a,b]
[er+f]y'(a)—[cA+d]y(a)=0, c.defeR, (3.2)
y'(b)sinf-y(b)cosp=0, Be[0,n)

regiiler Sturm-Liouville problemi ele alinmis ve bu problemin 6zfonksiyonlar1 i¢in

e ¢#0 oldugunda
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e [ .
Y(tA)= e?»cos(?»“z (t —a))+7u”2 (c+5£q(x)dx]5m(k”2 (t —a))+0(k”2n(k)) ,
e ¢=0 oldugunda

Y(tA)= X“zsm(k“zt a) El——jq decos A (L a))+O(n(K))

asimptotik yaklagimlart bulunmustur. Burada q(t) potansiyel fonksiyonu integrallenebilir,

A—>00 .
Bu karsilagtirmalar sonucunda ¢alismamizdaki asimptotik tahminlerin daha etkili
oldugu goriilmiistiir. Elde edilen sonuglarin bir kismi1 Mathematica Scandinavica [13]

dergisinde yaymlanmistir.

2) Potansiyel fonksiyonunun integrallenebilir ve sinir kosullarinin her ikisinde 6zdeger
parametresi bulunmasi durumunda regiiler Sturm-Liouville probleminin 6zfonksiyonlari
icin asimptotik tahminler gelistirilmigtir. Literatiirde bu problemin ele alindig

calismalardan biri [2]’ dir. Ele alinan problem

<«

"(t)+ [7» q(t) ]y 0, te[0,1],

aly(O) '
(

a,y'(0 =7»[a1y )+ahy (O):I, a,a,,a,a, eR
by (1)+b,y'(1)=A[by(1)+biy'(1)]. b,.b,.b}.b, R

seklindedir. Ozfonksiyonlar igin elde edilen asimptotik yaklasimlar ise

e a)#0 oldugunda

o(t,1) =—a}s’ cos(st)+ O<|s

e )
e )

e a) =0 oldugunda

o(t,1)=ajssin(st)+ o(e\X\t)

bulunmustur [2]. Burada q(t) potansiyel fonksiyonu siirekli, s := Jh = o+ix, [\ = .



145

Caligmamizda ise ayni problem, q(t) potansiyel fonksiyonunun integrallenebilir

olmasi durumunda [a,b] araliginda ele alinmig ve 6zfonksiyonlar i¢in

e a) #0 oldugunda

t

Y(tA)= —a'zkcos(?»“2 (t—a))—k”2 [a—;jq(x)dx—a;]sin(k”z(t—a))

a

+0(1"n (1)),
e a) =0 oldugunda

Y(t,A)=an" sin(?»”2 (t—a))J{a2 —%;j:q(x)dxjcos (7»”2 (t—a))+0(n ()

asimptotik yaklagimlari elde edilmigtir (A — ).
Sonuglar karsilastirildiginda bu tez calismasinda daha az varsayimlar altinda
problemin 6zfonksiyonlart i¢in hesaplanan asimptotik tahminlerin, [2] ¢alismasinda elde

edilen tahminlerden daha etkili oldugu goriilmiistiir.

3) Tirevlenebilirlik varsayimi altinda yukaridaki (1) ve (2) durumlarinda belirtilen sinir
kosullarinmi saglayan 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik tahminler elde edilmistir. Beklendigi
gibi elde edilen hata teriminin, integrallenebilirlik varsayimi altinda bulunan hata
teriminden daha 1yi oldugu gozlenmistir ( (2.52) vs. (2.222), (2.53) vs. (2.223), (2.84) vs.
(2.250), (2.98) vs. (2.258), (2.128) vs. (2.280), (2.175) vs. (2.300), (2.176) vs. (2.301),
(2.189) vs. (2.315), (2.190) vs. (2.316) ).

4) Integrallenebilirlik varsayimi altinda (1) ve (2) de belirtilen sinir kosullari i¢in bulunan
Ozfonksiyonlar kullanilarak Green fonksiyonlari i¢in asimptotik ¢oziimler elde edilmistir.
Coziimlerdeki 1iyilestirilmis hata terimlerinin Green fonksiyonlarina da yansidigi
gozlemlenmistir. Fulton [16] caligmasinda, (3.1) probleminin Green fonksiyonu igin

e#0, B#0 oldugunda

coss(b—x)coss(y—a) 1
Ol = —x)||, a<y<

ssins(b—a) * |S|26Xp[t(y X)] asysx
G(X,y,?\,):

coss(x—a)coss(b-y) 1
O — - , X<y<b
ssins(b— a) * [ s|2 exp[t(x y)]] X3y
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asimptotik yaklagimin1 elde etmistir. Burada q(t) potansiyel fonksiyonu siirekli,

s:=ﬁ=20+ix,

—> 0,

Calismamizda ise (3.2) probleminin Green fonksiyonu i¢in e # 0, B # 0 oldugunda

2 COS(?ul/z(x—a))cos(k]/2 (b—y))+ 2!
Sin(kl/z(b—a)) sin(kl/2 (b—a))

{ j t)dt— cotB:lcos(X'/z(X—a))sin(sz(b—y))

G(x,y,k) =

214
x “ dH_}m(w(x_a))cos(wﬂ(b_y))
d

——cotB} cot l/z(b—a))cos(kl/2 (X —a))cos(?»l/2 (b— y))

+0(1"n(1))

asimptotik yaklasimi bulunmustur. Burada q(t) potansiyel fonksiyonu integrallenebilir,

a<x<y<b, A—>oo.

5) Tiirevlenebilirlik varsayimi altinda elde edilen 6zfonksiyonlar kullanilarak Green
fonksiyonlar1 ic¢in asimptotik yaklasimlar bulunmustur. Elde edilen hata teriminin,
integrallenebilirlik varsayimi altinda bulunan hata teriminden daha iyi oldugu goézlenmistir
((2.333) vs. (2.374), (2.340) vs. (2.379), (2.344) vs. (2.383), (2.348) vs. (2.387), (2.351)
vs. (2.390), (2.355) vs. (2.394), (2.358) vs. (2.397), (2.359) vs. (2.398), (2.360) vs. (2.399),
(2.361) vs. (2.400) ).



4. ONERILER

1) G(x,y,A), Green fonksiyonlari, A i¢in onceden elde edilen iyilestirilmis asimptotik

yaklasimlar kullanilarak n’e bagh olarak hesaplanabilir.

2) Annaby ve Tharwat’ 1 [2] sonuglarina benzer olarak, c¢ekirdegi Green fonksiyonlari
veya ¢Ozlimler olan doniistimler i¢in sampling(6rnekleme) gosterimleri ile ilgili ¢aligmalar

yapilabilir.

3) Elde edilen sonuglar kullanilarak 6zfonksiyon acilimlariyla ilgili sonuglar elde edilebilir.
[16] da belirtildigi tlizere, 6zfonksiyon agilimlarinin 6nemli bir kullanim alani da farkl

kosullardaki 1s1 problemlerinin ¢oziimleridir.

4) Potansiyel fonksiyonunun bazi 6zel durumlar1 (simetrik tek kuyu potansiyel fonksiyonu

vb.) i¢in ¢calismadakine benzer inceleme yapilabilir.

5) Calismada yer alan kuadratik simir kosulundaki katsayilarin pozitif ve negatif olusu

ayrica incelenebilir.
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