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Bu tez bes boliimden olusmaktadir:

Birinci bolimde, c¢alisilan konu, tezin amaci ile ilgili bilgi ve literatiir
aragtirmalarina yer verilmistir.

Ikinci béliimde, diizlem ve uzay egrileri ve bazi dzellikleri tanitilmustir.

Ugiincii boliimde, ayrik egriler ve ayrik egrilikler tanitilmis baz1 6zellikleri ile ayrik
Frenet denklemleri verilmistir.

Ddérdiincii boliimde, 2 boyutlu ayriklagtirma durumu incelenmistir.

Besinci boliimde ise elde edilen veriler 1s181nda literatiir kazanimlar1 ve sonuglarina
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In the first chapter, information and literature researches about the subject studied
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In the second chapter, plane and spatial curves are introduced and some basic
concepts and propositions used in classical differential geometry are given.
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In the fifth chapter, the contributions to the literature and the results are given in the
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1. GIRIS

Diferansiyel geometrinin tarihi, geometrinin tarihi ile bir tutularak Misir ve Antik
Yunandaki geometri tarihi ile baglatilsa da, modern anlamda diferansiyel geometrini tarihi
Christian Huygens’ in sarkag saatleri iizerine 1673 yilinda yazdig: kitap ile baslatilabilir.
Esas olarak diferansiyel geometrinin baslangici tiirev ve integral kavramlarinin ortaya
cikmasi ile baslayacagindan, baslangigtaki en 6nemli isim Gottfried Leibniz’ dir. Tiirev ve
integral kavramlarin1 Isaac Newton’ dan bagimsiz olarak ortaya koyan Leibniz akademi ile
ilgili olmayan ve 6mrii boyunca biiytikel¢i ve devlet gorevlisi olarak ¢alisan biridir. Tiirev
ve integral kavramlarini ilk kesfeden kisinin Newton oldugu kabul edilse de, Newton’ un
calismalarin1 yayinlamamasi, bu alandaki ilk calismalari Leibneiz’ e ait kilmaktadir.
Leibniz’in 6nemli bir o6zelligi de kullanish matematik notasyonlarini1 literatiire

kazandirmasidir. Tiirev ve integral hesapta ve bir¢ok derste kullanilan tiirev sembolii di ve

X

integral sembolii j fdx Leibniz’e aittir. Leibniz 1684 yilinda yayinladigi makalede d’y =0

denklemini yorumlayarak biikiim noktasi kavramini vermis, 1686 yilinda yayinladig:
makalede ise oskiilatdor ¢cember kavramini tanimlamistir. 1692 yilindaki makalesinde ise
zarflar iizerine bir teorem vermistir (Sahin, 2022).

Diferansiyel geometrinin baglangicinda tiirev ve integral tekniklerinin geometriye
uygulanmas1 konusunda ilk sonuglar Johan Bernoulli’nin 1691-1692 yillarindaki ders
notlarinda goriilmektedir. Bu notlarda diizlem egrilerinin teget vektorlerinin bulunmasi,
maksimum minimum noktalarin elde edilmesi ve biikiim noktasi gibi kavramlar yer
almaktadir. Diferansiyel geometrideki caligmalarin ivme kazanmasi Johan Bernoulli ve
Jacob Bernoulli kardesler arasindaki yarisin sonucu olmustur. Bu yaris sayesinde birgok
yeni egri bulunmus, ¢ok sayida diferansiyel denklemin ¢6ziimii yapilmig ve varyasyon
hesabi ortaya konulmustur. Diizlem egrilerinin elemanter diferansiyel geometrisi Bernoulli
kardeslerin 1700 yilina kadar elde ettikleri sonuglarla sekillenmistir (Sahin, 2022).

Pierre Bezier, 1960’ I1 yillarda Peugeut firmasinda calisan bir matematik¢i ve
mithendis olarak egrinin u¢ noktalarina yakin noktalar (kontrol noktalar) ile
belirlenebilecegini kesfetmesi ile bilgisayar destekli geometrik tasarimin temeli olan
Bezier egrilerini bulmus oldu. Boylece egrileri gegtikleri noktalar veya denklemleri ile

degil bu kontrol noktalar1 ile belirlemek miimkiin olmaktadir (Sahin, 2022).



Doktorasini yeni bitiren Paul de Faget Casteljau, 1959 yilinda Citroen sirketinde
calismaya basladi ve Bernstein polinomlarini kullanarak Bezier’in daha sonra bulacag: egri
sinifina vardi. Ancak De Casteljau’ nun ¢alismalart uzun siire Citroen tarafindan bir sir
olarak saklandi. Casteljau’ nun calismasi ile ilgili verilen ilk bilgi, Casteljau’ nun adi
verilmeden, gelistirdigi algoritma oldu. Casteljau’ nun isminin bilgisayarli geometrik
tasarim literatiiriinde kendini yer bulmasi 1970’ 1i yillarin sonunu buldu (Sahin, 2022).

Egrilerin ayriklastirilmas1 problemi ise gegmisi ¢ok eskilere dayanan bir konudur.
Diferansiyel geometrik bakis agisi ile ele alindiginda bile egrilerin ayriklastirilmasi tizerine
yapilan g¢aligmalar bir asirdan daha eskilere dayanmaktadir. Ancak matematik ve diger
bir¢ok bilim dalinda ayrik egriler kullanilmasina ragmen, literatiirde bu konuya iligkin
genel bir teori veya metodoloji yoktur. Dahasi, literatiirde ayrik egrilik k, ayrik torsiyon t
veya ayrik Frenet gatis1 gibi temel kavramlarla bile gelisen tanimlar1 vardir. Ornegin, kenar
uzunlugu | olan bir diizgiin ¢okgene ¢ember ile yaklasim problemi goz oniine alindiginda,
ayrik egrilik k, 0 acisina bagli olarak esit derecede degeri olan ii¢ taniminin oldugu

gosterilecektir (Carrol vd., 2013).:
(1.1)

Literatiirde, Doliwa ve Santini, Hoffman, Sogo, gibi arastirmacilarin ¢aligmalarinda
bu tanimlar yer almaktadir (Doliwa ve Santini, 1995; Hoffman, 2000; Sogo, 2006). Burada
ortaya c¢ikan bu gesitliligin kaynagi, her yazarm iizerinde ¢alistig1 probleme gore N kenarli
cokgenin, i¢ine ¢izilmis ¢emberi, cevresine ¢izilmis cemberi veya ortalanmis ¢cemberi ile
iliskilendirip iliskilendirmemeyi se¢gmesi olmustur. Bu teknikler {izerine uygulamalar
olmasina ragmen, bu teoride genel bir yaklasim eksikligi vardir.

Carroll vd. nin A Survey of the Differential Geometry of Discrete curves isimli
caligmalarinda, ayrik egrilerin bahsi gegen bu ti¢ farkli durumu i¢in Frenet denklemlerinin

ayr1 bir versiyonuyla sonuglanan {i¢ ayr1 egri teorisi olusturmustur:

DT® =xN"
DN® = —«T" +7B" (1.2)
DB® =—rN"

Literatiirde bunlarin disinda bir¢cok ayrik Frenet denklemi bulunmasina ragmen bu
denklemler baz1 hata terimleri igermektedir. Carroll vd. nin ¢alismasinda kullanilan yontem
yeni bir yaklasim olup elde edilen ayrik Frenet denklemleri bahsi gegen hata terimlerini
icermez. Ayrica caligmalarinda, ayrik uzunluk |, ayrik egrilik «, ayrik torsiyon T

tanimlarinin kat1 hareketler altinda tek bir ayrik egri tirettigini de gostermislerdir.



Bu calismada klasik diferansiyel geometrinin egriler iizerine olan kavram ve
sonuclar ile ayrik diferansiyel geometrinin kavram ve sonuclar1 karsilastirilmis ve ayrik

evoliit egrisi incelenmistir.



2. GENEL BIiLGILER

Bu kisimda, tezde kullanilacak olan klasik diferansiyel geometrinin bazi temel tanim ve

teoremlerine yer verilmistir.

2.1. Diizlem Egrilerinin Diferansiyel Geometrisi icin Temel Kavramlar

Tamm 2.1. R reel sayilar cismi olmak iizere
R™ = {(p1, 02, - Pn):0i ERi=12,..,n} (2.1)
sirali reel say1 n-lilerinin kiimesi iizerinde toplama

(PuP2s ) (@1, G2 o qn) = (P1 + G P2 + G2, s Pn + Q) (2.2)

ve skalarla ¢arpim islemi

A1, P25 s Pn) = (Ap1, D2, ..., APy) (2.3)

olarak tanimlanir. Bu islemlere gore R™ kiimesi R cismi tizerinde bir reel vektor uzay1 olur

(Sabuncuoglu, 2014).

Tanim 2.2. R" vektor uzayinda p = (p4, 02, -, Pn), 9 = (91,92, -, qn) olmak tizere

(p,q) = Liz1 pidi (2.4)
olarak taniml fonksiyona R™ vektdr uzaymda Oklid i¢ carpimi denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamim 2.3. p € R" olmak iizere

llpll = V{p,p) (2.5)

olarak tanimli fonksiyona R" iizerinde norm fonksiyonu;||p|| € R sayisina da p € R"

vektoriiniin normu adi verilir (Sabuncuoglu, 2014).

Tanim 2.4. R" vektor uzayinda

d:R"xR" >R, d(p,q) = llp —qll (2.6)
olarak tanimli fonksiyonu R™ iizerinde bir metriktir. Bu metrikle birlikte R™ uzayina Oklid
n-uzay1 denir. Ozel olarak, n=2 haline Oklid diizlemi; n=3 haline de Oklid uzay: denir

(Sabuncuoglu, 2014).

Tammm 2.5. f:R™ — R bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun her mertebeden kismi

tirevleri var ve siirekli ise f fonksiyonuna diizgiindiir veya C® smifindandir denir

(O’ Neill, 2006) .



Tamm 2.6. u,v € R3 ve {e; = (1,0,0),e, = (0,1,0),e5 = (0,0,1)}Oklid uzaynin standart
baz1 olmak tizere bu vektorlerin vektorel carpimi

€1 €y €3
U Uz Uus
V1 VU V3

unAv =

olarak taniml1 vektordiir (O’Neill, 2006) .

Tamm 2.7. f:U c R - R3bir fonksiyon olsun. Eger her xeU noktasi i¢in F
fonksiyonunun 1:1 olacagi bir komsulugu varsa f fonksiyonuna yerel olarak 1:1 dir denir
(Sahin, 2022).

Tanim 2.8. k € NU {oo}olmak fiizere bir diizlem egrisinin C*sinifindan parametrik
gosterimi, yerel olarak birebir ve C*sinifindan olan
a:(a,b) c R - R3 2.7
doniisiimii olarak tanimlanir.Bu durumda
{fa(t):t € (a,b)} (2.8)

kiimesine « ile gosterilen egrinin destek kiimesi denir (Sahin, 2022).

Tamm 2.9. f:(a,b) > R%4tw f(t) ve g:(c,d) - R? s g(s)c*smfindaki iki
parametrik gdsterim olsun. Eger C* smifindang:(a,b) —>]c,d[ve¢f1 :]c,d[—>]a,b[1:1
doniistimlerinin gop=f ve fop' =golacak sekilde var olmasi durumunda f ve ¢
parametrik gosterimleri denktir denir. Bu durumda ¢ déniisiimiiniin 1:1 olmasi fazladan

bir sart olmakla birlikte C*simifindan olmasi zorunludur.
Tanimu esas alarak, bir parametrik gosterimden diger gosterime parametrik degisimi
yapilarak gecebiliyorsa bu iki parametrik gosterim denktir denir. Yani
s=o(t), t=¢"(5)

olur (Sahin, 2022).

Onerme 2.10. Parametrik gdsterimlerin C*simifindan denkligi, diizlem egrilerinincC*

sinifindan parametrik gosterimleri tizerinde bir denklik bagintisidir (Sahin 2022).

Tamim 2.11. Diizlem egrilerinin C*siifindan parametrik gosteriminin denklik siniflarinin

her birine c* sinifindan bir diizlem egrisi denir (Sahin, 2022).



Onerme 2.12. Diferansiyellenebilirlik mertebesi ne olursa olsun iki denk parametrik

gosterim daima ayni destege sahiptir (Sahin, 2022).

Tamm 2.13. f: (a,b) — R?, Clsinifindan parametrik egrinin gdsterimi olsun. Bu durumda
f't)=01ise te(a,b) parametreli noktaya regiiler denir. Eger vte(a,b)igin f'(t)=0ise
egrinin gosterimine regiilerdir denir. Eger f'(t)=0 iset e (a,b) parametreli noktaya singiiler

denir (Sahin, 2022).

Onerme 2.14. c'smifindan denk iki parametrik gosterim fveg olsun. Bu durumda

1- f, parametrik gosterimin t e (a,b) parametreli noktada regiiler olmasi i¢in gerek ve
yeter sart g, parametrik gdsterimin t € (a,b) parametreli noktada regiiler olmasidir.

2- f parametrik gosteriminin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart g parametrik
gosteriminin regiiler olmasidir.

Ispat: f = gopoldugundan f'(t)=g "(o(t)) @'(t) dir. Boylece
f't)0<g'(t) =0.
tparametresi yok edilerek egrinin kartezyen gdsterimim elde edilir. Buna gore kartezyen

egri, F(x,y)=0denkleminin ¢éziimleri olan X ve y noktalarmin kiimesidir.
C'smifindan bir egri i¢in
'(t)—dx;to <t<b
x(t) = T ,ast<
oldugundan x(a) < x < x(b),x > Oveyax(b) < x < x(a) araligr iizerinde t=t(x)ters
fonksiyonu vardir. Eger t=t(x) ifadesi y = y(t)ifadesinde yerine yazilirsa y= y(t(x)) =f(x)

olur. Boylece a<t<baraliginda x=x(t),y = y(t),a<t<begrisi
y="f(x)

olarak ifade edilir. Boylece asagidaki sonug elde edilir (Sahin, 2022).

Onerme 2.15. f: (a, b) —» R%fonksiyonu verilsin. Bu durumda asagidakiler denktir:.

1) f, bir diizlem egrisinin regiiler parametrik gosterimidir.
2) f, c'smifindandir ve Vte(ab)igin f'(t)=0

(Sahin, 2022).
Bu durumda, eger x(t),y(t) tamim araligi a<t<blizerinde siirekli ve x(t)vey(t)

fonksiyonlarmin birinci tiirevleri var, siirekli ve sifirdan farkli ise
a(t) = {x(t).y (1)}

6



ile verilen bir kiime a<t<bregiler egri tanimlar. x=x(t),y=y(),a<t<b denklemleri

egriyi belirleyen yer vektoriinii vermektedir.

Lemma 2.16. f:(a,b) » R? C'simifindan bir fonksiyon dyle ki te(ab) igin f'(t)=0

olsun. Bu durumda f yerel olarak 1:1 dir.

Ispat:t, (a,b)alalim. Bu durumda f fonksiyonunun en az bir bileseni sifirdan farkli
olmalidir. Kabul edelim ki, f'(t)>0olsun. Siireklilikten (t,-6,t, +J)komsulugunda
f,'(t)>0alabiliriz. f fonksiyonunun t, noktasinin bir komsulugunda 1:1 olmadigin1 kabul

edelim. Bu durumda t, <t,i¢in f(t)= f(t,)olur. Bu durumda ortalama deger teoreminden

t, <t,<t,olacak sekilde t,e(t,-d,t,+5)vardir Oyle ki 0= w =f'(t,)bu ise
-

f'(t,) = Oile gelisir. Boylece f fonksiyonunun t, noktasinin bir komsulugunda 1:1 dir.

Tammm 2.17.a<t, <balalim. «(t)=(x(t),y(t)) egrisi i¢in [at]araliindaki yay uzunlugu

fonksiyonu

2 2
du,a<t<b

ile tanimlanir. Bu durumda

sO)=le') [ =<a'(t).a(t)>

[le taniml1 s parametresine yay parametresi denir (Sahin, 2022).

2.2.  Egrileri icin Egrilik Kavram
Tamm 2.18.R? de kompleks yapi
J:R? > R, (x,) > J(x,) = (—y,%)
ile taniml1 bir lineer doniisiimdiir. Geometrik olarak J doniisiimii saat yOniiniin tersine %

radyanlik bir donmedir (Sahin, 2022).

Lemma 2.19. Kompleks yap1 asagidaki 6zellikleri saglar:
J? =1
<JIX, Jy >=< X,y >
<JX,x>=0

Olur, burada I, birim doniisiimdiir (Sahin, 2022).

7



Ispat: ilk 6zellik agiktir. Ikinci 6zelligi gdsterelim. x=(x,%,),y =(y,,¥,) olsun. Bu durumda
IX=(=%,,% ) V& Jy=(-y,,y,)dir. Boylece

<X Y >=XY, + XY,
ve

<X,y >= XY, + XY,
elde edilir.

Tanim 2.20. |o'(t)|=10lmas: halindes ile t yay parametreleri ¢akisir. Bu durumda « yay

parametresi ile parametrelendirilmistir (veya birim hizli) denir (Sahin, 2022).

Simdi bir diizlem egrisi kullanilarak Oklid diizlemi igin ortonormal baz inga
edilecektir:
Kabul edelim ki, a: I ¢ R — R?yay parametresi ile verilsin. Bu durumda « egrisinin teget
vektorii «'(s),T ile gosterilir. Boylece T: I = R?, Vs € I i¢in [T (s)|=1olacak sekilde vektor
degerli diferansiyellenebilir fonksiyonudur. R?de T (s)vektériine dik olan sadece iki vektor
vardir. Biz N(s)=JT(s)birim vektoriinii seciyoruz. N(s)vektdriine a(S)noktasinda
aegrisinin normal vektorii denir. Bu se¢imle birlikte N,

IN(s)|=1<T(s),N(s)>=0,vedet(T(s),N(s))=LVsel

olacak sekilde diferansiyellenebilir bir vektordiir. Bdylece RZuzayinin pozitif
yonlendirilmis bir ortonormal bazini inga etmis oluruz. {T(s),N(s)} ikilisine s veya «(s) de

a egrisinin pozitif yonlendirilmis Frenet ikilisi ad1 verilir.

Bu bazi kullanarak, egrinin her noktasinda egriye ilistirilmis bu ¢atinin degisimini

inceleyerek egrinin ne kadar egrildigini gdzlemlenecektir:
[T () =[N ()] =1ve<T (s).N(s) =0
ifadelerinde tiirev alinirsa
<T'(s),T(s)>=<N'(s),N(s)>=0
<T'(s),N(s)>+<T(s),N(s)>=0
olur. Boylece goriilir ki, T'(s)veN(s)aym: dogrultuya sahiptir. Buradan k(s) €

Rfonksiyonu igin

T'(s)=x(s)N(s)



yazilabilir. Buradan x(s)=<T'(s),N(s)>elde edilir. x:1 —» R diferansiyellenebilir x(s)
sayisina « egrisinin «(s)noktasindaki egriligi denir. Bu durumda
N'(s)=—-«(s)T(s)
Olur. Boylece
[«)=IT ()=l (5)]

dir, buradan «(s),a egrisinin ivme vektoriiniin uzunlugudur.

|ler'(s)] =1 oldugundan, ivme sadece merkezidir ve teget degildir. «(s),s parametresi
ile verilsin. Eger egri bir dogru degil ise, egrinin bir dogru olmasindan sapmasint lgmek
onemlidir. Bu 6l¢iime egrinin egriligi adi verilir. Egrinin egriligi tegetin egri boyunca
hareketi esnasindaki dogrultusunun degigsme miktaridir. Sonug olarak |1<(s)|,a egrisinin
dogrultusunun degisimini 6lger. Ayrica

K(s)=<T'(s),N(s)>=<a"(s),da'(s) >=det(a'(s).a"(s))

dir. Boylece «(s)fonksiyonunun isareti, egrinin teget vektorii (hiz vektorii) ile belirlenen
bazinin yonlendirmesi hakkinda bilgi verir. Yani «(s)>0ise egrinin dogrultusu saat
yoniiniin tersi yonlinde degisir. Bu durum diizlem egrileri ile uzay egrileri arasindaki
onemli bir farktir. Ciinkii uzay egrilerinde egrilik her zaman pozitif olacaktir.
Onerme 2.21. «(s)birim hizli diizlemsel egri olsun. Sabit bir vektor g,gu(s) kadar saat

yoniiniin tersinde dondiiriildiigii durumda egrinin birim teget vektorii ile cakigsmis olsun.
Bu durumda
de
K(s) = s
dir (Sahin, 2022)
ispat:gsabit bir vektdr ve b,a vektoriiniin %kadar dondiiriilmesi ile elde edilen vektor

olsun. T birim vektor oldugundan

N

- A -
T =cospa+singb
yazilir. S parametresine gore tiirev alinirsa

-

T = (—asin(p+b005(p)(jj—§:

olur. ifadenin her iki tarafi a vektérii ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa



<T ,a>=—singod—¢

ds

bulunur. Bu halde

K, <N,,a>=-sin (Dd_(/)
ds

dir. Diger taraftan I\TS ile a arasindaki acl ¢ +% dir. Boylece

- d(p
N.|/[alcos| ¢+— |=—sinp—
Ks||Ns (w 2) ?4s
do
—K,Sinp=—-sinp—
oI (pds
K, =32
ds

elde edilir.

Asagidaki teorem, diizlemsel egrinin her bir noktasindaki egriliginin bilinmesi
durumunda egrinin bilindigini goéstermektedir.
Teorem 2.22. k: (a, b) — Rdiferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda isaretli
egriligi « olacak sekilde bir birim hizli aegrisi vardir. Ustelik, egriligi « olan bir bagka
B:(a,b) » R?
birim hizli egri varsa bu durumda
B(s) = M(a(s)),s € (a,b)

olacak sekilde M kat1 hareketi vardir. Burada M, T,,a=(a,,a,)6teleme ve R,,6 kadar donme
olmak tlizere M =T, o R, ile belirlenir (Sahin, 2022).

Ispat: Sabit s, € (a, b)icin, herhangi bir s € (a, b)igin, Onerme 2.21 kullanilarak

S

o(s)= Izc(u)du

So

tanimlanir. Bu durumda

B(s) = <fscos<p(t)dt,fssingo(t)dt>

0 So

olarak tanimlanabilir. Boylece

B'(s) = (cosp(s), sinp(s))

10



olur ki, bu vektoriin X-ekseni ile yaptig1 agi¢(s)dir. Béylece y(s)birim hizlidir ve isaretli
egriligi

d d j

d_gso = EJ.’((U)dU =x(s)
olur. Teoremin ikinci kismi i¢in, kabul edelim ki,@(s) x-ekseni ile B egrisinin B'tegeti
arasindaki ag1 olsun. Boylece

B'(s) = (cosB(s),sinb(s))

veya

B(s) = <fsc050(t)dt,fssine(t)dt>

So So

Olur. Onerme 2.21 den

o
75 = (s

Oldugundan
N
6(s) = f k(uw)du + 0(sy)
S

0

dir. Bu denklem £ (s) de yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Simdi a(t)=(x(t),y(t))ile verilen regiiler egrinin egriligi koordinatlara bagl olarak
elde edilecektir. « regiiler bir egri olsun. Bu durumda, s yay parametresi olmak tizere
a(t) = B(s(t)

yazilabilir. Bu egri ayn1 zamanda «(t)=(x(t),y(t),0) yazilabilir. $imdi s yay parametresine
gore tiirev(") ile ve t parametresine gore tiirev aile gosterilir ve zincir kurali uygulanirsa

a(t) = B'(s(0)s(®)

a(t) =Ts
@(t) =T'(s)>+ TS
a(t) Ad(t) = k(T AN)(s)?
bulunur. T ve N, li¢ boyutlu uzayda XOY diizleminde ise T AN XOY diizlemine diktir.
T ve N birim vektorler ve
[T AN]=[T]IN]-1=1

oldugundanT A N vektoriiniin de birim vektor oldugu goriiliir. Boylece

lla(®) Ad@Il = x*($)°

11



olacagindan

_le@ Aall _ lla®) n &)
OF [EGIR

dir. Koordinatlar tiiriinden ise
a(t) = (x'(1),y'(1),0)
a(t) = (x"(),y" (), 0)
kullanilir ve
a(t) Aa(t) =(0,0,x"y" —x"y"
la(® Aa(@®ll=x"y" —x"y’

oldugu g6z Oniine alinirsa

xlyll — xllyl

K =

()2 + ()23

elde edilir.
Tamm 2.23. a:1 - R? diizlemsel bir egrinin parametrik gdsterimi olsun. Bu durumda
egrinin normaller egrisine egrinin evoliitii denir (Sahin, 2022).

Onerme 2.24. a(t)=(x(t),y(t))parametrik gosterimi ile verilen diizlem egrisinin

evoliitiiniin koordinatlar1 X ve Y olmak {izere parametrik denklemi

X'y"—-x"y'
X'y"=x"y

ile verilir (Sahin, 2022).

Tamm 2.25. (Egrilik Merkezi):a: I — R?bir diizlem egrisinin parametrik gdsterimi olsun.
Eger merkezli y¢emberi var dyle ki t, e1da egriye teget ve t,da egrinin egriligi ve
cemberin egriligi ayn1 ise Q noktasina egrinin egrilik merkezi denir. Boylece

Qt)=a(t)+

1 Ja'(t)

Ko (8) )]

olur. Egrilik merkezi parametre degisiminden bagimsizdir (Sahin, 2022).
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Onerme 2.26. Bir diizlemsel egrinin evoliitii, egrinin egrilik merkezlerinin geometrik
yeridir(Sahin, 2022).
Tamm 2.27. a: I —» R3birim hizh bir egri olsun.
a'(s) = T(s) esitligi ile tanimli T (s) vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget
vektorii;
k(s) = ||T'(s)|| reel sayisinaa egrisinina(s) noktasindaki egriligi ad1 verilir.
T'(s)
K(s)
ile tanimhi N (s) vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki birim normal vektorii;

B(s) =T(s) AN(s)

N(s) =

ile tanimlh B (s) vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki birim binormal vektorii denir.
7(s) = —(B'(s),N(s))

ile tanimlanan t(s)reel sayisina da a egrisinin a(s) noktasindaki burulmasi denir.

Buradaki {T'(s), N(s), B(s)} vektor lgliisiine a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet ti¢liisti

ad1 verilir (O’Neill, 2006).

Teorem 2.28.a: I - R3birim hizli bir egrisinin a(s) noktasindaki Frenet iicliisii
{T(s),N(s),B(s)} ve k(s) > 0 olmak tizere
T'(s) = k(s)N(s)
N'(s) = —k(s)T(s) + t(s)B(s)
B'(s) = —1(s)N(s)
dir. Bu esitliklere Frenet Denklemleri ad1 verilir (O’Neill, 2006).
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3. AYRIK EGRILER

Tamim 3.1. Tanim kiimesi Ztam sayilar kiimesinin bir £ altkiimesi olan bir y: £ — R ayrik
eslemesi fonksiyondur. Bu tip bir ayrik eslemede R deger kiimesiR veyaR3ise bu eslemeye

sirasiyla bir ayrik fonksiyon ve ayrik egri adi verilir (Carrol vd., 2013).

Notasyon 3.2. Eger y: £ € Z — Rbir ayrik esleme ise
x (@) = x;
gosterimini kullanacagiz. Ayrica ayrik farki
Dx)i = Xi+1 — X
ve ayrik toplami
Mx)i = Xiv1 + Xi
olarak tanimlayacagiz (Carrol vd., 2013).

3.1.  Cokgenler ve Dortgenler
Her N> 3 igin, bir gemberi ayriklastiran ti¢ tip N-kenarli gokgen vardir:
1- Cembere igten ¢izilmis
2- Cembere distan ¢izilmis

3- Cember ile ortalanmis
Cember ile ortalanmis N-kenarli ¢okgen, cevre uzunlugu cemberin c¢evre
uzunluguna esit ¢okgen anlamindadir. Tersine, bir N-kenarli ¢okgenin de icten ¢izilmis,

distan ¢izilmis ve ortalanmis bir ¢gemberi vardir (Carrol vd., 2013).

Ormegin N = 4 icin bu durumlar Sekil 3.1. de gérsellestirilmistir:
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~~. -

Sekil 3.1. Bir gemberin ayriklastirilmasi ve karenin diizgiinlestirilmesi

Buradaki isimlendirme bir kavram karmasasma sebep olabilir. Ornegin, “Bir N-
kenarli gokgen bir ¢ember etrafinda ortalanir” demek, 6nce ¢emberin verildigi anlamina
gelirken, “Bir ¢ember bir N-kenarli ¢okgenin i¢ine ¢izilmistir” demek ilk 6nce N-kenarli

cokgenin verildigi anlamina gelir (Carrol vd., 2013).

Sekil 3.2. Bir N-kenarli ¢cokgenin egriligi

Sekil 3.2. deki trigonometri yardimiyla, belirli bir N-kenarli ¢okgen igin ii¢ egrilik
tanimini elde ediyoruz. Burada bir ¢emberin egriliginin x:% ve bir N-kenarli diizgiin

¢okgenin dis agisinin 8 = 2 /Noldugunu gercegini gdz oniinde bulunduruyoruz. Ayrica
¢okgenin kenar uzunlugunun | oldugunu kabul ediyoruz. Bu durumda bir N-kenarli
¢okgenin i¢ine ¢izilmis cemberin egriligi

Kzlgtang (3.1)

olur. Benzer sekilde, bir N-kenarli ¢okgenin digina ¢izilmis gemberin egriligi
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K:gsing (3.2)

ve ortalanmis durumda ise

K:$ (3.3)

olarak bulunur (Carrol vd., 2013).

Bu temel formiiller asagida verilecek tiim tanimlar i¢in referans olarak alinacaktir.
Bu durumda, 6 y1 komsu “’teget vektorler’’ arasindaki aginin Ol¢iisii olarak alinirsa 6 bir
kose noktasinda bir N-kenarl: cokgenin doniisiinii 6lcer. Ug boyutlu uzayda ayrik bir egri
icin, benzer sekilde ¢ yi komsu iki “binormal vektorler” arasindaki agiyr 6lgmek igin
tanimlarsak, o zaman ¢, ¢cokgenin bir kenar1 boyunca ayrik bir egrinin biikiilmesini dlger

(Carrol vd., 2013).

=1
=
=
=]
|
i~ |

Sekil 3.3. 0 egriligi ve ¢pburulmasi

Uc boyutlu uzayda ayrik bir egrinin kdse noktasindaki egriligi, 3.1, 3.2 ve
3.3denklemleri ile tanimlanir. Benzer sekilde ayrik bir egrinin bir kdse noktasindaki

burulma su sekilde tanimlanir (Carrol vd., 2013):

2 . e
Tsmg, icinecizilmis cember
2. ¢ L

T= I—tanz, dis tan cizilmis cember
if, ortalanmag

(3.4)
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3.2.  Ayrik Frenet Denklemleri

Bu boliimde, ayrik egrilerin,l; uzunluklarini, k;egriliklerini ve t; burulmalarimi
tanimlayacagiz ve [;,k; vert; degerleri verildiginde, bu wuzunluklar, egrilikler ve
burulmalarla sahip diger bir ayrik bir egriyi yeniden insa etmenin miimkiin oldugunu
gosterecegiz. Ayrica bu egrinin Frenet denklemlerinin bir ayrik versiyonunu sagladigini da
gosterecegiz. Yukarida da gordiigiimiiz gibi, N-kenarli bir ¢okgenin egriliginin en az ii¢
makul tanimi vardir. Egrilik ve burulma tanimlarimi kullanarak bu ii¢ durumu

inceleyecegiz.

yorig: 7 — ]R3
“baslangi¢ egrisi” adim1 verecegimiz bir ayrik egri olsun. I ayrik egrisini kullanarak
asagidaki sekilde bir
y:7Z - R3
ayrik egrisi tanimlayalim (Carrol vd., 2013).:

7(i) =" (%’J egeritekise

7/(|) = w&gerlgft ise
’ (35)
Asagida sekilde, biiyiik yazilan sayilar baglangi¢ egrisinin indisleri iken daha kiigiik

yazilan sayilar yeniden tanimlanan egri igin indislerdir.

Sekil 3.4. Orijinal ve yeniden tanimlanmis ayrik egri.
y egrisinin tek indislerin baslangi¢ egrisinin noktalarina, ¢ift indislerinin ise

baslangic egrisinin orta noktalarina eslendigine dikkat ediniz. Ayrica y egrisinin ayrik

uzunlugunu
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I= "(D7)i "

(3.5)

olarak tanimlanir. Eger | = 1 ise y ayrik egrisi yay uzunlugu ile parametrelendirilmistir ve

eger | sabit ise yay uzunlugu ile orantili olarak parametrelendirilir. Eger [, =1 =

sabit iselyorig = 2l olduguna dikkat ediniz.Bundan sonraki kisimlarda egrinin Yyay

uzunluguyla orantili parametrelendirildigini, yani

|| D)/" =| = sabit

oldugunu kabul edecegiz (Carrol vd., 2013).

(3.6)

Her bir versiyonda (Igine ¢izilmis, ¢evresine ¢izilmis ve ortalanmis) iki ayr1 Frenet

catist (T°;N%;B)ve (T';N";B")iretilecektir. {lk olarak, (T¢;N®;B°)icin:

dir. Ayrica

.. Dy _Dy
o~

TS =T°, egericiftise

I
TExTS

B’ i=——"L egericiftise
TS xTE

i+1

B’ =B, egeritek ise

ve son olarak biitilin i degerleri i¢in

N7 = B° xT?*

olarak tanimlanir. Tiim i degerleri igin (T';N';B") ise

ve

olur (Carrol vd., 2013).

(MT°),
[Ty
. _(MB°),
R CERY]
v (MN°),

TCTRY]

V.

N/ =BT
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Sekil 3.5. Ayrik Frenet Catist

Sekil 3.5’te gosterildigi gibi, cati, binormal tarafindan belirlenen eksen etrafinda
koselerde donmektedir. Cati, kenarlarda teget tarafindan belirlenen eksen etrafinda
biikiiliyor. Asagida verilen ve literatiirde yer almayan, ayrik Frenet denklemlerinin yeni
tanimini veren bir alternatif yaklagimdir (Carrol vd., 2013).

Pozitif yonlendirilmis ¢atilar (T%; N;B°); (T.%; N7) ve (T.¢; BY) yonlendirmelerini belirler.

6, degerini T°veT’, arasindaki ac1 olarak tanimlayalim ve eger i tek ise 6 =0 oldugunu not
edelim. ¢, ’yiB?veB, arasindaki a¢1 olarak tanimlariz, boylece eger i ¢ift ise ¢ =0olur.
Teknik ayrintilardan kaginmak i¢in
0acfod]
2 (3.12)

oldugunu kabul ediyoruz. Bu taktirde «egriligi su sekilde tanimlanir (Carrol vd., 2013):

||DTe =Igsin§, icinegizilmis gember
7] 240 g
={a—— =—tan—, an
K "MTe | > 15 tan ¢gizilmis cember
DT®
Zsin‘l["T]=i£, ortalanmus
(3.13)

Eger i tek ise x, =0olduguna dikkat ediniz. Benzer sekilde T burulmasi da su sekilde

tanimlanir:
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qﬁ"DBe =Igsin§, icine cizilmis cember
7= "D—Be—ztané dus tan ¢izilmis cember
e T2 s tan gizilmis ¢
DB*®
25in‘1{" 5 ]ziﬁ ortalanmzs

(3.14)
eger i giftise 7, =0.

Her versiyonda (i¢ine ¢izilmis, distan ¢izilmis ve ortalanmis) dogrudan bir

hesaplama, ayrik Frenet denklemlerinin gegerli oldugunu gosterir (Carrol vd., 2013).

Teorem 3.1.
DT® =«N"
DN® =—«T" +7B’ (3.15)
DB® = —zN*

Ote yandan, egriyi su iliskilerle yeniden olusturulabilir:
TS, =cosOT +sin 6N/
N, =—sin&T.° +sin(@ + ¢ )N —sin g B’
B, =Cosg N’ +singB’

Via =Vt T (316)

Bu durum su teoremle 6zetlenebilir:

Teorem 3.2. Verilen 0 ve ¢i i¢in, 0i=0 eger i tek ise ve ¢i=0 eger i ¢ift ise, 0 zaman keyfi

baslangic kosullart  »,, T5,NE, B, icin, 5, T/ =TS =N/*=N;°,B/°=B Yyi saglayan
0 =0, =¢ile benzersiz bir yayrik egrisi vardir. Ustelik y°™ (i) := y(2i) saglar" Dy =2l

(Carrol vd., 2013).
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4. 2D AYRIKLASTIRMA

Bu béliimde bir diizlem egrisi verildiginde, {i¢ durumun her biri i¢in kanonik bir

geometrik ayriklastirma s6z konusu oldugu ele alinacaktir.

4.1. Icine Cizilmis 2D Ayriklastirma

Bu durum igin tek gerekli sart ayrik egrinin her bir kdse noktasmin bagslangig
egrinin kendisi tizerinde olmasidir. Dolayisiyla, her artan
inZ-R
ayrik doniisiimii bir
8§ =yoi:Z -» R?
ayrik egrisini iiretecektir (Carrol vd., 2013).

Sekil 4.1. igine cizilmis ayriklastirma

4.2.  Distan Cizilmis 2D Ayriklastirma

Eger baslangic egrisinin biikiilme noktalar1 yoksa, ardisik tegetler paralel
olmayacak sekilde artan bir
i:Z-R
doniistimii alinir. Bu halde ayrik egrinin s ’nin kenarlarinin, (y 0:), noktalarinda verilen egri

ile tegetsel olarak kesismesini istenir. &, ’yi, Sekil 4.2° deki gibi (yo0:),ve (yo1),,, deki teget

i+1

dogrularin tek kesisim noktasi olarak tanimlamr. Izole biikiilme noktalar1 varsa,

aralarindaki en az bir noktanin yan1 sira bunlarin teget noktalar1 kiimesine dahil edilmesi
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gerekir. Bir egri, sonlu bir aralikta sonsuz sayida biikiilme noktasina sahipse, algoritma

basarisiz olur (Carrol vd., 2013).
1 U 1 L 1 L L -2 L : I2 L 1 1 L 1 y L

Sekil 4.2. Cevresine ¢izilmis ayristirma

4.3. Ortalanms 2D Ayriklastirma

Bir egrinin ortalanmis 2D ayriklastirilmas1 biraz daha zordur. ilk olarak, »
baglangi¢ egrisinin yay uzunlugu ile parametrelendirildigi kabul edilir ve ayriklastirma yay
uzunlugu ile orantili olarak parametrelendirilir. Daha sonraki asamada, » egrisinin

biikiilme noktalar1 olmadigi varsayilir ve her yerde « >o0olarak kabul edilir. Ayriklagtirma

icin «; >0 olmasi gerekir. Son agsamada ise, M yeterince biiyiik segilir ve (i) ile tanimlanan

belirli :=0 —0 alinir. Bu durum asagida verilmistir:
i
1)) = —ves™™ = you
(@) v Y

Her bir i i¢in & 1 (disartya dogru) normal boyunca 5"’ ta y’ ye kadar dengeliyoruz.

k burada 5" *ta y ’nin egriligini ve k; >0 oldugu varsayilmaktadir. Bu formiil, ortalanmisg

N kenarli bir gemberi ayriklastirmasi i¢in kullanilabilir (Carrol vd., 2013).
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Sekil 4.3. Merkezil ayriklastirma

-1.0 L0

=02

Sekil 4.4. Detayli merkezil ayriklastirma

Bu ofset noktalari, son ayrik egrimiz & ’nin ¢ift koseleri, &,; olarak kullanilmistir.

Ayrik egrining 'nin orijinal egri yile ayni uzunluga sahip olmasi kosuluna dikkat

edilmelidir. |5, e

521”:

=[6,5:o =S,y ve x,;,0>0; gibi ek kosullar kullanilarak bu

j+

durum ¢oziimlenebilir ve Sekil 3.5. de gosterilmistir. Sekil 3.6 da ise daha detayli gdsterim
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verilmistir. Biikiilme noktalarin1 dahil etmek icin daha genel parametrelendirme yapilmast

gerekmektedir (Carrol vd., 2013).

1.0

-02-

Sekil 4.6. Detayl1 ortalanmis ayriklagtirma
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Tamm 4.1. y: I c Z — R3 bir ayrik egri olsun. Bu durumda Vi € [ i¢in ¢; = 0 ise y ayrik
egrisi diizlemseldir. Ayrica 3.16 denklemleri
T;11 = cos 6;T; + sin O;N;
Ni;1 = —sinb; T; + sin 6;N;
olur.
Tamm 4.2. y:I € Z - R? diizlemsel bir ayrik egri olsun. Bu durumda ayrik egrinin
normaller egrisine yani her i i¢in
o; =YitN;

olarak tanimli egriye y ayrik egrisinin ayrik evoliitii denir.

Lemma 4.3. y:1 c Z — R? diizlemsel bir ayrik egri ve y; noktasindaki ayrik ortonormal
cat1 {(Ty)i, (NV)i’ (BV)L'} olsun. Bu durumda ayrik evoliit egrisinin (T,);4;, ayrik teget
vektorii

(Ty)i41 = (cos(@i) - sin(@i))(Ty)i + (2sin(6;) — 1)(NV)i
olur.

Ispat: Teorem 3.2. geregince

(T5)i+1 = Ois1 — 0;

oldugundan ve Tamim 4.2. den
(Tir1 = Vier + (V) ~vi-(Ny), =visa-vi +(N,),,, — (Ny),
olup
(To)iv1 = (Ty)iﬂ + (Ny)Hl - (Ny)i
elde edilir. Son olarak, Tanim 4.1 den T;,, ve N;,, yerine yazilir ve diizenlenirse
(To)iss = cos 6;(Ty,), +sin6;(N,), —sin6;(Ty). +sin6;(N,), - (Ny),
(To)is1 = (cos6; —sin8;)(Ty), + (Zsin6; — (N, ),

olarak elde edilir.
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5. SONUC

Yapilan bu tez ¢alismasinda, klasik diferansiyel geometride kullanilan diizgiin egri
kavramindaki temel tanim teoremlere paralel olarak ayrik egriler kavramina ait araglar
incelenmistir.

Ayrik egriler ve ylizey teorisi lizerine 100 yildan daha uzun bir gegmise dayanan
cok sayida literatiir de vardir. Sasirtic1 olmayan bir sekilde, ayrik Gauss egriligi, ayrik
ortalama egriligi, ayrik gébek gibi standart kavramlar i¢in daha genis bir tanim ¢esitliligi
vardir. Yine, mutlak bir "dogru" tanimin olmadigi aciktir. Piirlizsiiz bir yilizeyin
ayriklastirilmasini nasil tanimlayacaginiz, yine hangi 6zelliklerin korumak istedigine bagh
olacaktir. Ozellikle entegre edilebilir ayriklagtirmalar teorisi, sabun képiiklerine, minimal
yiizeylere, Hasimoto yiizeylerine (yani, duman halkalar1 tarafindan siipiiriilen yiizeylere)
ve sabit Gauss egrili ylizeylerine uygulanmistir (Bobenko, 1996). Benzer yorumlar, ayrik
yiizeylerin parcalanmasi teorisi i¢in de gecerlidir.

Ayrik egriler ve ylizeyler ozellikle miihendislikte ve doga bilimlerinde birgok
alanda 6nemli uygulamalara sahiptir. Klasik egrilerin incelenmesinde énemli bir yeri olan
Frenet catis1 tek olarak belirlenmesine karsin, ayrik egriler i¢in bu ¢ati tek degildir. Bu
baglamda da literatiirde bu c¢atinin elde edilmesi i¢in birgok farkli yontem mevcuttur. Bu
caligmada, klasik ve ayrik egrilerin iligkisi incelenmis ve ayrik evoliit egrisinin tanimi ele

alinmistir.
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