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OZET

AYRIK VICSEK FRAKTALI UZERINDE
BAZI DINAMIK SISTEMLERIN ANALIZI

Nurcan ARI

Matematik Anabilim Dali
Topoloji Bilim Dali

Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisli, Nisan 2025

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Fatma Digdem KOPARAL

Bu tezde, tamamen baglantisiz bir fraktal olan Ayrik Vicsek Fraktali (8¢), bir yinelemeli
fonksiyon sisteminin atraktorii olarak elde edilerek bu fraktalin noktalari i¢in kod temsil-
leri belirlenmektedir. 8¢ iizerinde katlama ve genisleme doniisiimleri yardimiyla dinamik
sistemler inga edilerek bu sistemlerin periyodik noktalari incelenmektedir. Bu dinamik sis-
temlerden biri i¢in periyodik noktalara iligskin bir formiil elde edilip sistemin Devaney an-
laminda kaotik oldugu gosterilmektedir. Tezin son boliimlerinde ise, 8 iizerinde karenin
simetri grubuna ait doniisiimler ile kaydirma (shift) doniistimii kullanilarak yeni bir di-
namik sistem ailesi tanimlanmaktadir. Ayrica bu sistemlerin periyodik noktalar1 analiz
edilerek Devaney anlaminda kaotik olduklar1 ortaya konmaktadir. S6z konusu doniistim-
lerin topolojik denklikleri de detayli bicimde ele alinmaktadir. Bu ¢alismada elde edilen
sonuclar, fraktal geometri ile dinamik sistemler arasindaki iligskiye dair teorik bir cerceve
sunmakta ve fraktallar iizerindeki kaotik dinamiklerin daha iyi anlagilmasina katkida bu-
lunmaktadir. Ozellikle tamamen baglantisiz fraktallar iizerinde gerceklestirilen bu analiz,
hem matematiksel kuram hem de miihendislik uygulamalar1 agisindan yenilik¢i bir yak-

lasim ortaya koymaktadir.

Anahtar Sozciikler: Fraktallar, Dinamik sistemler, Ayrik Vicsek fraktali, Kaos.
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ABSTRACT

ANALYSIS OF SOME DYNAMICAL SYSTEMS
ON THE DISCRETE VICSEK FRACTAL

Nurcan ARI

Department of Mathematics
Programme in Topology

Eskisehir Technical University, Graduate School of Sciences, April 2025
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Fatma Digdem KOPARAL

In this thesis, the Discrete Vicsek Fractal (8¢), which is a totally disconnected frac-
tal, is obtained as the attractor of an iterated function system, and code representations for
its points are given. Using folding and expanding transformations on 8¢, several dynami-
cal systems are constructed, and their periodic points are studied. For one of these systems,
a formula for the periodic points is found, and it is shown that the system is chaotic in the
sense of Devaney. In the final parts of the thesis, a new family of dynamical systems is
defined on 8¢ using maps from the symmetry group of the square together with the shift
map. The periodic points of these systems are analyzed, and their chaotic behavior in
the sense of Devaney is demonstrated. In addition, the topological equivalences between
these transformations are also examined. The findings of this study provide a theoretical
framework for understanding the relationship between fractal geometry and dynamic sys-
tems and contribute to a deeper comprehension of chaotic dynamics on fractals. Moreover,
the analysis conducted on entirely disconnected fractals represents an innovative approach

with potential applications in both mathematics and engineering.

Keywords: Fractals, Dynamical systems, Discrete Vicsek fractal, Chaos.



TESEKKUR

Yiiksek lisans tezim boyunca bilgisini ve desteklerini esirgemeyen, rehberligi ve ce-
saretlendirmeleri sayesinde bu tez calismasini basartyla tamamlamamai saglayan, bu siirecte
sabir ve ilgi gosteren degerli danisman hocam Dr. Ogr. Uyesi Fatma Digdem KOPARAL’a
tesekkiir ederim. Ayrica her zaman yanimda olan sevgili esime tesekkiir ederim.

Yiiksek lisans 6grenimim boyunca beni 2210 - Yurt ici Yiiksek Lisans Burs Pro-

gramina layik géren TUBITAK yetkililerine tesekkiir ederim.

Nurcan ARI
2025

VI



14/04/2025

ETIK iLKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zgiin bir calisma oldugunu; ¢alismamin hazirlik, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tiim asamalarda bilimsel etik ilke ve bilgiler i¢in
kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakc¢ada yer verdigimi; bu ¢alismanin Eskisehir
Teknik Universitesi tarafindan kullanilan ‘bilimsel intihal tespit programi”’yla tarandigini
ve hicbir sekilde ‘‘intihal icermedigini’’ beyan ederim. Herhangi bir zamanda, calismamla
ilgili yaptigZim bu beyana aykir1 bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya ¢ikacak tiim

ahlaki ve hukuki sonuglara razi1 oldugumu bildiririm.

Nurcan ARI

VII



ICINDEKILER

Sayfa

BASLIK SAYFASI ....vuitniuitniteineeneeeeneeneeeenesneeeesessesnssessesnesesnesnennses I
JURI VE ENSTITU ONAYI ....cuiiiiniiiiiieieieeeeeneeneeneneenesnenesnesnennens II
107:00 Y TN 007N 4 I1I
[0/ ) NS IV
ABSTRACT ....vuiuneneeneeeeneeneteenerneseenesnesessesnesessessesnsssssesnssnssesnesnses V
TESEKKUR ...ouiuitiiniiiiiiititeetteeeenenesesnesesesnssssesnesssesnssesesnesesesnees VI
ETiK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI .................. VI
ICINDEKILER.......cccciiuiiiiiiiiiiiiieieeieneeneeieeeenesesessesnesnsnesnasnssess VIIT
SEKILLER DIZINI.....cciuiiiiiiiiiiiiiiiic et e X
SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZINI ......ccccvviiiiiiiiiiiiiieeeeeenenee, XI
| TR 3 123 1 RN 1
1.1 Temel Tanim ve Teoremler .......cccceeieieiiieeieeeieeesecaeecsoscssccsaccns 3

2. AYRIK VICSEK FRAKTALININ (8%) INSASI VE NOKTALARININ KOD
TEMSILLERI ......ocviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiici ettt 9
2.1 Ayrik Vicsek Fraktalinin Noktalarimin Kod Temsilleri ................... 9

2.2 Kod Temsili Verilen Bir Noktanin R? ’de Koordinatlarimin Bulunmasi. 12

3. 8¢ UZERINDE KATLAMA VE GENISLEME DONUSUMLERI KUL-
LANILARAK DINAMIK SISTEM INSAST .....cuvuiiiiiiieniieeenenenennns 13

3.1 Zaman Kacis Algoritmasi Kullanilarak Ayrik Vicsek Fraktalimin Elde
Edilmesi...eeuieeieiiiieiiieeiiereneeeeeeeesecssecssecsssesssecssecsscasssasnns 13

4. B4 UZERINDE KARENIN SIMETRi GRUBU KULLANILARAK KAOTIK
DINAMIK SISTEM ATLESTINSASI ..ottt e eeees 23

5. {84, F} AILESINDEKI BAZI TOPOLOJIK ESLENIK DINAMIK SiS-
N 0% 1 51 D) S 33



KAYNAKCA

OZGECMIS

IX



Sekil
Sekil

Sekil
Sekil
Sekil
Sekil
Sekil
Sekil
Sekil

2.1.
2.2.

2.3.
24.
3.1.
3.2.
3.3.
4.1.
4.2.

SEKILLER DiZiNi

Sayfa
Ayrik Vicsek fraktalinin ingasmnin ilk 3adimi ...l 9
Ayrik Vicsek fraktali (sol) ve 5 kiiciik kopyasinin birlesimi olarak ayrik
Vicsek fraktall (Sag)......ovvuuiieiiii i e 10
1. ve 2. seviyeden bazi alt ayrik Vicsek kiimeleri ......................... 11
Ayrik Vicsek fraktali iizerinde bazi noktalarin kod temsilleri ............ 11
{84, ®} dinamik sisteminin inSast ....................ccoviiiiiiiiiiii..., 14
Zaman kag1s algoritmasiyla ayrik Vicsek fraktalinin elde edilmesi ...... 15
{84, G} dinamik Sisteminin in$ast................ccoeviiiiiiiininininn.. 18
Karenin simetri grubu..........ooviiiiiiiiiiii 24
F(BY) ve F(3142) gOrintileri............uuuueeeuiiiiiiiiiiiiiiiiiinennnn 29



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Ayrik Vicsek fraktali

: k. seviyeden alt ayrik Vicsek fraktali

: Yinelemeli fonksiyon sistemi

: X’in bos kiimeden farkli kompakt alt kiimelerinin uzay1
: Metrik uzay

: x merkezli & yaricaplh yuvar

: Topolojik eslenik doniigtimler

XI



1. GIRIS

Dinamik sistemler giiniimiizde miihendislik, ekonomi ve finans, ¢evre ve bilgisa-
yar bilimi gibi ¢ok cesitli bilim dallarinda kullanim alanlar1 olan onemli bir arastirma
konusudur.

Kaotik dinamik sistemler, karmagik, dngoriilemeyen ve hassas bir sekilde baglangi¢
kosullarina bagli olan sistemlerdir. Bu sistemler, belirli bir matematiksel yapiya sahip
olan dinamik sistemlerdir ve rastgele etkilerden etkilenmezler. Bu sistemlerin analizi ve
anlagilmasi bazen zor olabilir, ¢iinkii karmasik davranislari nedeniyle sik sik belirsizlik ve
tahmin edilemezlikle iligkilendirilirler. Ancak, kaotik sistemlerin temel 6zellikleri, bilim,
miihendislik ve diger disiplinlerde bir¢ok faydali uygulamaya olanak saglar.

Devaney anlaminda kaotik sistemler bir dinamik sistemde kaotik davranigin varligini
belirlemek icin kullanilan bir 6lciidiir. Bu sistemler, baglangic sartlarina hassas bagim-
lilik, topolojik geciskenlik ve periyodik noktalarin yogunlugu 6zelliklerini saglayan sis-
temlerdir. Bu kavram, sistemlerin karmagikliin1 ve kaotik davraniglarini anlamak i¢in
onemlidir ve sistemlerin matematiksel analizini kolaylastirir. Tent (¢adir) ve shift (kay-
dirma) doniistimleri bu sistemlere verilebilecek en klasik orneklerdir.

Fraktal, matematiksel bir nesnenin kendine benzerligi olan bir yap1 sergilemesi du-
rumudur. Kendine benzerlik, bir nesnenin belirli bir 6l¢ekteki her pargasinin, biitiiniiniin
kiictik bir kopyas1 gibi goriinmesidir. Fraktallar, genellikle karmasik ve diizensiz sekillere
sahiptirler ve bu nedenle diizgiin geometrik sekillerden farklidirlar. Genellikle basit matem-
atiksel kurallar kullanilarak olusturulur. Bu kurallar, bir nesnenin belirli bir yapiya sahip
olmasini saglamak i¢in tekrar eden veya yinelenen islemler olarak ifade edilebilir. Cantor
kiimesi, Sierpinski Uggeni, Koch Kar Tanesi, Vicsek (ayrik) fraktal gibi bir yinelemeli
fonksiyon sisteminin atraktorii olan bir¢ok fraktal 6rnegi verilebilir.

Kaotik davranis, yalnmizca klasik dinamik sistemlerde degil, ayn1 zamanda fraktal
yapilar iizerinde tanimlanan sistemlerde de gbzlemlenebilmektedir. Bu anlamda kaotik di-
namik sistemler lizerine yapilan calismalar, fraktal geometriye teorik ve uygulamali katkilar
saglamaktadir. Ornegin, [9]’de Sierpinski iicgeni iizerinde tanimlanan bir dinamik sis-
temin Devaney anlaminda kaotik oldugu gosterilmistir. Ote yandan, [10]’da karenin simetri
grubundaki doniisiimler kullanilarak C X C iizerinde bir kaotik dinamik sistem ailesi inga
edilmistir. Benzer sekilde, [11] calismasinda farkli bir kaydirma doniisiimiine dayali olarak

yine C X C iizerinde alternatif bir kaotik sistem ailesi tanimlanmistir. Bir baska kendine



benzer kiime olan Vicsek fraktali lizerinde genisleme ve katlama doniisiimlerine dayali
olarak bir kaotik dinamik sistemin varlig1 [12]°de gosterilmistir.

Ote yandan, son yillarda tamamen baglantisiz (ayrik) fraktallar iizerinde tanimlanan
dinamik sistemlerle ilgili arastirmalar da yapilmaktadir. Ornegin, [14] calismasinda ayrik
Sierpinski liggeni lizerinde tamimlanan dinamik sistemler incelenirken, [13] ¢alismasinda
ayrik Pentagon fraktali iizerinde dinamik sistemlerin analizleri gerceklestirilmistir.

Bu tezde, tamamen baglantisiz bir fraktal olan ayrik Vicsek fraktali iizerinde tanim-
lanan bazi dinamik sistemlerin kaotik olup olmadiklar1 incelenmektedir. Bunun i¢in 6nce
gerekli olan temel tanim ve teoremler verilecek daha sonra ayrik Vicsek fraktali tizerindeki
bir noktanin kod temsili ve bu gosterimin R?’deki karsilig1 verilmektedir. Boliim 3’te ayrik
Vicsek fraktali lizerinde katlama ve genigleme doniisiimlerinden yararlanilarak dinamik
sistemler insa edilmig ve bu sistemlerden birinin periyodik noktalar i¢in bir formiil elde
edilerek kaos kosullarini sagladig ispatlanmaktadir. Boliim 4 ve Boliim 5’te ise karenin
simetri grubu ve kaydirma doniisiimii kullanilarak ayrik Vicsek fraktali tizerinde bir di-
namik sistem ailesi insa edilmig ve aym sekilde kaos sartlarim1 sagladigi kanitlanarak, bu

aile icinde topolojik olarak eslenik olan doniisiimler i¢in bir kosul verilmektedir.



1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde, tez ¢calismasinda kullanilacak bazi temel tanim ve teoremlerden bahsedilmek-
tedir.

Tanmm 1.1. (X, d) bir metrik uzay ve
¢ NxX —>X

olsun. Eger ¢ fonksiyonu,
i. Vx € X i¢in ¢(0,x) = x
ii. Vs,t € NveVx € Xicin ¢(s,¢(t,x)) = @(s+1,x)
ozelliklerini sagliyorsa ¢ fonksiyonuna kesikli dinamik sistem denir ([4]).
Kesikli herhangi bir dinamik sistem i¢in 1 birim zaman sonra x noktasinin durumunu

bilinsin. Yani f(x) = ¢(1, x) olsun. Bu durumda,

0(2,x) = p(1+ 1,x) = o(1,¢(1,x)) = ¢(1, f(x)) = f(f(x)) = f*(x)

0(3,x) = p(1+2,x) = (1, ¢(2,3)) = o(1, f2(x)) = f(f(x)) = (%)

o(n,x) = p(1+(n=1),x) = ¢(1, p(n = 1,x)) = o(1, [~ (x)) = f(f(x)) = f"(x)

olur. Yani, f : X — X dinamik sisteminin iterasyonlar1 noktanin zaman i¢indeki du-
rumunu ifade eder. Yani bir dinamik sistemin zamana gore degisimini gosteren {X, f'}
sistemidir.

Tanmm 1.2. { X, f} kesikli dinamik sistemi i¢in herhangi bir x € X elemaninin

yoriingesi (orbiti),

Orb(x) = {x, f(x), f2(xX), ..., f"(x),...}

seklinde verilir ([4]).

Tamm 1.3. X bostan farkli bir kiime ve f : X — X taniml bir fonksiyon olmak
lizere xo € X icin f(x9) = xo oluyorsa xo noktasina f fonksiyonunun sabit noktasi denir.
Yani sabit nokta f altinda hareket etmeyen noktadir ([4]).

Tanmim 1.4. f"(x) = x kosulunu saglayan yani, f altindaki n defa bileskesi kendisine

esit olan noktaya f fonksiyonunun periyodik noktasi, bunu saglayan en kiiciik » dogal



sayisina da x noktasinin periyodu denir ([4]).
Tanim 1.5. (X, d) bir metrik uzay ve f : X — X bir fonksiyon olsun. Eger, 3¢ > 0

sayisina kargilik Vx € X noktasinin V N komsulugu i¢in,

d(f* o), ff () > &

olacak sekilde biry € N ve k > 0 dogal sayis1 varsa, f fonksiyonuna baslangi¢ kosullarina
hassas bagimli fonksiyon denir ([3]).

Tanmm 1.6. X uzayinin bos kiimeden farkli VU,V agiklan icin, f*(U) NV # 0
olacak sekilde 3n € N varsa f fonksiyonu topolojik geciskendir denir ([3]).

Tanmm 1.7. (X, d) bir metrik uzay, f : X — X bir fonksiyon ve f fonksiyonunun
periyodik noktalarinin kiimesi Per(f) olsun. Eger Per(f) kiimesinin kapanis1 X’ e esit
ise, yani Vx € X noktasinin keyfi bir komsulugunda Per(f) kiimesinin en az bir elemani
varsa, f fonksiyonunun periyodik noktalar1 X te yogundur denir ([2],[3]).

Tanim 1.8. (X, d) bir metrik uzay f : X — X fonksiyonu verilsin. f fonksiyonu
asagidaki kosullar1 saglarsa f’ye X iizerinde Devaney anlaminda kaotik bir fonksiyon
denir.

i. f baslangic sartlarina hassas bagimlidir.
ii. f topolojik geciskendir.
iii. f’nin periyodik noktalar1 X te yogundur.([3])

Teorem 1.1. X sonlu olmayan bir kiime olmak iizere (X, d) bir metrik uzay, f :
X — X siirekli bir fonksiyon olsun. f topolojik gecisken ve f’nin periyodik noktalari
X’te yogun ise f fonksiyonu X iizerinde baslangi¢ sartlarina hassas bagimhidir ([1]).

Tanim 1.9. (X, d,) ve (Y, d,) metrik uzaylar olmak lizere, f : X — Xveg:Y — Y

birer fonksiyon olsun. Eger
foh=hog

kosulunu saglayan bir 4 : X — Y homeomorfizmasi varsa, f ile g fonksiyonlarina topolo-
jik esleniktir denir ve f = g seklinde gosterilir. Bu durumda f ve g fonksiyonlarinin be-
lirledigi {X, f} ve {Y, g} dinamik sistemlerine de topolojik denk dinamik sistemler denir
([3D.

Teorem 1.2. X ve Y sonlu olmayan kiimeler olmak iizere, {X, f} ve {Y, g} iki di-
namik sistem ve f =, g olsun. Bu durumda,

1. Eger x* f’nin n-periyotlu noktasi ise 2(x*) da g’nin n-periyotlu noktasidir.



2. f’nin kaotik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul g’nin kaotik olmasidir ([3, 4]).
Tamm 1.10. Z,,={x = xox1x2...|x; € {0,1,2,...,n—1},i =0,1,2,...} kiimesine
{0,1,2,...,n— 1} sembolleri iizerinde bir dizi uzay1 (sembol uzay) denir.
Tanim 1.11. %, elemanlar1 {0, 1} sembollerinden olugan sonsuz dizilerin uzay1 ol-

mak iizere, o : 2y — Xy, X = XgX1X2 ... € Xp i¢in
o(x) =o0(xpx1x...) =xX1x2. ..

seklinde taniml1 doniisiime shift (kaydirma) doniisiimii denir ([3]).
Teorem 1.3.d : X; X ¥ — R tamimh bir fonksiyon ve x = xpxjx2..., y =

Yoy1y2 ... € Xp olmak iizere,
- X0 = yal
dxy) = ), =5
n=0

fonksiyonu X, uzay iizerinde bir metriktir ([3]).
Not 1. o doniisiimiiniin n periyotlu noktalarinin kiimesini Per, (o) ile gosterecek

olursak;
Per, (o) = {xox1x2 .. . x,_1|lx; € {0,1},i=0,1,2,...,n—1}

olur.
Teorem 1.4. (¥, d) metrik uzayinda, x = xox;... ve y = yoyi ... olsun. Bu du-
rumda asagidaki ifadeler gecerlidir.
1. Egeri=0,1,2...,niginx; = y; ise d(x,y) < 5 olur.
2. Bgerd(x,y) < sxisei=0,1,2...,niginx; = y; olur.

Teorem 1.5. o doniisiimii Devaney anlaminda kaotiktir ([3]).

Kanit. o doniisiimiiniin periyodik noktalarinin kiimesinin 2, uzayinda yogun oldugu, yani
Vx € %, igin € > 0 olmak iizere keyfi B(x, €) komsulugunda o~ doniisiimiiniin en az bir
periyodik noktasinin bulundugu gosterilmelidir.

X = XoX1x2... € Xy ve B(x, &) komgulugu alinsin. Ayni zamanda zln < & olacak
sekilde bir n € N secilsin ve x ile ilk n + 2 terimi ayn1 olan y = xox1x3 . . . X;41X0X1X2 - . -
periyodik noktasini alinsin. x ve y’nin ilk n+2 terimi ayn1 oldugundan (Teorem 1.4) geregi

1
<—=<e¢

d(x,y) < n+l on

olup y € B(x, ) olur. Boylece x’in keyfi & komsulugunda bir y periyodik noktast bulun-

mus olur. O halde o doniislimiiniin periyodik noktalarinin kiimesi X,’de yogundur.



Ikinci olarak o~ doniisiimiiniin topolojik geciskenligini inceleyelim.

(X7, d) metrik uzayinin bostan farkl keyfi U, V aciklan verilsin. o(U) NV # 0
olacak sekilde bir n € N bulunmalidir.

X =x0X1x2... € Uvey=ypy1yz... € Valnsi. U acik oldugundan B(x,&1) C U

olacak sekilde 3&; > 0 vardir.

1

5n < &1 olacak sekilde n € N secilsin ve x ile ilk 7 terimi ayni olan z = xox1 . . . X,—-1Y0

Y1y2 ... € Xp elemant alinsin. (Teorem 1.4) geregi d(x,z) < zin olacagindan ve zin < &1
oldugundan d(x, z) < &; olur. Buda z € B(x, 1) demektir ve B(x, 1) C U oldugundan

z € U olur. O halde 0" (z) € o"(U) olur.

o(z) = x1xx3...
0'2(z) = X2X3X4...
o"(z) = yoyiy2...=y€V

oldugundan 0" (z) € V’dir. O halde o"(U) NV # 0 olup o doniisiimii topolojik gecisk-
endir.
Son olarak o~ doniisiimiiniin baglangi¢ sartlarina hassas bagimliligini inceleyelim.
X0X1X2 ... € Xp ve B(x,0) x’in keyfi bir komsulugu olsun. zl—n < ¢ olacak sekilde

n € N seg¢ilsin. Bu durumda, B(x, 21—,,) C B(x,6) olup,

2 = {yenldy) < o)

B(x, o

= {xoX1...XnYn+1Yns2 ... € o}

olur. x ile ilk n terimi ayn1 (n+1). terimi farkli olan y = xox1 ... X, Vp41Vns2 - - . € B(x, 2%
icin
1
o™ (xX) = Xps1Xns2. ..

OJH_I()’) = Yn+lYn+2 - -

olur. Bu durumda,

d(o_n+1 (x),0'n+1(y)) _ |Xnse1 = Yot + [Xn42 = Yns2l 4
20 21
= 1+...>1

olacagindan o doniisiimii baglangi¢ sartlarina hassas bagimlidir. O



Tanmm 1.12. (X, d) metrik uzay1 ve f : X — X doniisiimii verilsin. Vx,y € X i¢in,

d(f(x), f(y)) < s.d(x,y)

olacak sekilde 0 < s < 1 reel sayist mevcut ise f bir biiziilme doniisiimiidiir denir.
Tamm 1.13. (X, d) bir metrik uzay ve fi, f2, ..., f, : X — X biizilme doniistimleri
olsunlar. {X; f1, f2, ..., fu} sistemine yinelemeli fonksiyon sistemi (YFS) denir ([2]).
Teorem 1.6. (Banach Sabit Nokta Teoremi) (X, d) bir tam metrik uzay ve f : X —
X biiziilme doniisiimii olsun. Bu durumda f fonksiyonunun bir ve yalnizca bir sabit nok-
tas1 vardir. Aym zamanda, Vx; € X ve xq sabit nokta olmak iizere x1, f(x1), f>(x1) ...

f"(x1), ... dizisi bu sabit noktaya yakinsar. Yani

lim x,, = xo

n—c0
olur ([2]).

Teorem 1.7. (X, d) bir tam metrik uzay ve { X; fi1, f> ... fu } bir yinelemeli fonksiyon
sistemi ve H(X) = {A C X|A # 0 ve A kompakt} olsun.

F : H(X) - HX)
A —F@)=|]h@)
i=1

olacak sekilde tanimlanan doniisiim de bir biiziilme doniisiimii olup, H (X) uzay1 Haus-
dorftf metrigi ile bir tam metrik uzay oldugundan Banach sabit nokta teoremi geregi, bu
doniistimiin de bir tek A* sabit noktas1 vardir ve bu sabit noktaya ilgili YFS’ nin atraktorii

(¢ekicisi) denir. Ayrica VB € H (X) igin
B,F(B),F*(B)...F"(B),...

dizisi A* sabit noktasina yakinsar ([2]).

Tanmm 1.14. {X; f1, f>, ..., fu} bir YES ve atraktorii A olmak iizere fi, f2,..., fu
doniisiimleri A tizerinde birebir olsun. i # j ve Vi, j €{0,1,2,...,n} icin f;(A) N f;(A) =0
oluyorsa A atraktorii tamamen baglantisiz bir kiimedir denir ([4]).

Teorem 1.8. (Cantor Arakesit Teoremi)

(X, d) bir tam metrik uzay olmak iizere D, kapali yuvarlarindan olusan ve Vn € N

icin



ozelligine sahip kiimelerinin bir dizisi ve n € N i¢in r,, sayis1 D,, kapal1 yuvarinin yarigapi
olsun. Bu durumda r,, — 0 ise

ﬁDn = {x}

n=1

olacak sekilde bir tek x € X noktas1 vardir ([15]).



2. AYRIK VICSEK FRAKTALININ (8%) INSASI VE NOKTALARININ KOD TEM-
SILLERI

Bu tezin amaci ayrik Vicsek fraktal lizerinde dinamik sistemler inga ederek kaotik-
ligini incelemektir. Bunun icin de bu boliimde once ayrik Vicsek fraktali bir YFS’ nin
atraktorii olarak ifade edilecek daha sonra ayrik Vicsek fraktali iizerindeki noktalarin kod
temsilleri belirlenecektir. Ayrica ayrik Vicsek fraktali iizerinde R?’deki standart metrik
kullanilacagindan B¢ kiimesinde kod temsili verilen bir noktanin R? iizerinde koordi-

natinin bulunmasi i¢in bir formiil verilecektir.

2.1. Ayrik Vicsek Fraktalinin Noktalarimin Kod Temsilleri

Bir kenar1 bir birim olan bir kare alinsin. ilk olarak bu kare % oraninda biiziilsiin
ve baslangictaki karenin koselerine ve orta noktasina 6telensin. Bu durumda 5 tane yeni
kiiciik kare olusur. Daha sonra her bir ayrik kare i¢in ayni adimlar tekrarlansin. Bu adimda
da 25 adet kare olusur. Bu adimlarin sonsuz kere tekrarlanmasi ile de ayrik Vicsek fraktali

olusur. Ayrik Vicsek fraktal f; : RZ > R2,i=0,]1,2,3,4 olmak iizere,

Sekil 2.1. Ayrik Vicsek fraktalinin insasinin ilk 3 adim

) = (53)
Aty = (£43.3)
hlry) = 75—‘+‘§,§+§)
Ao = (5343
A = (543,343



biiziilme doniisiimleri alindiginda {Rz; fo» f1, f2, f3, fa} yinelemeli fonksiyon sisteminin

atraktorii olarak elde edilebilir. Yani ayrik Vicsek fraktali 8¢ olmak iizere,

F(8%) = fo(B) U fi(B) U fi(B) U /(B U fu(B) = B¢

olur.
f(B%)=B5 f,(8)=5;
T (BY)=B!
o(s)=B ¢ S a(E)-s

Sekil 2.2. Ayrik Vicsek fraktali (sol) ve 5 kiiciik kopyasumin birlesimi olarak ayrik Vicsek fraktali (sag)

Sekil 2.2°deki gibi

(89 = 8§
fsY = 8f
h(BY) = B8]
H(BY = B8]
(84 = B8]

olsun. Bu durumda Bg U Bf U Bg U B;j U Bff =Bdvei+ jvei,je{0,1,2,3,4} olmak
lizere Bl.d N BJ‘.I = (0 ve herbir f; fonksiyonu birebir oldugundan tanimi geregi 8¢ tamamen
baglantisiz bir kiimedir.

k € N ve {0,1,2,3,4}* kiimesini ele alalm. @ = ajxa;3...ar € {0,1,2,3,4}%

icin 8¢ = £, (8% olsun. Burada f, = fy, © fu, © fu; © ... 0 fu, olmak iizere
Bl o8, >8!, . >...08! oL,

a1 a1 a3 * a1aQa3...ag

elde edilir. Cantor Arakesit Teoreminden dolay1

[o0]

d
ﬂ Balazag...ak = {(l}
k=1

olacak sekilde tek bir a € B9 noktasi vardir. @jar@;s . . . ay .. . ifadesine de a noktasinin

10



kod temsili denir ([5]).

d d
‘63 e e BZ
= =
Bd
4 - d .- Y
Bla o P
un
w"u = u )
4
€ -
d o« Tz "o d
By By
® = ® = . "
H.H IIIII I"I l*l
z = ==z
I.H E.S
d mm = 5z d
B < MB

Sekil 2.3. 1. ve 2. seviyeden bazi alt ayrik Vicsek kiimeleri

Not 2. 8¢ tamamen baglantisiz bir kiime oldugundan her bir noktanin yalnizca bir

kod temsili vardir. Ayrica tez boyunca X ifadesi tekrar eden xxx . .. anlaminda kullanila-

caktir.
3. . 2340c . ..
4435
12
m = o -;Pﬁ
- \021

Sekil 2.4. Ayrik Vicsek fraktali tizerinde bazi noktalarin kod temsilleri

11



2.2. Kod Temsili Verilen Bir Noktanin R? *de Koordinatlarimn Bulunmas:

a e Bevea; €{0,1,2,3,4} olmak iizere a noktasinin kod gosterimi ajazas . . .ay,

olsun. a noktasmin R? *deki koordinatlar1 (x, y) ile gosterilecek olursa,

0, a-= 0, a=0
4 , a;=1 0, a=1
xXi=y4 , a=2 yi=y{4 , a=2
0, a =3 4 , a;=3
2, a;= 2, a;=

olmak tizere

=252y

U1|'\<

seklindedir.

Not 3. 8¢ iizerinde standart metrik kullanilacak ve standart metrik d ile gosterile-
cektir.

Ornek 2.1. 8¢ kiimesinde kod temsilleri verilen a = 40 ve b = 42 noktalar1 arasin-
daki uzaklik asagidaki sekilde hesaplanir.

a noktasinin R?’deki koordinatlar1 (x, y) olmak iizere,

o200 2 20 0 2
statato Ty y= A

(x,y) = (%, %) noktasidir.
b noktasinin R?’deki koordinatlart (x’, y’) olmak iizere,

2 4 4 3

(x",y") = (1,0) noktasidir. O halde a ve b noktalari arasindaki uzaklik

(3303 T T -

olur.

12



3. 8¢ UZERINDE KATLAMA VE GENISLEME DONUSUMLERI KULLANILA-
RAK DINAMIK SISTEM INSASI

Genigleme doniisiimleri noktalarin birbirinden uzaklagmasina neden olur ve kaos
kosullarindan basglangic kosullarina hassas bagimliligin gerceklesmesi i¢in gereklidir. Kat-
lama doniistimleri ise genisleyen sistemin sinirli bir bolgede kalmasina olanak saglar, bu
sayede bu iki doniigiim uygun bir sekilde aymi anda kullanildiginda hassas bagimliliga
sahip kaotik bir dinamik sistem olusturulabilir. Lojistik doniisiim ve Tent (Cadir) doniisiimii
bu yolla olusturulan kaotik dinamik sistemlerin klasik orneklerindendir. Bu bdéliimde
genisleme ve katlama doniisiimleri kullanilarak olusturulan iki dinamik sistem 6rnegi ver-
ilecektir. Ayrica Ornek 3.1°te verilen dinamik sistemin zaman kag1s algoritmasi yoluyla

Ayrik Vicsek fraktali elde edilecektir.

3.1. Zaman Kacis Algoritmasi1 Kullanilarak Ayrik Vicsek Fraktalinin Elde Edilmesi

Kendine benzer kiimelerin biiyiik bir kismi1 yinelemeli fonksiyon sistemleri atraktor-
leri olarak elde edilirler. Sierpinski ticgeni, Koch egrisi, Cantor kiimesi, Vicsek fraktali
gibi klasik fraktallar, bu tiir yinelemeli fonksiyon sistemlerinin yardimiyla iiretilebilirler.

Ancak, yinelemeli fonksiyon sistemleri fraktal iiretmenin tek yolu degildir. Alter-
natif yontemlerden biri de zaman kagis algoritmasidir. Bu yontem, belirli bir noktanin bir
dinamik sistem i¢inde nasil bir yoriingeye sahip oldugunu analiz ederek fraktal yap1 olus-
turur. Mandelbrot ve Julia kiimeleri gibi fraktallarin yani sira, yukarida bahsedilen klasik
fraktallarin da zaman kagis algoritmasi kullanilarak tiretilebilecegi bilinmektedir ([8]).

Bu farkli yontemler, fraktallarin geometrik ve dinamik 6zelliklerini daha iyi anlaya-
bilmek i¢in farkli yaklasimlar sunar ve dogada gézlemlenen karmagik yapilari matematik-
sel olarak modellememizi saglar.

Ornek 3.1. [0, 1] x [0, 1] kiimesi iizerinde verilen ayrik Vicsek fraktal ele alinsin.

¢i :R? > R?vei e {l,2, 3,4} olmak iizere,

QOl(X,y) (SX, Sy)

5 5
‘Pz(x,)’) - (x’_ly_§|+§)

5.5
‘P3(X,}’) (_lx_§|+§,)’)

1 1 1 1
pi(x.y) = (=3l+y=31= 30 =x=3).=5ly=3+2l+ 3 (- x+3)

olmak lizere @ = ¢4 0 3 0 @y o ¢ bileske fonksiyonu tanimlansin.

13



@ doniistimiinii olusturan doniisiimler incelendiginde, ¢ doniislimii noktalara arasin-
daki uzaklig1 5 katina ¢ikaran bir genisleme doniisiimii, ¢, doniisimii y = % dogrusu-
nun {ist kisminda kalan noktalart dogrunun altina gonderen bir katlama doniisiimii, ¢3
doniislimii x = % dogrusunun sag tarafinda kalan noktalar1 dogrunun sol tarafina gon-
deren bir katlama doniisiimii ve son olarak ¢4 doniisiimii de x + y = 3 dogrusunun sag
tarafinda kalan noktalar1 dogrunun sol tarafina gonderen bir katlama doniisiimiidiir (Bkz.

Sekil 3.1). Ayrica @ doniisiimiiniin 8°ye kisitlanmis1 bir dinamik sistem olusturur.

y

21
¢4 \
1 . o
y . X y
5 € 1 5
AN
N\
N\
AN
N\
\\ —— ] — e - - — — — y = 5
N 2
N
N
N\
N
N
N
N
0 \\ 5 X 0 5 X
N\
N
X+y=3
y |
5 l
| ¢5
|
2 |
|
|
L
.
S
|
|
|
|
2 | o
0 I 5 X
|
|
|
|

Sekil 3.1. {89, ®} dinamik sisteminin insast

{84, ®} dinamik sistemi i¢indeki noktalarin ® doniisiimii altindaki iterasyonlarinin
(yoriingelerinin) nasil davrandigini incelemek i¢in zaman kagis algoritmasi kullanilir. Bu
algoritmaya gore her bir noktanin yoriingesi takip edilerek belirli bir iterasyon sayis1 (n)

boyunca belirli bir sinir iginde kalip kalmadigini kontrol eder. Eger bir nokta » iterasyon

14



icinde bir yerde sinirin digina cikarsa, kactig1 iterasyon sayisina gore bir renkle boyanir.
Eger nokta n iterasyon boyunca siirin icinde kalirsa 6zel bir renk ile boyanir. Yoriingesi

siirli kalan noktalarin kiimesi de ilgili fraktali verir. Yani 8¢ = {(x, y) € R?|F"(x,y),n —

oo} olur. Sonug olarak @ doniisiimiiniin zaman kagis algoritmasiyla ayrik Vicsek fraktali

elde edilmektedir (Bkz. Sekil 3.2).

Sekil 3.2. Zaman kagis algoritmasiyla ayrik Vicsek fraktalimin elde edilmesi

Onerme 3.1°de ® doniisiimii ile daha kolay islem yapabilmek ve periyodik nokta-
lar1 daha kolay hesaplayabilmek amaciyla, doniisiim noktalarin kod temsilleri kullanilarak
ifade edilmektedir.

Onerme 3.1. x, y € B9 noktalarinin kod temsilleri x;, y; € {0, 1,2,3,4} olmak
tizere sirastyla xjxox3... ve y;y2y3... olsun. Bu durumda & : B - B4 fonksiyonu

asagidaki gibi ifade edilir.
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D(Oxox3x4 . ..

(I)(IXZX3X4 e

D(2xox3x4 . ..

D(3x2x3x4 . ..

(I)(4X2X3X4 N

1.Durum:

@(444. . .40xk+1xk+2xk+3 .. ) =YyYi1y2y3...

2.Durum:

D(444 . . A1X )y 1 Xk 42Xk43 -+ ) = V1V2Y3 - - -

XpX3X4 . . .

yiy2y3 ...

yiy2y3...

yiy2y3...

y1y2y3

Yi

Yi

A W

p—

A W

b

9

Xi+1
Xi+1
Xi+1
Xi+1

Xi+1

Xi+1
Xi+1
Xi+1
Xi+1

Xi+1

Xi+1
Xit1
Xi+1
Xi+1

Xi+1

=0
=4

...,i¢in 4 durum s6z konusudur :

16

Vi =

Vi =9

E > VS )

A W NN = O

Xi+1
Xi+1
Xi+l
Xi+1

Xi+1

Xi+1
Xi+1
Xi+1
Xi+1

Xi+l1



3.Durum:

0, xi4s1=0
L, x4 =3
D(444 .. A2X) 1 Xk42Xk43 -+ ) = V1Y2Y3 - - -s Vi=1 2 , Xy =2
3, xm=1
4, xip1=4
4.Durum:
0, xipp=1
I, xip1=2
D(444 .. A3X)r1 X 42Xk43 .- .) = VIV2Y3 - - s Vi=13 2 | Xp1=3
3, x41=0
4, xi1=4

Ornegin B¢ kiimesinden kod temsili x = 234213 elemam almsm. Bu durumda
x € B%nin @ altindaki goriintiisii ®(x) = 140310 olur.

® fonksiyonunun periyodik noktalar1 i¢in herhangi bir formiil bulunamamakla bir-
likte baz1 periyodik noktalar1 asagidaki gibidir.

Sabit noktalar;

0, 10, 20, 30, 4

Periyodu 2 olan bazi noktalar;

0110, 0220, 0330

1100, 1230, 1320

2130,2200, 2310

3120, 3210, 3300

24,24140434, 24340414

41424340, 43424140

17



Periyodu 3 olan bazi noktalar;

40,4240, 2404

012230, 103230,213120

seklinde hesaplanir.

Ornek 3.2. [0, 1] x [0, 1] kiimesi iizerinde ayrik Vicsek fraktali ele almsin. g; :

R2 5> RZvei=1,2,3,4,5 olmak iizere,

gl(x’)’)

g2(x,y)
g3(x,y)
g4(x’ )’)

gS(X’ y)

(5x,5y)

7 7
Xa§—|y—§|

3 3
x,z—ly—§|
7 7
§—|X—§|,y
3 3
§—|X—§|’y

olmak iizere G = gsog40g308-0g bileske fonksiyonu B¢ iizerinde bir dinamik sistemdir.

9,

N~

Sekil 3.3. {84

, G} dinamik sisteminin insast

18
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Ornek 3.3. x;x2x3 ... € B9 kod temsilinde her biri € {1,2,3,4,...} i¢in x; nin

esleni8i x; olmak lizere,

0, x,=2
1 , x;=3
Xi=92, x;=0
3, x=1
4 |, x;=4

olur.

Onerme 3.2°de G doniisiimii, 8¢’ nin noktalarinin kod temsilleriyle yeniden ifade
edilmistir.

Onerme 3.2. x € B¢ noktasinin kod temsili x;xx3 ... olsun. Bu durumda G :

B¢ — B9 fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilir.

Xx3... , x1#4
G(x) = 2X3 1
x§x§ ..o, x1=4
Onerme 3.3. G fonksiyonunun periyodik noktalarii = 1, 2,3,4,. .., n olmak iizere,

L.Durum: x = x;x5...%,... € B4 noktasinn ilk n teriminin icerisinde tek sayida

4 varsa,

L S 5 kK k
X1X2X3 .o XiXip] « o XnX]X5X5 o X7X o Xy

noktasi n periyotlu nokta olur.
2.Durum: x = x1x3...x,... € B¢ noktasinn ilk 7 teriminin icerisinde ¢ift sayida

4 varsa,
X1X2X3 ...Xp
noktas1 n periyotlu nokta olur.

Kanit. 1.Durum: x = xix5 ... XpXne1 - .. € B9 noktasim ilk n teriminde tek sayida 4

olsun. Bu durumda

n ok *
G"(X1X2 .. XXyl . ) =X, 1 Xy e -

19



olacagindan

Xprl = X1
* —
Xna2 X2
olup
— R * Kk * .k *
X = XIX2XF e Xi] - XX XX o XTXD L Xy
G fonksiyonunun n periyotlu noktasi olur.
2.Durum: x = X;X2...XpXpe1 ... € B¢ noktasinin ilk n teriminde cift sayida 4

olsun. Bu durumda

n
G"(X1X2 .. XpXpgl o+ 2) = Xp1Xna2 « + -

olacagindan
Xn+l = X1
Xn+2 = X2
olup
G fonksiyonunun n periyotlu noktasi olur. O

Ornek 3.4. x = 214034 € B¢ noktas1 G fonksiyonunun 3-periyotlu bir noktasidir:

G3(x) G3(214034214034 . . )

= G(G(G(214034214034 .. .)))
= G(G(14034214034 .. .))

= (4034214034 .))

= 214034214...=x

20



Ornek 3.5. x = 213 € 89 noktas1 G fonksiyonunun 3-periyotlu bir noktasidur:

G3(x) = G*(213213213213213...)
= G(G(G(213213213213213...)))
= G(G(13213213213213...))
= G(3213213213213..))
= 213213213213...=x

Onerme 3.4. (8¢, d) metrikuzayinda,a = ayxy...a,... € Béveb=biby...b,...
B4 elemanlarimim R?’deki karsiliklari sirasiyla (x, y), (x’, y’) olmak lizere,i = 1,2,3,...,n
icin a; = b;ise d((x,y), (x',y")) < SL olur.

n-1

Kamit. a = ajay...andps1 ... Ve b = ajas...apbps; ... olsun. a ve b’nin R¥’deki

karsiliklar sirasiyla (x, y), (x’, y") olmak iizere,

(r,y) = (i iiy—)
i=1 i=1

«".y) = (i ﬁ:iy—f)
i=1 i=1

olsun. Burada x;, xlf s Vis yl’. Altboliim 2.2°deki gibi tanimlanmaktadir. Tk n terimlerin ayni

oldugu goz Oniine alindiginda,

d(a,b) = V(x-x)2+(y-y)?
Xi—X Yi— Y,
= +
\ Z 5 ) (Z 5 )
i=1 i=1
o 2 (o] Vi 2
_ X;i—X yi— Y
S5 -E
i=n+1 i=n+1
\/ Xn+1 _xl,’l+1 )2 (yn+1 yn+1 )2
= +
5n+1 5n+1
4 4 2 (4 4 2
= 5n+1 + 5n+2 + 5n+1 5n+2
~ 1y (1Y 2 1
- 5] T3] T3 S5
elde edilir. O
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Teorem 3.1. {G, B¢} Devaney anlaminda kaotik bir dinamik sistemdir.

Kanit. Periyodik noktalarin yogunlugu:

Keyfi x = x1x32...X3Xp41... € B verilsin. Bu noktanin keyfi B(x, €) komsu-
lugunda bir periyodik noktanin var oldugu gosterilmelidir. Onerme 3.3’den dolay1 boyle
bir periyodik nokta her zaman bulunabilir.

Baslangi¢ sartlarina hassas bagimhhk:

Keyfi x = x1x2X3 ... XpXp41 ... € B9 ve x ile ilk n terimi aynt (n + 1). terimi farkli
olany = x1x2 ... Xy Yne1Yn42 - .- € B9 verilsin. Bu iki noktanin birbirine yeteri kadar yakin

oldugu ancak goriintiilerinin bir siire sonra birbirlerinden uzaklastig1 gosterilmelidir.

1
5n-1

o > 5,,1_1 olmak iizere y € B(x, ) oldugunu gosterelim. (Burada n’yi § >

olacak sekilde segiyoruz.) x ve y’nin R?’deki karsiliklari sirastyla @, olmak iizere, On-

erme 3.4’den dolay1 d(a, 8) < d olup y € B(x, 6) olur. Sonug olarak

40" (5).6"(5) > 2

oldugundan istenen gosterilmis olur.

Topolojik geciskenlik:

(89, d) metrik uzaymnin bostan farkli keyfi U, V ac¢iklarim alahm. G¥(U) NV # 0
olacak sekilde bir k € N bulunmalidir.

X = x1x2x3 ... € U alalim. U acgik oldugundan B(x, &) C U olacak sekilde 3& > 0

vardir. k’y1 & > 5k—1_1 olacak sekilde secelim.
U' ={x1x2...XkZk+12k+2 - - - |X ile ilk k terimi ayni}

kiimesi verilsin ve y € U’ alalim. Bu durumda Onerme 3.4’den dolay1 d(x, y) < 5,}—_1 olup
y € B(x,¢) olur. O halde B(x,&) C U oldugundan y € U olur, o halde U’ c U olur.
Ayrica GF(U") = B89 olacagindan G*(U) = 8¢ olup G¥(U) NV # 0 olur. m]
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4. 8¢ UZERINDE KARENIN SIMETRI GRUBU KULLANILARAK KAOTIK Di-
NAMIK SISTEM AILESI INSASI

Bu boliimde karenin simetri grubu olan Dihedral grup D, iin elemanlar1 8¢’ nin kod
temsilleri kullanilarak ifade edilmis ve bu doniisiimler ile kaydirma doniisiimii yardimiyla
ayrik Vicsek fraktali tizerinde kaotik bir dinamik sistem ailesi inga edilmistir.

Ayrik Vicsek fraktal lizerinde bir kaotik dinamik sistem ailesi olusturabilmek i¢in
karenin simetri grubunun elemanlar1 kullanilacaktir. Bu grubun elemanlari; 0°, 90°, 180°,
270° donmeler (saat yoniiniin tersi), y,x eksenlerine gore yansimalar ve kosegenlere gore
yansimalar olmakla birlikte sirasiyla po, p1, p2, 03, U1, 12, 01, 02 ile gosterilmektedir. On-
erme 4.1’°de bu doniisiimler kod temsilleri yardimiyla ifade edilmektedir.

Onerme 4.1. 8% nin farkh x, y noktalarmin kod temsilleri sirasiyla xxox3 ... ve

yiyays ... (x5, v; €40, 1,2,3,4}) olsun. Bu durumda, Vx; = 4 icin y; = 4 ve

po(x) =y & y; =x;/(mod4)

pi(x)=y &y =x+1(mod4)
p2(x) =y & y;i=x;+2(mod4)
p3(x)=y &y =x+3(mod4)
ui(x) =y & y;=3x;+1(mod4)
m2(x) =y & y; =3x;+3(mod4)
01(x) =y & vy, =3x;+2(mod4)
o02(x) =y <y =3x;(mod4)

olarak formiile edilir.
Not 4. Bu boliimde ayrik Vicsek fraktalinin merkezi orijinde olacak sekilde konum-

landirilmagtir.
Kanit. Sekilde goriildiigii gibi ayrik Vicsek fraktali iizerinde 0° donme doniislimii altinda,

0—-0



Sekil 4.1. Karenin simetri grubu

0—-1
1—-2
2—-3
3—-0

4 —4

0—2
1-3
2—-0
3—-1
4 — 4
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oldugundan py(x) =y < y; = x;(mod4) elde edilir.

Ayrik Vicsek fraktali lizerinde 90° donme doniistimii altinda,

oldugundan p|(x) =y & y; = x; + 1(mod4) elde edilir.

oldugundan p(x) =y & y; = x; + 2(mod4) elde edilir.

Ayrik Vicsek fraktali iizerinde 180° donme doniisiimii altinda,




Ayrik Vicsek fraktali izerinde 270° donme doniistimii altinda,

0—3
1—-0
2—-1
3—>2
4 —4
oldugundan p3(x) =y & y; = x; + 3(mod4) elde edilir.
Ayrik Vicsek fraktali tizerinde y eksenine gore yansima doniisiimii altinda,
0—-1
1—-20
2-3
3—-2
4 -4
oldugundan u;(x) =y & y; = 3x; + 1(mod4) elde edilir.
Ayrik Vicsek fraktali iizerinde x eksenine gore yansima doniisiimii altinda,
0—3
1—-2
2 -1
3—-0
4 — 4

oldugundan uy(x) =y & y; = 3x; + 3(mod4) elde edilir.

Ayrik Vicsek fraktal lizerinde 1. kdsegene gore yansima doniisiimii altinda,

0—>2
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oldugundan 6;(x) =y & y; = 3x; + 2(mod4) elde edilir.
Ayrik Vicsek fraktali iizerinde 2. kdsegene gore yansima doniisiimii altinda,
0—0
1-3
2—-2
3—-1
4 — 4

oldugundan 6>(x) =y & y; = 3x;(mod4) elde edilir. O

Tanmm 4.1. f; € {po, p1, P2, P3, 11, 12,01,02}i =1,2,3,4,5 ve o kaydirma doniigtimii

olmak iizere F : B¢ — B4 fonksiyonu,

oo fi(x) , xEBg
oo frlx) , xeBd
F(x)=4 oo fs(x) , xeB
oo fy(x) , xer

oo fs(x) , xEBf

olarak tanimlanir.
{84, F} bir dinamik sistemdir ve bu yolla 8> adet dinamik sistem elde edilir.
Onerme 4.2. F fonksiyonunun periyodik noktalari asagidaki sekilde formiile edilir.
Not 5. Eger x; = 4 ise periyodik noktaya tamamlanirken yine sabit kalir yani x,,4; =
4, xon+i = 4,X3,4i = 4,... olarak alimir. Ayrica x; # 4 iken x4, X204, - - . de8erleri
(mod4)’e gore hesaplanir.

L.Durum: F"(x) = (o" o pp)(x) ise n-periyotlu bazi noktalar
X1X2X3...X,

formundadir.

2.Durum: F"(x) = (0" o p1)(x) ise n-periyotlu bazi noktalar

X1x2 . X (X +3) (2 +3) . (X +3) (1 +2) (2 +2) L (i +2)(xp+ D2+ 1) L (X + 1)

formundadir.
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3.Durum: F"(x) = (0" o py)(x) ise n-periyotlu bazi noktalar

xX1x2 . xp(x1 +2)(x2+2) ... (x, +2)

formundadir.

4.Durum: F"(x) = (0" o p3)(x) ise n-periyotlu bazi noktalar

X1x2 . X+ D+ D) (e + D +2) (00 +2) oo (g +2) (01 +3) (0 +3) ... (x, +3)

formundadir.

S5.Durum: F"(x) = (0" o uy)(x) ise n-periyotlu bazi noktalar

x1x2 ... X, (Bx1 + 1) (Bxp+ 1) ... (3x, + 1)

formundadir.

6.Durum: F"(x) = (0" o up)(x) ise n-periyotlu bazi noktalar

x1x2 ... x,(3x1+3)(Bx2+3) ... 3x, +3)

formundadir.

7.Durum: F"(x) = (0" o §1)(x) ise n-periyotlu bazi noktalar

x1x2 ... Xy (Bx1 +2)(Bxp+2) ... (3x, +2)

formundadir.

8.Durum: F"(x) = (0" o §3)(x) ise n-periyotlu bazi noktalar

x1x2 ... x,(3x1)(3x2) ... (3x,)
formundadir.

Kanit. 'Tiim durumlarin ispatlari birbirine benzer oldugundan yalnizca 2 ve 6. durumlarin
ispatlar1 verilecektir.

2.Durumun Kamiti: x = x;x5x3 . . . € 8¢ olmak iizere

F'(x) = (0"op1)(x)
= o"((x1+DCa+1)...(x,+1)..))
olup F"(x) = x olmasi gerektigindeni = 1,2, 3, ..., nicin x,+; = x; + 3 (mod4) olur.
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Ayrica p% (x) = p2(x) oldugundan

F"(x) = (0o p])(x)

(1 +2)(x2+2)...)

(X201 +2) (X242 +2) . ...

olup F M(x)=x olacagindani =1,2,3,...,ni¢in xp,4; = x; + 2 (mod 4) olur.
Benzer olarak pf (x) = p3(x) oldugundan
F'(x) = (™0 p](x)

FM((x1+3)(x2+3)...)

(X3n41 +3) (X342 +3) . ..

olup F M(x)=x olacagindani =1,2,3,...,ni¢in x3,4; = x; + 1 (mod 4) olur.

Son olarak

p1(x) = po(x)

oldugundan F 47(x) basa donmektedir. O halde 4n terimden sonra ilk 4n°1i blok tekrar

edecektir. Sonug olarak periyodik nokta;

xX1x2 . Xy (x1+3) (0 +3) (v )1 +2) (0 +2) o (i + 2) (1 + Do+ 1) L (xp+ 1)

olur.
6.Durumun Kaniti:
X = x1x2%3 . . . € B olmak iizere
F'(x) = (0" ou)(x)
= o"((Bx1+3)(Bx2+3)...)
= (Bxps1+3)Bxpr1 +3) ...
ve F"(x) = x oldugundani = 1,2, 3, ..., nicin x,4; = 3x; + 3 elde edilir.
F(x) = (0™ o u)(x)

o ((Bx1 +3)(Bx2+3)...)

(3x2n+1 + 3)(3x2n+1 + 3) s

28



ve F"(x) = x olacagindan i = 1,2, 3, ..., n i¢in x2,4; olup basa doner.

Sonug olarak bu durum i¢in periyodik nokta

x1x2 ... X, (3x1+3)(Bxz+3) ... 3x, +3)

olur.

Ornek 4.1.

cou(x) , xeBY
oodi(x) , xer
F(x)=1 ocou(x) , xeBg

oo p(x) xeBg

oopi(x) , xEBf

P2

)y 4 ope(8))=5°

~ % E a4
w3142 ﬁ

Sekil 4.2. F (Bgl) ve F(3142) goriintiileri

F fonksiyonunun sabit noktalarini bulalim. x = x;x, . .. verilsin.

1.Durum: x; = O ise,
F(x) = (oo u1)(x)
oldugundan Onerme 4.2’den dolay1 x = 01 icin
F(x) =01

olup x = 01 sabit noktadr.
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2.Durum: x; =1 ise,
F(x) = (o 0061)(x)
oldugundan Onerme 4.2’den dolay1 x = 1 igin
F(x)=1

olup x = 1 sabit noktadir.

3.Durum: x; = 2 ise,
F(x) = (0 0 uz)(x)
oldugundan Onerme 4.2’den dolay: x = 21 icin
F(x) =21

olup x = 21 sabit noktadr.

4.Durum: x; = 3 ise,
F(x) = (0 0 p2)(x)
oldugundan Onerme 4.2’den dolay: x = 31 icin
F(x) =31

olup x = 31 sabit noktadur.

5.Durum: x; = 4 ise,
F(x) = (00 p1)(x)
oldugundan Onerme 4.2’den dolay1 x = 4 icin
F(x)=4

olup x = 4 sabit noktadr.
Ayni yontemle F fonksiyonunun 2 periyotlu bir noktasini bulalim.

x = 23x3 ... olsun. Bu durumda

F(x) (0 o u2) (x)

o (10(3x3 +3)(3xs +3) ...)

0(3X3 + 3)(3)64 + 3) e
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F?(x) (00 1) (0(3x3 +3)(3xs +3)...)

o((x3+2)(x4+2)...)

Kisaca x’e Once u, sonra g uygulanacagindan ve u; o up = p oldugundan
F?(x) = (5 0 p2) (%)

olup Onerme 4.2’den dolay1

x = 2301

noktasi 2 periyotlu nokta olur.

Teorem 4.1. Tanim 4°de verilen F' fonksiyonu Devaney anlaminda kaotiktir.

Kanit. Periyodik noktalarin yogunlugu:

Vx € B¢ noktasin her komsulugunda bir periyodik nokta bulundugunu goster-
meliyiz.

Onerme 4.2°de formiile edilen periyodik noktalardan her birinin ilk » terimi x ile
ayn1 oldugundan Onerme 3.4’den dolay1 x’in keyfi komsulugunda bu periyodik noktalarin
biri bulunabilir. Bu durumda F fonksiyonunun periyodik noktalar1 yogundur.

Baslangic Sartlarina Hassas Bagimlhihk:

Keyfi x = x1x0X3 .. . XpXp41Xp42 . . . € B9 ve B(x, 5) komsulugunu alalim. § > 5,%_,
olacak sekilde n € N secelim.

Y = X1X2X3 . . Xp—1YnVne1Yn42 - - - € B4 alahm (y’nin ilk n — 1 terimi x ile ayn1 n.

terimi farkl1 olsun). x’in R?’deki karsilig1,

' 1,5 @, of @
= (o, =(—+=+..+—+...,—+—=+...+—+...
a=(a.a)=(3+5 5 5752 st
y’nin R%deki karsilig1,
. g 1L B
= (B, =(—+ =+ +—+..,— =+ —+.
B=B.)=(F+5 < T3 )
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olsun. Boylece,

" o_ pn

\/(g+%+...+a”_’8” )2+ (= +2+ 4 L

d(a, p)

5" 5 52 5n
Y ” 17 "o _ pn
_ IBn n+1 n+l )2 + (an ~— Pn + @1 n+1 )2
B g+l T 5n gn+l T

IA

4 4 1
\/(5” o ...)2+(5—n+5n+1+...)2$Sn_1

olup y € B(x, d) olur.
Simdi de d(F¥(x), F¥(y)) > & olacak sekilde k € N bulalim. k = n — 1 secilirse,

F* ! (x)

X xn+1xn+2

-1 77 ’
F* () = Ypua Voo

olsun. x, # y, oldugundan x;, # y; olur. Buradan,

“ S

d(F"' (), F*"1(y)) 2

olup istenilen elde edilir.

Topolojik geciskenlik:

B%nin keyfi bos kiimeden farkli U, V agiklarini alalim. F*(U) NV # 0 olacak
sekilde n € N bulmaliy1z.

8B4 kendine benzer oldugundan U agik kiimesi,
Bgm o, = la1aa .. @ .. keyfie; € {0,1,2,3,4},i=1,2,...}
olacak sekilde bir alt ayrik Vicsek fraktali icerir. Buradan

F”(BOZI(I2 o) =l .. keyfia] € {0,1,2,3,4},i=n+1,n+2,...}

olur. Bgm a, & Uolup
BI=F"(B!, .)CF'(U = F'U)=8"
olur. Béylece F*(U) = B¢ oldugundan F"(U) NV # 0 elde edilir. O
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5. {84, F} AILESINDEKI BAZI TOPOLOJIiK ESLENIK DINAMIK SISTEMLER

Bu boliimde ayrik Vicsek fraktali iizerinde Boliim 4’te tanimlanan dinamik sistem
ailesindeki doniistimlerin topolojik esleniklikleri incelenmistir. Bunun i¢in énce Dy ele-
manlarinin birbiriyle eslenik durumlari incelenmis daha sonra bu doniisiimler kullanilarak
B4 {izerindeki dinamik sistemlerin topolojik denklikleri gosterilmistir.

Yardimci Teorem 5.1. Asagida belirtilen D4’ilin elemanlar1 4 eslenik dontisiimleri
ile topolojik eslenik doniigiimlerdir.

1. h € {61,062, p1} olmak iizere u; =y s
2. h € {uy, u2} olmak iizere p| =, p3
3. he{p1,u1, u2} olmak iizere 6; = o

Kanit. Hepsinin ispat1 benzer oldugundan yalnizca 1’in ispat1 verilecektir. x = xjx; ...

alinsin.

prodi(x) = ui((Bx1+2)(3x2+2)...)
= (X1+3)(Xz+3)...

Ve

(510/12()6) = 61((3x1+3)(3x2+3)...)
= (X1+3)(XQ+3)...

olup u; =5, uy olur. ikinci olarak,

proo2(x) = ur((3x1)(3x2)...)
= (x1+1)(x2+1)...
ve
dr0oux(x) = 62((3x1+3)(3x2+3)...)

= (X1+1)(XZ+1)...

olup u1 =5, o olur. Son olarak,

ui((xr+ 1) (2 +1)...)
(3x1)(3x2) ...

M1 o p1(x)
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ve

p1(Bx; +3)(Bx2+3)...)
(3x1)(3x3) ...

p1 0 p2(x)

olup 1 =, ys olur.

Not 6. 3x; = 4 olsayd: y; = 4 olacagindan esitlikler bozulmayacakti.

Teorem 5.1. f;, g; € {po, p1, P2, P3, 11, 12, 61, 62} olmak iizere,

fo(x) , xe€ Bg
filx) , xe€ Bij
fx)=919 Hkx) , xe Bg
frlx) , xe€ B3d
falx) , x€ Bf

go(x) , xeBy,

gi(x) . xeBy

g(X) = gZ(-x) , X€ Bg(z)

g3(x) . xeBy

ga(x) xEB;‘f@)

B4 {izerinde farkl1 fonksiyonlar olsun. Asagidaki kosullar saglaniyorsa f ve g fonksiyon-
lar1 topolojik esleniktir.

1. fi € {po, p2} ise gi = f;
2. Diger durumlarda g; = f; veya g; = fi~

Kanit. 1. x € B ve f; = pg olsun. Herhangi bir & icin (pg o h)(x) = (h o po)(x)
oldugundan (% o pg)(x) = (h o g;)(x) olmasi igin g; = p, olmalidir. f; = p; igin de
ayni durum gecerlidir.

2. x € B ve f; = p olsun. h = p3 alirsa (p; o p3)(x) = (p3 © p1)(x) oldugundan
gi = p1 olmalidir. Ayni zamanda Yardimci Teorem 5.1°den dolay1 & = u, yo igin
(p1 o h) = (h o p3) olacagindan g; = p3 olmalidir. Yani g; = f; olur. f; = p3 i¢in
de aym sekilde gosterilebilir. Benzer sekilde,

510522(520(51
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ve
M1 0 fa = 2 0 [y

oldugundan f; € {61, 02, u1, 12} icin ayni durum gegerli olup istenen gosterilmis
olur.

O

Sonug. f ve g topolojik eslenik doniisiimlerse, FF = oo f ve G = 0 o g de ayn1
eslenik doniisiim yoluyla topolojik denk dinamik sistemlerdir.

Ornek 5.1.

pi(x) , xe 8B
po(x) , xe B¢
8" =8 fx) =1 61(x) , xeB!
p2(x) , x e B
oo(x) xEBf

\(&

pi(x) , xe B¢
po(x) , xe€ Bg
g:8' > 8Yg(x)=1 6(x) , xeB
p2(x) , x € Bf
o1(x) , xe€ Bff

verilsin. Bu durumda F = 0 o f ve G = 0 o g dinamik sistemleri Teorem 5.1 ve dnceki
sonugtan dolay1 4 = p dontisiimii araciligi ile topolojik denktir.

F’nin sabit noktalari

01,1,20,30,4
olup
p#1(01) =10
p1(1) =0
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11(20) =31
#1(30) =21

pi(4) =4

oldugundan G fonksiyonunun sabit noktalari,

10,0,31,21,4

seklindedir.
Ornek 5.2.

i (x)
po(x)
f:87 > 8% f(x) =4 pi(x)
01(x)
Ha(x)

Ve

pa(x)
po(x)
g:87— B g(x) =1 ps(x)
02(x)
Hi1(x)

fonksiyonlari verilsin.

d
, xEBo
, xEBfl
d
: XEBZ
d
, xeB3

d
, x€B4

, xer’
, xe B
, xeB?
, xEBg

, xGBf

pi(x) , xeBd
[.ll(X) s )CEB?

h(x) =9 ui(x) , xGBg
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ve F = 0o f,G = 0 o g olmak iizere F ve G fonksiyonlar1 4 doniisiimii aracilif1 ile
topolojik denktir.

F’nin sabit noktalari

01,1,2103,3,4
olup
p1(01) =12
u1(1) =0

1£1(2103) = 3012

n1(3) =2

pi1(4) =4

oldugundan G fonksiyonunun sabit noktalari,

seklindedir.
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6. SONUC

Fraktal ve kaos, dogadaki karmagiklik ve diizenin matematiksel anlamda incelen-
mesi i¢in temel araclar sunar. Bu calisma kapsaminda, ayrik Vicsek fraktali {izerinde
gerceklestirilen dinamik sistem analizleri, fraktal geometrinin karmasikligi nasil bir diizene
doniistiirebilecegini gostermektedir. Fraktallarin kendine benzerlik ve Slgiilebilirlik 6zel-
likleri, kaotik davraniglarin temel dinamiklerini gorsel olarak anlamamiza olanak tanimustir.

Bu anlamda, katlama ve genisleme doniigtimleri kullanilarak olusturulan dinamik
sistemler, karmasik yapilar tizerinde 6ngoriilemezlik ve diizen arasindaki iligkinin daha iyi
anlagilmasini saglamistir. Calismada, ayrik Vicsek fraktali tizerinde tanimlanan dinamik
sistemlerin Devaney anlaminda kaos sartlarini sagladig1 matematiksel olarak ispatlanmig
ve bu sistemlerin bazilar i¢in periyodik noktalarinin formiillerine ulagilmigtir.

Sonug olarak, bu calisma, fraktal geometri ve kaotik dinamikler arasindaki iligkiyi

teorik ve uygulamali diizeyde ele alarak, ilgili alanlara bir katki saglamaktadir.

38



[1]

(2]
(3]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

KAYNAKCA

Banks, J., Brooks, J., Cairns, G., Davis, G., Stacey, P. (1992). On Devaney’s Defini-
tion of Chaos. The American Mathematical Monthly, 99(4), 332-334.

Barnsley, M. (1988). Fractals Everywhere. San Diego: Academic Press.

Devaney, RL. (1989). An introduction to chaotic dynamical systems. Addison Wesley
Publishing Company.

Gulick, D. (1988). Encounters with Chaos and Fractals. Boston: Academic Press.
Kigami, J. (2001). Analysis on Fractals. Cambridge: Cambridge University Press.

Peitgen, H.O., Jargens, H. and Saupe, D. (2004). Chaos and fractals: new frontiers
of science. Springer.

Alligood, K.T., Sauer, T.D., Yorke, J.A. (1996). CHAOS: An Introduction to Dynam-
ical Systems. Springer.

Aslan, N., Saltan, M., Demir, B. (2018). A different construction of the classical

fractals via the escape time algorithm. Journal of Abstract and Computational Math-
ematics, 3(4), 1-15.

Saltan, M., Aslan, N., Demir, B. (2019). A discrete chaotic dynamical system on the
Sierpinski gasket. Turkish Journal of Mathematics, 43(1), 361-372.

Aslan, N., Koparal, F. D., Saltan, M., Ozdemir, Y. and Demir, B. (2023). A family
of chaotic dynamical systems on the Cantor dust CxC.Filomat, 37(6), 1915-1925

Yilmaz, K., Ozdemir, Y., Koparal, F.D. (2023). Construction of new chaotic dynam-
ical systems on a 2D Cantor set. Mathematical Communications, 28 (2), 171-180.

Aslan, N. and Saltan, M. (2021). On the Construction of Chaotic Dynamical Systems
on the Box Fractal. Researches in Mathematics, 29, 3-14.

Aslan, N. (2024). Dynamical analysis on the discrete pentagon fractal. Mathematical
Communications, 29(2), 307-319.

Seyhan, O., Aslan, N., Saltan, M. (2024). Dynamical analysis of some special shift
maps on discrete Sierpinski triangle. Chaos, Solitons & Fractals, 178, 114382.

Munkres, J.R.(1975). Topology. ABD: Prentice Hall.

39



OZGECMIS

ORCIDID : 0009-0007-2310-1604
Adi-Soyadi  : Nurcan ARI
Yabanci Dili : Ingilizce

Egitim Gecmisi

e 2015-2021: Anadolu Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii, Lisans
* 2022-2025: Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik
Anabilim Dali, Topoloji Bilim Dal1, Yiiksek Lisans



