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65 sayfa

Bu tezde, Z-sayilarinin genisletme prensibi ile tanimlanan toplama, ¢ikarma,
carpma ve bolme islemlerini kullanilarak cebirsel ozellikleri arastirilacaktir. Bir Z-
sayis1 kavrami bilginin glivenilirligi ile ilgilidir.

Oncelikle, Z sayilarmin tanimm veriyoruz. Bir Z-sayisi, Z = (A, B) iki
bilesene sahiptir, ilk bileseni A, gercek degerli bir belirsiz degiskene (X) izin verilen
degerler ilizerinde kisitlama (sinirlama) dir. Z-sayisinin bileseninin ikinci bilegent,
birinci bilesenin gilivenilirligini (kesinlik) olger. Z-sayis1 kavrami, ozellikle de
gozetim analizi, risk degerlendirmesi ve ekonomi gibi birgok uygulama icin
potansiyel tasir. Bir kisitlama kavrami, ancak bir kisitlama degildir. Bir kisitlama
genel bir kisit olarak goriilebilir.

Ikincisi, tesadiifi degiskenler iizerindeki belirsiz sayilar ve islemlerin
genelleme seviyesini veriyoruz.

Anahtar Kelimeler: Z-sayilari, fuzzy sayilari, belirsiz sayilar.
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Discrete Z-Numbers
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65 page

In this thesis, we discuss algebraic properties of Z-numbers under the four
arithmetic operations, namely addition, subtraction, multiplication and divison which
are defined by the extension principle. The concept of a Z-number relates to the issue

of reliability of information.

Firstly, we give definition of the Z-numbers. A Z-number, Z = (A, B) has
two components, the first component A is restriction (constraint) on the values which
a real valued uncertain variable, X, is allowed to take. The second component of a Z-
number measure of reliability (certainty) of the first component. The concept of a Z-
number has a potential for many applications, especially decision analysis, risk
assesment and economics. The concept of a restriction but is not a constraint. A

restriction may be viewed as a generalized constraint.

Secondly, we give generalization level of uncertain numbers and operations

on random variables.

Key Words: Z-numbers, fuzzy numbers, uncertain numbers.
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1.BOLUM

GENEL BIiLGILER

GIRIS

Fiziksel sistemleri matematiksel olarak modellerken, transfer fonksiyonlarini
¢ikarirken, sistemlerin dogrusal ve zamanla degismeyen sistemler oldugunu kabul
ederiz. Oysa dogada dogrusal sistem pek yoktur. Bu kabullenmeyi belirli ¢alisma
bolgeleri etrafinda kabul edebiliriz. Bunlarin disinda matematiksel modelinin
cikarilmast oldukca karigik hatta imkansiz c¢ok sayida matematiksel islemler
kabullenmeler gerektirir. Bir insanin zihnindeki diisiince diinyasinin bile tomografisi
cekilecek olursa, bunun ¢ok renkli degisik hatta karmasik motiflere sahip oldugu ¢ok
belirgin olmayan desenler igerdigi goriiliir. Iste bu belirsizligi, bulamklik (fuzzy)
diye tanimlamak miimkiindiir. Bulanik Mantik diger adiyla “Fuzzy Logic” kurami ilk
kez 1965 yilinda L. Zadeh tarafindan ortaya atilmistir. Kiimeler teorisinde bir eleman
ya bir kiimeye aittir yada degildir. Fakat bulanik kiimelerde bir eleman birden fazla
kiimeye ait olabilmektedir. Bulanik kiimelerde kesinlik kavrami yoktur. Bulanik
mantik (Fuzzy) karar verme mekanizmasi olarak ta tanimlanabilecek sozel ifadelerin
bir uzman kisi tarafindan belirtilen kesin olmayan simirlar igindeki davranisim
matematiksel olarak modellemeye yarar. Modelleme kesin olmayan bulanik
kiimelerden olustugundan Bulanik ya da Fuzzy olarak ifade edilir. Bu ismi kisisel ya
da uzman kisinin kesin ¢izgilerle ifade edemedigi ancak bolgesel olarak yaklasik
sinirlarinin belli oldugu durumlarda anlamli sonuglar vermektedir. Bulanik mantik,
hesaplama teknigi bu tiir sorunlar1 biiyiik 6l¢iide ¢ozebilmektedir. Bu nedenle bilinen
geleneksel hesaplama yontemlerine alternatif olarak ortaya ¢ikan bu yontem,
dogadaki isleyisi taklit ederek ¢Oziime ulasir. Bulanik mantik kavrami iki temel

0geden olusur.

e Bulanik kiimeler ve bu kiimeleri kullanarak bir dizi kural olusturma



L4 Karar verme siireci.

Bulantk  manttk  kuraminin  uygulamalari,  giiniimiiziin ~ karmagik
problemlerinin ¢dziimiinde kullamish bir ara¢ haline gelmistir. Ilk ortaya atildig
tarihten bu yana matematik¢iler, bilim adamlar1 ve miihendisler tarafindan

birbirinden bagimsiz pek ¢ok ¢alismaya konu olmustur.

Bu tezin bu bdéliimiinde [1-4,6,7], 2.bolimiinde [5,6], [8], 3.boliimiinde ise

[1,2], [5], [8] referanslarindan yararlanilmistir.



2.BOLUM

2. Z-Sayilarn1 Ve Kisitlamisin Genel Kavramlar:

2.1.Z-Kisitlamasi
Dogruluk ve anlam kavramlari mantik, bilgi analizi ve ilgili alanlarin en
onemli kavramlarindandir. Merkezi kisitlama teorisi RCT (restriction-centered

theory) olarak adlandirilir.

Dogruluk ve anlamin geleneksel teorisi bilyiik ol¢iide iki degerli mantiga
dayalidir. RCT Fuzzy mantik temellidir. Bulanik mantigin iizerinde duran RCT,
giinliik dille ifade edilebilir. Klasik gerceklikte bi¢imsellestirme elverisli degildir.
Bunun biiyiik nedeni dogruluk ve anlaminin geleneksel teoriler tarafindan kaginilan

bir bolge olmasidir.

RCT de dogruluk degerleri dogal dille tanimlanabilir. Ornegin; oldukca
dogru, cok dogru, nerdeyse dogru, muhtemelen dogru, dogru olabilir, genellikle
dogru vb. Dilsel anlamda dogruluk degerleri geleneksel mantik sistemlerinde kabul

edilmez.

RCT nin merkezi aralik kavramimin genellestirilmisidir. Aralik kavrami
kisitlama kavramindan daha genis bir kiime, Fuzzy tartismasi olarak ortaya

cikar. R X , X degiskeni iizerinde bir kisitlama olsun.

Ornegin; Mahmut Gaziantep’> de bir otelde kaliyor. Resepsiyoniste
‘Gaziantep Havaalanina gitmem ne kadar siirer?’. Olasi cevaplar; 1 saat, 1 saat 15
dakika, 1 saate yakin, genellikle 1 saate yakin vs. Bu cevaplarin her birinin kisitlanis

stiriis siiresi degiskenine baglidir. Bir bagka 6rnek;

P: Cogu Izmirliler uzun boyludur. P nin dogruluk degerleri nedir

3



Olas1 cevaplar; dogru, %80 dogru , %80’ e yakin, biiyiik olasilikla dogru, dogru

olabilir vs.

RCT de kisitlamalar agirlikli olarak dogal bir dile ¢ekilen Onermeler olarak
tanimlanir. Normal dile ¢ekilen bir Fuzzy 6nermesi, yani Fuzzy dogruluklarini igeren
bir dnerme tipik olarak uzun, sisman, agir vs. Fuzzy nicelikleri; ¢ogu, ¢ok, ¢ok daha
fazla vs. Fuzzy olasiliklari; olasi, olas1 olmayan vs. seklindedir. Sifirinc1 dereceden
bir fuzzy Onermesi fuzzy nicelik ve/veya fuzzy olasiliklarini igermez. Birinci
dereceden bir fuzzy Onermesi fuzzy nicelikleri fuzzy nicelikleri ve/veya fuzzy
dogruluklar ve/veya fuzzy olasiliklarini igerir. Istisnai durumlar disinda dogal dilde
buna dikkat etmek Onemlidir. Dogruluk ve anlamin geleneksel dilde fuzzy

onermeleriyle hesaplamalarinin anlami yoktur.

Temel olarak, P(X) hangi X degerleri icin bir kisitlama olarak goriilebilir

buna bakacagiz. Ornegin;

X=5; 3 ve 7 arasinda; X kiiciiktiir, X normal dagilima sahiptir ortalamasi m ve

varyansi ¢ dir, bu durumda X in kiigiik olmasi olasidur.
Adana’ da yazlar genellikle sicaktir. ( X kesindir.)
Mahmut ¢ogu arkadasindan uzundur. ( Xkesindir.)

Gosterim olarak RCT nin altinda yatan iki fikre dikkat ¢ekmek yararli
olacaktir. ilk fikir, MP(meaning postulate) olarak ifade edilen birinci anlam
varsayimina sevk eder. Burada MP, dogal bir dile cekilebilen bir 6nermeyi temsil

eder. Bir kisitlama olarak ifade edilen p,
p—-X=-R.

Burada X kisitlanan degisken, R kisitlama iligkisi ve r, R nin X 1 kisitlayan
yolu tanimlayan indeks degiskenidir. R, X i kisitlar bigiminde ifade edilir. X bir n-li
degisken olabilir ve R de bir n-li iligki olabilir. Genellikle, X ve R, p yi Orter. Temel
olarak X, p de kisitlanan degerdir. X odak degisken olarak adlandirilir. X in se¢imi
biiyiikk Ol¢lide 6zneldir.P nin sinirlandirildigr degisken veya degiskenler kisinin
algisini yansitir ancak genellikle bir fikir birligi yoktur. P anlam bilimin ag gosterimi
n-li odak degisken ve n-li iliskinin incelenmesi gerekebildigi unutulmamalidir. Okun

sag tarafindaki ifade p nin kanonikal formu olan CF(p) ifade eder. CF(p),



genellestirilmis devir ifadesi olarak yorumlanabilir. Burada devir ifadesi olan
devreden X genellestirilmis anlamda X in bir degeri degildir ama bir kisitlamada X in
alacag1 degerler lizerinde bir kisitlamadir.P nin bir kisitlama olarak temsili i¢in bir

matematiksel 1yi tanimlanmis p formuna ihtiyacimiz vardir.

Ikinci anahtar fikir ise TP (truth postulate) olarak ifade edilen dogruluk
varsayimidir. Tahminen X in derecesi R nin derecesine esittir. Buradaki derece
nliimerik ya da dilsel olabilir. Sonug olarak goriildiigii gibi RCT de p nin dogruluk

degerip nin anlaminin tahminin bir yan sonucudur.

Asagidaki gosterimi basitlestirmek icin, bazi durumlarda degisken adi ve
Ornegi arasinda hi¢bir ayrim yapilmaz. Buna ek olarak, bazi durumlarda p nin bir

anlami1 ve bir 6nerme arasinda bir ayrim yapilir.

2.2. Kisitlama Kavram
X degiskeni tlizerindeki bir R(X) kisitlamast X hakkinda bilgi verir. Daha

somut olarak
CFRX :X = R
CF R X , R(X) de bir kanonikal form ifade edebilir.

Eger R ve r matematiksel olarak iyi tanimlanmis ve X bir tahmin ise R(X) bir
kisitlamadir. Tahminler RCT de cok onemli rol oynar. Kisitlamalarin tahmini
kisitlamalar1 hesaplamada bir 6n kosuldur. Asagida, kisitlamalarla hesaplamayi

iceren basit bir probleme 6rnek verilmistir.
Mahmut genellikle isi saat 5 de birakiyor.
Mahmut’ un isten eve gitmesi genellikle yaklasik 1 saat siiriiyor.
Mahmut ne zaman eve gider?

Insanlar bu tiir giinliik problemleri ¢dzebilmek igin olaganiistii kabiliyetleri
olan akl1 kullanilirlar. RCT nin 6nemli katkilarindan biri de dogal dille ifade edilen

problemlerin ¢éziimlerinin ingasina imkan saglamasidir.

Kisitlamalarin birgok tiirii vardir. Eger bir kisitlama tekil ise R de tekil bir degerdir.
Ornegin; X = 5. Tekil olmayan bir kisitlama ise R de tekil degildir. Tekil olmamak

dolayli olarak belirsizligi belirtir. Bir kisitlamada X kisitlanan degisken ise o

3



kisitlama dolaysizdir. Bir kisitlama kisitlanan deger f(X) formunda ise o kisitlama

dolaylidir. Ornegin;
b
R(p)= |p(w) p(u)du

Muhtemelen p de dolayl: bir kisitlamadir.

Kisitlamalarin ana tiirleri; olasi kisitlamalar, olasilikli kisitlamalar ve Z-

kisitlamalaridir.
Olas1 kisitlamalar ( r = agiktir)
RX : X=A.

Burada A,X uzayinda bir fuzzy kime, u, tyelik fonksiyonudur. A, Xinolasilik

dagiliminda rol oynar.
P(X=u)=p, (u.
Ornek 2.1. X kuiciiktiir.

T T

kisith degisken  kisitlayan iliski (fuzzy kiimesi).

X in olasilik dagiliminda fuzzy kiimesi kii¢iik bir rol oynar. (Sekil 2.1.)

u

A" nm tivelik fonksivonu

X in olasilik dagilimi

X/lu

Sekil 2.1. X in olasilikli kisitlamast



Ornek 2.2. Mahmut, Ahmet’ den uzundur.
( Boy (Mahmut) , Boy (Ahmet) ) uzundur.
T T

kisith degisken kisitlayan iliski ( fuzzy iliskisi )

( Boy (Mahmut) , Boy (Ahmet) )’ nin olasilik dagilimi fuzzy iliskisinden daha
biiyiiktiir.

Olasilikli kisitlama (r = p)
RX:X=,p
burada p, X ninolasilik yogunluk fonksiyonudur,

P us<X<u+du =pudu

X-m)?
202

Ornek 2.3.X =, %_n exp (—(X - m)(—

T T
kisith degisken kisitlama iligkisi (olasilik yogunluk fonksiyonu).
Z-ksitlama (r = z)
Bir Z-kisitlama olarak ifade edilen
RX):X="Z.
Burada Z olas1 ve olasilikli kisitlaniglarin bir kombinasyonu olarak tanimlanir.
Z:P X=A =B.

Burada A ve B sayilan fuzzy sayilaridir. Genellikle, A ve B dogal bir dile
cekilebilen sayilardir. (4, B) ye Z-sayilarinda sirali ikili diyecegiz. Birinci bilesen
A, X in bir olasilikli kisitlanisidir. Ikinci bilesen B ise X € A kesinliginin olasilikli
kisitlanisidir. X gercek degerli rastgele degiskendir. Z-araliginin birinci bileseni bir

fuzzy aralig1 olan Z-sayilaridir.



Ornek 2.4. Termometre genellikle diisiik derecedir. Termometre=(diisiik derecelilik;

genellikle)
X=A
oldugunda genellikle, A bir Z-kisitlamasi oldugunda bir fuzzy sayisidir.

Bir Z-degerlemesinde A sirali iiglii olarak (X, A, B) formundadir ve (4, B) bir
Z-sayisidir. Bir Z-degerlemesi olan (X,A,B), X ilizerinde bir Z-kisitlamasina

esdegerdir.
X,A,B - X=(A4,B).
Ornek 2.5. (Yas(Mahmut), geng, biiyiik ihtimalle)
(Trafik, yogun, genellikle)

Dogal bir dil kisitlanislarin bir sistemi olarak goriilebilir. Dogal dillerde kisitlaniglar

genel olarak olasiliklidir.

Bu sebeplerden dolayr bu paragrafta dikkatimizi olasilikli kisitlamalarin
tizerinde yogunlastiracagiz. Kolaylik olsun diye olasilikli kisitlamalarin grafiklerinin

yamuk oldugunu varsayacagiz.

Ornek 2.6. Sekil (2.2) fuzzy sayilariyla alakali olasilikli ikizkenar kisitlamasinda

orta yasin yerini ayarlar.

Orta yagn
ayelik fonksivonu

Orta vagm cekdrdegi

|
¢ a0| 43 45 5 t0 : Yag

Kezmnlikle Kesmlikle orta vas Eezinlikle
orta vas olmayan orta yas chmayan

Not: Parametreler bagimli ifadelerdir.

Sekil 2.2. Yas tizerinde yamuksal olasilikli kisitlanis



2.2.1. Kisitlamalarin Hesaplanmasi

Kisitlamalarin  hesaplanmasinda RCT nin rolii biiyiiktiir. Kisitlamalarin
hesaplanmasi biiyiik 6l¢lide genisleme prensibini igerir. Genisletme prensibinin kisa
bir gosterimi asagidaki gibidir. Genisletme prensibi ¢oziim i¢in tek metot degildir.
Uzatma metodu sayisal nesnelerin c¢esitli siirlama tiplerindeki sayisal kurallar
toplulugudur. Daha da somut olarak Y = f X ; Y, X nin bir fonksiyonu olsun,
burada X, bir n-li degiskeni olabilir. Burada X hakkinda ¢ok fazla bilgiye sahip
olmadigimiz1 varsayalim. R X in X ilizerinde bir kisitlama oldugunu biliyoruz.
R X , Xlzerinde bir kisitlama R(Y) ise Ylizerinde bir kisitlama
olsun. R Y den R(X) e verilen bir ifadenin hesaplanmasi genisletme prensibi ile
ilgilidir. Daha sonrasinda genisletme prensibinin yalnizca iki temel halini
diistinecegiz. En basit hali dolaysiz ve olasilikli bir kisitlamadir. Bu bir varyasyonel

problemin ¢ézliimii yani R(Y) nin genisleme prensibinde genisletildigi halidir.

Y =f(X)
RX):X=A

R(Y): g1, (v) = sup( 4z, (u))
Buradan

v = f(u).

Burada pu, = uy ise Aile Y nin iiyelik fonksiyonudur. Burada f n , A nin f

alanindaki goriintiisiidiir. Sekil (3.3) de basit bir 6rnegi verilmistir.

Yiv

4 /

> Xju




Sekil (2.3) temel genisletme prensibinin olasilik halidir. f(n), A’'min A alamindaki

goriintiistidiir. f (A) nin goriiniimii bir yamuk seklindedir.

Y = f(X)
R(Y):Y=B

R(X) : g, (u) = (g (f (u)))

A, B nin faltindaki goriintiistidiir. Bu temel olasiliklt genisletme prensibinin ters

halidir. Biraz daha genel olarak R X in olasilikl1 ve dolayli olmasidir.

Y =f(X)
R(X):g(X)=A

R(Y): gty (v) =sup,, (12, (g(u)))
icin
v=f(gw))
dur.
Ornek 2.7. Verilen; p: cogu Izmirli uzundur.
Soru ; q: Izmirlilerin ortalama uzunlugu nedir?

[Ik adim, p ve g nun tahminini igerir. Bu amagigin, yiikseklik yogunluk fonksiyonu

olan h yi kullanacagiz.
h(u)du Izmirlilerin uzunlugu kesri [u, u + du] araligindan bulunur

h_. veh, sirastyla minimum ve maksimum uzunluklardir.

Yiikseklik yogunluk fonksiyonunun sartlari p ve g nun tahminlerip * ve q *

P
g h= juh(u),
Nigin

'm

Pt [t h)du

h,

olarak ifade edilir.

Burada f{,,;; uzunlugunun iiyelik fonksiyonudur. Varyasyonel problemi indirgenmis

¢ozlimiinde temel olarak genisletme prensibinin genisletilmis hali vardir,
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hmax
/’lh (V) = Suph /’lmost[ J/’ltall (l/l)h(l/l)duj

h,

min

ifadesinin hesaplanmas1 dolayli olarak uygulanir. Burada x4, ,, en biiyiik uzunlugun

tiyelik fonksiyonudur.

Tabi,
hmax
V= juh(u)
Piin
ve
Ty
jh(u)du =1
Prsin
dir.

2.3. Dogruluk ve Anlam

Dogruluk kavrami ve anlam kavrami arasinda bir iliski vardir. Yani bir
onermenin dogruluk degeri p yi degerlendirmek i¢in p nin anlamini anlamak
gereklidir. Ancak p nin anlamini anlamak yeterli degildir. pnin anlam tahmininin
matematiksel olarak iyi tanimlanmisg bir formda p temsilini igerir ve kendi
hesaplamasini verir. RCT de dogruluk kavraminin formiilizasyonu anlam kavraminin
formiillesmesisin bir yan irlintidiir. Aksi belirtilmedikge asagida p dogal dille
¢ekilmis bir onerme kabul edilir. Tipik olarak fuzzy 6nermeleri dogal dile ¢ekilebilen

oOnermelerdir.

RCT nin baslangi¢ noktasi iki anahtar fikirden olusur. Bunlar MP, anlam
varsayimi ve TP dogruluk varsayimidir. Daha fazlasi bilgilerin tasiyicis1 olan bir
onermedir. Bilgiler birer kisitlanigtir. Bu tahmin anlamidir ya da sadece pnin bu bir

kisitlanis temsil ediyor olabilir. Sembollerde p,
p—>X= R

olarak ifade edilebilir ifade edebilir. Burada X, R ve r, p de kapalidir.
CF(p), X = Rp nin kanonikal formunu ifade eder. Genel olarak, Xn —Ii degiskenli

ve R de X in bir fonksiyonudur. Temelde, X bir degisken Oyle ki p, X in bilgilerinin



bir tagiyicisidir. X, p nin bir odak degiskeninden bahseder. Biiyiik dlgiide X in 6znel

bir se¢imidir.

Ornek 2.8. p: Mahmut gengtir.

Yas1 (Mahmut) geng
T T
X R

Dogruluk 6nermesi, TP, p nin dogruluk degerinin anlamiyla iligkilidir. Daha

somut olarak, kanonikal form olan

CF(p): X =R, TP degerini karsilamaktadir.X in R nin bir derecesi oldugu

varsaymaktadir.

RCT de dogruluk degerleri hiyerarsinin (alt ve st arasindaki dogruluk
degerleri) bir formudur: birinci dereceden (en alt seviye), ikinci dereceden,vs. Birinci
dereceden gercel degerler sayisal, basitce, sayisal dogruluk degerleri araliginda

oldugu varsayilir. (sekil 3.5)

Dilbilimsel
/_ dogruluk degeri

_ Nimeriksel
" dogruluk degerleri

Sekil 2.4. Gergek degerlerin hiyerarsisi, sayisal gergeklik degeri birinci dereceden n
dogru degeridir. Dilbilimsel ger¢eklik degeri ise ikinci dereceden dogru degeridir.
Dilsel dogruluk degeri, sayisal dogruluk degeri iizerinde kisitlayicidir. Tipik olarak,
dilsel dogruluk degeri bulanik kiime ya da esdeger bir olasilik dagilimidir.

Genel sayisal dogruluk degerini nt olarak ifade edilir. ikinci dereceden

dogruluk degeri dilbilimseldi.
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Ornegin; pek dogru, muhtemelen dogru It genel dilbilimsel dogruluk degeri olarak
ifade edilmektedir. RCT de, dilsel dogruluk degerleri sayisal dogruluk degerlerine
tizerindeki kisitlamalar olarak goriilmektedir. Sembol olarak, It = R(nt).t genel

dogruluk degeri olarak gosterilir. ¢, nt ya da It olabilir.

2.3.1 X, R ve p’ nin Dogrulugu

Tipik olarak, X ve R dogal dilde tanimlanmis. Hangi X degerinin R yi
tanimladigini1 hesaplamak i¢in X ve Rnin dogrulugu gerekir. RCT de, ED bu amag
i¢cin kullanilan agiklayici bir veri taban1 kavramidir. Gayri resmi olarak ED kesin x
ve R bilgilerini temsil eden iligki koleksiyonu ya da alternatif olarak p nin dogruluk

degerini hesaplar.
Ornek olarak onermeleri diisiiniin,

p: Cogu Izmirli uzun boyludur. Bu baglamda ii¢ iliski olusur. Uzun boylu [yiikseklik;
u] ve Niifus[Isim, yiikseklik]. Uzun boylu, p iiyeler arasindaki boy uzunlugu
derecesi. Cogu, p tiyeler arasindaki 6nerme derecesi (araliktan bir nokta). Niifusta,

yiikseklik isimdeki yiiksekliktir, ayn1 bolgede olan izmrliler. Esdeger ve ¢ok kolay

olarak, ED iiyelerin uzunluk fonksiyonlarindan olusabilir, £¢,,,, iyelerin

Onermesinden, /{,,,, ve yikseklik yogunlugu fonksiyonu, h(u)du, yiikseklik

araliginda olan Izmirli kisim olarak tanimlanmaktadur.

X ve R nin kesinligi ED fonksiyonu tarafindan aciklanir. X, R nin ve p nin

dogrulugu sirastyla X*, R* ve p* seklinde aciklanir. Boylece
X x= f(ED), R *=g(ED)

Kesin kanonikal form, CF*(p), A* is r*R* olarak agiklanir. Bu noktada, p nin
sayisal dogruluk degeri, nt,, x* in hangi deresinin R* yi sagladigini bulabiliriz.

Sembolik olarak
nt, = tr(ED),
tr degeri i¢in dogruluk fonksiyonuna gider.

Bu denklemin anlami, ED Orneklemesint, degerine etki eder. Degisen ED

orneklemesi p nin gergek dagitimidir buda Tr(p | ED) olarak agiklanir. pnin gergek

11



dagilimi verilen ED olasiliklar1 dagilimi ile yorumlanir, bu da Poss(EDlp) ile

aciklanir. Boylece 6nemli bir denkleme ulasiriz.
Tr(p | ED) = Poss(ED | p)

RCT de, pnin kesinlik anlami iic esdeger form ile agiklanir. Birincisi kesin
kanonikal form CF* ikincisi p nin gercek dagilimi, Tr(p | ED). Ugiinciisii olabilirlik
dagilimi Poss(ED | p). Bu kavramlar p nin dogruluk anlamida esas rolii oynar. pnin
kesinlik anlami, pnin hesapli anlami olarak goriilebilir. Yukarida belirtilen ii¢ es
deger tanimlar, bu tanim ED nin olasilik dagilimlarint hesaplamak i¢in en uygun yolu

igerir.
Ornek2.9.Asagidaki 6nermeyi ele alalim.

p: Mahmut uzun boyludur. Bu baglamda, ED yiikseklikten (Mahmut’ un boyu) ve

uzunluktan [yiikseklik: £ ] olusur ya da esdeger, iiyeler fonksiyonundan olusur £,

Su veriler
X=yiikseklik(Mahmut’ un), R=uzunluk
Kanonikal formda okuyalim
Yiikseklik(Mahmut) uzun boylu
X in kesinlik ve R’nin ag¢iklamasi
X*=yiikseklik=(Mahmut), R*=Uzun boylu
Uzun boylu bulanik kiimesi {iyelik fonksiyonu , p;4;;(uzun)
Kesinlik kuralli okuma;
Yiikseklik(Mahmut), uzundur

Bu baglamda not alalim, kesinligin ve belirsizligin kanonik formlar1 aynidir. Dogru

2999

dagilim agiklamasi
ntp = ﬂtall (h)’

olarak verilir.
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Mahmut’ un (uzunlugunun) genel h degeri;
Basit esitlikten okuyalim.
Tr(p | h)=Poss(h | p)-

Daha ayrintili olarak, eger h=(175) cm ve z,_, =0,9 bdylece 0,9 p nin gercek

tall

degeri h =175cm ve pnin olabilirligi h =175 cm dir.

0,9= Mahmut uzundur 6nermesinin dogruluk degeri, Mahmut’ un yiiksekliginin 175

cm oldugunu verir.

0,9= Mahmut’ un yiiksekliginin 175 cm olma olasiligi, Mahmut’ un uzun boylu

oldugunu verir.

Ornegin; Mahmut yakigiklidir. Bu durumda, ornek bir erkek popiilasyonunun
elimizde oldugunu varsayalim, Isimy,..., Isimy, u; yakisiklilik fuzzy kiimesindeki
Isim; nin {iyelik derecesi olsun. pnin anlami, bulanmk kiime ile olasilik dagilimi
yakisiklilik ile ayarlanir. p tarafindan indiiklenen olasilik dagilimidir. isim; yakisikli
olabilirligi,

[sim; in iiyelik derecesine esittir.

Ornegin; Cogu Izmirli uzundur, ©nermesini diisiinelim. Bu durumda X =
onerme(uzun Izmirliler/izmirliler) ve R =Cogu. pnin konikal formu

Onerme (uzun Izmirliler/izmirliler) cogudur.

XveR nin tahminleri su sekilde agiklanabilir.

hmax

X*= [ hG)p,, @du
hmin
R* = cogu

Cogu onermesi, 44, , iyelik iligkisi fonksiyonunda bulanik kiimedir.

Tahmini kanonikal form

CF*(p)= | hQ)u,, )du

hmmin

boyledir.
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Dogruluk dagilimi, Tr(p | ED), hesaplama derecesiyle agiklanir, nt,, sirasiyla uygun

X* R*ye
hmax
ntp = Nmost( J. h(u)#talldu)

A min

seklindedir.

ED nin sayisal dogruluk degerine olan 6rneklemelerini nt,, olarak ifade edelim.

Ornegin; p: Mahmut birgok arkadasindan daha uzundur, 6nermesini diisiinelim. Bu
durumda X =Mahmut’ un arkadaslarinda daha uzun oldugunu varsayimi 6nermesi ve
R = cogu. Agiklayict olarak, ED Arkadas[isim;u], yiikselik(Isim: yiikseklik), Daha
uzun [ Yiikseklik;:Yiikseklik,: M ve yiikseklik (Mahmut)

My (B0, i =1,...,n seklinde olabilir.

Bu ED, h= yiikseklik(Mahmut), h;= yiikseklik(isim) , £, (isim;) = Mahmut’ un
arkadaslarimin isimi ile bulamk kiime iliski dereceleri ve £ (h,h)" nin iyelik

derecesi ve daha uzundur bulanik kiimesi. Kesin X ve R nin agiklamasi
1 - o
X*= [; >ty (hoh) AN (Isim)], R= ¢ogu,
1
p nin kesinlik anlam1 soyle agiklanir;

1
Poss(ED|p) = t4,,,,, [; > sty (hoh) AM (D],
1

A birlikte gosterilir.

RCT i¢inde olusturulmus bir ED kavrami geleneksel teorileri olasi bir
diinyada metodolojisi ile ilgilenir. Ayn1 sekilde, olasiliklar1 dagitim agiklayict veri

tabani kavramu ile ilgilidir.

Anlamin kesinligi RCT nin ¢ekirdegidir ve onun asil katkilarindadir. Bu konuda

biraz bilgi vermek yararli olabilir.

2.4. Kesinlik
p nin ¢ikis noktast dogal dilden olusmus bir 6nermedir. p nin objektif kesinligidir.

Odak bir degisken secim, X gibi, p yi yorumlayarak sorulara cevap bulun: X in
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degerleri nedir? Kisitlama iligkisini tanimlayin, R.R, x in fonksiyonudur. Bu

noktada, X ve R dogal dilden tanimlanur.
Kanonikal formu olusturursak,
CF(p) =X =R

ED ile agiklayici bir veri tabani olusturulur. ED yi olusturan bir soru soralim. ED
fonksiyonundaki X ve R yi olusturmak icin hangi bilgiler gerekli Alternatif olarak,
p nin dogruluk degerini hesaplamak i¢in hangi bilgiler gereklidir.

ED fonksiyonu kesin X ve R tarafindan agiklanir. Sirasiyla, X* ve R* tahminiX ve R

den olusur.
Tahmini kanonikal formu olusturalim,
CF*(p): X*=R*
pnin kesinligini CF*(p) esitleyelim
CF*(p), p verilen ED olasilik dagilimini tanimlar Poss(ED | P)

CF*(p) dogruluk degerin dogruluk dagilimm ya da ED nin psini tanimlar
Tr(p | ED)

Poss(ED | p)= Tr(p | ED)

Poss ED p, pnin hesaplanmigs anlami ED nin olasilikli dagilimidir. Daha
bilgilendirici olarak, Poss(EDlp), p nin tahmini anlamli olasilik dagilimidir.

Poss(E | p) vyi kuralla birlikte hesaplar.
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3.BOLUM

3. Z-SAYILARININ TEMEL OZELLIKLERIi VE TANIMLARI

3.1. Belirsiz Sayilarin Genelleme Seviyeleri

Birgok pratik durumlarda bazi belirsizliklerde karar verme ihtiyact duyariz.
Bilginin belirsizliginin bir hiyerarsisi vardir. Bu hiyerarsi genellikle asagidaki gibi
icerir. Bunlar belirsizlik araliklari, belirsiz degerli kiimeler, tip-1 fuzzy belirsizligi,

tip-2 fuzzy belirsizligi ve belirsizlik degerli Z sayilandir. (Sekil 3.1)

Z-sayilar
Seviye 3
Fuzzy sayilari Rastgele sayilar
Seviye 2
Araliklar
Seviye 1
Gergek Sayilar

Zemin Seviye

Sekil 3.1 Belirsiz sayilarin seviyeleri

Belirsizlik durumunda verilen kararin yeni bir teorisi uzatmanin merkezi

kavrami aralik, fuzzy ve Z-sayisi belirsizliklerine fayda saglar. Hiyerarsinin farklh
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seviyelerindeki bilgilerin agiklanmasi icin belirsiz sayilarin karakterize edilmesini

kullaniriz.
3.1.1. Belirsiz Aralik:

Agiklama karar vermede basit bir durum ile baslayalim. Burada x in bir
alternatifi olan bir degisken segcmek xi bilmemekten iyidir. Bunun iizerine yalnizca

X alt simirini ve X {ist smirini elde ediyoruz ve higbir bilgisi olmayan degerler
olasilikla ya da daha az olasilikla [x,Xx] araligindadir. Bu durumda biz sadece
[x,Xx] araligina ait olan x in hangi x oldugu elde ederiz. [x,Xx]araligin1 aralik

numarasiyla tanimlariz ve buna kesin olmayan aralik deriz.

3.2. Kesinlik Derecesi Kiime Degerleri Sayilarin ve Reel Arahklarin Durumlari

3.2.1. Durumlarin aciklanmasi:

Oncelikle belirsiz degeri ve araligi diisiindiigiimiiz zaman verilen araligin ( ya
da kiimenin) icerdigi degerin %100 kesin oldugunu varsayariz. Gergekte hatalar
mimkiindiir ve genellikle 0 <p <1 olasihiginda yalniz unun karsilik geldigi
kiimeye veya aralia ait oldugundan emin olabiliriz. Bu tiir durumlarda bildigimizi
tamamen tanimlayabilmemiz i¢in hem p nin olasiligin1 hem de araligini (veya kiime)

tanimlamaya ihtiyacimiz vardir.

Bir reel say1 ve bir reel kesinlik iceren ikiliye bir kesinlikli reel sayis1 diyecegiz. Bir
reel say1 ve bir olasilig1 igeren bir ikiliye bir kesinlikli aralik sayis1 diyecegiz.
Bir kiime ve bir olasiligi igeren ¢ifte bir kesinlikli kiime degerli bir say1 denir.

Bagimsiz sirali ikiliye karar verdik ve %100 emin oldugumuz birinci karar X,
kazancina ve ikinci karar X, kazanana gétiiriir, toplam kazang ise x, + x,toplamina
esittir. Ilk karar i¢cin kazang tahmini X, deki giiven derecemizi bir olasilik p ile ikinci

karar i¢in ise X, tahminine olan giliven derecemizi q olursa x, + x, bazi olasiliklarla

aciklanir, yalnizca her iki kazan¢ tahminin dogru olmasi durumunda gegerlidir. Bu
tahminler bagimsiz oldugundan, bunlarin her ikisinin de dogru oldugu tahmini,

karsilik gelen olasiliklarin ¢arpimi p. g ya esittir. Boylece (x,, p) ve (x,,q) sayilari
icin toplama (x, +x,, p.q);([x.%,],p) ve([x,,X,],q) araliklann icin toplama

([x,+x,,X% +X,1, p-q); (s,p) ve (s’, p) kiimeleri i¢in toplam s + s’,p.q ye esittir.
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Asagidaki tanimlara ulasiyoruz.
3.2.2. Giivenirlikli Bir Reel Say1

Giivenirligi bilinen bir reel say1 ile olusturulan wu,p ye iki reel saymin bir

ikili denir 6yle ki 0 < p < 1.
3.2.3. Giivenirlikli Bir Analiz

Bir aralifa gore ortalama aralig1 [x,x] ve bir ger¢ek say1 p den olusan ikili

([x,X], p) dir. Oyle ki 0 < p < 1.

3.2.4. Kesinlikli Kiime Degerli Bir Say1

Bir kesinlik degerli kiime yani sinirlandirilmis kapali kiime ve p reel sayisi ile

olusan ikili (s, p) dir. Oyle ki 0 < p < 1 dir.

Simdi bir degerler aralig1 ya da kiime degerleri belirsizlik ile bilinen kesin bir
say1, bir aralik numaray1 ve bir kiime degeri say1 diisiinlin. Biz tam olasiliklar p ve
buna karsilik gelen tahminler olan g yu biliyoruz boyle oldugunda her iki tahminin

de dogru olma olasilig1 p. g esit olur.

Benzer sekilde biz sik sik kesin kazanci ve kesin olasilik p yi tam olarak
bilmiyoruz. Bunun yerine sadece p nin olasi degerlerinin [p, p] aralig1 ya da daha
genel olarak p nin olas1 degerlerinin bir kiimesi olan pyi biliriz. Eger p ve gyu bdyle

belirsizlikle biliyorsak, p. g ¢arpim1 hakkinda ne sonucuna varabiliriz?

p ve q pozitif degerleri i¢in: p. q fonksiyonu her iki degiskenin bir fonksiyonu
olarak artmaktadir. Eger p artan ve/veya q artansa carpim atandir. Boylece, p

olasiligryla ilgili tek bilgi bu olasihgin [p, p] aralifina ait olmasidir, ayni sekilde
q olasihgryla ilgili tek bilgi ise bu olasiligin [¢,g] araligina ait olmasidir. Miimkiin
olan en kiiciik p.q, en kiigiik degerlerin p.q ¢arpimina esittir. Miimkiin olan en
biiylik p.q ise en biiylik degerlerin p.g carpimina esittir. Buradan , p.q nun tim

olan degerlerinin kiimesi [ p.q, p.q] aralifindadir.

P ve Q kiimeleri icin p. q olas1 degerlerinin kiimesi

def

P.Qi{p,q:pere q €0}
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kiimesidir.
3.2.5. Aralik degeri p-belirsizligi altinda bir reel say1

Aralik degerli p —belirsizligi altinda reel bir say1 ile, reel bir say1 olan x ve

bir [ p.pl=(0.1] araliginda olusan bir (x,[ PPl ) ikilisini kastedilecek.

3.2.6. Kiime degerli p-belirsizligi altinda bir reel say1

Kiime degerli p —belirsizligi altinda bir reel sayi ile, bir reel say1 x ve p > 0

icin smirl kapali bir p <(0,1] kiimesinden olusan bir (x, p) ikilisini kastedilecek.

3.2.7. Kiime degerli p-belirsizligi altinda bir kiime degerli say1

Kiime degerli p —belirsizligi altinda bir kiime degerli say1 ile, bir kapali

sinirlt S kiimesi ise p > 0 i¢in kapali simnirli bir p<(0,1] kiimesinden olusan bir

(s, p) ikilisini kastediyoruz.

3.4.Aritmetik Arahk

Araliklar fuzzy sayilarmin 6zel durumlarnidir. Kesin olmayan olasiliklar ile
karar vermede, karar terimlerinde aralik analizi siklikla kullanilir. Biz reel dogru
araliktaki islemleri diistinecegiz, kapali araliklarin islem sonuglarinin bir kapali aralik
oldugunu gérmek kolaydir. Bu nedenle sonucta elde ettigimiz kapali aralifin

sinirlarini verilen kapali araligin sinirlarini cinsinden ifade etmeliyiz.

Asagidaki kapali araliklarla ilgili temel islemleri gorecegiz. Asagidaki

araliklarin gercek dogru olan Rden verildigini varsayalim.
3.4.1. Toplama islemi:
Eger xela,,a,] ve yel[b,b,] ise
x+yela +b,a,+b,]
dir.
Bunu sembolik olarak
A+B=la,a,]+[b +b,]=[a, +b,a, +b,]

seklinde ifade edebiliriz.
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Eger xela,,a,] ise

- X l a,,—a,
dir.
Bunu sembolik olarak
-A=[-a,,—q,]
ifade edebiliriz.
Simdi A + (—A) islemini diisiinelim. Yukarida verilen islemlere gore
A+(-A)=la,,a,]+[-a,,—a,]1=[a,-a,,a, —a,]
yazabiliriz.
Yani
A+ -4 %0
sonucuna variriz.
3.4.2. Cikarma Islemi:
Eger xela,,a,] ve yelb,b,] ise
x—yela, —b,,a,—b]
A-B=k.a, 1 b0, ¥ b b0, - b,
seklindedir.

3.4.3. Carpma Islemi:

A, B c Ri¢in araliklarin ¢arpimi asagidaki gibi tanimlanir.

A.B =[min(q,.b,,a,b,,a,b,,a,b,), max(a, b, a.b,,a,b, a,b,)]
Sonug olarak A, B < R, igin

A,B= [waz ]]abz } [l'bl’a2'b2:

kolayca elde edilir.
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Bir k € Rigin k skaleri ile A araliginin ¢arpimi ise asagidaki gibidir.
k>0ise k.A=k.a,,a,]=lk.a, k.a,]
k<O0ise k.A=k.[a,,a,]1=[k.a, k.a].

3.4.5.Bolme islemi:

A,B c R i¢in

A/B= [l’a2][l’b2} [1/b1’a2/b2:

olur.
Bolme araligi sifir igermez.
(3.1)’e dayanarak A nin tersini tanimlayabiliriz.

x€la,,a,]igin

I 1 1
—€[—.—]
x a a,

A =la,a,]" =[1/a,,1/qa]
dir.

A ve B oranimin genel durumu asagidaki gibi yapilabilir:

(3.1)

la,,a,]:[b,b,]=[a,,a,].[1/b,,1/b]=[min(a, / b,a,!b,,a,!b,a,/b,),max(a,/b,a,b,,a,/b,a,lb,)]

Buradan

AA" =[a,/a,,a,/a]#]1.

Bir k > 0 sayisina (skalerine) bolme islemi 1/k ile carpma islemine esdegerdir.

3.5. Rastgele Degiskenler Uzerine islemler

Rastgele degiskenler iizerinde islemler problemleri rastgele fonksiyonlarinin

hesaplanmas1 gereken genis bir uygulama alani ortaya cikarir. Bazi analitik

yontemler verilir ama diger durumlarda sayisal yontemler kullanilir. Bu béliimde
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rastgele degiskenlerde aritmetik islemler icin sayisal ve analitik metotlar1 bir arada

diisiinecegiz.

Genellikle rassal (rastgele) degiskenlerin fonksiyon dagilimlarinin
belirlenmesi analitik ¢oziim arayigina dayanir. Bazi kisitlama sinif problemlerinde
gerekli dagimlar icin bir formiil olusturulabilir ancak genel olarak bdyle bir sonug
vermek pratik degildir. Gerekli dagilimlar1 hesaplamak igin alternatif bir yaklagim

olarak sayisal yontemler kullanilmaktadir.
3.6. Rastgele Degiskenler ve Olasilik Dagilimlari

Rastgele bir degisken olan x, olas1 degerleri xin rastgele bir olaym niimerik
sonuclart oldugu bir degiskendi, Rastgele degiskenlerin iki tipi vardir: stirekli ve

ayrik.

Siirekli bir rastgele degisken X, x olas1 degerlerini sonsuz sayida alabilen bir
degiskendir. Ayrik rastgele degisken, yalnizca sayilabilir sayida farkli deger alabilen
degiskendir.

Siirekli rastgele degisken xin kapali bir [a, b] araliginda herhangi bir degeri

almasinin olasiligini belirlemek i¢in olasilik dagilim kavrami kullanilir, P(a < x<b)

ile gosterilir. Bir olasilik dagilimi veya olasilik yogunluk fonksiyonu, a <5 olan

herhangi iki say1 a ve b i¢in, p(x) fonksiyonudur:

b
Pla<x<bh)= Ip(x)dx,
Burada

p(x) =0,

o]‘p(x)d)c=1

dir.
Sonuglar uzayr {x,x,,....,x,} ile bir ayrik rastgele degisken x diisiiniin. Bir

x=x, sonucunun olasiligi, P(x=ux;) olarak ifade edilir, bir olasilik dagiliminin

sartlar1 olarak tanimlanir p bir fonksiyon, eger
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P(x=x)=p(x,)

ise ayrik olasilik dagilimi veya olasilik kiitle fonksiyonu olarak adlandirilir, burada

p(x)el0,11ve Y. p(x) =1

i=1
dir.
3.6.1. Rastgele(Rassal) Degiskenlerde Sabit Ekleme:

Xbir rastgele degisken ve CeR igin Y = X + ¢ olan Y'nin olasilik yogunluk

fonksiyonu , P,

Py(y) = Px(y_c)
seklinde olur.

Agiktir ki olasilik yogunluk fonksiyonunda (C >0) ise saga ya da (C <0) ise sola
kaydirilir.

3.6.2.Rastgele(Rassal) Degiskenlerin Skaler Carpimi

X bir rastgele degisken ve a € R i¢in Y = aX olsun. P, (y)yogunluk fonksiyonu

a>0 ise Py(y)zl.PX(y/a),
a

a<0 ise P;,(y)=—l.PX(y/a)
a

olarak bulunur.

3.6.3. Rastgele (Rassal) Degiskenlerin Lineer Doniisiimii:

Y stirekli bir rastgele degisken, bir siirekli rastgele X degiskeninin lineer fonksiyonu
Y=aX+b

Icin P,(y) bir yogunluk fonksiyonu

y—b

1
B (y)=—P,(——
a a

seklindedir.
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Eger x normal bir rastgele degiskense;

P () = —p— e
27
i¢in
1 - lprn
P (y)= e ¢
! a~?2r
seklindedir.

Bir normal rastgele degiskenin lineer fonksiyonu;

X~N(u,0%) = Y~N(au + b,a?c?)
dir.
3.6.4. Bir Rastgele(Rassal) Degiskenin Karesi:

X bir rastgele egisken ve Y = X olsun. Yogunluk fonksiyonu;
1
B ==IP (V) + P ()] y20
2y

seklindedir.
Ornek3.1. Bir Gauss rastgele degiskenin karesi ki-kare rastgele degiskenidir.

e_y/z
X~N 01 =Y~X2p, y =

,y = 0.

2wy
3.6.5.Bir Rastgele (Rassal) Degiskenin Karekokii:

X bir siirekli rastgele degisken ve yogunluk fonksiyonunun Py oldugunu varsayalim.

Y=+X
i¢in P yolasilik yogunluk fonksiyonunu bulmak gereklidir.

Eger y>0 ise

Py () =2yp, (¥*)
dir.
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Ornek3.2. Ustel dagilim ile rastgele(rassal) degiskenin karekokii.
X rastgele bir degisken oldugunu varsayalim ve yogunluk fonksiyonu

(@) =A™ (x=0)

Ve

dagilimin diistinelim. Bu doniisiim
y=gx)=+x, x>0
i¢in
B(») =P, 2y=24ye™, y=0
esitligini verir.
X ve Y bagimsiz rastgele (rassal) degiskenler ve P y ve Py sirasiyla olasilik

dagilimlan1 olarak disiinelim. Z=X*Y, xe{+—,.,/}olsun. X, nin bir olasilik

dagilimini belirlemek istiyoruz bunun p,, oldugunu varsayalim.
Iki rastgele degiskenin X ve Y nin doniisiimleri f fonksiyonu dért aritmetik islemden
biriyse

Z=X+Y:p,(2)= jPXY(Z—X,x)dX, (@)

Z=X-Y:p,(2)= O]ny(z+x,x)dx, (b)

ny(Z / X, x)a’x, (C)

"1
Z=X*Y:p,(2)= _[m

Z=X/Y:p,(2)= _[|x|PXY(ZX,x)dx, (d)

Bu dort konvoliisyon denklemine sahibiz.

Bu durumda X ve Y bagimsiz degiskenlerini elde edebiliriz. Bunlar asagidaki gibidir.
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Z=X+Y :p,(2)= jPX(Z—x,x)pY(x)dx, (e)
Z=X-Y:p,(2)= IPXY(Z+x,x)pY(x)dX, o)
Z=X*Y:p,(2)= J‘ﬁPX(Z/x,x)pY(x)dx, (h)

Z=X1Y:p,(2)= J‘|x| P, (zx, x) p, (x)dx, (1)

—on

a - 1 denklemleri iki bagimsiz rastgele degiskenin toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve

bolmelerinin olasilik dagilimlarinin hesaplanmasinin temelleridir.

Iki normal rastgele degiskenin toplamlari ve farklarmnin dagilimlarinin hesaplanmasi

i¢in kesin formiiller vardir.

Eger
Z=f(X,,X,)=X,tX,
ise
Hz = Hy T Hy,
o, =0y TOy,
dir.

Eger a,, i= 1,n normal bagimsiz rastgele degiskenleri ise dyle ki X~ (u;, 67)

H=D Hivea =D o)
Y~N(u, 0-2)

nin normal dagilimai:

dir.
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Eger a;, i= I,_n reel sabitler ise buradan

n

" 2 _ 2.2
ﬂ—zi=,aiﬂi ve 07 =) a;0;

nin normal dagilima;

dir.

Ne yazik ki carpim ve bolimiim kesin formiilleri yoktur. Bu durumda

yaklagik degerler i¢in olasilik teorisinin uygulanmasi ige yarar.

n —bagimsiz rastgele degiskenin keyfi bir fonksiyonu Z = f(X,,...,X,) i¢in

yaklagik deger,
1 0°
Hyz = f (phy, ’~-»ﬂx,,)+5; axj,; T
SO ) o [ NES s
oo~y | —=— +| =
: ;[axj . (ax,. ox; ) "
dir.

X, ve X, iki bagimsiz rastgele degiskeninin ¢carpimlari ve katsayisini diigiinelim.

Eger
Z=h(X,X,)=X,.X,
ise
Hz = Hy My, s
o)~ ,ule o +,L12X2 Oy, +02Xl o
dir.
Eger
Z=f(X,,X,)=X,/X,
ise
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2
My, My 0%,
_l_

l[,l ~
o, Ay

b

2 2 2 2 3
» 9y _I_:U x,Ox, H x-Hx2

(2 ~
Z 2 4 5
/’l X, /’l X, 2/'1 X,

dir.
Rastgele degiskenlerin ¢arpiminin dagiliminin hesaplanmasina farkli bir yaklagimdir.
a,b ve (c,d) araliklar sirasiyla X ve Y rastgele degiskenlerine dayanir.

Z = XY nin olasilik dagilim fonksiyonu ad < bc i¢in;

zlc
[eptar | ac<z<ad,
a -x x

zlc
. 1

WDy [eGpm—dr ad<z<be,
da X X

b

jg(i)p(x)ldx . be<z<bd,
X X

z/ld

ad = bc igin;

zlc z 1

[eGp—dx  ac<z<ad,
a x x

)9, |
_[g(i)p(X)—dx ,ad <z <bd,
z/d X X

ad > bc igin;

zlc

jg(E)P(X)ldx ,ac<z<ad,
a x x

b
1
h2)=1{ [gE)p)—dx, be<z<ad,
Jx X

b
jg(E)P(X)ldx ,ad <z <bd,
X X

zld
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seklindedir.

Bu yaklagimi dagilim ailesinin farkli iiyelerine Triangular, Gaussion ve digerlerine

de uygulayabilmek miimkiindiir.

Ornek 3.3. X~U 1,2 rastgele degiskeni ve Y~U(3,4) rastgele degiskeni icin
Z = XY nin bir dagilimi

Inz—1In3, 3<z<4,
h(z){ In4-1n3, 4<z<6, }
3In2-Inz, 6<z7<8,

elde edilir.

Ornek3.4. (1,2,3) X-iiggenseli ve (-2,1,2) Y-iicgenseli rastgele degiskenleri igin
Z = XY olasilik yogunluk fonksiyonu;

-47/3+(2/3)Inz+(2z/3)Inz+4/3, 1<z<2,
-8+ (14/3)In2+(7z/3)In2+10z/3-4In z
-(5z/3)Inz, 2<7<3,
-4+(14/3)In2+(7z/3)In2+2z-2In g,
-zIn-2In3-(-2/3)In3, 3<z<4,
h(z) 44/3-14In2—-(7z/3)In2-8z/3-21n3,
+(22/3)Inz-(2z/3)In3+(4z/3)Inz, 4<7<6,
8/3-8In2—(4z/3)In2-2z7/3+(4/3)Inz,
+(z/3)Inz+4In3+(z/3)In3, 6<z<8,
-8+8In2+(2z/3)In2+2z/3+41n3,
-4Inz+(z/3)In3-(z/3)Inz, 8<z<l12,

igerir.

X~N 0,1 rastgele degiskeni ve Y~N(0,1) rastgele degiskeni i¢in Z = XY nin

olasilik yogunluk fonksiyonu
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Bessel K (0, z.signum(z))

, —0<z<0,
VA

h(z)

Bessel K(0, z.signum(z))

, 0O<z<oo,
T

Maple’sBessel K ve Signum fonksiyonlarini saglar.

Sonu¢ dagilimlarinin hesaplanmasi problemi ve iki rastgele degiskenin ¢ikarma
problemlerinin  farkli sayisal ¢oziim yontemleri oldugu disiiniilmektedir.
Uygulamada kullanilan ve dort aritmetik igslemle kapatilan bu ¢6zliim yontemleri
hemen hemen tiim dagilimlari iceren aileler olarak diisliniilmektedir. Aileler sonsuz

dayanak dagilimlar ve sonlu sayida tekillikler igerir.

Konvoliisyon p,, = p,.p, olasilik dagilimi p, ve p, asagidaki gibi tanimlanir:

b(e(z) 1 b(z) . e
= . . 2 _1 +—' k v\ *
P (2) a’(z) 2700, [ ¢(a(z)) : @ (Dmo,o, "
Burada
1 1
a(z) = e z2 + =
b(z) = ;2 + g;
1b°(z) 1 p°, £
c(z)=¢e p%;ﬁQZ;_E( f Z+(7§»
¢( ) < 1 —%u du
= e
< o2
dir.

/’lx:/Lly:OVC Gx:Gyzl

durumunda (*) azalir.

1
Z)=——.
Pa(2) T 1l+z
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olur.

X, ve X, bagimsiz iki ayrik rastgele degisken olsun , p, ve p, karsihk
gelen ayrik olasilik dagilimlari ve X, ={x, 0 x50 X, ) ve
X, ={Xx,,....,%5;,...,X,,;} bunlara karsilik gelen sonug uzaylaridir. X baz ikililerin

oldugu islem X, * X, in olasilik dagihmi, p,, = p,op,; p,ve p, nin konviilasyonu

olup asagidaki sekilde belirlenir.

D (x) = z D1 (X)), (X)),

xX=x1; %X j
: *
Herhangi x, € {x, *x,I x,e X,,x, € X, }.

Asagidaki birkag tipik ikili opsiyonlar i¢in X = X, * X, nin olasilik dagilim1 olarak

konviilasyon p,, = p,0op, i¢in formiiller verilmektedir.

X =X, + X, toplama islemi :

P (x) = z Pi(x,).py (%)) .

X=Xj;=X)

X = X, — X, cikarma iglemi:

Pn(x)= Z Pi(x,)-py(xy;)

X =X, X, carpma islemi :

p12(x)= z p](xu)-pz(xzj) .

X=Xy -)‘2,'

X = X,/ X,bolme islemi:

p12(x): Z p1(x1,-)-p2(x2j)

x=xp;/%, j
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X =min(X,,X,)

J40) (x) = Z D, ()Cli )pz (ij)

min(x=x;,x, ;)

X =max(X,,X,)

P (x) = Z pl(-xli)-pz(-xzj)

max(x=x;,% ;)
3.6.6. Bir Ayrik Rastgele Degiskenin Fonksiyonu:

Bir x ayrik rastgele degiskeninin olasilik dagiliminin py oldugunu varsayalim.
f,f:R = R bir fonksiyon olsun. Y = f(x) ayrik rastgele degiskeni icin olasilik

dagilim1 py asagidaki gibi tanimlanir:

M= Y py()

xef ()
3.6.7. Bir Ayrilik Rastgele Degiskenin Lineer Doniisiimii:

Bir ayrik rastgele degisken X in olasilik dagilimi py olsun. Y = aX + b nin lineer

doniisiimiiniin olasilik dagilimi Py dir. Burada a,b € R igin

Py =p, 220
a

olarak tanimlanir.

3.6.8. Bir Ayrik Rastgele Degiskenin Karesi:

Bir X ayrik rastgele degiskeni i¢inpy olasilik degiskeni olsun,
Yy=Xx*

karesininolasilik dagilimi1 py asagidaki gibi tanimlanir.

p(N= D pe)=p(—+py )
el =)

3.6.9. Bir Ayrik Rastgele Degiskenin Karekokii:

Bir Xayrik rastgele degiskeninin olasilik dagilimi py olsun,
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lex/y ve Yzz—ﬁ

Karekoklerinin olasilik dagilimlart p, ve p, asagidaki gibi gosterilir:

pD=px (") ve  p,(0)=p (0 .
3.6.10. Bir Ayrik Rastgele Degiskenin Mutlak Degeri:
Bir x ayrik rastgele degiskeninin olasilik dagilimi py olsun.
Y =|X|
mutlak degerininpy olasilik dagilimi asagidaki gibi tanimlanir:

= > px=py(—yD+px (¥

el

3.6.11. Bir Ayrik Rastgele Degiskenin Usteli:
Dy, bir X ayrik rastgele degiskeni icin olasilik dagilima,

Y =e*
tistelinin py olasilik dagilimi:

Py (y) = py(n(y))

seklinde tanimlanir.
3.6.12. Bir Ayrik Rastgele Degiskenin Dogal Logaritmasi:
px bir X ayrik rastgele degiskeni i¢in olasilik dagilima,

Y=In(X)

dogal logaritmasinin py olasilik dagilimi;

py(y)=pyx(e’)
seklindedir.

3.7.Fuzzy Aritmetigi:

Bu paragrafta fuzzy sayilart tlizerindeki aritmetik islemleri diislinecegiz.

L.Zadeh 1965 tarafindan ortaya atilan fuzzy kiimeler, bilginin belirsizligi ile
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istesinden gelmek i¢in bize yeni bir matematiksel ara¢ saglar. Bir fuzzy sayisi, elde
edilen degiskenlerin degerlerinin belirsizliginin ve kesinligini hesaplamak ig¢in
kullanilan fuzzy kiimesinin 6zel bir drnegidir.Iki ana tiir fuzzy sayilari iizerinde
islemler yapmayi diisiinecegiz siirekli ve ayrik sayilar1 fuzzy aritmetigi agiklamadan

once, fuzzy kiimeleri hakkinda bazi 6n bilgiler verecegiz.
3.7.1. Tip-1 Fuzzy Kiimeleri:

X, evrenselkiimesinin dgeleri x olarak adlandirilan evren adi verilen klasik bir

nesne grubu olan x in klasik alt kiimesindeki A iiyeligi genellikle x den {0,1} e kadar

1, karakteristik bir fonksiyon olarak goriiliir 6yle ki;

) 1 , xeAise
X)=
Ha 0 , xe¢Aise

burada {0,1} bir deger kiimesi olarak adlandirilir; 1 iiyeligi gosterir 0 ise iye

olmamay1 gosterir. Deger kiimesinin gergek aralikta [0,1] olmasina izin verilir, o
zaman A bir tip-1 fuzzy kiimesi olarak adlandirilir. ££,(x), Ammn x {iyeliginin

sifiridir;

o x —[0,1]

£, (x) in degeri 1 e yaklastikca , x in n ye ait olmasi artar. ££:x —>[0,1] e bir iiyelik

fonksiyonu (MF) olarak anilacaktir.

A ikililer kiimesi ile tamamen karakterize edilir:

A=[(x, 1, (x)),xe X].

3.8.Tip-1 ‘in Ozellikleri
3.8.1.Fuzzy Kiimelerinin Esitligi:

A ve B iki fuzzy kiimesi olsun. A = B oldugunu sdylememiz i¢in yalniz ve yalniz
V.eX igin pr,(x)=p,(x)

olmalidir.
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3.8.2. Fuzzy Kiimelerinin Dayanak ve Gecis Noktasi:

Tekillik: Bir bulanik kiimenin A dayanagi, x in sifirdan farkli bir iiyeligi olan A:
sup p(A) =A" =[x e X, 1, (x) > 0]
kiimesinin siradan bir alt kiimesidir.
Xin g, (x)=1/2 gibi eleman1 A nin ¢apraz noktalardir.
Bir fuzzy kiimesi £, =1 ile xde sadece bir noktaya sahiptir. Ciinkii onun dayanak
noktas tekil.

3.8.3.Bir Fuzzy Kiimesinin Uzunlugu Normal ve Normal Olmayan Kiimeler:

A nin uzunlugu;

hgt(A)=sup 1, (X)

xeX
Yani £, (x) in en kiigiik tist siniridir.
xe X, u,(x)=ligin A min normallestirilmedigi sdylenir. hgt(A) = 1ile ortiisiir.
Aksi takdirde A normalin altinda fuzzy kiimesi diye adlandirilir.

xeX, #;(x)=0

bos kiime ¢ olarak tanimlanir.
Vxe X, u (x)=1
x ifadesinin evrenseli olarak tanimlanir.

Fuzzy kiimelerinin temsili i¢in @ - kesim metodu 6nemli bir yoldur.

3.8.3. Fuzzy Kiimelerin @ - seviyesi:
A fuzzy kiimesine ait elemanlarin kiimesi en azindan « - derecesine kadar

olanlarin kiimesine
A" =(xeX,u,(x)za)

denir.
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A"=(xeX,u,(x)za)
ifadesine ise > @ -kuvveti kiime’’ ya da ©’ @ - kesimi’’ denir.
Simdi A, fuzzy kiimesi;
A (x)=aA"(x)
seklinde tanimlanir.
Fuzzy kiime, onun < —kesimi agisindan A= . el[{) 0 A, olarak tanimlanir; burada U

klasik kiimelerin bilesimini gdsterir.

3.8.4.Fuzzy Kiimelerinin Disbiikeyligi:

Bir fuzzy kiime 4, tim x,,x, € R, g € (0,1) i¢in

,uA (ﬂ'-xl + (1 N A’)xz) > (/JA (xl )a ,uA (.X2 ))
ise konveks; min, minimum operatdre isaret eder.
3.8.5. Bir Fuzzy Kiimesinin Kardinalitesi:

X sonlu bir kiime olugunda, X tizerindeki bir fuzzy kiimesinin A skaler kordinalitesi

A,

|A| = z £, (X)

x€A
olarak tanimlanir.

Bazen |A| nin kuvveti , A.|A| =|A|/|x| nn kuvveti goreceli kararhliktir. X sonsuz

oldugunda

A= [, (x)dx

seklinde tanimlanir.
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3.8.6. Fuzzy Kiimelerinde Kapsama:
Verilen A, Bfuzzy kiimeleri, A, Bye (A < B) dahil edilir veya Vx € X igin A, B nin
alt kiimesidir

L (X) <y (x).
Esitsizlik tam oldugundan, kapsaminin tiim oldugu soylenir ve (A C B) olarak
gosterilir.
3.9. Tip-1 Bulanik Kiimelerin Temsil ve Yapilari:

Yukarida her fuzzy kiimesinin bir iiyelik fonksiyonu tarafindan benzersiz bir
sekilde tanimlandig1 belirtilmistir. Literatiirde {iyelik fonksiyonlarinin temsil edildigi
farkli yollar bulunabilir.

3.9.1. Temsillerin Listesi:

x={x,X,,...,X,} evrensel smrl bir kiime oldugunda x,z¢,(x) {izerindeki bir

fuzzy kiimesinin iiyelik fonksiyonu bir tablo olarak temsil edilebilir. Béyle bir tablo
xevrenselindeki tim O6geleri ve buna karsilik gelen iiyelik smiflarini asagida
gosterildigi gibi
A=, (x)/x+. . +u,(x )/ x, = z,uA(xl.)/xl.
i=1
olarak bulunur.

Burada sembol (egik ¢izgi) bolme anlaminda degil,x evrenselindeki her bir
eleman (egik ¢izgi sonras1) ve fuzzy kiimedeki A {iiyeligi (egik ¢izgi Oncesi)

arasindaki siiflar i¢in kullanilir.

Buradaki “’+’” sembolii elemanlar1 birbirine baglar. (Toplama islemindeki toplami

belirtmez.)

Eger x sonsuz bir kiime ise

A= fu,(x)/x

seklindedir.
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Buradaki j sembolii x kiimesinin elemanlarinin birlesimini belirtmek i¢in

X

kullanilir.
3.9.2. Grafiksel Temsil:

Bir kiimenin grafiksel tanim1 X, X’ in bir ya da iki boyutlu Oklid uzay1 durumunda, X
evrenseli iizerindeki A dir. Uyelik islevlerinin basit tipik bicimi genellikle fuzzy

kiime teorisi ve pratiginde kullanilir.
3.9.3. Fuzzy’nin n —kiip Gosterimi:
n —elemanli X evrenseli {izerindeki tiim fuzzy kiimeler, n-boyutlu birim kiip
n —kiipteki  noktalarla temsil edilebilir. X evrensel kiimesinin elemant,
X ={x,,x,,...,x,} igerdigini varsayalim. Her X; elemani, I =1,n boyutlu Oklid

uzayinda bir koordinat olarak goriilebilir. Her koordinatin degerleri (0,1) ile
siirlandirilan bu alanin bir alt kiimesinen —kiip denir. Kiipiin koseleri, yani bit

listesi (0,1, ...,0) crisp kiimeleri temsil eder. Kiipteki noktalar fuzzy alt kiimelerini

tanimlar.
A’ min tipik iiyelik fonksiyonlar:
Uyelik Grafiksel Analitik
Fonksiyonlarimin | Temsili Temsili
Tipleri
s X x—a <y < .
Uegensel A P r, a,<x<a, Ise,
1.0 2 1
MF a,—x .
r iy (x) =4 = r, a,<x<a, ise,
a,—a,
/ 0 , digerleri
a; a asz
My X 4 r, a,<x<a, ise,
Yamuksal A a,—a
1.0 2
MF r r , a,<x<a,
5 (x) = ‘
A a,—x .
r, a;<x<a, ise,
/ a, —da,
a, | a, as g 0 , digerleri
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M X 0 , x<gq ise,
i . A 2
S-seldinde 2| 24 a <x<a, ise
MF 1.0 a,—a, ' ’
ps(x) =
x—a )
1-2 1, a,<x<a, ise,
> a;—a,
aq a, as 1 . a3 <Xx
Hy X
Gauss 4 2
-a
7 >

3.9.4. Analitik Temsil:X evreninin sonsuz olmasi durumunda, fuzzy kiimelerin
tiyelik islevlerini temsil etmek i¢in yukarida belirtilen yontemleri kullanmak etkili
degildir. Bu durumda fuzzy kiimeleri iiyelik islevlerinin seklini aciklayan analitik bir

bicimde temsil etmek uygundur.

3.10. Z Sayilan Aritmetigi Teori ve Uygulama
Fuzzy kiime teorisi ve aligtirmalarinda sik sik kullanilan iiye fonksiyonlari

tanimlayan birkag tipik formiil vardir.

Ornegin, ¢an seklinde iiye fonksiyonlar sik sik fuzzy kiimeleri temsil etmek i¢in

kullanilir. Bu fonksiyonlar agsagida belirtilen formiil tarafindan tanimlanir.
2
X—d
4 (x) = cexp {——J

A, B,veColmak tizere3 farkli degisken tarafindan tanimlanir.

3.10.1. Tip-2 fuzzy kiimesi: Tip-2 bulanik kiime sdylem evreninde, Xasagifdaki

formtil gibi tanimlanabilir:
A= xu ,u, x,u (VuelJ < 0,1

Tip-2 bulanik kiime A ayrica agsagidaki gibi tanimlanabilir:
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A= [y [aer st o)/ (x,u)
= Jax U, s Ceat) 1 (2101 %

Xin oncelikli degisken oldugu yerde,J < [0,1] ,x, unun ikinci degisken oldugu

oncelikli iiyesidir. Formiil ikinci iiye fonksiyonudur.

” tiim x ve u nun tizerinde kabul edilebilir bir bilesim oldugunu gosterir.

Eger X , x,,x,,...,x, tip-2 bulanik kiimesi 6geleriyle ayrik bir kiimeyse A asagidaki

gibi tanimlanabilir.

3.11.Devamh Bulanik Sayilardaki islemler:

3.11.1. Tip-1 Devamh Bulanik Sayilar
Bir bulanik say1 asagidaki 6zelliklere sahip ise RiizerindebirA bulanik kiimesi olur:

a

b

A normal bir fuzzy kiimedir.

A dis biikey bir fuzzy kiimedir.

c- A nm o—kesimi, her & € (0,1] i¢in A“ kapali bir araliktir.

d- A nin dayanagisupp(A4) smirlandirilir.

Bir bulanik say1 4 bir ¢ift ( ,uA,,LTA) nin fonksiyonlari0 < a < 11i¢in z, (a),;TA(a)

asagidaki gereklilikleri saglar:
1) K4 (a) bir sinirlandirilmis monoton artan sol devamli fonksiyon,
2) M 4 (a) bir siirlandirilmis monoton azalan sol devamli fonksiyon,

3) py(@) < py (@), <<l

Bulanik aritmetigi gelistirmek i¢in degisik metotlar vardir. Bu bolimde 2 metodu

sunuyoruz.
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3.11.2. Genisleme Prensibine Dayali Metot:

Bu metotla reel sayilar flizerindeki temel aritmetik islemleri bulanik sayilar
tizerindeki iglemlere uzatilmistir. A ve B iki fuzzy sayis1 olsun ve *, dort aritmetik

islem temsil etsin.

R tizerinde A*B bir fuzzy kiimesi

VZER, U (2)=supmin s, (x), 11,(y) %)

z=x*y
denklem olarak tanimlanabilir.

Gormiis olduk ki A*B bir bulanik sayidir ve siradaki teorem formiile edilmis ve
kisitlanmistir. Devamli {iye fonksiyonlu bir bulanik sayiya deginerek bir devaml

bulanik say1y1 kast ederiz.

Teorem 3.1. * € {+, = A } ve A, B devamli bulanik say1 olsun. BuradanA*B, (**)

da tanimlanan bulanik kiime bir devamli bulanik sayidir.

Buradan bulanik sayilarin iistiindeki dort temel aritmetik islem i¢in yazabiliriz.

K pvpy(2) = sup min[ g, (x), t;(y)]

z=x+y

,U(A—B)(Z) = sup min[z, (x), i, (y)]

z=x-y

Hap (z) = sup min[ g, (x), ££5(y)]

=Xy

Hearp (z) = sup min[ £, (x), £, (y)]

z=xly

Aralik aritmetigi ve o - kesime dayali yontem bu yontem rastgele fuzzy sayilarm« -
kesimlerine gore gosterilmesine ve « - kesimlerine aritmetik kullanimina dayanir

A, B c R fuzzy sayilar1 olsun ve * dort islemde herhangi birini belirtsin her « € (0,1]

icin A*Bnin « - kesimi (A* B)“ = A” * B” olarak ifade edilir.
*=/1i¢in 0 € supp(B) oldugunu varsayalim.

Elde edilen fuzzy sayis1 A* B,
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A*B= | ] a(A*B)".

@<[0,1]
olarak tanimlanir.
Bundan sonra fuzzy sayilarda dort aritmetik islemi gosterecegiz.

3.11.3. Toplama islemi:
A ve B nin iki fuzzy say1 olsun ve A” ve B*,
A ve B nin o — kesimleridir.
Buradan
A"+ B =[a”,a,”1+[b".,b,"1=[a” +b" ,a,” +b,"]

yazabiliriz. Burada

AY ={x/ uA(x) > x}; B ={x/ uB(x) = x}
seklindedir.
3.11.4. Cikarma Islemi:
A ve B iki fuzzy saymin ¢ikarma islemi;
vxe[0,1] Igin

(A-B)* =n"-B" =[a" -b,",a," —=b"] (*)
seklinde tanimlanabilir.

(*), B nin goriintiisiiniin A ya eklenmesiyle elde edilir. Burada o-kesilmis Vx €

[0,1]igin

B* =[-b,,-b\"]
seklindedir.
Bir tiyelik fonksiyonunun terimleri;
Hapsay =1 max (s, (x)), R+ igin
0 , R— icin
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3.11.5. Bir Siirekli Fuzzy Sayisinin Karesi

y7; A2 ile gosterilen ifade A fuzzy sayisinin karesidir, bir fuzzy sayisinin karesi;

#1473 = max(ut, (), sy (<))
seklinde tanimlanir.
Ornek3.5. A siirekli bir fuzzy sayis1 ise

x+1

- , -1<x<2
3
() ={3-x , 2<x<3
0 , aksi takdirde
bu sekilde tanimlanir. Buradan A’ ,
5-/16-3x _3<x<0
3
1,7 (x) ={ 1+;/; , 0<x<4
3-x , 4<x<9
0 . aksi takdirde

seklinde bulunur. R ilizerinde tamimlanan R, fuzzy sayilar kiimesi ve U = [0, ©0)

lizerinde tanimlanan R, fuzzy sayilarinin kiimesidir.
3.11.6.Siirekli Fuzzy Sayilarinin Karekokii:

BirXfuzzy sayisinin karekokii F(X) =JXx ile a- kesimiyle gosterilen
F:R, —> R, fonksiyonudur. F(x) =Jx , U= [0, o) {lizerinde bir siirekli

fonksiyon, F(X) =JX, R, tzerinde siirekli bir fonksiyon olsun. Ciinkii f,U

lizerinde artandir ve biz
REAIE oAy

ifadesine sahibiz.
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A siirekli bir bulanik say1 ve X* = A oldugu gibi bir fuzzy sayisi varsa,Amin bir

karekokiine sahip oldugu soylenir ve X, A nin karekokii yani JA  olarak

adlandirilir.Bir 4 fuzzy sayisin diisiinelim.

x+2 . —2<x<0
2
11,(x) = ?’_Tx . 0<x<3
0 aksi takdirde
seklinde tanimlanir.
Buradan
1- l 4 — \/g <x<0
1 3 2
\/Z(x): I-=x*, 0<x<—
! 3
0 , aksi takdirde
1- E X, - i <x<0
1 3
JA () = 1—%;8 . 0<x<\3
0 , aksi takdirde

seklinde ifade edilir.

3.11.7. Bir Fuzzy Sayisimin Usteli:
X € R, i¢in bir fuzzy sayisinin tsteli F(X)=¢* ile gosterilen X < R,. ve

o —kesim (e*)* ={e*|xe X} ile bulunur.

f(x)=e", Riizerinde siirekli bir fonksiyon, F(X)=e¢", F:R, >R, lizerinde

siirekli bir fonksiyon olsun. Ciinkii f,R iizerinde artarken (e*)* =[e*,e*? ]

esitligini elde ederiz.
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3.11.8. Bir Fuzzy Sayisinin Logaritmasi
X e R, i¢in bir fuzzy sayisinin dogal logaritmas1 F(X) = InX ile gosterilen

F :R,, — R, ye bir fonksiyon , & —kesim (In X)* =[Inx|x € X“] ile bulunur.

f(x) = Inx,e>0igin [&£,90) lizerinde siirekli bir fonksiyon, F(X) = InX, Ry p
tizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. Cilinkii f, [£,%) {izerinde artarken

(In X)* =[In X*,1n X5 ] y1 elde ederiz.
A, B € R, pozitif fuzzy sayilar i¢in

In1=0;InAB=InA+InB ;InA/B=InA—1InB;In A” = 0« In A[1]

ifadelerine sahibiz. A€ R,ve Be R, i¢in In(expA)=A ; In(expB)=B oldugunu

biliyoruz.

3.12.Ayrik Fuzzy Sayilar1 Uzerinde Aritmetik Islemler
3.12.1. Bir Ayrik Fuzzy Sayisi:

Uyelik fonksiyonu g, : R —[0,1] olan reel cizgide A bir fuzzy alt kiimesi,
dayanagmin sonlu olmast durumunda ayr1 bir fuzzy sayisidir, yani,
X,..X, €R icin x <x,<..<x, Oyle ki supp(A)={x,...,x,} ve mevcut
1<s <t <n olan s, t dogal sayilar1 asagidaki kosullar1 saglar:

1- Herhangi bir idogal sayisti¢in s <i <t ise u,(x;)=1,
2- Heri,j dogal sayilarti¢in 1<i< j<s ise 4,(x)<p,(x;),

3- Heri,j dogal sayilariigin t<i<j<n ise p,(x)2p,(x;) dir.

Genel olarak, aritmetik ya da latis islemlerinin uzantis1,0, 4, Bfuzzy sayilarinin
1,(x), py(x) tyelik fonksiyonlarina Rnin alt kiimeleri olarak Zadeh’ in uzatma

metodu ile dogrudan kullanima:

JuO(A,B)(Z) =sup 4, (x) /\ﬂB()’)|O(X, y=z

veya a —kesimleri gosteriminin esdeger kullanima:
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O(A,B)a = O(AQ,BQ) :{O(X, y)|xe Afl,ye Ba}
ve
Hoap (2)=sup{a €[0,1]| z€O(A,B)"}

ile yaklagilabilir.

Bununla birlikte, ayrik durumda, bu islem ile ayrik bir fuzzy sayis1 olmasini

sart kosmayan bir bulanik alt kiime olusturulabilir.

Bu dezavantaji gidermek i¢in birka¢ yazar ayrik fuzzy sayilar kiimesinde

kapal1 bir toplamini elde etmek i¢in farkli yontemler dnerdi.
3.12.2. Ayrik Fuzzy Sayillarinin Toplama:

A A, aynk fuzzy sayilan i¢in A, =A +A, toplama olarak tanimlanan

o —kesim ayrik fuzzy sayidir.

A, :{xe{supp(A1)+supp(A2)}|min{A1“ +A) }<x<max{A+A)}},

Burada
supp A +supp A, ={x;+x,Ixyesupp A, ,j=12},min{ A" +A]}
=min{x, +x,1x,€(A7), j=1,2},
max{ A’ , Ay }=max{x +x,1x, €A, j=12}
ve liyelik fonkisyonu

tya " =sup{ae[0,1]1 Tx e{A] + A7 })
seklinde tanimlanir.

3.12.3. Ayrik Fuzzy Sayilarinin Standart Cikarma Islemi

Aj, Ay ayrik fuzzy sayilan i¢in Ajp= Aj-A; standart ¢ikarmasi ayrik fuzzy

sayist ile tanimlanan a —kesimi

A ={xe{supp(A)+sup p(A,)} min{ A} —AF }<x<max{ A —A] }},

burada
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sup p (A )=sup p(A,)={x —x,}x;esupp(4;),j=12},
min{ A’ - A7 }=min{x, —x,Ix, €AY, j =12},
max {A” — A} } =max{x,—x,1x; € A7, j=1,2},

ve iiyelik fonksiyonu;
4" =sup{ae[0,1]Tx e{ A" - AT }}

seklinde tanimlanir.

3.12.4. Standart Cikarma islemi i¢in : A +(A-A)#A
dir.
3.12.4. Ayrik Fuzzy Sayillarinin Hukuhara Farki

Ayrik fuzzy sayilart Ag,A;igin, A —h™ ile belirtilen Hukuhara farki A,

ayrik fuzzy sayisidir. Oyle ki
A=A+A,.

Hukubhara farki yalnizca n > m oldugunda bulunur.

3.12.5. Ayrik Fuzzy Sayilarinin Carpma Islemi

Ayrik fuzzy sayilan Aq,A,icin, A, = A - A, ¢arpimi @ —kesimi olarak tanimlanan

ayrik fuzzy sayisidir.
A? ={xe{sup p(A )-sup p(A,)}min{ A7 -Af }<x<max{A]-AT}},

burada

supp(Al )-supp(Az):{xl~x21xj esupp(Aj)7j =1,2},
min{ A7 - A7 } = min{x, -x, [x, A7, j =12},
max{ A" A }=max{x x,1x, €A?, j=1,2}

ve iiyelik fonksiyonu
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Haa” =sup{a [0, 1] x e{ AT - AT )
seklinde tanimlanir.
3.12.6. Ayrik Fuzzy Sayilarinin Bélme Islemi

A, =A /A, ayrik fuzzy sayilar1 A, A, i¢in 0 ¢sup p(A,) standart bolme islemi

a—kesimi olarak tanimlanan ayrik fuzzy sayisidir,

AL ={xe{supp(A)/sup p(A,)Imin{ A"/ A7 }<x<max{A’/AJ},

burada
sup p(A)/sup p(A)={x/x,|x,esupp A, ,j=12},
min { A7 / Ay } =min{x,/x, |x; €A7, j=12},
maX{Af’/AZ“}:max{xl/xz|xj €Al,j=12},
ve liyelik fonksiyonu

fa" = sup{ae[0,1]1x e{ AT/ AT }}
seklinde tanimlanir.
Standart bolme islemi
Ay (A TA)#A,
dir.
3.12.7. Bir Ayrik Fuzzy Sayisinin Karesi

Bir A ayrik fuzzy sayisi i¢in A? karesi a—kesimi olarak tanimlanan ayrik fuzzy

sayisidir,
[A*]"={y esup p(A*)|min ((A*)*)< y <max ((A")*)}

Burada
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supp (A*)={y|y=x",xesup p(A)},
min (A% )? =min{y|y =x,xeA”},

max (A% )* =max { y|y =x’,xeA”}
dir.
Burada[ A® |“ = [ A® )* dir.
A? nin iiyelik fonksiyonu;
. =sup{ael0.1]]y e [A*]")
seklinde tanimlanir.
3.12.8.Bir Ayrik Fuzzy Sayisinin Karekokii

Bir ayrik A sayist i¢in sup p(A)c[0,) iken JA karekokii a—kesimi olarak

tanimlanan ayrik fuzzy sayisidir.

[\/Z]“={y€SUpp(\/Z)|min\/A_“§ y <max /A% }

burada
sup p(NA) ={ y|y =+/x,xesup p(A)},
min (VA" ) ={ y|y =v/x,xe A"},
max (VA" ) ={ y|y =v/x,xe A"}
dir.

Burada [\/Z ¥ =V A? dir.

JA' nin iyelik fonksiyonu
p " =Sup{ael01]|ye[VAT")

seklinde tanimlanir.

3.12.9. Ayrik Fuzzy Sayillarinin Minimum Ve Maksimumu
Ay, Ay fuzzy sayilariigin A ={x{",....,x} }, A, ={y] ... 0 }, A, =MIN{ 4, 4,}

bunlarin minimumu a—kesimi olarak tanimlanan ayrik fuzzy sayisidir.
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A% ={x e{sup p(A) Asup p(A,)}min{x", y } <z <min{x}, y/ }},
burada

supp (A)) Asupp (Ay) ={z=min(x, y)|x esupp (A,),yesupp(A,)}
O halde;

MIN (A, A,)(z) =sup{c €[0,1]|z € 4 }

dir.
Ay, A, fuzzy sayilar igin A ={x/" ,....,x;’ LA ={y .y A, =MAX {ALA )}
bunlarin minimumu a—kesimi olarak tanimlanan ayrik fuzzy sayisidir.

Al ={xe{supp(A )vsupp(AQ)}|maX{xf‘ V12 Smax{xfj,y,f 1,
burada

supp (A)v supp (A,) ={z =max (x, y)|x esupp (A ), yesupp(A,)}
O halde;

MAX (A, A,)(z)=sup{a€[0,1]|z €A} }

dir.

R tizerinde D ile belirlenen kime ayrik fuzzy sayilarinin kiimesi olarak tanimlanir.
Daha dnce gosterildigi gibi ( D, MIN, MAX ) iigliisii bir dagitici lastistir.

3.12.10. Ayrik Bir Fuzzy Sayisinin Mutlak Degeri

Bir ayrik fuzzy sayisi A i¢in, abs(A)mutlak deger, a—kesimi olarak tanimlanan

ayrik fuzzy sayisidir.
[abs(A)]* ={ yeSupp (abs(A)) |min (abs(A”))< y <max (abs(A%))},

burada
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supp (abs(A”)) ={ y|y =abs(x),x e supp (A)},
min abs(A“) = min{ y|y =abs(x),x A"},
max abs(A”) = max { y|y =abs(s),x A%}

seklindedir.
Boylece
[abs(A)]* =abs(A)

dir.
abs (A) ifadesinin tiyelik fonksiyonu

Hopsin) =Sup{a €[0,1]1y e[abs(A)]* }
seklindedir.
3.12.11. Ayrik Bir Fuzzy Ustel Fonksiyonu

Bir f:D — D ile, belirlenen bir f(A,)=e” fonksiyonunun a —kesimli ayrik

fuzzy iistel fonksiyonu

[e™ 1" =[y € Supp(e™ )|min(e™* ) < y < max(e™ )]

seklinde tanimlanir.
Supp(e™ ) ={y]y =", x eSupp(e™)]
min(e™ ) =min{y|y =", xeA, "]

Ay = max{y‘y =e",xeA,”]

max(e
Boylece
[eAX ]0{ — eAXa

olur.

e™ nin iiyelik fonksiyonu

yele™]")

/'lef\x (y) = Sup{a € [071]
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seklinde tanimlanir.
3.12.12. Bir Ayrik Fuzzy Dogal Logaritmasi

Bir f:D — D ile belirlenen bir f(A,)=1n(A,) fonksiyonu « —kesimli ayrik fuzzy

dogal logaritmasi,
[In(A)]" =[y €sup p(In(A,)) [min (In(A,”)) < y < max (In(A,*))]
seklinde tanimlanir.

Burada

sup p(In(A,)) =[y| y = In(x), x € sup p(In(A,))],
min(In(A,”))=min[y|y=e",x € In(A“)],
max(In(A,”)) =max[y|y=e",x €In(A )],

seklinde tanimlanir.
Boylece

[In(A)]” =In(A,")
olur.

In(A,) in tiyelik fonksiyonu

luln(AX)(y) =supla €[0,1] | ye [ln(Ax)]a]

seklinde tanimlanir.

3.13. Siirekli Z- sayilari, Ozellikleri
3.13.1. Bir Siirekli Z-sayisi:

Stirekli bir Z —sayisi, Z = (A, B) sirali bir ikilidir. Burada A, bir x rastgele
degiskeninin alabilecegi degerler iizerinde bir fuzzy kisitlama rolii oynayan siirekli

bir fuzzy sayisidir.
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ve lye fonksiyonlu bir devamli fuzzy sayisidir. g, :[0,1] =[0,1]. Anin olasilik

ol¢iisii tizerinde rol oynayan bir fuzyy kisitlanigidir.
P A =B.

Bir devamli Z* sayisinin kavrami bir devamli Z —sayisinin kavramiyla yakindan
iligkilidir. Verilen devamh Z—sayis1 Z=(A,B) , Z¥sayis1 Z*, A ve rastgele bir R

sayisl, bir stirekli fuzzy say1 igeren bir ikilidir
Z=(A,R)

Bir siirekli Z—sayisinda ayni rolii oynayan A sayisi, Z=(A,B) ve R, p nin dagilim

olasilig1 roliinii oynar. Soyle ki

P(A)= [1,@) py(u) , P(A) € sup p(B)

Bu boliimde genisleme prensibinde tanimlandigi gibi Z —sayilarinin 4 aritmetik
islem altinda yani +,-,.ve / cebirsel ozelliklerini gorecegiz. Siirekli fuzzy sayilarinin
ozellikleri onceden verilmistir. Bu oOzellikler Z —sayilarmin ilk boliimiinde

kullanilabilir. Rastgele degiskenler su 6zelliklere sahiptirler:

Iki rastgele degiskenin toplami bir rastgele degiskendir.

Iki rastgele degiskenin carpimu bir rastgele degiskendir, toplami ve garpimi
iki degistirici, rastgele degiskenlerin birlesimi. (XY) = X'Y" saglanmas1 ve x, ynin
tiim rastgele degiskenleri icin X~ = X ve e8er X bir sabitse kompleks birlesim ile

denk gelir.

Sonu¢ olarak, rastgele degiskenler *- cebirlerinde kompleks degiskenledir. Bu
nedenle birlesim altinda dort aritmetik islemle birlestirilen asagidaki oOzelliklere
sahibiz. Bu ozellikler asagida verilmistir.

Z,=(A;,By) ve Z,=(A,,B,)Z — sayillar ve * R de tammlanan bir ikili islem
olsun * iglemi, Z sayilar1 olan A ve B ye uzatma ilkesi ile gerceklesebilir.

F X, Y =X Y ikili islemde * isleminin +, -, . ve / dort temel aritmetik islemle

degistirilmesini salariz o halde Z —sayilarinda dort aritmetik islemin tanimi agagidaki

gibidir.
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3.13.2. (A,,B, ) ve (A,,B,) Z-Sayilan I¢in Toplama islemi:

(A,,B,)=(A;,By)+(A,,B,)
Ha,—a 4, (v)= Sup(ﬂAX () A My, (v—u)),

Piyon, ) = [P, (0P (v=1)d,

1, (p,) = sup (py ([p2, ) py @)die) Aty ( [p2, (), (w)due))

Px +py

Hy, (W) =sup(u, (p,)),
stw= J-,LIAZ (u)p,(u)du

3.13.3. (A, ,B, ) ve (A,,B,) Z-Sayilar i¢in Cikarma islemi:

(AZ’BZ) =(AX’BX)_(AY’By)
‘LlAz=Ax -4y (V) = Sup(ﬂAx (M) A IUAX (V + l/l)),

Pry iy ) = [y )Py, (v+u)du,

t,, (P,) = sup (pty ([, () py )du) A g1, ([, () py (w)lue))

Px—Py

Hy, (W) =sup(x, (p,)),

stw= IﬂAz w)p,(u)du ,

3.134. (A,,B,)ve (A,,B,) Z-Sayilar i¢in Carpma Islemi:
(A,,B,)=(Ay,By) (A, By),

‘qu:Ax Ay (V) = Sup(/’[AX (u) A ﬂAy (V / I/l)) H

Pi iy )= [P @0y, v/ 1),

#, (p,)=sup [HBX ( [, ) py (u)duJ Ay, [my () py (u)dun

Px Py
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Hg, (W) =sup(, (p,)),

stw= ,['UAZ w)p,(u)du.

3.13.5. (A, ,B,)ve (A,,B,) Z-sayilari i¢in bolme islemi:
(A,,B,)=(Ay,By)/ (A, By)
Ha,-aia, (v)= Sup(/qu () A Ha, (v-u)),

3.14. Pozitif Z-sayilar

Ayin a,,a, desteklenmesi ic¢in 0<qg, <a,,A, in pozitif reel gizgide
oldugu durumunda, bir Z —sayis1 olan (A,,B, ) pozitif denilebilir. Benzer sekilde,
A, in a,,a, dayanagi i¢in bir Z —sayis1 olan (Ay, By) nin+, —,.ve/ islemleri altinda

Z —sayilarinin cebirsel 6zelliklerini verelim. Herhangi X,Y,Z € Z —sayilari i¢in;
a, < a, <0ise negatif ; a, <0< a,ise sifir oldugu sdylenir .
(A;,B,)+0=(A,,B;) (Toplamaya gore birim eleman)
(A,,B,)x1=(A,,B,)(Carpmaya gore birim eleman)
Burada 0 ve 1 sirasiyla reel ¢izginin sifir1 ve birligidir.
Bu durumda herhangi Z —sayisi i¢in
(A, B,)-,(Ay,By)=0
Hukuhara farki saglanir.
Genel olarak, herhangi bir Z —sayis1 i¢in asagidaki

(Ag,By)+(Ay, By) =0,
(Ay,By)x(Ay,By) =0,

kosullar1 saglanir burada

(A,,B,) Ve (A,,B,) sirastyla Z —sayilarinda + ve - islemindeki ters elemanlardir.
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(Ay,By), (A,,B,), (A,,B,) Z —sayilan i¢in konveks fuzzy kisitlamalarda asagidaki

Ozellikler saglanir.
(Ay,B)+((Ay, By) U (A, B)+(A,,B,))
=((Ay.By)+(A,.B,))Y ((A;,By)+(A,.B,)),
(Ag,By)+((Ay, By) N (A;, B;)),
=((Ay.B) T (A, By)) N ((Ay,By)+(4A,,B,)),
(A, By )-((Ay,B,)U(A,,B,))
=(Ay,By)-((Ay, B, )N ((Ay, By )-(A;,B,)),
(Ay,By)-((Ay,By)N(A4,,B,))
=(Ay,By)-((Ay,By) U ((Ay,By)-(A,,B,)),
((A,,B,)U((4,,B,)- (Ay,By)
=((Ay,By)-(Ay,By))v ((Ay, By )-(A,,B,)),

Genel olarak, herhangi bir Z-say1s1 igin

(A, By )x((Ay, By) + (A, B,)) # (Ay, By) < (Ay, By)) +((Ay, By) x(Az, By ))

dagilma 6zelligi saglanmaz.

Ozel bir durum olarak Z-sayilari pozitif konveks oldugunda dagilma &zelligi

saglanir.

Simdi, t-norm ve t-conorm altindaki Z —sayimnin ve Z —sayilarinin cebirsel

ozelliklerinin +, —, .,/ aritmetik islemleriyle kesisim ve birlesimlerini saglayacagiz.

(Ay,By) ve (A,,B,) ve (A,,B,) olarak gosterilenZ —sayilariin birlesimi, uzatma

metodunu kullanarak

(A, B,)=(Ay,By) (A, By)
—(A,=A, UA,,B,=B, ®B,)

olarak bulunur, burada @ cebirsel toplamidir.
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(Ay,By) ve (A, B,) sayilarinin kesisimi

(A,.B,)= (A, By) " (4,.B,)
=(A,=A,"A, , B,=B,B,)

((Ay, By )N (A;. B;))—(Ay, By)

= ((Ay, By)—(Ay, By )) N ((A;, B,) = (Ay, By))

olarak bulunur.
Buradaki ‘=" sembolii Z —sayilarinin esitligi anlaminda kullanilir.
Biz Z —sayisi ile pozitif konveks kisitlamalar1 asagidaki 6zellikleri saglar.

(Ay,By)x((Ay,B,)U(A,,B,))
= ((Ay, By)x(Ay, By)) W ((Ay, By )% (A;, B;))

(Ay, By )% ((Ay,B,)U(A,,B,))
=((Ay, By)x(Ay, By) N ((Ay, By ) x(A,, B,))

(Ay,By)+((Ay,B,)U(A,,B,)))
= ((Ay, By) ~(Ay, By)) N ((Ay, By) + (A, B,))

(A, By )U((4A,,B,)+(A,,B)))
=((Ay, By)+(Ay, By )) W ((Ay, By) +(Az, By))

((A,,B,)U(A,,B,))+(Ay,By)
=((Ay, By) = (Ay, By )) W (A, B;) = (Ay, By))

((A,,B,)N(A,,B,))+(Ay,By)
= ((Ay, By) = (Ay, By ) N (A, B;) = (Ay, By))

3.15.Ayrik Z —Sayilar1 ve Ozellikleri
3.15.1. Bir Ayrik Z —sayisi:

Ayrik bir Z —sayisi, Z = (4,B) swrali bir ikilidir. Burada A,bir X rastgele
degiskeninin alabilecegi degerler iizerinde bir fuzzy Z— kisitlama rolii onayan ayrik
bir fuzzy sayisidir.

X=A
dir ve B bir u,:{b,...b,} >[0,1] , {b,,....b,} =[0,1] iiyelik fonksiyonlu bir ayrik

fuzzy sayisidir.
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A nin olasilig1 tizerinde etki eder.

P(A)=B
dir.

Ayrik bir Z*- sayisimin kavrami, ayrik bir Z*-sayis1 kavram ile iligkilidir. Verilen

arik bir Z = A,B , Z* —sayis1 Z+, A, fuzzy sayisi ve R rastgele sayisindan
Z*=(AR)
olusan bir ikilidir.

Burada ayrik Z —sayisinda ayni rolii oynayan A sayisi, Z = (A4, B) ve R, Pnin olasilik

dagilimi roliinii oynar.

Oyle ki;
P(A) =2 #,(%) p(x), p(A) € supp(B)

Daha 6ncede gosterildigi gibi MIN(Z,,Z,) ve MAX(Z,,Z,) ayrik Z- sayilaridir.
(Z,MIN, MAX) tgliisii bir dagitict latistir, burada Z, ardisik dogal say1 dizisi olan

Herhangi Z,,Z,,Z, € Zigin, burada ayrik Z- sayilarinin kiimesi Z de de

asagidaki 6zellikler devam eder:
Z+Z,=7Z,+Z, (degisme)
Z+Z)+Z,=Z +(Z,+Z,) (birlesme)
Z+0” her Z e Zigin. (birim eleman)

Burada 07, Z- sayilari sifirdir, 0” =(0,1) dur.
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