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OZET

Esitsizlikler Teorisi, konveks fonksiyonlarin en Onemli ve kullanish uygulama
alanlarindan birisidir. Tezde ele alinacak olan esitsizlik, Hermite-Hadamard-Fejer
esitsizligi olup bu esitsizlik ¢esitli matematiksel problemlerin ¢oztimiinde kritik bir rol
oynamaktadir. Bu tezde ise Hermite-Hadamard-Fejer esitsizliginin bir soyut
konvekslik ¢esidi olan B~1-konveks fonksiyonlar icin elde edilmesi Uzerine
calismalar yapilmistir.

Tezde ilk olarak, B~!-konveks kiime ve fonksiyonlar i¢in tanmim ve teoremlere yer
verilmistir. Bu boliimde ayrica, literatiire bazi B~!-konveks kiime ve fonksiyon
ornekleri eklenmistir. Sonraki bdliimde, Hermite-Hadamard-Fejer esitsizliginin B~ -
konveks fonksiyonlar i¢in genel formu ispat edilmistir. Daha sonra, bu genel form
Uzerine fonksiyonlar igin Ozel sartlar getirilerek farkl esitsizlikler ispat edilmis ve
uygulamalar1 yapilmustir.
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ABSTRACT

Theory of Inequalities is one of the most important and useful application areas of
convex functions. The inequality to be discussed in the thesis is the Hermite-
Hadamard-Fejer inequality, which plays a critical role in solving various mathematical
problems. In this thesis, studies have been carried out on obtaining the Hermite-
Hadamard-Fejer inequality for B-convex functions, which is a type of abstract
convexity.

Firstly, the thesis includes definitions and theorems for B-convex sets and functions.
In this section, some examples of B2-convex sets and functions are also added to the
literature. In the next section, the general form of the Hermite-Hadamard-Fejer
inequality for B*-convex functions is proven. Then, different inequalities are proved
by introducing special conditions for functions on this general form and their
applications are given.
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1.GIRIS

Konvekslik, hem teorik hem de uygulamali matematik alanlarinda biiyiik Gneme sahip
kavramlardan biridir. Bu kavram ilk olarak geometri alaninda karsilastigimiz bir
kavram olup, zamanla analiz, optimizasyon, ekonomi, olasilik gibi farkli matematiksel
iliskilendirmelerde kullanilmaya baglanmigtir. Konvekslik bir kiimenin veya
fonksiyonun, belirli araliklar altinda dogrusal davraniglarini tanimlayarak matematik
ve matematiksel disiplinlerin bir¢ok problemine ¢6ziim saglar. Giiniimiizde konveks
fonksiyonlar, Optimizasyon Teorisi [1-5], Esitsizlikler Teorisi [6-11], Matematiksel
Ekonomi [12,13], Yo6neylem Arastirmasi[14-18] gibi alanlarda derinlemesine

arastirilmaktadir.

Klasik konvekslik kavraminin genellestirilmesiyle, karsimiza soyut konvekslik
kavrami ¢ikmaktadir [19-22]. Klasik konvekslik, fonksiyonel ve topolojik yaklagimlar
gibi ¢esitli yontemler ile soyutlastirilabilir [20]. Soyut konvekslik hem teorik
matematik hem de uygulamali matematik problemlerinde yeni yaklagimlar sunarak;
ekonomi, optimizasyon ve fonksiyonel analiz gibi alanlarda kullanilabilir. Soyut
konveksligin ¢ok sayida cesidi mevcuttur. Ornegin; bir soyut konvekslik cesidi olan

h-konvekslik tanim1 asagidaki gibidir.

h:[0,1] - [0, 0] fonksiyonu, her t € (0,1) i¢in h(1 — t) + h(t) =1 esitsizligini
saglasin. I € R herhangi bir aralik olsun. f: I = R fonksiyonu, her x,y € I ve her t €
(0,1) igin

F((1 = Ox + ty) < h(1 — O)F (@) + REOF ) (11)
esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna h-konveks fonksiyon denir [23].

Ornegin, m-konvekslik [24], (a —m)-konvekslik [24], B-konvekslik [25], B~*-
konvekslik [26] bazi soyut konvekslik g¢esitleridir. Soyut konvekslik, klasik
konvekslik kavramindan tiiretilmis olup, calisilan esitsizliklerin daha kapsamli

uygulanmasima olanak tanir.

Esitsizlikler, matematigin en temel yap1 taglarindan biri olup, matematiksel analitik ve
hesaplama yontemlerinde biiyiik bir 6neme sahiptir [19]. Jensen [27], Ostrowski [28],
Trapezoidal [29] ve Hermite-Hadamard [30] esitsizlikleri gibi birgok esitsizlik,
konveks fonksiyonlar altinda ele alinmis ve teorik matematikte oldugu kadar

mithendislik ve farkli matematiksel disiplinler icinde de uygulama alani bulmustur.



Esitsizliklerin, fonksiyonlarin 6zel sartlari i¢in incelenmesi, bu alandaki aragtirmalarin

birincil hedefi haline gelmistir.

Esitsizlik Teorisi’ndeki en popiiler esitsizliklerden biri  Hermite-Hadamard
esitsizligidir. 1k olarak, Hermite’in Mathesis dergisine gonderdigi ve 1883 yilinda
yayinlanan mektubu ile ortaya ¢ikmistir. Daha sonra 1893 yilinda J.Hadamard da bu
esitsizligi ispatladigi icin esitsizlik artik iki bilim insaninmn ismi ile kullanilmaya
baslanmistir. Bu onemli esitsizlik fonksiyonlarin integral ortalamalar1 kavramina
iligkin bir esitsizlik olup, fonksiyonun konveks ve konkavlik durumlarina gore

degismektedir [26].

Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi ise 1906 yilinda Fejer’in, Hermite ve
Hadamard’mn temel calismalar1 lizerine genellestirmeler ve iyilestirmeler yapmasi
sonucunda ortaya ¢ikmustir [31]. Son yillarda bu esitsizlik, soyut konveks fonksiyonlar
lizerinde arastirilarak daha genel sonuglar elde edilmesini saglamistir [32-35].
Konveks Analiz’deki bu esitsizlik hem teorik hem de pratik uygulamalar: ile dikkat
cekmektedir.

Fejer, yaptig1 iyilestirmeler ve genellestirmeler sonucunda, f:1 = [0, 7] = R tanimli

f fonksiyonu konveks fonksiyon ve g:I - R tanimlhi g fonksiyonu ise negatif

olmayan, integrallenebilir ve % noktasina gore simetrik bir fonksiyon olmak {izere,

(55 f g(0)dx < f FegGodx < (2D f gwdx  (12)

esitsizligini elde etmistir [36]. Bu esitsizlikten g(x) = 1, x € (g, 7) i¢in Hermite-
Hadamard esitsizliginin elde edilebildigi goriiliir. Ozellikle son yillarda Fejer’in bu

sonucu ile ilgili ¢alismalar ¢ok sayida yapilmistir [37-43].

B! —konvekslik, soyut konvekslik turlerinden biri olarak klasik konvekslik
kavrammdan daha farkli bir alan sunmaktadir. Ozellikle matematiksel ekonomi
Uzerindeki uygulamalari, biyik bir dneme sahiptir [44]. Sonraki yillarda, B~!-
konveks kumelerin, B~1-6lctlebilir doniisiimler ile ayrilmas: ile ilgili ¢alismalar
incelenmistir [45].Yakin zamanda yapilan ¢alismalarda B~t-konvekslikle ilgili daha

kapsaml incelemeler yapilmig ve tanimlar verilmistir [46,47].

Tezde ilk olarak, Kklasik konvekslik ve soyut konvekslik ile ilgili temel tanim ve

teoremler ifade edilecektir. Bu tanim ve teoremlerin 1518inda bazi soyut konvekslik
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cesitlerinin tanimlar1 verilecektir. Ozel baz1 fonksiyonlarm, B~1-konveks fonksiyon
olup olmadig1 iizerinde arastirmalar yapilacaktir. Tezin devaminda, konveks
fonksiyonlar i¢in bazi esitsizlik tanimlar1 ve bu esitsizliklerin bazi soyut konvekslik
cesitleri i¢in yeni durumlari sunulacaktir. Daha sonra, tezde verilen tanim ve teoremler
dogrultusunda ~ B~-konveks  fonksiyonlar  icin  Hermite-Hadamard-Fejer
Esitsizligi’nin ispat1 yapilacaktir. Fonksiyonlara getirilen yeni sartlar dogrultusunda,
esitsizlikler yeniden ele alinacaktir. Son olarak, tezden elde edilen tim sonuglar 6zet
seklinde ifade edilecek ve tez konusu iizerine ileride calisilabilecek yeni Oneriler ve

acik problemler sunulacaktir.



2. KLASIK KONVEKSLIK VE SOYUT KONVEKSLIK iLE iLGIiLi TEMEL
KAVRAMLAR

2.1 Klasik Konvekslik ile Tlgili Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1 X bir vektor uzayi ve X, X5, .., Xy E X Ve t; 20icint; +t, + -+ t, =

1 olmak tizere
t1x1 + tzxz + + tmxm (21)
ifadesi x4, x5, ..., X,, noktalarmm konveks kombinasyonu olarak adlandirilir [46].

Tammm 2.2 S c X ve f, S Uzerinde reel veya +oo degerlerini alan bir fonksiyon

olsun. f fonksiyonun epigrafi
epif ={(x,u):x €S, ueR u=f(x)} 2.2)

olarak ifade edilir [46].

y
A

Sekil 2.1. f(x) = +/x fonksiyonunun epif grafigi.
Teorem 2.1 S < X kiimesi konveks kiime ve f:S — R olmak uzere f fonksiyonunun

konveks fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her x,y € Sve 0 <t < 1 igin

f(A=x+ty) < (1 =-0f ) +tf(y) (2.3)
esitsizliginin saglanmasidir [19]
2.2 Soyut Konvekslik ile Tlgili Temel Tanim ve Teoremler

Bu bolimde ilk olarak, klasik konveksligin soyutlastirilmasi i¢in kullanilan yontemler

verilecektir.



Tamim 2.2.1 H ailesi, X kiimesinde tanimli ve sonlu fonksiyonlardan olusan bir aile,

f:X = R U {+o0} bir fonksiyon olsun. Eger, H fonksiyonlar ailesinin

f(x) = supyex {h(x)|h € U} (2.4)

saglayacak bigimde bir U alt ailesi var ise, f fonksiyonuna H ailesine gore soyut
konvekstir (veya H — konvekstir) denir ve H fonksiyonlar ailesine elemanter

fonksiyonlarm ailesi denir [20].

Tanim 2.2.2 Y kiimesi, f: X = R, fonksiyonlarinin sinifi ve H € Y olsun. Eger her

f € Y fonksiyonu H-konveks ise, H kiimesine Y nin siipremal tirete¢ smifi denir [20].

Teorem 2.2.1 f: X — R, fonksiyonunun H-konveks olmasi i¢gin gerek ve yeter sart f

fonksiyonunun
f(x) =sup{h(x):h€H, h<f}, VxeX (2.5)
seklinde gosterilebilmesidir [20].

Topolojik Soyut Konvekslik:

X bir vektor uzay1 ve C < X olacak sekilde bir C kiimesi olsun. Her m > 2 tamsayisi
icin, V,, € R™ kiimesi ele alinsin ve ¢,,: C™ X V,,, = C fonksiyonlar ailesi verilsin.

Eger, U c C igin

(X1, %5 o, X)) E U, (t1,ty ooy ty) € Py = P(x, X5, oo, X, E1, Ep ooy b)) € U,
m= 2,3, .. (2.6)

ise, U kiimesine ¢,,, fonksiyonlar ailesine gore soyut konvekstir denir [20].
Fonksiyonel Soyut Konvekslik:

X bir vektor uzayi, C € X ve F kiimesi ise f: C — R fonksiyonlarmim bir ailesi olsun.
Bu durumda, U < C olmak lizere, her x & U olan nokta F ailesinden bir fonksiyon ile

U kiimesinden ayrilabilir ise, bagka bir deyisle 6yle bir f € F varsa Ki

f(x) > sup f(u) (2.7

ueu

saglanir ise bu durumda U kiimesine F fonksiyonlar ailesine gore soyut konvekstir
denir [20].

2.3 Soyut Konvekslik Cesitleri

Bu boliimde, daha sonra da kullanilacak bazi soyut konveks fonksiyon cesitlerinin

tanimlar1 verilecektir.



2.3.1 m-konveks fonksiyonlar
m € (0,1] olmak lzere f:]J — R fonksiyonu her x,y € J ve t € [0,1] icin
flx+m(1-0)y) < tf(x) +m1-0)f () (2.8)
esitsizligini sagliyorsa, bu fonksiyona m-konveks fonksiyon denir [24].
2.3.2 (a, m)-konveks fonksiyonlar
f:] = R bir fonksiyon ve herx,y € J,t € [0,1] ve (a,m) € (0,1]? icin
fx+m(1—-0)y) < t*f() +m1 -t f(y) 2.9

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonuna J araligi tizerinde (a, m)-konveks fonksiyon
denir [24].

2.3.3 h-konveks fonksiyonlar

h:[0,1] - [0,+) fonsiyonu, her t € (0,1) icin A(1 — t) + h(t) = 1 esitsizligini

saglasin.
I € R herhangi bir aralik olsun. f:I — R fonksiyonu, her x,y € I ve hert € (0,1)
icin

f(A=0x+1ty) <h(1-Of () +hOF ) (2.10)
esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna h-konveks fonksiyon denir [23].
2.3.4 (h, m)-konveks fonksiyonlar

h:I € R - R negatif olmayan bir fonksiyon olsun, f:J — R negatif olmayan f

fonksiyonu her x,y € J, m € [0,1] ve t € [0,1] icin

fx+m(1—t)y) < h(O)f(x) + mh(1 - 6)f (y) 2.11)
sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (h, m)- konveks fonksiyon denir [13].
2.3.5 Kesin J-konveks fonksiyonlar

f:1 € R - R tanimli bir f fonksiyonu ve her x,y € I ve x # y i¢in

f(x+y> <f(x)+f(y)

> > (2.12)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna [ uUzerinde kesin J-konveks fonksiyon
denir [48].



2.3.6 @-konveks fonksiyonlar
@:1 - I seklinde tanimli olsun. f: 1 — R fonksiyonu her x, y € [ igin, ,
f(te() + 1 =) < tf () + (1 - Of(e()) (2.13)
esitsizligini saglhiyorsa, f fonksiyonuna ¢-konveks fonksiyon denir [49].
2.3.7 s — n-konveks fonksiyon

f:1 - R tanimh bir f fonksiyonu ve her x,y € I ve t € [0,1] i¢in

fltx+ (1 =0y) < fO) +n(f (), F()) (2.14)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonu s — n-konveks fonksiyondur denir. Burada s €
(0,1) ve n: R x R — R bifonksiyondur [50].

Burada, iki bagimsiz degiskeni olan fonksiyonlara “gift degiskenli fonksiyonlar” ya da

“bifonksiyon” denir.
2.3.8 Quasi-konveks fonksiyonlar

I € R herhangi bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon olsun. Eger her x,y €I ve t €
[0,1] icin

fltx + (1= )y) < max{f (x), f()} (2.15)
saglanir ise f fonksiyonuna quasi-konveks fonksiyon denir [22].
2.3.9 B-konveks kumeler ve fonksiyonlar
Tamm 2.3.7.1 Bir A ¢ R} kiimesinden alman her x,y € A ve her t € [0,1] icin
txVy€EA (2.16)
ise A kimesine B-konveks kiime denir [51].

Tamm 2.3.7.2 A c R%, f: A > R, U {+o} ve A kiimesi bir B-konveks kiime olmak

uzere

fexvy) <tfx) Vv Q) (2.17)
esitsizligini saglayan f fonksiyonuna B-konveks fonksiyon denir [25].
2.4 B~1-konveks Kiimeler ve Fonksiyonlar

B~1-konvekslik kavrami da, farkli bir soyut konvekslik ¢esidi olup, tezde cahsilan

temel unsur olmasi nedeniyle, bu baslik altinda detayl bir bicimde verilecektir.



2.4.1 B~1-konveks kiimeler

Tanim 2.4.1.1 S ¢ R}, ve S bostan farkl bir kiime olmak {izere, her x,y € S ve t €

[1,4+00) igin
tx A\yeS (2.18)

ise S kiimesine B~1 -konveks kiime denir [26].
Teorem 2.4.1.1 R?%, iizerinden alinan bir S kiimesi i¢in,
X1) X2 ey X € S VE by, ty ..., tyy € [1, +00) Oyleki min{ty, t, ..., t,,} = 1 igin
Y (2.19)

/\tixl- ES

i=1

ise S kiimesi B~1-konveks kiime olur [26].

oA

w

Sekil 2.2. Farkli durumlarda verilen ikiser nokta i¢in B**-konveks kabuklarmin
grafikleri.



x; = (1,1),y, = (3,3)

x, = (2,14),y, = (6,14)
x3 = (6,12),y; = (10,10)
x4 = (7,2),y, = (10,5)

xs = (12,14),ys = (16,16)
xe = (14,2),y, = (14,6)

o gk~ wbh -

Teorem 2.4.1.2
a) 0, R%, ve tek elemanh kiimeler B~!-konveks kiimelerdir.

b) {S; : t € A} kiimeler ailesi bir B=1-konveks kiimeler ailesi ise,

s
t

kiimesi de B~1-konvekstir.

c) {S, : t € A} kiimeler ailesi bir B~*-konveks kiimeler ailesi olmak izere, her t;, t, €

Aigin S, U S, © S;, kosulunu saglayan en az bir t; € A var ise,

Us:
t

kiimesi B~1-konvekstir [26].
2.4.2 B~1-konveks fonksiyonlar

Tamm 2.4.2.1 S ¢ R}, kimesi B~1-konveks kime ve f:S - R,, fonksiyonu

herx,y € Svet € [1,+) i¢in

fxny) <tf)Af(Qy) (2.20)

esitsizligini sagliyorsa, bu fonksiyona B~1-konveks fonksiyon denir [26].

Onerme 2.4.2.1 f fonksiyonu B~-konveks fonksiyon olsun. Her t € [1,+o0) ve

o < Ticin min{o, tt} = o oldugundan,

f (o) = f(min{o, tr}) < min{f (o), tf(v)} 2.21)
itsizligi saglanir. Buradan her t € [1,+o0) icin f(o) < tf(z) olur. Bu esitsizlikten,
t =1 icin de f(o) < f(r) elde edilir. Boylece, f fonksiyonun monoton artan bir

fonksiyon oldugu gosterilmis olur [52].



Ornek 2.4.2.1 f:R,, = R,,, f(x) = +/x fonksiyonu B~-konveks fonksiyondur.

Cozum: f fonksiyonunun B~1-konveks fonksiyon olabilmesi icin (2.20) esitsizligini
saglamas1 gerekmektedir. Gergekten, 1<t ise Vt <t oldugu goz Oniinde

bulundurularak;

1. tx Ay =txise
Jtx Ay =+tx < tx (2.22)

dir. Ayrica kok fonksiyonun artanligindan vtx < \/3_/ oldugundan

flxAy) = Jtx Ay =vix < tVx A Jy = tf (x) A f(y) (2.23)
elde edilir.
2. tx Ny =yise
Jtx Ay = [y SVtx < tvx (2.24)
olur. Dolayistyla
flxny) = Jtx Ay = [y <tVx A Jy = tf () A F() (2.25)
olur.
(2.20) kosulu saglandigindan, f fonksiyonu B~t-konveks fonksiyon olur.
Ornek 2.4.2.2 f:[1,+%) - R, ,, f(x) = e* fonksiyonu B~*-konkav fonksiyondur.

Cozum: f fonksiyonunun B~1-konkav fonksiyon olabilmesi icin (2.20) esitsizliginin

tersini saglamasi gerekmektedir.
1 < t olmak uzere;

1. tx Ay =txise

flexny) = e™V
= etx (2.26)
tex S etx

f(x) = e* fonksiyonu artan oldugundan e < e¥ olup
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tf(x)Atf(y) = te*Ae”
S etx
= f(txAy)
saglanir.
2. txANy=yisell
y < X
y < e*f
e < te*

olup tf(x) Atf(y) =te* AeY < e¥ = f(tx Ay) esitsizligi saglanr.

Bu durumda f fonksiyonu B~1-konkav fonksiyondur.

(2.27)

(2.28)

Ornek 2.4.2.3 f:(o,%]—>[0,1], f(x) = sinx fonksiyonu B~!-konveks

fonksiyondur.

Cozum: f fonksiyonunun B~-konveks fonksiyon olabilmesi icin (2.20)

esitsizligini saglamasi gerekmektedir. (0,%] araliginda sinx fonksiyonunun

artanlhig1 da g6z 6niinde bulundurularak;

1. tx Ay =txise x < tx < yolup,
sin(tx) < siny

ve

sin(tx sinx
(&) _

tx — x
sin(tx) < tsinx

f(tx Ay) =sin(tx Ay) = sin(tx)

2. tx ANy =y.ise

oldugunda

< tsinx
= tsinx A siny

=tf(x) A f().

siny < sin(tx) < tsinx

dir. Buradan,

11

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)



f(tx Ay) = sin(tx Ay) = siny = tsinx Asiny = tf(x) A f(y). (2.35)
Ornek 2.4.2.4 f: (0,%] - [0,1] , f(x)=cosx fonksiyonu B~!-konkav
fonksiyondur.

Cozum: f fonksiyonunun B~-konveks fonksiyon olabilmesi icin (2.20)
esitsizligini saglamasi gerekmektedir. (0, %] araligmnda cosx fonksiyonu azalan

oldugundan,

1. tx Ay =txise

tx <y
cosy < cos(tx) (2.36)
olur, buradan,
tf (x) A f(y) = tcosx A cosy = cosy < cos(tx) (2.37)

2. tx Ny =yise
tf (x) A f(y) = tcosx A cosy < cosy.
=cos(txAy) = f(txAy) (2.38)

esitsizlikleri saglanir. f, B~1-konkav fonksiyondur.

Ornek 2.4.25 f:(3,+») » R,;, f(x)=Inx fonksiyonu B~!-konveks

fonksiyondur.

Cozum: f fonksiyonunun B~-konveks fonksiyon olabilmesi icin (2.20)

esitsizligini saglamasi1 gerekmektedir. 1 < t olmak Uzere

1. tx Ay =txise, x < tx < y olup, In fonksiyonunun artanligindan,

ftxAy) = f(tx) = In(tx) (2.39)
olur. Buradan
tx < xt
In(tx) < In(x?t) (2.40)
In(tx) < tlnx
fxAy) =In(tx) < tlnx Alny = tf (x) A f(y). (2.41)

dolayisiyla esitsizlik saglanir.

12



2. tx ANy =yiken,y < txolup,

ftxny) =f(y) =Iny

y < tx
Iny < In(x")
Iny < tinx

ftxAy)=lIny =tlnx Alny = tf(x) A f(y)

esitsizlik saglanir. f, B~1-konveks fonksiyon olur.

13
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3.KONVEKS FONKSIYONLAR iCIN BAZI ESITSIZLIKLER

Bu boliimde konveks fonksiyonlar i¢in bazi 6zel ve popiiler esitsizlikler verilecek ve

bu esitsizliklerin bazi soyut konveks fonksiyon tipleri i¢in formlari ifade edilecektir.
Bolimde, I R bir aralik, I° araligm i¢i ve o, T € I, 0 < T olarak dikkate alinacaktir.
3.1 Jensen Esitsizligi

f:R™ - R U {400} tanimli fonksiyonun konveks fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter
sart

fQtaxy +taxg + o+ thxn) < 6 f (xg) + 6 () + -+ + 6o f (x) (3.1
esitsizliginin saglanmasidir.
Burada Xl,xz, ...,Xn € Rn ve tl) tz, ey tn 2 0, t1 + tz + + tn = 1 dlr ve bU
esitsizlik Jensen Esitsizligi olarak adlandirilmaktadir [27].

3.1.1 B-konveks fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizligi

f:C c R} - R, U{+oo} olmak Ulzere, f fonksiyonun B-konveks fonksiyon olmasi
icin gerek ve yeter kosul C kiimesinin B-konveks kiime olmasi1 ve her x; € C ve t; €
[0,1],i =1,2,...,m

oyle k| _max {t }=1icin

m
(Vo) = Vorce 62)
i=1
esitsizliginin saglanmasidir [25].
3.1.2 B~1-konveks fonksiyonlar icin Jensen esitsizligi

f:C c R?, - R,, olmak tizere f fonksiyonunun B~1-konveks fonksiyon olabilmesi
i¢in gerek ve yeter sart C kiimesinin B~!-konveks kiime olmasi ve her x; € C ve t; €
[1, +00),

i =1,2,..,moyleki i:?,lzi?,m{t"} =1 icin

m m
f ( A tl-xl-) < [\ tr e (3.3)
i=1 i=1

esitsizliginin saglanmasidir [53].

3.2 Ostrowski Esitsizligi

f:l1=[0,7] €[0,+) > R ve f' € L[o,7] olacak sekilde f fonksiyonu I° de
diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f'(x)| < M ise her x € I igin,
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M l(x —0)?+ (t— x)zl

T T—0 2

1 T
fo)-— [ f@ar

(-(239)

(t —0)?

1
=M(t—o0) i (3.4)
esitsizligi elde edilir. Burada Ki i kat sayis1 bu sartlar altindaki en iyi kat sayidir. Daha
kiigiik olan bir katsay: ile yer degistiremez [28]. Bu esitsizlik Ostrowski esitsizligi
olarak isimlendirilir.
3.2.1 (&« — m)-konveks fonksiyonlar igin Ostrowski esitsizligi

f:1 =[o,t] > Rve [0,+) c I diferansiyellenebilir f fonksiyonu ve (a,m) €
[0,1] x (0,1] icin, ma, mt € I ve f' € L([mo, mt]) olmak lizere; Eger q > 1,%+

5 =1ve|f'(x)| < Micin|f" |9, [mo, mt] Uzerinde bir (@, m)-konveks fonksiyon ise

her x € [mao, mt] igin

‘mf(x) o [ roa

(3.5)

1 )% (am + 1)% (x — mo)? + (mr — x)?

SM(
p+1 a+1

T—O0
esitsizligi saglanir [58] .
3.2.2 s — n-konveks fonksiyonlar icin Ostrowski esitsizligi

f:1 =[o,t] > R fonksiyonunun diferansiyellenebilir oldugunu varsayalim. g: I —
R* surekli ve GT” ye gore simetrik fonksiyon olsun. |f’|, s — n-konveks fonksiyon

Ve 1, [o, 7] lizerinde iist sinir ise,

ROXTO [ gwae - [ rogar

1-t 1+t
1 7 J+—2 T

< [2IF o1+ N|f1(f'(f’)'f’(f))|]f f 9(w)dudt (3.6)

0 1+t  1-t
5 J+—2 T

esitsizligi saglamir. Burada N = max e 1] |(%)S + (%)S

dir [54].
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3.3 Trapezoidal Esitsizligi

f:1 =[o,t] > R sirekli, tirevlenebilir bir fonksiyon ve ¢ < t olsun. Eger |f’|
fonksiyonu [ araliginda quasi-konveks ise

f@O+f@ 1 [
2 _T—aff(t)dt

esitsizligi saglanir [60].

Zsupllf @OLIF@F  G.7)

T—
<
4

3.3.1 B-konveks fonksiyonlar i¢in Trapezoidal esitsizlik

f:1 =[o,t] € R, - R fonksiyonu diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger
|f'| fonkiyonu [, 7] kapali arahiginda B-konveks bir fonksiyon ise,

<

fl0)-— [ f@at

( 3o0+7 |f'(0)|
7 P LRI
(f'@D?*6atr —9a2)[If' (o) + 22|f' (D] N
6(t—ao)(f' (02
(I (@) D2 [BIf' ()| = If' ()] o _|f' (o)l

G ST <t 8y
6atlf' (@IIf' (D] + 372 f' (0)])? N
6t|f' ()|
(62 + ot + ) (f' (0?2 If'(0)l o
SGTHG] : C=TFor 7

esitsizligi saglanir [55].
3.3.2 Quasi-konveks fonksiyonlar icin Trapezoidal esitsizlik

f:1 =[o,t] > R surekli, tirevlenebilir bir fonksiyon ve ¢ < t olsun. Eger |f'|P
fonksiyonu [ araliginda quasi-konveks fonksiyon ise 1 < p igin,

1 T
f(a);rf(r)_f_aff(t)dt

esitsizligi saglanir [60].

< —Z(supllf' @, If @IPHP (3.9)
2(p+ 1P

3.4 Hermite-Hadamard Esitsizligi

f:1 =[o,7] > R olmak lizere, f konveks fonksiyon ise,

1 T
f(“”)sf_aff(t)dtsw (3.10)

2
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esitsizligi  saglanir [30]. Bu esitsizlik, Hermite-Hadamard esitsizligi olarak

adlandirilir.
3.4.1 ¢-konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizligi

J reel sayilarda bir aralik; 0,7 € ], 0 <17 Ve ¢:] = R surekli, artan bir fonksiyon
olsun.

f:1 € R — R fonksiyonu I Gizerinde ¢-konveks fonksiyon ise

@(7)
(o) + ¢(7) 1
f( 2 > = o) — (o) (p([,) fle@®)de ()
- Flo@) + fo(D) -

2
esitsizligi saglanir [56].
3.4.2 m-konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizligi

m € (0,1] olmak Uzere, f: R, — R fonksiyonu bir m-konveks fonksiyon olsun. Bu
takdirde, eger 0 < o < T < w0 i¢in f € L([o, 7]) ise

1 T
mff“)‘“

f(o) + mf (%) mf (%) + f(7)
2 ’ 2

< min (3.12)

esitsizligi saglanir [24].
3.4.3 B~1-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi

f:1 =]o,1] € R,, » R,, tanimh f fonksiyonu B~*-konveks fonksiyon olsun. Bu
durumda

1 T
:ff(t)dtﬁ

( flo)(o+71) t _fO®

J 20 ’ o~ f(o) (3.13)
| 2tf (o) f (2) — o ([f(0)]? + [f(D)]?) | < f@ _z '

\ 2(t — o)f (o) ' “f@ o

esitsizligi saglanir [52].
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3.5 Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi

f:1 =[o,7] » R tanimh f fonksiyonu konveks fonksiyon ve g:I - R tamml g
fonksiyonu ise negatif olmayan, integrallenebilir ve UT” noktasina gore simetrik bir

fonksiyon olmak uzere,

T

)]

g

g(O)dt < f F(Og(D)dx s’w f gdt  (3.14)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi olarak
adlandirilir [30].

3.5.1 B-konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi

f:1 =[o,7t] € R, = R, fonksiyonu B-konveks bir fonksiyon ve g: I - R, taniml
negatif olmayan, integrallenebilir bir fonksiyon olmak tzere

j f®)g(t)dt <
( T
f(o)
F) f g0, 128
zf (o)
P @ | o f(o)
{ f(o) ;,f g(t)dt +Tff£) tg(t)dt, 0< = < 10 <1 (3.15)
f@
g@)[tf(o) —of(M]* f() f (o)
k 207 (D + - Uftg(t)dt, Os(—r)<— 1

esitsizligi saglanir [57].
3.5.2 h-konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi

f:1 =[o,t] > R fonksiyonu h(1/2) >0 Kkosulunu saglayan h-konveks ve
integrallenebilir bir fonksiyon ve g:1 — R tanimli negatif olmayan, integrallenebilir
ve GTH noktasma gore simetrik bir fonksiyon olsun. t € (0,1) icin,

5 (459 o= [ reopcon

h(3)

Sf(cr)+f(r)

> [h(t) + h(1 —t)] f g(x)dx (3.16)

esitsizligi saglanir [59].
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4. B1-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN HERMITE-HADAMARD-FEJER
TiPi ESITSIZLIKLER

Bu bolimde, Hermite-Hadamard-Fejer esitsizliginin B*-konveks fonksiyonlar igin
formu ve bu temel esitsizligin farkli durumlardaki versiyonlarini igeren teoremler ispat
edilecektir. Ayrica daha sonra bu esitsizliklere uygun 6zel durumlar incelenecektir.
4.1 B*-konveks Fonksiyon icin Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi

Teorem 4.1 f:1 = [0,7] € R,; = R, fonksiyonu B*-konveks bir fonksiyon ve

g:1 — R, tanimli negatif olmayan, integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere

f f®)g(t)dt <
(@) ’ r (@
{|T tg(t)dt 1< - < o)
“4.1)
(o) f(a) ! f(o) t
lk— tg(t)dt + f (1) f(( % gdt, 1 Sf_a) <=

esitsizligi saglanir.

Ispat: VA € [1,+) ve ¢ < 7 icin min{o, A7} = o olur. B-konvekslik tanimindan

ve Onerme 2.4.2.1 den,

floAdr) = f(o) < f(o) AAf(2) (4.2)

olup, asikar durumu elde edilir. Bu nedenle min{Ao,t} durumu incelenecektir. f

fonksiyonu B?-konveks oldugundan (2.20) esitsizligi saglanir. Esitsizligin her iki

tarafi g(Ao A7) ile carpilip 2 € [1,%] gore integrallendiginde

Ff( Ao AT)g(Ag AT)dA = Ff(,la)g(za)dz (4.3)

ifadesi elde edilir. Burada Ac = t dontistimii yapilir ise

1 T
2| reoa@ar (49

olur. Ayrica esitsizligin sag tarafi i¢in

: :
f f(AeAT)g(Ao AT)dL < f (Af (@) A f(2)g(Aa A T)dA (4.5)
1 1
ifadesinin sag kismi incelenecektir. Bu halde, asagidaki durumlar ortaya ¢ikar:
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1. 1<*<Z9 durumunda:
o~ f(o)

| =

|7 Gr@ ar@)g00 01 = [T 411900102

= £ (o) f 7 1g(o)d

_f g) L tg(D)dt (4.6)

olur. Buradan esitsizlik

> [ reogeae <’ e [ otorae

4.7
j f(D)gt)dt S@ j tg(t)dt (4.8)
sekline doniisiir.
2. Eger 1 S%<§ise
= f(1)
f W@ Af@)gao = ff(rr) () A F)ao D
AT)dA
+ f (Af (@) A f(1))g(Aa AT)dA
J10)
(@
f@
@
= [ i@g00m
+ [ fogoow 4.9)
J10)

f(o)
olur. Burada tekrar Ao = t doniisiimii yapilirse
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f(@ T
f(o) o

[ w@goar+ [ fogoon

1 f(@
f(o)

f(z)
71 @) c
fg)f tg(t)dt+¥ fg(t)dt (4.10)

o f(@
7f(o)

olup, buradan esitsizlik

f(@

7f (o) T
%Lf(t)g(t)dtgfiz)J tg(t)dt+]¥ Jg(t)dt 4.11)

f(@)
7f(o)

f(@
7f (o) z

frf(t)g(t)dt < @f tg(t)dt + f (1) fg(t)dt (4.12)

f(@)
HiC)

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m

Teorem 4.2 f:1 = [o,7] € R,, - R, fonksiyonu B*-konveks bir fonksiyon ve

g:1 » R, tamimly, integrallenebilir fonksiyonu da B-konveks olmak tizere

f f(®)g®)dt <
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( f(0)g(o)(@® — o) T_f@® _g9@
302 ’ o~ f(o) ™ g(o)
IO @P (BT f@ - 20°1())
6a(f(0)]?
g(@)a*[f @] (SO T _9@
60(f(0)]? “flo) "o glo)
3gIf(@IPf()(2tg(0) —0g(@)
69(a)[f(0)]?
| alg@P*Q2If@F + [f@]) LSO 9@ T g3
69(0)[f (0)]? ' flo) ~glo) o
3[g(@IPg@f(D)(21g(0) — af (D)
6[g(a)1*f (0)
olf ()(2[g(@)]* + [g(D]®) L 9® _f@ <
6[g(a)]*f (o) ' “gl@ fl) o
3°f(@g(@Pg(@)
6a[g(0)]?
a?f(0)([g(@)]® - 2[g(@)]*) g t f@
k 60lg (@12 ’ <4 <7 5f@

esitsizligi saglanir.

Ispat: f ve g fonksiyonu B*-konveks oldugundan (2.20) esitsizligini saglarlar. f
fonksiyonu icin gecerli (2.3) esitsizligin her iki tarafi g(Ao A 7) ile garpilip A € [1,%]
gore integrallendiginde sol kisim i¢in

fgf( Ao AT)g(Ao AT)dA = Ff(,w)g(,w)da (4.14)

ifadesi elde edilir. Burada Ao = t doniistimii yapilir ise

> [ rwgwa (415)

olur. Ayrica esitsizligin sag tarafi, f ve g fonksiyonunun B-konveksliginden

Ff(/la AT)g(Ao AT)dAL < F(Af(a) Af@)(2g(@) Ag)dr  (4.16)

olur. ifadenin sag kismu ele alindiginda; asagidaki durumlar karsimiza gikmaktadir.

<M<@ise

1. ,
o= flo) = g(o)
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T

[ 5@ 17 @) (200 ng)ar =

R —aln

Af (0)Ag(0)dA = f(0)g(o) ] 2da

3
= f(o)g(o) 5 (— - 1>

_ f(0)g(o)(@® —0c3)

357 (4.17)
olur. Buradan
H 3_ 3
2 [ rogar SPI =) (418)
H 3_ 3
j f®g®)dt < ! (U)g(?a(zr ) (4.19)

esitsizligi elde edilir.

@ < 9@ Imasi durumunda iki durum incelenecektir;
f(e) = g(o)
f@ g .
< <
i1 f(a) - g(o) Ise,

fg(/’lf(a) A f(T))(Ag(a) A g(t))dl

f(@)

@
- j (Af (@) A F(D))(Ag(o) A g(x))dA

L OF@ A fD)(29(0) A g(D))dA

6)
()] T

= [ ar@ag@ar+ [7,

f(o)

f()2g(a)da

f@ T

o)
“rdr+ fF@g@) |- 2da
) o

flo)
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_[©@)g(0) ([f(r)P - [f(a)]3> L f@9(@) <ﬁ ) [f(r)]2>
0-2

3 [f(0)]3 2 [f(0)]?
_g(o) ([f(r)]3 - [f(cr)]3> N f(®)g(o) <[Tf(0)]2 - [Uf(r)]2>
E [f (0)]? 2 o?[f(0)]?
_ [f(0)12(32f (x) — 26%f (0)) — az[f(r)]3>
= g(0) ( 607 ()2 (4.20)
ifadesi elde edilir. Buradan esitsizlik
1" [F()1?(37%f (x) — 202 (0)) — o2[f(D]?
;L f(Dg)dt < g(o) ( FAROIE ) (4.21)

[f(0)12(372f (v) — 20%f(0)) — a2 [f(D)]®
g(o) ( FCIE ) (4.22)

[ revgwar <
olur.

i1 < ;((T; < g((T; < L olsun. Bu durumda,

f(@
f(o)

f (A (0) A F@D)(Ag(0) A g(0))dA = f (Af () A F (D) (2g(0) A g(0))dA

g(@)
g(o)
= | W@ Ar@)Gg) rg@)an
f(r)
f(o)
() g(1) T
f(o) g(o)
f M@2g@di+ [ f@agrar+ f F@g@dA
f(T) g(r))
g(o
_ £(@)g(0) ([f(r)]3 _ [f(a)]3> [ <[ o [f(r)]2>
3 FI 2 \lg@F [fr
T g)
+ f(1)g () <E - m)
| 3g@IF@)2F () (209(0) — 09(D)
- 609D
olg@PCI@F + [F@])
T 0@ (423)

ifadesi elde edilir, buradan
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1(F 39(DIf()1*f (D) (21g9(0) — 0g(D))
JUCICE 609 @@ e
_olg@PQIf (@) + [f(D]*) '
60g(0)[f(0)]?
’ 39(DIf()I*f )(2tg(0) — og (D))
J s < by was)
_olg@PQIf (@) + [f(D]*)
6g(a)[f(0)]?

esitsizligi elde edilir.

. 9@ < /(@ olmasi durumunda ise,
g(@)  f(o)
. () f(o T .- ..
i1 < L2 <« L2« plabilir. Boylcee,
— g flo) o y

[ Gr@ A r@)0g() A g@) a

9@
g(o)

4 f (Af(0) A F(D)(Ag(0) A g (D)) dA
1

(@
f(o)
+ [ 0r@ A7) (900 A g @) a2

g(1)
g(o)

T

+ [0r@ A 7@)(ag(0) A g@) a2

f(@
f(o)

g(t)
g(o)

= f Af (0)Ag(o)dA

1

f(o) T
f(o) T

+ f Af()g(@)dA + f FDg@dA
g(1) f(o)
g(o) f(o)
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zf(a)g(cr)([g(r)P— [g(a)]3>+f(0)g(f)<[f(f)]2 [g(T)]2>

3 [g(a)]? 2 \[f@PF [g@]
+fog (5-15) (421)

ifadesi elde edilir. Buradan

1(° 3[g()]12g(D)f(¥)(2tg(0) — of (D))
JUCICE 60190/ (0) )
_olf(@*Qlg(@)] + [g(@D]*) '
60([g(0)]*f (o)
’ 3[g()]12g(D)f (D) (2tg(0) — of (1))
f(Hg®dt < >
L 6[g(0)]%f (o) 4.23)
_olf(@)*Qlg(a)]° +[g(D]*)
6[g(0)]?f (o)
esitsizligi elde edilir.
i1 < 22 LSO e,

gl@) o  f(o)

[ 4£@ 71 @) (290 A g@)ar

g(7)
g(o)

— f (Af (@) A f())(29(0) A g(1))dA

(Af @) A F(©)(Ag(0) A g())dA

——al~

(

Q
~
—

g(a)
g(t) T
g(a) o
= [ wong@ar+ [ ir@g@a
1 g()
g(o)
_ f(o)g(o) ([g(r)F - [g(a)]3>
B 3 [g(a)]®
L f@g(@) <i_ [g(r)]2>
2 a2 [g(0)]?
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_ 31 f(0)g(0)]?g (™) — o*f (o) (gD — 2[g(0)]*)
- 602[g(0)]?

ifadesi elde edilip esitsizlik

1(" 31%f(0)[g(0)]?g(r) — a*f (o) ([g(D)]® — 2[g(0)]?)
i j (gDt < e

T 3 2 2 _ a2 3 _ 2 3
j F(Og(0de < %f(0)[g(0)] g(T)6aE‘g{a(;])2([g(T)] [g(a)]?)

seklinde yazilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. =

(4.24)

(4.25)

(4.26)

Teorem 4.3 f:1 =[o,7] € R, - R,, fonksiyonu B? konveks bir fonksiyon

ve g:1 - R, fonksiyonu tirevlenebilir ve g’ € L[o, 7] olmak lzere,

f f(®)g'()dt

( T
f(o) T f(@)
> <rg(r) —og(o) — fg(t)dt), 1< - < )
<.< g 4
f(o) fo) =
Lf(T)g(T) — f(o)g(o) —Taf g()dt, 1< CRE

esitsizligi saglanir.

(4.27)

Ispat: f fonksiyonu B-konveks oldugundan (2.20) esitsizligini saglar. f fonksiyonu

icin gecerli (2.20) esitsizliginin her iki tarafi g'(Ao A 1) ile ¢arpilip A € [1,5] gore

integrallendiginde, sol kisim i¢in
z z
f”f(/la AT)g' (Ao A T)dA = faf(la)g’(la)dl
1 1
elde edilir ve Ao = t doniisiimii uygulanirsa

v 1
[‘ri0rgGarar =~ [ f©g@ar

olur. Ayrica esitsizligin sag tarafi i¢in
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T

f?uaAny@ammmsj?ﬂﬂ@Af@Dygawﬂm

ifadesinin sag tarafi incelenecektir.

< @

1. 1<i<
o f(o)

ise,

j%uﬁﬂAf@ngwArma=fguwﬂgmwma

burada Ao = t degisken degistirmesi yapilirsa integral
- (o) [
o
faxlf(a)g’(la)da = fa—zj tg'(t)dt
1
g

olur. Burada kismi integrasyon uygulanirsa integral sonucu

T

o 02

g

olur. Buradan

f(o)

~[rwg@ae <L 2| w9 - 09001 - [ g0rat

[rogwa =22

esitsizligi elde edilir.

2. 1<L@ 7T jge,
f(o) o

28

f(j)ftg'(t)dt _1© 1g(1) —0g(o) — fg(t)dt

(1) — g (0) — f g(Odt

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)



f(/lf(a) A f(r))g’(/la AT)dA

f@
f(o)

_ f (Af (@) A F(D)g' (Ao AT)dA.

——ala

+ | (Af (@) Af(D)g' (Ao AT)dA
f@
f(o)
f(@ T
f(o) o
= [ @guoar+ [ g Go
1 f@
f(o)
Ao = t doniisiimii yapilirsa integral
f(@) T
f(o) o
| #@ganai+ [ f@gasa
1 f(@)
f(a)
f@
P )"f(a) e T
o T
=3 tg (t)dt+T f g'@®)dt
o Uf(‘f)
f(o)

olur ve esitlikteki ilk integrale kismi integrasyon uygulanirsa
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f(a) (t)dt+— fg’(t)dt
f(f)
o)
/ 1)
_f (0) f()

\f(a) (;g)—ag(a)—f g ®dt |

L@ f(@
( @9 ( f(0)>)

f(f) e f(a) f(?fg(t)dt

sonucu elde edilir. Buradan

- f ) SO iy 1D gy 1O f e

[rogoe < @ - @90 -L2 (o) f Ot

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m

(4.38)

(4.39)

(4.40)

Teorem 4.4 f:1 = [o,7] € R,, — R, fonksiyonu B*-konveks bir fonksiyon ve

g:1 - R, fonksiyonu tirevlenebilir, tiirevi B*-konveks ve g’ € L[o, 7] olmak lizere,
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f f()g'(®)dt <

(@5 @G~ ) t_f@_g"
302 ’ o~ f(o) ™ g@
3129 (@f DU @)
60(f(0)]?
o2g' (@) QIfF (] + [F@DI®) f@  t _g®
601/ () ’ 'Sf0 < 754
39'Mf(0))*(21g'(0) —0g' (M)
6g9'(0)[f(0)]?
alg' @ (If @I - 2[f(0)]*) SO g@ T
| 69' @ F (T2 ' @S g@ e (44D
f@)lg' (@)]*(3c%g' (1) — 20%g'(0))
6alg’'(0)]?
a’f()lg'(D]? g@® v  f(@
60l (D2’ =0 < 5@
3lg' (@19’ Wf @) (2tf (0) —of (D)
6f(0)[g'(0)]?
alf(0)]*lg'(@)]° + [g'D]*) ACRY QRN
6f(a)lg’(0)]? ' g'(e) f(@) o
\

esitsizligi saglanir.
Ispat: f ve g’ fonksiyonlar1 B-konveks oldugundan (2.20) esitsizligini saglar. f
fonksiyonu icin gecerli (2.20) esitsizliginin her iki tarafi g'(Ao A7) ile carpilip A €
[1, ﬂ gore integrallendiginde sol kisim i¢in
z z
faf(/la/\r)g’(/la/\r)d/l = f”f(Aa)g'(Aa)dA. (4.42)
1 1

elde edilir, Ao = t doniisiimii uygulanirsa

e 1
[“ra0rg0nar= [ rog@ar (44)
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olur. Ayrica esitsizligin sag tarafi i¢in, f ve g’ fonksiyonlarmin B?-konveksliginden

fgf(la AT)g' (Ao AT)dA < F Af @A f@) (Ag' (@) Ag'(®))dA  (4.44)

esitsizligi ortaya ¢ikar ve sag taraftaki integral asagidaki kosullar altinda incelenir.

[ 5@ 7 f@) (a9’ @) A g @)ar= [ 2729/ @)aa

3 3
=f(0)g'(0)J/12d/1 = f(dg’(o)%(%— 1>

_ f(o)g'(0)(z3 —03)

2,3 (4.45)
olur. Buradan
L ! 3_ 3
= [ rog @ar <[99 (Z)U(f 7 (4.46)
f f)g'(®)dt < f (a)g'(:)a(ZTS —) (4.47)

esitsizligi elde edilir.

O 9@

o) S g 158 asagidaki iki durum ortaya ¢ikmaktadir

) f(@ T _ g/(7)
1< T
L1=75< 7S g0
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f (Af () A F(D) (Ag'(0) A g'(D))dA

f(@
f(o)

- j (Af (@) A f(D) (29'(0) A g'(x))dA

1

z

+ f (Af (@) A f(@) (Ag'(0) A g'(x))dA

JiO)
f(o)
(D T
f(o) o
_ f Af (0)Ag' (6)dA + f F(DAG (0)dA
1 f(@)

f(o)
f(@
f(o)

= f(0)g'(0) j A2dA

z

b F@g'©) f Ada
f(@)

f(o)
T 3 1 ‘[2 T 2
— f(0)g'(0) (%— §> + f@g'©) <202 i (((3)]]2>
(@9’ @) ([f(r)]3 - [f(a)]3>
- 3 [f(o)]3
. [@9@ (rzmanz - az[f(f)]2>
2 a2[f(0)]?

(4.48)

_ oy [P QU@F =202 @ ~ [ @F
=g \o 60'2[f(0')]2

sonucu elde edilir, buradan

T

g @as g (FTEIOEEZ RIS )

g

ff(t)g’(t)dt < g'(0) <3T f@If ()] ;02[;((515](20')] —a*[f ()] > (4.50)

esitsizligi elde edilir.

s f () g@ _
1<f® o 9@ 7
L1<75S 7o <%
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f T Af (@) A F (D) (39 (0) A g’ (D))dA

f(@)
f(o)

_ j (Af (@) A F()(Ag' (@) A g'(2))dA

g' (™)
g’ (o)

Af (@) A (@) (Ag'(0) A g'(1))dA

+
—

f(@
f(o)

s al=

+ | Gf@ Af@)(Ag'(0) A g'(1))dA
g' (™)
g' (o)
f(o) g @ T
f(o) g'(o) i
- [ worg@a+ [ r@ag@as [ r@ewaa
1 f(D) 9@
f(o) g' (o)
f(D) g' (™
f(o) g' (o)
= f(@)g' (@) f Par+f@0g@ | ad
f(@
f(o)

T

r g @ f d

g' (™)
g’ (o)

[f(@I° - f(ff)]3>
[f (@)]®

Lf@g (0)< g' @P[f(0)]* - [g'(0)]? [f(T)]2>

_f (0)9 (o)

[9'(@)]?[f (0)]?

19'(0) —0og (r)>
ag'(o)

+ f(Dg' (")

39' @If(@)]*(219'(0) — ag' (@) = alg' @I @] = 2[f(@)]*)

609’ (0)[f (0)]? (4.51)
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ifadesi elde edilir, buradan

%ff(t)g’(t)dt <

39'@If(0)]*(219'(0) — ag'(®)) — alg' (@ *([f D]® - 2[f(0)]*)
6ag'(0)[f (0)]?

(4.52)

f f®g'®)dt <

39'DIf()]1?(2tg'(0) — g’ (¥)) — alg’ (@) 2(f (@] - 2[f ()])
6g'(0)[f(0)]?

(4.53)
esitsizligi elde edilir.

9@ < JO mass halinde ise asagidaki iki durum ortaya ¢ikmaktadir.

" gr(o) T f(o)

; "(v) f(z)
1<¥ < < ise,
e f(@)

[7 s n @) (g @) n g'@)a

g' (@
g’ (o)

- f (Af (@) A f(D) (2g'(0) A g'(@))dA

Ql=

+ f (Af (@) A f(D) (Ag'(0) A g'(x))dA

g (T) T
g' (o)

f Af (@29 (0)dA + fma)g(r)da

g'(®)
g (o)

g (T) T
g' (o)

= f(o)g’ (a)f A2dA+ f(0)g' (7) f/ldll

g'(
g’ (o)

_ f(cf)g’(cr)<[g’(r)]3 - [g’(a)]3> N flo)g' (™) <r2[g’(0)]2—02[g’(r)]2>
3 [g'(0)]? 2 a2[g'(0)]?
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_f@lg'@]*(3r%g' (1) — 20%9'(0)) — *f () g’ @I

60219 (@) (4.54)
sonucu elde edilir. Buradan
[N f@)g' @312’ (@) = 202’ (0)) = o*f (o) [g' @)
- ! F(Og' (Ddt < T (4.55)
N F(@lg'(@1(3r2g' () - 202g' () — 0?f (@)[g' (@
! F(Og'(Ddt < ST (4.56)
esitsizligi elde edilir.
i1 < % < % < golur ise, bu durumda
[7 Gr@ n @) (g0 ng'@)aa
O]
g’ (o)
= [ @1 @) (ag'@) 19 @)ar
1
f(@)
f(o)
+ f (A (0) A F()(Ag'(0) A g'(2)) dA
g'(v)
g’ (o)
+ f (Af (@) A F(D)(Ag'(@) A g' (D) dA
3
g'@® (o)
g’ (o) f(o)
= [ Herg@a+ [ @g@a
1 g'(v)
g’ (o)

+

~—— Q=

f@g'(0)da

(
f(o)

\'1
f5)
~—
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_ flo)g'(0) ([g’(f)]3 - [g’(a)]3>

3 [g'(0)]3
N flo)g'(r) ([f(f)]z[g’(cr)]2 - [f(a)]z[g’(T)F)
2 [f (0)]?[g'(0)]?
. [tf(0) —af (7)
+f(®)g (T)( oF (@) >
_3[g' (0129’ O f (©)(21f (0) — of (1)) — olf(0)1*2lg' ()] + [g'(D]®)
_ (4.57)
60f(0)[g'(0)]?

sonucu elde edilir. Buradan

%ff(t)g’(t)dt <
3[g'(0)]%2g' (D f (©)(2tf(0) — af (7)) — alf()]*Lg' ()] + [g' (¥)]®)

60 @G @] (4.58)
j fg'®)dt <
3lg' @ g/ @F (211 @) = of @) = dlf QP @l @F +lg'@P)

6f(a)lg'(0)]?

esitsizligi elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur. m

4.2 B-konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejer Tipi Esitsizliklerin
Uygulamalan

Bu boliimde, bir dnceki kisimda ispat edilmis olan teoremlerde ifade edilen B-
konveks fonksiyonlar icin gecerli Hermite-Hadamard-Fejer tipi esitsizliklerin bazi
uygulamalar1 verilecektir.

Sonug 4.1 f:1 = [0, 7] < (0, g] - R, fonksiyonu B*-konveks fonksiyon ve g:1 —

[0,1],g(t) = sint negatif olmayan, integrallenebilir bir fonksiyon olmak tizere

f f(t)sintdt
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( f(o)(ocoso — tcost + sint — sino) 1<f< f()
o ’ o~ f(o)
f(@
<! f(o)cosa — 2f(7)cos (a m) (4.60)
fl@( . f(@ . f@ =
L+f(r)cosr + & (sm (0 ]ﬁ) — smo), 1<——= o) <

esitsizligi saglanir.

Ispat: f fonksiyonu B*-konveks oldugundan, Teorem 4.1 saglanir. Esitsizlik igin

islemler uygulandiginda,

1. 1<i<f@
' T o7 flo)

icin

f;f(t)\/fdt < @jtsintdt

(4.61)
f(o)(ocosa — tcost + sint — sino)
- o
2. 1 <;((T; < < icin
f Tf (OVtdt < tsintdt + f (1) f sintdt
7 @
ic)
3 f@
< f(o)cosa —2f(t)cos| o f( ) + f(t)cost

f(:)< <;ET§> sina> (4.62)

Sonug 4.2 f:1 =[o,7] € R, » R,, fonksiyonu B*-konveks bir fonksiyon ve

esitsizliginin saglandigimi goriiliir.

g:[0,+) - R, , g(x) = Inx fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir B-

konveks fonksiyon olmak Uzere

(4.63)

[[f(cr)]z(3fzf(f) —20%f(0) = *[f @]

ff(t)lntdt <Ino EOE

esitsizligi saglanir.

Ispat: f fonksiyonu BZ-konveks oldugundan Teorem 4.2 saglanir. Teoremdeki

<f®

S o < % < oldugundan,

esitsizlige gore, 1 < p—_
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[f(0)]? (3T2f(f) - 20°f(0)) - o*[f()]?

6T/ T (4.64)

frf(t)lntdt < Ino

esitsizliginin saglandigini goriliir.
Sonu¢ 4.3 f:I1=J[o,7]cR,; » R,, fonksiyonu B? konveks fonksiyon

ve g:[0,+o) - R, ,, g(x) = x2 fonksiyonu tlrevlenebilir ve g’ € L[o, 7] olmak

lizere,
. |( @(T —03), 1= 2 ]]:g%
" 4.65
!f(t)t {f(r)f f(o)a? —%(13 —03) | < f(T) T o
| > ’ = =

esitsizligi saglanir.

Ispat: f fonksiyonu B™-konveks oldugundan, Teorem 4.3 saglanir ve teoremdeki

islemler uygulandiginda,

1 1<I<lO

f(o)
f f@O@Y)dt < L (UU) 3 — g% - f t2dt (4.66)
ff(t)tdt < %(r” —a?) (4.67)

g
esitsizligi elde edilir.

r@ (T)
2. 1<
(0)

ff(t)(Zt)dt < f(0)1? - f(0)o? —@f t2dt (4.68)

T 2 _ 2 _ @ 3 _ .3
f f(t)tdtsf(T)T [0 > 30~ ) (4.69)

esitsizligi elde edilir.

39



Sonu¢ 4.4 f:1=[o,7] € R;; » R,, fonksiyonu B2-konveks bir fonksiyon ve

3
g: Ry » Ry, g(x) = xz fonksiyonu tirevlenebilir, tirevi B1-konveks ve g’ €

L[o, 7] olmak Uzere,

ff(t)\/fdt <
([f(0)]3(6V0.73 = 301 — 202) — o2[f(D)]? f@ VTt
1< < —<-—
6volf(0)]? ' f(o) Y
f(a)(3x/r_5—2\/0_5—0\/%), 1S£< £<f(r)
20 o o f(o) 4.70)
f@ (2VTf(0) - ovTf (1)) '
2f (o) -
2[f ()* (V73 +Vo?) Vi_f@ _z
x 2@ '<%TSF@ <%

esitsizligi saglanir.

Ispat: f ve g’ fonksiyonlar1 B'-konveks oldugundan, Teorem 4.4’dekKi esitsizlik

saglanir, bu durumda islemler uygulandiginda,

f@ o VTt
1L 1<i5s =<7
3 ( [F(0)]*(6V7.73 = 307 = 20?) = G2 [f (D]’
2 (,f o = +olf (0)]? o
; [f(0)]?(6Vo.13 — 301 — 202) — a?[f(D)]?
;!-f(t)\/fdt < 6valf (0)]? @7
esitsizligi elde edilir.
N T _ f(o)
2. 1= =< 2<.5
2 [ eoveae S Q=N = oV) )
[ roveae <t sV _25\/; — e

esitsizligi elde edilir.
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3 1< @ 2

Vo f(o) o
3 [ 3f(@ (2V7%f (0) — ovTf (@) ) = 2[f (D (VT® +Vo?)
Elf(t)\/fdt < e 4.75)
; 2V13 — ) 2(\/73 3
jf(t)\/fdtsf(r)( 73f(0) ax/?fz(;zz) [f (0)]>(VT3 + Vo3) W)

esitsizligi elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

5.1 Tezde Elde Edilen Sonugclar

Bu tezde matematiksel analizde blyuk bir 6neme sahip olan Hermite-Hadamard-Fejer
Esitsizligi’nin, soyut konvekslik c¢esidi olan B™-konvekslik icin daha detayli
incelenmesi amaglanmigtir. Son zamanlarda ekonomi, optimizasyon ve miithendislik
gibi alanlarda biiyiik katkilar1 olan Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi’nin farkli
soyut konvekslik cesitleri lizerinde calisilmasi bu disiplinler iizerinde gelismeyi ve
ilerlemeyi saglamaktadir. Bu alanlarda popiler olan B*-konveksligin, Hermite-
Hadamard-Fejer Esitsizligi i¢in incelenmesinin literatiire biiylik bir katki saglayacagi
ongorilmistir. Bu ¢alisma, ilgili literatiirdeki bosluklar1 doldurarak, gelecek

arastirmalar i¢in yeni bir perspektif sunmaktadir.

Bu dogrultuda, tezde klasik konveksligin soyutlastirilma yontemleri verilerek bu
yontemler ile daha dncesinde elde edilmis olan B*-konveks kiime ve fonksiyonlarin
tanimlaria deginilmis, bu kavramlar i¢in yeni birkag 6rnek elde edilmistir ve boylece
bu konuda daha genel sonuglar icin yol agilmistir. Daha énce B*-konveks fonksiyonlar
icin ¢alisgilmis olan Jensen Esitsizligi, Ostrowski Esitsizligi, Hermite-Hadamard
Esitsizligi ve bu esitsizliklerin uygulamalari, tezde ifade edilmis ve arastirma konusu

daha detayl incelenmistir.

Detayli bir ¢alisma ile ispatlanmis olan B™-konveks fonksiyonlar i¢in genellestirilmis
Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi’ni, farkli kosullar altinda inceleyerek esitsizligin
degisimi gdzlemlenmistir. B*-konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejer
Esitsizligi, Teorem 4.1’de ispatlanmistir. Bununla beraber Hermite-Hadamard-Fejer
Esitsizligi’ndeki ¢ekirdek fonksiyonun iizerine bazi kriterler eklenerek elde edilen
esitsizligin farkli uyarlamalar1 da Teorem 4.2, Teorem 4.3 ve Teorem 4.4’te ispat
edilmistir. Boylelikle tezde, B*-konvekslik tizerine matematiksel uygulama yoniinden
daha genel sonuglar ifade edilmistir. Ayni zamanda, Sonug 4.1, 4.2, 4.3 ve 4.4 ile tezde
elde edilen B-konveks fonksiyon 6rnekleri yardimi ile yeni esitsizlikler ifade edilmis,

bu esitsizliklerin gecerlilikleri ve ilk uygulamalar1 boylece verilmis olmustur.

5.2 Tez Konusu {le ilgili Cahsma Onerileri ve Acik Problemler

Bu tezde elde edilen Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi igin, ele alinan fonksiyonun
B-konveks fonksiyon olma kosulu konulmustur. Bu kosullar altinda ortaya ¢ikan
esitsizlikler, daha farkli durumlar ve fonksiyonlarin kendine 6zel diger gerek ve yeter
sartlar1 altinda da incelenerek, bu konu ile ilgili calismalar ilerletilebilir. Hermite-
Hadamard-Fejer Esitsizligi’nin ¢ekirdek fonksiyonu iizerine farkli kosullar eklenerek
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esitsizlik daha detayli incelenebilir ve bu inceleme sonucu ile literatiirdeki eksiklikler
doldurulabilir.

Ayrica tezde incelenmis olan Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi, farkli soyut
konvekslik cesitleri ve degisken kosullar altinda incelenerek literatiire katki
saglanabilir.

Hermite-Hadamard-Fejer  Esitsizligi’nin,  ¢ekirdek  fonksiyonu araciligiyla
matematiksel fizik {izerinde kullanilan baz1 seriler i¢in de uygulamalari
bulunmaktadir. Bu sebeple, uygulamalar {izerine daha ayrmtili c¢alismalar ve
genislemeler elde edilebilir. Farkli soyut konvekslik c¢esitleri i¢cin de benzeri

uygulamalarin gerceklestirilmesi miimkiinddr.

Tezde elde edilen esitsizliklerin kesirli integral formlar1 agik problemlerden biridir. Bir
digeri ise Holder, gibi esitsizlikler ve yardimci lemmalar ile farkl kosullar altindaki
esitsizliklerin elde edilmesidir. Ayrica, bunun benzeri daha bir¢cok agik problem
vermek mimkaindur.
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