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ÖZET 

 

Eşitsizlikler Teorisi, konveks fonksiyonların en önemli ve kullanışlı uygulama 

alanlarından birisidir. Tezde ele alınacak olan eşitsizlik, Hermite-Hadamard-Fejer 

eşitsizliği olup bu eşitsizlik çeşitli matematiksel problemlerin çözümünde kritik bir rol 

oynamaktadır. Bu tezde ise Hermite-Hadamard-Fejer eşitsizliğinin bir soyut 

konvekslik çeşidi olan  B−1-konveks fonksiyonlar için elde edilmesi üzerine 

çalışmalar yapılmıştır. 

 

Tezde ilk olarak, B−1-konveks küme ve fonksiyonlar için tanım ve teoremlere yer 

verilmiştir. Bu bölümde ayrıca, literatüre bazı B−1-konveks küme ve fonksiyon 

örnekleri eklenmiştir. Sonraki bölümde, Hermite-Hadamard-Fejer eşitsizliğinin B−1 -

konveks fonksiyonlar için genel formu ispat edilmiştir. Daha sonra, bu genel form 

üzerine fonksiyonlar için özel şartlar getirilerek farklı eşitsizlikler ispat edilmiş ve 

uygulamaları yapılmıştır. 
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ABSTRACT 

Theory of Inequalities is one of the most important and useful application areas of 

convex functions. The inequality to be discussed in the thesis is the Hermite-

Hadamard-Fejer inequality, which plays a critical role in solving various mathematical 

problems. In this thesis, studies have been carried out on obtaining the Hermite-

Hadamard-Fejer inequality for B-1-convex functions, which is a type of abstract 

convexity. 

Firstly, the thesis includes definitions and theorems for B-1-convex sets and functions. 

In this section, some examples of B-1-convex sets and functions are also added to the 

literature. In the next section, the general form of the Hermite-Hadamard-Fejer 

inequality for B-1-convex functions is proven. Then, different inequalities are proved 

by introducing special conditions for functions on this general form and their 

applications are given. 
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1.GİRİŞ  

Konvekslik, hem teorik hem de uygulamalı matematik alanlarında büyük öneme sahip 

kavramlardan biridir. Bu kavram ilk olarak geometri alanında karşılaştığımız bir 

kavram olup, zamanla analiz, optimizasyon, ekonomi, olasılık gibi farklı matematiksel 

ilişkilendirmelerde kullanılmaya başlanmıştır. Konvekslik bir kümenin veya 

fonksiyonun, belirli aralıklar altında doğrusal davranışlarını tanımlayarak matematik 

ve matematiksel disiplinlerin birçok problemine çözüm sağlar. Günümüzde konveks 

fonksiyonlar, Optimizasyon Teorisi [1-5], Eşitsizlikler Teorisi [6-11], Matematiksel 

Ekonomi [12,13], Yöneylem Araştırması [14-18] gibi alanlarda derinlemesine 

araştırılmaktadır. 

Klasik konvekslik kavramının genelleştirilmesiyle, karşımıza soyut konvekslik 

kavramı çıkmaktadır [19-22]. Klasik konvekslik, fonksiyonel ve topolojik yaklaşımlar 

gibi çeşitli yöntemler ile soyutlaştırılabilir [20]. Soyut konvekslik hem teorik 

matematik hem de uygulamalı matematik problemlerinde yeni yaklaşımlar sunarak; 

ekonomi, optimizasyon ve fonksiyonel analiz gibi alanlarda kullanılabilir. Soyut 

konveksliğin çok sayıda çeşidi mevcuttur. Örneğin; bir soyut konvekslik çeşidi olan 

h-konvekslik tanımı aşağıdaki gibidir. 

ℎ: [0,1] → [0,∞] fonksiyonu, her 𝑡 ∈ (0,1) için ℎ(1 −  𝑡) + ℎ(𝑡)  ≥ 1 eşitsizliğini 

sağlasın. 𝐼 ⊂ ℝ herhangi bir aralık olsun. 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve her 𝑡 ∈

(0,1) için 

                                  𝑓((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦) ≤ ℎ(1 − 𝑡)𝑓(𝑥) + ℎ(𝑡)𝑓(𝑦)                    (1.1) 

eşitsizliğini sağlarsa 𝑓 fonksiyonuna h-konveks fonksiyon denir [23]. 

Örneğin, m-konvekslik [24], (𝛼 −𝑚)-konvekslik [24], B-konvekslik [25], B−1-

konvekslik [26] bazı soyut konvekslik çeşitleridir. Soyut konvekslik, klasik 

konvekslik kavramından türetilmiş olup, çalışılan eşitsizliklerin daha kapsamlı 

uygulanmasına olanak tanır. 

Eşitsizlikler, matematiğin en temel yapı taşlarından biri olup, matematiksel analitik ve 

hesaplama yöntemlerinde büyük bir öneme sahiptir [19]. Jensen [27], Ostrowski [28], 

Trapezoidal [29] ve Hermite-Hadamard [30] eşitsizlikleri gibi birçok eşitsizlik, 

konveks fonksiyonlar altında ele alınmış ve teorik matematikte olduğu kadar 

mühendislik ve farklı matematiksel disiplinler içinde de uygulama alanı bulmuştur. 
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Eşitsizliklerin, fonksiyonların özel şartları için incelenmesi, bu alandaki araştırmaların 

birincil hedefi haline gelmiştir. 

Eşitsizlik Teorisi’ndeki en popüler eşitsizliklerden biri  Hermite-Hadamard 

eşitsizliğidir. İlk olarak, Hermite’in Mathesis dergisine gönderdiği ve 1883 yılında 

yayınlanan mektubu ile ortaya çıkmıştır. Daha sonra 1893 yılında J.Hadamard da bu 

eşitsizliği ispatladığı için eşitsizlik artık iki bilim insanının ismi ile kullanılmaya 

başlanmıştır. Bu önemli eşitsizlik fonksiyonların integral ortalamaları kavramına 

ilişkin bir eşitsizlik olup, fonksiyonun konveks ve konkavlık durumlarına göre 

değişmektedir [26]. 

Hermite-Hadamard-Fejer Eşitsizliği ise 1906 yılında Fejer’in, Hermite ve 

Hadamard’ın temel çalışmaları üzerine genelleştirmeler ve iyileştirmeler yapması 

sonucunda ortaya çıkmıştır [31]. Son yıllarda bu eşitsizlik, soyut konveks fonksiyonlar 

üzerinde araştırılarak daha genel sonuçlar elde edilmesini sağlamıştır [32-35]. 

Konveks Analiz’deki bu eşitsizlik hem teorik hem de pratik uygulamaları ile dikkat 

çekmektedir. 

Fejer, yaptığı iyileştirmeler ve genelleştirmeler sonucunda, 𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] → ℝ tanımlı 

𝑓 fonksiyonu konveks fonksiyon ve 𝑔: 𝐼 → ℝ tanımlı 𝑔 fonksiyonu ise negatif 

olmayan, integrallenebilir ve 
𝜎+𝜏

2
 noktasına göre simetrik bir fonksiyon olmak üzere, 

                𝑓 (
𝜎 + 𝜏

2
)∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤ ∫𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤

𝑓(𝜎) + 𝑓(𝜏)

2
∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝜏

𝜎

𝜏

𝜎

𝜏

𝜎

          (1.2) 

eşitsizliğini elde etmiştir [36]. Bu eşitsizlikten 𝑔(𝑥) = 1, 𝑥 ∈ (𝜎, 𝜏) için Hermite-

Hadamard eşitsizliğinin elde edilebildiği görülür. Özellikle son yıllarda Fejer’in bu 

sonucu ile ilgili çalışmalar çok sayıda yapılmıştır [37-43]. 

B−1 –konvekslik, soyut konvekslik türlerinden biri olarak klasik konvekslik 

kavramından daha farklı  bir alan sunmaktadır. Özellikle matematiksel ekonomi 

üzerindeki uygulamaları, büyük bir öneme sahiptir [44]. Sonraki yıllarda, B−1-

konveks kümelerin, B−1-ölçülebilir dönüşümler ile ayrılması ile ilgili çalışmalar 

incelenmiştir  [45].Yakın zamanda yapılan çalışmalarda B−1-konvekslikle ilgili daha 

kapsamlı incelemeler yapılmış ve tanımlar verilmiştir [46,47].  

Tezde ilk olarak, klasik konvekslik ve soyut konvekslik ile ilgili temel tanım ve 

teoremler ifade edilecektir. Bu tanım ve teoremlerin ışığında bazı soyut konvekslik 
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çeşitlerinin tanımları verilecektir. Özel bazı fonksiyonların, B−1-konveks fonksiyon 

olup olmadığı üzerinde araştırmalar yapılacaktır. Tezin devamında, konveks 

fonksiyonlar için bazı eşitsizlik tanımları ve bu eşitsizliklerin bazı soyut konvekslik 

çeşitleri için yeni durumları sunulacaktır. Daha sonra, tezde verilen tanım ve teoremler 

doğrultusunda B−1-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejer 

Eşitsizliği’nin ispatı yapılacaktır. Fonksiyonlara getirilen yeni şartlar doğrultusunda, 

eşitsizlikler yeniden ele alınacaktır. Son olarak, tezden elde edilen tüm sonuçlar özet 

şeklinde ifade edilecek ve tez konusu üzerine ileride çalışılabilecek yeni öneriler ve 

açık problemler sunulacaktır.    
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2. KLASİK KONVEKSLİK VE SOYUT KONVEKSLİK İLE İLGİLİ TEMEL 

KAVRAMLAR 

2.1 Klasik Konvekslik ile İlgili Temel Tanım ve Teoremler 

Tanım 2.1 𝑋 bir vektör uzayı ve 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝑋 ve 𝑡𝑖 ≥ 0 için 𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑚 =

1 olmak üzere  

𝑡1𝑥1 + 𝑡2𝑥2 +⋯+ 𝑡𝑚𝑥𝑚 (2.1) 

ifadesi 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚 noktalarının konveks kombinasyonu olarak adlandırılır [46]. 

Tanım 2.2  𝑆 ⊂ 𝑋 ve 𝑓, 𝑆 üzerinde reel veya ±∞ değerlerini alan bir fonksiyon 

olsun. 𝑓 fonksiyonun epigrafı  

𝑒𝑝𝑖𝑓 = {(𝑥, 𝜇): 𝑥 ∈ 𝑆, 𝜇 ∈ ℝ, 𝜇 ≥ 𝑓(𝑥)} (2.2) 

olarak ifade edilir [46]. 

 

                                   Şekil 2.1.  𝑓(𝑥) = √𝑥 fonksiyonunun 𝑒𝑝𝑖𝑓 grafiği. 

Teorem 2.1 𝑆 ⊂ 𝑋 kümesi konveks küme ve 𝑓: 𝑆 → ℝ olmak üzere 𝑓 fonksiyonunun 

konveks fonksiyon olması için gerek ve yeter koşul her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 ve 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 için  

𝑓((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦) ≤ (1 − 𝑡)𝑓(𝑥) + 𝑡𝑓(𝑦) (2.3) 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır [19] 

2.2 Soyut Konvekslik ile İlgili Temel Tanım ve Teoremler 

Bu bölümde ilk olarak, klasik konveksliğin soyutlaştırılması için kullanılan yöntemler 

verilecektir.  
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Tanım 2.2.1 𝐻 ailesi, 𝑋 kümesinde tanımlı ve sonlu fonksiyonlardan oluşan bir aile, 

𝑓:𝑋 → ℝ ∪ {±∞} bir fonksiyon olsun. Eğer, 𝐻 fonksiyonlar ailesinin 

𝑓(𝑥) = sup𝑥∈𝑋 {ℎ(𝑥)|ℎ ∈ 𝑈} (2.4) 

sağlayacak biçimde bir 𝑈 alt ailesi var ise, 𝑓 fonksiyonuna 𝐻 ailesine göre soyut 

konvekstir (veya  𝐻 − konvekstir) denir ve  𝐻 fonksiyonlar ailesine elemanter 

fonksiyonların ailesi denir [20]. 

Tanım 2.2.2 𝑌 kümesi, 𝑓:𝑋 → ℝ+ fonksiyonlarının sınıfı ve 𝐻 ⊂ 𝑌 olsun. Eğer her 

𝑓 ∈ 𝑌 fonksiyonu 𝐻-konveks ise, 𝐻 kümesine 𝑌’nin süpremal üreteç sınıfı denir [20]. 

Teorem 2.2.1 𝑓:𝑋 → ℝ+ fonksiyonunun 𝐻-konveks olması için gerek ve yeter şart 𝑓 

fonksiyonunun  

𝑓(𝑥) = 𝑠𝑢𝑝{ℎ(𝑥):ℎ ∈ 𝐻,   ℎ ≤ 𝑓},    ∀𝑥 ∈ 𝑋 (2.5)

şeklinde gösterilebilmesidir [20]. 

Topolojik Soyut Konvekslik: 

𝑋 bir vektör uzayı ve 𝐶 ⊂ 𝑋 olacak şekilde bir 𝐶 kümesi olsun. Her 𝑚 ≥ 2  tamsayısı 

için, 𝑉𝑚 ⊂ ℝ𝑚  kümesi ele alınsın ve 𝜙𝑚: 𝐶
𝑚 × 𝑉𝑚 → 𝐶 fonksiyonlar ailesi verilsin. 

Eğer, 𝑈 ⊂ 𝐶 için  

(𝑥1, 𝑥2… , 𝑥𝑚) ∈ 𝑈, (𝑡1, 𝑡2… , 𝑡𝑚) ∈ 𝜙𝑚 ⇒ 𝜙(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚, 𝑡1, 𝑡2… , 𝑡𝑚) ∈ 𝑈,   

𝑚 = 2,3,… (2.6)
 

ise, 𝑈 kümesine  𝜙𝑚 fonksiyonlar ailesine göre soyut konvekstir denir [20]. 

Fonksiyonel Soyut Konvekslik: 

𝑋 bir vektör uzayı, 𝐶 ⊂ 𝑋 ve 𝐹 kümesi ise 𝑓: 𝐶 → ℝ fonksiyonlarının bir ailesi olsun. 

Bu durumda, 𝑈 ⊂ 𝐶 olmak üzere, her 𝑥 ∉ 𝑈 olan nokta 𝐹 ailesinden bir fonksiyon ile 

𝑈 kümesinden ayrılabilir ise, başka bir deyişle öyle bir 𝑓 ∊ 𝐹 varsa ki 

𝑓(𝑥) > sup
𝑢∈𝑈

𝑓(𝑢) (2.7) 

sağlanır ise bu durumda 𝑈 kümesine 𝐹 fonksiyonlar ailesine göre soyut konvekstir 

denir [20]. 

2.3 Soyut Konvekslik Çeşitleri 

Bu bölümde, daha sonra da kullanılacak bazı soyut konveks fonksiyon çeşitlerinin 

tanımları verilecektir.  
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2.3.1 m-konveks fonksiyonlar 

 𝑚 ∈ (0,1] olmak üzere 𝑓: 𝐽 → ℝ fonksiyonu her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐽 ve 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝑡𝑥 +𝑚(1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝑓(𝑥) + 𝑚(1 − 𝑡)𝑓(𝑦) (2.8) 

eşitsizliğini sağlıyorsa, bu fonksiyona m-konveks fonksiyon denir [24]. 

2.3.2 (𝜶,𝒎)-konveks fonksiyonlar 

𝑓: 𝐽 → ℝ bir fonksiyon ve  her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐽, 𝑡 ∈ [0,1]  ve (𝛼,𝑚) ∈ (0,1]2 için 

𝑓(𝑡𝑥 +𝑚(1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝛼𝑓(𝑥) +𝑚(1 − 𝑡𝛼)𝑓(𝑦) (2.9) 

eşitsizliği sağlanıyor ise 𝑓 fonksiyonuna 𝐽 aralığı üzerinde (𝛼,𝑚)-konveks fonksiyon 

denir [24]. 

2.3.3 h-konveks fonksiyonlar 

ℎ: [0,1] → [0,+∞) fonsiyonu, her 𝑡 ∈ (0,1) için ℎ(1 −  𝑡) + ℎ( 𝑡) ≥ 1 eşitsizliğini 

sağlasın. 

𝐼 ⊂ ℝ  herhangi bir aralık olsun. 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve her 𝑡 ∈ (0,1) 

için 

𝑓((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦) ≤ ℎ(1 − 𝑡)𝑓(𝑥) + ℎ(𝑡)𝑓(𝑦) (2.10) 

eşitsizliğini sağlarsa 𝑓 fonksiyonuna h-konveks fonksiyon denir [23]. 

2.3.4 (𝒉,𝒎)-konveks fonksiyonlar 

ℎ: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ negatif olmayan bir fonksiyon olsun,  𝑓: 𝐽 → ℝ negatif olmayan 𝑓 

fonksiyonu her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐽, 𝑚 ∈ [0,1] ve 𝑡 ∈ [0,1] için  

𝑓(𝑡𝑥 + 𝑚(1 − 𝑡)𝑦) ≤ ℎ(𝑡)𝑓(𝑥) +𝑚ℎ(1 − 𝑡)𝑓(𝑦) (2.11) 

şartını sağlıyorsa 𝑓 fonksiyonuna (ℎ,𝑚)- konveks fonksiyon denir [13]. 

2.3.5 Kesin J-konveks fonksiyonlar 

𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ tanımlı bir 𝑓 fonksiyonu ve her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝑥 ≠ 𝑦 için 

𝑓 (
𝑥 + 𝑦

2
) <

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)

2
(2.12) 

eşitsizliği sağlanıyorsa, 𝑓 fonksiyonuna 𝐼 üzerinde kesin J-konveks fonksiyon 

denir [48]. 
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2.3.6 φ-konveks fonksiyonlar 

𝜑: 𝐼 → 𝐼 şeklinde tanımlı olsun. 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu  her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 için, ,  

𝑓(𝑡𝜑(𝑥) + (1 − 𝑦)𝜑(𝑦)) ≤ 𝑡𝑓(𝜑(𝑥)) + (1 − 𝑡)𝑓(𝜑(𝑦)) (2.13) 

eşitsizliğini sağlıyorsa, 𝑓 fonksiyonuna 𝜑-konveks fonksiyon denir [49]. 

2.3.7 𝒔 − ƞ-konveks fonksiyon  

𝑓: 𝐼 → ℝ tanımlı bir 𝑓 fonksiyonu ve her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑓(𝑦) + 𝑡𝑠ƞ(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) (2.14) 

eşitsizliği sağlanıyorsa, 𝑓 fonksiyonu 𝑠 − ƞ-konveks fonksiyondur denir. Burada 𝑠 ∈

(0,1) ve ƞ:ℝ ×ℝ → ℝ bifonksiyondur [50]. 

Burada, iki bağımsız değişkeni olan fonksiyonlara “çift değişkenli fonksiyonlar” ya da 

“bifonksiyon” denir. 

2.3.8 Quasi-konveks fonksiyonlar  

𝐼 ⊂ ℝ herhangi bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ bir fonksiyon olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈

[0,1] için 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ max{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)} (2.15) 

sağlanır ise 𝑓 fonksiyonuna quasi-konveks fonksiyon denir [22]. 

2.3.9 B-konveks kümeler ve fonksiyonlar  

Tanım 2.3.7.1 Bir 𝐴 ⊂ ℝ+
𝑛   kümesinden alınan her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ve her 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑡𝑥 ∨ 𝑦 ∈ 𝐴 (2.16) 

ise  𝐴 kümesine B-konveks küme denir [51]. 

Tanım 2.3.7.2 𝐴 ⊂ ℝ+
𝑛 , 𝑓: 𝐴 → ℝ+ ∪ {+∞} ve 𝐴 kümesi bir B-konveks küme olmak 

üzere 

𝑓(𝑡𝑥 ∨ 𝑦) ≤ 𝑡𝑓(𝑥) ∨ 𝑓(𝑦) (2.17) 

eşitsizliğini sağlayan 𝑓 fonksiyonuna B-konveks fonksiyon denir [25]. 

2.4 B−𝟏-konveks Kümeler ve Fonksiyonlar 

B−1-konvekslik kavramı da, farklı bir soyut konvekslik çeşidi olup, tezde çalışılan 

temel unsur olması nedeniyle, bu başlık altında detaylı bir biçimde verilecektir. 
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2.4.1 B−𝟏-konveks kümeler 

Tanım 2.4.1.1 𝑆 ⊂ ℝ++
𝑛  ve 𝑆 boştan farklı bir küme olmak üzere, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 ve 𝑡 ∈

[1,+∞)   için  

 

𝑡𝑥 ∧ 𝑦 ∊ 𝑆 (2.18) 

 

ise 𝑆  kümesine B−1 -konveks küme denir [26]. 

Teorem 2.4.1.1 ℝ++
𝑛  üzerinden alınan bir 𝑆 kümesi için, 

 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚 ∊ 𝑆 ve 𝑡1, 𝑡2… , 𝑡𝑚 ∊ [1,+∞) öyleki 𝑚𝑖𝑛{𝑡1, 𝑡2… , 𝑡𝑚} = 1 için 

⋀𝑡𝑖𝑥𝑖 ∈ 𝑆

𝑚

𝑖=1

 

 

(2.19) 

ise 𝑆 kümesi  B−1-konveks küme olur [26]. 

Şekil 2.2. Farklı durumlarda verilen ikişer nokta için B-1-konveks kabuklarının 

…………grafikleri.… 
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1. 𝑥1 = (1,1), 𝑦1 = (3,3) 

2. 𝑥2 = (2,14), 𝑦2 = (6,14) 

3. 𝑥3 = (6,12), 𝑦3 = (10,10) 

4. 𝑥4 = (7,2), 𝑦4 = (10,5) 

5. 𝑥5 = (12,14), 𝑦5 = (16,16) 

6. 𝑥6 = (14,2), 𝑦6 = (14,6) 

 

Teorem 2.4.1.2 

a) ∅,ℝ++
𝑛  ve tek elemanlı kümeler B−1-konveks kümelerdir. 

b) {𝑆𝑡 ∶ 𝑡 ∈ ⋀} kümeler ailesi bir B−1-konveks kümeler ailesi ise, 

⋂ 𝑆𝑡
𝑡

 

kümesi de B−1-konvekstir. 

c) {𝑆𝑡 ∶ 𝑡 ∈ ⋀} kümeler ailesi bir B−1-konveks kümeler ailesi olmak üzere, her 𝑡1, 𝑡2 ∈

⋀ için 𝑆𝑡1 ∪ 𝑆𝑡2 ⊂ 𝑆𝑡3  koşulunu sağlayan en az bir 𝑡3 ∈ ⋀ var ise, 

⋃ 𝑆𝑡
𝑡

 

kümesi B−1-konvekstir [26]. 

2.4.2 B−𝟏-konveks fonksiyonlar 

Tanım 2.4.2.1 𝑆 ⊂ ℝ++
𝑛  kümesi B−1-konveks küme ve 𝑓: 𝑆 → ℝ++  fonksiyonu 

her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 ve 𝑡 ∈ [1,+∞) için  

𝑓(𝑡𝑥 ∧ 𝑦) ≤ 𝑡𝑓(𝑥) ∧ 𝑓(𝑦) 

 

(2.20) 

eşitsizliğini sağlıyorsa, bu fonksiyona B−1-konveks fonksiyon denir [26]. 

Önerme 2.4.2.1  𝑓 fonksiyonu B−1-konveks fonksiyon olsun. Her 𝑡 ∈ [1,+∞) ve 

𝜎 ≤ 𝜏 için 𝑚𝑖𝑛{𝜎, 𝑡𝜏} = 𝜎 olduğundan,  

𝑓(𝜎) = 𝑓(𝑚𝑖𝑛{𝜎, 𝑡𝜏}) ≤ 𝑚𝑖𝑛{𝑓(𝜎), 𝑡𝑓(𝜏)} (2.21)

itsizliği sağlanır. Buradan her 𝑡 ∈ [1,+∞) için 𝑓(𝜎) ≤ 𝑡𝑓(𝜏) olur. Bu eşitsizlikten, 

 𝑡 = 1 için de 𝑓(𝜎) ≤ 𝑓(𝜏) elde edilir. Böylece, 𝑓 fonksiyonun monoton artan bir 

fonksiyon olduğu gösterilmiş olur [52]. 
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Örnek 2.4.2.1 𝑓: ℝ++ → ℝ++, 𝑓(𝑥) = √𝑥 fonksiyonu B−1-konveks fonksiyondur. 

Çözüm:  𝑓 fonksiyonunun B−1-konveks fonksiyon olabilmesi için (2.20) eşitsizliğini 

sağlaması gerekmektedir. Gerçekten, 1 < 𝑡 ise √𝑡 < 𝑡 olduğu göz önünde 

bulundurularak; 

1. 𝑡𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑡𝑥 ise 

√𝑡𝑥 ∧ 𝑦 = √𝑡𝑥 ≤ 𝑡√𝑥 (2.22) 

  dir. Ayrıca kök fonksiyonun artanlığından √𝑡𝑥 ≤ √𝑦 olduğundan  

𝑓(𝑡𝑥 ∧ 𝑦) = √𝑡𝑥 ∧ 𝑦 = √𝑡𝑥 ≤ 𝑡√𝑥 ∧ √𝑦 = 𝑡𝑓(𝑥) ∧ 𝑓(𝑦) (2.23) 

elde edilir. 

2. 𝑡𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ise 

√𝑡𝑥 ∧ 𝑦 = √𝑦 ≤ √𝑡𝑥 ≤ 𝑡√𝑥 (2.24) 

olur. Dolayısıyla  

𝑓(𝑡𝑥 ∧ 𝑦) = √𝑡𝑥 ∧ 𝑦 = √𝑦 ≤ 𝑡√𝑥 ∧ √𝑦 = 𝑡𝑓(𝑥) ∧ 𝑓(𝑦) (2.25) 

olur. 

(2.20) koşulu sağlandığından, 𝑓 fonksiyonu B−1-konveks fonksiyon olur. 

Örnek 2.4.2.2 𝑓: [1,+∞) → ℝ++, 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 fonksiyonu B−1-konkav fonksiyondur. 

Çözüm: 𝑓 fonksiyonunun B−1-konkav fonksiyon olabilmesi için (2.20) eşitsizliğinin 

tersini sağlaması gerekmektedir.  

1 ≤ 𝑡 olmak üzere; 

1. 𝑡𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑡𝑥 ise 

𝑓(𝑡𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑒𝑡𝑥∧𝑦

= 𝑒𝑡𝑥

𝑡𝑒𝑥 ≤ 𝑒𝑡𝑥
(2.26) 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥  fonksiyonu artan olduğundan  𝑒𝑡𝑥 ≤ 𝑒𝑦 olup 
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𝑡𝑓(𝑥) ∧ 𝑡𝑓(𝑦) = 𝑡𝑒𝑥 ∧ 𝑒𝑦

≤ 𝑒𝑡𝑥

= 𝑓(𝑡𝑥 ∧ 𝑦)
                                          (2.27)

sağlanır. 

2. 𝑡𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ise 11 

𝑦 ≤ 𝑥

𝑦 ≤ 𝑒𝑥

𝑒𝑦 ≤ 𝑡𝑒𝑥
(2.28) 

olup  𝑡𝑓(𝑥) ∧ 𝑡𝑓(𝑦) = 𝑡𝑒𝑥 ∧ 𝑒𝑦 ≤ 𝑒𝑦 = 𝑓(𝑡𝑥 ∧ 𝑦) eşitsizliği sağlanır. 

Bu durumda 𝑓 fonksiyonu B−1-konkav fonksiyondur.  

Örnek 2.4.2.3 𝑓: (0,
𝜋

2
] → [0,1], 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 fonksiyonu B−1-konveks 

fonksiyondur. 

Çözüm: 𝑓 fonksiyonunun B−1-konveks fonksiyon olabilmesi için (2.20) 

eşitsizliğini sağlaması gerekmektedir. (0,
𝜋

2
] aralığında 𝑠𝑖𝑛𝑥 fonksiyonunun 

artanlığı da göz önünde bulundurularak; 

1. 𝑡𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑡𝑥 ise  𝑥 ≤ 𝑡𝑥 ≤ 𝑦 olup, 

𝑠𝑖𝑛(𝑡𝑥) ≤ 𝑠𝑖𝑛𝑦                                                                               

ve  

𝑠𝑖𝑛(𝑡𝑥)

𝑡𝑥
≤
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
(2.30) 

                                                       𝑠𝑖𝑛(𝑡𝑥) ≤ 𝑡𝑠𝑖𝑛𝑥                                                  (2.31) 

𝑓(𝑡𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡𝑥) ≤ 𝑡𝑠𝑖𝑛𝑥              

= 𝑡𝑠𝑖𝑛𝑥 ∧ 𝑠𝑖𝑛𝑦 

= 𝑡𝑓(𝑥) ∧ 𝑓(𝑦).

(2.32) 

 

2. 𝑡𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ise  

𝑦 ≤ 𝑡𝑥 (2.33) 

olduğunda  

                                                     𝑠𝑖𝑛𝑦   ≤ 𝑠𝑖𝑛(𝑡𝑥) ≤ 𝑡𝑠𝑖𝑛𝑥                              (2.34) 

dir. Buradan, 
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𝑓(𝑡𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑠𝑖𝑛𝑦 = 𝑡𝑠𝑖𝑛𝑥 ∧ 𝑠𝑖𝑛𝑦 = 𝑡𝑓(𝑥) ∧ 𝑓(𝑦).             (2.35)        

Örnek 2.4.2.4 𝑓: (0,
𝜋

2
] → [0,1] , 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 fonksiyonu B−1-konkav 

fonksiyondur. 

Çözüm: 𝑓 fonksiyonunun B−1-konveks fonksiyon olabilmesi için (2.20) 

eşitsizliğini sağlaması gerekmektedir. (0,
𝜋

2
] aralığında 𝑐𝑜𝑠𝑥 fonksiyonu azalan 

olduğundan,  

1. 𝑡𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑡𝑥 ise  

𝑡𝑥 ≤ 𝑦        

𝑐𝑜𝑠𝑦 ≤ 𝑐𝑜𝑠(𝑡𝑥) (2.36) 

olur, buradan, 

                        𝑡𝑓(𝑥) ∧ 𝑓(𝑦) = 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑥 ∧ 𝑐𝑜𝑠𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑦 ≤ 𝑐𝑜𝑠(𝑡𝑥)                    (2.37) 

2. 𝑡𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ise 

𝑡𝑓(𝑥) ∧ 𝑓(𝑦) = 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑥 ∧ 𝑐𝑜𝑠𝑦 ≤ 𝑐𝑜𝑠𝑦.          

                                                       = 𝑐𝑜𝑠(𝑡𝑥 ∧ 𝑦) =  𝑓(𝑡𝑥 ∧ 𝑦)                    (2.38) 

 

eşitsizlikleri sağlanır. 𝑓, B−1-konkav fonksiyondur. 

Örnek 2.4.2.5 𝑓: (3,+∞)  → ℝ++, 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 fonksiyonu B−1-konveks 

fonksiyondur. 

Çözüm: 𝑓 fonksiyonunun B−1-konveks fonksiyon olabilmesi için (2.20) 

eşitsizliğini sağlaması gerekmektedir. 1 ≤ 𝑡 olmak üzere  

1. 𝑡𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑡𝑥 ise, 𝑥 ≤ 𝑡𝑥 ≤ 𝑦 olup, 𝑙𝑛 fonksiyonunun artanlığından, 

                                                     𝑓(𝑡𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑓(𝑡𝑥) = 𝑙𝑛(𝑡𝑥)                                   (2.39) 

     olur. Buradan  

 
𝑡𝑥 ≤ 𝑥𝑡

𝑙𝑛(𝑡𝑥) ≤ 𝑙𝑛(𝑥𝑡)

𝑙𝑛(𝑡𝑥) ≤ 𝑡𝑙𝑛𝑥

(2.40) 

 𝑓(𝑡𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑙𝑛(𝑡𝑥) ≤ 𝑡𝑙𝑛𝑥 ∧ 𝑙𝑛𝑦 = 𝑡𝑓(𝑥) ∧ 𝑓(𝑦). (2.41)     

dolayısıyla eşitsizlik sağlanır. 
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2. 𝑡𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 iken, 𝑦 ≤ 𝑡𝑥 olup, 

𝑓(𝑡𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑓(𝑦) = 𝑙𝑛𝑦 (2.42) 

𝑦 ≤ 𝑡𝑥

𝑙𝑛𝑦 ≤ 𝑙𝑛(𝑥𝑡)

𝑙𝑛𝑦 ≤ 𝑡𝑙𝑛𝑥

(2.43) 

 𝑓(𝑡𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑙𝑛𝑦 = 𝑡𝑙𝑛𝑥 ∧ 𝑙𝑛𝑦 = 𝑡𝑓(𝑥) ∧ 𝑓(𝑦) (2.44) 

 eşitsizlik sağlanır. 𝑓, B−1-konveks fonksiyon olur. 
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3.KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN BAZI EŞİTSİZLİKLER 

Bu bölümde konveks fonksiyonlar için bazı özel ve popüler eşitsizlikler verilecek ve 

bu eşitsizliklerin bazı soyut konveks fonksiyon tipleri için formları ifade edilecektir.  

Bölümde, 𝐼 ⊂ ℝ bir aralık, 𝐼0 aralığın içi ve 𝜎, 𝜏 ∈ 𝐼, 𝜎 < 𝜏 olarak dikkate alınacaktır. 

3.1 Jensen Eşitsizliği  

𝑓:ℝ𝑛 → ℝ∪ {+∞} tanımlı fonksiyonun konveks fonksiyon olması için gerek ve yeter 

şart  

𝑓(𝑡1𝑥1 + 𝑡2𝑥2 +⋯+ 𝑡𝑛𝑥𝑛) ≤ 𝑡1𝑓(𝑥1) + 𝑡2𝑓(𝑥2) + ⋯+ 𝑡𝑛𝑓(𝑥𝑛) (3.1) 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. 

Burada 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ∈  ℝ
𝑛  ve 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛 ≥ 0, 𝑡1 + 𝑡2 +⋯+ 𝑡𝑛 = 1 dir ve bu 

eşitsizlik Jensen Eşitsizliği olarak adlandırılmaktadır [27]. 

3.1.1 𝐁-konveks fonksiyonlar için Jensen eşitsizliği 

𝑓: 𝐶 ⊂ ℝ+
𝑛 → ℝ+ ∪ {+∞} olmak üzere, 𝑓 fonksiyonun B-konveks fonksiyon olması 

için gerek ve yeter koşul 𝐶 kümesinin B-konveks küme olması ve her 𝑥𝑖 ∈ 𝐶 ve 𝑡𝑖 ∈

[0,1], 𝑖 = 1,2,… ,𝑚  

öyle ki max
𝑖=1,2,…,𝑚

{𝑡𝑖} = 1 için 

𝑓 (⋁𝑡𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

) ≤⋁𝑡𝑖𝑓(𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

(3.2) 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır [25]. 

3.1.2 𝐁−𝟏-konveks fonksiyonlar için Jensen eşitsizliği 

𝑓: 𝐶 ⊂ ℝ++
𝑛 → ℝ++ olmak üzere  𝑓 fonksiyonunun B−1-konveks fonksiyon olabilmesi 

için gerek ve yeter şart C  kümesinin B−1-konveks küme olması ve her 𝑥𝑖 ∈ 𝐶 ve 𝑡𝑖 ∈

[1,+∞),  

𝑖 = 1,2,… ,𝑚 öyle ki min
𝑖=1,2,…,𝑚

{𝑡𝑖} = 1 için   

𝑓 (⋀𝑡𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

) ≤⋀𝑡𝑖𝑓(𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

(3.3) 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır [53]. 

3.2 Ostrowski Eşitsizliği 

𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] ⊂ [0,+∞) → ℝ ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝜎, 𝜏] olacak şekilde 𝑓 fonksiyonu 𝐼0 de 

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer |𝑓′(𝑥)| ≤ 𝑀 ise her 𝑥 ∈ 𝐼 için, 
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|𝑓(𝑥) −
1

𝜏 − 𝜎
∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

| ≤
𝑀

𝜏 − 𝜎 
[
(𝑥 − 𝜎)2 + (𝜏 − 𝑥)2

2
]                         

 

= 𝑀(𝜏 − 𝜎) [
1

4
+
(𝑥 − (

𝜎 + 𝜏
2 )

2

)

(𝜏 − 𝜎)2
] (3.4)                  

eşitsizliği elde edilir. Burada ki 
1

4
  kat sayısı bu şartlar altındaki en iyi kat sayıdır. Daha 

küçük olan bir katsayı ile yer değiştiremez [28]. Bu eşitsizlik Ostrowski eşitsizliği 

olarak isimlendirilir.  

3.2.1 (𝜶 −𝒎)-konveks fonksiyonlar için Ostrowski eşitsizliği  

𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] → ℝ ve [0,+∞) ⊂ 𝐼 diferansiyellenebilir 𝑓 fonksiyonu ve (𝛼,𝑚) ∈

[0,1] × (0,1] için, 𝑚𝜎,𝑚𝜏 ∈ 𝐼 ve 𝑓′ ∈ 𝐿([𝑚𝜎,𝑚𝜏]) olmak üzere; Eğer  𝑞 > 1,
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ve |𝑓′(𝑥)| ≤ 𝑀 için |𝑓′ |𝑞, [𝑚𝜎,𝑚𝜏] üzerinde bir (𝛼,𝑚)-konveks fonksiyon ise 

her 𝑥 ∈ [𝑚𝜎,𝑚𝜏] için 

|𝑚𝑓(𝑥) −
1

𝜏 − 𝜎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑚𝜏

𝑚𝜎

| 

≤ 𝑀(
1

𝑝 + 1
)

1
𝑝
(
𝛼𝑚 + 1

𝛼 + 1
)

1
𝑞 (𝑥 − 𝑚𝜎)2 + (𝑚𝜏 − 𝑥)2

𝜏 − 𝜎
(3.5) 

eşitsizliği sağlanır [58] . 

3.2.2 𝒔 − ƞ-konveks fonksiyonlar için Ostrowski eşitsizliği 

𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] → ℝ fonksiyonunun diferansiyellenebilir olduğunu varsayalım. 𝑔: 𝐼 →

ℝ+ sürekli ve  
𝜎+𝜏

2
’ ye göre simetrik fonksiyon olsun. |𝑓′|, 𝑠 − ƞ-konveks fonksiyon 

ve ƞ, [𝜎, 𝜏] üzerinde üst sınır ise, 

|
𝑓(𝜎) + 𝑓(𝜏)

2
∫𝑔(𝑡)𝑑𝑡 − ∫𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

𝜏

𝜎

| 

≤
𝜏 − 𝜎

4
[2|𝑓′(𝑏)| + 𝑁|ƞ(𝑓′(𝜎), 𝑓′(𝜏))|]∫ ∫ 𝑔(𝑢)𝑑𝑢𝑑𝑡  

1−𝑡
2
𝜎+

1+𝑡
2
𝜏

1+𝑡
2
𝜎+

1−𝑡
2
𝜏

1

0

(3.6) 

eşitsizliği sağlanır. Burada 𝑁 = 𝑚𝑎𝑥𝑡∈[0,1] |(
1+𝑡

2
)
𝑠

+ (
1−𝑡

2
)
𝑠

| dir [54]. 
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3.3 Trapezoidal Eşitsizliği 

𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] → ℝ  sürekli, türevlenebilir bir fonksiyon ve 𝜎 < 𝜏 olsun. Eğer |𝑓′| 

fonksiyonu  𝐼 aralığında quasi-konveks ise  

|
𝑓(𝜎) + 𝑓(𝜏)

2
−

1

𝜏 − 𝜎
∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

| ≤
𝜏 − 𝜎

4
sup{|𝑓′(𝜎)|, |𝑓′(𝜏)|} (3.7) 

eşitsizliği sağlanır [60]. 

3.3.1 𝐁-konveks fonksiyonlar için Trapezoidal eşitsizlik 

𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏]  ⊆ ℝ+ → ℝ  fonksiyonu diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eğer 

|𝑓′| fonkiyonu [𝜎, 𝜏] kapalı aralığında B-konveks bir fonksiyon ise, 

|𝑓(𝜎) −
1

𝜏 − 𝜎
∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

| ≤ 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

3𝜎 + 𝜏

2
|𝑓′(𝜎)|,                                                       1 ≤

|𝑓′(𝜎)|

|𝑓′(𝜏)|

(|𝑓′(𝜏)|)2(6𝜎𝜏 − 9𝜎2)[|𝑓′(𝜎)| + 𝜏2|𝑓′(𝜏)|]

6(𝜏 − 𝜎)(|𝑓′(𝜏)|)2
+                                 

𝜏2(|𝑓′(𝜎)|)2[3|𝑓′(𝜏)| − |𝑓′(𝜎)|]

6(𝜏 − 𝜎)(|𝑓′(𝜏)|)2
,                          

𝜎

𝜏
≤
|𝑓′(𝜎)|

|𝑓′(𝜏)|
< 1

6𝜎𝜏|𝑓′(𝜎)||𝑓′(𝜏)| + 3𝜏2(|𝑓′(𝜎)|)2

6𝜏|𝑓′(𝜏)|
+                                                 

(𝜎2 + 𝜎𝜏 + 𝜏2)(|𝑓′(𝜏)|)2

6𝜏|𝑓′(𝜏)|
,                                         0 ≤

|𝑓′(𝜎)|

|𝑓′(𝜏)|
<
𝜎

𝜏

         (3.8)  

eşitsizliği sağlanır [55]. 

3.3.2 Quasi-konveks fonksiyonlar için Trapezoidal eşitsizlik  

𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] → ℝ  sürekli, türevlenebilir bir fonksiyon ve 𝜎 < 𝜏 olsun. Eğer |𝑓′|𝑝 

fonksiyonu  𝐼 aralığında quasi-konveks fonksiyon ise 1 < 𝑝 için, 

|
𝑓(𝜎) + 𝑓(𝜏)

2
−

1

𝜏 − 𝜎
∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

| ≤
𝜏 − 𝜎

2(𝑝 + 1)
1
𝑝

(sup{|𝑓′(𝜎)|𝑝, |𝑓′(𝜏)|𝑝})
1
𝑝 (3.9) 

eşitsizliği sağlanır [60]. 

3.4 Hermite-Hadamard Eşitsizliği 

𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] → ℝ  olmak üzere, 𝑓  konveks fonksiyon ise, 

𝑓 (
𝜎 + 𝜏

2
) ≤

1

𝜏 − 𝜎
∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≤

𝑓(𝜎) + 𝑓(𝜏)

2

𝜏

𝜎

(3.10) 
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eşitsizliği sağlanır [30]. Bu eşitsizlik, Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak 

adlandırılır. 

 3.4.1 𝝋-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği 

𝐽 reel sayılarda bir aralık; 𝜎, 𝜏 ∈ 𝐽, 𝜎 < 𝜏  ve 𝜑: 𝐽 → ℝ sürekli, artan bir fonksiyon 

olsun.  

𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝐼 üzerinde 𝜑-konveks fonksiyon ise   

𝑓 (
𝜑(𝜎) + 𝜑(𝜏)

2
) ≤

1

𝜑(𝜏) − 𝜑(𝜎)
∫ 𝑓(𝜑(𝑡))𝑑𝜑(𝑡)

𝜑(𝜏)

𝜑(𝜎)

 

≤
𝑓(𝜑(𝜎)) + 𝑓(𝜑(𝜏))

2
        (3.11) 

eşitsizliği sağlanır [56]. 

3.4.2 m-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği 

𝑚 ∈ (0,1] olmak üzere, 𝑓:ℝ+ → ℝ fonksiyonu bir m-konveks fonksiyon olsun. Bu 

takdirde, eğer 0 ≤ 𝜎 < 𝜏 < ∞ için 𝑓 ∈ 𝐿([𝜎, 𝜏]) ise 

1

𝜏 − 𝜎
∫𝑓(𝑡)

𝜏

𝜎

𝑑𝑡

≤ 𝑚𝑖𝑛{
𝑓(𝜎) + 𝑚𝑓 (

𝜏
𝑚)

2
,
𝑚𝑓 (

𝜎
𝑚) + 𝑓

(𝜏)

2
}                                (3.12) 

eşitsizliği sağlanır [24]. 

3.4.3 𝐁−𝟏-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği 

𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] ⊂ ℝ++ → ℝ++ tanımlı 𝑓 fonksiyonu B−1-konveks fonksiyon olsun. Bu 

durumda  

1

𝜏 − 𝜎
∫𝑓(𝑡)

𝜏

𝜎

𝑑𝑡 ≤ 

{
 
 

 
 𝑓(𝜎)(𝜎 + 𝜏)

2𝜎
,                                                            

𝜏

𝜎
≤
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)

2𝜏𝑓(𝜎)𝑓(𝜏) − 𝜎([𝑓(𝜎)]2 + [𝑓(𝜏)]2)

2(𝜏 − 𝜎)𝑓(𝜎)
,                       1 ≤

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
≤
𝜏

𝜎

(3.13) 

eşitsizliği sağlanır [52]. 
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3.5 Hermite-Hadamard-Fejer Eşitsizliği 

𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] → ℝ tanımlı 𝑓 fonksiyonu konveks fonksiyon ve 𝑔: 𝐼 → ℝ tanımlı 𝑔 

fonksiyonu ise negatif olmayan, integrallenebilir ve 
𝜎+𝜏

2
 noktasına göre simetrik bir 

fonksiyon olmak üzere, 

𝑓 (
𝜎 + 𝜏

2
)∫𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≤ ∫𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑥 ≤

𝑓(𝜎) + 𝑓(𝜏)

2
∫𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

𝜏

𝜎

𝜏

𝜎

(3.14) 

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizlik Hermite-Hadamard-Fejer Eşitsizliği olarak 

adlandırılır [30]. 

3.5.1 𝐁-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejer eşitsizliği 

𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] ⊂ ℝ+ → ℝ+ fonksiyonu B-konveks bir fonksiyon ve 𝑔: 𝐼 → ℝ+ tanımlı 

negatif olmayan, integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere  

∫𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

≤ 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝑓(𝜎)∫𝑔(𝑡)𝑑𝑡,                                                  1 ≤
𝑓(𝜎)

𝑓(𝜏)

𝜏

𝜎

𝑓(𝜎) ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝜏𝑓(𝜎)
𝑓(𝜏)

𝜎

+
𝑓(𝜏)

𝜏
∫ 𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡,         0 ≤

𝜎

𝜏
≤
𝑓(𝜎)

𝑓(𝜏)
< 1   

𝜏

𝜏𝑓(𝜎)
𝑓(𝜏)

𝑔(𝜎)[𝜏𝑓(𝜎) − 𝜎𝑓(𝜏)]2

2𝜏𝑓(𝜏)
+
𝑓(𝜏)

𝜏
∫ 𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡,     0 ≤

𝑓(𝜎)

𝑓(𝜏)
<
𝜎

𝜏
< 1   

𝜏

𝜎

(3.15) 

eşitsizliği sağlanır [57]. 

3.5.2 h-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejer eşitsizliği 

𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] → ℝ fonksiyonu h(1/2) > 0 koşulunu sağlayan h-konveks ve 

integrallenebilir bir fonksiyon ve  𝑔: 𝐼 → ℝ  tanımlı negatif olmayan, integrallenebilir 

ve 
𝜎+𝜏

2
 noktasına göre simetrik bir fonksiyon olsun.  t ∈ (0,1) için,  

1

ℎ (
1
2)
𝑓 (
𝜎 + 𝜏

2
)∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝜏

𝜎

≤ ∫𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝜏

𝜎

                                     

                              ≤
𝑓(𝜎) + 𝑓(𝜏)

2
[ℎ(𝑡) + ℎ(1 − 𝑡)]∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝜏

𝜎

              (3.16) 

eşitsizliği sağlanır [59]. 
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4. B-1-KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN HERMİTE-HADAMARD-FEJER 

TİPİ EŞİTSİZLİKLER 

Bu bölümde, Hermite-Hadamard-Fejer eşitsizliğinin B-1-konveks fonksiyonlar için 

formu ve bu temel eşitsizliğin farklı durumlardaki versiyonlarını içeren teoremler ispat 

edilecektir. Ayrıca daha sonra bu eşitsizliklere uygun özel durumlar incelenecektir. 

4.1 B-1-konveks Fonksiyon için Hermite-Hadamard-Fejer Eşitsizliği 

Teorem 4.1 𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] ⊂ ℝ++ → ℝ++ fonksiyonu B-1-konveks bir fonksiyon ve 

𝑔: 𝐼 → ℝ++ tanımlı negatif olmayan, integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere   

∫𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≤

𝜏

𝜎

     

{
 
 

 
 
𝑓(𝜎)

𝜎
∫ 𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡,                                                       1 ≤

𝜏

𝜎
≤
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)

𝜏

𝜎

𝑓(𝜎)

𝜎
∫ 𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑓(𝜏)∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡,        1 ≤

𝜏

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝜎

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝜎

𝜎

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
<
𝜏

𝜎

                           (4.1)

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: ∀𝜆 ∊ [1,+∞)  ve 𝜎 ≤ 𝜏 için min{𝜎, 𝜆𝜏} = 𝜎 olur. B-1-konvekslik tanımından 

ve Önerme 2.4.2.1  den, 

𝑓(𝜎 ∧ 𝜆𝜏) = 𝑓(𝜎) ≤ 𝑓(𝜎) ∧ 𝜆𝑓(𝜏) (4.2) 

olup, aşikar durumu elde edilir. Bu nedenle min{𝜆𝜎, 𝜏} durumu incelenecektir. 𝑓 

fonksiyonu B-1-konveks olduğundan (2.20) eşitsizliği sağlanır. Eşitsizliğin her iki 

tarafı 𝑔(𝜆𝜎 ∧ 𝜏) ile çarpılıp 𝜆 ∊ [1,
𝜏

𝜎
]  göre integrallendiğinde  

∫ 𝑓(

𝜏
𝜎

1

 𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑔(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆 = ∫ 𝑓(

𝜏
𝜎

1

𝜆𝜎)𝑔(𝜆𝜎)𝑑𝜆 (4.3) 

ifadesi elde edilir. Burada 𝜆𝜎 = 𝑡 dönüşümü yapılır ise 

                                    
1

𝜎
∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡                                                                              (4.4) 

olur. Ayrıca eşitsizliğin sağ tarafı için 

∫ 𝑓(

𝜏
𝜎

1

𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑔(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆 ≤ ∫  

𝜏
𝜎

1

(𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))𝑔(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆 (4.5) 

ifadesinin sağ kısmı incelenecektir. Bu halde, aşağıdaki durumlar ortaya çıkar: 
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1. 1 ≤
𝜏

𝜎
≤

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
   durumunda; 

∫  

𝜏
𝜎

1

(𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))𝑔(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆 = ∫  𝜆𝑓(

𝜏
𝜎

1

𝜎)𝑔(𝜆𝜎)𝑑𝜆 

                                                               = 𝑓(𝜎)∫  𝜆

𝜏
𝜎

1

𝑔(𝜆𝜎)𝑑𝜆 

                                                        =
𝑓(𝜎)

𝜎2
∫ 𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝝉

𝜎

(4.6) 

olur. Buradan eşitsizlik 

                                                    
1

𝜎
∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≤
𝑓(𝜎)

𝜎2
∫ 𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝜏

𝜎

                          (4.7) 

                                                       ∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≤
𝑓(𝜎)

𝜎
∫ 𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝜏

𝜎

                          (4.8) 

şekline dönüşür. 

2. Eğer    1 ≤
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
<

𝜏

𝜎
 ise  

          ∫  (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))

𝜏
𝜎

1

𝑔(𝜆𝜎

∧ 𝜏)𝑑𝜆  

= ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))𝑔(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

       

 

+ ∫(𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))𝑔(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

           

 

= ∫ 𝜆𝑓(𝜎)g(𝜆𝜎)𝑑𝜆

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

                           

                                              + ∫ 𝑓(𝜏)𝑔(𝜆𝜎)𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

(4.9) 

olur. Burada tekrar 𝜆𝜎 = 𝑡 dönüşümü yapılırse 
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∫ 𝜆𝑓(𝜎)g(𝜆𝜎)𝑑𝜆 +

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

∫ 𝑓(𝜏)𝑔(𝜆𝜎)𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

 

=
𝑓(𝜎)

𝜎2
∫ 𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑓(𝜏)

𝜎
∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎
𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝜎
𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝜎

(4.10) 

olup, buradan eşitsizlik 

 

                       
1

𝜎
∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≤
𝑓(𝜎)

𝜎2
∫ 𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑓(𝜏)

𝜎
∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎
𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝜎
𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝜎

          (4.11) 

                ∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≤
𝑓(𝜎)

𝜎
∫ 𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑓(𝜏) ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎
𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝜎
𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝜎

(4.12) 

ifadesi elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.   ■ 

Teorem 4.2  𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] ⊂ ℝ++ → ℝ++ fonksiyonu B-1-konveks bir fonksiyon ve 

𝑔: 𝐼 → ℝ++ tanımlı, integrallenebilir fonksiyonu da B-1-konveks olmak üzere 

∫𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≤

𝜏

𝜎
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{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
𝑓(𝜎)𝑔(𝜎)(𝜏3 − 𝜎3)

3𝜎2
,                                                 

𝜏

𝜎
≤
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
≤
𝑔(𝜏)

𝑔(𝜎)

𝑔(𝜎)[𝑓(𝜎)]2(3𝜏2𝑓(𝜏) − 2𝜎2𝑓(𝜎))

6𝜎[𝑓(𝜎)]2
−                                                                   

𝑔(𝜎)𝜎2[𝑓(𝜏)]3

6𝜎[𝑓(𝜎)]2
,                                                                  1 ≤

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
≤
𝜏

𝜎
≤
𝑔(𝜏)

𝑔(𝜎)

3𝑔(𝜏)[𝑓(𝜎)]2𝑓(𝜏)(2𝜏𝑔(𝜎)− 𝜎𝑔(𝜏))

6𝑔(𝜎)[𝑓(𝜎)]2
−                                                                

                                                                             
𝜎[𝑔(𝜎)]2(2[𝑓(𝜎)]3 + [𝑓(𝜏)]3)

6𝑔(𝜎)[𝑓(𝜎)]2
,                                      1 <

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
≤
𝑔(𝜏)

𝑔(𝜎)
<
𝜏

𝜎
  

3[𝑔(𝜎)]2𝑔(𝜏)𝑓(𝜏)(2𝜏𝑔(𝜎)− 𝜎𝑓(𝜏))

6[𝑔(𝜎)]2𝑓(𝜎)
−                                                                 

𝜎[𝑓(𝜎)]2(2[𝑔(𝜎)]3 + [𝑔(𝜏)]3)

6[𝑔(𝜎)]2𝑓(𝜎)
,                                  1 ≤

𝑔(𝜏)

𝑔(𝜎)
<
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
<
𝜏

𝜎
 

3𝜏2𝑓(𝜎)[𝑔(𝜎)]2𝑔(𝜏)

6𝜎[𝑔(𝜎)]2
−                                                                                       

𝜎2𝑓(𝜎)([𝑔(𝜏)]3 − 2[𝑔(𝜎)]3)

6𝜎[𝑔(𝜎)]2
,                                         1 <

𝑔(𝜏)

𝑔(𝜎)
<
𝜏

𝜎
<
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)

(4.13) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonu B-1-konveks olduğundan (2.20) eşitsizliğini sağlarlar. 𝑓 

fonksiyonu için geçerli (2.3) eşitsizliğin her iki tarafı 𝑔(𝜆𝜎 ∧ 𝜏) ile çarpılıp 𝜆 ∊ [1,
𝜏

𝜎
]  

göre integrallendiğinde sol kısım için  

∫ 𝑓(

𝜏
𝜎

1

 𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑔(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆 = ∫ 𝑓(

𝜏
𝜎

1

𝜆𝜎)𝑔(𝜆𝜎)𝑑𝜆 (4.14) 

ifadesi elde edilir. Burada 𝜆𝜎 = 𝑡 dönüşümü yapılır ise  

                                                   
1

𝜎
∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡                                                            (4.15) 

olur. Ayrıca eşitsizliğin sağ tarafı, 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonunun B-1-konveksliğinden 

∫ 𝑓(

𝜏
𝜎

1

𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑔(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆 ≤ ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔(𝜎) ∧ 𝑔(𝜏))𝑑𝜆

𝜏
𝜎

1

(4.16) 

olur. İfadenin sağ kısmı ele alındığında; aşağıdaki durumlar karşımıza çıkmaktadır. 

1.  
𝜏

𝜎
≤

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
≤

𝑔(𝜏)

𝑔(𝜎)
  ise, 
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∫  (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))

𝜏
𝜎

1

(𝜆𝑔(𝜎) ∧ 𝑔(𝜏))𝑑𝜆 = ∫ 𝜆𝑓(𝜎)𝜆𝑔(𝜎)𝑑𝜆

𝜏
𝜎

1

= 𝑓(𝜎)𝑔(𝜎)∫ 𝜆2𝑑𝜆 

𝜏
𝜎

1

= 𝑓(𝜎)𝑔(𝜎)
1

3
(
𝜏3

𝜎3
− 1)     

=
𝑓(𝜎)𝑔(𝜎)(𝜏3 − 𝜎3)

3𝜎3
                                                      (4.17) 

olur. Buradan 

 

1

𝜎
∫𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≤

𝜏

𝜎

𝑓(𝜎)𝑔(𝜎)(𝜏3 − 𝜎3)

3𝜎3
  (4.18) 

∫𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 

𝜏

𝜎

≤
𝑓(𝜎)𝑔(𝜎)(𝜏3 − 𝜎3)

3𝜎2
   (4.19) 

eşitsizliği elde edilir. 

 

2.  
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
≤

𝑔(𝜏)

𝑔(𝜎)
  olması durumunda iki durum incelenecektir; 

        i. 1 ≤  
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
≤

𝜏

𝜎
≤

𝑔(𝜏) 

𝑔(𝜎)
 ise, 

∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔(𝜎) ∧ 𝑔(𝜏))𝑑𝜆                                                                           

𝜏
𝜎

1

 

=∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔(𝜎) ∧ 𝑔(𝜏))𝑑𝜆

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

+∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔(𝜎) ∧ 𝑔(𝜏))𝑑𝜆

𝜏
𝜏

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

= ∫ 𝜆𝑓(𝜎)𝜆𝑔(𝜎)𝑑𝜆

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

+∫ 𝑓(𝜏)𝜆𝑔(𝜎)𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

                                            

= 𝑓(𝜎)𝑔(𝜎)∫ 𝜆2𝑑𝜆

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

+ 𝑓(𝜏)𝑔(𝜎)∫ 𝜆𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)
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                           =
𝑓(𝜎)𝑔(𝜎)

3
(
[𝑓(𝜏)]3 − [𝑓(𝜎)]3

[𝑓(𝜎)]3
) +

𝑓(𝜏)𝑔(𝜎)

2
(
𝜏2

𝜎2
−
[𝑓(𝜏)]2

[𝑓(𝜎)]2
)

=
𝑔(𝜎)

3
(
[𝑓(𝜏)]3 − [𝑓(𝜎)]3

[𝑓(𝜎)]2
) +

𝑓(𝜏)𝑔(𝜎)

2
(
[𝜏𝑓(𝜎)]2 − [𝜎𝑓(𝜏)]2

𝜎2[𝑓(𝜎)]2
)       

= 𝑔(𝜎) (
[𝑓(𝜎)]2(3𝜏2𝑓(𝜏) − 2𝜎2𝑓(𝜎)) − 𝜎2[𝑓(𝜏)]3

6𝜎2[𝑓(𝜎)]2
) (4.20) 

ifadesi elde edilir. Buradan eşitsizlik 

    
1

𝜎
∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝑔(𝜎) (
[𝑓(𝜎)]2(3𝜏2𝑓(𝜏) − 2𝜎2𝑓(𝜎)) − 𝜎2[𝑓(𝜏)]3

6𝜎2[𝑓(𝜎)]2
)      (4.21) 

∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝑔(𝜎) (
[𝑓(𝜎)]2(3𝜏2𝑓(𝜏) − 2𝜎2𝑓(𝜎)) − 𝜎2[𝑓(𝜏)]3

6𝜎[𝑓(𝜎)]2
) (4.22) 

olur. 

ii. 1 <  
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
≤

𝑔(𝜏)

𝑔(𝜎)
<

𝜏

𝜎
 olsun. Bu durumda, 

∫(𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔(𝜎) ∧ 𝑔(𝜏))𝑑𝜆

𝜏

𝜎

= ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔(𝜎) ∧ 𝑔(𝜏))𝑑𝜆

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

= ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔(𝜎) ∧ 𝑔(𝜏))𝑑𝜆

𝑔(𝜏)
𝑔(𝜎)

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

= ∫ 𝜆𝑓(𝜎)𝜆𝑔(𝜎)𝑑𝜆

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

+ ∫ 𝑓(𝜏)𝜆𝑔(𝜎)𝑑𝜆

𝑔(𝜏)
𝑔(𝜎)

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

+ ∫ 𝑓(𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑔(𝜏)
𝑔(𝜎)

=
𝑓(𝜎)𝑔(𝜎)

3
(
[𝑓(𝜏)]3 − [𝑓(𝜎)]3

[𝑓(𝜎)]3
) +

𝑓(𝜏)𝑔(𝜎)

2
(
[𝑔(𝜏)]2

[𝑔(𝜎)]2
−
[𝑓(𝜏)]2

[𝑓(𝜎)]2
)

+ 𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) (
𝜏

𝜎
−
𝑔(𝜏)

𝑔(𝜎)
) 

=
3𝑔(𝜏)[𝑓(𝜎)]2𝑓(𝜏)(2𝜏𝑔(𝜎) − 𝜎𝑔(𝜏))                         

6𝜎𝑔(𝜎)[𝑓(𝜎)]2
 

−
𝜎[𝑔(𝜎)]2(2[𝑓(𝜎)]3 + [𝑓(𝜏)]3)

6𝜎𝑔(𝜎)[𝑓(𝜎)]2
                                 (4.23) 

 

ifadesi elde edilir, buradan 
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1

𝜎
∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≤
3𝑔(𝜏)[𝑓(𝜎)]2𝑓(𝜏)(2𝜏𝑔(𝜎) − 𝜎𝑔(𝜏))

6𝜎𝑔(𝜎)[𝑓(𝜎)]2

     −
𝜎[𝑔(𝜎)]2(2[𝑓(𝜎)]3 + [𝑓(𝜏)]3)

6𝜎𝑔(𝜎)[𝑓(𝜎)]2

(4.24) 

∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≤
3𝑔(𝜏)[𝑓(𝜎)]2𝑓(𝜏)(2𝜏𝑔(𝜎) − 𝜎𝑔(𝜏))

6𝑔(𝜎)[𝑓(𝜎)]2

     −
𝜎[𝑔(𝜎)]2(2[𝑓(𝜎)]3 + [𝑓(𝜏)]3)

6𝑔(𝜎)[𝑓(𝜎)]2

(4.25) 

eşitsizliği elde edilir. 

3. 
𝑔(𝜏)

𝑔(𝜎)
<

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
 olması durumunda  ise, 

i.1 ≤  
𝑔(𝜏)

𝑔(𝜎)
<

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
<

𝜏

𝜎
   olabilir. Böylcee, 

∫(𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔(𝜎) ∧ 𝑔(𝜏))

𝜏
𝜎

1

𝑑𝜆

= ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔(𝜎) ∧ 𝑔(𝜏))

𝑔(𝜏)
𝑔(𝜎)

1

𝑑𝜆

+ ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔(𝜎) ∧ 𝑔(𝜏))

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝑔(𝜏)
𝑔(𝜎)

𝑑𝜆

+ ∫(𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔(𝜎) ∧ 𝑔(𝜏))

𝜏
𝜎

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝑑𝜆

= ∫ 𝜆𝑓(𝜎)𝜆𝑔(𝜎)𝑑𝜆

𝑔(𝜏)
𝑔(𝜎)

1

+ ∫ 𝜆𝑓(𝜎)𝑔(𝜏)𝑑𝜆 +

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝑔(𝜏)
𝑔(𝜎)

∫ 𝑓(𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)
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=
𝑓(𝜎)𝑔(𝜎)

3
(
[𝑔(𝜏)]3 − [𝑔(𝜎)]3

[𝑔(𝜎)]3
) +

𝑓(𝜎)𝑔(𝜏)

2
(
[𝑓(𝜏)]2

[𝑓(𝜎)]2
−
[𝑔(𝜏)]2

[𝑔(𝜎)]2
)

+ 𝑓(𝜏)𝑔(𝜏)(
𝜏

𝜎
−
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
) (4.21)

 

ifadesi elde edilir. Buradan  

1

𝜎
∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≤
3[𝑔(𝜎)]2𝑔(𝜏)𝑓(𝜏)(2𝜏𝑔(𝜎) − 𝜎𝑓(𝜏))

6𝜎[𝑔(𝜎)]2𝑓(𝜎)

     −
𝜎[𝑓(𝜎)]2(2[𝑔(𝜎)]3 + [𝑔(𝜏)]3)

6𝜎[𝑔(𝜎)]2𝑓(𝜎)

(4.22) 

∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≤
3[𝑔(𝜎)]2𝑔(𝜏)𝑓(𝜏)(2𝜏𝑔(𝜎) − 𝜎𝑓(𝜏))

6[𝑔(𝜎)]2𝑓(𝜎)

     −
𝜎[𝑓(𝜎)]2(2[𝑔(𝜎)]3 + [𝑔(𝜏)]3)

6[𝑔(𝜎)]2𝑓(𝜎)

(4.23) 

eşitsizliği elde edilir. 

           ii. 1 <  
𝑔(𝜏)

𝑔(𝜎)
<

𝜏

𝜎
<

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
   için 

∫(𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))

𝜏
𝜎

1

(𝜆𝑔(𝜎) ∧ 𝑔(𝜏))𝑑𝜆

= ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔(𝜎) ∧ 𝑔(𝜏))𝑑𝜆

𝑔(𝜏)
𝑔(𝜎)

1

− ∫(𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔(𝜎) ∧ 𝑔(𝜏))𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑔(𝜏)
𝑔(𝜎)

= ∫ 𝜆𝑓(𝜎)𝜆𝑔(𝜎)𝑑𝜆 + ∫ 𝜆𝑓(𝜎)𝑔(𝜏)𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑔(𝜏)
𝑔(𝜎)

𝑔(𝜏)
𝑔(𝜎)

1

=  
𝑓(𝜎)𝑔(𝜎)

3
(
[𝑔(𝜏)]3 − [𝑔(𝜎)]3

[𝑔(𝜎)]3
)

+
𝑓(𝜎)𝑔(𝜏)

2
(
𝜏2

𝜎2
−
[𝑔(𝜏)]2

[𝑔(𝜎)]2
)            
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=
3𝜏2𝑓(𝜎)[𝑔(𝜎)]2𝑔(𝜏) − 𝜎2𝑓(𝜎)([𝑔(𝜏)]3 − 2[𝑔(𝜎)]3)

6𝜎2[𝑔(𝜎)]2
 (4.24)  

ifadesi elde edilip eşitsizlik 

   
1

𝜎
∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≤
3𝜏2𝑓(𝜎)[𝑔(𝜎)]2𝑔(𝜏) − 𝜎2𝑓(𝜎)([𝑔(𝜏)]3 − 2[𝑔(𝜎)]3)

6𝜎2[𝑔(𝜎)]2
   (4.25) 

∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≤
3𝜏2𝑓(𝜎)[𝑔(𝜎)]2𝑔(𝜏) − 𝜎2𝑓(𝜎)([𝑔(𝜏)]3 − 2[𝑔(𝜎)]3)

6𝜎[𝑔(𝜎)]2
(4.26) 

şeklinde yazılır. Böylece ispat tamamlanmış olur.   ■ 

 

Teorem 4.3 𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] ⊂ ℝ++ → ℝ++ fonksiyonu B-1 konveks bir fonksiyon 

ve 𝑔: 𝐼 → ℝ++ fonksiyonu  türevlenebilir ve  𝑔′ ∈ 𝐿[𝜎, 𝜏] olmak üzere, 

∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡             

𝜏

𝜎

≤.

{
  
 

  
 𝑓(𝜎)

𝜎
(𝜏𝑔(𝜏) − 𝜎𝑔(𝜎) − ∫𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

) ,                      1 ≤
𝜏

𝜎
≤
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)

𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) − 𝑓(𝜎)𝑔(𝜎) −
𝑓(𝜎)

𝜎
∫𝑔(𝑡)𝑑𝑡,                    1 ≤

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
<
𝜏

𝜎
    

𝜏

𝜎

          (4.27) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: 𝑓 fonksiyonu B-1-konveks olduğundan (2.20) eşitsizliğini sağlar. 𝑓 fonksiyonu 

için geçerli (2.20)  eşitsizliğinin her iki tarafı 𝑔′(𝜆𝜎 ∧ 𝜏) ile çarpılıp 𝜆 ∊ [1,
𝜏

𝜎
]  göre 

integrallendiğinde, sol kısım için  

                 ∫ 𝑓(

𝜏
𝜎

1

𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑔′(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆 = ∫ 𝑓(

𝜏
𝜎

1

𝜆𝜎)𝑔′(𝜆𝜎)𝑑𝜆                                 (4.28)  

elde edilir ve 𝜆𝜎 = 𝑡 dönüşümü uygulanırsa  

                                             ∫ 𝑓(

𝜏
𝜎

1

𝜆𝜎)𝑔′(𝜆𝜎)𝑑𝜆 =
1

𝜎
∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 

𝜏

𝜎

                       (4.29) 

olur. Ayrıca eşitsizliğin sağ tarafı için  
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∫ 𝑓(

𝜏
𝜎

1

𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑔′(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆 ≤ ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))𝑔′(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆

𝜏
𝜎

1

                           (4.30) 

ifadesinin sağ tarafı incelenecektir. 

1. 1 ≤
𝜏

𝜎
≤

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
  ise, 

∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))𝑔′(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆

𝜏
𝜎

1

= ∫  𝜆𝑓(

𝜏
𝜎

1

𝜎)𝑔′(𝜆𝜎)𝑑𝜆                         (4.31) 

 

burada 𝜆𝜎 = 𝑡 değişken değiştirmesi yapılırsa integral  

   ∫  𝜆𝑓(

𝜏
𝜎

1

𝜎)𝑔′(𝜆𝜎)𝑑𝜆 =
𝑓(𝜎)

𝜎2
∫𝑡𝑔′(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

                                                   (4.32) 

olur. Burada kısmi integrasyon uygulanırsa integral sonucu 

𝑓(𝜎)

𝜎2
∫𝑡𝑔′(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

=
𝑓(𝜎)

𝜎2
(𝜏𝑔(𝜏) − 𝜎𝑔(𝜎) − ∫𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

) (4.33) 

olur. Buradan  

1

𝜎
∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 ≤

𝜏

𝜎

𝑓(𝜎)

𝜎2
(𝜏𝑔(𝜏) − 𝜎𝑔(𝜎) − ∫𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

)   (4.34)              

∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 ≤

𝜏

𝜎

𝑓(𝜎)

𝜎
(𝜏𝑔(𝜏) − 𝜎𝑔(𝜎) − ∫𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

) (4.35) 

eşitsizliği elde edilir. 

2. 1 ≤
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
<

𝜏

𝜎
  ise, 
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∫(𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))

𝜏
𝜎

1

𝑔′(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆           

= ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))𝑔′(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆.                               

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

+ ∫(𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))𝑔′(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

 

                                       = ∫ 𝜆𝑓(𝜎)𝑔′(𝜆𝜎)𝑑𝜆 + ∫ 𝑓(𝜏)𝑔′(𝜆𝜎)𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

(4.36) 

 

𝜆𝜎 = 𝑡 dönüşümü yapılırsa integral  

∫ 𝜆𝑓(𝜎)𝑔′(𝜆𝜎)𝑑𝜆 + ∫ 𝑓(𝜏)𝑔′(𝜆𝜎)𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

    

=
𝑓(𝜎)

𝜎2
∫ 𝑡𝑔′

𝜎
𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝜎

(𝑡)𝑑𝑡 +
𝑓(𝜏)

𝜎
∫ 𝑔′(𝑡)

𝜏

𝜎
𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝑑𝑡 (4.37) 

olur ve eşitlikteki ilk integrale kısmi integrasyon uygulanırsa 
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𝑓(𝜎)

𝜎2
∫ 𝑡𝑔′

𝜎
𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝜎

(𝑡)𝑑𝑡 +
𝑓(𝜏)

𝜎
∫ 𝑔′(𝑡)

𝜏

𝜎
𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝑑𝑡

=
𝑓(𝜎)

𝜎2

(

 
 𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
𝜎𝑔 (𝜎

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
) − 𝜎𝑔(𝜎) − ∫ 𝑔

𝜎
𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝜎

(𝑡)𝑑𝑡

)

 
 

+
𝑓(𝜏)

𝜎
(𝑔(𝜏) − 𝑔 (𝜎

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
))  

=
𝑓(𝜏)

𝜎
𝑔(𝜏) −

𝑓(𝜎)

𝜎
𝑔(𝜎) −

𝑓(𝜎)

𝜎2
∫𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

(4.38) 

 

sonucu elde edilir. Buradan  

1

𝜎
∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

≤
𝑓(𝜏)

𝜎
𝑔(𝜏) −

𝑓(𝜎)

𝜎
𝑔(𝜎) −

𝑓(𝜎)

𝜎2
∫𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

  (4.39) 

∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

≤ 𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) − 𝑓(𝜎)𝑔(𝜎) −
𝑓(𝜎)

𝜎
∫𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

(4.40) 

eşitsizliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.  ■ 

Teorem 4.4 𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] ⊂ ℝ++ → ℝ++ fonksiyonu B-1-konveks bir fonksiyon ve 

𝑔: 𝐼 → ℝ++ fonksiyonu türevlenebilir, türevi B-1-konveks ve 𝑔′ ∈ 𝐿[𝜎, 𝜏] olmak üzere, 
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∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 ≤

𝜏

𝜎

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑓(𝜎)𝑔′(𝜎)(𝜏3 − 𝜎3)

3𝜎2
,                                           

𝜏

𝜎
≤
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
≤
𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)
         

3𝜏2𝑔′(𝜎)𝑓(𝜏)[𝑓(𝜎)]2

6𝜎[𝑓(𝜎)]2
−                                                                                       

𝜎2𝑔′(𝜎)(2[𝑓(𝜎)]3 + [𝑓(𝜏)]3)

6𝜎[𝑓(𝜎)]2
,                        1 ≤

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
<   

𝜏

𝜎
≤
𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)
  

                                                                      
3𝑔′(𝜏)[𝑓(𝜎)]2(2𝜏𝑔′(𝜎) − 𝜎𝑔′(𝜏))

6𝑔′(𝜎)[𝑓(𝜎)]2
−                                                               

                                                         
𝜎[𝑔′(𝜎)]2([𝑓(𝜏)]3 − 2[𝑓(𝜎)]3)

6𝑔′(𝜎)[𝑓(𝜎)]2
,                         1 <

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
≤   

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)
<
𝜏

𝜎
   

𝑓(𝜎)[𝑔′(𝜎)]2(3𝜏2𝑔′(𝜏) − 2𝜎2𝑔′(𝜎))

6𝜎[𝑔′(𝜎)]2
−                                                          

𝜎2𝑓(𝜎)[𝑔′(𝜏)]3

6𝜎[𝑔′(𝜎)]2
,                                                    1 ≤

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)
<   

𝜏

𝜎
<  
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
 

3[𝑔′(𝜎)]2𝑔′(𝜏)𝑓(𝜏)(2𝜏𝑓(𝜎) − 𝜎𝑓(𝜏))

6𝑓(𝜎)[𝑔′(𝜎)]2
−                                                     

𝜎[𝑓(𝜎)]2(2[𝑔′(𝜎)]3 + [𝑔′(𝜏)]3)

6𝑓(𝜎)[𝑔′(𝜎)]2
,                      1 <  

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)
<
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
<  
𝜏

𝜎
         

                              

(4.41)

 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: 𝑓 ve 𝑔′  fonksiyonları B-1-konveks olduğundan (2.20) eşitsizliğini sağlar. 𝑓 

fonksiyonu için geçerli (2.20) eşitsizliğinin her iki tarafı 𝑔′(𝜆𝜎 ∧ 𝜏) ile çarpılıp 𝜆 ∊

[1,
𝜏

𝜎
]  göre integrallendiğinde sol kısım için  

∫ 𝑓(

𝜏
𝜎

1

𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑔′(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆 = ∫ 𝑓(

𝜏
𝜎

1

𝜆𝜎)𝑔′(𝜆𝜎)𝑑𝜆.                                                (4.42) 

elde edilir, 𝜆𝜎 = 𝑡 dönüşümü uygulanırsa  

∫ 𝑓(

𝜏
𝜎

1

𝜆𝜎)𝑔′(𝜆𝜎)𝑑𝜆 =
1

𝜎
∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 

𝜏

𝜎

                                                                    (4.43) 
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olur. Ayrıca eşitsizliğin sağ tarafı için, 𝑓 ve 𝑔′  fonksiyonlarının B-1-konveksliğinden 

∫ 𝑓(

𝜏
𝜎

1

𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑔′(𝜆𝜎 ∧ 𝜏)𝑑𝜆 ≤ ∫  (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))

𝜏
𝜎

1

(𝜆𝑔′(𝜎) ∧ 𝑔′(𝜏))𝑑𝜆        (4.44) 

 

eşitsizliği ortaya çıkar ve sağ taraftaki integral aşağıdaki koşullar altında incelenir. 

1. 
𝜏

𝜎
≤

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
≤

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)
  ise, 

∫  (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))

𝜏
𝜎

1

(𝜆𝑔′(𝜎) ∧ 𝑔′(𝜏))𝑑𝜆 = ∫ 𝜆𝑓(𝜎)𝜆𝑔′(𝜎)𝑑𝜆

𝜏
𝜎

1

= 𝑓(𝜎)𝑔′(𝜎)∫ 𝜆2𝑑𝜆 = 

𝜏
𝜎

1

𝑓(𝜎)𝑔′(𝜎)
1

3
(
𝜏3

𝜎3
− 1) 

=
𝑓(𝜎)𝑔′(𝜎)(𝜏3 − 𝜎3)

3𝜎3
(4.45) 

olur. Buradan 

1

𝜎
∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 

𝜏

𝜎

≤
𝑓(𝜎)𝑔′(𝜎)(𝜏3 − 𝜎3)

3𝜎3
  (4.46) 

∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 

𝜏

𝜎

≤
𝑓(𝜎)𝑔′(𝜎)(𝜏3 − 𝜎3)

3𝜎2
 (4.47) 

eşitsizliği elde edilir. 

2. 
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
≤

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)
  ise, aşağıdaki iki durum ortaya çıkmaktadır 

            i. 1 ≤
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
<   

𝜏

𝜎
≤

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)
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∫(𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))

𝜏
𝜎

1

(𝜆𝑔′(𝜎) ∧ 𝑔′(𝜏))𝑑𝜆

= ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

(𝜆𝑔′(𝜎) ∧ 𝑔′(𝜏))𝑑𝜆

+ ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))

𝜏
𝜎

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

(𝜆𝑔′(𝜎) ∧ 𝑔′(𝜏))𝑑𝜆

= ∫ 𝜆𝑓(𝜎)𝜆𝑔′(𝜎)𝑑𝜆 + ∫ 𝑓(𝜏)𝜆𝑔′(𝜎)𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

= 𝑓(𝜎)𝑔′(𝜎) ∫ 𝜆2𝑑𝜆

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

+   𝑓(𝜏)𝑔′(𝜎) ∫ 𝜆𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

= 𝑓(𝜎)𝑔′(𝜎) (
[𝑓(𝜏)]3

3[𝑓(𝜎)]3
−
1

3
) +   𝑓(𝜏)𝑔′(𝜎) (

𝜏2

2𝜎2
−
[𝑓(𝜏)]2

2[𝑓(𝜎)]2
)

=
𝑓(𝜎)𝑔′(𝜎)

3
(
[𝑓(𝜏)]3 − [𝑓(𝜎)]3

[𝑓(𝜎)]3
)

+ 
𝑓(𝜏)𝑔′(𝜎)

2
(
𝜏2[𝑓(𝜎)]2 − 𝜎2[𝑓(𝜏)]2

𝜎2[𝑓(𝜎)]2
)           

= 𝑔′(𝜎) (
3𝜏2𝑓(𝜏)[𝑓(𝜎)]2 − 2𝜎2[𝑓(𝜎)]3 − 𝜎2[𝑓(𝜏)]3

6𝜎2[𝑓(𝜎)]2
) (4.48) 

sonucu elde edilir, buradan  

1

𝜎
∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 ≤  𝑔′(𝜎) (

3𝜏2𝑓(𝜏)[𝑓(𝜎)]2 − 2𝜎2[𝑓(𝜎)]3 − 𝜎2[𝑓(𝜏)]3

6𝜎2[𝑓(𝜎)]2
)

𝜏

𝜎

(4.49) 

∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 

𝜏

𝜎

≤ 𝑔′(𝜎) (
3𝜏2𝑓(𝜏)[𝑓(𝜎)]2 − 2𝜎2[𝑓(𝜎)]3 − 𝜎2[𝑓(𝜏)]3

6𝜎[𝑓(𝜎)]2
) (4.50) 

eşitsizliği elde edilir. 

          ii. 1 <
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
≤  

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)
<

𝜏

𝜎
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∫  (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))

𝜏
𝜎

1

(𝜆𝑔′(𝜎) ∧ 𝑔′(𝜏))𝑑𝜆

= ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔′(𝜎) ∧ 𝑔′(𝜏))𝑑𝜆

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

+ ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔′(𝜎) ∧ 𝑔′(𝜏))𝑑𝜆

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

+ ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔′(𝜎) ∧ 𝑔′(𝜏))𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)

= ∫ 𝜆𝑓(𝜎)𝜆𝑔′(𝜎)

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

𝑑𝜆 + ∫ 𝑓(𝜏)

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

(𝜆𝑔′(𝜎))𝑑𝜆 + ∫ 𝑓(𝜏)𝑔′(𝜏)𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)

= 𝑓(𝜎)𝑔′(𝜎) ∫ 𝜆2

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

1

𝑑𝜆 + 𝑓(𝜏)𝑔′(𝜎) ∫ 𝜆

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝑑𝜆 

+   𝑓(𝜏)𝑔′(𝜏) ∫ 𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)

=
𝑓(𝜎)𝑔′(𝜎)

3
(
[𝑓(𝜏)]3 − [𝑓(𝜎)]3

[𝑓(𝜎)]3
)

+
𝑓(𝜏)𝑔′(𝜎)

2
(
[𝑔′(𝜏)]2[𝑓(𝜎)]2 − [𝑔′(𝜎)]2[𝑓(𝜏)]2

[𝑔′(𝜎)]2[𝑓(𝜎)]2
)

+  𝑓(𝜏)𝑔′(𝜏) (
𝜏𝑔′(𝜎) − 𝜎𝑔′(𝜏)

𝜎𝑔′(𝜎)
)         

 

=
   3𝑔′(𝜏)[𝑓(𝜎)]2(2𝜏𝑔′(𝜎) − 𝜎𝑔′(𝜏)) − 𝜎[𝑔′(𝜎)]2([𝑓(𝜏)]3 − 2[𝑓(𝜎)]3)

6𝜎𝑔′(𝜎)[𝑓(𝜎)]2
(4.51) 

 



 

35 

 

ifadesi elde edilir, buradan  

1

𝜎
∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 

𝜏

𝜎

≤                                                                                        

3𝑔′(𝜏)[𝑓(𝜎)]2(2𝜏𝑔′(𝜎) − 𝜎𝑔′(𝜏)) − 𝜎[𝑔′(𝜎)]2([𝑓(𝜏)]3 − 2[𝑓(𝜎)]3)

6𝜎𝑔′(𝜎)[𝑓(𝜎)]2
(4.52)

 

∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 

𝜏

𝜎

≤                                                                                             

3𝑔′(𝜏)[𝑓(𝜎)]2(2𝜏𝑔′(𝜎) − 𝜎𝑔′(𝜏)) − 𝜎[𝑔′(𝜎)]2([𝑓(𝜏)]3 − 2[𝑓(𝜎)]3)

6𝑔′(𝜎)[𝑓(𝜎)]2
(4.53)

 

eşitsizliği elde edilir. 

3. 
𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)
≤

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
  olması halinde ise aşağıdaki iki durum ortaya çıkmaktadır. 

           i. 1 ≤
𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)
<

𝜏

𝜎
<

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
  ise, 

∫  (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))

𝜏
𝜎

1

(𝜆𝑔′(𝜎) ∧ 𝑔′(𝜏))𝑑𝜆

= ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)

1

(𝜆𝑔′(𝜎) ∧ 𝑔′(𝜏))𝑑𝜆

+ ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))

 
𝜏
𝜎

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)

(𝜆𝑔′(𝜎) ∧ 𝑔′(𝜏))𝑑𝜆

= ∫ 𝜆𝑓(𝜎)𝜆

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)

1

𝑔′(𝜎)𝑑𝜆 + ∫ 𝜆𝑓(𝜎)

𝜏
𝜎

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)

𝑔′(𝜏)𝑑𝜆

= 𝑓(𝜎)𝑔′(𝜎) ∫ 𝜆2𝑑𝜆 + 𝑓(𝜎)𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)

1

∫ 𝜆 𝑑𝜆

𝜏
𝜎

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)

 

 

=
𝑓(𝜎)𝑔′(𝜎)

3
(
[𝑔′(𝜏)]3 − [𝑔′(𝜎)]3

[𝑔′(𝜎)]3
) +  

𝑓(𝜎)𝑔′(𝜏)

2
(
𝜏2[𝑔′(𝜎)]2−𝜎2[𝑔′(𝜏)]2

𝜎2[𝑔′(𝜎)]2
)   
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=
𝑓(𝜎)[𝑔′(𝜎)]2(3𝜏2𝑔′(𝜏) − 2𝜎2𝑔′(𝜎)) − 𝜎2𝑓(𝜎)[𝑔′(𝜏)]3

6𝜎2[𝑔′(𝜎)]2
(4.54) 

sonucu elde edilir. Buradan  

1

𝜎
∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 ≤

𝑓(𝜎)[𝑔′(𝜎)]2(3𝜏2𝑔′(𝜏) − 2𝜎2𝑔′(𝜎)) − 𝜎2𝑓(𝜎)[𝑔′(𝜏)]3

6𝜎2[𝑔′(𝜎)]2
 

𝜏

𝜎

(4.55) 

∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 

𝜏

𝜎

≤
𝑓(𝜎)[𝑔′(𝜎)]2(3𝜏2𝑔′(𝜏) − 2𝜎2𝑔′(𝜎)) − 𝜎2𝑓(𝜎)[𝑔′(𝜏)]3

6𝜎[𝑔′(𝜎)]2
(4.56) 

eşitsizliği elde edilir. 

          ii. 1 <
𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)
<

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
< 

𝜏

𝜎
 olur ise, bu durumda   

∫  (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))

𝜏
𝜎

1

(𝜆𝑔′(𝜎) ∧ 𝑔′(𝜏))𝑑𝜆

= ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)

1

(𝜆𝑔′(𝜎) ∧ 𝑔′(𝜏))𝑑𝜆

+ ∫ (𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔′(𝜎) ∧ 𝑔′(𝜏))

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)

𝑑𝜆

+ ∫(𝜆𝑓(𝜎) ∧ 𝑓(𝜏))(𝜆𝑔′(𝜎) ∧ 𝑔′(𝜏))

𝜏
𝜎

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝑑𝜆

= ∫ 𝜆𝑓(𝜎)𝜆𝑔′(𝜎)

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)

1

𝑑𝜆 + ∫ 𝜆𝑓(𝜎)𝑔′(𝜏)

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝑔′(𝜏)

𝑔′(𝜎)

𝑑𝜆

+ ∫ 𝑓(𝜏)𝑔′(𝜏)

𝜏
𝜎

𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝑑𝜆 
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                          =  
𝑓(𝜎)𝑔′(𝜎)

3
(
[𝑔′(𝜏)]3 − [𝑔′(𝜎)]3

[𝑔′(𝜎)]3
)                 

                                        +  
𝑓(𝜎)𝑔′(𝜏)

2
(
[𝑓(𝜏)]2[𝑔′(𝜎)]2 − [𝑓(𝜎)]2[𝑔′(𝜏)]2

[𝑓(𝜎)]2[𝑔′(𝜎)]2
)

+𝑓(𝜏)𝑔′(𝜏)(
𝜏𝑓(𝜎) − 𝜎𝑓(𝜏)

𝜎𝑓(𝜎)
) 

 

=
3[𝑔′(𝜎)]2𝑔′(𝜏)𝑓(𝜏)(2𝜏𝑓(𝜎) − 𝜎𝑓(𝜏)) − 𝜎[𝑓(𝜎)]2(2[𝑔′(𝜎)]3 + [𝑔′(𝜏)]3)

6𝜎𝑓(𝜎)[𝑔′(𝜎)]2
 (4.57) 

sonucu elde edilir. Buradan  

1

𝜎
∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 

𝜏

𝜎

≤

3[𝑔′(𝜎)]2𝑔′(𝜏)𝑓(𝜏)(2𝜏𝑓(𝜎) − 𝜎𝑓(𝜏)) − 𝜎[𝑓(𝜎)]2(2[𝑔′(𝜎)]3 + [𝑔′(𝜏)]3)

6𝜎𝑓(𝜎)[𝑔′(𝜎)]2
(4.58)

 

∫𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 

𝜏

𝜎

≤

3[𝑔′(𝜎)]2𝑔′(𝜏)𝑓(𝜏)(2𝜏𝑓(𝜎) − 𝜎𝑓(𝜏)) − 𝜎[𝑓(𝜎)]2(2[𝑔′(𝜎)]3 + [𝑔′(𝜏)]3)

6𝑓(𝜎)[𝑔′(𝜎)]2
(4.59)

 

eşitsizliği elde edilir. Böylece teorem ispatlanmış olur. ■ 

4.2 B-1-konveks Fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejer Tipi Eşitsizliklerin 

Uygulamaları 

Bu bölümde, bir önceki kısımda ispat edilmiş olan teoremlerde ifade edilen B-1-

konveks fonksiyonlar için geçerli Hermite-Hadamard-Fejer tipi eşitsizliklerin bazı 

uygulamaları verilecektir. 

 

Sonuç 4.1 𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] ⊂ (0,
𝜋

2
] → ℝ++ fonksiyonu B-1-konveks fonksiyon ve 𝑔: 𝐼 →

[0,1],𝑔(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛𝑡   negatif olmayan, integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere  

∫𝑓(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝑡𝑑𝑡

𝜏

𝜎
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≤

{
  
 

  
 

𝑓(𝜎)(𝜎𝑐𝑜𝑠𝜎 − 𝜏𝑐𝑜𝑠𝜏 + 𝑠𝑖𝑛𝜏 − 𝑠𝑖𝑛𝜎)

𝜎
, 1 ≤

𝜏

𝜎
≤
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)

𝑓(𝜎)𝑐𝑜𝑠𝜎 − 2𝑓(𝜏)𝑐𝑜𝑠 (𝜎
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
)

+𝑓(𝜏)𝑐𝑜𝑠𝜏 +  
𝑓(𝜎)

𝜎
(𝑠𝑖𝑛 (𝜎

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
) − 𝑠𝑖𝑛𝜎) , 1 ≤

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
<
𝜏

𝜎

(4.60) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: 𝑓 fonksiyonu B-1-konveks olduğundan, Teorem 4.1 sağlanır. Eşitsizlik için 

işlemler uygulandığında,  

1. 1 ≤
𝜏

𝜎
≤

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
 için 

∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)√𝑡𝑑𝑡 ≤
𝑓(𝜎)

𝜎
∫ 𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡𝑑𝑡

𝜏

𝜎

                                         

≤
𝑓(𝜎)(𝜎𝑐𝑜𝑠𝜎 − 𝜏𝑐𝑜𝑠𝜏 + 𝑠𝑖𝑛𝜏 − 𝑠𝑖𝑛𝜎)

𝜎

(4.61) 

2. 1 ≤
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
<

𝜏

𝜎
  için  

                             

∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)√𝑡𝑑𝑡 ≤
𝑓(𝜎)

𝜎
∫ 𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡𝑑𝑡 + 𝑓(𝜏) ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑡𝑑𝑡

𝜏

𝜎
𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝜎
𝑓(𝜏)
𝑓(𝜎)

𝜎

                                            

≤ 𝑓(𝜎)𝑐𝑜𝑠𝜎 − 2𝑓(𝜏)𝑐𝑜𝑠 (𝜎
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
) + 𝑓(𝜏)𝑐𝑜𝑠𝜏                              

+ 
𝑓(𝜎)

𝜎
(𝑠𝑖𝑛 (𝜎

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
) − 𝑠𝑖𝑛𝜎)               (4.62)                       

 

eşitsizliğinin sağlandığını görülür. 

Sonuç 4.2 𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] ⊂ ℝ++ → ℝ++ fonksiyonu B-1-konveks bir fonksiyon ve 

𝑔: [0,+∞) → ℝ++ , 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir  B-1-

konveks fonksiyon olmak üzere 

∫𝑓(𝑡)𝑙𝑛𝑡𝑑𝑡 ≤ lnσ [
[𝑓(𝜎)]2(3𝜏2𝑓(𝜏) − 2𝜎2𝑓(𝜎)) − 𝜎2[𝑓(𝜏)]3

6𝜎[𝑓(𝜎)]3
]

𝜏

𝜎

(4.63) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: 𝑓 fonksiyonu B-1-konveks olduğundan Teorem 4.2 sağlanır. Teoremdeki 

eşitsizliğe göre, 1 ≤
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
 ≤

𝜏

𝜎
≤

𝑙𝑛𝜏

𝑙𝑛𝜎
  olduğundan,   
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∫ 𝑓(
𝜏

𝜎

𝑡)𝑙𝑛𝑡𝑑𝑡 ≤ lnσ [
[𝑓(𝜎)]2(3𝜏2𝑓(𝜏)− 2𝜎2𝑓(𝜎))− 𝜎2[𝑓(𝜏)]3

6𝜎[𝑓(𝜎)]3
] (4.64) 

eşitsizliğinin sağlandığını görülür. 

Sonuç 4.3 𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] ⊂ ℝ++ → ℝ++ fonksiyonu B-1 konveks fonksiyon  

ve 𝑔: [0,+∞) → ℝ++, 𝑔(𝑥) = 𝑥2 fonksiyonu  türevlenebilir ve  𝑔′ ∈ 𝐿[𝜎, 𝜏] olmak 

üzere, 

∫𝑓(𝑡)𝑡𝑑𝑡 ≤

{
 
 

 
 
𝑓(𝜎)

3𝜎
(𝜏3 − 𝜎3),                                           1 ≤

𝜏

𝜎
≤
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)

𝑓(𝜏)𝜏2 − 𝑓(𝜎)𝜎2 −
𝑓(𝜎)
3𝜎

(𝜏3 − 𝜎3)

2
, 1 ≤

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
<
𝜏

𝜎
 

𝜏

𝜎

(4.65) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: 𝑓 fonksiyonu B-1-konveks olduğundan, Teorem 4.3 sağlanır ve teoremdeki 

işlemler uygulandığında,  

1. 1 ≤
𝜏

𝜎
≤

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
   

∫𝑓(𝑡)(2𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

≤
𝑓(𝜎)

𝜎
(𝜏3 − 𝜎3 − ∫𝑡2𝑑𝑡

𝜏

𝜎

) (4.66) 

∫𝑓(𝑡)𝑡𝑑𝑡

𝜏

𝜎

≤
𝑓(𝜎)

3𝜎
(𝜏3 − 𝜎3) (4.67) 

eşitsizliği elde edilir. 

2. 1 ≤
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
<

𝜏

𝜎
   

∫𝑓(𝑡)(2𝑡)𝑑𝑡

𝜏

𝜎

≤ 𝑓(𝜏)𝜏2 − 𝑓(𝜎)𝜎2 −
𝑓(𝜎)

𝜎
∫ 𝑡2𝑑𝑡

𝜏

𝜎

(4.68)  

∫𝑓(𝑡)𝑡𝑑𝑡

𝜏

𝜎

≤
𝑓(𝜏)𝜏2 − 𝑓(𝜎)𝜎2 −

𝑓(𝜎)
3𝜎

(𝜏3 − 𝜎3)

2
(4.69) 

eşitsizliği elde edilir. 
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Sonuç  4.4 𝑓: 𝐼 = [𝜎, 𝜏] ⊂ ℝ++ → ℝ++ fonksiyonu B-1-konveks bir fonksiyon ve 

𝑔:ℝ++ → ℝ++ 𝑔(𝑥) = 𝑥
3

2 fonksiyonu türevlenebilir, türevi B-1-konveks ve 𝑔′ ∈

𝐿[𝜎, 𝜏] olmak üzere, 

∫𝑓(𝑡)√𝑡𝑑𝑡 ≤

𝜏

𝜎

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
[𝑓(𝜎)]2(6√𝜎. 𝜏3 − 3𝜎𝜏 − 2𝜎2) − 𝜎2[𝑓(𝜏)]3

6√𝜎[𝑓(𝜎)]2
, 1 ≤

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
≤   

√𝜏

√𝜎
≤
𝜏

𝜎

𝑓(𝜎)(3√𝜏5 − 2√𝜎5 − 𝜎√𝜏)

2𝜎
, 1 ≤

√𝜏

√𝜎
<   

𝜏

𝜎
<
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)

𝑓(𝜏) (2√𝜏3𝑓(𝜎) − 𝜎√𝜏𝑓(𝜏))

2𝑓(𝜎)
−

2[𝑓(𝜎)]2(√𝜏3 + √𝜎3)

2𝑓(𝜎)
, 1 <

√𝜏

√𝜎
<
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
  <

𝜏

𝜎

(4.70)

 

eşitsizliği sağlanır.    

İspat: 𝑓 ve 𝑔′  fonksiyonları B-1-konveks olduğundan, Teorem 4.4’deki eşitsizlik 

sağlanır, bu durumda işlemler uygulandığında, 

1. 1 ≤
𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
≤  

√𝜏

√𝜎
≤

𝜏

𝜎
  

3

2
∫𝑓(𝑡)√𝑡𝑑𝑡 ≤

𝜏

𝜎

[𝑓(𝜎)]2(6√𝜎. 𝜏3 − 3𝜎𝜏 − 2𝜎2) − 𝜎2[𝑓(𝜏)]3

4√𝜎[𝑓(𝜎)]2
(4.71) 

∫𝑓(𝑡)√𝑡𝑑𝑡 ≤

𝜏

𝜎

[𝑓(𝜎)]2(6√𝜎. 𝜏3 − 3𝜎𝜏 − 2𝜎2) − 𝜎2[𝑓(𝜏)]3

6√𝜎[𝑓(𝜎)]2
(4.72) 

eşitsizliği elde edilir. 

2. 1 ≤
√𝜏

√𝜎
<   

𝜏

𝜎
<

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
  

3

2
∫𝑓(𝑡)√𝑡𝑑𝑡 ≤

𝜏

𝜎

3𝑓(𝜎)(3√𝜏5 − 2√𝜎5 − 𝜎√𝜏)

4𝜎
(4.73) 

∫𝑓(𝑡)√𝑡𝑑𝑡 ≤

𝜏

𝜎

𝑓(𝜎)(3√𝜏5 − 2√𝜎5 − 𝜎√𝜏)

2𝜎
(4.74) 

eşitsizliği elde edilir. 
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3. 1 <
√𝜏

√𝜎
<

𝑓(𝜏)

𝑓(𝜎)
  <

𝜏

𝜎
  

3

2
∫𝑓(𝑡)√𝑡𝑑𝑡 ≤

𝜏

𝜎

3𝑓(𝜏) (2√𝜏3𝑓(𝜎) − 𝜎√𝜏𝑓(𝜏)) − 2[𝑓(𝜎)]2(√𝜏3 + √𝜎3)

4𝑓(𝜎)
(4.75) 

∫𝑓(𝑡)√𝑡𝑑𝑡 ≤

𝜏

𝜎

𝑓(𝜏) (2√𝜏3𝑓(𝜎) − 𝜎√𝜏𝑓(𝜏)) − 2[𝑓(𝜎)]2(√𝜏3 + √𝜎3)

2𝑓(𝜎)
(4.76) 

eşitsizliği elde edilir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER  

5.1 Tezde Elde Edilen Sonuçlar 

Bu tezde matematiksel analizde büyük bir öneme sahip olan Hermite-Hadamard-Fejer 

Eşitsizliği’nin, soyut konvekslik çeşidi olan B-1-konvekslik için daha detaylı 

incelenmesi amaçlanmıştır. Son zamanlarda ekonomi, optimizasyon ve mühendislik 

gibi alanlarda büyük katkıları olan Hermite-Hadamard-Fejer Eşitsizliği’nin farklı 

soyut konvekslik çeşitleri üzerinde çalışılması bu disiplinler üzerinde gelişmeyi ve 

ilerlemeyi sağlamaktadır. Bu alanlarda popüler olan B-1-konveksliğin, Hermite-

Hadamard-Fejer Eşitsizliği için incelenmesinin literatüre büyük bir katkı sağlayacağı 

öngörülmüştür. Bu çalışma, ilgili literatürdeki boşlukları doldurarak, gelecek 

araştırmalar için yeni bir perspektif sunmaktadır. 

Bu doğrultuda, tezde klasik konveksliğin soyutlaştırılma yöntemleri verilerek bu 

yöntemler ile daha öncesinde elde edilmiş olan B-1-konveks küme ve fonksiyonların 

tanımlarına değinilmiş, bu kavramlar için yeni birkaç örnek elde edilmiştir ve böylece 

bu konuda daha genel sonuçlar için yol açılmıştır. Daha önce B-1-konveks fonksiyonlar 

için çalışılmış olan Jensen Eşitsizliği, Ostrowski Eşitsizliği, Hermite-Hadamard 

Eşitsizliği ve bu eşitsizliklerin uygulamaları, tezde ifade edilmiş ve araştırma konusu 

daha detaylı incelenmiştir. 

Detaylı bir çalışma ile ispatlanmış olan B-1-konveks fonksiyonlar için genelleştirilmiş 

Hermite-Hadamard-Fejer Eşitsizliği’ni, farklı koşullar altında inceleyerek eşitsizliğin 

değişimi gözlemlenmiştir. B-1-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejer 

Eşitsizliği, Teorem 4.1’de ispatlanmıştır. Bununla beraber Hermite-Hadamard-Fejer 

Eşitsizliği’ndeki çekirdek fonksiyonun üzerine bazı kriterler eklenerek elde edilen 

eşitsizliğin farklı uyarlamaları da Teorem 4.2, Teorem 4.3 ve Teorem 4.4’te ispat 

edilmiştir. Böylelikle tezde, B-1-konvekslik üzerine matematiksel uygulama yönünden 

daha genel sonuçlar ifade edilmiştir. Aynı zamanda, Sonuç 4.1, 4.2, 4.3 ve 4.4 ile tezde 

elde edilen B-1-konveks fonksiyon örnekleri yardımı ile yeni eşitsizlikler ifade edilmiş, 

bu eşitsizliklerin geçerlilikleri ve ilk uygulamaları böylece verilmiş olmuştur.  

 

 

5.2 Tez Konusu İle İlgili Çalışma Önerileri ve Açık Problemler 

Bu tezde elde edilen Hermite-Hadamard-Fejer Eşitsizliği için, ele alınan fonksiyonun 

B-1-konveks fonksiyon olma koşulu konulmuştur. Bu koşullar altında ortaya çıkan 

eşitsizlikler, daha farklı durumlar ve fonksiyonların kendine özel diğer gerek ve yeter 

şartları altında da incelenerek, bu konu ile ilgili çalışmalar ilerletilebilir. Hermite-

Hadamard-Fejer Eşitsizliği’nin çekirdek fonksiyonu üzerine farklı koşullar eklenerek 
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eşitsizlik daha detaylı incelenebilir ve bu inceleme sonucu ile literatürdeki eksiklikler 

doldurulabilir. 

Ayrıca tezde incelenmiş olan Hermite-Hadamard-Fejer Eşitsizliği, farklı soyut 

konvekslik çeşitleri ve değişken koşullar altında incelenerek literatüre katkı 

sağlanabilir. 

Hermite-Hadamard-Fejer Eşitsizliği’nin, çekirdek fonksiyonu aracılığıyla 

matematiksel fizik üzerinde kullanılan bazı seriler için de uygulamaları 

bulunmaktadır. Bu sebeple, uygulamalar üzerine daha ayrıntılı çalışmalar ve 

genişlemeler elde edilebilir. Farklı soyut konvekslik çeşitleri için de benzeri 

uygulamaların gerçekleştirilmesi mümkündür.   

Tezde elde edilen eşitsizliklerin kesirli integral formları açık problemlerden biridir. Bir 

diğeri ise Hölder, gibi eşitsizlikler ve yardımcı lemmalar ile farklı koşullar altındaki 

eşitsizliklerin elde edilmesidir. Ayrıca, bunun benzeri daha birçok açık problem 

vermek mümkündür.  
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