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1. GIRIS

Konveks analiz Optimizasyon Teorisi [1], Esitsizlikler Teorisi [2], Matematiksel
Ekonomi [3,4] gibi giincel konularda kullanimi gittikge artan, matematigin 6nemli bir
dalidir. Bu yonden bakildiginda hem teorik hem de pratik olarak kullanim alani
olduk¢a yayginlagsmaktadir. Bu baglamda konveksligin bir alt dali olan soyut
konvekslik de son zamanlarda ¢ok giindemdedir [5, 6]. Konveksligin soyutlastiriimasi
“topolojik soyut konvekslik”, “fonksiyonel soyut konvekslik” ve bunlara ek farkl
birka¢ yontemle gerceklestirilmektedir [5]. Bu yontemlerle elde edilen bir¢cok soyut

konvekslik tiirli olup burada bunlardan birkagina yer verilmistir [6-13].

B-konvekslik bir soyut konvekslik bicimidir [8]. Ilk c¢alismalar ekonomik
uygulamalari ile birlikte siirdiiriilirken, daha sonra hem uygulamalar1 hem teorik
olarak incelenmesi iizerine arastirmalar yapilmistir. B-konveksligin genellestirilmesi
lizerine baz1 ¢alismalar gerceklestirilmis ve Ky-Fan esitsizligi, Nash dengesi gibi

ekonomik uygulamalar1 [14-18] makalelerinde incelenmistir.

Fonksiyonun o6zellikleri ve esitsizlikler ile ilgili uygulamalar1 da [19-24]
makalelerinde calisilmistir. Ayrica bu konu ile ilgili hala pek ¢ok calisilacak acik

problem mevcuttur.

Esitsizlikler konveks fonksiyonlarin matematiksel uygulamalarinin en baginda gelen
caligmalardandir [2,4]. Hem matematik hem de diger alanlarda kullanilan en 6nemli
esitsizliklerin bir ucunun konvekslige dayandigr gozlemlenebilir. Ayrica, kendi
icerisinde de daha farkli sonuglar veren pek ¢ok genel durum sdz konusudur. Ornegin;
konveks fonksiyonlar i¢in gecerli en bilinen ve en temel Jensen esitsizliginden; Holder,
Minkowski ve Cauchy-Shwartz esitsizlikleri, kendi uzun ve zorlu ispatlarina gerek
duyulmadan, kolaylikla bir konveks fonksiyon yardimiyla elde edilebilirler. [25-28].

Dolayisiyla, bu konudaki ¢alismalar tizerinde durulmasi zaruri hale gelmistir.

Esitsizliklerin soyut konvekslik tiirleri iizerine uygulanmasi c¢aligmalari literatiirde
yaygin olarak yer almistir [29-34]. Ornegin, Gauss-Jacobi Esitsizliginin m-konveks
fonksiyonlar i¢in formu asagidaki gibidir [7]:



0 <{<n<o olmak iizere, f:[{,n] - R fonksiyonu [{,n] araliginda siirekli ve
f € L([¢,n]) olsun. Eger f, [, n] araliginda m-konveks (Tanim 4.2.6) ise Vm € (0,1]
ve p,q > 0 igin;

n
f (= QP (n — x)f (W)dx
4

< (- QP+ min{B(q +2,p + DF(Q) +mBlq+1,p +2)f (2)

Bla+1p+2f()+mBlg+2p+1f (L)} (1.1)
esitsizligi gecerlidir. Burada £, beta fonksiyonudur.

Bu calismada bize altyapr olusturacak temel bazi kavramlar ele aldiktan sonra,
esitsizlikler kuraminda oldukga 6nemli bir yere sahip olan Gauss-Jacobi niimerik
metodu iizerine yine O6nemli bir soyut konveks fonksiyon tiirii olan B-konveks
fonksiyonlar uygulanmistir. Ikinci béliimde, g¢aligmalarda kullanilan bazi 6zel
fonksiyonlara ve oOzelliklerine yer verilmistir. Ardindan, konveks kiime ve
fonksiyonlar ile ilgili genis bir kisim olusturulmustur. Dordiincii bolim, soyut
konvekslik yapisi ve bazi1 soyut konveks fonksiyon cesitlerini igermektedir. B-
konvekslik ile ilgili kullanilacak bilgiler ve konveksligin tanitimi sonraki boliimde
gerceklestirilmistir. Altinc1 boliimde, konveksligin uygulamasi olan esitsizliklerden
bahsedilmis ve en Onemlileri gosterilmistir. Yedinci boliim ise tezde elde edilen
sonuclar1 barindirmaktadir. Bu béliimde, B-konveks fonksiyonlar i¢in gegerli Gauss-
Jacobi esitsizlikleri ve bunun farkli versiyonlar1 ifade ve ispat edilmistir. Sonug ve
oneriler boliimiinde ise tez ile ilgili sonuglar ve buna bagli bazi agik problemlere yer

verilmistir.



2. BAZI OZEL FONKSIiYONLAR

Tamim 2.1  (Gauss Hipergeometrik Fonksiyonu) [35-37] {,n € C, w € C\Z,

olmak tizere,

 (OnMn
—_—Z

L (@)n!

Fi(Gmic2) = (2.1)

n

fonksiyonuna Gauss hipergeometrik fonksiyonu denir.

Tamim 2.2  (Tamamlanmams Beta Fonksiyonu) [38] p > 0,g>0ve 0 <z <

1 olmak iizere,

Z

N2n®=&m®=fﬁ*ﬂ—ﬂ*Wt 2.2)

0

fonksiyonuna tamamlanmamis beta fonksiyonu denir.

Tammm 2.3  (Beta Fonksiyonu) [38] p > 0, ¢ > 0 olmak iizere,

1

Mn®=fﬁ*ﬂ—G*%t 23)

0

fonksiyonuna beta fonksiyonu denir.
Tamamlanmamis beta fonksiyonunda z = 1 alinirsa beta fonksiyonu elde edilir.

Hipergeometrik fonksiyon ve tamamlanmamis beta fonksiyonu arasinda asagidaki

iliski s6z konusudur [38]:

Zp
B(z,p,q) = > Fi(p,1—q;p+1;2) (2.4)

Tamim 2.4  (Diizenlenmis Tamamlanmamis Beta Fonksiyonu) [39] p > 0, g >

0,0 <x <1vepB(p, q) beta fonksiyonu olmak tizere,

1 X
L(p,q) = f tP~1(1 — )9 1dt (2.5)

B, @) )



fonksiyonuna diizenlenmis tamamlanmamis beta fonksiyonu denir.

Tanmm 2.5  (Diizenlenmis Tamamlanmamis Beta Fonksiyonunun Tiimleyeni)

[39]p>0,g>0,0<x<1vepB(p q) beta fonksiyonu olmak iizere,

1
L, @) = ! f tP~1(1 - )97 1dt (2.6)

B, q) J

fonksiyonuna diizenlenmemis tamamlanmamis beta fonksiyonunun tiimleyeni denir.



3. KONVEKSLIK

3.1 Konveks Kiimeler

Tanim 3.1.1 [40] CcR" ve C# @ olsun. Vx,y€C ve 0<A<1 i¢in Ax +

(1 — A1)y € C oluyor ise C kiimesine konveks kiime denir.

Baska bir sekilde ifade edecek olursak, C kiimesinden alinan herhangi iki noktay1
birlestiren dogru pargasi tizerindeki noktalar yine C kiimesinin elemani oluyorsa C
kiimesi konvekstir (Sekil 3.1.). Konveks olmayan kiimeye konkav kiime denir (Sekil
3.2.).

i

Sekil 3.1. Konveks kiime

Sekil 3.2. Konkav kiime
Ornek 3.1.1 R"™, @ ve {x,} tek nokta kiimeleri konvekstir.

Tamim 3.1.1 [40] xq,x5,...,%, € R® noktalar1 verilsin ve negatif olmayan

A, Ay, oo, Ay sayilan 3725 A; = 1 kosulunu saglasin. Bu durumda,
Aixg + Apxy + o+ A, (3.1)

toplamina xy, x5, ..., X,, noktalarmin konveks kombinasyonu denir.



Teorem 3.2.1 [40] Bir € c R™ kiimesinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

elemanlarinin tiim konveks kombinasyonlarini icermesidir.

Teorem 3.2.2 [40] C € R™, f: C —» R U {00} olmak lizere;

{owlxeCueR f(x) <yl (3.2)

biciminde ifade edilen kiimeye f fonksiyonunun epigrafi denir ve epif ile gosterilir.
Ozel olarak C c R icin f’nin epigrafi f fonksiyonunun grafiginin iistiinde kalan
kiimeyi belirtir (Sekil 3.3.).

epif

Sekil 3.3. Tek degiskenli herhangi bir f fonksiyonu i¢in epigraf
3.2 Konveks Fonksiyonlar
Tamm 3.2.1 [40] C < R", f: C — Rolsun. epif c R™*1 olmak iizere,
epif ={(x,If(x) < p,vx € C} (3.3)

kiimesi konveks ise, f fonksiyonuna C kiimesi tizerinde konveks fonksiyon denir.

Ornek 3.2.1

i) —oo <<+ olmak iizere, f:R— RU {4}, f(x)=e%* fonksiyonu
konveks fonksiyondur.

i) —o<p<0 olmak iizere, f:R—> RU{+oo} f(x)=«xp’ x>0

— s s +OO, x S 0

fonksiyonu konveks fonksiyondur.

. _(xP, x=0

i) 1<p<+o olmak tlizere, f:R->RU{+o0}, f(x)= too, x<0

fonksiyonu konveks fonksiyondur.



Konveks fonksiyonlar i¢in gegerli gerekli ve yeterli kosul veren asagidaki teorem pek

¢ok durumda kullanishdir.

Teorem 3.2.1 [40] C € R™ konveks bir kiime ve f:C — RU {4} olsun. f

fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter kosul V x,y € Cve 0 < 1 < 1igin,

fAx+ (1 =Dy) SAf(x) + (1 =Df (x) (3.4)

esitsizliginin saglanmasidir.



4. SOYUT KONVEKSLIK

Tammm 4.1 [5] H, X kiimesi iizerinde tanimli sonlu fonksiyonlarin bir kiimesi ve

f:X - RU{to0} olsun. Eger, H fonksiyonlar kiimesinin
f(x) =sup{th(x)|lh € U}, Vvx € X (4.1)

kosulunu saglayacak bi¢imde bir U alt kiimesi var ise, f fonksiyonuna H fonksiyonlar
kiimesine gore soyut konvekstir (veya H-konvekstir) denir. Burada, H fonksiyonlar

siifina elemanter fonksiyonlar ailesi denir.
H = @ olmasi durumunda f(x) = —oo olarak kabul edilecektir.
41  Soyutlama Yontemleri

Tamim 4.1.1 (Topolojik Soyut Konvekslik) [5] X bir vektor uzay, C < X olsun.
Vm > 2 tamsayist igin, Vj, € R™ kiimesi ele alnsin. Bir ¢,,:C™ xV,, = C

fonksiyonlar ailesi verilsin. Eger, U € C olmak iizere,
X1, X2, 0, Xm €U, aq,0y...,0, €V
elemanlari igin,
O (X1, X5 oo, Xy, A1, A5 ..., Uy) € U, m=23,.. (4.2)
ise U kiimesine ¢,, fonksiyonlar ailesine gore soyut konvekstir denir.

Tamm 4.1.2 (Fonksiyonel Soyut Konvekslik) [5] X bir vektor uzay, C € X ve L
kiimesi de #: C — R fonksiyonlarinin bir ailesi olsun. Eger U € C olmak iizere, V x &
U noktas1 L fonksiyonlar ailesinden bir fonksiyon ile U kiimesinden ayrilabilir ise, yani

£(x) > supf(u) kosulunu saglayacak bir £ € L fonksiyonu var ise, U kiimesine L
ueu

fonksiyonlar ailesine gore soyut konveks kiime denir.



4.2 Soyut Konvekslik Cesitleri

Tamm 4.2.1 (B~ !-konveks Kiime) [9] Bir A ¢ R?, kiimesinden alman V x;,x, €
A ve Vt € [1,00) i¢in tx; A x, € A olursa A kiimesine B~ !-konveks kiime denir.
Burada A isareti koordinatlara gére minimumu gostermektedir.

Tamim 4.2.2 (B~ !-konveks Fonksiyon) [10] A c R%,, f:A > R, U {+»} ve A

kiimesi B~ !-konveks olsun. V x;,x, € Ave V t € [1,0) i¢in
fQxAy) < Af(x) A f(¥) (4.3)
esitsizligi gecerli ise f fonksiyonuna B~ !-konveks fonksiyon denir.

Tamm 4.2.3 (Log-konveks Fonksiyonlar) [4] I, reel sayilarin bir alt aralig1 olsun.
Eger bir f: 1 = R, , fonksiyonu i¢in log f fonksiyonu konveks ise, ya da denk olarak

Vx,y €lvelde€[01]i¢in
fQx+ (1= Dy) < [FEIFOI (4.4)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna log-konveks fonksiyon denir.

Tanmmm 4.2.4 (P-fonksiyonlar) [6] I c R olmak iizere p:I —» R, fonksiyonu
Vx,y €lvelde€[01]i¢in

p(Ax+ (1 -Dy) <p() +p(») (4.5)
esitsizligini sagliyorsa, bu fonksiyona P-tipi bir fonksiyon ya da P-fonksiyon denir.

Tamim 4.2.5 (Kuazikonveks Fonksiyon) [6] I € R olmak iizere f:I — R bir
fonksiyon olsun. Eger V x,y € I ve A € [0,1] i¢in

fQx + (1= Dy) < max{f(x), f(y)} (4.6)

ise, f fonksiyonuna kuazikonveks fonksiyon denir.



Tanmim 4.2.6 (m-konveks fonksiyon) [11-13] m € [0,1] ve n > 0 olmak iizere,
f:10,n] - R fonksiyonu V x,y € [0,n] ve t € [0,1] igin

flx+mA—-0y) <tf(x)+mA—-t)f(y) (4.7)

esitsizligini sagliyorsa, bu fonksiyona m-konveks fonksiyon denir.

10



5. B-KONVEKSLIK

Bu boliimde, soyut konvekslik tiirlerinden biri olan B-konvekslik incelenecektir.
Ozellikle matematiksel ekonomi, optimizasyon teorisi ve teorik matematik
uygulamalarinda yeri olan ve bu tezde Gauss-Jacobi Esitsizligi’ne bagli uygulamalarin
gerceklestirilecegi B-konvekslik; B-konveks kiimeler ve B-konveks fonksiyonlar

olarak iki ayr1 baglik altinda agiklanacaktir.
5.1 B-konveks Kiimeler

Tanim 5.1.1 [8] A # @ olmak iizere, sonlu bir A ¢ R} kiimesinin B-konveks

kombinasyonu,
m
{\/ tix® | t; €[0,1], max {t;} = 1 (5.1)
. 1<ism
i=1
seklinde tanimlanir. Buradaki,
m
\/x(i) = (max{xil),xiz), ...,xim)}, max{xgl),xgz), ...,xgm)},
i=1
o, max{x,sl), x,(f), o, x,(lm)}) (5.2)

anlamindadir. Yani koordinatlara gore maksimumu ifade eder.

Tanim 5.1.2 [8] AcR? ve m =2 olmak iizere, xW,x@ . xM A4 ve
ti,ts, o, tym € [0,1] igin max(ty, ty, ..., t,,) = 1 olmak tizere
m
\/ tx® € A (5.1)
i=1

saglaniyorsa A kiimesine B-konveks kiime denir.

Teorem 5.1.1 [8] Ac R% olmak {izere, A kiimesinden alinan V x;, x, € A ve her

t €[0,1] i¢in tx; V x, € A ise A kiimesi B-konveks kiimedir.
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Ornek 5.1.1 R% de aliman x; = (1,2),x, = (6,3), x3 = (3,5) noktalarinin B-
konveks kombinasyonlarmin olusturdugu kiime klasik anlamda konveks kiime

olmadig1 halde B-konveks kiimedir (Sekil 5.1.1).

Sekil 5.1. B-konveks kiime 6rnegi

Ornek 5.1.2 Klasik anlamda konveks olan W = {(x.y)| x >0,y = 0,x? + y? <
9} c R? kiimesi ise B-konveks kiime degildir (Sekil 5.1.2).

)

Sekil 5.2. B-konveks olmayan kiime 6rnegi

12



5.2 B-konveks Fonksiyonlar

Tanim 5.2.1 [41] U C R} ve f:U - R, U {40} olsun. Eger, epif kiimesi B-
konveks kiime ise f fonksiyonuna B-konveks fonksiyon denir.

Teorem 5.2.1 [41] U € RY, f:U —» R, U {400} olsun. f fonksiyonunun B-konveks
olmasi icin gerekli ve yeterli kosul U kiimesinin B-konveks olmasi ve V x4, x, € U,

A €[0,1] igin
fxvy) <Af(x)V f(y) (5.1

esitsizliginin saglanmasidir.

Ornek 5.2.1 f:R, > R,, f(x) = i fonksiyonu B-konveks fonksiyondur.

13



6. ESITSIZLIKLER

Klasik ve soyut konvekslik tanimlar1 temelde esitsizliklere dayandigindan, esitsizlikler
teorisi klasik ve soyut konvekslikte onemli bir yere sahiptir. Bu bdliimde her iki

konvekslik tiirii i¢in sikc¢a kullanilan baz1 esitsizliklere yer verilmistir.
6.1  Klasik Konvekslikle lgili Esitsizlikler

Teorem 6.1.1 (Jensen Esitsizligi) [42] f: R™ - R U {4+o} bir fonksiyon olsun. f

fonksiyonunun konveks fonksiyon olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

f (i Aixi> < ilif(xi) (6.2)

esitsizliginin saglanmasidir, burada, x; € R", Vi € {1,2,...m} icin; A; >0, ve A, +

Ay + -+ Ay = 1 dir.
Ispat. x; € R%, 1 < i < mve (x; ;) € epif olsun. Teorem 3.2.1 geregi
f konvekstir & A, (x1, uq) + A, (x5, 43) + - + 1, (X, Um) € epif
dir. Buradan,
f konvekstir & (A1 + A5 + -+ A, Aty + Aoty + - + A lh) € epif
S (A + x5 + -+ Apx) < Aipg + oy + -+ Allm

S f(Aixg + Aaxy + o+ Apx)
S Aif(xg) + A2f () + -+ A f (x)

= f (i Aixi> < i Aif ()

elde edilir. m

Teorem 6.1.2 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) [43] I, R’de biraralik {,n € I ve { <

n olmak tizere f: 1 — R siirekli, sinirli ve konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

14



{+n I QO+
f( - )S(_nfzf(x)dxsT (6.3)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. f siirekli ve sinirli oldugundan [, 7] araliginda integrallenebilirdir. Konvekslik

tanimindan;

f@+A—-0n) <tf(O+A-t)f(n)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0,1] araliginda t ye gore integrali

aliirsa;

[ res+a-omacs [ er@de+ [a-orma
0 0 0
1 t2
Lol
_ 1) + £

2

x =t{+ (1—1t)n,t€[0,1] degisken dontisiimii yapilirsa;

1 J" _fQO+ )
=3 2

bulunur. Boylece esitsizligin sag tarafi elde edilir. Sol taraf i¢in,

1 1 {{% ’ ]|
mff(x)dx:n—llf feydx+ [ £ dx|
F ¢ (ern

esitliginde swrasiyla x =¢ +t (n C) ve x=n-—t (HT_() degisken doniisiimleri

uygulanirsa;
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n
1 (n 9 t(n —{)
T{{f F(x) dx = ”f( >+f<n— 5 )ldt

buradan,
n
f @z f (30
Z

esitsizligi elde edilir, ki boylece esitsizligin sol tarafi da ispatlanmisg olur. m

Teorem 6.1.3 (Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi) [43] {,n € R ve { < n olmak

tizere f:[{,n] » R bir konveks fonksiyon ve g:[{,n] - R negatif olmayan,
integrallenebilir ve % noktasina gore simetrik olan bir fonksiyon olmak {izere;

n

P50 o ars j £ gL

n
> wf g(x)dx (6.4)
¢

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Her t € [0,1] igin £, [{,n] araliginda konveks oldugundan;

{+m\ _ (tC+A—-On+m+(1—-1t)
f(T)_f< 2 )

@+ U= 0m) +f (o + 1 -0
- 2

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafi g(tn + (1 —t){) ile garpilip [0,1]

araliginda t ye gore integrallenir ise;

1

(D) [ o+ a-opa
0

1

1
<3 [ 9+ =00 + @ - om + faon+ (- Do) de

0
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elde edilir. Burada x = tn + (1 — t){ degisken doniisiimii yapildiginda

n

n n
n) !n_(g(X)dx SiLfg(x)-f(Hn—x)dx+!g(x)f(x)dx\n_

¢

elde edilir. { +n — x = t alinirsa,

n n 7
1
(50 zfg(x)dx < iLfg(é + 11— O.£(O)(=dt) + ! g(x)f(x)dx}

g fonksiyonu % noktasia gore simetrik oldugundan g({ +n —t) = g(t) dir.

Buradan,

n 1
(5 fmwmx [fmwﬂwa+fgavum4
4 4
) n n
s*!m@ﬂ@w+!mmﬂwm‘

b
< [ g

elde edilir, buradan,

n

f(( er 77) Jg(x)dx < Jf(x)g(x)dx
7

olur. Boylece esitsizligin sol tarafi ispatlanmis olur.
Sag tarafin ispati igin; f konveks oldugundan V t € [0,1] igin;
fEE+@=0n)+fltn+ (1 -1)0)

StfO+A-0fM+tfN+A-0f(Q) =+
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olur, dolayisiyla,

fW+A=-OmM+f+A-0n) < f(O+ )

esitsizligi elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi da g(tn + (1 — t){) ile garpilip [0,1]

araliginda t degiskenine gore integrali alinirsa;

1 1
f gt + (L — ) (L + (1 — On)de + f g(tn+ (1= DO f(tn + (1 — DY)t
0 0

1

< [(r@ + r)gen + (1 - Ot

0

olur. Bu kisimda x = tn + (1 — t){ degisken doniistimii uygulanir ise,

g(x)

n n
g)f(+n—x) iy f(;)_ggx)

n
7 < [f@ + fn) !

elde edilir. Tekrar { + n — x = k degisken doniisiimii yapildiginda,

n

n n
[ 9@ +n-0 st + [ 9 @< 7@+ ra [ gt ax
4 q 4

elde edilir. g fonksiyonu % ye gore simetrik oldugundan g({ +n —k) = g(k)

olur.

n

4 Ui
[ 960 a0 + [ 9 rax < 17@) + ra) [ 9o ax
n ¢ ¢

elde edilir. Buradan,

n

n n
[ 960 reodx+ [ 960 reax < 1@ + 1ol [ g ax
4 4 4
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n

n
[ 9t e < [+ [ 9o
4 ¢

esitsizligi elde edilir ki, boylece esitsizligin sag tarafi da ispatlanmis olur. m

Tanmim 6.1.1 (Gauss-Jacobi Niimerik Yontemi) [44] 0 <{<n <+, p>

0,q > 0 ve f fonksiyonu [{,n] araliginda tanimli reel fonksiyon olmak tizere,

n m
- 0p -0 @dr =Y B f @) +Ralf] D)
¢ k=0

seklindeki integral degere yaklasan seriyi veren bu denkleme Gauss-Jacobi niimerik
yontemi denir ve burada R, kalan terimi, f(m, k) beta fonksiyonunu, y, ise m.

dereceden Jacobi polinomunun koklerini gostermektedir.

Teorem 6.1.4 (Kuvvet Ortalama Esitsizligi) [45] p =1 olmak {izere, f ve g
fonksiyonlar1 [{,7n] araliginda taniml reel fonksiyonlar ve |f| ve |g|? fonksiyonlari

da ayn1 aralikta integrallenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

1 1
1—= =
14 14

n n n
f F(0g(0ldx < f £ GOldx f GOl g ()P 6.5)
4 4 4

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige kuvvet ortalama esitsizligi denir.

Teorem 6.1.5 (Holder integral Esitsizligi) [46] p > 1 ve %Jﬁ: 1, f ve g

fonksiyonlar1 [{,n] araliginda reel fonksiyonlar ve |f|P, |g|? fonksiyonlar1 da ayni

aralikta integrallenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

[y

P

n ¢ n q
f F(Og(0ldx < j F GO Pdx f 19(0)]7dx 6.6)
4 4 4

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Holder integral esitsizligi denir.
6.2 Soyut Konvekslikle Ilgili Esitsizlikler
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Teorem 6.2.1 (m-konveks Fonksiyonlar I¢in Gauss-Jacobi Esitsizligi) [7]0 < { <
n < oo olmak iizere f:[{,n] » R siirekli fonksiyon ve f € L([{,n]) olsun. Eger f,
[¢,n] araliginda m-konveks bir fonksiyon ise Vm € (0,1] ve Vp > 0,q > 0 igin;

n

[=or o -nrred
¢
< (- QP+ min{B(q +2,p + DF(Q) +mBlq+1,p +2)f (2)

Bla+1p+2f()+mBlg+2p+1f (L)} (6.8)
esitsizligi gecerlidir. Burada £, beta fonksiyonudur.

Teorem 6.2.2 (B-konveks Fonksiyonlar Icin Jensen Esitsizligi) [47] A c R} ve
fiA - R, U{+o} olmak tizere f fonksiyonu B-konveks fonksiyondur ancak ve

ancak A kiimesi B-konveksdir ve i = 1,2, ...,m igin Vx; € A ve A; € [0,1] 6yle ki

e
l=1,§f.’f,m{ i} i¢in

f(\m/ Aixi> < \m//lif(xi) (6.9)
i=1 i=1

esitsizligi saglanir.

Teorem 6.2.3 (B~ 1-konveks Fonksiyonlar Icin Hermite-Hadamard Esitsizligi)

[48] f:[¢,n] € R4 = R, ve B~1-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda,

. G +WfQ) n_fm

1 2 =T

= c! O orm -ar@+r2an . _rm _n 10
\ 201 = Of @) CUTF@ ¢

esitsizligi saglanir.
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7. B-KONVEKS FONKSIYONLAR iCIN GAUSS-JACOBI ESIiTSIiZLiGi

Bu béliimde, ilk olarak yardimci lemmalar ve daha sonra ise Gauss-Jacobi esitsizligi
iceren teoremler ispat edilecektir. B-konveks fonksiyonlar i¢in gegerli bu yeni

esitsizliklerin farkli sonuglar1 ise bu boliimde ifade edilecek diger calismalardandir.
Bundan sonraki tiim ifadelerde 0 < { <7 < +oo varsayimi dikkate alinacaktir.

Lemma?7.1l f:[{,n] = R, ({,n] araliginda integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu
durumda her p > 0, q > 0 igin;

n
f (7 — 2)%x? f (x)dx
4

1
= et | [ - 0% fmax(s, ode - FOfep+ La+ 1| (D)
2 n

esitligi saglanir.

Ispat. Ilk olarak f fonksiyonu icin asagidaki integrali g6z 6niine alalim.

[
1 n 1
f (1 — D7¢P f (max(?, tn})dt = f (1 — DUPF(Q)dt + f (1 — 9ePf (tn)de
0 0

n

Ele alinan bu integralde parcalanmanin ikinci kismi igin tn = x degisken doniisiimii

yapilirsa;
¢
1 n n a /x pf(x)
j(1 — )9¢P f(max{¢, tn})dt =f({)J(1—t)qtpdt+f(1—%) (5) o dx
0 0 ¢

1 n
e | 1= 0P )
¢

%
= f({)f(l —t)tPdt +
0

21



elde edilir. Buradan;

n
f (1 — 0P F () dx
4

<

1 n
= ppradt f (1 — 07 f (max{(, en}de — £(0) f (1~ o]
0 0 J

= ppadt f (1 - )97 f (max{q, m})de — FOPe(p +1,q + 1)
0 K

esitligi elde edilir.m

(7.1) esitligini beta fonksiyonu yerine hipergeometrik fonksiyon ile ifade etmek

miimkiindiir. Dolayisiyla bu ifade asagidaki lemma ile ispat edilecektir.

Lemma 7.2 f:[{,n] = R,, ({,n] araliginda integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu
durumda her p > 0, g > 0 i¢in;

n 1
f (7 — 09 2P F(0)dx = P+ f (1 — )96 f (max{(, ty})de
4 0

f(OnIPH,F (p +1,-q;p+ 2;%)
— (7.2)
p+1

ifadesi gecerlidir.

Ispat. Ispat igin ilk olarak, asagidaki integral ele alinarak, maksimum degerlere gore

parcalanacaktir:
<

1 n 1
f(l — t)9tP f (max{(, tn})dt = f(l — )P f(Qdt + f(l — )P f(tn)dt
0 0 4

n
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Esitlikte ikinci integral i¢in tn = x degisken donlisiimii yapilir ise;

<
n

f(l — t)9t? f(max{{, tn})dt = f({) f(1 —t)9tPdt + J (1 _ %)q (%)p%@dx
0 0 7

4
n n
1
= @) [ =01t + e [ (= 000 ()
0 ¢

elde edilir. Buradan;

n 1
f (7 — O F (O dx = P [ j (1 — )96 f (max(¢, ty})de
4 0

[4

n

—F©) f (1- t)qtpdt‘
0
= pprat j (1 — 0967 f (max{¢, ty})de
0

tPtLF(p+1,—qp+2;t) %
p+1

P

0

= ppradt j (1 — )96 f (max(¢, ty})de
0

)" o+ 1-gp+25)

n
p+1

P

= ppast f (1 — 096 f (max{(, ty})de
0
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FQnUrF (p+1,—gip + 2:%)

n
p+1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

B-konveks fonksiyonlar igin gegerli Gauss-Jacobi esitsizliklerinden ilki asagidaki

teorem ile ifade edilecektir.

Teorem 7.1 f:[{,n] » R, fonksiyonu ele alinsin. f fonksiyonu B-konveks bir
fonksiyon ve f € L([{,n]) olsun. Bu kosullar altinda her p > 0,q > 0 olmak tizere

asagidaki esitsizlik saglanir.

n
f = OP.(n = 0 f () dx
4

()= P | Byriorgrap @ + 1.+ 1)
M- rf@m)

+1¥(n —OPFIHIB(p + 1,9+ 1)
Jnr-grap@ +1,g+ 1)

CENIO)
+m =B +2,9+1) ¢ O

_ 2, 11, 0<==<—7=<<1
M) 1w
< o) (7.3)

D0 = oypra+i[gp(p + 1,9 + 1)

i 0O Sy
+(M =B+ 2,9+ 1)), “fm "n=
F =P iBp + 1+ 1), 0<i<is %

Ispat. f, B-konveks bir olsun. Bu durumda,
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f(max{¢,An}) < max{f(0),Af ()}

esitsizligi saglanir. Esitsizligin her iki tarafi (max{{, An} — Q)P (n — max{¢,An})? ile

carpilip A € [0,1] lizerinden integrali alinirsa; sol kisim igin

f (max{g, A} — 0P (n — max{¢, Ay} f (max(¢, An})dA

[4
n 1

- f @ - QP - O F(OdA+ f @ — 0P (1 — AT £ (An)dA
0 <

n

- j @ — P (n — An) £(an)dA
<
n

elde edilir. Burada An = x degisken doniistimii yapilir ise, esitsizligin sol tarafi igin,

1 7
1
f Gn = 0P (0 = ) f G2 = j =P -0 Ddx  (7.4)
% {
elde edilir.

Esitsizligin sag tarafi icin ise,

f (max{¢, A} — O)P (n — max{¢, A}® max{F (), Af (m)}dA
0

integrali ele alinacaktir. Bu integralde asagidaki ti¢ durum s6z konusudur:

: { _ @
<L =22
) 0<isio<1

. O _¢
i 0<—=2=<x=2x<1
) —fa T

i)

i) 0<n<1_f(n)'
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i) O < S < ;Ezi < 1 durumu igin;

1

f (max{g, A} — P (1 — max{g, A} max{f (), Af ()}dA

0

[4
n
- f (max{¢, A} — 0P (n — max{d, A® max{F (), Af (m)}dA

'~

€9)
n)

Y
~|

+ | (max{¢,An} — P (n — max{{, An})? max{f (), Af (n)}dA

= I"\l\

f (max{¢, A} — O)P (n — max{d, ¥ max{f (0), Af (m)}dA

\h‘\h
) o)
=
N

'~

o)
)

(An =P (m — )T f({)dA

Il
O\:N\
©
Q
p
3'“\/3

1
+ f @ — OP (1 — ) Af ()dA
4

|~

f(n
JiC9)
) 1
- j @ — OP (1 — A F(Q)dA + j @ — OP (1 — A Af ()dA
S Ji(9)
n f)

elde edilir. Buradaki integrallere An = t degisken doniisiimii yapilirsa;
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i)
nf Q)
fa
_ (t = OP(n —tﬂf@%u+ f(t f@)
¢ nf )
JiQ)
nf )
Fi)
f@)f ¢t - ,ﬂm f(t—O%n—qut
nf )
fan

olur. Burada, t — ¢ = (n — {)x degisken doniisiimii uygulanirsa;

)

jf-! (t — O)P(n — ohu+fﬁﬂ f(t—ovw—wwtm

nf ¢
f()

nf )
f(n

nf(-{f(m)
M=-fm)

L2 - 010 -0 - G- 0xt - s
0
@m
FRAG (= OxIP[(n = O) — ( — O]
nf(Q-=4f )
m-Of )

[{+m—Dx](n — dx
nf(-4f(m)

@=-Ofm)
—=(n — Qprratt f xP(1—x)dx

0

) f(C)

27



xP(1=x)9[{+ (n—x]ldx

nf(§)-{f(m)
M-Ofm)

fa) i
+ pz 9

nf(-{f )
@=-Orm)

El-oret [ wa-ntax

0

_ f(C)

+f(Z) U—Z)W“IZ f xP(1—x)dx
I nf(-4{fm
CEVION

+(m -9 f xPT1(1 — x)9dx

nf()-¢f ()

]
I
I
I
@-1 () |

-1 (1 = QP U Bnr—¢rap @ + 1, + 1)I
RO

f (n)

Pra*U1tB(p+ 1,9 + Dinro-¢sap@ + Lg + 1)
“m-0rm

+ =D +2,9+ 1) Jnro-rap(@ +2,9+1) (7.5)
@-Ofm

olur. (7.4) ve (7.5) den 0 < < ]’:f; < 1 durumu igin,

j (x = QP (n — DI W) dx < £ — OP* | Byrerzrom (0 + 1, + 1)
Tm-OFfm

£
+—— M- P B+ 1,9+ Dnror-¢csep@ + 1,9+ 1)
n m-Of @)

+ =D+ 2,9+ 1) Jyrr-¢rap(@ + 2,9+ 1)
(CRIVIO)]
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esitsizligi elde edilir.

i  0< % <% <1 durumu i icin;

1
f (max{g, A} — P (1 — max{g, A} max{f (), Af ()}dA
0

Ji¢e]
i)

- f (max{g, A} — P (1 — max(g, A} max{f (), Af ()}dA
0

(max{q, An} — O)P (n — max{{, An})* max{f (), Af (n)}dA

R:lm

~
N\
i~
—

=
)
=

p—

1
4 f (max{g, A} — )P (7 — max(¢, A} max{£ ), Af ()} dA
4
n

Ji(9) [4
fm ] 1
_ j 0dA + j 0dA + j G — P (g — )9 Af ()dA
0 Q) 4
@ n

elde edilir. Integrale An = t degisken doniisiimii uygulandiginda;

f (n)

f @ — OP(n — )7 Af ()dA = f (¢ - P (n— )"

77
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n
! ;’Z) [e-ora-oma
4

elde edilir. Bu integralde de tekrar t — { = (n — {)x degisken doniisiimii uygulanirsa;

n
fsz)!(t—é)p(n—t)qtdt

1
féz) f((n ~0x) = ¢ =M= D01 C + 0~ D0~ Odx
0

f(n
nZ

(n — Qpratt j (1 -7 @ + (7 = Ox)dx
0

f(n
772

1 1
(7 — Qp+a+t lc f xP(1— x)%dx + (n - {) f X+ (1 — x)%ix]
0

0

_f(m)
=

n=PH*BP+La+ D+ —DBP+2,q+1)] (7.6)

elde edilir. (7.4) ve (7.6) den 0 < % <£ <1 durumu igin,

1
j(x —OP(n —x)1f(x)dx < # (n — Q)pP+a+1
¢

[Bp+1Lg+D+m—-DBP+2,q+1)]
esitsizligi elde edilir.

i) 0< % <1 <29 gurumu s6z konusu ise; integral [0,1] araliginda oldugundan

iG))

0< % < 1 i¢in inceleme yapilir. Bu durumda,
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1
f (max{g, A} — P (1 — max(Z, A} max{f (), Af ()}dA
0

[4
n

- f (max(, A} — )P (n — max{, A}® max(f (), Af (m)}dA
0

4 f (max{g, A} — )P (7 — max(¢, An})? max{f (0), Af (7)}dA
<
n

1

[4
n
] 0dA + j G — P (n — An)? F(Q)dA
0

elde edilir. Integralde An = t degisken doniisiimii yapildiginda ise asagidaki esitlik

elde edilir.

1 n
[Gn-0r@ -y a2 =L2 [ - 0y - e
< ¢

n

i ({)( PRI 4 1,q + 1) 2.7

olur. O halde (7.4) ve (7.7) denklemlerinden 0 < % < 1 durumu igin,

n
f (x = QP — 0 fG)dx < FQM — OPHRP +1,q + 1)
4

esitsizligi elde edilir.

Ug durum birlikte géz 6niine alindiginda ispat tamamlanmis olur. m
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Bu kisimda, daha once ispat edilen yardimci lemmalar kullanilarak B-konveks
fonksiyonlar i¢in gecerli Gauss-Jacobi esitsizlikleri ile ilgili asagidaki teoremler ispat

edilecektir.

Teorem 7.2 f:[¢,n] = R, ({,n] araliginda integrallenebilir, B- konveks bir
fonksiyon olsun. Bu durumda her p > 0, g > 0 i¢in;

n
f (1 — )9 xP £ (x)dx
4

rrﬂ"*"“ Broy(p+1,q+1)+

i)
f(n)]%(p+2,q+1)B(p+2,q+1)

f(n
s, ()
< f({)ﬁ%(p+1'q+1)l: OS]TT])<1 (78)
NP
(9

kﬁl(p+1,q+1)—l3%(p+1.q+1)]. 13;(—")

esitsizligi gecerlidir.
Ispat. Lemma 7.1°den; f: [{,n] = R, ({,n] araliginda integrallenebilir bir fonksiyon

veherp > 0, g > 0 igin;

n
f (7 — )9xP £ (x)dx
4

= ppat j (1 - )97 f (max{q, m})de — FOPe(p +1,q + 1)
0 n

esitligi saglanir. f, B-konveks oldugundan,

pprast f (1 - 097 f(max{d, nDde — FOPe(p +1,q + 1)
0 n
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< pptatl U(l — )tP max{f ({), tf(m}dt — f(DB:(p+ 1, q+ 1)
: n

olur. Bu durumda,

n 1
f(n — x)9xP f(x)dx < nP*ra+t [f(l — t)7tP max{f ({), tf ()} dt
¢ 0

—f(DB:(p+1,q+ 1)]
n

esitsizligi saglanir. Burada iki durum s6z konusudur:

; f
< =22
) 0 o <1

. f
< 2o
1 @)

) 0< L© 1 durumu ele alinirsa,

JiU))

[@
)

n
j (7 — X)TxPf (X)dx < pP+a+! l j (1 - 09PF(Q)dt
4 0

1
1
|
t f (1 - OUPLF(dt — FOPe(p +1,q + 1)
L{) n
)
[ S

= pPrari [f({) J (1-0)7tPdt
0

1 1
() f (1 - OUPdt — FQPe(p +1,q + 1)
n

JilCo]
i)
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= pPratl f(()ﬁ%(P +1,q+1)
Fn

+f(77)]Lz%(P +2,q+DBP+2q+1)
fn

—f(Bs(p+1,q+ 1)]
n

olur. O halde 0 < ﬁ—g < 1 kosulu altinda,

n
f (n — 2P Fdx <P | F(OBp o+ 1g + 1)
7 )

+f(n)]%(p+ 2,q+1D(p+2,q+1)
f(n

—f(ODB:(p+1q+ 1)] (7,9)
n
esitsizligi elde edilir.

i 1< % durumu s6z konusu oldugunda ise;

n
j (m —x)9xPf(x)dx
7

[ 1
= ppadt f (1 - 0P f(max{¢, m}de — FQOPe(p +1,q + 1)
0 K

< pPratt f(l — )tPmax{f ({), tf (M}dt — f(DB(p+ 1L, g+ 1)
0 7

o halde,
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n 1
f(n —x0)TxPf(x)dx < [P+t f(l — NP f(dt—f(P¢(p+1,q +1)
z 0 K

1
= nPrI*f(0) f(l —)Pdt — fc(p +1,q+ 1)
0 7

=Pt |1Be+Lg+ 1) —B:(p+1q+ 1)]
! n

olur. Buradan 1 < % durumu i¢in,

n
j(n — )P f(X)dx < pPHF( B+ 1L,q+1) —B(p+1,q+ 1)] (7.10)
7 n

esitsizligi elde edilir.
(7.9) ve (7.10) esitsizlikleri ile ispat tamamlanir. m

Teorem 7.3 f:[¢(,n] = Ry, ({,n] araliginda integrallenebilir, B- konveks Dbir

fonksiyon olsun. Bu durumda, her p > 0, g > 0 igin;

n
j (1 — )9 P £ () dx
q
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+ o yice)
p+q+1 i 2(()2Fi(p-+ Loap +'2’f(n)>

7 P2 + 1)
fMFilp+2,—q;p +3;1)
+
p+2

IO, (p+2-ap+3; %)

fPrrmp+1)

\ + : g
_f(f)’]qu 12F1(p+1,—q,p+2,ﬁ) 0<@<1

p+1 ’ )

(7.11)

NP (), F(p+1,—q;p+2;1)

p+1
FOMIPE (p+ 1 g+ 2:%) i)
u p+1 z f@m)

esitsizligi saglanur.

Ispat. Ispat icin ilk olarak Lemma 7.2°den; f:[¢,n] = R,, ({,n] arahginda

integrallenebilir bir fonksiyon ve her p > 0, g > 0 igin;

1 1

[ =00 a pedx =prert [ 1 = re famax, ande
¢ 0

FOMIP o, (p+1,—q;p + 2;%)

p+1

esitliginin saglandig1 géz oniine alinirsa, f fonksiyonunun B-konveksliginden,

f(OngP+t 2F1< ()

1
PHa+L | (1 —¢)9¢tP ,tn}dt — +1,-qp+2;=
U] Of (1 = 6)7tP f (max{{, tn}) >+ 1 P Gp 2

< ppratt f (1 - 7P max{£ (), tf ()} dt
0
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FONUGPHE (p+1,-qp +2:5)
p+1

elde edilir. Buradan,

1
f (7 — 0T 2P F(O)dx < P+ f (1 — ©)9¢» max{£ (0, tf (m)} dt
4 0

FOMIPHE (p+ 1 —g;p + 2:%)
p+1

esitsizligi saglanir. Burada iki durum s6z konusudur:

. f
<
) 0 o )<1

T f(c')
) 1< ~ fa
i) 0< ;Ezg < 1 durumu incelenirse;

f (1 — 09X £ (x)dx
4

1
< ppa+t f (1 - O)9Pmax{f (O), tf ()}de
0

FQOnIErF (p+ 1 —gip +2;%)

_ n
p+1
e 1 1
U |
= ppra+ f (1 - OIPF(Q)dt + j (1 - P Lf (n)dt
n



f(On¢P+,F (p +1,—q;p + 2;%)
p+1

(@ 1

= gptatt I[f 1- )P f(Qdt + ](1 - t)qt””f(rl)dtll
lO

£0)
5 |

f(()nq(p-'-lel (p + 1, —-q;p + 2' %)
p+1

1@
JiQ)

0

np+q+1 f(() p+1

i’ Filp+1,—q;p+2;¢]

LI

p+2 (0 +2,—qp+3;t)

1
@]
fan

f({)nqcp-'-lel (p + 1, —-q;p + 2‘ %)
p+1

2 I i(9)
20 (p+ 1 -aip + 2E8)

= rlP+Q+1
fPHmp+1)

f(Tl)zFl(p+2 —q;p + 3; 1)
p+2

p+2 JACY)
_f 9P F1(P+2 qp+3f(77))

P+ 1

FOMIPH o, (p+ 1L —q;p + 2;%)
B p+1

elde edilir.

ii) 1< f(()

=Tm durumu i¢in ise;
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n
f (7 — 2)%x? f (x)dx
4

1
< ppra+t f (1 — 9P max(f (), ¢ ()}t
0

f(()nq(p-'-lel (p + 1, —-q;p + 2' %)
p+1

FOMIGPF, (p+ L g0 +2:5)

p+1

1
=nrrar I f (1 —O%Pf(Odt| -
0

LR (p+1,—q;p + 2;t)
p+1

e

1

J

f({)nqcp-'-lel (p + 1, —q;p + 2‘ %)
p+1

_17 DA+ L —gp+ 2D
p+1

f(mIgPH,Fy (p +1L-q;p+ 2;5)

n
p+1

elde edilerek ispat tamamlanir. m

Simdi A > 1 ve f* bir B-konveks fonksiyon olmak iizere, bu tiir fonksiyonlar i¢in

gecerli Gauss-Jacobi esitsizlikleri asagidaki teoremler ile ispat edilecektir.

Teorem 7.4 f:[¢,n] —» R, fonksiyonu icin A > 1 olmak iizere, f* fonksiyonu (¢, 7]
araliginda integrallenebilir ve B-konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her p > 0,

q > 0 igin;
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f (1 — )9 P £ () dx
4

)
VLR [(f DBy +1L,q+1)
A

1

p)

+A M ay (0 + 2,9+ DB +2,q + 1))
A

N (7.12)
(B +1, q+1)) T f(()ﬁc(p+1 q+1)l f EZ;<1
PO+ 1,9+ 1) £A(0)

_nb+q+1
) n f(()ﬁ%(p+1,q+1), 1_}”(71)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Lemma 7.1°den;

f (1 — )9xP £ (x)dx
q

— +q+1
_npq

f (1 - 9P f (max{¢, m}de — FOPe(p +1,q + 1)
0 n

esitligi saglanir. Kuvvet ortalama esitsizliginden;

nPra+t [ f (1 —)9tP f(max{{, tn})dt — (P (p + 1, + 1)
0 n

1

[ 1 =7 /1 %
S [<J(1 — £)tPdt ) (J(l — £)9tP f*(max{(J, tn})dt>
0 0
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—f(B:(p+1,q+1)
n

e — |

elde edilir. f 4 B-konveks oldugundan;

i/ olt
pPra+ i (f(l — £)9tPdt > (f(l — t)tP fA(max{{, tn})dt)

|

1
1

—f(Bsp+1,q+1)
n

[ 1
| 1-1
SWMHKMP+LQ+U)A< O—G%WMWU%OJFMHW>
0

|

esitsizligi saglanir. Burada iki durum s6z konusudur:

—f(Bsp+1,q+1)
n

: A
<L —2-
) 0 £Am
. A
< —_—
0 1<5

<1

. J(9)
<
) 0= Am)

< 1 durumu ele alinir ise;

n
j (1 — 0)9xP £ (x)dx
4
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1
7

[ 1
1
< pprat [(B(p +1,q+1) % (f(l = 0)t? max{f*(9), tfl(")}dt>
0

—f(P:(p+1,q+1)
n

e — |

N

s
(7 \
=Pt ] (1 - 0% fA(dt + f(l—t)%”tfl(n)dﬂ

A
)

|
1
B +1q+1) 2= f(OB(p+1,q+ 1)|
n

|

(o) %
)
= pprari|| FA() j (1 - 097 dt + FA() j (1- 09+ de
A
()
]

(Br+1q+1) T=FQOc(p+1q+ 1)|
n

|

= pPratt [(f MDBag@+19+1)
A0

1

p

+ A (@ + 2, + DB + 2,9 + 1)
£Am
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1
Be+1,q+1D) 2= (DB +1,q+1)
n

olur. Buradan,

n
f (1 — )9xP £ (x)dx
4

< pprat [(f DBy +1L,q+1)
A

1

A
+ A )+ 2,9+ DB + 2,9 + 1))
)

Be+1,q+1) 2= fOB:(+1,q+1)
n

A
esitsizligi elde edilerek 0 < ;A_g; < 1 durumu ispatlanmis olur.

. A .
< :
i) 1< o) durumu ele alinir ise;

n
f (7 — )9xP £ (x)dx
4
3

1
<Pl (B(p+1,q+ 1) <f(1 — )7t? max{f*({), tf’l(n)}dt>
0

—fDB:p+1,9+1)
n
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. i
=nPra 1 (B(p +1,q + 1))1_% f(l — )ItP fA()dt

—f(Bip+1,q+1)
n

1 1
1 1
= pPratt [(ﬁ(p +1,0+1) (FAOB@+1q+ D)
—f(B:(p+1,q+ 1)]
n
= pPratt Iﬁ(p +1Lq+Df( - f(OB:p+1q+ 1)]
n
elde edilir. Boylece,
n
[CEBEELE:
¢
< pPra+t lﬁ(p +1Lg+Df(Q - fDB:(p+1,9+1)
n
A
esitsizligi elde edilerek, 1 < ]’;—g’; sartt icin de esitsizlik elde edilir ve ispat

tamamlanmis olur. m

Teorem 7.5 f:[{,n] = Ry, fonksiyonu i¢in A > 1 olmak iizere, f* fonksiyonu (¢, 7]
araliginda integrallenebilir ve B-konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her p > 0,

q > 0 icin;

n
j (1 — 09 P £ () dx
4
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( piger (2P0 + 1L —qp+2;1) T

1 p+1

+2 A
(@)™ o#i (p+ 1-wp+ 2555)
[(mn))p“ p+1
Filp+2,—qp+3;1)
+ () —
1
<X fl(() 1 (7.13)
(@) Al zmarts f’%n))l O
(FAm)’ p+2 T A
pra+if(7) o+ 1L —qp+2;1)

7 p+1

_f(()nq{p-i_lZFl (p + 11 —q,p + 2;%) 1< fﬂ(()
\ p+1 ' = A

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 7.2°den; f: [¢,n] = Ry, (¢, n] araliginda integrallenebilir bir fonksiyon
ve herp > 0, g > 0 igin;

1

n
j(n — )9 xP f(x)dx = pP+a+t J(l — )9t f(max{{, tn})dt
¢

0

f(OnIP*,F (P +1,—-qp+ 2}%)
p+1

esitligi saglanir. Kuvvet ortalama esitsizliginden;

FOIPHE (p+1,-g;p + 2:%)
p+1

pPra+t j (1 — £)9t? f (max{{, tn})dt —

1
1

< pPrart f(l — t)9tPdt f(l — 0)9t? fA(max{{, tn})dt

N

1_
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F@Qn %P oF (p+ 1,—gp + 2:%)

n
p+1

elde edilir. f* fonksiyonu B-konveks oldugundan;
1 1
2/ 1 2
nptatl f(l — t)9tPdt f(l — )P fA(max{{, tynDdt
0 0

1 1-

f(()nq(p-'-lel (p + 1, —-q;p + 2' %)

p+1
< pp+a+l tP LR (p+ L —gp+2;t) |t =
i p+1 0
1
1 7
j (1 = )9t? max{f*(), tf*()}dt
0
: g
_f({)nq5p+12F1 (p +1, —q;p+ 2; ﬁ)
p+1
1_1
o ptg+l Frilo+1,—-qgp+2;1)\ 4
- p+1
1
1 7
] (1 = )7t? max{f*(Q), tf*()}dt
0
: g
SOnIErTFR (p+1-ap+ 2,5)

p+1
elde edilir. Burada iki durum sdzkonusudur:

A

= fAm) <1
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A
o)

0

f(()nq(p-'-lel (p + 1, —-q;p + 2' %)
B p+1

1

e T]p+q+1 <2F1 (p + 1! _CI; p + 2: 1))1_7

p+1

N

A0
A

k j (1 - 09 FAQ)de + j (1 - 09 tf (e |

A
fAm)

f(On1gP*1,F (P +1,—q;p+ 2;%)
p+1

1

= pPta+l <2F1 P+l -gp+2 1)>17

p+1

A
fAm)

Q) j (1 - %P dt + f2(n) j (1 0)9tP*1 dt

A
fAm)

FEOUGPHF, (p+1,-ap +2:5)
B p+1

47

1) A
) 0< ") < 1 durumu ele alinirsa;
= fAm ’
F(p+1 + 2D\ 7
1 [ 2f1 4P ;
nPrat ( — > f (1 — %P max{f*(O),tf*(n)}dt

NP

1
1



1

1__
= ppra+l <2F1(P +1,-q¢p+2 1)) A

p+1
tPHLE(p+1,—qp + 2;t) [1©
yl 241 ) ) ) ﬂ.()
<f (O P+1 Z‘) n
1 1
tP*2,F(p+2,—q;p + 3;t) A
+Am) —2 1(p &P f’1(€)>
FOnIPHF, (p+1,—gip + 2;%)
- p+1
F . . 1_%
— npt+q+1 2 1(p + 1! —q,p + 2: 1)
! p+1
[ A p+2 F( +1_ . +2fl({))
(@) "R lp+Lmar+ 2,
(G pH1
FFp+2,-¢p+3;1)
LFA 21
) —
3 1
A
e F( +2,-gp+3L (O)
(@) APt 2ap 3,
+1
(rrm)” p+2
f(OnIgP*,F, (P +1,—-q¢p+ 2;%)
B p+1
A
elde edilerek 0 < ;gg < 1 durumu igin esitsizlik elde edilir.

. @ L
i 1<Z—=2 -
) < T durumu igin ise;
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1
i

st <2F1(p +1,-g;p+21)

1—% 1
p+1 ) f (1~ )% max{f*(§), ef*(m)}de

f(()nq(p-'-lel (p + 1, —-q;p + 2' %)
p+1

- 1

' /1 z
= f(l R f(l — )P fA(n)dt
0 0

FOmIP*F (p+ 1, -gsp + 2;%)
N p+1
f({)nCI(p+12F1 (p + 1' —q;p + 2’ T%)

1
= 17P+q+1f({) ](1 _ t)Qtpdt r . ~
0

= p+q+1f(<) tp+12F1(P+1,—CI;p+2; t) 1
! p+1 .
fOngPH,F (p +1,-qp+ 2;%)

- p+1

F(p+1L-q¢p+21)
— pptq+1 271

PTG ¥ 1
fOnIPHL,F, (p +1,-q;p+ 2;%)

- p+1

elde edilerek ispat tamamlanir. m

Teorem 7.6 f:[{,n] = R, fonksiyonu i¢in A > 1 olmak iizere, f* fonksiyonu (¢, 7]
araliginda integrallenebilir ve B-konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her p > 0,

q > 0 i¢in;
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n
f (1 — )9 P £ () dx
4

( 11
A A A
pPrati l(ﬁ (Ap— T + 1,Aq_ 1 + 1))
4 f%n))i _ ()
<2f’1(n)+ > f((),B%(p+1,q+1) , ngl(n)<1
<A (7.14)
121 A A
PO 8 (T vt )
()
k—ﬁ%(p+1,q+1)l, 1Sf’1(77)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Ispat i¢in Lemma 7.1 ele alindiginda,

n
f (1 — )P £ (x)dx
4

= nPraHt lJ(l — )%tP f(max{{, mPdt — f(DP:(p+ 1,9+ 1)
0 n

esitligi gecerlidir. Holder esitsizligi kullanilir ise;

Pt [](1 — )7 f(max{(, tn}dt — fF(DB;(p+ 1,9 + 1)
0 n

1 3 % 1 %
< ppra [f[(l — t)4tP)A-1d¢ [f fH(max{¢, tn})dt‘
o 0

P OB (p+ 1,9+ 1)
n
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elde edilir. £ B-konveks bir fonksiyon oldugundan,

A-1
1 A

A

e [1a - DT de [ r#maxtg, opac
0

0

—nPrf( OB (p+ 1,9 + 1)

L 1
1 7
pA qA 7
< pPratd [,3 (/1_—1 + 1;/1_—1 + 1 .I-max{f’l(i), tf*(n)}dt
0
—nPrE (OB (p+1,q + 1)
n
olur. Burada iki durum vardir:
i) 0< ;*E? < 1 olabilir ya da,
i) 1< ; ‘E{; durumu s6z konusu olabilir.
iy 0<L® 14 le alinir i
= o urumu ele alinir ise,
1
pA qA 1" ’
e [p (v 1 f max{FA(Q), () }dt
—nPrE( DB (p+1,q + 1)
n
()
3 [fl(n) 1
= pptatt [ﬁ ()lp—l +1, —+ 1 ] f At + f tf*(n)dt
Jid¢e)
()

—nPTIF(OPe(p+ 1,9+ D)
n
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st [0 0]

—nPrf( OB (p+ 1,9 + 1)
n

elde edililerek 1. durum gosterilmis olur.

.. A L.
<
i) 1< o) durumu igin ise,

1
pPHa+ [,3 (Ap)l +1 qA N 1)]1_% fmax{fl(i)' tfA(m))de '
0

-1 "A-1

—nPH (OB (p+ 1,9 + 1)
n

1
pl

e p (B o
0

—nPr (OB (p+ 1,9 + 1)
n

1

PO

pA qh
— p+q+1
1 [B(A—1+1’/1—1+1)]

—nPrf(OB:(p+ 1,9 + 1)
n

elde edilerek her iki durum i¢in de esitsizlikler gosterilmis olur. m

Teorem 7.7 f:[{,n] = R, fonksiyonu icin A > 1 olmak iizere, f* fonksiyonu (,7]
araliginda integrallenebilir ve B-konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her p > 0,

q > 0 icin;

n
j(n-—x)qxpf(x>dx
4
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1 1

o)
1 1
'/’1—1+

.
pA
p+q+1
1 [ﬁ (/1—1

[f“(() fl(mr

+

THEOMEE
¢

f(OnIgPH,F, (p+ 1,—CIIP+2;E) A0

<<~ p+1 , 0< FA(n) <1 (7.15)

1

nPHatLE(0) [ﬁ (AP—Al + 1,/161_/11 + 1)]1 g
¢

_f(()nqi”“zFl (p+1.—q:p+2:ﬁ) 1Sfl(é)
k p+1 ’ fAm

esitsizligi saglanir.

Ispat. Lemma 7.2°den; f: [¢,n] = R,, (¢, n] araliginda integrallenebilir bir fonksiyon
ve herp > 0, g > 0 igin;

1

n
f(n — )9 xP f (x)dx = npPratt f(l — )9t f(max{{, tn})dt
¢

0

FOMIGPHF (p+ 1, - + 2:5)
- p+1

saglanir. Holder esitsizliginden;

f(OnIP*,F (P +1,—-qp+ 2}%)
p+1

poratt j (1 = )7¢P f (max{{, tn})dt
0

1
1 2

1 1_% :
< ppadt j [(1 - O)9P]FTde l j fA(max(Z, t})dt
0

0

fOnePT,F (p +1,-q;p+ 2;%)
B p+1
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ik

< pPratl [B (% + 1,% + 1)]1_% f fA(max{¢, tn})dt
0

MG, (p+ L =g+ 2:5)
p+1

olur. f 4 B-konveks oldugundan,

1
2
pA

-1

nPra+l [,8 (A + 1,;1_/11 + 1)]1_% lff)‘(max{f, tn})dt
0

MG, (p+ L—aip + 2:5)
p+1

~l

pA qA

< pPtati [,8 (m + 1,m + 1)]17 fmax{fﬂ((), tf*(n)}dt
0

OGP, (p+ L —gip + 2:5)
p+1

elde edilir. Bu denklemde asagidaki iki kosul ger¢eklenebilir:

: 4
<L —2-
) 0 ) < 1 durumu,

. Q)
<
) 1< fAm

durumu.

A
i) Osj;—ég<1ise,

1

[

nPratt [5 (/1p_/11 + 1’,1q—/11 + 1)] E fmax{fl(f)' tf ()t
0
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f(()’?quﬂzﬂ (P +1,—q;p+ 2;5)

_ n
p+1
1
[ ( ) ]7
1|t 1 |
pA =7
= np+q+1 [[3 (—/1 1 + 1, —+ 1 ] | (Z)dt + f tf'l(ﬂ)dtl
[ J209) J
2
fOnI¢PH,F (P +1,-qp+ 2;%)
- p+1
1
[f’l(f) 1
— p+q+l pA qA %I N 2 N I
n [3(21—1-"1',1__1"'1] |J fA(Qdt + ftf (n)dt|
K £ |
| o) ]

FOUPHE (p+1,-qp +2:5)
- p+1

2B 1)]1‘% Q| ol
A-1 7"21-1

- [ﬁ <— Pt 22~ 2

FONUPHE (p+1,-qp +2:5)
p+1

elde edilir. O halde,

1 1
pA e\ T[EQ @)
—1 It 1)] + l

¢

f(mIgPT,F, (p +1-gp+ 2;%)
p+1

elde edilir.
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A
i) 1< ;g]; ise,

¢

1

1 (O K GanPY 21 (p +1,—qp+ 2;%)
f max{f*(Q), tf*(m)}dt| —
0

p+1

1
7

= ppta+l [,8 (/1}?_—&1 + 1,/161_—/11 + 1)]1‘% U fl(é)dt]
0

f(c)r]qcp-'-lel (p + 1, —-q;p + 2‘ %)
p+1

= pPHa*1f() [ﬁ (/1}?_/11 N 1,/161_/11 . 1)]1—I

f({)rlqcp-'-lel (p + 1’ —q;p + 2’ %)
p+1

olur. Boylece,

1-1

j’(n — )T xPf()dx < PR [ﬁ (/12?_/11 + 1',1q_/11 + 1)] /1
¢

f(()r’q(p"rlel (p + 1’ —q' p + 2’ %)
p+1

elde edilir. Bu durumda ispat tamamlanir. m
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8. SONUC VE ONERILER

Bu tez, ekonomi {izerine uygulamalar1 olan bir soyut konvekslik bi¢imi; B-konvekslik
ile ilgili yine bu konuda 6nemli yeri olan niimerik yontemlerden biri Gauss-Jacobi

niimerik metodu ile ilgi kuran bir ¢alisma olarak diizenlemistir.

Tezde, B-konvekslik lizerine Gauss-Jacobi i¢in esitsizlik ¢esitleri elde edilmistir. Zira,
konveklik ve soyut konvekslik {lizerine uygulamalar en c¢ok esitsizlikler teorisinde

karsilasilmaktadir.

Tezde ilk olarak, calisma ile ilgili bir giris boliimii verilmistir. Ikinci béliimde ise,
sonuglarda da kullanilacak olan 6zel beta, tamamlanmamis beta gibi 6zel fonksiyon
cesitleri ifade edilmistir. Konveks kiime ve fonksiyonlar iiclincli baslik altinda
incelenmistir. Soyutlama yodntemleri ve bazi genellestirilmis konveks fonksiyon
cesitleri dordiincii boliimde gosterilmistir. B-konvekslik ile ilgili bilgiler B-konveks
kiimeler ve B-konveks fonksiyonlar olarak iki alt baslik seklinde besinci boliimde
ifade edilmistir. Konveksligin uygulandig1 bazi 6nemli esitsizlikler de altinc1 bolimde

verilmistir.

Tezin sonuglar1 olan, B-konveks fonksiyonlarda Gauss-Jacobi esitsizligi yedinci
boliimde sunulmustur. Bu boliimde, ilk olarak esitsizlige uygun bir ¢ekirdege sahip
integralin ac¢ilimu ile ilgili bir lemma (Lemma 7.1) ifade edilmistir. Bu lemmanin farkl
0zel fonksiyonlar ile ifadesi de Lemma 7.2 ile ispat edilmistir. Fonksiyonun B-
konveksliginden yararlanilarak ispat edilen Gauss-Jacobi tiirii esitsizlik Teorem 7.1 ile
verilmistir. Daha sonra, Lemma 7.1 yardimu ile elde edilen esitsizlik Teorem 7.2 ve bu
esitsizligin farkli versiyonu ise Teorem 7.3 ile ifade edilmistir. £* fonksiyonunun B-
konveks olmasi durumunda, lemma ve kuvvet ortalamasi esitsizligi yardimu ile ispat
edilen esitsizlik ve farkli 6zel fonksiyonlarla ifadesi sirasiyla Teorem 7.4 ve Teorem
7.5 ile verilmistir. Holder esitsizliginden yararlanilarak gosterilen B-konveks
fonksiyonlar igin gecerli Gauss-Jacobi esitsizligi ise, daha sonraki kisimda insa

edilmistir (Teorem 7.6, Teorem 7.7).
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fleriki caligmalar i¢in de baz1 agik problemler asagidaki gibi siralanabilir:

-Tezde elde edilen bu esitsizlikler {izerine farkli 6rnekler insa edilerek hem dogrulugu
kanitlanir hem de 6zel fonksiyonlar icin farkli ve kullanishh yeni esitsizlikler

gosterilebilir.

-Bu tezde elde edilen sonuglarin farkli soyut konvekslik siiflari i¢in ¢alisilmasi da

ileride genig kapsamli bir ¢aligma olarak diisiiniilebilir.

-Ispatlarda kullanilan esitsizlikler farklilastirilarak ve fonksiyonlar iizerine baska

kosullar konularak, yeni esitsizliklerin ispat1 {izerine ¢caligmalar yapilabilir.
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