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𝑚𝑎𝑥   Maksimum 
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∨   Koordinatlara göre maksimum 

∧    Koordinatlara göre minimum 

𝐹1
 

2
 (𝜁, 𝜂; 𝑐; 𝑥)  Gauss hipergeometrik fonksiyonu 

𝛽𝑥(𝜁, 𝜂)  Tamamlanmamış beta fonksiyonu 

𝛽(𝜁, 𝜂)   Beta Fonksiyonu 

𝐼𝑥(𝑝, 𝑞)  Düzenlenmiş tamamlanmamış beta fonksiyonu 

𝐽𝑥(𝑝, 𝑞)  Düzenlenmiş tamamlanmamış beta fonksiyonu tümleyeni 

𝑒𝑝𝑖𝑓    Fonksiyonun epigraf kümesi 

𝐿([𝜁, 𝜂])  [𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilir fonksiyonlar sınıfı 

ℂ   Karmaşık sayılar kümesi 

ℤ0
−   Pozitif olmayan tam sayılar kümesi.  

ℝ    Reel sayılar kümesi  

ℝ𝑛   𝑛 boyutlu Öklid uzayı  

ℝ̅    Reel sayılar kümesinin kapanışı  

ℝ+    Negatif olmayan reel sayılar kümesi  

ℝ++    Pozitif reel sayılar kümesi  

ℝ+
𝑛    {(𝑥1 , 𝑥2, … , 𝑥𝑛)|𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛}  

∀    Her 

∅    Boş küme  

∎   İspatın bittiğini gösterir 
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1. GİRİŞ 

Konveks analiz Optimizasyon Teorisi [1], Eşitsizlikler Teorisi [2], Matematiksel 

Ekonomi [3,4] gibi güncel konularda kullanımı gittikçe artan, matematiğin önemli bir 

dalıdır. Bu yönden bakıldığında hem teorik hem de pratik olarak kullanım alanı 

oldukça yaygınlaşmaktadır. Bu bağlamda konveksliğin bir alt dalı olan soyut 

konvekslik de son zamanlarda çok gündemdedir [5, 6]. Konveksliğin soyutlaştırılması 

“topolojik soyut konvekslik”, “fonksiyonel soyut konvekslik” ve bunlara ek farklı 

birkaç yöntemle gerçekleştirilmektedir [5]. Bu yöntemlerle elde edilen birçok soyut 

konvekslik türü olup burada bunlardan birkaçına yer verilmiştir [6-13].  

B-konvekslik bir soyut konvekslik biçimidir [8]. İlk çalışmalar ekonomik 

uygulamaları ile birlikte sürdürülürken, daha sonra hem uygulamaları hem teorik 

olarak incelenmesi üzerine araştırmalar yapılmıştır. B-konveksliğin genelleştirilmesi 

üzerine bazı çalışmalar gerçekleştirilmiş ve Ky-Fan eşitsizliği, Nash dengesi gibi 

ekonomik uygulamaları [14-18] makalelerinde incelenmiştir.  

Fonksiyonun özellikleri ve eşitsizlikler ile ilgili uygulamaları da [19-24] 

makalelerinde çalışılmıştır. Ayrıca bu konu ile ilgili hala pek çok çalışılacak açık 

problem mevcuttur. 

Eşitsizlikler konveks fonksiyonların matematiksel uygulamalarının en başında gelen 

çalışmalardandır [2,4]. Hem matematik hem de diğer alanlarda kullanılan en önemli 

eşitsizliklerin bir ucunun konveksliğe dayandığı gözlemlenebilir. Ayrıca, kendi 

içerisinde de daha farklı sonuçlar veren pek çok genel durum söz konusudur. Örneğin; 

konveks fonksiyonlar için geçerli en bilinen ve en temel Jensen eşitsizliğinden; Hölder, 

Minkowski ve Cauchy-Shwartz eşitsizlikleri, kendi uzun ve zorlu ispatlarına gerek 

duyulmadan, kolaylıkla bir konveks fonksiyon yardımıyla elde edilebilirler. [25-28]. 

Dolayısıyla, bu konudaki çalışmalar üzerinde durulması zaruri hale gelmiştir.  

Eşitsizliklerin soyut konvekslik türleri üzerine uygulanması çalışmaları literatürde 

yaygın olarak yer almıştır [29-34]. Örneğin, Gauss-Jacobi Eşitsizliğinin m-konveks 

fonksiyonlar için formu aşağıdaki gibidir [7]: 
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  0 ≤ 𝜁 < 𝜂 < ∞   olmak üzere, 𝑓: [𝜁, 𝜂] → ℝ fonksiyonu [𝜁, 𝜂] aralığında sürekli ve 

𝑓 ∈ 𝐿([𝜁, 𝜂]) olsun. Eğer 𝑓, [𝜁, 𝜂] aralığında m-konveks (Tanım 4.2.6) ise ∀𝑚 ∈ (0,1] 

ve 𝑝, 𝑞 > 0 için; 

∫(𝑥 − 𝜁)𝑝

𝜂

𝜁

(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

≤ (𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1min {𝛽(𝑞 + 2, 𝑝 + 1)𝑓(𝜁) + 𝑚𝛽(𝑞 + 1, 𝑝 + 2)𝑓 (
𝜂

𝑚
),  

𝛽(𝑞 + 1, 𝑝 + 2)𝑓(𝜁) + 𝑚𝛽(𝑞 + 2, 𝑝 + 1)𝑓 (
𝜂

𝑚
)} (1.1) 

eşitsizliği geçerlidir. Burada 𝛽, beta fonksiyonudur. 

Bu çalışmada bize altyapı oluşturacak temel bazı kavramlar ele aldıktan sonra, 

eşitsizlikler kuramında oldukça önemli bir yere sahip olan Gauss-Jacobi nümerik 

metodu üzerine yine önemli bir soyut konveks fonksiyon türü olan B-konveks 

fonksiyonlar uygulanmıştır. İkinci bölümde, çalışmalarda kullanılan bazı özel 

fonksiyonlara ve özelliklerine yer verilmiştir. Ardından, konveks küme ve 

fonksiyonlar ile ilgili geniş bir kısım oluşturulmuştur.  Dördüncü bölüm, soyut 

konvekslik yapısı ve bazı soyut konveks fonksiyon çeşitlerini içermektedir. B-

konvekslik ile ilgili kullanılacak bilgiler ve konveksliğin tanıtımı sonraki bölümde 

gerçekleştirilmiştir. Altıncı bölümde, konveksliğin uygulaması olan eşitsizliklerden 

bahsedilmiş ve en önemlileri gösterilmiştir. Yedinci bölüm ise tezde elde edilen 

sonuçları barındırmaktadır. Bu bölümde, B-konveks fonksiyonlar için geçerli Gauss-

Jacobi eşitsizlikleri ve bunun farklı versiyonları ifade ve ispat edilmiştir. Sonuç ve 

öneriler bölümünde ise tez ile ilgili sonuçlar ve buna bağlı bazı açık problemlere yer 

verilmiştir. 
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2. BAZI ÖZEL FONKSİYONLAR 

Tanım 2.1 (Gauss Hipergeometrik Fonksiyonu) [35-37] 𝜁, 𝜂 ∈ ℂ, 𝜔 ∈ ℂ\ℤ𝟎
− 

olmak üzere,  

𝐹1
 

2
 (𝜁, 𝜂; 𝑐; 𝑧) = ∑

(𝜁)𝑛(𝜂)𝑛
(𝜔)𝑛𝑛!

∞

𝑛=0

𝑧𝑛 (2.1) 

fonksiyonuna Gauss hipergeometrik fonksiyonu denir.  

Tanım 2.2 (Tamamlanmamış Beta Fonksiyonu) [38] 𝑝 > 0, 𝑞 > 0 ve 0 ≤ 𝑧 <

1 olmak üzere, 

𝛽(𝑧, 𝑝, 𝑞) = 𝛽𝑧(𝑝, 𝑞) = ∫𝑡
𝑝−1(1 − 𝑡)𝑞−1𝑑𝑡

𝑧

0

(2.2) 

fonksiyonuna tamamlanmamış beta fonksiyonu denir.  

Tanım 2.3 (Beta Fonksiyonu) [38]  𝑝 > 0, 𝑞 > 0  olmak üzere,  

𝛽(𝑝, 𝑞) = ∫𝑡𝑝−1(1 − 𝑡)𝑞−1𝑑𝑡

1

0

(2.3) 

fonksiyonuna beta fonksiyonu denir.  

Tamamlanmamış beta fonksiyonunda 𝑧 = 1 alınırsa beta fonksiyonu elde edilir. 

Hipergeometrik fonksiyon ve tamamlanmamış beta fonksiyonu arasında aşağıdaki 

ilişki söz konusudur [38]: 

𝛽(𝑧, 𝑝, 𝑞) =
𝑧𝑝

𝑝
𝐹1
 

2
 (𝑝, 1 − 𝑞; 𝑝 + 1; 𝑧) (2.4) 

Tanım 2.4 (Düzenlenmiş Tamamlanmamış Beta Fonksiyonu) [39] 𝑝 > 0, 𝑞 >

0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 ve 𝛽(𝑝, 𝑞)  beta fonksiyonu olmak üzere, 

𝛪𝑥(𝑝, 𝑞) =
1

𝛽(𝑝, 𝑞)
∫ 𝑡𝑝−1(1 − 𝑡)𝑞−1𝑑𝑡

𝑥

𝑜

(2.5) 
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fonksiyonuna düzenlenmiş tamamlanmamış beta fonksiyonu denir. 

Tanım 2.5 (Düzenlenmiş Tamamlanmamış Beta Fonksiyonunun Tümleyeni) 

[39] 𝑝 > 0, 𝑞 > 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 ve 𝛽(𝑝, 𝑞)  beta fonksiyonu olmak üzere, 

𝐽𝑥(𝑝, 𝑞) =
1

𝛽(𝑝, 𝑞)
∫ 𝑡𝑝−1(1 − 𝑡)𝑞−1𝑑𝑡

1

𝑥

(2.6) 

fonksiyonuna düzenlenmemiş tamamlanmamış beta fonksiyonunun tümleyeni denir. 
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3. KONVEKSLİK 

3.1 Konveks Kümeler 

Tanım 3.1.1 [40] 𝐶 ⊂ ℝ𝑛 ve 𝐶 ≠ ∅ olsun. ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 ve 0 ≤ 𝜆 ≤ 1 için 𝜆𝑥 +

(1 − 𝜆)𝑦 ∈ 𝐶 oluyor ise 𝐶 kümesine konveks küme denir. 

Başka bir şekilde ifade edecek olursak, 𝐶 kümesinden alınan herhangi iki noktayı 

birleştiren doğru parçası üzerindeki noktalar yine 𝐶 kümesinin elemanı oluyorsa 𝐶 

kümesi konvekstir (Şekil 3.1.). Konveks olmayan kümeye konkav küme denir (Şekil 

3.2.). 

 

Şekil 3.1. Konveks küme 

 

Şekil 3.2. Konkav küme 

Örnek 3.1.1  ℝ𝑛, Ø ve {𝑥1} tek nokta kümeleri konvekstir. 

Tanım 3.1.1 [40] 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚 ∈ ℝ𝑛 noktaları verilsin ve negatif olmayan 

𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑚 sayıları ∑ 𝜆𝑖
𝑚
𝑖=1 = 1 koşulunu sağlasın. Bu durumda,  

𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 +⋯+ 𝜆𝑚𝑥𝑚 (3.1) 

toplamına 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚 noktalarının konveks kombinasyonu denir. 
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Teorem 3.2.1 [40] Bir 𝐶 ⊂ ℝ𝑛 kümesinin konveks olması için gerek ve yeter koşul 

elemanlarının tüm konveks kombinasyonlarını içermesidir.  

Teorem 3.2.2  [40] 𝐶 ⊂ ℝ𝑛, 𝑓: 𝐶 → ℝ ∪ {±∞} olmak üzere; 

{(𝑥, 𝜇)|𝑥 ∈ 𝐶, 𝜇 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) ≤ 𝜇} (3.2) 

biçiminde ifade edilen kümeye 𝑓 fonksiyonunun epigrafı denir ve 𝑒𝑝𝑖𝑓 ile gösterilir. 

Özel olarak 𝐶 ⊂ ℝ için 𝑓’nin epigrafı 𝑓 fonksiyonunun grafiğinin üstünde kalan 

kümeyi belirtir (Şekil 3.3.). 

 

Şekil 3.3. Tek değişkenli herhangi bir 𝑓 fonksiyonu için epigraf 

3.2 Konveks Fonksiyonlar 

Tanım 3.2.1 [40] 𝐶 ⊂ ℝ𝑛, 𝑓: 𝐶 → ℝ olsun. 𝑒𝑝𝑖𝑓 ⊂ ℝ𝑛+1 olmak üzere,  

𝑒𝑝𝑖𝑓 = {(𝑥, 𝜇)|𝑓(𝑥) ≤ 𝜇, ∀𝑥 ∈ 𝐶} (3.3) 

kümesi konveks ise, 𝑓 fonksiyonuna 𝐶 kümesi üzerinde konveks fonksiyon denir. 

Örnek 3.2.1  

i) −∞ < 𝜁 < +∞ olmak üzere, 𝑓:ℝ → ℝ ∪ {+∞}, 𝑓(𝑥) = 𝑒𝜁𝑥 fonksiyonu 

konveks fonksiyondur. 

ii) −∞ < 𝑝 ≤ 0 olmak üzere, 𝑓:ℝ → ℝ ∪ {+∞}, 𝑓(𝑥) = {
𝑥𝑝, 𝑥 > 0
+∞, 𝑥 ≤ 0

 

fonksiyonu konveks fonksiyondur. 

iii) 1 ≤ 𝑝 < +∞ olmak üzere, 𝑓:ℝ → ℝ ∪ {+∞}, 𝑓(𝑥) = {
𝑥𝑝, 𝑥 ≥ 0
+∞, 𝑥 < 0

 

fonksiyonu konveks fonksiyondur. 
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Konveks fonksiyonlar için geçerli gerekli ve yeterli koşul veren aşağıdaki teorem pek 

çok durumda kullanışlıdır. 

Teorem 3.2.1 [40] 𝐶 ⊂ ℝ𝑛 konveks bir küme ve 𝑓: 𝐶 → ℝ ∪ {+∞} olsun. 𝑓 

fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter koşul ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 ve 0 ≤ 𝜆 ≤ 1 için, 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝜆𝑓(𝑥) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑥) (3.4) 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. 
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4. SOYUT KONVEKSLİK 

Tanım 4.1 [5]  𝐻, 𝑋 kümesi üzerinde tanımlı sonlu fonksiyonların bir kümesi ve 

𝑓: 𝑋 → ℝ ∪ {±∞}  olsun. Eğer, 𝐻  fonksiyonlar kümesinin  

𝑓(𝑥) = 𝑠𝑢𝑝{ℎ(𝑥)|ℎ ∈ 𝑈} , ∀𝑥 ∈ 𝑋 (4.1) 

koşulunu sağlayacak biçimde bir 𝑈 alt kümesi var ise, 𝑓 fonksiyonuna 𝐻 fonksiyonlar 

kümesine göre soyut konvekstir (veya 𝐻-konvekstir) denir. Burada, 𝐻 fonksiyonlar 

sınıfına elemanter fonksiyonlar ailesi denir.  

𝐻 = ∅ olması durumunda 𝑓(𝑥) = −∞ olarak kabul edilecektir. 

4.1 Soyutlama Yöntemleri 

Tanım 4.1.1 (Topolojik Soyut Konvekslik) [5] 𝑋 bir vektör uzay, 𝐶 ⊂ 𝑋 olsun. 

∀ 𝑚 ≥ 2 tamsayısı için, 𝑉𝑚 ⊂ ℝ𝑚 kümesi ele alınsın. Bir 𝜙𝑚: 𝐶
𝑚 × 𝑉𝑚 → 𝐶 

fonksiyonlar ailesi verilsin. Eğer, 𝑈 ⊂ 𝐶  olmak üzere,  

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝑈,   𝛼1, 𝛼2… , 𝛼𝑚 ∈ 𝑉𝑚 

elemanları için, 

𝜙𝑚(𝑥1, 𝑥2… , 𝑥𝑚, 𝛼1, 𝛼2… , 𝛼𝑚) ∈ 𝑈, 𝑚 = 2,3, … (4.2) 

ise 𝑈 kümesine 𝜙𝑚 fonksiyonlar ailesine göre soyut konvekstir denir.  

Tanım 4.1.2 (Fonksiyonel Soyut Konvekslik) [5] 𝑋 bir vektör uzay, 𝐶 ⊂ 𝑋 ve 𝐿 

kümesi de ℓ: 𝐶 → ℝ fonksiyonlarının bir ailesi olsun. Eğer 𝑈 ⊂ 𝐶 olmak üzere, ∀ 𝑥 ∉

𝑈 noktası 𝐿 fonksiyonlar ailesinden bir fonksiyon ile 𝑈 kümesinden ayrılabilir ise, yani 

ℓ(𝑥) > 𝑠𝑢𝑝
𝑢∈𝑈

ℓ(𝑢) koşulunu sağlayacak bir ℓ ∈ 𝐿 fonksiyonu var ise, 𝑈 kümesine 𝐿 

fonksiyonlar ailesine göre soyut konveks küme denir.  
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4.2 Soyut Konvekslik Çeşitleri 

Tanım 4.2.1 (𝑩−𝟏-konveks Küme) [9] Bir 𝐴 ⊂ ℝ++
𝑛  kümesinden alınan ∀ 𝑥1, 𝑥2 ∈

𝐴 ve ∀𝑡 ∈ [1,∞) için 𝑡𝑥1 ∧ 𝑥2 ∈ 𝐴 olursa A kümesine 𝐵−1-konveks küme denir. 

Burada ∧ işareti koordinatlara göre minimumu göstermektedir. 

Tanım 4.2.2 (𝑩−𝟏-konveks Fonksiyon) [10] 𝐴 ⊂ ℝ++
𝑛 , 𝑓: 𝐴 → ℝ+ ∪ {+∞} ve A 

kümesi 𝐵−1-konveks olsun. ∀ 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴 ve  ∀ 𝑡 ∈ [1,∞) için  

𝑓(𝜆𝑥 ∧ 𝑦) ≤ 𝜆𝑓(𝑥) ∧ 𝑓(𝑦) (4.3) 

eşitsizliği geçerli ise 𝑓 fonksiyonuna 𝐵−1-konveks fonksiyon denir. 

Tanım 4.2.3 (Log-konveks Fonksiyonlar) [4] 𝐼, reel sayıların bir alt aralığı olsun. 

Eğer bir 𝑓: 𝐼 → ℝ++ fonksiyonu için 𝑙𝑜𝑔 𝑓 fonksiyonu konveks ise, ya da denk olarak 

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝜆 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ [𝑓(𝑥)]𝜆[𝑓(𝑦)]1−𝜆 (4.4) 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonuna log-konveks fonksiyon denir. 

Tanım 4.2.4 (P-fonksiyonlar) [6] 𝐼 ⊂ ℝ olmak üzere 𝑝: 𝐼 → ℝ+ fonksiyonu 

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝜆 ∈ [0,1] için 

𝑝(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝑝(𝑥) + 𝑝(𝑦) (4.5) 

eşitsizliğini sağlıyorsa, bu fonksiyona P-tipi bir fonksiyon ya da P-fonksiyon denir. 

Tanım 4.2.5 (Kuazikonveks Fonksiyon) [6] 𝐼 ⊂ ℝ olmak üzere 𝑓: 𝐼 → ℝ bir 

fonksiyon olsun. Eğer ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝜆 ∈ [0,1] için  

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)} (4.6) 

ise, 𝑓 fonksiyonuna kuazikonveks fonksiyon denir. 
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Tanım 4.2.6 (m-konveks fonksiyon) [11-13] 𝑚 ∈ [0,1] ve 𝜂 > 0 olmak üzere, 

𝑓: [0, 𝜂] → ℝ fonksiyonu  ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝜂] ve 𝑡 ∈ [0,1] için  

𝑓(𝑡𝑥 + 𝑚(1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝑓(𝑥) + 𝑚(1 − 𝑡)𝑓(𝑦) (4.7) 

eşitsizliğini sağlıyorsa, bu fonksiyona m-konveks fonksiyon denir. 
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5. B-KONVEKSLİK 

Bu bölümde, soyut konvekslik türlerinden biri olan B-konvekslik incelenecektir. 

Özellikle matematiksel ekonomi, optimizasyon teorisi ve teorik matematik 

uygulamalarında yeri olan ve bu tezde Gauss-Jacobi Eşitsizliği’ne bağlı uygulamaların 

gerçekleştirileceği B-konvekslik; B-konveks kümeler ve B-konveks fonksiyonlar 

olarak iki ayrı başlık altında açıklanacaktır. 

5.1 B-konveks Kümeler 

Tanım 5.1.1 [8]  𝐴 ≠ ∅ olmak üzere, sonlu bir 𝐴 ⊂ ℝ+
𝑛  kümesinin B-konveks 

kombinasyonu;   

{⋁𝑡𝑖𝑥
(𝑖)

𝑚

𝑖=1

│𝑡𝑖 ∈ [0,1], max
1≤𝑖≤𝑚

{𝑡𝑖} = 1} (5.1) 

şeklinde tanımlanır. Buradaki, 

⋁𝑥(𝑖) = (𝑚𝑎𝑥{𝑥1
(1), 𝑥1

(2), … , 𝑥1
(𝑚)},𝑚𝑎𝑥{𝑥2

(1), 𝑥2
(2), … , 𝑥2

(𝑚)},

𝑚

𝑖=1

 

… ,𝑚𝑎𝑥{𝑥𝑛
(1), 𝑥𝑛

(2), … , 𝑥𝑛
(𝑚)}) (5.2) 

anlamındadır. Yani koordinatlara göre maksimumu ifade eder. 

Tanım 5.1.2 [8] 𝐴 ℝ+
𝑛  ve 𝑚 ≥ 2 olmak üzere, 𝑥(1), 𝑥(2), … , 𝑥(𝑚) ∈ 𝐴 ve 

𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑚  0,1 için 𝑚𝑎𝑥(𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑚) = 1 olmak üzere  

⋁𝑡𝑖𝑥
(𝑖) ∈ 𝐴

𝑚

𝑖=1

(5.1) 

sağlanıyorsa 𝐴 kümesine B-konveks küme denir. 

Teorem 5.1.1 [8] 𝐴 ℝ+
𝑛  olmak üzere, 𝐴 kümesinden alınan ∀ 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴 ve her 

t 0,1 için 𝑡𝑥1 ∨ 𝑥2 ∈ 𝐴 ise 𝐴 kümesi B-konveks kümedir. 
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Örnek 5.1.1 ℝ+
2  de alınan 𝑥1 = (1,2), 𝑥2 = (6,3),  𝑥3 = (3,5) noktalarının B-

konveks kombinasyonlarının oluşturduğu küme klasik anlamda konveks küme 

olmadığı halde B-konveks kümedir (Şekil 5.1.1). 

 

Şekil 5.1. B-konveks küme örneği 

Örnek 5.1.2 Klasik anlamda konveks olan 𝑊 = {(𝑥. 𝑦) ⎸𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑥2 + 𝑦2 ≤

9} ⊂ ℝ+
2  kümesi ise B-konveks küme değildir (Şekil 5.1.2). 

 

Şekil 5.2. B-konveks olmayan küme örneği 
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5.2 B-konveks Fonksiyonlar 

Tanım 5.2.1 [41] 𝑈 ⊂ ℝ+
𝑛  ve 𝑓: 𝑈 → ℝ+ ∪ {+∞}  olsun. Eğer, 𝑒𝑝𝑖𝑓 kümesi B-

konveks küme ise 𝑓 fonksiyonuna B-konveks fonksiyon denir.  

Teorem 5.2.1 [41] 𝑈 ⊂ ℝ+
𝑛 , 𝑓:𝑈 → ℝ+ ∪ {+∞} olsun. 𝑓 fonksiyonunun B-konveks 

olması için gerekli ve yeterli koşul 𝑈 kümesinin B-konveks olması ve ∀ 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑈,

 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝜆𝑥 ∨ 𝑦) ≤ 𝜆𝑓(𝑥) ∨ 𝑓(𝑦) (5.1) 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. 

Örnek 5.2.1 𝒇:ℝ+ → ℝ+, 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
  fonksiyonu B-konveks fonksiyondur. 
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6. EŞİTSİZLİKLER 

Klasik ve soyut konvekslik tanımları temelde eşitsizliklere dayandığından, eşitsizlikler 

teorisi klasik ve soyut konvekslikte önemli bir yere sahiptir. Bu bölümde her iki 

konvekslik türü için sıkça kullanılan bazı eşitsizliklere yer verilmiştir. 

6.1 Klasik Konvekslikle İlgili Eşitsizlikler 

Teorem 6.1.1 (Jensen Eşitsizliği) [42] 𝑓:ℝ𝑛 → ℝ ∪ {+∞} bir fonksiyon olsun. 𝑓 

fonksiyonunun konveks fonksiyon olması için gerekli ve yeterli koşul 

𝑓 (∑𝜆𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

) ≤∑𝜆𝑖𝑓(𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

(6.2) 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır, burada, 𝑥𝑖 ∈ ℝ
𝑛, ∀𝑖 ∈ {1,2, . . . 𝑚} 𝑖ç𝑖𝑛;  𝜆𝑖 ≥ 0, ve 𝜆1 +

𝜆2 +⋯+ 𝜆𝑚 = 1 dir. 

İspat. 𝑥𝑖 ∈ ℝ
𝑛, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 ve (𝑥𝑖,𝜇𝑖) ∈ 𝑒𝑝𝑖𝑓 olsun. Teorem 3.2.1 gereği 

  𝑓 konvekstir ⟺ 𝜆1(𝑥1, 𝜇1) + 𝜆2(𝑥2, 𝜇2) + ⋯+ 𝜆𝑛(𝑥𝑚, 𝜇𝑚) ∈ 𝑒𝑝𝑖𝑓 

dir. Buradan, 

  𝑓 konvekstir ⟺ (𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 +⋯+ 𝜆𝑚𝑥𝑚, 𝜆1𝜇1 + 𝜆2𝜇2 +⋯+ 𝜆𝑚𝜇𝑚) ∈ 𝑒𝑝𝑖𝑓 

⟺ 𝑓(𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 +⋯+ 𝜆𝑚𝑥𝑚) ≤ 𝜆1𝜇1 + 𝜆2𝜇2 +⋯+ 𝜆𝑚𝜇𝑚 

⟺ 𝑓(𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 +⋯+ 𝜆𝑚𝑥𝑚)

≤ 𝜆1𝑓(𝑥1) + 𝜆2𝑓(𝑥2) + ⋯+ 𝜆𝑚𝑓(𝑥𝑚) 

⟺ 𝑓(∑𝜆𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

) ≤∑𝜆𝑖𝑓(𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

 

elde edilir. ∎ 

Teorem 6.1.2 (Hermite-Hadamard Eşitsizliği) [43] 𝐼, ℝ’de bir aralık 𝜁, 𝜂 ∈ 𝐼 ve 𝜁 <

𝜂 olmak üzere 𝑓: 𝐼 → ℝ sürekli, sınırlı ve konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda  
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𝑓 (
𝜁 + 𝜂

2
) ≤

1

𝜁 − 𝜂
∫ 𝑓(𝑥)
𝜂

𝜁

𝑑𝑥 ≤
𝑓(𝜁) + 𝑓(𝜂)

2
(6.3) 

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat. 𝑓 sürekli ve sınırlı olduğundan [𝜁, 𝜂] aralığında integrallenebilirdir. Konvekslik 

tanımından; 

𝑓(𝑡𝜁 + (1 − 𝑡)𝜂) ≤ 𝑡𝑓(𝜁) + (1 − 𝑡)𝑓(𝜂) 

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliğin her iki tarafının [0,1] aralığında 𝑡 ye göre integrali 

alınırsa; 

∫𝑓(𝑡𝜁 + (1 − 𝑡)𝜂)𝑑𝑡

1

0

≤ ∫𝑡𝑓(𝜁)𝑑𝑡

1

0

+∫(1 − 𝑡)𝑓(𝜂)𝑑𝑡

1

0

 

=
𝑡2

2
𝑓(𝜁) |

1

𝑜
+ (𝑡 −

𝑡2

2
)𝑓(𝜂) |

1

𝑜
  

=
𝑓(𝜁) + 𝑓(𝜂)

2
 

𝑥 = 𝑡𝜁 + (1 − 𝑡)𝜂, 𝑡 ∈ [0,1] değişken dönüşümü yapılırsa; 

1

𝜂 − 𝜁
∫𝑓(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑑𝑥 ≤
𝑓(𝜁) + 𝑓(𝜂)

2
 

bulunur. Böylece eşitsizliğin sağ tarafı elde edilir. Sol taraf için, 

1

𝜁 − 𝜂
∫𝑓(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑑𝑥 =  
1

𝜂 − 𝜁

[
 
 
 
 

∫ 𝑓(𝑥)

𝜁+𝜂
2

𝜁

𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝜂

𝜁+𝜂
2

𝑑𝑥

]
 
 
 
 

 

eşitliğinde sırasıyla 𝑥 = 𝜁 + 𝑡 (
𝜂−𝜁

2
) ve 𝑥 = 𝜂 − 𝑡 (

𝜂−𝜁

2
) değişken dönüşümleri 

uygulanırsa; 
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1

𝜂 − 𝜁
∫𝑓(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑑𝑥 =  
1

2
∫ [𝑓 (𝜁 +

𝑡(𝜂 − 𝜁)

2
) + 𝑓 (𝜂 −

𝑡(𝜂 − 𝜁)

2
)] 𝑑𝑡

1

0

 

buradan, 

1

𝜂 − 𝜁
∫𝑓(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑑𝑥 ≥  𝑓 (
𝜁 + 𝜂

2
) 

eşitsizliği elde edilir, ki böylece eşitsizliğin sol tarafı da ispatlanmış olur.  ∎ 

Teorem 6.1.3 (Hermite-Hadamard-Fejer Eşitsizliği) [43] 𝜁, 𝜂 ∈ ℝ  ve 𝜁 < 𝜂 olmak 

üzere 𝑓: [𝜁, 𝜂] → ℝ bir konveks fonksiyon ve 𝑔: [𝜁, 𝜂] → ℝ negatif olmayan, 

integrallenebilir ve 
𝜁+𝜂

2
  noktasına göre simetrik olan bir fonksiyon olmak üzere; 

𝑓 (
𝜁 + 𝜂

2
)∫𝑔(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑑𝑥 ≤ ∫𝑓(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤
𝑓(𝜁) + 𝑓(𝜂)

2
∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

(6.4) 

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat. Her 𝑡 ∈ [0,1] için 𝑓, [𝜁, 𝜂] aralığında konveks olduğundan; 

𝑓 (
𝜁 + 𝜂

2
) = 𝑓 (

𝑡𝜁 + (1 − 𝑡)𝜂 + 𝑡𝜂 + (1 − 𝑡)𝜁

2
)  

≤
𝑓(𝑡𝜁 + (1 − 𝑡)𝜂) + 𝑓(𝑡𝜂 + (1 − 𝑡)𝜁)

2
 

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliğin her iki tarafı 𝑔(𝑡𝜂 + (1 − 𝑡)𝜁) ile çarpılıp [0,1] 

aralığında 𝑡 ye göre integrallenir ise; 

𝑓 (
𝜁 + 𝜂

2
) ∫𝑔(𝑡𝜂 + (1 − 𝑡)𝜁)𝑑𝑡

1

0

 

≤
1

2
∫𝑔(𝑡𝜂 + (1 − 𝑡)𝜁)[𝑓(𝑡𝜁 + (1 − 𝑡)𝜂) + 𝑓(𝑡𝜂 + (1 − 𝑡)𝜁)]

1

0

𝑑𝑡 
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elde edilir. Burada 𝑥 = 𝑡𝜂 + (1 − 𝑡)𝜁 değişken dönüşümü yapıldığında 

𝑓 (
𝜁 + 𝜂

2
) ∫

1

𝜂 − 𝜁
𝑔(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑑𝑥 ≤
1

2
[∫𝑔(𝑥). 𝑓(𝜁 + 𝜂 − 𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

+∫𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

]
1

𝜂 − 𝜁
 

elde edilir. 𝜁 + 𝜂 − 𝑥 = 𝑡  alınırsa, 

𝑓 (
𝜁 + 𝜂

2
) ∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

≤
1

2
[∫𝑔(𝜁 + 𝜂 − 𝑡). 𝑓(𝑡)(−𝑑𝑡)

𝜂

𝜁

+∫𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

] 

𝑔 fonksiyonu  
𝜁+𝜂

2
  noktasına göre simetrik olduğundan 𝑔(𝜁 + 𝜂 − 𝑡)  =  𝑔(𝑡) dir. 

Buradan,  

𝑓 (
𝜁 + 𝜂

2
) ∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

≤
1

2
[∫𝑔(𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝜂

𝜁

+∫𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

] 

≤
1

2
[∫𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

+∫𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

] 

≤ ∫𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

elde edilir, buradan, 

𝑓 (
𝜁 + 𝜂

2
) ∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

≤ ∫𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

olur. Böylece eşitsizliğin sol tarafı ispatlanmış olur.  

Sağ tarafın ispatı için; 𝑓 konveks olduğundan ∀ 𝑡 ∈ [0,1] için; 

𝑓(𝑡𝜁 + (1 − 𝑡)𝜂) + 𝑓(𝑡𝜂 + (1 − 𝑡)𝜁) 

≤ 𝑡𝑓(𝜁) + (1 − 𝑡)𝑓(𝜂) + 𝑡𝑓(𝜂) + (1 − 𝑡)𝑓(𝜁) = 𝑓(𝜁) + 𝑓(𝜂) 
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olur, dolayısıyla,  

𝑓(𝑡𝜁 + (1 − 𝑡)𝜂) + 𝑓(𝑡𝜁 + (1 − 𝑡)𝜂) ≤  𝑓(𝜁) + 𝑓(𝜂) 

eşitsizliği elde edilir. Eşitsizliğin her iki tarafı da 𝑔(𝑡𝜂 + (1 − 𝑡)𝜁) ile çarpılıp [0,1] 

aralığında 𝑡 değişkenine göre integrali alınırsa; 

∫𝑔(𝑡𝜂 + (1 − 𝑡)𝜁)

1

0

𝑓(𝑡𝜁 + (1 − 𝑡)𝜂)𝑑𝑡 + ∫𝑔(𝑡𝜂 + (1 − 𝑡)𝜁)𝑓(𝑡𝜂 + (1 − 𝑡)𝜁)𝑑𝑡

1

0

 

≤ ∫(𝑓(𝜁) + 𝑓(𝜂))𝑔(𝑡𝜂 + (1 − 𝑡)𝜁)𝑑𝑡

1

0

 

olur. Bu kısımda 𝑥 = 𝑡𝜂 + (1 − 𝑡)𝜁 değişken dönüşümü uygulanır ise,  

∫
𝑔(𝑥)𝑓(𝜁 + 𝜂 − 𝑥)

𝜂 − 𝜁

𝜂

𝜁

𝑑𝑥 + ∫
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)

𝜂 − 𝜁

𝜂

𝜁

𝑑𝑥 ≤ [𝑓(𝜁) + 𝑓(𝜂)]∫
𝑔(𝑥)

𝜁 − 𝜂
𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

elde edilir. Tekrar 𝜁 + 𝜂 − 𝑥 = 𝑘 değişken dönüşümü yapıldığında, 

∫𝑔(𝜁 + 𝜂 − 𝑘)

𝜂

𝜁

𝑓(𝑘)(−𝑑𝑘) + ∫𝑔(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ [𝑓(𝜁) + 𝑓(𝜂)]∫𝑔(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑑𝑥 

elde edilir. 𝑔 fonksiyonu 
𝜁+𝜂

2
 ye göre simetrik olduğundan 𝑔(𝜁 + 𝜂 − 𝑘)  =  𝑔(𝑘) 

olur. 

∫𝑔(𝑘)

𝜁

𝜂

𝑓(𝑘)(−𝑑𝑘) + ∫𝑔(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ [𝑓(𝜁) + 𝑓(𝜂)]∫𝑔(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑑𝑥 

elde edilir. Buradan, 

∫𝑔(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫𝑔(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ [𝑓(𝜁) + 𝑓(𝜂)]∫𝑔(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑑𝑥 
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∫𝑔(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤
𝑓(𝜁) + 𝑓(𝜂)

2
∫𝑔(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑑𝑥 

eşitsizliği elde edilir ki, böylece eşitsizliğin sağ tarafı da ispatlanmış olur.  ∎ 

Tanım 6.1.1 (Gauss-Jacobi Nümerik Yöntemi) [44] 0 ≤ 𝜁 < 𝜂 < +∞, 𝑝 >

0 , 𝑞 > 0 ve 𝑓 fonksiyonu [𝜁, 𝜂] aralığında tanımlı reel fonksiyon olmak üzere, 

∫(𝑥 − 𝜁)𝑝

𝜂

𝜁

(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =∑𝛽(𝑚, 𝑘)𝑓(𝛾𝑘) + 𝑅𝑚[𝑓]

𝑚

𝑘=0

(6.1) 

şeklindeki integral değere yaklaşan seriyi veren bu denkleme Gauss-Jacobi nümerik 

yöntemi denir ve burada  𝑅𝑚 kalan terimi, 𝛽(𝑚, 𝑘) beta fonksiyonunu, 𝛾𝑘 ise 𝑚. 

dereceden Jacobi polinomunun köklerini göstermektedir. 

Teorem 6.1.4 (Kuvvet Ortalama Eşitsizliği) [45] 𝑝 ≥ 1 olmak üzere, 𝑓 ve 𝑔 

fonksiyonları [𝜁, 𝜂] aralığında tanımlı reel fonksiyonlar ve |𝑓| ve |𝑔|𝑝 fonksiyonları 

da aynı aralıkta integrallenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda, 

∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝜂

𝜁

≤ (∫|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝜂

𝜁

)

1−
1
𝑝

(∫|𝑓(𝑥)|

𝜂

𝜁

|𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥)

1
𝑝

(6.5) 

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliğe kuvvet ortalama eşitsizliği denir.  

Teorem 6.1.5 (Hölder İntegral Eşitsizliği) [46] 𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, 𝑓 ve 𝑔 

fonksiyonları [𝜁, 𝜂] aralığında reel fonksiyonlar ve |𝑓|𝑝, |𝑔|𝑞 fonksiyonları da aynı 

aralıkta integrallenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda, 

∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝜂

𝜁

≤ (∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝜁

𝜁

)

1
𝑝

(∫|𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝜂

𝜁

)

1
𝑞

(6.6) 

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliğe Hölder integral eşitsizliği denir.  

6.2 Soyut Konvekslikle İlgili Eşitsizlikler 
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Teorem 6.2.1 (m-konveks Fonksiyonlar İçin Gauss-Jacobi Eşitsizliği) [7] 0 ≤ 𝜁 <

𝜂 < ∞ olmak üzere 𝑓: [𝜁, 𝜂] → ℝ  sürekli fonksiyon ve 𝑓 ∈ 𝐿([𝜁, 𝜂]) olsun. Eğer 𝑓, 

[𝜁, 𝜂] aralığında m-konveks bir fonksiyon ise ∀ 𝑚 ∈ (0,1] ve ∀ 𝑝 > 0 , 𝑞 > 0 için; 

∫(𝑥 − 𝜁)𝑝

𝜂

𝜁

(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

≤ (𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1min {𝛽(𝑞 + 2, 𝑝 + 1)𝑓(𝜁) + 𝑚𝛽(𝑞 + 1, 𝑝 + 2)𝑓 (
𝜂

𝑚
),  

𝛽(𝑞 + 1, 𝑝 + 2)𝑓(𝜁) + 𝑚𝛽(𝑞 + 2, 𝑝 + 1)𝑓 (
𝜂

𝑚
)} (6.8) 

eşitsizliği geçerlidir. Burada 𝛽, beta fonksiyonudur. 

Teorem 6.2.2 (B-konveks Fonksiyonlar İçin Jensen Eşitsizliği) [47] 𝐴 ⊂ 𝑅+
𝑛 ve 

𝑓: 𝐴 → 𝑅+ ∪ {+∞} olmak üzere 𝑓 fonksiyonu B-konveks fonksiyondur ancak ve 

ancak 𝐴 kümesi B-konveksdir ve 𝑖 = 1,2, … ,𝑚 için ∀𝑥𝑖 ∈ 𝐴 ve 𝜆𝑖 ∈ [0,1] öyle ki 

𝑚𝑎𝑥
 𝑖=1,2,...,𝑚

{𝜆𝑖} = 1 için 

𝒇(⋁𝜆𝑖𝒙𝒊

𝒎

𝒊=𝟏

) ≤⋁𝜆𝑖𝑓(𝒙𝒊)

𝒎

𝒊=𝟏

(6.9) 

eşitsizliği sağlanır. 

Teorem 6.2.3 (𝑩−𝟏-konveks Fonksiyonlar İçin Hermite-Hadamard Eşitsizliği) 

[48] 𝑓: [𝜁, 𝜂] ⊂ 𝑅++ → 𝑅++ ve  𝐵−1-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda, 

1

𝜂 − 𝜁
∫𝑓(𝑥)

𝜂

𝜁

𝑑𝑥 ≤

{
 
 

 
 (𝜁 + 𝜂)𝑓(𝜁)

2𝜁
,

𝜂

𝜁
≤
𝑓(𝜂)

𝑓(𝜁)

2𝜂𝑓(𝜁)𝑓(𝜂) − 𝜁[𝑓2(𝜁) + 𝑓2(𝜂)]

2(𝜂 − 𝜁)𝑓(𝜁)
, 1 ≤

𝑓(𝜂)

𝑓(𝜁)
<
𝜂

𝜁

(6.10) 

eşitsizliği sağlanır.
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7. B-KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN GAUSS-JACOBİ EŞİTSİZLİĞİ 

Bu bölümde, ilk olarak yardımcı lemmalar ve daha sonra ise Gauss-Jacobi eşitsizliği 

içeren teoremler ispat edilecektir. B-konveks fonksiyonlar için geçerli bu yeni 

eşitsizliklerin farklı sonuçları ise bu bölümde ifade edilecek diğer çalışmalardandır. 

Bundan sonraki tüm ifadelerde 0 ≤ 𝜁 < 𝜂 < +∞ varsayımı dikkate alınacaktır.  

Lemma 7.1  𝑓: [𝜁, 𝜂] → ℝ+, (𝜁, 𝜂] aralığında integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu 

durumda her 𝑝 > 0 , 𝑞 > 0 için; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

− 𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] (7.1) 

eşitliği sağlanır.  

İspat. İlk olarak 𝑓 fonksiyonu için aşağıdaki integrali göz önüne alalım.  

∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

= ∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(𝜁)𝑑𝑡

𝜁
𝜂

0

+∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(𝑡𝜂)𝑑𝑡

1

𝜁
𝜂

 

Ele alınan bu integralde parçalanmanın ikinci kısmı için 𝑡𝜂 = 𝑥 değişken dönüşümü 

yapılırsa; 

∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

= 𝑓(𝜁)∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑑𝑡

𝜁
𝜂

0

+∫(1 −
𝑥

𝜂
)
𝑞

(
𝑥

𝜂
)
𝑝 𝑓(𝑥)

𝜂
𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

= 𝑓(𝜁)∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑑𝑡

𝜁
𝜂

0

+
1

𝜂𝑝+𝑞+1
∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁
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elde edilir. Buradan; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

= 𝜂𝑝+𝑞+1

[
 
 
 
 

∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

− 𝑓(𝜁)∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑑𝑡

𝜁
𝜂

0
]
 
 
 
 

 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

− 𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

eşitliği elde edilir.∎ 

(7.1) eşitliğini beta fonksiyonu yerine hipergeometrik fonksiyon ile ifade etmek 

mümkündür. Dolayısıyla bu ifade aşağıdaki lemma ile ispat edilecektir.  

Lemma 7.2 𝑓: [𝜁, 𝜂] → ℝ+, (𝜁, 𝜂] aralığında integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu 

durumda her 𝑝 > 0, 𝑞 > 0 için; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞

𝜂

𝜁

𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜂𝑝+𝑞+1∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
(7.2) 

ifadesi geçerlidir.  

İspat. İspat için ilk olarak, aşağıdaki integral ele alınarak, maksimum değerlere göre 

parçalanacaktır:  

∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

= ∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(𝜁)𝑑𝑡

𝜁
𝜂

0

+∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(𝑡𝜂)𝑑𝑡

1

𝜁
𝜂
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Eşitlikte ikinci integral için 𝑡𝜂 = 𝑥 değişken dönüşümü yapılır ise; 

∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

= 𝑓(𝜁)∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑑𝑡

𝜁
𝜂

0

+∫(1 −
𝑥

𝜂
)
𝑞

(
𝑥

𝜂
)
𝑝 𝑓(𝑥)

𝜂
𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

= 𝑓(𝜁)∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑑𝑡

𝜁
𝜂

0

+
1

𝜂𝑝+𝑞+1
∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

elde edilir. Buradan; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

 

−𝑓(𝜁)∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑑𝑡

𝜁
𝜂

0

]
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

 

−𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)
𝑡𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2; 𝑡)

𝑝 + 1
|
𝜁

𝜂

0

 

= 𝜂𝑝+𝑞+1∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

 

−𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)
(
𝜁
𝜂)

𝑝+1

𝐹1
 

2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0
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−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂
)

𝑝 + 1
 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. ∎ 

B-konveks fonksiyonlar için geçerli Gauss-Jacobi eşitsizliklerinden ilki aşağıdaki 

teorem ile ifade edilecektir. 

Teorem 7.1 𝑓: [𝜁, 𝜂] → ℝ+ fonksiyonu ele alınsın. 𝑓 fonksiyonu B-konveks bir 

fonksiyon ve 𝑓 ∈ 𝐿([𝜁, 𝜂]) olsun. Bu koşullar altında her 𝑝 > 0, 𝑞 > 0 olmak üzere 

aşağıdaki eşitsizlik sağlanır.  

∫(𝑥 − 𝜁)𝑝. (𝜂 − 𝑥)𝑞𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

≤

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑓(𝜁)(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1 [𝛽𝜂𝑓(𝜁)−𝜁𝑓(𝜂)

(𝜂−𝜁)𝑓(𝜂)

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)]

+
𝑓(𝜂)

𝜂
(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1[𝜁𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

𝐽𝜂𝑓(𝜁)−𝜁𝑓(𝜂)
(𝜂−𝜁)𝑓(𝜂)

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

+(𝜂 − 𝜁)𝛽(𝑝 + 2, 𝑞 + 1)

𝐽𝜂𝑓(𝜁)−𝜁𝑓(𝜂)
(𝜂−𝜁)𝑓(𝜂)

(𝑝 + 2, 𝑞 + 1)] ,

 

 

 

 

0 <
𝜁

𝜂
≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
< 1

𝑓(𝜂)

𝜂
(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1[𝜁𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

+(𝜂 − 𝜁)𝛽(𝑝 + 2, 𝑞 + 1)],

 

0 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
<
𝜁

𝜂
≤ 1

𝑓(𝜂)(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1), 0 <
𝜁

𝜂
< 1 ≤

𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)

(7.3) 

İspat. 𝑓, B-konveks bir olsun. Bu durumda, 
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𝑓(𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝜆𝜂}) ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝜁), 𝜆𝑓(𝜂)} 

eşitsizliği sağlanır. Eşitsizliğin her iki tarafı (𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝜆𝜂} − 𝜁)𝑝(𝜂 − max{𝜁, 𝜆𝜂})𝑞 ile 

çarpılıp 𝜆 ∈ [0,1] üzerinden integrali alınırsa; sol kısım için  

∫   (𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝜆𝜂} − 𝜁)𝑝
1

0

(𝜂 − max{𝜁, 𝜆𝜂})𝑞𝑓(max{𝜁, 𝜆𝜂})𝑑𝜆 

= ∫(𝜁 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝜁)𝑞

𝜁
𝜂

0

𝑓(𝜁)𝑑𝜆 + ∫(𝜆𝜂 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝜆𝜂)𝑞𝑓(𝜆𝜂)𝑑𝜆

1

𝜁
𝜂

 

= ∫(𝜆𝜂 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝜆𝜂)𝑞
1

𝜁
𝜂

𝑓(𝜆𝜂)𝑑𝜆 

elde edilir. Burada 𝜆𝜂 = 𝑥 değişken dönüşümü yapılır ise, eşitsizliğin sol tarafı için, 

∫(𝜆𝜂 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝜆𝜂)𝑞
1

𝜁
𝜂

𝑓(𝜆𝜂)𝑑𝜆 =
1

𝜂
∫(𝑥 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

(7.4) 

elde edilir.  

Eşitsizliğin sağ tarafı için ise, 

∫(𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝜆𝜂} − 𝜁)𝑝(𝜂 − max{𝜁, 𝜆𝜂})𝑞
1

0

𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝜁), 𝜆𝑓(𝜂)}𝑑𝜆 

integrali ele alınacaktır. Bu integralde aşağıdaki üç durum söz konusudur: 

i) 0 <
𝜁

𝜂
≤

𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
< 1   

ii) 0 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
<

𝜁

𝜂
≤ 1  

iii) 0 <
𝜁

𝜂
< 1 ≤

𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
 .  
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i) 0 <
𝜁

𝜂
≤

𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
< 1  durumu için;  

∫(𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝜆𝜂} − 𝜁)𝑝(𝜂 − max{𝜁, 𝜆𝜂})𝑞
1

0

𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝜁), 𝜆𝑓(𝜂)}𝑑𝜆 

= ∫(𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝜆𝜂} − 𝜁)𝑝(𝜂 − max{𝜁, 𝜆𝜂})𝑞

𝜁
𝜂

0

𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝜁), 𝜆𝑓(𝜂)}𝑑𝜆 

+ ∫ (𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝜆𝜂} − 𝜁)𝑝(𝜂 − max{𝜁, 𝜆𝜂})𝑞

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

𝜁
𝜂

𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝜁), 𝜆𝑓(𝜂)}𝑑𝜆 

+ ∫(𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝜆𝜂} − 𝜁)𝑝(𝜂 − max{𝜁, 𝜆𝜂})𝑞
1

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝜁), 𝜆𝑓(𝜂)}𝑑𝜆 

= ∫0. 𝑑𝜆

𝜁
𝜂

0

+ ∫ (𝜆𝜂 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝜆𝜂)𝑞

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

𝜁
𝜂

𝑓(𝜁)𝑑𝜆 

+ ∫(𝜆𝜂 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝜆𝜂)𝑞
1

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

𝜆𝑓(𝜂)𝑑𝜆 

= ∫ (𝜆𝜂 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝜆𝜂)𝑞

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

𝜁
𝜂

𝑓(𝜁)𝑑𝜆 + ∫(𝜆𝜂 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝜆𝜂)𝑞
1

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

𝜆𝑓(𝜂)𝑑𝜆 

elde edilir. Buradaki integrallere 𝜆𝜂 = 𝑡 değişken dönüşümü yapılırsa; 
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∫ (𝜆𝜂 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝜆𝜂)𝑞

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

𝜁
𝜂

𝑓(𝜁)𝑑𝜆 + ∫(𝜆𝜂 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝜆𝜂)𝑞
1

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

𝜆𝑓(𝜂)𝑑𝜆 

= ∫ (𝑡 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝑡)𝑞

𝜂𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

𝜁

𝑓(𝜁)

𝜂
𝑑𝑡 + ∫ (𝑡 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝑡)𝑞

𝜂

𝜂𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

𝑡
𝑓(𝜂)

𝜂2
𝑑𝑡 

=
𝑓(𝜁)

𝜂
∫ (𝑡 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝑡)𝑞

𝜂𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

𝜁

𝑑𝑡 +
𝑓(𝜂)

𝜂2
∫ (𝑡 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝑡)𝑞

𝜂

𝜂𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

𝑡𝑑𝑡 

olur. Burada, 𝑡 − 𝜁 = (𝜂 − 𝜁)𝑥 değişken dönüşümü uygulanırsa; 

𝑓(𝜁)

𝜂
∫ (𝑡 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝑡)𝑞

𝜂𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

𝜁

𝑑𝑡 +
𝑓(𝜂)

𝜂2
∫ (𝑡 − 𝜁)𝑝(𝑏 − 𝑡)𝑞

𝜂

𝜂𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

𝑡𝑑𝑡 

=
𝑓(𝜁)

𝜂
∫ [(𝜂 − 𝜁)𝑥]𝑝[(𝜂 − 𝜁) − (𝜂 − 𝜁)𝑥]𝑞

𝜂𝑓(𝜁)−𝜁𝑓(𝜂)
(𝜂−𝜁)𝑓(𝜂)

0

(𝜂 − 𝜁)𝑑𝑥 

+
𝑓(𝜂)

𝜂2
∫ [(𝜂 − 𝜁)𝑥]𝑝[(𝜂 − 𝜁) − (𝜂 − 𝜁)𝑥]𝑞
1

𝜂𝑓(𝜁)−𝜁𝑓(𝜂)
(𝜂−𝜁)𝑓(𝜂)

 

[𝜁 + (𝜂 − 𝜁)𝑥](𝜂 − 𝜁)𝑑𝑥 

=
𝑓(𝜁)

𝜂
(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1 ∫ 𝑥𝑝(1 − 𝑥)𝑞

𝜂𝑓(𝜁)−𝜁𝑓(𝜂)
(𝜂−𝜁)𝑓(𝜂)

0

𝑑𝑥 
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+
𝑓(𝜂)

𝜂2
(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1 ∫ 𝑥𝑝(1 − 𝑥)𝑞

1

𝜂𝑓(𝜁)−𝜁𝑓(𝜂)
(𝜂−𝜁)𝑓(𝜂)

[𝜁 + (𝜂 − 𝜁)𝑥]𝑑𝑥 

=
𝑓(𝜁)

𝜂
(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1 ∫ 𝑥𝑝(1 − 𝑥)𝑞

𝜂𝑓(𝜁)−𝜁𝑓(𝜂)
(𝜂−𝜁)𝑓(𝜂)

0

𝑑𝑥 

+
𝑓(𝜂)

𝜂2
(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1

[
 
 
 
 

𝜁 ∫ 𝑥𝑝(1 − 𝑥)𝑞𝑑𝑥

1

𝜂𝑓(𝜁)−𝜁𝑓(𝜂)
(𝜂−𝜁)𝑓(𝜂)

 

+(𝜂 − 𝜁) ∫ 𝑥𝑝+1(1 − 𝑥)𝑞
1

𝜂𝑓(𝜁)−𝜁𝑓(𝜂)
(𝜂−𝜁)𝑓(𝜂)

𝑑𝑥

]
 
 
 
 

 

=
𝑓(𝜁)

𝜂
(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1 [𝛽𝜂𝑓(𝜁)−𝜁𝑓(𝜂)

(𝜂−𝜁)𝑓(𝜂)

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

+
𝑓(𝜂)

𝜂2
(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1 [𝜁𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)𝐽𝜂𝑓(𝜁)−𝜁𝑓(𝜂)

(𝜂−𝜁)𝑓(𝜂)

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) 

+(𝜂 − 𝜁)𝛽(𝑝 + 2, 𝑞 + 1) 𝐽𝜂𝑓(𝜁)−𝜁𝑓(𝜂)
(𝜂−𝜁)𝑓(𝜂)

(𝑝 + 2, 𝑞 + 1)] (7.5) 

olur. (7.4) ve (7.5) den 0 <
𝜁

𝜂
≤

𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
< 1  durumu için, 

∫(𝑥 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

≤ 𝑓(𝜁)(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1 [𝛽𝜂𝑓(𝜁)−𝜁𝑓(𝜂)
(𝜂−𝜁)𝑓(𝜂)

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

+
𝑓(𝜂)

𝜂
(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1 [𝜁𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)𝐽𝜂𝑓(𝜁)−𝜁𝑓(𝜂)

(𝜂−𝜁)𝑓(𝜂)

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) 

+(𝜂 − 𝜁)𝛽(𝑝 + 2, 𝑞 + 1) 𝐽𝜂𝑓(𝜁)−𝜁𝑓(𝜂)
(𝜂−𝜁)𝑓(𝜂)

(𝑝 + 2, 𝑞 + 1)] 
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eşitsizliği elde edilir. 

ii) 0 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
<

𝜁

𝜂
≤ 1 durumu için; 

∫(𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝜆𝜂} − 𝜁)𝑝(𝜂 − max{𝜁, 𝜆𝜂})𝑞
1

0

𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝜁), 𝜆𝑓(𝜂)}𝑑𝜆 

= ∫ (𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝜆𝜂} − 𝜁)𝑝(𝜂 − max{𝜁, 𝜆𝜂})𝑞

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

0

𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝜁), 𝜆𝑓(𝜂)}𝑑𝜆 

+ ∫(𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝜆𝜂} − 𝜁)𝑝(𝜂 − max{𝜁, 𝜆𝜂})𝑞

𝜁
𝜂

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝜁), 𝜆𝑓(𝜂)}𝑑𝜆 

+∫(𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝜆𝜂} − 𝜁)𝑝(𝜂 − max{𝜁, 𝜆𝜂})𝑞
1

𝜁
𝜂

𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝜁), 𝜆𝑓(𝜂)}𝑑𝜆 

= ∫ 0𝑑𝜆

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

0

+ ∫ 0𝑑𝜆

𝜁
𝜂

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

+∫(𝜆𝜂 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝜆𝜂)𝑞
1

𝜁
𝜂

𝜆𝑓(𝜂)𝑑𝜆 

= ∫(𝜆𝜂 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝜆𝜂)𝑞
1

𝜁
𝜂

𝜆𝑓(𝜂)𝑑𝜆 

elde edilir. İntegrale 𝜆𝜂 = 𝑡 değişken dönüşümü uygulandığında; 

∫(𝜆𝜂 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝜆𝜂)𝑞
1

𝜁
𝜂

𝜆𝑓(𝜂)𝑑𝜆 = ∫(𝑡 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝑡)𝑞

𝜂

𝜁

𝑡𝑓(𝜂)

𝜂2
𝑑𝑡 
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=
𝑓(𝜂)

𝜂2
∫(𝑡 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝑡)𝑞

𝜂

𝜁

𝑡𝑑𝑡 

elde edilir. Bu integralde de tekrar 𝑡 − 𝜁 = (𝜂 − 𝜁)𝑥 değişken dönüşümü uygulanırsa; 

𝑓(𝜂)

𝜂2
∫(𝑡 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝑡)𝑞

𝜂

𝜁

𝑡𝑑𝑡 

=
𝑓(𝜂)

𝜂2
∫((𝜂 − 𝜁)𝑥)

𝑝
(𝜂 − 𝜁 − (𝜂 − 𝜁)𝑥)𝑞

1

0

(𝜁 + (𝜂 − 𝜁)𝑥)(𝜂 − 𝜁)𝑑𝑥 

=
𝑓(𝜂)

𝜂2
(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1∫𝑥𝑝(1 − 𝑥)𝑞

1

0

(𝜁 + (𝜂 − 𝜁)𝑥)𝑑𝑥 

=
𝑓(𝜂)

𝜂2
(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1 [𝜁 ∫𝑥𝑝(1 − 𝑥)𝑞𝑑𝑥 + (𝜂 − 𝜁)∫𝑥𝑝+1

1

0

(1 − 𝑥)𝑞𝑑𝑥

1

0

] 

=
𝑓(𝜂)

𝜂2
(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1[𝜁𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) + (𝜂 − 𝜁)𝛽(𝑝 + 2, 𝑞 + 1)] (7.6) 

elde edilir. (7.4) ve (7.6) den 0 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
<

𝜁

𝜂
≤ 1 durumu için, 

∫(𝑥 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

≤
𝑓(𝜂)

𝜂
(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1 

[𝜁𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) + (𝜂 − 𝜁)𝛽(𝑝 + 2, 𝑞 + 1)] 

eşitsizliği elde edilir. 

iii) 0 <
𝜁

𝜂
< 1 ≤

𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
  durumu söz konusu ise; integral [0,1] aralığında olduğundan 

0 <
𝜁

𝜂
< 1 için inceleme yapılır. Bu durumda, 
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∫(𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝜆𝜂} − 𝜁)𝑝(𝜂 − max{𝜁, 𝜆𝜂})𝑞
1

0

𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝜁), 𝜆𝑓(𝜂)}𝑑𝜆 

= ∫(𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝜆𝜂} − 𝜁)𝑝(𝜂 − max{𝜁, 𝜆𝜂})𝑞

𝜁
𝜂

0

𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝜁), 𝜆𝑓(𝜂)}𝑑𝜆 

+∫(𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝜆𝜂} − 𝜁)𝑝(𝜂 − max{𝜁, 𝜆𝜂})𝑞
1

𝜁
𝜂

𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝜁), 𝜆𝑓(𝜂)}𝑑𝜆 

= ∫0𝑑𝜆

𝜁
𝜂

0

+∫(𝜆𝜂 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝜆𝜂)𝑞
1

𝜁
𝜂

𝑓(𝜁)𝑑𝜆 

elde edilir. İntegralde  𝜆𝜂 = 𝑡 değişken dönüşümü yapıldığında ise aşağıdaki eşitlik 

elde edilir. 

∫(𝜆𝜂 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝜆𝜂)𝑞
1

𝜁
𝜂

𝑓(𝜁)𝑑𝜆 =
𝑓(𝜁)

𝜂
∫(𝑡 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝑡)𝑞𝑑𝑡

𝜂

𝜁

 

=
𝑓(𝜁)

𝜂
(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) (7.7) 

olur. O halde (7.4) ve (7.7) denklemlerinden 0 <
𝜁

𝜂
< 1 durumu için, 

∫(𝑥 − 𝜁)𝑝(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

≤ 𝑓(𝜁)(𝜂 − 𝜁)𝑝+𝑞+1𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) 

eşitsizliği elde edilir. 

Üç durum birlikte göz önüne alındığında ispat tamamlanmış olur. ∎ 
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Bu kısımda, daha önce ispat edilen yardımcı lemmalar kullanılarak B-konveks 

fonksiyonlar için geçerli Gauss-Jacobi eşitsizlikleri ile ilgili aşağıdaki teoremler ispat 

edilecektir. 

Teorem 7.2 𝑓: [𝜁, 𝜂] → ℝ+, (𝜁, 𝜂] aralığında integrallenebilir, B- konveks bir 

fonksiyon olsun. Bu durumda her 𝑝 > 0, 𝑞 > 0 için; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞

𝜂

𝜁

𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

≤

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) +

𝑓(𝜂)𝐽𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

(𝑝 + 2, 𝑞 + 1)𝛽(𝑝 + 2, 𝑞 + 1)

−𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] ,

 

 

0 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
< 1

𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)

[𝛽1(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) − 𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] ,

 

1 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)

(7.8) 

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat. Lemma 7.1’den; 𝑓: [𝜁, 𝜂] → ℝ+, (𝜁, 𝜂] aralığında integrallenebilir bir fonksiyon 

ve her 𝑝 > 0, 𝑞 > 0 için; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

− 𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

eşitliği sağlanır. 𝑓, B-konveks olduğundan, 

𝜂𝑝+𝑞+1 [∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

− 𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 
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≤ 𝜂𝑝+𝑞+1 [∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝max{𝑓(𝜁), 𝑡𝑓(𝜂)} 𝑑𝑡

1

0

− 𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

olur. Bu durumda, 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝜂𝑝+𝑞+1

𝜂

𝜁

[∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝max{𝑓(𝜁), 𝑡𝑓(𝜂)} 𝑑𝑡

1

0

 

−𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

eşitsizliği sağlanır. Burada iki durum söz konusudur: 

i) 0 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
< 1 

ii) 1 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
. 

i) 0 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
< 1 durumu ele alınırsa; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1

[
 
 
 
 

∫ (1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(𝜁)𝑑𝑡

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

0

 

+ ∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑡𝑓(𝜂)𝑑𝑡 − 𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

1

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂) ]

 
 
 
 

 

= 𝜂𝑝+𝑞+1

[
 
 
 
 

𝑓(𝜁) ∫ (1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑑𝑡

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

0

 

+𝑓(𝜂) ∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝+1𝑑𝑡 − 𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

1

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂) ]
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= 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝑓(𝜁)𝛽𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) 

+𝑓(𝜂)𝐽𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

(𝑝 + 2, 𝑞 + 1)𝛽(𝑝 + 2, 𝑞 + 1) 

−𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

olur. O halde 0 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
< 1 koşulu altında, 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤

𝜂

𝜁

𝜂𝑝+𝑞+1 [𝑓(𝜁)𝛽𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) 

+𝑓(𝜂)𝐽𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

(𝑝 + 2, 𝑞 + 1)𝛽(𝑝 + 2, 𝑞 + 1) 

−𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] (7,9) 

eşitsizliği elde edilir. 

ii) 1 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
  durumu söz konusu olduğunda ise; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

− 𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1 [∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝max {𝑓(𝜁), 𝑡𝑓(𝜂)}𝑑𝑡

1

0

− 𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

o halde, 
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∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

≤ [𝜂𝑝+𝑞+1∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(𝜁)𝑑𝑡

1

0

−𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

= 𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁) [∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑑𝑡

1

0

− 𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

= 𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁) [𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) − 𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

olur. Buradan 1 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
  durumu için, 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁) [𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) − 𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] (7.10) 

eşitsizliği elde edilir. 

(7.9) ve (7.10) eşitsizlikleri ile ispat tamamlanır. ∎ 

Teorem 7.3 𝑓: [𝜁, 𝜂] → ℝ+, (𝜁, 𝜂] aralığında integrallenebilir, B- konveks bir 

fonksiyon olsun. Bu durumda, her  𝑝 > 0, 𝑞 > 0 için; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞

𝜂

𝜁

𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
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≤

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜂𝑝+𝑞+1
[
𝑓𝑝+2(𝜁) 𝐹1 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

)2
 

𝑓𝑝+2(𝜂)(𝑝 + 1)

+
𝑓(𝜂) 𝐹1(𝑝 + 2,−𝑞; 𝑝 + 3; 1)2

 

𝑝 + 2

−
𝑓𝑝+2(𝜁) 𝐹1 (𝑝 + 2,−𝑞; 𝑝 + 3;

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

)2
 

𝑓𝑝+1(𝜂)(𝑝 + 1)
]

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹12

 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;
𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
,

 

 

 

0 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
< 1

𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁) 𝐹12
 (𝑝 + 1, −𝑞; 𝑝 + 2; 1)

p + 1

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹12

 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;
𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
,

 

1 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)

(7.11) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat. İspat için ilk olarak Lemma 7.2’den; 𝑓: [𝜁, 𝜂] → ℝ+, (𝜁, 𝜂] aralığında 

integrallenebilir bir fonksiyon ve her 𝑝 > 0, 𝑞 > 0 için; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞

𝜂

𝜁

𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜂𝑝+𝑞+1∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

eşitliğinin sağlandığı göz önüne alınırsa, 𝑓 fonksiyonunun B-konveksliğinden,  

𝜂𝑝+𝑞+1∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1

𝑝 + 1
𝐹1
 

2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁

𝜂
) 

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝max{𝑓(𝜁), 𝑡𝑓(𝜂)} 𝑑𝑡

1

0
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−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂
)

𝑝 + 1
 

elde edilir. Buradan, 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞

𝜂

𝜁

𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝜂𝑝+𝑞+1∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝max{𝑓(𝜁), 𝑡𝑓(𝜂)} 𝑑𝑡

1

0

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

eşitsizliği sağlanır. Burada iki durum söz konusudur: 

i) 0 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
< 1 

ii) 1 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
. 

i) 0 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
< 1 durumu incelenirse; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1 [∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝜁), 𝑡𝑓(𝜂)}𝑑𝑡

1

0

] 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1

[
 
 
 
 

∫ (1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(𝜁)𝑑𝑡 + ∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑡𝑓(𝜂)𝑑𝑡

1

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

0

]
 
 
 
 

 



38 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂
)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1

[
 
 
 
 

∫ (1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(𝜁)𝑑𝑡

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

0

+ ∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝+1𝑓(𝜂)𝑑𝑡

1

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂) ]

 
 
 
 

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [
𝑓(𝜁)

𝑝 + 1
𝑡𝑝+1 𝐹1

 
2
 [𝑝 + 1, −𝑞; 𝑝 + 2; 𝑡] |

𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)

0

 

+
𝑓(𝜂)

𝑝 + 2
𝑡𝑝+2 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 2, −𝑞; 𝑝 + 3; 𝑡) |

1

𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)

] 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1
[
𝑓𝑝+2(𝜁) 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

)

𝑓𝑝+1(𝜂)(𝑝 + 1)
 

+
𝑓(𝜂) 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 2, −𝑞; 𝑝 + 3; 1)

𝑝 + 2
 

−
𝑓𝑝+2(𝜁) 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 2,−𝑞; 𝑝 + 3;

𝑓(𝜁)
𝑓(𝜂)

)

𝑓𝑝+1(𝜂)(𝑝 + 1)
]
 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

elde edilir. 

ii) 1 ≤
𝑓(𝜁)

𝑓(𝜂)
  durumu için ise; 
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∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1 [∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝜁), 𝑡𝑓(𝜂)}𝑑𝑡

1

0

] 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(𝜁)𝑑𝑡

1

0

] −
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁) [
t𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2; 𝑡)

p + 1
|
1

0

] 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

=
𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁) 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2; 1)

p + 1
 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

elde edilerek ispat tamamlanır. ∎ 

Şimdi 𝜆 > 1 ve 𝑓𝜆 bir B-konveks fonksiyon olmak üzere, bu tür fonksiyonlar için 

geçerli Gauss-Jacobi eşitsizlikleri aşağıdaki teoremler ile ispat edilecektir. 

Teorem 7.4  𝑓: [𝜁, 𝜂] → ℝ+ fonksiyonu için 𝜆 > 1 olmak üzere,  𝑓𝜆 fonksiyonu (𝜁, 𝜂] 

aralığında integrallenebilir ve B-konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her 𝑝 > 0,

𝑞 > 0 için; 
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∫(𝜂 − 𝑥)𝑞

𝜂

𝜁

𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 𝜂𝑝+𝑞+1 [(𝑓𝜆(𝜁)𝛽𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

+𝑓𝜆(𝜂)𝐽𝑓𝜆(𝜁)
𝑓𝜆(𝜂)

(𝑝 + 2, 𝑞 + 1)𝛽(𝑝 + 2, 𝑞 + 1))

1
𝜆

(𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1))
1−
1
𝜆 − 𝑓(𝜁)𝛽𝜁

𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] ,

 

 

0 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
< 1

𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

−𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) ,

 

1 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

(7.12) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat. Lemma 7.1’den; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

− 𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

eşitliği sağlanır. Kuvvet ortalama eşitsizliğinden; 

𝜂𝑝+𝑞+1 [∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

− 𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1

[
 
 
 
 

(∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑑𝑡   

1

0

)

1−
1
𝜆

(∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝
1

0

𝑓𝜆(𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡)

1
𝜆
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−𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

 ]
 
 
 
 

 

elde edilir. 𝑓𝜆, B-konveks olduğundan; 

𝜂𝑝+𝑞+1

[
 
 
 
 

(∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑑𝑡   

1

0

)

1−
1
𝜆

(∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝
1

0

𝑓𝜆(𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡)

1
𝜆

 

 

−𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

 

] 

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1

[
 
 
 
 

(𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1))
1−
1
𝜆 (∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝

1

0

𝑚𝑎𝑥{𝑓𝜆(𝜁), 𝑡𝑓𝜆(𝜂)}𝑑𝑡)

1
𝜆

 

 

−𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

 ]
 
 
 
 

 

eşitsizliği sağlanır. Burada iki durum söz konusudur: 

i) 0 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
< 1 

ii) 1 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
. 

i) 0 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
< 1 durumu ele alınır ise; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁
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≤ 𝜂𝑝+𝑞+1

[
 
 
 
 

(𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1))
1−
1
𝜆 (∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝

1

0

𝑚𝑎𝑥{𝑓𝜆(𝜁), 𝑡𝑓𝜆(𝜂)}𝑑𝑡)

1
𝜆

 

 

−𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

 ]
 
 
 
 

 

= 𝜂𝑝+𝑞+1

[
 
 
 
 
 

(

 
 
∫ (1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

0

𝑓𝜆(𝜁)𝑑𝑡 + ∫ (1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝
1

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

𝑡𝑓𝜆(𝜂)𝑑𝑡

)

 
 

1
𝜆

 

 

(𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1))
1−
1
𝜆 − 𝑓(𝜁)𝛽𝜁

𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

 ]
 
 
 
 

 

= 𝜂𝑝+𝑞+1

[
 
 
 
 
 

(

  
 
𝑓𝜆(𝜁) ∫ (1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

0

𝑑𝑡 + 𝑓𝜆(𝜂) ∫ (1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝+1
1

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

𝑑𝑡

)

  
 

1
𝜆

 

 

(𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1))
1−
1
𝜆 − 𝑓(𝜁)𝛽𝜁

𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

 ]
 
 
 
 

 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [(𝑓𝜆(𝜁)𝛽𝑓𝜆(𝜁)
𝑓𝜆(𝜂)

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) 

+𝑓𝜆(𝜂)𝐽𝑓𝜆(𝜁)
𝑓𝜆(𝜂)

(𝑝 + 2, 𝑞 + 1)𝛽(𝑝 + 2, 𝑞 + 1))

1
𝜆
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(𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1))
1−
1
𝜆 − 𝑓(𝜁)𝛽𝜁

𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

 

] 

olur. Buradan, 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1 [(𝑓𝜆(𝜁)𝛽𝑓𝜆(𝜁)
𝑓𝜆(𝜂)

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) 

+𝑓𝜆(𝜂)𝐽𝑓𝜆(𝜁)
𝑓𝜆(𝜂)

(𝑝 + 2, 𝑞 + 1)𝛽(𝑝 + 2, 𝑞 + 1))

1
𝜆

 

 

(𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1))
1−
1
𝜆 − 𝑓(𝜁)𝛽𝜁

𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

 

] 

eşitsizliği elde edilerek 0 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
< 1 durumu ispatlanmış olur. 

ii) 1 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
 durumu ele alınır ise; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1

[
 
 
 
 

(𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1))
1−
1
𝜆 (∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝

1

0

𝑚𝑎𝑥{𝑓𝜆(𝜁), 𝑡𝑓𝜆(𝜂)}𝑑𝑡)

1
𝜆

 

 

−𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

 ]
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= 𝜂𝑝+𝑞+1 [(𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1))
1−
1
𝜆 (∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝

1

0

𝑓𝜆(𝜁)𝑑𝑡)

1
𝜆

 

 

−𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)

 ]
 
 
 
 

 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [(𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1))
1−
1
𝜆 (𝑓𝜆(𝜁)𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1))

1
𝜆
 

−𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)𝑓(𝜁) − 𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

elde edilir. Böylece,  

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)𝑓(𝜁) − 𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

eşitsizliği elde edilerek, 1 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
 şartı için de eşitsizlik elde edilir ve ispat 

tamamlanmış olur. ∎ 

Teorem 7.5  𝑓: [𝜁, 𝜂] → ℝ+, fonksiyonu için 𝜆 > 1 olmak üzere,  𝑓𝜆 fonksiyonu (𝜁, 𝜂] 

aralığında integrallenebilir ve B-konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her 𝑝 > 0,

𝑞 > 0 için; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞

𝜂

𝜁

𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
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≤

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜂𝑝+𝑞+1 (

𝐹1
 

2
 (𝑝 + 1, −𝑞; 𝑝 + 2; 1)

𝑝 + 1
)

1−
1
𝜆

 

[
 
 
 (𝑓𝜆(𝜁))

𝑝+2

(𝑓𝜆(𝜂))
𝑝+1

𝐹1
 

2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
)

𝑝 + 1
 

+𝑓𝜆(𝜂)
𝐹1
 

2
 (𝑝 + 2,−𝑞; 𝑝 + 3; 1)

𝑝 + 2
 

−
(𝑓𝜆(𝜁))

𝑝+2

(𝑓𝜆(𝜂))
𝑝+1

𝐹1
 

2
 (𝑝 + 2,−𝑞; 𝑝 + 3;

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
)

𝑝 + 2

]
 
 
 

1
𝜆

, 0 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
< 1

 

𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)
𝐹1
 

2
 (𝑝 + 1, −𝑞; 𝑝 + 2; 1)

𝑝 + 1

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
,

 

 

1 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

(7.13) 

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat. Lemma 7.2’den; 𝑓: [𝜁, 𝜂] → ℝ+, (𝜁, 𝜂] aralığında integrallenebilir bir fonksiyon 

ve her 𝑝 > 0, 𝑞 > 0 için; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞

𝜂

𝜁

𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜂𝑝+𝑞+1∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

eşitliği sağlanır. Kuvvet ortalama eşitsizliğinden; 

𝜂𝑝+𝑞+1∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1(∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑑𝑡   

1

0

)

1−
1
𝜆

(∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝
1

0

𝑓𝜆(𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡)

1
𝜆
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−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂
)

𝑝 + 1
 

elde edilir. 𝑓𝜆 fonksiyonu B-konveks olduğundan; 

𝜂𝑝+𝑞+1(∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑑𝑡   

1

0

)

1−
1
𝜆

(∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝
1

0

𝑓𝜆(𝑚𝑎𝑥{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡)

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1 (
𝑡𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2; 𝑡)

𝑝 + 1
|
1

0
)

1−
1
𝜆

 

(∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝
1

0

𝑚𝑎𝑥{𝑓𝜆(𝜁), 𝑡𝑓𝜆(𝜂)}𝑑𝑡)

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂
)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 (
𝐹1
 

2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2; 1)

𝑝 + 1
)

1−
1
𝜆

 

(∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝
1

0

𝑚𝑎𝑥{𝑓𝜆(𝜁), 𝑡𝑓𝜆(𝜂)}𝑑𝑡)

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

elde edilir. Burada iki durum sözkonusudur: 

i) 0 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
< 1 
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ii) 1 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
. 

i) 0 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
< 1 durumu ele alınırsa; 

𝜂𝑝+𝑞+1 (
𝐹1
 

2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2; 1)

𝑝 + 1
)

1−
1
𝜆

(∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝
1

0

𝑚𝑎𝑥{𝑓𝜆(𝜁), 𝑡𝑓𝜆(𝜂)}𝑑𝑡)

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 (
𝐹1
 

2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2; 1)

𝑝 + 1
)

1−
1
𝜆

 

(

  
 
∫ (1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

0

𝑓𝜆(𝜁)𝑑𝑡 + ∫ (1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝
1

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

𝑡𝑓𝜆(𝜂)𝑑𝑡

)

  
 

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 (
𝐹1
 

2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2; 1)

𝑝 + 1
)

1−
1
𝜆

 

(

  
 
𝑓𝜆(𝜁) ∫ (1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

0

𝑑𝑡 + 𝑓𝜆(𝜂) ∫ (1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝+1
1

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

𝑑𝑡

)

  
 

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
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= 𝜂𝑝+𝑞+1 (
𝐹1
 

2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2; 1)

𝑝 + 1
)

1−
1
𝜆

 

(𝑓𝜆(𝜁)
𝑡𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2; 𝑡)

𝑝 + 1
|
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

0

 

+𝑓𝜆(𝜂)
𝑡𝑝+2 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 2,−𝑞; 𝑝 + 3; 𝑡)

𝑝 + 2
|

1

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

)

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 (
𝐹1
 

2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2; 1)

𝑝 + 1
)

1−
1
𝜆

 

[
 
 
 (𝑓𝜆(𝜁))

𝑝+2

(𝑓𝜆(𝜂))
𝑝+1

𝐹1
 

2
 (𝑝 + 1, −𝑞; 𝑝 + 2;

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
)

𝑝 + 1
 

+𝑓𝜆(𝜂)
𝐹1
 

2
 (𝑝 + 2, −𝑞; 𝑝 + 3; 1)

𝑝 + 2
 

−
(𝑓𝜆(𝜁))

𝑝+2

(𝑓𝜆(𝜂))
𝑝+1

𝐹1
 

2
 (𝑝 + 2,−𝑞; 𝑝 + 3;

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
)

𝑝 + 2

]
 
 
 

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

elde edilerek 0 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
< 1 durumu için eşitsizlik elde edilir. 

ii) 1 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
 durumu için ise; 
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𝜂𝑝+𝑞+1 (
𝐹1
 

2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2; 1)

𝑝 + 1
)

1−
1
𝜆

(∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝
1

0

𝑚𝑎𝑥{𝑓𝜆(𝜁), 𝑡𝑓𝜆(𝜂)}𝑑𝑡)

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1(∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑑𝑡   

1

0

)

1−
1
𝜆

(∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝
1

0

𝑓𝜆(𝜂)𝑑𝑡)

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑑𝑡   

1

0

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)
𝑡𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2; 𝑡)

𝑝 + 1
|
1

0

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)
𝐹1
 

2
 (𝑝 + 1, −𝑞; 𝑝 + 2; 1)

𝑝 + 1
 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

elde edilerek ispat tamamlanır. ∎ 

Teorem 7.6 𝑓: [𝜁, 𝜂] → ℝ+ fonksiyonu için 𝜆 > 1 olmak üzere,  𝑓𝜆 fonksiyonu (𝜁, 𝜂] 

aralığında integrallenebilir ve B-konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her 𝑝 > 0,

𝑞 > 0 için; 
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∫(𝜂 − 𝑥)𝑞

𝜂

𝜁

𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

≤

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
𝜂𝑝+𝑞+1 [(𝛽 (

𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1))

1−
1
𝜆

 

(
𝑓2𝜆(𝜁)

2𝑓𝜆(𝜂)
+
𝑓𝜆(𝜂)

2
)

1
𝜆

− 𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] , 0 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
< 1

  

𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁) [𝛽1−
1
𝜆 (

𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)  

−𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] , 1 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

(7.14) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat. İspat için Lemma 7.1 ele alındığında, 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜂

𝜁

 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

− 𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

eşitliği geçerlidir. Hölder eşitsizliği kullanılır ise; 

𝜂𝑝+𝑞+1 [∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

− 𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1)] 

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1 [∫[(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝]
𝜆
𝜆−1𝑑𝑡

1

0

]

𝜆−1
𝜆

[∫𝑓𝜆(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

]

1
𝜆

 

−𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) 
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elde edilir. 𝑓𝜆 B-konveks bir fonksiyon olduğundan, 

𝜂𝑝+𝑞+1 [∫[(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝]
𝜆
𝜆−1𝑑𝑡

1

0

]

𝜆−1
𝜆

[∫𝑓𝜆(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

]

1
𝜆

 

−𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) 

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆
[∫𝑚𝑎𝑥{𝑓𝜆(𝜁), 𝑡𝑓𝜆(𝜂)}𝑑𝑡

1

0

]

1
𝜆

 

−𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) 

olur. Burada iki durum vardır: 

i) 0 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
< 1 olabilir ya da, 

ii) 1 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
 durumu söz konusu olabilir. 

i) 0 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
< 1 durumu ele alınır ise, 

𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆
[∫𝑚𝑎𝑥{𝑓𝜆(𝜁), 𝑡𝑓𝜆(𝜂)}𝑑𝑡

1

0

]

1
𝜆

 

−𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆

[
 
 
 
 

∫ 𝑓𝜆(𝜁)𝑑𝑡 + ∫ 𝑡𝑓𝜆(𝜂)𝑑𝑡

1

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

0

]
 
 
 
 

1
𝜆

 

−𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) 
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= 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆
[
𝑓2𝜆(𝜁)

2𝑓𝜆(𝜂)
+
𝑓𝜆(𝜂)

2
]

1
𝜆

 

−𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) 

elde edililerek i. durum gösterilmiş olur. 

ii) 1 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
 durumu için ise, 

𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆
[∫𝑚𝑎𝑥{𝑓𝜆(𝜁), 𝑡𝑓𝜆(𝜂)}𝑑𝑡

1

0

]

1
𝜆

 

−𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆
[∫𝑓𝜆(𝜁)𝑑𝑡

1

0

]

1
𝜆

 

−𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆
[𝑓𝜆(𝜁)]

1
𝜆 

−𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁)𝛽𝜁
𝜂

(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) 

elde edilerek her iki durum için de eşitsizlikler gösterilmiş olur. ∎ 

Teorem 7.7   𝑓: [𝜁, 𝜂] → ℝ+ fonksiyonu için 𝜆 > 1 olmak üzere,  𝑓𝜆 fonksiyonu (𝜁, 𝜂] 

aralığında integrallenebilir ve B-konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her 𝑝 > 0,

𝑞 > 0 için; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞

𝜂

𝜁

𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
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≤

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (

𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆

[
𝑓2𝜆(𝜁)

2𝑓𝜆(𝜂)
+
𝑓𝜆(𝜂)

2
]

1
𝜆

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
,

 

 

0 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
< 1

𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁) [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
,

 

1 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

(7.15) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat. Lemma 7.2’den; 𝑓: [𝜁, 𝜂] → ℝ+, (𝜁, 𝜂] aralığında integrallenebilir bir fonksiyon 

ve her 𝑝 > 0, 𝑞 > 0 için; 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞

𝜂

𝜁

𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜂𝑝+𝑞+1∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

sağlanır. Hölder eşitsizliğinden; 

𝜂𝑝+𝑞+1∫(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝𝑓(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1 [∫[(1 − 𝑡)𝑞𝑡𝑝]
𝜆
𝜆−1𝑑𝑡

1

0

]

1−
1
𝜆

[∫𝑓𝜆(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

]

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
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≤ 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆
[∫𝑓𝜆(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

]

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

olur. 𝑓𝜆, B-konveks olduğundan, 

𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆
[∫𝑓𝜆(max{𝜁, 𝑡𝜂})𝑑𝑡

1

0

]

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

≤ 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆
[∫𝑚𝑎𝑥{𝑓𝜆(𝜁), 𝑡𝑓𝜆(𝜂)}𝑑𝑡

1

0

]

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

elde edilir. Bu denklemde aşağıdaki iki koşul gerçeklenebilir: 

i) 0 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
< 1 durumu, 

ii) 1 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
 durumu. 

i) 0 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
< 1 ise, 

𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆
[∫𝑚𝑎𝑥{𝑓𝜆(𝜁), 𝑡𝑓𝜆(𝜂)}𝑑𝑡

1

0

]

1
𝜆
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−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂
)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆

[
 
 
 
 
 

∫ 𝑓𝜆(𝜁)𝑑𝑡 + ∫ 𝑡𝑓𝜆(𝜂)𝑑𝑡

1

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

0

]
 
 
 
 
 

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆

[
 
 
 
 
 

∫ 𝑓𝜆(𝜁)𝑑𝑡 + ∫ 𝑡𝑓𝜆(𝜂)𝑑𝑡

1

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)

0

]
 
 
 
 
 

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆
[
𝑓2𝜆(𝜁)

2𝑓𝜆(𝜂)
+
𝑓𝜆(𝜂)

2
]

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

elde edilir. O halde, 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞

𝜂

𝜁

𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆
[
𝑓2𝜆(𝜁)

2𝑓𝜆(𝜂)
+
𝑓𝜆(𝜂)

2
]

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

elde edilir. 
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ii) 1 ≤
𝑓𝜆(𝜁)

𝑓𝜆(𝜂)
 ise, 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞

𝜂

𝜁

𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆
 

[∫𝑚𝑎𝑥{𝑓𝜆(𝜁), 𝑡𝑓𝜆(𝜂)}𝑑𝑡

1

0

]

1
𝜆

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1 [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆
[∫𝑓𝜆(𝜁)𝑑𝑡

1

0

]

1
𝜆

 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

= 𝜂𝑝+𝑞+1𝑓(𝜁) [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆
 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

olur. Böylece, 

∫(𝜂 − 𝑥)𝑞

𝜂

𝜁

𝑥𝑝𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝜂𝑝+𝑞+1𝑓𝜆(𝜁) [𝛽 (
𝑝𝜆

𝜆 − 1
+ 1,

𝑞𝜆

𝜆 − 1
+ 1)]

1−
1
𝜆
 

−
𝑓(𝜁)𝜂𝑞𝜁𝑝+1 𝐹1

 
2
 (𝑝 + 1,−𝑞; 𝑝 + 2;

𝜁
𝜂)

𝑝 + 1
 

elde edilir. Bu durumda ispat tamamlanır. ∎ 
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8. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez, ekonomi üzerine uygulamaları olan bir soyut konvekslik biçimi; B-konvekslik 

ile ilgili yine bu konuda önemli yeri olan nümerik yöntemlerden biri Gauss-Jacobi 

nümerik metodu ile ilgi kuran bir çalışma olarak düzenlemiştir.  

Tezde, B-konvekslik üzerine Gauss-Jacobi için eşitsizlik çeşitleri elde edilmiştir. Zira, 

konveklik ve soyut konvekslik üzerine uygulamalar en çok eşitsizlikler teorisinde 

karşılaşılmaktadır.  

Tezde ilk olarak, çalışma ile ilgili bir giriş bölümü verilmiştir. İkinci bölümde ise, 

sonuçlarda da kullanılacak olan özel beta, tamamlanmamış beta gibi özel fonksiyon 

çeşitleri ifade edilmiştir. Konveks küme ve fonksiyonlar üçüncü başlık altında 

incelenmiştir. Soyutlama yöntemleri ve bazı genelleştirilmiş konveks fonksiyon 

çeşitleri dördüncü bölümde gösterilmiştir. B-konvekslik ile ilgili bilgiler B-konveks 

kümeler ve B-konveks fonksiyonlar olarak iki alt başlık şeklinde beşinci bölümde 

ifade edilmiştir. Konveksliğin uygulandığı bazı önemli eşitsizlikler de altıncı bölümde 

verilmiştir. 

Tezin sonuçları olan, B-konveks fonksiyonlarda Gauss-Jacobi eşitsizliği yedinci 

bölümde sunulmuştur. Bu bölümde, ilk olarak eşitsizliğe uygun bir çekirdeğe sahip 

integralin açılımı ile ilgili bir lemma (Lemma 7.1) ifade edilmiştir. Bu lemmanın farklı 

özel fonksiyonlar ile ifadesi de Lemma 7.2 ile ispat edilmiştir. Fonksiyonun B-

konveksliğinden yararlanılarak ispat edilen Gauss-Jacobi türü eşitsizlik Teorem 7.1 ile 

verilmiştir. Daha sonra, Lemma 7.1 yardımı ile elde edilen eşitsizlik Teorem 7.2 ve bu 

eşitsizliğin farklı versiyonu ise Teorem 7.3 ile ifade edilmiştir. 𝑓𝜆 fonksiyonunun B-

konveks olması durumunda, lemma ve kuvvet ortalaması eşitsizliği yardımı ile ispat 

edilen eşitsizlik ve farklı özel fonksiyonlarla ifadesi sırasıyla Teorem 7.4 ve Teorem 

7.5 ile verilmiştir. Hölder eşitsizliğinden yararlanılarak gösterilen B-konveks 

fonksiyonlar için geçerli Gauss-Jacobi eşitsizliği ise, daha sonraki kısımda inşa 

edilmiştir (Teorem 7.6, Teorem 7.7).  
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İleriki çalışmalar için de bazı açık problemler aşağıdaki gibi sıralanabilir:  

-Tezde elde edilen bu eşitsizlikler üzerine farklı örnekler inşa edilerek hem doğruluğu 

kanıtlanır hem de özel fonksiyonlar için farklı ve kullanışlı yeni eşitsizlikler 

gösterilebilir.  

-Bu tezde elde edilen sonuçların farklı soyut konvekslik sınıfları için çalışılması da 

ileride geniş kapsamlı bir çalışma olarak düşünülebilir.  

-İspatlarda kullanılan eşitsizlikler farklılaştırılarak ve fonksiyonlar üzerine başka 

koşullar konularak, yeni eşitsizliklerin ispatı üzerine çalışmalar yapılabilir.  
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