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OZET

Konveks analiz, son yillarda olduk¢a popiiler olan alanlardan biridir. Bu tezde,
konveks analizin bir alt dal1 olan soyut konvekslik {izerine bir esitsizlik uygulamasi
yapilmistir. Tezde incelenen genellestirilmis konvekslik ¢esidi, B-konvekslik ve
esitsizlik ise Hermite-Hadamard-Fejer tipi esitsizliktir. Boylece, tezde, simdiye kadar
optimizasyon, ekonomi ve farkli esitsizlikler tizerine olan uygulamalari ile ¢alisilmig
B-konveks fonksiyonlar i¢in, elde edilmis esitsizliklerden daha genel bir esitsizligin
ifade ve uygulamalari verilmistir.

Bu tezde, ilk olarak, B-konveks kiime ve fonksiyonlar ilgili bazi yeni Ornekler
verilmistir. Ayrica Hermite-Hadamard-Fejer esitsizliginin B-konvekslik icin yeni
formu ifade edilmistir. Daha sonra, esitsizlikte ele alinan fonksiyonlar iizerine 6zel
sartlar getirilerek farkli teoremler gelistirilmistir. Verilen sartlara 6zel Ornekler
incelenmis ve teoremlerin B-konveks olan ya da olmayan bu fonksiyonlar igin
durumlar1 ispat edilmistir. Sonugta da istenilen ve daha 6zel yaklagimlar veren
esitsizlikler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konvekslik, Soyut Konvekslik, Soyut Konveks Fonksiyonlar,
B-konvekslik, B-konveks Fonksiyonlar, Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi.
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ABSTRACT

Convex analysis is one of the popular field in recents. In this thesis, an application of
inequality on the abstract convexity that is a subfield of convex analysis is made. B-
convexity is the generalized convexity type and Hermite-Hadamard-Fejer type
inequality is the inequality examined in the thesis. Thus, in the thesis, expression and
applications of a more general inequality for B-convex functions, studied on
applications to the optimization, economy and different inequalities until now, is
given.

In this thesis, first, some new examples about B-convex sets and functions are given.
Also, a new form of the Hermite-Hadamard-Fejer inequality for B-convexity is
expressed. Then, different theorems are improved by putting special conditions on the
handling functions for the inequality. Examples specialized on given conditions are
examined and theorems for the functions, which are B-convex or are not B-convex,
are proven. Finally, desired inequalities given more proper approaches are obtained.

Keywords: Convexity, Abstract Convexity, Abstract Convex Functions, B-convexity,
B-convex Functions, Hermite-Hadamard-Fejer Inequality.
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1.GIRIS

Matematigin her zaman giinliik hayatta somut olarak karsimiza ¢ikmadigi taraflar olsa
dahi, soyut olarak hayatimizin her yerinde kullanildigini kanitlayabildigimiz bir bilim
dali oldugu ortadir. MO 3000’den itibaren, Mezopotamya eyaletlerinde dogay:
anlama, ticaret, takvim, zaman kaydetme ve astronomi gibi birgok alanda kullanilmaya
baslanilan matematik anabilim dali, zaman gegtik¢e kullanildigi yerler artarak
giinlimiize kadar gelmistir. Gliniimiizde en belirgin olarak miihendislik, sanat, tip,
ekonomi gibi alanlarda kullanilan bu dal kendi iginde de birgok alt bilim dalina

ayrimistir.

Konveks Analiz ise matematigin énemli alt dallarindan biridir. Konvekslik ilk olarak
geometride kullanilmasina ragmen matematigin diger alanlar1 olan analiz, grafik
teorisi ve olasilik gibi bir¢cok farkli alanda uygulamaya sahiptir. Konvekslik
kavraminin ilk olarak Yunanlilar tarafindan ortaya atildigi sdylense de, tarihi Misirlara
kadar dayanir. O giinlerden zamanimiza kadar Miihendislik, Tip, Sanat, Matematiksel
Analiz, Optimizasyon ve Esitsizlikler Teorisi gibi bir¢ok uygulama alaninda ele alinan
konvekslik kavrami uygulamalarda 6nemli bir yere sahiptir [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10].
Klasik konvekslikle ilgili ¢ok sayida matematiksel uygulama mevcuttur. Bunlar
arasinda en ilgi ¢ekeniyse Esitsizlikler Teorisidir. Esitsizlik, iki degerin biiytikliik ve
kiiglikliik anlaminda arasindaki farki ifade eden iliskidir [11,12,13,14]. Esitsizlikler,
ilk olarak 18. Ve 19. Yy’lara dayansa da modern anlamda esitsizlikler 1934 yilinda
Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan yazilan “Inequalities” adli kitapla kullanilmaya

baslanmustir [8].

Konveks Analiz’in alt dallarindan biri olan soyut konvekslik, klasik konveksligin
genellestirilmis  halidir [15,16,17,18]. Bu genellestirme yontemlerinden ikisi
fonksiyonel soyutlama ve topolojik soyutlama olarak ifade edilebilir [16]. Soyut
konvekslik kavrami, Optimizasyon, Matematiksel Analiz ve Esitsizlikler Teorisi gibi
bircok alanlarda ¢ok sayida uygulamaya sahiptir. Soyut konvekslik kavramin1 2000
yilinda A. Rubinov’un kitabinda ve ek baska pek ¢ok kitapta ayrintili bigimde
caligtlmistir  [16]. Soyut konveksligin  ¢ok sayida ¢esidi  mevcuttur
[19,20,21,22,23,24,25]. Uygulamalarin ve galisma alanlarimin getirdigi sartlara gore
farklilasan bu soyut konvekslik g¢esitleri her gecen gilin popiilerligini artirmaktadir.

Ornegin, sabit nokta ile ilgili uygulamalara sahip p-konvekslik [24]’de, birinci

1



anlamda s-konvekslik [23]’de, ikinci anlamda s-konvekslik [21]’de, {i¢iincii anlamda
s-konvekslik [22]’da, dérdiincii anlamda s-konvekslik [20]’de, B-konvekslik [19]’de,
B1-konvekslik [26,27] de ¢alisilmistir. Bu konvekslikler iizerine hem uygulama hem
teorik olarak ¢alisilmaya devam edilmektedir. Ozellikle konvekslikte dnemli yeri olan

esitsizliklerin bu fonksiyonlar i¢in durumu incelenmistir.

Konveks fonksiyonlarin en onemli ve kullanish uygulamalarindan biri de
esitsizliklerdir. Esitsizlikler Teorisi’ndeki en iinli esitsizliklerden biri ise Hermite-
Hadamard esitsizligidir [14]. Hermite-Hadamard esitsizligi, Hermite’in 1881 yilinda
Mathesis dergisine gondermis oldugu ve 1883 yilinda yaymlanan mektubu ile ortaya
cikmistir. Ancak, esitsizlik Hermite’nin 1901 yilinda 6liimiinden sonra yayinlanan bir
makale ile ortaya ¢iksa da, bu esitsizligi 1893 yilinda J. Hadamard da ispatlamistir. Bu
sebeple, artik esitsizlik her iki bilim adaminin adiyla isimlendirilmektedir. Bu 6nemli
esitsizlik, integral ortalama degerinin, fonksiyon ve goriintiilerin ortalama degerlerine
iliskin bir esitsizlik olup, fonksiyonun konvekslik veya konkavlik durumuna gore

degismektedir.

Hermite-Hadamard esitsizligi iyilestirmeler ve farkli soyut konveks fonksiyonlar i¢in
calisilmaktadir. Iyilestirmeler [6] makalelerindeki gibi daha yakin sinirlar bulmak igin
ve yeni daha genel kesirli integrallerle esitsizligi ifade etmek i¢in [28,29,30,31]
calisilmak tizere, iki sekilde genellestirme yapilarak sunulmaktadir. Ayrica farkli soyut
konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi ise Ornegin; B-konveks
fonksiyonlar i¢in [25] makalesinde, p-konveks fonksiyonlar i¢in [32] makalesinde,
ticiincii anlamda s-konveks fonksiyonlar i¢in [33] makalesinde c¢alisilmis ve

calisilmaya devam edilmektedir.

1906 yilinda Fejer (1880-1959) trigonometrik polinomlart ¢alisirken Hermite’in
sonuglarinin genellestirilmesi olan
a+b b ¢ f(a)+ f(b b
f(—]Ig(x)dxg'[f(x)g(x)dngJ‘g(x)dx (1.1)
2 a a 2 a
esitsizligini elde etmistir [12]. Bu esitsizlikten 0 (X) =1, xe (a, b) icin Hermite-

Hadamard esitsizliginin elde edilecegi agik¢a goriilmektedir. Fejer’in bu sonucu ile

ilgili 6zellikle son yillarda birgok ¢alisma yapilmistir [5,34,35,36,37,38,39,40].



Konveks Analiz’in alt dallarindan biri olan soyut konvekslik bi¢cimi son zamanlarda
cokea ilgi goren bir konudur [16,18]. Bu alanda ¢okga genellestirme bigimi vardir. Bu
genellestirme gesitlerinden biri de B-konveksliktir [19]. B-konvekslik kiime teorisi ve
ekonomi  yoniindeki c¢alismalariyla zamanin ilgi ¢eken konularindandir
[19,41,42,43,44,45,46]. 2006 yilinda G. Adilov ve A. M. Rubinov ortak ¢aligmasi ile
B-konvekslik kavramini daha da gelistirilerek c¢alisilmistir [1]. Hala gliniimiizde
calisma alani olarak popiilerligini devam ettirmekte ve literatiirde bu konu ile ilgili cok
sayida calisma yer almaktadir [19,25,29,30,41,47]. B-konvekslik kavrami C. D.
Horvath ve W. Briec tarafindan 2004 yilinda ¢alisilmaya baslanmistir [19]. 2005
yilinda, W. Briec, C. D. Horvath ve A. M. Rubinov tarafindan yapilan ¢alismada B-
konveksligin ayirma ozellikleri incelenmistir [42]. Daha sonra, bu ayirma ozellikleri
2008 yilinda ¢alisilan bir makale ile genellestirilerek Hahn-Banach Teoremi’nin B-
konvekslik i¢in durumlari ortaya konulmustur [41,43]. Bu ¢aligma matematiksel analiz
ve ekonomi gibi alanlarda ¢ok biiyiik Gneme sahip olmustur. 2008 yilinda W. Briec ve
C. D. Horvath soyut ekonomilerin dengesi ile ilgili B-konvekslik ile ilgili ¢alismasin
yayimlamistir [41]. I. Yesilce ve G. Adilov 2017 ve 2018 yilinda B-konveks
fonksiyonlar, 6zellikleri ve bu fonksiyonlarla ilgili esitsizlikleri ¢alismislardir [25,48].



2. KONVEKSLIK VE SOYUT KONVEKSLIK iLE iLGIiLi TEMEL
KAVRAMLAR

2.1 Konvekslik ile Tlgili Temel Kavramlar
2.1.1 Afin kiimeler ve doniisiimler

Afin kiimeler ve dontistimlerle ilgili kavramlar bu boliimde verilecektir [15].

Tanim 2.1.1.1 Ac R" bostan farkli bir kiime olsun. Eger VXx,y € A ve V1 € R sayisi
igin Ax+(1-4)y e Aise A kiimesine afin kiime denir. Diger bir ifade ile, kiimeden

alimmis herhangi iki elemanindan ge¢gmekte olan dogruyu da igeren kiimelere afin

kiime denir (Sekil 2.1).

[

v
X

Sekil 2.1. R?’de a, b noktalarindan gecen bir dogru afindir.

Ornek 2.1.1.1 R*’de R?, O, {X =(a,,a,,3,):8,,a,,3, € R} — R? tek nokta kiimeleri,

dogrular ve diizlemler afin kiimelerdir.

Tamm 2.1.1.2 X, X,..., X, € R" noktalar1 verilsin ve A Ay, A, €R reel sayilari i¢in
Zﬂ,, =1 kosulu saglansin. Boylece,
i=1

X+ X+ A X (2.1)

toplamina X, X,, ..., X,, elemanlarmn bir afin kombinasyonu denir.



Tanim 2.1.1.3 T:R" > R", her x,yeR" ve AeR i¢in T : Xx > Tx doniisiimii eger
T((1-2)x+2y)=(1-2)Tx+ATy (2.2)
oluyorsa afin doniisiim olarak adlandirilir.

2.1.2 Konveks kiimeler ve fonksiyonlar

Konveks kiimeler ve fonksiyonlarla ilgili tezde kullanacagimiz temel tanim ve

teoremler asagidaki gibidir [15].
Tamin 2.1.2.1 C < R" ve C bostan farkli bir kiime olsun. Her X,y eC ve 0<A<1
igin

Ax+(1-2)yeC (2.3)
ise C kiimesine konveks kiime denir.
NOT: Afin kiimeler konveks kiimelerin 6zel halidir denilebilir.

Baska bir sekilde ifade edilecek olursa, C kiimesinden alinmis herhangi iki elemanini

birlestiren dogru pargasi, hala C kiimesinin eleman1 oluyor ise C kiimesi konveks

olur (Sekil 2.2).

Sekil 2.2. (a) R*’de konveks kiime, (b) R?’de konveks olmayan kiime

Ornek 2.1.2.1 R", O ve {a ‘ae IR“} tek nokta kiimeleri konvekstir.



Tamm 2122 X,X,,...X, €R" noktalar1 ele alinsin ve negatif olmayan

A, A, Ay 20 sayilar igin Zi, =1 kosulu saglasin. Bu durumda,

i=1
X+ Xy + o+ A X (2.4)

elemanina X, X,, ..., X, noktalarinin bir konveks kombinasyonu denir.

Tanim 2.1.2.3 K < R" ele alinsin. Eger Vxe K ve VA >0 igin Ax € K elemani olur
ise K kiimesine koni denir. Ayrica, bu K konisi, konveks bir kiime ise K ’ya konveks
koni denir (Sekil 2.3).

Sekil 2.3. R" de konveks bir koni ve R" de konveks olmayan bir koni

Tanmm 2.1.2.4 CcR" kiimesinin elemanlarmin tiim konveks kombinasyonlari

kiimesine C kiimesinin konveks ortiisii denir ve convC ile gosterilir.

convC ={ﬂlx1+/lzx2 +ot X, | X €C, A4 =0ve ) A :1} (2.5)

i
i=1

Bagka bir deyis ile C kiimesini kapsamakta olan tiim konveks kiimelerin kesisimi

kiimesine, kiimenin konveks ortiisii denir (Sekil 2.4).



Sekil 2.4. R?’de konveks olmayan bir kiime ve R’ deki kiimenin konveks ortiisii

Tanmm 2.1.25 CcR", f:C —)RU{ioo} olmak tUizere;

{(X,,u)|XeC, ueR, f(X)S,u} (2.6)
bigiminde ifade edilen kiimeye f fonksiyonunun epigrafi denir ve epif ile gosterilir.

Ozel durumda ise, C =R igin tek degiskenli f fonksiyonunun epigraf kiimesi f

fonksiyonunun grafiginin iistiinde kalan tarali kiimeyi belirtmektedir (Sekil 2.5).

Sekil 2.5. R?’de epif grafigi



Teorem 2.1.2.1 C < R" kiimesi konveks olsun ve f :C — RU{+o} fonksiyonu ele
alinsin. f fonksiyonunun konveks bir fonksiyon olmasi igin gerek ve yeter kosul her

X,yeC ve 0<A<1ig¢in,

f(Ax+(1-2)y)<af (x)+(1-2) f(X) 2.7)
esitsizliginin saglamasidir.
Tamm 2.1.2.6 Bir sonlu fonksiyon, hem konveks hem de konkav ise bu fonksiyona

afin fonksiyon denir.

Teorem 2.1.2.2 C c R" kiimesinin konveks bir kiime ve f:C — R fonksiyonunun

kapali ve konveks bir fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter kosul h:R" —> R

fonksiyonu afin bir fonksiyon olmak {izere
f(x)=sup{h(x)jh<f},  vxeC (2.8)

saglanmasidir. Burada, h< f < VxeC igin h(x)< f (x).

2.2 Soyut Konvekslik ile Tlgili Temel Kavramlar

H, X kiimesinde tanimli ve sonlu fonksiyonlarimn bir ailesi ve f : X —RU {0} bir

fonksiyon olsun. Eger, H ailesinin
f(x)=sup{h(x)heU}, vxeX (2.9)

saglayacak bi¢cimde bir U alt ailesi var ise, ele alinan f fonksiyonuna H ailesine

gore soyut konvekstir (ya da H - konvekstir) denir. Burada ise, H fonksiyonlar

ailesine elemanter fonksiyonlarin ailesi denir [16].

H =& olmasi durumunda f (x) =—o0 0larak kabul edilecektir.

Teorem 2.1.2.2°den de goriildiigii gibi, klasik konvekslik i¢in elementer fonksiyonlar

afin fonksiyonlar olur.



Diger soyutlagtirma yontemleri asagidaki gibi ifade edilebilir.

Topolojik soyut konvekslik

X bir vektdr uzay ve bir Cc X kiimesi olsun. Wk >2 tamsayisi icin, V, c R

kiimesi ele alinsin. Bir ¢ :C* xV, — C fonksiyonlar ailesi verilsin. Eger, U = C igin,
(X, %00 X ) €U, @, gy @ €V = B( X X X @y, Oy 0y ) €U, K =2,3,
U kiimesine ¢, fonksiyonlarinin ailesine gore soyut konvekstir denir [16].

Fonksiyonel soyut konvekslik

X bir vektor uzay olmak iizere C < X ve F kiimesiise f :C — R fonksiyonlariin

bir ailesi olsun. Bu durumda, U = C olmak tizere, VXU olan nokta F ailesinden

bir fonksiyon ile U kiimesinden ayrilabilir ise, baska bir deyisle dyle bir f € F varsa

ki f(x)>sup f(u) saglanir bu durumda U kiimesine F fonksiyonlar ailesine gore

uel

soyut konveks kiimedir denir [16].
2.3 Bazi genellestirilmis konvekslik cesitleri
2.3.1 Logaritmik konveks fonksiyonlar

I cR,olsun. Bu durumda, bir f:1 >R, fonksiyonu i¢in log f konveks bir

fonksiyon oluyor ise, veya bununla es deger olarak her x,y e | ve 1€[0,1] igin

f(ax+1-2)y) <[ f ()] [t (]~ (2.10)

esitsizligi saglanir ise f fonksiyonuna log-konveks fonksiyon denir [49].



2.3.2 p-konveks fonksiyonlar
UcR"ve f:U—R bir fonksiyon olsun. p e(O,l] ve U p-konveks kiime olmak

tizere her x,yeU ved,u>0, A?+u® =1 igin

f(AX+uy)<Af(x)+uf(y) (2.11)
esitsizligini saglayan f fonksiyonuna p-konveks fonksiyon denir [24].

2.3.3 Kuazi-konveks Fonksiyonlar

I — R her hangi bir alt aralik ve f:1 — R bir fonksiyon olsun. Eger her x,y el ve

Ae [0,1] igin

f(Ax+(1-2)y)<max{f(x), f (y)} (2.12)
saglanir ise bu f fonksiyonuna kuazi-konveks fonksiyon denir [18].
2.3.4 Birinci Anlamda s-konveks Fonksiyonlar

UcR" ve f:U—R bir fonksiyon olsun. se(0,1] ve U s-konveks kiime olmak
tizere her x,yeU ve 4, u>0, 1°+ 4’ =1 igin
f(AX+uy) <A (X)+ 5 f(y) (2.13)

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir

[23].
2.3.5 ikinci Anlamda s-konveks Fonksiyon
U <R" bir kiime ve f:U — R bir fonksiyon olsun. s<(0,1] ve U konveks kiime
olmak tizere her x,yeU ve A4, u>0, A+ u=1 igin

f(Ax+uy)<2°f(x)+ 5 F(y) (2.14)

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir

[21].
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2.3.6 Uciincii Anlamda s-konveks Fonksiyon
UcR" ve f:U—R bir fonksiyon olsun. se(0,1] ve U konveks kiime olmak
tizere her x,yeU ved,u>0, A°+u° =1 igin

1

f(AX+uy)< /l%f (X)+ w5 () (2.15)

esitsizligi saglanir ise, bu f fonksiyonu iigiincii anlamda s-konveks fonksiyondur
denir [22].

2.3.7 Dordiincii Anlamda s-konveks Fonksiyon

UcR" ve f:U—R bir fonksiyon olsun. se(0,1] ve U konveks kiime olmak
tizere her x,yeU ved,u>0, A+ =1 igin

1

f(/1x+,uy)£i%f(x)+y5f(y) (2.16)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna dérdiincii anlamda s-konveks fonksiyon

denir [20].
2.3.8 B1-konveks Fonksiyonlar
U cR], B™-konveks kiime, f:U —>R,, U{+o} olsun. Her x,yeU, A e[l,+»)
i¢cin

f(AXAY)<AT(X)Af(y) (2.17)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna B~'-konveks fonksiyon denir [26].

2.4 B-konveks kiimeler ve fonksiyonlar

Bu boliimde verilecek olan B-konvekslik kavrami da farkli soyut konvekslik
cesitlerinden biridir. Tezde caligilan ana kavram olmasi sebebiyle, B-konvekslik

bi¢imi bu baslik altinda ayrintili bir bigimde verilecektir.

2.4.1 B-konveks kiimeler

Tamm 2.4.1.1 Bir Ac R kiimesinden alinan her X,y € A ve her A ¢ [0,1] icin
AXvyeA (2.18)

ise A kiimesine B-konveks kiime denir [19].
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Teorem 2.4.1.1 AcR] ve m>2 olsun. X,,.., X, €A ve max{4,.., 4,} =1 i¢in

e A (2.19)

saglaniyorsa A kiimesi B-konveks kiime olur [19].

Teorem 2.4.1.28) @, R" ve {a:aeR"} kiimeleri B-konveks kiimedir.

b) {L |t € A}ailesi B-konveks kiimelerin keyfi bir ailesi olsun. Bu durumda (1)L,
t

kiimesi de B-konvekstir.

c) {L[teAjailesi B-konveks kiimelerin bir ailesi olsun. Her t,t,eA icin

L, UL, c L, saglayanbir t;e A elemani var ise | JL, kiimesi de B-konvekstir [19].
t

Asagidaki 6rnekler ile B-konveks kiime ve klasik konveks kiimenin karsilastirilmasi

yapilacaktir.

Ornek 2.4.1.1 Sckil 2.6’da ifade edilen U ={(x,y)eR*:0<x,y<Lx+y=1}

kiimesi klasik anlamda konveks oldugu gibi ayn1 zamanda B-konveks kiimedir.

v
X

Sekil 2.6. U ={(x,y) e R*:0<x,y <1, x+y>1} kiimesi
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Gergekten, her a,beU ve A 6[0,1] igin
a=(x,y,;)€U oldugundan 0<x;,y, <1 ve x +y,>1
b=(x,,y,) €U oldugundan 0<x,,y, <1 ve x,+y, >1
saglanir. Buradan
Aavbh=2(x,Y,)V(X,,Y,)=(A% VX, Ay, vY,)eU

oldugu gosterilmelidir. Bu durumda asagidaki durumlar incelenmelidir.

1) A vXx, =A% ve Ay, vy,=A4y, olsun. Bu durumda sirasiyla Ax, <A<1 ve
Ay, £ A <1 olur, ayrica Ax, + 4y, > X, +Y, 21 olup istenilen saglanir.

2) AX VX, =AX Ve Ay, vy, =Y, olsun. Bu durumda Ax, <A<1 ve y,<1 olur,
AX, +Y, 2 X, +Y, 21 olup istenilen saglanir.

3) AX VX, =X, ve Ay, vYy,=A4y, olsun. Bu durumda x, <1 ve Ay, <A<1 elde
edilir, x, + Ay, > x, +y, =1 olup istenilen saglanir.

4) AX VX, =X, ve 1y,VvY, =Y, olsun. Bu durumda x, <1 ve y, <1 olur, bunun

yant sira X, + Y, <1 olup istenilen saglanir.

Ornek 2.4.1.2 Sekil 2.7°de verilen V ={(x,y)eR*:x>0,y>0,x+y <1} kiimesi

klasik anlamda konvekstir ancak B-konveks kiime degildir.

»
»

Sekil 2.7. V :{(x, y)eR?:x>0, yzO,x+ysl} kiimesi
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Burada a = (l,ﬁj b= (E,lj eV ve 1= l S [0,1] olarak segcilirse
4 4 4 4 2

1(1 3 31 33
lavb==|= = |v|=,=|=|=,=
2\4 4 4 4 48
. 3 3 9 5 . .
olur ki buradan —+—=§>1 oldugundan AdavbgV, yani V kiimesi B-konveks

kiime degildir.

Ornek 2413 Y ={(Ly)eR*:0<y<1{U{(x1)eR*:0<x<1} kiimesi Klasik

anlamda konveks degildir ancak B-konveks kiime bir kiimedir (Sekil 2.8).

a=(0,1)

N

0 b=(L,0)

y
X

Sekil 2.8. Y ={(Ly)eR*:0<y<1}U{(x1)eR*:0<x<1} kiimesi
B-konvekslik i¢in agagidaki durumlar incelenmelidir.
1) (Ly,).(Ly,)eY olsun. Bu durumda A(Ly,)v(Ly,)=(LAy,vYy,)eY olup
istenilen saglanir.

2) (Ly,)(x,1)eY ise A(Ly,)Vv(X%,1)=(AVvX,,1)€Y olup istenilen saglanr.

3) (%.1),(%.,1)eY olsun. Bu durumda A(x,1)v(x,,1)=(A%VvX,,1)eY olup
istenilen saglanir.

4) (x,1),(1y,)eY olsun. Béylece A(x.1)v(Ly,)=(LAvY,)eY olup istenilen
saglanir.

Sonug olarak Y ={(Ly)eR*:0<y<1}U{(x1)eR*:0<x<1} kiimesi B-konveks

kiimedir.
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Konvekslik durumu igin ise a= (0,1) b= (1, O) eY ve 1= % IS [0,1] olarak secilirse

/1a+(1—/1)b:%(0,1)+(1—%j(1,0)

olur ki buradan %(0,1)+%(1,0):(%%) oldugundan Aa+(1-A)beY, yani Y

kiimesi konveks kiime degildir.

Boylece, konveks ve ayni zamanda B-konveks olan (Ornek 2.4.1.1.), konveks olan ve
B-konveks olmayan (Ornek 2.4.1.2.) ve son olarak konveks olmayan ve B-konveks
olan (Ornek 2.4.1.3.) kiimelerin her biri i¢in drnek verilmistir. Bu da konveks kiimeler
ile B-konveks kiimeler arasindaki iliskiyi gostermektedir. Dolayisiyla, her iki

konvekslik bigiminin kesistigi durum s6z konusu iken, tersi de miimkiindiir denilebilir.

2.4.2 B-konveks fonksiyonlar

Tamm 2.4.21 AcR" ve f:A—RU{#x} olsun. Eger, f fonksiyonunun epigraf

kiimesi B-konveks bir kiime ise f fonksiyonuna B-konveks fonksiyon denir [48].

Teorem 2421 AcR?, f:A—>R, U{+w} olmak iizere, f fonksiyonunun B-

konveks bir fonksiyon olmasi igin gerek ve yeter kosul A kiimesinin B-konveks bir

kiime olmasi ve her x,ye A, 1€ [0,1] icin
f(Axvy)<Af(x)v f(y) (2.20)

esitsizliginin saglanmasidir [48].
Teorem 2.4.2.2 Herhangi bir f:R" —>RU{ioo} tamiml1 B-konveks fonksiyonu ve
herhangi bir /8 € [—o,+] reel saysi igin {X|f (x)< ﬁ} ve {X|f (x)< ﬁ} bigimdeki
seviye kiimeleri de B-konveks kiimelerdir [47].
Tanmm 2.4.2.2 R" kiimesinde tanimli bir f fonksiyonu i¢in, her x € R" olmak {izere

f(Ax)=4f(x), 0< A<+ (2.21)

sart1 saglaniyor ise, f fonksiyonuna (1. dereceden) pozitif homojen fonksiyon denir

[48].
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Teorem 2.4.2.3 Bir f:R! —>R+U{+oo} taniml1 pozitif homojen fonksiyonunun B-

konveks fonksiyon olmasi igin gerek ve yeter sart her X,y € R elemani igin

f(xvy)<f(x)vi(y) (2.22)
esitsizligini saglamasidir [48].
Teorem 2.4.2.4 { f, ‘ f:AcR! > R+U{+oo}} kiimesi B-konveks fonksiyonlarin bir

ailesi olmak iizere, f (x)=sup f,(x) ile tanimlanan fonksiyon da B-konvekstir [48].
t

Teorem 2.4.25 Eger f:AcR] >R [ J{+»} ve g:AcR] >R, | J{+o} azalan

(ve ya artan) ve B-konveks birer fonksiyon ise h(x)= f (x)g(x) fonksiyonu da

azalan (ve ya artan) ve B-konveks fonksiyondur [48].

B-konveks fonksiyonlar igin asagidaki ¢esitli 6rnekler verebiliriz.
Ornek 2421 f:R, >R, f(u)= L fonksiyonu B-konveks fonksiyondur.
u

Coziim: Bu fonksiyonun B-konveks olabilmesi i¢in (2.20) esitsizligini saglamasi

gerekmektedir. Bunun igin asagidaki iki durum s6z konusudur;
1) Auvv=Au ise,

1

1 4 1
f(A = = << vI=Af f 2.23
(uvv) AUVY AUV uvv (U)V (V) ( )
saglanir.
2) Auvv=yv ise,
1 1 4 1
f(A = =_<_vI=Af f 2.24
(uvv) AUVV vV uvv (u)v (V) ( )

kosulu saglandigindan f fonksiyonu B-konveks olur. Bu fonksiyon ayni zamanda

konvekstir. Dolayisiyla hem konveks hem de B-konveks olan bir fonksiyona 6rnek

olarak gosterilmis olur.
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Ornek2.42.2 f:R, >R, f(u)=e" B-konkav fonksiyondur.

Coziim: Gergekten, B-konkavlik igin (2.20) esitsizliginin tersinin saglandigini

gosterecegiz. Bu durumda, asagidaki kosullar s6z konusudur.

1) Auvv=Au olmasi durumunda,
f(Auvv)=e™" =g =g’ > t¢" (2.25)
ayrica f (u)=e" artan oldugundan e™) > ¢" olur. Béylece;
f(uvv)=e™>2e" ve' =2 (u)v f(v) (2.26)

saglanir.

2) Auvv=V oldugunda ise 1. maddedeki kosullar altinda e’ >e* ve e’e" > 1e"

oldugundan
f(Auvv)=e""=e"=2e"ve =Af (u)v f(v) (2.27)

olur. Boylece f fonksiyonu B-konkavdir. Bu ornek ise, konveks olan ancak B-

konveks olmayan fonksiyona bir 6rnek olarak gosterilebilir.

Ornek 2.4.2.3 f:R, >R, f(u)=+/u fonksiyonu B-konkavdir.

Coziim: Gergekten f fonksiyonunun B-konkav oldugunu gostermek igin (2.20)
esitsizliginin tersini sagladigim1 gosterecegiz. Bu durumda asagidaki iki durum s6z

konusudur.
1) Auvv=Au ise AU>V=+/Au =+ oldugundan;
f(Auvv)=vauvv =viu =VAJu > 2Ju = A (u) (2.28)
olup, yukaridaki kosullar g6z oniine alindiginda
f(Auvv)=+au > Afu v =AF (u)v f (V) (2.29)
esitsizligi saglanir.

2) AuvVv=V olmasi durumunda,

f(Auvv)=vauvv =W >Jau > 2u (2.30)
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oldugundan ilk durumdaki gibi esitsizlik saglanmig olur. Boylece f fonksiyonun B-

konkav oldugu ispatlanmis olur. Bu fonksiyon ise hem konveks olmayan hem de B-

konveks olmayan bir fonksiyon 6rnegidir.

Ornek 2.4.2.4 f [0%} —[0,1], f(u)=sinu fonksiyonu B-konkav fonksiyondur.

Coziim: Bu fonksiyonun B-konkavligini gostermek igin (2.20) esitsizliginin tersini

sagladigini gostermeliyiz. Bu durumda asagidaki iki durum incelenmelidir.
1) Auvv=Au ise

f (Auvv)=sin(Auvv)=sin(4u)> Asinu (2.31)

olur. sinu, [O%} araliginda artan fonksiyon oldugundan sin(Au)=>sinv olur ve bu
durumda
f (Auvv)=sin(Au)=Asinuvsinv=Af (u)v f(v) (2.32)

saglanir.

2) Auwvv=v durumunu inceleyelim. sinu, [0%} araliginda artan fonksiyon
oldugundan
f (Auvv)=sin(Auvv)=sinv
=sin(Au)vsinv = Asinuvsinv (2.33)
=Af(u)v f(v)
elde edilir. Boylece f fonksiyonun B-konkav fonksiyon oldugu ispatlanmis olur.

Ornek 2.4.25 f {0%} —[0,1], f(u)=cosu fonksiyonu B-konveks fonksiyondur.

Coziim: Gergekten, bu fonksiyonun B-konveks oldugunu gostermek igin (2.20)

esitsizligini sagladigini gostermeliyiz. Bu durumda asagidaki durumlar s6z konusudur.
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1) Auvv=Au ise cosu, [O, %} araliginda azalan oldugu i¢in cosAu < cosv

olur, buradan
cos Au < Acosu v cosV (2.34)
dir.
2) Auvv=yv ise
cosv < .Acosu v cosV (2.35)

esitsizligi saglanir. Boylece f fonksiyonu B-konveks fonksiyon oldugu ispatlanmis

olur.
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3. KONVEKS FONKSIYONLAR IiCIN BAZI ESITSIZLIKLER

3.1 Jensen Esitsizligi

f:R" > RU{+o} tanimli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun konveks bir

fonksiyon olmasi igin gerekli ve yeterli sart
f(AX ALK+t A% ) S AT () + A4, (%) +..+ 4, T (X)) (3.1)

esitsizligini saglamasidir, burada x, e R", 4, >0,...,4, >0 ve A4 +A4, +..+A4 =1dir

ve bu esitsizlik Jensen esitsizligi olarak isimlendirilir [13].

Bazi farkli soyut konveks fonksiyon ¢esitleri i¢in Jensen esitsizligi asagidaki gibi ifade
edilebilir.

3.1.1 B-konveks fonksiyonlar icin Jensen esitsizligi

AcR? ve f:A—R, U{+wo} olmak iizere, f fonksiyonunun B-konveks bir

fonksiyon olmasi icin gerekli ve yeterli sart A kiimesinin B-konveks kiime olmasi ve

i=1..,m igin her x, € Ave 4 €[0,1] dyle ki max {4} =1 i¢in

=1,...m

f(gli,xijggli,f(xi) (3.2)

esitsizliginin saglanmasidir [48].
3.1.2 B-*-konveks fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizligi

AcR", ve f:AcR", >R, olmak iizere f fonksiyonunun B-konveks
fonksiyon olabilmesi icin gerekli ve yeterli sart A kiimesinin B™-konveks kiime

olmasi ve i=1,..,migin her x, € A ve 4 e[l,+oo) Oyle ki min {4} =1 i¢in

f(;n\l;txijs}n\/llf(xi) (3.3)

esitsizliginin saglanmasidir [50].
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3.2 Hermite-Hadamard Esitsizligi

R *de herhangi bir aralik ve a,f el oyle ki a<f olmak iizere f:1 >R

taniml1 fonksiyonu konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

f(a+ﬂ) 1 If f(“)+f(ﬂ) (3.4)

2 ) B-a 2

esitsizligi gegerlidir. Bu esitsizlik, Hermite-Hadamard esitsizligi olarak isimlendirilir
[14].

Hermite-Hadamard  esitsizligi  iyilestirmeleri  {izerine  ¢alisilmaktadir, bu

tyilestirmelerden biri asagidaki gibi ifade edilebilir.

f:[a,ﬂ]cR—)R biciminde tanimli konveks bir fonksiyon olsun. Sirasiyla

[a,#} ve {#, } araliklar icin Hermite-Hadamard esitsizlikleri;
3a+p 2 2 a+p
f( j v ;[f dx<—{f(a)+f( : ﬂ (3.5)
ve
a+383 2 X 1 (a+p
f( 7 jsﬂ_aiﬂf(x)dxsz{f( . j+f(ﬁ)} (3.6)

biciminde elde edilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplandiginda

f(a;ﬂjgé[f(¥j+f(a:?’ﬂﬂgﬂiajf(x)dx

S_{f(f”ﬂj ()+f(ﬂ)}gf(0¢)+f(ﬂ)

2 2

esitsizligi elde edilir ve f ’in integral ortalamasi i¢in daha iyi sonuglar ifade edilmis

olur [6].

Ayrica, bir diger iyilestirme calismasi da kesirli integraller yardimiyla daha genel

integral degerleri icin verilen asagidaki esitsizlik gibidir.

21



f:[a,b] >R pozitif bir fonksiyon, 0<a<b ve f el [ab] olsun. f, [ab]

araliginda konveks fonksiyon ise bu durumda Hermite-Hadamard esitsizliginin
Riemann-Liouville kesirli integral ile ifadesi asagidaki gibi olur [28].

T

Bu sonuglar haricinde, farkli konvekslik siiflar1 icin Hermite-Hadamard esitsizlikleri

mevcuttur, bunlardan bazilar1 asagidaki gibidir.

3.2.1 B-konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Esitsizligi:

f:[a, B/]c R, —> R, B-konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

f(a), f(a)=f(B)
1~

ool TS ([ (@] +[1 ()] )-2at (@) 1 (8) 9
B-a,
(=) 1 (5) f(a)<f(B)

esitsizligi saglanir [25].
3.2.2 p-konveks Fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard Esitsizligi

f:R, > R, integrallenebilir p-konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda «, f e R,

ve a < f icin

20 1| 222 (,a_a)gff(x)dx
2° ‘ (3.10)

32_1p{p[ﬂf (B)+af(a)]+[B(a)+af (ﬂ)]B(%’%J}

esitsizligi saglanir [32].
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3.2.3 Ugiincii anlamda s-konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard
Esitsizligi
UcR,, f:U—R, integrallenebilir ve iiciincii anlamda s-konveks fonksiyon olsun.

a,feU ve a< f igin,

2 L“ﬁﬂ](/z-ayf f (x)dx
28 ‘ (3.11)

[[f ) B+ T (B a]B(%§j+s[f( )B+ 1t (a ]J

esitsizligi saglanir [33].

s+1

3.3 Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi

Bir f:[a,f] >R tammh konveks fonksiyon ve g:[a,f]—>R fonksiyonu ise

+p

negatif olmayan, integrallenebilir ve 2

noktasina gore simetrik bir fonksiyon
olmak iizere,

f(%jjg(x)dngf(x)g(x)dstfg(x)dx (3.12)

2

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi  olarak
isimlendirilir [14].

Bu esitsizlik farkli anlamlardaki konveks fonksiyonlar i¢in de ¢alisilmistir. Bunlardan

bazilar1 asagidaki gibi verilebilir.

3.3.1 p-konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi
f:1<(0,00) >R p-konveks fonksiyon ve peR\{0}, a,felve a<p olmak

iizere eger fel[a,f] ve w:[a,f] >R negatif olmayan integrallenebilir ve

a’®+ p°
2

1
p
} noktasina gére p-simetrik ise bu durumda
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([ 2] ot st

p-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi saglanir [36].

Ayrica belirtilmesi gerekir ki, bu teoremde kullanilan p-konvekslik kavrami tezde
verdigimiz tanimdan farklidir. Literatiirde de pek ¢ok p-konveks fonksiyon tanimi
mevcuttur. (3.13) esitsizligi igin verilen p-konvekslik tanimi [36]’de ifade
edilmektedir.

3.3.2 Dordiincii anlamda s-konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejer
esitsizligi

f:R—>R ve w:R—>R integrallenebilir fonksiyonlar, f fonksiyonu dordiincii
a+p

2

anlamda s-konveks fonksiyon ve w negatif olmayan, x = "ye gore simetrik yani

w(x)=w(a+B-x) bir fonksiyon olsun. Bu durumda &, S € R ve a < £ igin

24
S

,Bz—a f(a;ﬁﬁw(x)dxsﬂiojf(x)w(x)dx

(“) ) ¢ (3.14)
< 1 fla)+f(h)] —x%+x—a§WXX
_(ﬁ—a)hf 2 ﬂ(ﬂ )il )} ()¢

dordiincti anlamda s-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi

saglanir [51].
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4. B-KONVEKS FONKSIYONLAR iCIN HERMITE-HADAMARD-FEJER
TiPi ESITSIZLIKLER
Bu boliimde, Hermite-Hadamard-Fejer esitsizliginin B-konveks fonksiyonlar igin

formu ve bu temel esitsizligin farkli durumlardaki versiyonlarini igeren teoremler ispat

edilecektir. Ayrica daha sonra bu esitsizliklere uygun 6zel durumlar incelenecektir.

4.1 B-konveks Fonksiyon I¢in Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi

Teorem 4.1 f:[a,f]cR, >R, fonksiyonu B-konveks bir fonksiyon ve

g :[a,,B] cR, > R, taniml negatif olmayan, integrallenebilir bir fonksiyon olmak

f(a)lfg(t)dt’ 1< :E;;
Bf(a)
jf(t)g(t)dK f () (f)g(t)dt+f(ﬂﬂ)ﬂj(a)tg(t)dt, OS%S :E;;<1
f(8)
9(a)[ At (a)-at (D]  1(B)} M) @
281 (B) g JrolR 0= <5

esitsizligi saglanir.

Ispat: Ve [0,1] ve a < [ igin max{la,ﬁ} = f olur. B-konvekslik tanimindan

f(ﬂavﬂ):f(ﬂ)ﬁlf(a)vf(ﬂ) (4.2)

asikdr durumuna doniisiir. Dolayisiyla bu durumu incelemeye gerek yoktur. Bu

sebeple max {e, A8} durumunu incelenecektir. f fonksiyonu B-konveks oldugundan
(2.20) esitsizligi saglanr, esitsizligin her iki tarafi g(a v A8) ile carpilip 2 €[0,1] ya

gore integrallendiginde sol kisim i¢in
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O —|R

j‘f(avlﬂ)g(avﬂﬂ)dl= f(avip)g(avip)di

+j f(av}tﬂ)g(avlﬁ)d/l

B
s :
=[f(a)g(a)di+ [ f(28)g(48)dA
0 a
A
ifadesi elde edilir. Burada A8 =t doniisiimii yapilirsa
h a 17
jf(av/l,b’)g(av/lﬂ)d/lzz f (a)g(a)+EI f(t)g(t)dt (4.2)
0 a
olur. Ayrica esitsizligin sag tarafi icin
1 1
[f(avip)g(avap)di<[(f(a)vAif(B))g(avip)da (4.3)
0 0

ifadesinin sag kismi incelenecektir. Bu durumda asagidaki kosullar karsimiza ¢ikar.

< f(a) ise
=1 )

Jl.(f(a)\//” (B))a(aviB)dA

j‘g avﬂﬁ’
0

=R

f(a)”
f () g (a) - )jg(t)dt (4.4)
elde edilir. Buradan esitsizlik
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f f(tg(t)dt< f(a)fg(t)dt (4.5)

sekline doniistir.

Eger @) 1 e

t(p)

+ j AT (B)g(aviB)A (4.6)

olur. Bu durumda asagidaki iki alt durum ortaya ¢ikar.

g<f((1)
B t(B

<1 iken,

1) 0<

—"

f(a

f(B
J
0

=

f(a)g(avip)di+ (Jl')/lf(ﬂ)g(av/w)dxl

Ha)
f(8

=
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fla)

=%f(a)g(a)+f(a) (fg(w di+ j At (B)g(48)dA
s 1(8)

ifadesi elde edilir. Buradan

esitsizligi elde edilir.

2) Ogm<g£1 ise

f(B) B

L

f(B)

[ f(a)g(avip)di+ j At (B)g(aviB)da
0 f(a)

f(8)
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[f@] 9@ f(pa(a)|e [f(a)]
f(8) 2 pLEB)]
+ féf)jtg(t)dt (4.9)

. ('B)ftg(t)dt (4.10)

ifadesi elde edilir. Bu durumda B-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejer

esitsizligi ispatlanmis olur.
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Teorem 42 f:[a,f]cR, >R, fonksiyonu B-konveks fonksiyon ve

g:[a, B]c R, - R, fonksiyonu da B-konveks bir fonksiyon olmak iizere

(B-a)t(a)g(a) 1< :Ezg,ls SE;;
pr@(s@] +[s(A] -229(@)9(8)  g(a) _ _1(a)
29() )" )
9@ AL @] +A[1 AT -2 (@1 (P) 1(a)_ _ale)
21 (5) (5" 9(p)
: L3 (@9(@)[9(A)] (51 (2)-21(p)) |
[ (o (t)e ool 1
pLEB) T ([o(e)] +2[a(8)]) b @) _9(e)
6[g(8)] f(p) T1(B) u(p)
31 (@)9(a)[ 1 (B)] (By(a)-2a9(B))
6[ ()] 9(h)
AleT([F @] 2 1(A)]) 0o 9(@)_f(a)
6[f(5)] 9(B) | “9(B) 1(8)

esitsizligi saglanir.

Ispat: f ve g fonksiyonlar1 B-konveks fonksiyon oldugundan (2.20) esitsizligini
saglarlar, f fonksiyonu igin gegerli (2.20) esitsizliginin her iki tarafi g(a v Ap) ile

carpilip A e [0,1] ya gore integrallendiginde sol kisim i¢in

ot R

jf(av)tﬂ)g(aviﬂ)dl: f(a)g(a)da+ [ f(28)a(28)d2

R —

B
[f(t)g(t)t (4.12)
olur. Ayrica esitsizligin sag tarafi igin
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j f(avaiB)g(avip)dis<|(f(a)vif(B))(g(a)vig(p))di  (4.12)

O ey

ifadesinin sag kismi incelenecektir. Buna gore asagidaki durumlar s6z konusudur.

1) f(B)<f(a) olmasi durumunda;

i) 1< f(a) ve 1< g(a) ise

2 00
J( (@) 21 (B (a0 22(8)82 -] f (@)o(a)i

~ f(a)g() (4.13)

ifadesi elde edilir. Buradan
2
B

_ﬂff(t)g(t)dtg(/?—a) f(a)g(a) (4.14)

9(B) 2 2 9(B)
f(@)([g(a)] +[a(8)])
= 29(7) (4.15)



ifadesi elde edilir. Buradan
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esitsizligi elde edilir.

N f(a) 9(a) .. )

i) <lve <1 i¢in asagidaki iki durum s6z konusu olur;
t(8) 9(8)
f(a)_9(a)

a) 0<——= <1 ise,
f(5) 9(h)

- (f f(a)g(a)di+ (j A8 (B)g(a)di+ | At(B)Ag(B)dA
0 (

Kl Lo L@l (s 2le0)]) o
6f () 9(8)]
ifadesi elde edilir. Buradan
%N ala)sf _3[f(«)9(B)] 9(«)
(@0l (=T
Lo ([s@)] +2s(A)])
6f ( [g ]
‘ 3 (@)[9(8)] (B (a)-2af(B))
If(t)g(t)dt— PRI
()T (Alo()T +2[o(A)T) 20
6[g(8)] f



esitsizligi elde edilir.

b 0<9@

ifadesi elde edilir. Buradan

. 1 g LET (LT 20T
Ef(a)g(a) E! (g (t)t= 6[f(8)] 9(p)
(@)[f(B)g( ]
e[f )] o
ﬂ st (@@ (4] (Fola 2ag(ﬁ))
if(t)g(t)dt— 6[a(8)] ()

Al (@] <21 (5]
6[9(8)] f(p)

(4.22)

34



esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 43 f:[a,f]cR, >R, fonksiyonu B-konveks  fonksiyon,

g :[a, ﬂ] cR, > R, fonksiyonu da tiirevlenebilir ve ayni1 zamanda integrallenebilir

bir fonksiyon olmak {izere

f a g a —g(ﬂ)), 1< :EZ;
[g[ J o)
/39 ) E ] f g <ﬁ<f(a)<1
ﬂ pita) hT TR
jf(t)g'(t)dt< .
“ (@] 9'(@), p1»e(@)[a] [T,
f(ﬂ) 2 Hﬂ} {f(ﬂ)} }
[ B (@)
t(#) W A . (f(ﬂ)j— T g(t)dt o< @) @y
; t(p) Sl 1B 8
£(8)

esitsizligi saglanir.

Ispat: f fonksiyonu B-konveks fonksiyon oldugundan (2.20) esitsizligi saglanr,
esitsizligin her iki tarafi g'(arv A8) ile ¢arpilip A €[0,1] gore integrallendiginde sol

kisim i¢in asagidaki ifade elde edilir.

f(a)g'(@)d2+] f(28)g'(25)dA

Il
O — R

j f (a\//Iﬂ)g '(aviﬂ)di

‘%\Q'—a'ﬁ

—
—_
R
~
(o]
—
K
~
+

=R

f f(t)g'(t)dt (4.23)

x|

Ayrica esitsizligin sag tarafi i¢in
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jf(avﬂﬂ (avip)d j a)vaif(B (av}tﬂ)d/”t (4.24)

ifadesinin sag tarafi incelenecektir. Bu durumda asagidaki iki kosul karsimiza ¢ikar;

1) 1< f(a) ise,

t(#)

j f(aviB)g'(avip)di=f (a)(jig '(a)dﬂ.+jg '(ﬂ.ﬂ)d}t}

=K

- t(@)ea) o
@@ Dgp-a@) e

esitsizligi elde edilir.

2) md ise

t(p)

j AE(B)g'(aviB)dr  (4.27)
fla)

+

—
—
-

esitligi elde edilir ve bu sart altinda asagidaki kosullar ortaya ¢ikar.
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< f (a) <1 oluyorsa,

B 1(B)
)

)
5 @ - ﬁfj() g(t)dt | (4.28)

f(8)

(1) (tpt 1 (a H’” J

((8)9(6)- B (a)g ( )J ﬂ
; G ﬂfj( g(t)dt | (4.29)

f(8)

Q'—;E

pf
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ifadesi elde edilir.

i) 0< (@) _a

f(a)

f

(5)
[ (f (avip)da+ j AF ()9 (avAB)dA

B
j g(t)dt | (4.30)
Bf(a)

% f (a)g'(a)+%f f(t)g'(t)dt

e “”U%HHT
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esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 44  f:[a,f]cR, >R, fonksiyonu B-konveks fonksiyon,

g:[a,f]cR, >R, tiirevlenebilir ve tiirevi B-konveks bir fonksiyon ve

integrallenebilir ise

sttt
f(a)(ﬂ[g'(a)]z+ﬁ[9'(ﬂ)]2—2a9'(a)9'(ﬂ)) 0'(a)_,_ (@)
20'($) L9
g'(c)( 1 a]w[fm 2t @1 0)  t(a)_,_g'(e)
21 (p) (B 9B
t e <) 3@ (@[0(B)] (81 (@) -2t () |
[ f(t)g'(t)dt< oo (AT 1 ()
LT (o' ]+2[g (¥ o fe) _g(@)
6[a' ()] 1 (s | 1A 9(p)
31 (@)9' () f(8)] (B (a) 209'($)) ,
6[f ()] 0'(p)
plo )] ([f( ]+2[f<ﬂ]) 00 _T(a)_,
6[1(8)a(p | “g(p) 1P

esitsizligi saglanir.

Ispat: f ve g' fonksiyonlar1 B-konveks oldugundan (2.20) esitsizligini saglarlar, f
icin gegerli olan (2.20)’nin her iki tarafin1 g '(avlﬁ) ile ¢arpip A € [0,1] ‘ya gore

integrallersek sol kisim igin
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f(a)g'(@)dA+ [ f(A8)0"(28)dA

O [R

f(avip)g'(avip)di=

O e
R =y

f(t)g'(t)dt

f(a)g'(a)+

R ey

1
B

=R

olur. Ayrica esitsizligin sag tarafi igin

(f(a)vaf(B))g'(a)vAg(B))da

O L

jf(avzﬂ)g'(avw)d/ls

(4.32)

(4.33)

ifadesinin sag kismi incelenecektir. Bu durum altinda asagidaki kosullar ortaya ¢ikar.

f ( p ) <f (a) i¢in asagidaki iki kosul ortaya ¢ikar.

1) 13m ve 13M ise

t(8) 9'(p)

(F () 21 (9))(0 (@) 26°(8)82 =] 1 ()g"(ai2

O e

elde edilir. Buradan

ifadesi elde edilir.
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:glf[)f(a)g (@)da+ (j f(@)Ag'(B)dA
(8)

(4.36)

elde edilir. Buradan

ifadesi elde edilir.

f ()< f(B) i¢in asagidaki iki durumu ortaya ¢ikar.
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= 21(5) (4.38)
elde edilir. Buradan
a ﬂ )([f(a)] +[1(B)]
Ef(a)g'(a)+%jf(t)g'(t)dtsg( )l (Zf)(]ﬂ)[ (9)7)
if(t)g.(t)dK9'(a)(/5'[f(a)] +/;Ef((ﬁ/)3)] —2af(a)f(ﬁ)) s

esitsizligi elde edilir.

2) 1E(05)<1 ve g'(a)

<1 ise bu durum altinda asagidaki iki kosul ortaya ¢ikar.

()" o(p)
i < f(a)<g'(a)< ise
b e e
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eI 2t e ] )

- (4.40)
61 (8)[9'(8)]
elde edilir. Buradan
%4 avaa)e L] _3[f(@)a'(8)] 9'(«)
5 (g O =
oo 21 ) o))
61 (8)9'(A)]
‘ _31(@)g'(@)[9'(B)] (Bf (a)-2af ()
jf(t)g (t)dt < v (ﬁ)[g'(ﬂ)f
ﬁf(ﬁ)([g'(a)]sﬂf(ﬂB[ OT) e

ifadesi elde edilir.
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3@ (e (@)] [T ([f ()] 2L ()]
6[f(8)] 9'(B)

(4.42)

elde edilir. Buradan

1< 3@ (Pg()]
6[1(8)] 9'(B)
Lo ([T -2 )]
6[f ()] 9'(B)
f(«)9'(«)[f (B)] (Bg'(2)-2a9'(8))
6[f ()] 9'(B)

ff(t)g'(t)dts3

Ale@] (1@ 2 1(A)])
6[f(8)] 9'(8)

(4.43)

esitsizligi elde edilir. Bu kosullar altinda ispat tamamlanmis olur.
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4.2 B-konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fefer Tipi Esitsizliklerin

Uygulamalar

Bu boliimde B-konveks fonksiyonlar i¢in gegerli olan Hermite-Hadamard-Fejer tipi

esitsizliginin bazi uygulamalar verilecektir.

Sonu¢ 4.1 f:[a,f]cR, >R, fonksiyonu B-konveks fonksiyon olmak iizere,

9:[a. B]=R, > R,, g(t)=+t negatif olmayan integrallenebilir fonksiyonu i¢in

2(Jp° Ve’ )t (a) L f(@)

3 ’ ~f(B)
? i@ [p1@) ] _ = .2008) =[] | joa fle)_
P wa)} J_] 56 {Jﬂ_ {f(ﬂ)H’Oﬂf(ﬂ) 1
ﬁ\/;[f(a)}z_\/a_af(a)jL(\/a_s_\/E)f(ﬂ) 0< f(a)<g<1
21 (p) 54 104 ’ B B

esitsizligi saglanir.

Ispat: f fonksiyonu B-konveks fonksiyon oldugundan (2.20) esitsizligi saglanir,
esitsizligin her iki tarafi (\/a v AL ) ile carpilip 4 €[0,1] gore integrallendiginde sol
kisim i¢in

s i
[f(avip)Javipdi=[1(aviB)Javipdi+|f(avip)Javipda

=R ——

1l
O e [ R

—h
—_
R
N
N
o
N

+

D[R =

—
~
e
N
S
3
o
NS

=M+%f\/€f (t)dt (4.44)

olur. Boylece esitsizligin sag tarafi igin
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1

jf(avw) av B A< [(f(a)vaf(p))Javipda (4.45)

0

ifadesinin sag kismi incelenecektir. Sag kisim igin asagidaki durumlar ortaya cikar.

1) Eger 1Sm ise

t(p)

1

(f(e)vaf(B)JaviBdi=[f(a)JaviBda

0

O ey

o2

= f(a){ «/avlﬂdﬂﬁj aviﬂdl}
7

_alat(a) VP )
(4.46)
B 3p
elde edilir. Buradan;
ﬂ J ﬁ 3p
2(JB o
fﬁf( (\/; Sa) (4.47)
esitsizligi elde edilir.
2) IE;;dise
j( a)v At (B))Javipdi= a)v At (B))Javipda
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+ [ (f(a)vat(B))avipda

—
—
S
=

+ j Af(B)Javipda (4.48)
la

a\/af(a) 1f(ﬂ) 1 t
- — [ f tdt —f(B)tdt
7 +ﬂ£ ()t +f([,)ﬂ (B)

B f(8)

+L(f”)[ﬁ - V f(“)ﬂ (4.49)

esitligi elde edilir. Buradan;
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j(f(a)vif(ﬁ)) av ABdA

f(a

f(ff J_dmjif Wada
0 7

(ﬁ

+jﬂf(ﬂ)@dx

s

Ve He)] | dat(a) [H{mﬂ
f(8) 2 (18] |f(B)
N Z(JF_JOC_S) f(a)

53

e[t aat(p) 2NE )t

—

21(p) 2° 557
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ifadesi elde edilir. Buradan;

a\/;f(a) if\/t—f(t)dtgx/a[f(a)}z+azﬁf(ﬂ)+2(\/ﬁ—\/a—5)f(a)

i B 21 () 25 557
A a a ? a3 a \/5_ ﬂs f IB
{«/ff(t)dtsﬂcf[ng))] —J_Sfﬂ( )+( 1{);) ) (4.52)

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. Gergekten, g(t)=\/t_

fonksiyonu da herhangi bir fonksiyon oldugundan, Teorem 4.1 kosullarin1 saglar ve

esitsizlik bu teoremdeki ile ¢akisir.

Sonu¢ 4.2 f:[a,f]cR, >R, fonksiyonu B-konveks fonksiyon olmak iizere,

g :[a,ﬁ] cR, >R, , g (t) = €' negatif olmayan integrallenebilir fonksiyonu icin

e/ —e*)f(a <f(a)

( )f( ) 1< f(ﬂ)

e (Bt (a)-af (B)) +(e” (B-1)-¢“ (a-1)[ F(B)] o (@) _a

251 (8) )
ﬂet < Bf(a)
Jet (e ﬁf(a)[e ) —e“}teﬁ(ﬁ—l)f(ﬂ)
B
Bi(a)
eV (pT(a)-1(B) o< fla)
B B 1(B)

esitsizligi saglanir.

Ispat: f fonksiyonu B-konveks fonksiyon oldugundan (2.20) esitsizligini saglar,
esitsizligin her iki tarafi (e"’v’w ) ilecarpilip 4 € [0,1] gore integrallendiginde sol kisim

i¢cin
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f(avap)(e~”)da

O ey
—
—
IS
<
X
=
~
—
(¢»]
R
N
=
~
o
N
Il
Oty R
—
—
IS
<
XN
m
~
—_—
(¢»]
]
N
oY
~
o
Y
+
R —

1
e“f (a)+=|e'f(t)dt (4.53)
(@2 fe )
f fonksiyonunun B-konveks fonksiyon olma sartindan dolay1
1 1
[f(avap) (e~ W< [(f(a)vAf(B))(e"?)dA (4.54)
0 0

ifadesi elde edilir. Buradan (4.60) esitsizliginin sag kismi i¢in asagidaki kosullar
incelenecektir.

a f(a) .
1) Z<lsmlse

Oty ™ [ R

[(1(@)v At (g)(e)a2=] 1 a)(er)ore 1 (afe)o2

| R ——

zﬁe“f(a)+(8ﬂ_ea)f(a)

4.55
F; (4.55)
esitligi elde edilir. Buradan;
p a
%(e“)f(a)+%ij(t)(e‘)dts%(e“)f(a) (e eﬁ)f(“)
B
Ie‘ f(t)dt<(e”—e)f(a) (4.56)
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esitsizligi elde edilir.

2) ogm<ﬁ<1 ise

f(B) B

f
f

(f(a)vaf(B))(e"”)dr=

—_
—

=

o'—.g

5
f(a)e"di+ [ Af(B)e“da
fla)

O ey

f(8)
+jzf(ﬂ)eﬂﬂd/1
(g @] +[1(A)])
d 271 (B)
(e’ (B-1)—e (a-1))[ F(B)]
+ ) (4.57)
esitligi elde edilir. Buradan;
a . 14 e (B [f(@)] +a’[1(A)])
E(e )f(a)+E£(e)f(t)dts 5T F)
(B @) (AT
28°1(B)

o< B (@)-at (B))
i( ) f (t)dt< Yaln

L (p-)-e (@) f(B)]
281 ()

(4.58)

esitsizligi elde edilir.
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3) 0<

g (5) s
=[f(a)e“di+ [ f(a)e”di+ [ Af(B)e”dA

0 a f(a)
B

f(B)

—

Bf(a)
=Lt (0{)4—{6 "2 —e“J f(e)
B

B
(B-11(8)-¢" (81 («)- 1 (5)
e’ (B-1)f(B)-¢'V (Bf(a)-T(B)
+ 1 (5) f(B) (459)
ifadesi elde edilir. Buradan;
ﬂ ‘ Mo Nt (a
%(e“)f(a)+%£(e‘)f(t)dtgze“f(a)+(e " e }%)
Bf(a)
. e/ (B-1)f(B)-e"? (B (a)-T(B))
71 (5) ")
Bt(a)
, ﬂ{e f(5) e“} f(a)+e’(B-1)f(B)
fe'f (t)dt< 5

(4.60)

esitsizligi elde edilir. g(t)zet fonksiyonu icin ger¢ekten Teorem 4.1 kosullari

saglandigindan, elde edilen esitsizlik bu teorem ile de ¢akisir.
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Sonu¢ 4.3 f:[a,f]cR, >R, B-konveks fonksiyonu ve g:[a,f]cR, > R,,

g(t)= % B-konveks fonksiyonu i¢in

(f-a)t(a) @) B

2 (1) “« (5 a
j—dts , ,

2 U (@] +[1(B)])-2af ()1 (8) (@) ,_p

201 () ’ f(B) «a

esitsizligi saglanir.

Ispat: f ve g(t)=:t—L fonksiyonlar1 B-konveks fonksiyon oldugundan (2.20)

1
ile a|p111p Ae 0,1 ’ya gt')re

esitsizligi saglanir, esitsizligin her iki tarafi [
av

integrallendiginde sol kisim i¢in

Ap
_fHe), 171 (t)
== +/3£ ot (4.61)
olur. Boylece esitsizligin sag tarafi i¢in
i 1 i 1 2
!f(avm)(aijdﬁsl(f(a)mf (ﬁ))(;vzjdl (4.62)

elde edilir, (4.69) un sag kismi igin asagidaki kosullar ortaya ¢ikar.
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f ( p ) <f (a) durumu i¢in asagidaki iki kosul ¢ikar karsimiza

f(a) ve 1sﬁ ise

1) 1< f(ﬂ) »
i 1 2 L 1
J(r (@it () 2v 2 ]ar-[ () as
= ffxa) (4.63)

f(“hif f(t)y . f(a)
B Bt a
f ft(t)dt < (ﬂ_og o) (4.64)

esitsizligi elde edilir.

He), 1710y 1), f(a){l_(ﬁﬂ
B Bt 2P a
B 2 2
| f—t)dts(a 4 ]f(“) (4.65)
¢ a 2
sonucuna ulasilir.
f (a) < f ( B) i¢in asagidaki durum karsimiza gikar.
mdsﬁ ise;
f(8) a
0
: 1 2 f 1 h 1
!(f(a)vzf(ﬁ))(;vzjdzz ! f(a)gd4+fL)1f(ﬁ)gdz

= (4.66)

esitligi elde edilir. Buradan
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t), _[f()] +[f(8)]
[t

(), ALH@] [F(O)])-2at () 1 (5)
O 201 ()

R

(4.67)
olur. Boylece ispat tamamlanmus olur. Teorem 4.2 den de goriilebilecegi gibi g(t) = :t—L
B-konveks fonksiyonu i¢in bu esitsizlik gegerlidir.

Sonuc¢ 4.4 f:[a, ﬂ]CR+ — R, fonksiyonu B-konveks fonksiyon olmak iizere,

g:[O,%}%[O,l], g(t)=cos(t) fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon

oldugundan,
 fe)
(cos(a)-cos(B)) f (), 1< )
sin(a)[ 51 () a1 (6)
241 (p)
+2(sin(,B)—,Bcos(,B)—sin(a)+acos(a))f(a)f(ﬂ) - f(a)<_<1
2p1() B B
fsin(t) f(t)de <) #o08(@) (“)‘ﬂ“’{ﬁf((g))j
’ B
[sin(ﬂ)—ﬁcos(ﬁ)—sin(ﬂff((;))nf(,B)
' g
cos| 21 )¢ (4
7 )@ pe? 1)
B B (B

esitsizligi saglanir.

Ispat: f fonksiyonu B-konveks oldugundan (2.20) esitsizligi saglanir, esitsizligin her

iki tarafini (sin (a v AS )) ile carpip A € [0,1] ya gore integrallendiginde sol kisim i¢in



f(avAB)sin(avip)di

Il
O ey | R

Jl. f(avAB)sin(avip)di

f(avaip)sin(avip)di

+
(R =y

Il
Ot | R

1
f(a)sin(a)di+ [ f(48)sin(48)dA
5
o
:—sm sm dt (4.68)
5 I
olur. Ayrica esitsizligin sag tarafi icin
1 1
[T (avi)sin(av iB)da<[(f(a)vAif(B))sin(avip)di (4.69)
0 0

ifadesinin sag kismi incelenecektir. Buradan asagidaki durumlar ortaya ¢ikar;

1) 1<M ise

1P

(f(a)vat(p))sin(avip)di

O L

f(a)sin(a)dA+| f(a)sin(18)dA

O ey [ R
| R ——

cos(ar)—cos(p)) f ()

4.70
1 (4.70)

=%sin(a) f (a)+(

ifadesi elde edilir. Buradan;
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asin(a) f (a)
B
(cos(a)-cos(B)) f (a)
B

%sin((x) f (a)+%isin(t) f(t)dt<

+

s
I f (t)sin(t)dt<(cos(er)—cos(B)) f () (4.71)
esitsizligi elde edilir.

2) 0<m<g£1 ise

f(B) B

(f(a)vaf(B))sin(avip)di

O ey

f(a)

f(8) B 1
4 ! f(a)sin(a)d/1+f(j)m(ﬂ)sin(a)dmim(ﬂ)sin(zﬁ)dz

f(B) B
_sin(@)[f(«)]  osin(a) 1 (B)
21 (p) 23°
. sin(S)— gcos(f)—sin(a)+acos(a) "
[ - Jr(@
sin(a)(£°[f (@) +a*[1(A)])
- 271 (B)

2(sin(,8)— Bcos(B)-sin(a)+acos(a)) f(a)f(B)
Zﬁzf (,B)

+

(4.72)

esitligi elde edilir. Buradan;
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B

% sin(a) f (a)+%;[sin(t) f(t)dt

B
. sin(oc)(ﬂz[f (a)] +a?[f (ﬂ)]z)
= Zﬂzf(ﬂ)
 2(sin(B) - Beos(B) —sin () + acos (@) f (@) T (§)
2% (p)
Fain(o) (< ST (@)t (D]
! (t) f(t)dt< 251 (6)

2(sin(B)—Bcos(B)—sin(a)+acos(a))f(a)f(B)
20 f (ﬂ)

+

(4.73)

esitsizligi elde edilir.

3) Os%s ;E;;<1 ise

(f(a)vif (ﬂ))sin(aviﬂ)

O ey

f(a)

(s
f(a)sin(a)di+ J:

o 2R

f(a)sin(A44)dA+ f(l[a)ﬂf (B)sin(A8)dA

(B

—

+

ﬂZ

esitligi elde edilir. Buradan;
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ﬂZ
sin(B)— Bcos(B)-sin pf(a) +'8f(a)cos Bf(a)
+[ (8)-Beos(B) [f(ﬁ)] o (f(ﬁ)nf(ﬂ)
b2
pf(a)
s peos(a)f(a)-pcos
J'sm(t)f(t)dts [ f(ﬂ)]
a B
sin()— Bcos()-sin pt(a) +ﬁf(a)cos Bt (a)
+£ (B)-Beos(B) [f(ﬁ)j (05 (f(ﬁ)ﬂf(ﬂ)mm
B

esitsizligi elde edilir. Gergekten bu sonucun dogrulugu Teorem 4.3’den de goriilebilir.
Sonu¢ 45  f:[a,f]cR, >R, fonksiyonu  B-konveks  fonksiyon,
g: [0, %} —[0,1] g(t)=sin(t) tirevlenebilir ve tiirevi g'(t)=cos(t) ise B-konveks

bir fonksiyon olugundan,

| (—a)ens(a) (). 15 )

cos(t) f (t)dt 5 2

O Y ] 1] 201 9) 1) et
21 (5) f(B)  cos(B)

esitsizligi saglanir.

Ispat: f ve g' fonksiyonlar1 B-konveks oldugundan (2.20) esitsizligi bu iki
fonksiyon i¢in de saglanir, f fonskiyonu i¢in gegerli (2.20) esitsizliginin her iki tarafi
g'(av/l,B)=(COS(av/1,B)) ile carpilip /16[0,1] ya gore integrallendiginde sol

kisim i¢in
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f(avAB)cos(avif)di

O — R

jf(avlﬂ)cos(avﬂﬁ)dﬂz

+| f(avip)cos(avip)di

=R e—

f (18)cos(Ap)dA

ot— %R

f(a)cos(a)dA+

DR —y

=%cos(a) f (a)+%icos(t) f(tydt  (4.76)

olur. Ayrica esitsizligin sag tarafi icin

.l[ f (aviB)cos(av ibp)da<|(f(a)vAif(B))(cos(a)vAcos(B))dr (4.77)

O ey

esitsizliginin sag kismi incelenecektir. Bu durumda asagidaki kosullar ortaya ¢ikar.

(f(a)vaf(B))(cos(a)v icos(B))dA =:[ f (a)cos(a)dd

O L

=cos(a) f (a) (4.78)

esitligi elde edilir. Buradan;
% cos(a) f () + [cos(t)  (t)dt <cos(a) ()
B B -
i
jcos(t) f(t)dt<(B-a)cos(a)f(a) (4.79)

esitsizligi elde edilir.
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f(a)< <cos(a) iken
f () 1_cos(ﬁ) ken.

(f(a)vAf(B))(cos(a)vicos(B))dA

O ey

f(a

f 1

(/i’
J. f(a)cos(a)di+ J. Af(B)cos(a)da
0 f(a)

= (4.80)

cos( (ﬂ[f ]+ﬂ[f(ﬂ)]2-2af(a)f(ﬂ))
2f(p)

fcos(t) f(t)dt< (4.81)

esitsizligi elde edilir. Sonucun dogrulugu fonksiyonlar iizerindeki kosullarin ¢akistigi

Teorem 4.4 ile de kontrol edilebilir.
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5. SONUC VE ONERILER
5.1 Tezde Elde Edilen Sonuclar

Bu tezde soyut konvekslik iizerine bir matematiksel uygulama g¢aligmasi yapilmasi
amaclanmistir. Bu dogrultuda son zamanlarda da oldukga popiiler olan bir ¢calisma
bi¢imi belirlenmistir. Konvekslik temel durumu ile ¢ok uzun zamandir ayrintili sekilde
calisilmig ve pek ¢ok sonug elde edilmistir. Bunun yaninda, uygulama ve hayatta yer
edinmesi bakimindan konveksligin farkli yonlerde kullanimi1 ve g¢esitleri ortaya
ctkmaya baglamistir. Daha iyi sonuglar elde edilmesi i¢in gelistirilen bu calisma
bigimleri, tezde de yansitilmistir. Uygulama alanina gore klasik konvekslikten daha iyi
sonug veren genellestirilmis konvekslik ¢esitleri ortaya konulmus ve tizerinde ayrintili

incelemeler yapilmaya baglanmistir.

Tezde de aym1 duruma sahip olan B-konvekslik ele alinmistir. Ekonomik bazi
problemleri ¢6zerken daha yakin sonuglar elde etmekte kullanilan genellestirilmis bu
konvekslik i¢in teorik ve bazi uygulama incelemeleri yapilmis, bu tezde ise bunlar
ilerletilmeye calisilmistir. Daha 6nce, B-konveks fonksiyonlar ayrintili bigimde
ozellikleri ile birlikte calisilmistir. Tezde bu konvekslik bigimi i¢in bazi tek degiskenli,

0zel ornekler verilmis, konvekslikle karsilagtirilmasi yapilarak ifade edilmistir.

Baska bir ¢alisma ile ¢oziimlenmis olan Hermite-Hadamard esitsizliginin B-konveks
fonksiyonlar i¢in olan formu bu tez ile genellestirilmeye calisilmistir. Bu baglamda,
bu tezde elde edilen sonu¢ Hermite-Hadamard-Fejer tipi esitsizligin B-konveks
fonksiyonlar i¢in genellestirilmesi olarak ¢alisilmistir (Teorem 4.1). Bununla birlikte
Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligindeki ¢ekirdek fonksiyonun iizerine bazi sartlar
konularak esitsizligin farkli versiyonlari da ispat edilmistir (Teorem 4.2, Teorem 4.3
ve Teorem 4.4). Bu teoremler ile ifade edilen, elde edilen genellestirilmis bu
esitsizliklerin uygulamalari, 6zel fonksiyonlar yardimiyla ispat edilmistir (Sonug 4.1,
Sonug¢ 4.2, Sonu¢ 4.3, Sonug¢ 4.4, Sonu¢ 4.5). Boylece tezde B-konvekslik iizerine
matematiksel uygulama agisindan daha genel sonuclar ifade edilmis ve lizerine 6rnek

ve uygulamalar1 verilmistir.
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5.2 Oneriler

Bu tezde, elde edilmis olan Hermite-Hadamard-Fejer tipi esitsizliklerde fonksiyonun
B-konveks fonksiyon olma sarti incelenmistir. Bununla birlikte, ortaya ¢ikan bu
esitsizlikler daha farkli kosullar ve fonksiyonlarin 6zel durumlarda incelenmesi ile
ilerletilebilir. Cekirdek fonksiyonunun 6zel durumlar1 ve iizerine konulan sartlar
farklilastirilarak inceleme yapilabilir. Cekirdek fonksiyonunun 6zellikleri iizerinde
ayrintili durulabilir. Ayrica, tiim bulunan sonuglar, 6zel degerler ile incelenmelidir.
Boylece, hem tezde elde edilmis veriler i¢in, hem de daha sonra ispat edilecek olan

matematiksel verilerin saglamligi, kontrolii ve ispat1 yeniden saglanmis olacaktir.

Bunlara ek olarak, esitsizligin Riemann-Liouville kesirli integral ¢ekirdegine sahip
olacak sekilde B-konveks fonksiyonlar i¢in durumu incelenerek, var olan sonuglar ile
karsilastirilmast yapilabilir. Bununla birlikte ¢ekirdek fonksiyonunun degisimi ile cok
daha farkli kesirli integrallere gecis saglanabilir. Hadamard kesirli integrali, Caputo
kesirli integrali, Katugampola kesirli integrali gibi bilinen, popiiler ve daha genel
kesirli integrallerin, uygun g¢ekirdekler yardimiyla Hermite-Hadamard-Fejer
esitsizliginden elde edilebilirligi incelenebilir. Kesirli integrallerin her gecen giin
cogaldig1 ve genellestigi goz oniinde bulundurulur ise bu konuda calisma alaninin ne

derecede ¢ok oldugu anlasilabilir.

Ayrica tezde incelenen Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi farkli soyut konvekslik
bigimleri igin incelenebilir. Ornegin, bu tezde ifade ettigimiz B™-konveks
fonksiyonlar, farkli anlamlardaki s-konveks fonksiyonlar gibi cesitler igin bu
incelemeler hala yapilmamistir. Bununla birlikte tiim bu esitsizlikler ile bunlarin

uygulamalari ve esitsizligin farkli fonksiyonlar i¢in ayrintili incelenmesi miimkiindiir.

Konveksligin daha farkli ve 6nemli esitsizlikler lizerine pek ¢ok uygulamasi oldugu
diisiiniiltirse, tezde ele alinan B-konvekslik i¢in bu tarz esitsizliklerin de ¢alisilmasi
hala acik bir problem olarak durmaktadir. Ayrica, hem esitsizliklerin farkli formlari
hem de uygulamalarinin ¢aligilmasi kaliteli ve yetkin ¢caligmalar olacaktir. Bunun yani

sira, ayni esitsizlikler farkli konvekslik cesitleri icin de bu genis ac1 ile incelenebilir.

Uygulamalar iizerine daha iyi sonuglar veren ve ihtiyaca gore genellestirilen farkl

konvekslik bigimleri iizerine ¢alismalar yapilmasi da oldukga ileri seviye ve pek ¢ok
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veri igeren bir arastirma olacaktir. Boylece simdiye kadar bir genellestirilmis
konvekslik bi¢iminin fonksiyon ve kiime teorisi, uygulamalar1 ve esitsizlik formlari
lizerine yapilan incelemeleri gibi, ortaya atilan yeni kavram i¢in de tiim bu ¢alismalarin

yapilmas1 doktora tezi olabilecek seviyede bir ¢calisma temeli olusturur.
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