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ÖZET 

 

Konveks analiz, son yıllarda oldukça popüler olan alanlardan biridir. Bu tezde, 

konveks analizin bir alt dalı olan soyut konvekslik üzerine bir eşitsizlik uygulaması 

yapılmıştır. Tezde incelenen genelleştirilmiş konvekslik çeşidi, B-konvekslik ve 

eşitsizlik ise Hermite-Hadamard-Fejer tipi eşitsizliktir. Böylece, tezde, şimdiye kadar 

optimizasyon, ekonomi ve farklı eşitsizlikler üzerine olan uygulamaları ile çalışılmış 

B-konveks fonksiyonlar için, elde edilmiş eşitsizliklerden daha genel bir eşitsizliğin 

ifade ve uygulamaları verilmiştir. 

 

Bu tezde, ilk olarak, B-konveks küme ve fonksiyonlar ilgili bazı yeni örnekler 

verilmiştir. Ayrıca Hermite-Hadamard-Fejer eşitsizliğinin B-konvekslik için yeni 

formu ifade edilmiştir. Daha sonra, eşitsizlikte ele alınan fonksiyonlar üzerine özel 

şartlar getirilerek farklı teoremler geliştirilmiştir. Verilen şartlara özel örnekler 

incelenmiş ve teoremlerin B-konveks olan ya da olmayan bu fonksiyonlar için 

durumları ispat edilmiştir. Sonuçta da istenilen ve daha özel yaklaşımlar veren 

eşitsizlikler elde edilmiştir. 
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1.GİRİŞ 

Matematiğin her zaman günlük hayatta somut olarak karşımıza çıkmadığı taraflar olsa 

dahi, soyut olarak hayatımızın her yerinde kullanıldığını kanıtlayabildiğimiz bir bilim 

dalı olduğu ortadır. MÖ 3000’den itibaren, Mezopotamya eyaletlerinde doğayı 

anlama, ticaret, takvim, zaman kaydetme ve astronomi gibi birçok alanda kullanılmaya 

başlanılan matematik anabilim dalı, zaman geçtikçe kullanıldığı yerler artarak 

günümüze kadar gelmiştir. Günümüzde en belirgin olarak mühendislik, sanat, tıp, 

ekonomi gibi alanlarda kullanılan bu dal kendi içinde de birçok alt bilim dalına 

ayrılmıştır.  

Konveks Analiz ise matematiğin önemli alt dallarından biridir. Konvekslik ilk olarak 

geometride kullanılmasına rağmen matematiğin diğer alanları olan analiz, grafik 

teorisi ve olasılık gibi birçok farklı alanda uygulamaya sahiptir. Konvekslik 

kavramının ilk olarak Yunanlılar tarafından ortaya atıldığı söylense de, tarihi Mısırlara 

kadar dayanır. O günlerden zamanımıza kadar Mühendislik, Tıp, Sanat, Matematiksel 

Analiz, Optimizasyon ve Eşitsizlikler Teorisi gibi birçok uygulama alanında ele alınan 

konvekslik kavramı uygulamalarda önemli bir yere sahiptir [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]. 

Klasik konvekslikle ilgili çok sayıda matematiksel uygulama mevcuttur. Bunlar 

arasında en ilgi çekeniyse Eşitsizlikler Teorisidir. Eşitsizlik, iki değerin büyüklük ve 

küçüklük anlamında arasındaki farkı ifade eden ilişkidir [11,12,13,14]. Eşitsizlikler, 

ilk olarak 18. Ve 19. Yy’lara dayansa da modern anlamda eşitsizlikler 1934 yılında 

Hardy, Littlewood ve Polya tarafından yazılan “Inequalities” adlı kitapla kullanılmaya 

başlanmıştır [8]. 

Konveks Analiz’in alt dallarından biri olan soyut konvekslik, klasik konveksliğin 

genelleştirilmiş halidir [15,16,17,18]. Bu genelleştirme yöntemlerinden ikisi 

fonksiyonel soyutlama ve topolojik soyutlama olarak ifade edilebilir [16]. Soyut 

konvekslik kavramı, Optimizasyon, Matematiksel Analiz ve Eşitsizlikler Teorisi gibi 

birçok alanlarda çok sayıda uygulamaya sahiptir. Soyut konvekslik kavramını 2000 

yılında A. Rubinov’un kitabında ve ek başka pek çok kitapta ayrıntılı biçimde 

çalışılmıştır [16]. Soyut konveksliğin çok sayıda çeşidi mevcuttur 

[19,20,21,22,23,24,25]. Uygulamaların ve çalışma alanlarının getirdiği şartlara göre 

farklılaşan bu soyut konvekslik çeşitleri her geçen gün popülerliğini artırmaktadır. 

Örneğin, sabit nokta ile ilgili uygulamalara sahip p-konvekslik [24]’de, birinci 
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anlamda s-konvekslik [23]’de, ikinci anlamda s-konvekslik [21]’de, üçüncü anlamda 

s-konvekslik [22]’da, dördüncü anlamda s-konvekslik [20]’de, B-konvekslik [19]’de, 

B-1-konvekslik [26,27]’de çalışılmıştır. Bu konvekslikler üzerine hem uygulama hem 

teorik olarak çalışılmaya devam edilmektedir. Özellikle konvekslikte önemli yeri olan 

eşitsizliklerin bu fonksiyonlar için durumu incelenmiştir.  

Konveks fonksiyonların en önemli ve kullanışlı uygulamalarından biri de 

eşitsizliklerdir. Eşitsizlikler Teorisi’ndeki en ünlü eşitsizliklerden biri ise Hermite-

Hadamard eşitsizliğidir [14]. Hermite-Hadamard eşitsizliği, Hermite’in 1881 yılında 

Mathesis dergisine göndermiş olduğu ve 1883 yılında yayınlanan mektubu ile ortaya 

çıkmıştır. Ancak, eşitsizlik Hermite’nin 1901 yılında ölümünden sonra yayınlanan bir 

makale ile ortaya çıksa da, bu eşitsizliği 1893 yılında J. Hadamard da ispatlamıştır. Bu 

sebeple, artık eşitsizlik her iki bilim adamının adıyla isimlendirilmektedir. Bu önemli 

eşitsizlik, integral ortalama değerinin, fonksiyon ve görüntülerin ortalama değerlerine 

ilişkin bir eşitsizlik olup, fonksiyonun konvekslik veya konkavlık durumuna göre 

değişmektedir.  

Hermite-Hadamard eşitsizliği iyileştirmeler ve farklı soyut konveks fonksiyonlar için 

çalışılmaktadır. İyileştirmeler [6] makalelerindeki gibi daha yakın sınırlar bulmak için 

ve yeni daha genel kesirli integrallerle eşitsizliği ifade etmek için [28,29,30,31] 

çalışılmak üzere, iki şekilde genelleştirme yapılarak sunulmaktadır. Ayrıca farklı soyut 

konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği ise örneğin; B-konveks 

fonksiyonlar için [25] makalesinde, p-konveks fonksiyonlar için [32] makalesinde, 

üçüncü anlamda s-konveks fonksiyonlar için [33] makalesinde çalışılmış ve 

çalışılmaya devam edilmektedir.  

1906 yılında Fejer (1880-1959) trigonometrik polinomları çalışırken Hermite’in 

sonuçlarının genelleştirilmesi olan 

     
   

 
2 2

b b b

a a a

f a f ba b
f g x dx f x g x dx g x dx

 
  

 
               (1.1) 

eşitsizliğini elde etmiştir [12]. Bu eşitsizlikten   1g x  ,  ,x a b  için Hermite-

Hadamard eşitsizliğinin elde edileceği açıkça görülmektedir. Fejer’in bu sonucu ile 

ilgili özellikle son yıllarda birçok çalışma yapılmıştır [5,34,35,36,37,38,39,40].  
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Konveks Analiz’in alt dallarından biri olan soyut konvekslik biçimi son zamanlarda 

çokça ilgi gören bir konudur [16,18]. Bu alanda çokça genelleştirme biçimi vardır. Bu 

genelleştirme çeşitlerinden biri de B-konveksliktir [19]. B-konvekslik küme teorisi ve 

ekonomi yönündeki çalışmalarıyla zamanın ilgi çeken konularındandır 

[19,41,42,43,44,45,46]. 2006 yılında G. Adilov ve A. M. Rubinov ortak çalışması ile 

B-konvekslik kavramını daha da geliştirilerek çalışılmıştır [1]. Hala günümüzde 

çalışma alanı olarak popülerliğini devam ettirmekte ve literatürde bu konu ile ilgili çok 

sayıda çalışma yer almaktadır [19,25,29,30,41,47].  B-konvekslik kavramı C. D. 

Horvath ve W. Briec tarafından 2004 yılında çalışılmaya başlanmıştır [19]. 2005 

yılında, W. Briec, C. D. Horvath ve A. M. Rubinov tarafından yapılan çalışmada B-

konveksliğin ayırma özellikleri incelenmiştir [42]. Daha sonra, bu ayırma özellikleri 

2008 yılında çalışılan bir makale ile genelleştirilerek Hahn-Banach Teoremi’nin B-

konvekslik için durumları ortaya konulmuştur [41,43]. Bu çalışma matematiksel analiz 

ve ekonomi gibi alanlarda çok büyük öneme sahip olmuştur. 2008 yılında W. Briec ve 

C. D. Horvath soyut ekonomilerin dengesi ile ilgili B-konvekslik ile ilgili çalışmasını 

yayımlamıştır [41]. I. Yesilce ve G. Adilov 2017 ve 2018 yılında B-konveks 

fonksiyonlar, özellikleri ve bu fonksiyonlarla ilgili eşitsizlikleri çalışmışlardır [25,48]. 
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2. KONVEKSLİK VE SOYUT KONVEKSLİK İLE İLGİLİ TEMEL 

KAVRAMLAR 

2.1 Konvekslik ile İlgili Temel Kavramlar 

2.1.1 Afin kümeler ve dönüşümler 

Afin kümeler ve dönüşümlerle ilgili kavramlar bu bölümde verilecektir [15]. 

Tanım 2.1.1.1 nA  boştan farklı bir küme olsun. Eğer ,x y A   ve    sayısı 

için  1x y A     ise A  kümesine afin küme denir. Diğer bir ifade ile, kümeden 

alınmış herhangi iki elemanından geçmekte olan doğruyu da içeren kümelere afin 

küme denir (Şekil 2.1). 

 

 

 

 

 

Şekil 2.1. 2 ’de a, b noktalarından geçen bir doğru afindir. 

Örnek 2.1.1.1 3 ’de 3 , Ø,   3

1 2 3 1 2 3(a ,a ,a ) : a ,a ,ax     tek nokta kümeleri, 

doğrular ve düzlemler afin kümelerdir. 

Tanım 2.1.1.2 1 2, ..., n

mx x x   noktaları verilsin ve 1 2, ,..., m     reel sayıları için 

1

1
m

i

i




  koşulu sağlansın. Böylece, 

1 1 2 2 ... m mx x x                                                    (2.1) 

toplamına 1 2, ,..., mx x x  elemanlarının bir afin kombinasyonu denir. 

b 

y 

a 

x 
0 
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Tanım 2.1.1.3 : n nT  ,  her , nx y  ve    için :T x Tx  dönüşümü eğer 

    1 1T x y Tx Ty                                           (2.2) 

oluyorsa afin dönüşüm olarak adlandırılır. 

2.1.2 Konveks kümeler ve fonksiyonlar 

Konveks kümeler ve fonksiyonlarla ilgili tezde kullanacağımız temel tanım ve 

teoremler aşağıdaki gibidir [15]. 

Tamın 2.1.2.1 
nC   ve C  boştan farklı bir küme olsun. Her ,x y C  ve 0 1 

için  

 1x y C                                                         (2.3) 

ise C  kümesine konveks küme denir. 

NOT: Afin kümeler konveks kümelerin özel halidir denilebilir. 

Başka bir şekilde ifade edilecek olursa, C  kümesinden alınmış herhangi iki elemanını 

birleştiren doğru parçası, hala C  kümesinin elemanı oluyor ise C  kümesi konveks 

olur (Şekil 2.2). 

 

 

 

 

Şekil 2.2. (a) 2 ’de konveks küme, (b) 2 ’de konveks olmayan küme 

Örnek 2.1.2.1 n , Ø ve  a : a n  tek nokta kümeleri konvekstir. 

 

(a) 

a b 

(b) 
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Tanım 2.1.2.2 1 2, ,..., n

mx x x   noktaları ele alınsın ve negatif olmayan 

1 2, ,..., 0m     sayıları için 
1

1
m

i

i




  koşulu sağlasın. Bu durumda,  

1 1 2 2 ... m mx x x                                                   (2.4) 

elemanına 1 2, ,..., mx x x  noktalarının bir konveks kombinasyonu denir. 

Tanım 2.1.2.3 nK   ele alınsın. Eğer x K   ve 0   için  x K   elemanı olur 

ise K  kümesine koni denir. Ayrıca, bu K  konisi, konveks bir küme ise K ’ya konveks 

koni denir (Şekil 2.3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.3. n  de konveks bir koni ve n ’de konveks olmayan bir koni 

Tanım 2.1.2.4 
nC   kümesinin elemanlarının tüm konveks kombinasyonları 

kümesine C  kümesinin konveks örtüsü denir ve convC  ile gösterilir. 

1 1 2 2

1

... , 0 1
m

m m i i i

i

convC x x x x C ve    


 
       
 

                (2.5) 

Başka bir deyiş ile  C  kümesini kapsamakta olan tüm konveks kümelerin kesişimi 

kümesine, kümenin konveks örtüsü denir (Şekil 2.4). 

 

y 

x 
0 

x 

y 

x 

y 

a 

b 

0 
x 

y 
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Şekil 2.4. 2 ’de konveks olmayan bir küme ve 2 ’deki kümenin konveks örtüsü 

Tanım 2.1.2.5  , :nC f C    olmak üzere; 

    , , ,x x C f x                                           (2.6) 

biçiminde ifade edilen kümeye f  fonksiyonunun epigrafı denir ve epif  ile gösterilir. 

Özel durumda ise, C  için tek değişkenli f fonksiyonunun epigraf kümesi f

fonksiyonunun grafiğinin üstünde kalan taralı kümeyi belirtmektedir (Şekil 2.5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                            Şekil 2.5. 2 ’de epif grafiği 

 

0 
x 

y 
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Teorem 2.1.2.1 
nC   kümesi konveks olsun ve  :f C    fonksiyonu ele 

alınsın. f fonksiyonunun konveks bir fonksiyon olması için gerek ve yeter koşul her 

,x y C  ve 0 1   için, 

        1 1f x y f x f x                                       (2.7) 

eşitsizliğinin sağlamasıdır. 

Tanım 2.1.2.6 Bir sonlu fonksiyon, hem konveks hem de konkav ise bu fonksiyona 

afin fonksiyon denir. 

Teorem 2.1.2.2 
nC   kümesinin konveks bir küme ve :f C   fonksiyonunun 

kapalı ve konveks bir fonksiyon olması için gerek ve yeter koşul : nh   

fonksiyonu afin bir fonksiyon olmak üzere 

    sup ,f x h x h f x C                                          (2.8) 

sağlanmasıdır. Burada, h f x C    için    h x f x . 

2.2 Soyut Konvekslik ile İlgili Temel Kavramlar 

H , X  kümesinde tanımlı ve sonlu fonksiyonların bir ailesi ve  :f X     bir 

fonksiyon olsun. Eğer, H  ailesinin 

    sup ,f x h x h U x X                                         (2.9) 

sağlayacak biçimde bir U  alt ailesi var ise, ele alınan f  fonksiyonuna H  ailesine 

göre soyut konvekstir (ya da H  - konvekstir) denir. Burada ise, H  fonksiyonlar 

ailesine elemanter fonksiyonların ailesi denir [16]. 

H   olması durumunda  f x    olarak kabul edilecektir. 

Teorem 2.1.2.2’den de görüldüğü gibi, klasik konvekslik için elementer fonksiyonlar 

afin fonksiyonlar olur. 
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Diğer soyutlaştırma yöntemleri aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

Topolojik soyut konvekslik 

 X  bir vektör uzay ve bir C X  kümesi olsun. 2k   tamsayısı için, k

kV   

kümesi ele alınsın. Bir : k

k kC V C    fonksiyonlar ailesi verilsin. Eğer, U C  için,  

   1 2 1 2 1 2 1 2, ,..., , , ,..., , ,..., , , ,..., , 2,3,...k k k k kx x x U V x x x U k            

U  kümesine k  fonksiyonlarının ailesine göre soyut konvekstir denir  [16]. 

 Fonksiyonel soyut konvekslik  

 X  bir vektör uzay olmak üzere C X  ve F kümesi ise :f C   fonksiyonlarının 

bir ailesi olsun. Bu durumda, U C  olmak üzere, x U   olan nokta F ailesinden 

bir fonksiyon ile U  kümesinden ayrılabilir ise, başka bir deyişle öyle bir f F  varsa 

ki    sup
u U

f x f u


  sağlanır bu durumda U  kümesine F fonksiyonlar ailesine göre 

soyut konveks kümedir denir [16]. 

2.3 Bazı genelleştirilmiş konvekslik çeşitleri 

2.3.1 Logaritmik konveks fonksiyonlar 

I  ,olsun. Bu durumda, bir :f I   fonksiyonu için log f  konveks bir 

fonksiyon oluyor ise, veya bununla eş değer olarak her ,x y I  ve  0,1  için  

      
1

1f x y f x f y
 

 


                                              (2.10) 

eşitsizliği sağlanır ise f  fonksiyonuna log-konveks fonksiyon denir [49]. 
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2.3.2 p-konveks fonksiyonlar 

nU   ve :f U   bir fonksiyon olsun.  0,1p  ve  U  p-konveks küme olmak 

üzere her ,x y U  ve , 0   , 1p p    için 

     f x y f x f y                                                  (2.11) 

eşitsizliğini sağlayan f  fonksiyonuna p-konveks fonksiyon denir [24]. 

2.3.3 Kuazi-konveks Fonksiyonlar 

I    her hangi bir alt aralık ve :f I   bir fonksiyon olsun. Eğer her ,x y I  ve 

 0,1  için  

       1 max ,f x y f x f y                                       (2.12) 

sağlanır ise bu f  fonksiyonuna kuazi-konveks fonksiyon denir [18]. 

2.3.4 Birinci Anlamda s-konveks Fonksiyonlar 

nU   ve :f U   bir fonksiyon olsun.  0,1s  ve U  s-konveks küme olmak 

üzere her ,x y U  ve , 0   , 1s s    için  

     s sf x y f x f y                                              (2.13) 

eşitsizliğini sağlayan f  fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir 

[23]. 

2.3.5 İkinci Anlamda s-konveks Fonksiyon 

nU   bir küme ve :f U   bir fonksiyon olsun.  0,1s  ve U  konveks küme 

olmak üzere her ,x y U  ve , 0   , 1    için  

     s sf x y f x f y                                             (2.14) 

eşitsizliğini  sağlayan f  fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir 

[21]. 
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2.3.6 Üçüncü Anlamda s-konveks Fonksiyon 

nU   ve :f U   bir fonksiyon olsun.  0,1s  ve U  konveks küme olmak 

üzere her ,x y U  ve , 0   , 1s s    için  

     
1 1

s sf x y f x f y                                              (2.15) 

eşitsizliği sağlanır ise, bu f  fonksiyonu üçüncü anlamda s-konveks fonksiyondur 

denir [22]. 

2.3.7 Dördüncü Anlamda s-konveks Fonksiyon 

nU   ve :f U   bir fonksiyon olsun.  0,1s  ve U  konveks küme olmak 

üzere her ,x y U  ve , 0   , 1    için  

     
1 1

s sf x y f x f y                                              (2.16) 

eşitsizliği sağlanıyorsa, f  fonksiyonuna dördüncü anlamda s-konveks fonksiyon 

denir [20]. 

2.3.8 B-1-konveks Fonksiyonlar 

nU  1B -konveks küme,  :f U     olsun. Her ,x y U ,  1, 

için  

     f x y f x f y                                               (2.17) 

eşitsizliği  sağlanıyorsa f  fonksiyonuna 1B -konveks fonksiyon denir [26]. 

2.4 B-konveks kümeler ve fonksiyonlar 

Bu bölümde verilecek olan B-konvekslik kavramı da farklı soyut konvekslik 

çeşitlerinden biridir. Tezde çalışılan ana kavram olması sebebiyle, B-konvekslik 

biçimi bu başlık altında ayrıntılı bir biçimde verilecektir.  

2.4.1 B-konveks kümeler 

Tanım 2.4.1.1 Bir nA   kümesinden alınan her ,x y A  ve her  0,1  için  

 x y A                                                            (2.18) 

ise A  kümesine B-konveks küme denir [19]. 
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Teorem 2.4.1.1 nA   ve 2m  olsun.  
   1

,...,
m

x x A  ve  1max ,..., 1m    için  

 1

m

i i
i

x A

                                                           (2.19) 

sağlanıyorsa A  kümesi B-konveks küme olur [19]. 

Teorem 2.4.1.2 a)  , n  ve  : na a  kümeleri B-konveks kümedir. 

b)  tL t ailesi B-konveks kümelerin keyfi bir ailesi olsun. Bu durumda 
t

t

L  

kümesi de B-konvekstir. 

c)  tL t ailesi B-konveks kümelerin bir ailesi olsun. Her 1 2,t t   için 

1 2 3t t tL L L  sağlayan bir 3t    elemanı var ise 
t

t

L  kümesi de B-konvekstir [19]. 

Aşağıdaki örnekler ile B-konveks küme ve klasik konveks kümenin karşılaştırılması 

yapılacaktır. 

Örnek 2.4.1.1 Şekil 2.6’da ifade edilen   2, : 0 , 1, 1U x y x y x y       

kümesi klasik anlamda konveks olduğu gibi aynı zamanda B-konveks kümedir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.6.   2, : 0 , 1, 1U x y x y x y       kümesi  

 

 

 

x 

y 

0 1 

1 



13 
 

Gerçekten, her ,a b U ve  0,1  için  

 1 1,a x y U   olduğundan 1 10 , 1x y   ve 1 1 1x y   

 2 2,b x y U   olduğundan 2 20 , 1x y   ve 2 2 1x y   

sağlanır. Buradan 

     1 1 2 2 1 2 1 2, , ,a b x y x y x x y y U           

olduğu gösterilmelidir. Bu durumda aşağıdaki durumlar incelenmelidir. 

1) 1 2 1x x x    ve 1 2 1y y y    olsun. Bu durumda sırasıyla 1 1x    ve 

1 1y    olur, ayrıca 1 1 2 2 1x y x y      olup istenilen sağlanır. 

2) 1 2 1x x x    ve 1 2 2y y y    olsun. Bu durumda 1 1x    ve 2 1y   olur, 

1 2 2 2 1x y x y      olup istenilen sağlanır. 

3) 1 2 2x x x    ve  1 2 1y y y    olsun. Bu durumda 2 1x   ve 1 1y    elde 

edilir, 2 1 2 2 1x y x y     olup istenilen sağlanır. 

4)  1 2 2x x x    ve 1 2 2y y y    olsun. Bu durumda 2 1x   ve 2 1y   olur, bunun 

yanı sıra 2 2 1x y   olup istenilen sağlanır. 

Örnek 2.4.1.2 Şekil 2.7’de verilen   2, : 0, 0, 1V x y x y x y       kümesi 

klasik anlamda konvekstir ancak B-konveks küme değildir. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.7.   2, : 0, 0, 1V x y x y x y       kümesi 

 

x 

y 

0 1 

1 
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Burada 
1 3 3 1

, , ,
4 4 4 4

a b V
   

     
   

 ve  
1

0,1
2

    olarak seçilirse  

1 1 3 3 1 3 3
, , ,

2 4 4 4 4 4 8
a b

     
        

     
 

olur ki buradan 
3 3 9

1
4 8 8
    olduğundan a b V   , yani V  kümesi B-konveks 

küme değildir. 

Örnek 2.4.1.3      2 21, : 0 1 ,1 :0 1Y y y x x        kümesi klasik 

anlamda konveks değildir ancak B-konveks küme bir kümedir (Şekil 2.8).  

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.8.      2 21, : 0 1 ,1 :0 1Y y y x x        kümesi 

B-konvekslik için aşağıdaki durumlar incelenmelidir. 

1)    1 21, , 1,y y Y  olsun. Bu durumda      1 2 1 21, 1, 1,y y y y Y      olup 

istenilen sağlanır. 

2)    1 21, , ,1y x Y  ise      1 2 21, ,1 ,1y x x Y      olup istenilen sağlanır. 

3)    1 2,1 , ,1x x Y  olsun. Bu durumda      1 2 1 2,1 ,1 ,1x x x x Y      olup 

istenilen sağlanır. 

4)    1 2,1 , 1,x y Y  olsun. Böylece      1 2 2,1 1, 1,x y y Y      olup istenilen 

sağlanır.  

Sonuç olarak      2 21, : 0 1 ,1 :0 1Y y y x x        kümesi B-konveks 

kümedir. 

y 

x 
0 b=(1,0) 

a=(0,1) 
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Konvekslik durumu için ise    0,1 , 1,0a b Y    ve  
1

0,1
2

    olarak seçilirse  

     
1 1

1 0,1 1 1,0
2 2

a b 
 

     
 

 

olur ki buradan    
1 1 1 1

0,1 1,0 ,
2 2 2 2

 
   

 
 olduğundan  1a b Y    , yani Y  

kümesi konveks küme değildir. 

Böylece, konveks ve aynı zamanda B-konveks olan (Örnek 2.4.1.1.), konveks olan ve 

B-konveks olmayan (Örnek 2.4.1.2.) ve son olarak konveks olmayan ve B-konveks 

olan (Örnek 2.4.1.3.) kümelerin her biri için örnek verilmiştir. Bu da konveks kümeler 

ile B-konveks kümeler arasındaki ilişkiyi göstermektedir. Dolayısıyla, her iki 

konvekslik biçiminin kesiştiği durum söz konusu iken, tersi de mümkündür denilebilir.  

2.4.2 B-konveks fonksiyonlar 

Tanım 2.4.2.1 nA  ve  :f A   olsun. Eğer, f  fonksiyonunun epigraf 

kümesi B-konveks bir küme ise f  fonksiyonuna B-konveks fonksiyon denir [48]. 

Teorem 2.4.2.1 nA  ,  :f A    olmak üzere, f  fonksiyonunun B-

konveks bir fonksiyon olması için gerek ve yeter koşul A  kümesinin B-konveks bir 

küme olması ve her ,x y A ,  0,1  için  

     f x y f x f y                                            (2.20) 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır [48]. 

Teorem 2.4.2.2 Herhangi bir  : nf    tanımlı B-konveks fonksiyonu ve 

herhangi bir  ,     reel sayısı için   x f x   ve   x f x   biçimdeki 

seviye kümeleri de B-konveks kümelerdir [47]. 

Tanım 2.4.2.2 n  kümesinde tanımlı bir f  fonksiyonu için, her 
nx  olmak üzere  

   f x f x  ,            0                                         (2.21) 

şartı sağlanıyor ise, f  fonksiyonuna (1. dereceden) pozitif homojen fonksiyon denir 

[48]. 
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Teorem 2.4.2.3 Bir  : nf     tanımlı pozitif homojen fonksiyonunun B-

konveks fonksiyon olması için gerek ve yeter şart her , nx y   elemanı için  

     f x y f x f y                                                 (2.22) 

eşitsizliğini sağlamasıdır [48]. 

Teorem 2.4.2.4   : n

t tf f A      kümesi B-konveks fonksiyonların bir 

ailesi olmak üzere,    sup t
t

f x f x  ile tanımlanan fonksiyon da B-konvekstir [48]. 

Teorem 2.4.2.5 Eğer  : nf A      ve  : ng A      azalan 

(ve ya artan)  ve B-konveks birer fonksiyon ise      h x f x g x  fonksiyonu da 

azalan (ve ya artan) ve B-konveks fonksiyondur [48]. 

B-konveks fonksiyonlar için aşağıdaki çeşitli örnekler verebiliriz.  

Örnek 2.4.2.1 :f   ,  
1

f u
u

  fonksiyonu B-konveks fonksiyondur. 

Çözüm: Bu fonksiyonun B-konveks olabilmesi için (2.20) eşitsizliğini sağlaması 

gerekmektedir. Bunun için aşağıdaki iki durum söz konusudur; 

1) u v u    ise,  

     
1 1 1 1

f u v f u f v
u v u v u v


 

 
       


                   (2.23) 

sağlanır.  

2) u v v    ise,  

     
1 1 1

f u v f u f v
u v v u v


 


      


                         (2.24) 

koşulu sağlandığından f  fonksiyonu B-konveks olur. Bu fonksiyon aynı zamanda 

konvekstir. Dolayısıyla hem konveks hem de B-konveks olan bir fonksiyona örnek 

olarak gösterilmiş olur.  
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Örnek 2.4.2.2 :f      uf u e  B-konkav fonksiyondur. 

Çözüm: Gerçekten, B-konkavlık için (2.20) eşitsizliğinin tersinin sağlandığını 

göstereceğiz. Bu durumda, aşağıdaki koşullar söz konusudur.  

1) u v u    olması durumunda,  

     u v u u uf u v e e e e e
   


                                        (2.25) 

ayrıca   uf u e  artan olduğundan  u ve e


  olur. Böylece; 

       u v vf u v e e e f u f v


                                      (2.26) 

sağlanır. 

2) u v v    olduğunda ise 1. maddedeki koşullar altında v ue e  ve 
u ue e e   

olduğundan  

     u v v u vf u v e e e e f u f v                                   (2.27) 

olur. Böylece f  fonksiyonu B-konkavdır. Bu örnek ise, konveks olan ancak B-

konveks olmayan fonksiyona bir örnek olarak gösterilebilir.  

Örnek 2.4.2.3 :f   ,  f u u  fonksiyonu B-konkavdır. 

Çözüm: Gerçekten f  fonksiyonunun B-konkav olduğunu göstermek için (2.20) 

eşitsizliğinin tersini sağladığını göstereceğiz. Bu durumda aşağıdaki iki durum söz 

konusudur. 

1) u v u    ise u v u v     olduğundan; 

   f u v u v u u u f u                                  (2.28)  

olup, yukarıdaki koşullar göz önüne alındığında  

     f u v u u v f u f v                                     (2.29) 

eşitsizliği sağlanır.  

2) u v v    olması durumunda,  

 f u v u v v u u                                          (2.30) 
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olduğundan ilk durumdaki gibi eşitsizlik sağlanmış olur. Böylece f  fonksiyonun B-

konkav olduğu ispatlanmış olur. Bu fonksiyon ise hem konveks olmayan hem de B-

konveks olmayan bir fonksiyon örneğidir.  

Örnek 2.4.2.4  : 0, 0,1
2

f
 

 
 

,   sinf u u  fonksiyonu B-konkav fonksiyondur. 

Çözüm: Bu fonksiyonun B-konkavlığını göstermek için (2.20) eşitsizliğinin tersini 

sağladığını göstermeliyiz. Bu durumda aşağıdaki iki durum incelenmelidir. 

1) u v u    ise  

     sin sin sinf u v u v u u                                      (2.31) 

olur. sinu , 0,
2

 
 
 

 aralığında artan fonksiyon olduğundan  sin sinu v   olur ve bu 

durumda  

       sin sin sinf u v u u v f u f v                               (2.32) 

sağlanır. 

2) u v v    durumunu inceleyelim. sinu , 0,
2

 
 
 

 aralığında artan fonksiyon 

olduğundan 

   

 

   

sin sin

sin sin sin sin

f u v u v v

u v u v

f u f v

 

 



   

   

 

                               (2.33) 

elde edilir. Böylece f  fonksiyonun B-konkav fonksiyon olduğu ispatlanmış olur. 

Örnek 2.4.2.5  : 0, 0,1
2

f
 

 
 

,   cosf u u  fonksiyonu B-konveks fonksiyondur. 

Çözüm: Gerçekten, bu fonksiyonun B-konveks olduğunu göstermek için (2.20) 

eşitsizliğini sağladığını göstermeliyiz. Bu durumda aşağıdaki durumlar söz konusudur. 
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1) u v u    ise cosu , 0,
2

 
 
 

 aralığında azalan olduğu için cos cosu v   

olur, buradan  

cos cos cosu u v                                                  (2.34) 

dir. 

2) u v v    ise  

cos cos cosv u v                                                   (2.35) 

eşitsizliği sağlanır. Böylece f  fonksiyonu B-konveks fonksiyon olduğu ispatlanmış 

olur. 
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3. KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN BAZI EŞİTSİZLİKLER 

3.1 Jensen Eşitsizliği  

 : nf    tanımlı bir fonksiyon olsun. f  fonksiyonunun konveks bir 

fonksiyon olması için gerekli ve yeterli şart 

       1 1 2 2 1 1 2 2... ...n n n nf x x x f x f x f x                            (3.1) 

eşitsizliğini sağlamasıdır, burada n

ix  ,  1 0,..., 0n    ve  1 2 ... 1n       dir 

ve bu eşitsizlik Jensen eşitsizliği olarak isimlendirilir [13]. 

Bazı farklı soyut konveks fonksiyon çeşitleri için Jensen eşitsizliği aşağıdaki gibi ifade 

edilebilir. 

3.1.1 B-konveks fonksiyonlar için Jensen eşitsizliği 

nA   ve  :f A    olmak üzere, f  fonksiyonunun B-konveks bir 

fonksiyon olması için gerekli ve yeterli şart A  kümesinin B-konveks küme olması ve 

1,...,i m  için her ix A ve  0,1i   öyle ki  
1,...,

max 1i
i m




  için  

 
1 1

m m

i i i i
i i

f x f x 
 

 
   

 
                                                (3.2) 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır [48]. 

3.1.2 B-1-konveks fonksiyonlar için Jensen eşitsizliği 

nA   ve : nf A     olmak üzere f  fonksiyonunun B-1-konveks 

fonksiyon olabilmesi için gerekli ve yeterli şart A   kümesinin B-1-konveks küme 

olması ve 1,...,i m için her ix A  ve  1,i    öyle ki  
1,...,

min 1i
i m




  için  

 
1 1

m m

i i i i
i i

f x f x 
 

 
   

 
                                                (3.3) 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır [50]. 
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3.2 Hermite-Hadamard Eşitsizliği 

I , ’de herhangi bir aralık ve , I    öyle ki     olmak üzere :f I   

tanımlı fonksiyonu konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda  

 
   1

2 2

f f
f f x dx





  

 

 
  

 
                                  (3.4) 

eşitsizliği geçerlidir. Bu eşitsizlik, Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak isimlendirilir 

[14].  

Hermite-Hadamard eşitsizliği iyileştirmeleri üzerine çalışılmaktadır, bu 

iyileştirmelerden biri aşağıdaki gibi ifade edilebilir.  

 : ,f      biçiminde tanımlı konveks bir fonksiyon olsun. Sırasıyla 

,
2

 


 
 
 

 ve ,
2

 


 
 
 

 aralıkları için Hermite-Hadamard eşitsizlikleri; 

   
23 2 1

4 2 2
f f x dx f f

 



   


 



      
      

    
                         (3.5) 

ve 

   

2

3 2 1

4 2 2
f f x dx f f



 

   


  

      
      

    
                         (3.6) 

biçiminde elde edilir. Bu eşitsizlikler taraf tarafa toplandığında  

 

       

1 3 3 1

2 2 4 4

1

2 2 2 2

f f f f x dx

f f f f
f





     

 

    

         
        

      

   
    

  


                       (3.7) 

eşitsizliği elde edilir ve f ’in integral ortalaması için daha iyi sonuçlar ifade edilmiş 

olur [6].  

Ayrıca, bir diğer iyileştirme çalışması da kesirli integraller yardımıyla daha genel 

integral değerleri için verilen aşağıdaki eşitsizlik gibidir. 
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 : ,f a b   pozitif bir fonksiyon, 0 a b   ve  1 ,f L a b  olsun. f ,  ,a b  

aralığında konveks fonksiyon ise bu durumda Hermite-Hadamard eşitsizliğinin 

Riemann-Liouville kesirli integral ile ifadesi aşağıdaki gibi olur [28]. 

 

 
   

   1

2 22

k k

a b

k f a f ba b
f J f b J f a

b a
  

   
      

  
                          (3.8) 

Bu sonuçlar haricinde, farklı konvekslik sınıfları için Hermite-Hadamard eşitsizlikleri 

mevcuttur, bunlardan bazıları aşağıdaki gibidir. 

3.2.1 B-konveks Fonksiyonlar için Hermite-Hadamard Eşitsizliği:  

 : ,f       B-konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda,  

 

     

        

   
   

2 2

,

1
2

,
2

f f f

f t dt f f f f
f f

f





  

      
 

  

 



           
 

         (3.9) 

eşitsizliği sağlanır [25]. 

3.2.2 p-konveks Fonksiyonlar için Hermite-Hadamard Eşitsizliği 

:f    integrallenebilir p-konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda ,  

ve    için 

   

       

1
1

1
2

2

1 1 1
,

2

p

p

f f x dx

p f f f B
p p p





 
 

       


 

   
 
 

  
           

  


          (3.10) 

eşitsizliği sağlanır [32]. 
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3.2.3 Üçüncü anlamda s-konveks Fonksiyonlar için Hermite-Hadamard 

Eşitsizliği 

U  , :f U   integrallenebilir ve üçüncü anlamda s-konveks fonksiyon olsun. 

, U    ve    için, 

     

   

       

2

1
1

1

2

2

2

1 1 1 1
,

1

s

s

f f x dx

f f B s f f
s s s s





 
 

       


 


   
 
 

  
              


           (3.11) 

eşitsizliği sağlanır [33]. 

3.3 Hermite-Hadamard-Fejer Eşitsizliği 

Bir  : ,f     tanımlı konveks fonksiyon ve  : ,g     fonksiyonu ise 

negatif olmayan, integrallenebilir ve 
2

 
  noktasına göre simetrik bir fonksiyon 

olmak üzere,  

     
   

 
2 2

f f
f g x dx f x g x dx g x dx

  

  

    
  

 
                  (3.12) 

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizlik Hermite-Hadamard-Fejer Eşitsizliği olarak 

isimlendirilir [14].   

Bu eşitsizlik farklı anlamlardaki konveks fonksiyonlar için de çalışılmıştır. Bunlardan 

bazıları aşağıdaki gibi verilebilir.  

3.3.1 p-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejer eşitsizliği 

 : 0,f I     p-konveks fonksiyon ve  \ 0p , , I   ve    olmak 

üzere eğer  ,f L    ve  : ,w     negatif olmayan integrallenebilir ve 

1

2

p p p  
 
 

 noktasına göre p-simetrik ise bu durumda 
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w x f x w x f f w x
f dx dx dx

x x x

  

  

  
  

 
        

 

              (3.13) 

p-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejer eşitsizliği sağlanır [36].  

Ayrıca belirtilmesi gerekir ki, bu teoremde kullanılan p-konvekslik kavramı tezde 

verdiğimiz tanımdan farklıdır. Literatürde de pek çok p-konveks fonksiyon tanımı 

mevcuttur. (3.13) eşitsizliği için verilen p-konvekslik tanımı [36]’de ifade 

edilmektedir. 

3.3.2 Dördüncü anlamda s-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejer 

eşitsizliği 

:f   ve :w   integrallenebilir fonksiyonlar, f  fonksiyonu dördüncü 

anlamda s-konveks fonksiyon ve w  negatif olmayan, 
2

x
 

 ’ye göre simetrik yani 

   w x w x     bir fonksiyon olsun. Bu durumda ,    ve    için 

     

 

   
     

1
1

1 1
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2 1
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   

 
 

 





 
 

  

  
    

 

 



                      (3.14) 

dördüncü anlamda s-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejer eşitsizliği 

sağlanır [51]. 
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4. B-KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN HERMİTE-HADAMARD-FEJER 

TİPİ EŞİTSİZLİKLER 

Bu bölümde, Hermite-Hadamard-Fejer eşitsizliğinin B-konveks fonksiyonlar için 

formu ve bu temel eşitsizliğin farklı durumlardaki versiyonlarını içeren teoremler ispat 

edilecektir. Ayrıca daha sonra bu eşitsizliklere uygun özel durumlar incelenecektir. 

4.1 B-konveks Fonksiyon İçin Hermite-Hadamard-Fejer Eşitsizliği 

Teorem 4.1  : ,f       fonksiyonu B-konveks bir fonksiyon ve 

 : ,g       tanımlı negatif olmayan, integrallenebilir bir fonksiyon olmak 

üzere 
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f
f g t dt
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f f
f t g t dt f g t dt t g t dt
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g f f f f
t g t dt

f f


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    


 





    




       




  



 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat:  0,1   ve    için  max ,   olur. B-konvekslik tanımından 

       f f f f                                       (4.1) 

aşikâr durumuna dönüşür. Dolayısıyla bu durumu incelemeye gerek yoktur. Bu 

sebeple  max ,  durumunu incelenecektir. f  fonksiyonu B-konveks olduğundan 

(2.20) eşitsizliği sağlanır, eşitsizliğin her iki tarafı  g    ile çarpılıp  0,1  ya 

göre integrallendiğinde sol kısım için  
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ifadesi elde edilir. Burada t   dönüşümü yapılırsa 

           
1

0

1
f g d f g f t g t dt






      

 
                      (4.2) 

olur. Ayrıca eşitsizliğin sağ tarafı için 

          
1 1

0 0

f g d f f g d                                  (4.3) 

ifadesinin sağ kısmı incelenecektir. Bu durumda aşağıdaki koşullar karşımıza çıkar. 

 

 
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f
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


  ise 
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 
 

    
 
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 

 

            
 

 
f

f g g t dt






 

 
                                 (4.4) 

elde edilir. Buradan eşitsizlik 
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           
 
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f g f t g t dt f g g t dt

 

 

 
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       f t g t dt f g t dt

 

 

                                     (4.5) 

şekline dönüşür. 

Eğer 
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   
 

 

1

f

f

f g d




                        (4.6) 

olur. Bu durumda aşağıdaki iki alt durum ortaya çıkar. 

1) 
 
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ifadesi elde edilir. Buradan  
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eşitsizliği elde edilir. 
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ifadesi elde edilir. Buradan  
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ifadesi elde edilir. Bu durumda B-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejer 

eşitsizliği ispatlanmış olur.  
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Teorem 4.2  : ,f       fonksiyonu B-konveks fonksiyon ve  

 : ,g       fonksiyonu da B-konveks bir fonksiyon olmak üzere 
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eşitsizliği sağlanır. 

İspat: f  ve g  fonksiyonları B-konveks fonksiyon olduğundan (2.20) eşitsizliğini 

sağlarlar, f  fonksiyonu için geçerli (2.20) eşitsizliğinin her iki tarafı  g    ile 

çarpılıp  0,1  ya göre integrallendiğinde sol kısım için 
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olur. Ayrıca eşitsizliğin sağ tarafı için 
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ifadesinin sağ kısmı incelenecektir. Buna göre aşağıdaki durumlar söz konusudur. 

1)    f f   olması durumunda; 
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   f g                     (4.13) 

ifadesi elde edilir. Buradan  
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eşitsizliği elde edilir. 
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ifadesi elde edilir. Buradan  
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eşitsizliği elde edilir. 

2)    f f   olması durumunda ise; 
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ifadesi elde edilir. Böylece 
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eşitsizliği elde edilir. 

ii) 
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  için aşağıdaki iki durum söz konusu olur; 
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       (4.19) 

ifadesi elde edilir. Buradan  
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eşitsizliği elde edilir. 

b) 
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 (4.21) 

ifadesi elde edilir. Buradan  
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eşitsizliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 4.3  : ,f       fonksiyonu B-konveks fonksiyon, 

 : ,g       fonksiyonu da türevlenebilir ve aynı zamanda integrallenebilir 

bir fonksiyon olmak üzere 
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eşitsizliği sağlanır. 

İspat: f  fonksiyonu B-konveks fonksiyon olduğundan (2.20) eşitsizliği sağlanır, 

eşitsizliğin her iki tarafı  'g    ile çarpılıp  0,1  göre integrallendiğinde sol 

kısım için aşağıdaki ifade elde edilir.  

           
1 1

0 0

' ' 'f g d f g d f g d









                 

       
1

' 'f g f t g t dt






 

 
                 (4.23) 

Ayrıca eşitsizliğin sağ tarafı için 
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          
1 1

0 0

' 'f g d f f g d                            (4.24) 

ifadesinin sağ tarafı incelenecektir. Bu durumda aşağıdaki iki koşul karşımıza çıkar; 

1) 
 

 
1

f

f




  ise, 

         

   
 

 

1 1

0 0

' ' '

' '

f g d f g d g d

f
f g g t dt













         


 

 

 
 

    
 
 

 

  



 

   
 

    '
f

f g g g


   
 

                   (4.25) 

ifadesi elde edilir. Buradan  

           
 

    
1

' ' '
f

f g f t g t dt f g g g





 
     

   
     

          'f t g t dt f g g





                              (4.26) 

eşitsizliği elde edilir. 

2) 
 

 
1

f

f




  ise  

     

 

 

 
1

0 0

' '

f

f

f g d f g d





              

 
 

 

 
1

'
f

f

f g d




              (4.27) 

eşitliği elde edilir ve bu şart altında aşağıdaki koşullar ortaya çıkar. 
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i) 
 

 
0 1

f

f



 
    oluyorsa, 

 

 

 

   
 

 

 

       

 

 

   
 

 

   
   

 
 

1

0

0

1

' '

' '

'

'

f

f

f

f

f

f

f

f

f g d f g d

f g d f g d

f g d

f f
f g g g

f





















        

     

   

  
  

  

  

 



  
      

  

 

 



 

 
     

 
 

 
 

 

 

2

f

f

f
f g f g

ff
g t dt

f



 



 
   



 

  
  

    
 
 
 

  (4.28) 

ifadesi elde edilir. Buradan  

 

       

   
   

 
 

 
     

 
 

 
 

 

 

2

1
' '

'

f

f

f g f t g t dt

f f
f g g g

f

f
f g f g

ff
g t dt

f







 




 

 

  
  

  

 
   



 



  
      

  

  
  

  
  

 
 
 





 

     
 

 
 '

f
f t g t dt f g g

f





 
 



  
     

  
  

 
     

 
 

 
 

 

 

f

f

f
f g f g

ff
g t dt

f



 



 
   



 

  
  

    
 
 
 

  (4.29) 
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ifadesi elde edilir. 

ii) 
 

 
0 1

f

f

 

 
    ise 

  

 

 

   
 

 

 

 

 

 

   
 

 

 

   

   
 

 

     

 

1

0

0

1

22

' '

' '

'

'
'

2

f

f

f

f

f

f

f

f

f g d f g d

f g d f g d

f g d

f f g f
f g

f f









 

 









        

      

   

   
 

  

  

 



   
      
     

 

 



 

 
     

 
 

 
 

 

 

2

f

f

f
f g f g

ff
g t dt

f



 



 
   



 

  
  

    
 
 
 

  (4.30) 

ifadesi elde edilir. Buradan  

       

   
 

 

     

 

 
     

 
 

 
 

 

 

22

2

1
' '

'
'

2

f

f

f g f t g t dt

f f g f
f g

f f

f
f g f g

ff
g t dt

f







 




 

 

   
 

  

 
   



 



   
      
     

  
  

  
  

 
 
 





 

       
   

 

     

 

22

' '

'

2

f f
f t g t dt f g

f

f g f

f





   
 



   

 

 
   

 

   
     
     


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 
     

 
 

 
 

 

 

f

f

f
f g f g

ff
g t dt

f



 



 
   



 

  
  

    
 
 
 

       (4.31) 

eşitsizliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 4.4  : ,f       fonksiyonu B-konveks fonksiyon, 

 : ,g       türevlenebilir ve türevi B-konveks bir fonksiyon ve 

integrallenebilir ise 

   

     
 

 

 

 
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 

 
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2

2

2 3 3

2
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'

' ' 2 ' ' '
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3 ' ' 2
'

6 '

' 2 '
, 0

6 '

f g
f g

f g

f g g g g g f

g g f

g f f f f f g

f f g

f g g f f
f t g t dt

g f

f g g

g f





 
   

 

         

  

         

  

      

 

   

 

  

       
 

       
 

   
  

          

  



 

 

 

 

          

   
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g ff g
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      

 
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
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
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










   


    
   
           

  


  

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: f  ve 'g  fonksiyonları B-konveks olduğundan (2.20) eşitsizliğini sağlarlar,  f  

için geçerli olan (2.20)’nin her iki tarafını  'g    ile çarpıp  0,1 ’ya göre 

integrallersek sol kısım için  
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           
1 1

0 0

' ' 'f g d f g d f g d









                 

       
1

' 'f g f t g t dt






 

 
                (4.32) 

olur. Ayrıca eşitsizliğin sağ tarafı için 

          
1 1

0 0

' ( ' ) '( )f g d f f g g d                       (4.33) 

ifadesinin sağ kısmı incelenecektir. Bu durum altında aşağıdaki koşullar ortaya çıkar. 

   f f   için aşağıdaki iki koşul ortaya çıkar.  

1) 
 
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1

f

f
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   'f g                     (4.34) 

elde edilir. Buradan  

           
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' ' 'f g f t g t dt f g






   
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   

         ' 'f t g t dt f g





            (4.35) 

ifadesi elde edilir. 
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2) 
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   f f   için aşağıdaki iki durumu ortaya çıkar. 

1) 
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elde edilir. Buradan  
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ifadesi elde edilir. 
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eşitsizliği elde edilir. Bu koşullar altında ispat tamamlanmış olur. 
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4.2 B-konveks Fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fefer Tipi Eşitsizliklerin 

Uygulamaları 

Bu bölümde B-konveks fonksiyonlar için geçerli olan Hermite-Hadamard-Fejer tipi 

eşitsizliğinin bazı uygulamaları verilecektir. 

Sonuç 4.1  : ,f       fonksiyonu B-konveks fonksiyon olmak üzere, 

 : ,g      ,  g t t   negatif olmayan integrallenebilir fonksiyonu için  
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eşitsizliği sağlanır. 

İspat: f  fonksiyonu B-konveks fonksiyon olduğundan (2.20) eşitsizliği sağlanır, 

eşitsizliğin her iki tarafı     ile çarpılıp  0,1  göre integrallendiğinde sol 

kısım için  
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                                             (4.44) 

olur. Böylece eşitsizliğin sağ tarafı için 
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ifadesinin sağ kısmı incelenecektir. Sağ kısım için aşağıdaki durumlar ortaya çıkar. 
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elde edilir. Buradan; 
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eşitsizliği elde edilir. 
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ifadesi elde edilir. Bu durum için iki farklı koşul karşımıza çıkar. 
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 

1

0

0

1

1

3

3

1

2

3

f

f

f

f

f

f

f

f

f f d

f d f d

f d

f t
f t dt f t dt

f f f

f

















 

 

     

     

   

  
 

  

     


  

 

 



  

 
        

 



 



 

 

      
   

 

5

5

2

2

5

f f

f

  


 

 
        

 

                             (4.49) 

eşitliği elde edilir. Buradan;  
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 
 

     

 

   

 

 
   

 

3

3

5

5

2

3

3

21

3

2

5

2

3

f f f f
t f t dt

f

f f

f

f f
t f t dt

f









        


    

  


 

  




 
         

 

 
        

 

 
       

 





 

        
   

 

5

5
2

5

f f

f

  


 

 
        

 

                (4.50) 

eşitsizliği elde edilir. 

ii) 
 

 
0 1

f

f

 

 
    ise 

    

   
 

 

 

 

 

 

 

   

 

   

1

0

0

1

2 22

5 5

2

2

2

5

f

f

f

f

f f d

f d f d

f d

f f f

f f

f

 

 









     

      

   

    

  

  



 

 



             
     






 



 

  
 

 

     5 52
2

2 2

2

2 2 5

ff f

f

      

  

       (4.51) 
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ifadesi elde edilir. Buradan; 

 
 

 

 

     5 52
2

2 2

21

2 2 5

fff f
t f t dt

f





        

    

       

 
 

 

     5 52
3

2 5 10

ff f
t f t dt

f





      

  

        (4.52) 

eşitsizliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. Gerçekten,  g t t  

fonksiyonu da herhangi bir fonksiyon olduğundan, Teorem 4.1 koşullarını sağlar ve 

eşitsizlik bu teoremdeki ile çakışır.  

Sonuç 4.2  : ,f       fonksiyonu B-konveks fonksiyon olmak üzere, 

 : ,g      ,   tg t e  negatif olmayan integrallenebilir fonksiyonu için 

 

   
 

 

           

 

 

 

 
 

     

 

        

 

22

2

, 1

1 1
, 0 1

2

1

, 0 1

ft

f

f

f

f
e e f

f

e f f e e f f

f f

e f t dt
f e e e f

e f f f

f

 

  


 

  



 








        

   

   



   

  


 



        
   


   

     
  





   




 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: f  fonksiyonu B-konveks fonksiyon olduğundan (2.20) eşitsizliğini sağlar, 

eşitsizliğin her iki tarafı  e   ile çarpılıp  0,1  göre integrallendiğinde sol kısım 

için  
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         

     

1 1

0 0

1

0

f e d f e d f e d

f e d f e d





     









 





        

   

      

 

  

 

 

   
1 te f e f t dt










 
                                       (4.53) 

f fonksiyonunun B-konveks fonksiyon olma şartından dolayı 

        
1 1

0 0

f e d f f e d                                   (4.54) 

ifadesi elde edilir. Buradan (4.60) eşitsizliğinin sağ kısmı için aşağıdaki koşullar 

incelenecektir. 

1)  
 

 
1

f

f



 
   ise 

           
1 1

0 0

f f e d f e d f e d





   





             

 
   e e f

e f

 





 


               (4.55) 

eşitliği elde edilir. Buradan; 

          
   1 t
e e f

e f f t e dt e f

 

 



 
 

   


    

     te f t dt e e f



 



                                  (4.56) 
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eşitsizliği elde edilir. 

2) 
 

 
0 1

f

f

 

 
    ise 

       

 

 

 
 

 

 

    
 

1

0 0

1

2 22 2

22

f

f

f

f

f f e d f e d f e d

f e d

e f f

f

 

 

   













        

  

   

 

  



      


  

  

      

 

2

2

1 1

2

e e f

f

   

 

     
      (4.57) 

eşitliği elde edilir. Buradan;  

       
    

 

      

 

   
    

 

2 22 2

2

2

2

2

2

1

2

1 1

2

2

t

t

e f f
e f e f t dt

f

e e f

f

e f f
e f t dt

f








 





   


   

  

 

   

 

      
 

     









 

      

 

2

2

1 1

2

e e f

f

   

 

     
        (4.58) 

eşitsizliği elde edilir. 
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3) 
 

 
0 1

f

f



 
    ise 

     

   

 

 

 
 

 

 
 

   

1

0

1

0

f

f

f

f

f

f

f f e d

f e d f e d f e d

f
e f e e

 





  

 

 

 

 

   

      




 



  

 
   
 
 



    

   
 

      
 

 2

1

f

f
e f e f f

f
f

 

     


 

 
   

 
 
 
 

      (4.59) 

ifadesi elde edilir. Buradan; 

         
 

   

   
 

      
 

 

 

 

       

2

1

1

1

f

ft

f

f

f

f

t

f
e f e f t dt e f e e

e f e f f
f

f

e e f e f

e f t dt

 
  



 



 

  





 
 

   

    


 

   



 
    
 
 

 
   

  
 
 
 

 
   
 
 





 

 

      
f

f
e f f

 


  




                               (4.60) 

eşitsizliği elde edilir.   tg t e  fonksiyonu için gerçekten Teorem 4.1 koşulları 

sağlandığından, elde edilen eşitsizlik bu teorem ile de çakışır.  
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Sonuç 4.3  : ,f       B-konveks fonksiyonu ve  : ,g      , 

 
1

g t
t

  B-konveks fonksiyonu için  

 

     

 

        

 

 

 

2 2

, 1 , 1

2
, 1

2

f f

f
f t

dt
t f f f f f

f f





    

  

       

   


 


 

        
  




eşitsizliği sağlanır. 

İspat: f  ve  
1

g t
t

  fonksiyonları B-konveks fonksiyon olduğundan (2.20) 

eşitsizliği sağlanır, eşitsizliğin her iki tarafı 
1

 

 
 

 
 ile çarpılıp  0,1 ’ya göre 

integrallendiğinde sol kısım için 

     

   

1 1

0 0

1

0

1 1 1

1 1

f d f d f d

f d f d

















        
     

   
 

     
         

       

 
   

 

  

 

 

   1f f t
dt

t







 
                                                (4.61) 

olur. Böylece eşitsizliğin sağ tarafı için  

      
1 1

0 0

1 1
f d f f d


      

   

   
      

   
                   (4.62) 

elde edilir, (4.69) un sağ kısmı için aşağıdaki koşullar ortaya çıkar. 
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   f f   durumu için aşağıdaki iki koşul çıkar karşımıza 

1) 
 

 
1

f

f




  ve 1




 ise 

      
1 1

0 0

1 1
f f d f d


     

  

 
   

 
   

 f 


                                (4.63) 

eşitliği elde edilir. Buradan; 

     1f f t f
dt

t





 

  
   

     f t f
dt

t





  




                          (4.64) 

eşitsizliği elde edilir. 

        2
1

1
2

f f t f f
dt

t





   

    

  
        

  

   2 2

2 2

f t f
dt

t





 



 
  
 

                                    (4.65) 

sonucuna ulaşılır. 

   f f   için aşağıdaki durum karşımıza çıkar. 

 

 
1

f

f

 

 
   ise; 

      

 

 

 
 

 

 

 

   

 

1 1

0 0

2 2

1 1 1

1
2

f

f

f

f

f f d f d f d

f f f

f f










        

   

  

   

 
    

 

           
   

  

 

   

 

2 2

2

f f

f

 

 

      
                         (4.66) 

eşitliği elde edilir. Buradan  
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       

 

2 2

1

2

f ff f t
dt

t f





 

   

      
   

          

 

2 2

2

2

f f f ff t
dt

t f





     

 

       
                    (4.67) 

olur. Böylece ispat tamamlanmış olur. Teorem 4.2 den de görülebileceği gibi  
1

g t
t

  

B-konveks fonksiyonu için bu eşitsizlik geçerlidir. 

Sonuç 4.4  : ,f       fonksiyonu B-konveks fonksiyon olmak üzere, 

 : 0, 0,1
2

g
 

 
 

,    cosg t t  fonksiyonu türevlenebilir bir fonksiyon 

olduğundan,  

   

      
 

 

     

 

            

 

 

 

   
 
 

   
 
 

 

 
 

 
 

 

2

cos cos , 1

sin

2

2 sin cos sin cos
, 0 1

2

cos cos
sin

sin cos sin

cos

, 0 1

f
f

f

f f

f

f f f

f f

f
f

t f t dt f

f
f

f

f
f

f f

f






  



    

 

         

   

 
   





 
   





 
 

 

  


 




  


   
   



       

  
    

  


 
 
 

   
















 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: f  fonksiyonu B-konveks olduğundan (2.20) eşitsizliği sağlanır, eşitsizliğin her 

iki tarafını   sin    ile çarpıp  0,1  ya göre integrallendiğinde sol kısım için 
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       

   

       

1

0 0

1

1

0

sin sin

sin

sin sin

f d f d

f d

f d f d

















         

    

     

    

  

 

 



 

 

       
1

sin sinf t f t dt






 

 
              (4.68) 

olur. Ayrıca eşitsizliğin sağ tarafı için 

          
1 1

0 0

sin sinf d f f d                          (4.69) 

ifadesinin sağ kısmı incelenecektir. Buradan aşağıdaki durumlar ortaya çıkar; 

1) 
 

 
1

f

f




  ise 

      

       

1

0

1

0

sin

sin sin

f f d

f d f d









     

     

 

 



 

 

   
      cos cos

sin
f

f
  

 
 


              (4.70) 

ifadesi elde edilir. Buradan;  
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       
   

      

sin1
sin sin

cos cos

f
f t f t dt

f





  
 

  

  



 





 

          sin cos cosf t t dt f





                            (4.71) 

eşitsizliği elde edilir. 

2) 
 

 
0 1

f

f

 

 
    ise 

      

   

 

 

   
 

 

   

   

 

   

       
 

      
 

1

0

1

0

2
2

2

2

2 22 2

2

sin

sin sin sin

sin sin

2 2

sin cos sin cos

sin

2

f

f

f

f

f f d

f d f d f d

f f

f

f

f f

f

 

 





     

          

    

 

     




    

 

 

  

  
 

   
  
 

      




  

 

            

 2

2 sin cos sin cos

2

f f

f

       

 

  
           (4.72) 

eşitliği elde edilir. Buradan;  
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       

      
 

            

 

   
     

 

2 22 2

2

2

2

1
sin sin

sin

2

2 sin cos sin os

2

sin
sin

2

f t f t dt

f f

f

c f f

f

f f
t f t dt

f










 

 

    

 

       

 

    

 



      


  


  






 

            

 

2 sin cos sin cos

2

f f

f

       

 

  
   (4.73) 

eşitsizliği elde edilir. 

3) 
 

 
0 1

f

f



 
    ise 

      

       

 

 

 
 

 

 

   

 
  

1

0

1

0

2

sin

sin sin sin

cos 1

sin

f

f

f

f

f f

f d f d f d

f
f

f





 

 

    

         

 
 


 

 

 

  

 
 

 
 



    

          
 

2

cos sin cos sin
f

f f
 

      




 
    

 
     (4.74) 

eşitliği elde edilir. Buradan; 
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       

   

   
 
 

   
 
 

 
 

 
 

 

   

   
 
 

2

2

1
sin sin

cos cos

sin

sin cos sin cos

cos cos

sin

f t f t dt

f
f

f
f

f f f
f

f f f

b

f
f

f
t f t dt










 

 

 
   


 

 

     
   

  

 
   







 
  

  

    
       

    


 
  

 






 

   
 
 

 
 

 
 

 sin cos sin cos
f f f

f
f f f

     
   

  



    
       

    
  (4.75) 

eşitsizliği elde edilir. Gerçekten bu sonucun doğruluğu Teorem 4.3’den de görülebilir.  

Sonuç 4.5  : ,f       fonksiyonu B-konveks fonksiyon, 

 : 0, 0,1
2

g
 

 
 

    sing t t  türevlenebilir ve türevi    ' cosg t t  ise B-konveks 

bir fonksiyon oluğundan,  

   

     
 

 

 

 

          
 

 

 

 

 

2 2

cos
cos , 1 ,1

cos

cos
cos 2 cos

, 1
2 cos

f
f

f

t f t dt
f f f f f

f f





 
   

 

         

  


  




        
  


  

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: f  ve 'g  fonksiyonları B-konveks olduğundan (2.20) eşitsizliği bu iki 

fonksiyon için de sağlanır, f  fonskiyonu için geçerli (2.20) eşitsizliğinin her iki tarafı 

    ' cosg        ile çarpılıp  0,1  ya göre integrallendiğinde sol 

kısım için 



60 
 

       

   

       

1

0 0

1

1

0

cos cos

cos

cos cos

f d f d

f d

f d f d

















         

    

     

    

  

 

 



 

 

       
1

cos cosf t f t dt






 

 
             (4.76) 

olur. Ayrıca eşitsizliğin sağ tarafı için 

             
1 1

0 0

cos cos cosf b d f f d                     (4.77) 

eşitsizliğinin sağ kısmı incelenecektir. Bu durumda aşağıdaki koşullar ortaya çıkar. 

 

 
1

f

f




  ve 

 

 

cos
1

cos




  ise; 

             
1 1

0 0

cos cos cosf f d f d              

   cos f                 (4.78) 

eşitliği elde edilir. Buradan; 

           
1

cos cos cosf t f t dt f






   

 
   

         cos cost f t dt f





             (4.79) 

eşitsizliği elde edilir. 
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 

      
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

   

      
 
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2

f f

f

  



      
                                          (4.80) 

eşitliği elde edilir. Buradan 

       
      

 

2 2

cos1
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f f
f t f t dt

f


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      
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   
          

 

2 2

cos 2
cos

2

f f f f
t f t dt

f





       



       
  (4.81) 

eşitsizliği elde edilir. Sonucun doğruluğu fonksiyonlar üzerindeki koşulların çakıştığı 

Teorem 4.4 ile de kontrol edilebilir.  
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

5.1 Tezde Elde Edilen Sonuçlar 

Bu tezde soyut konvekslik üzerine bir matematiksel uygulama çalışması yapılması 

amaçlanmıştır. Bu doğrultuda son zamanlarda da oldukça popüler olan bir çalışma 

biçimi belirlenmiştir. Konvekslik temel durumu ile çok uzun zamandır ayrıntılı şekilde 

çalışılmış ve pek çok sonuç elde edilmiştir. Bunun yanında, uygulama ve hayatta yer 

edinmesi bakımından konveksliğin farklı yönlerde kullanımı ve çeşitleri ortaya 

çıkmaya başlamıştır. Daha iyi sonuçlar elde edilmesi için geliştirilen bu çalışma 

biçimleri, tezde de yansıtılmıştır. Uygulama alanına göre klasik konvekslikten daha iyi 

sonuç veren genelleştirilmiş konvekslik çeşitleri ortaya konulmuş ve üzerinde ayrıntılı 

incelemeler yapılmaya başlanmıştır.  

Tezde de aynı duruma sahip olan B-konvekslik ele alınmıştır. Ekonomik bazı 

problemleri çözerken daha yakın sonuçlar elde etmekte kullanılan genelleştirilmiş bu 

konvekslik için teorik ve bazı uygulama incelemeleri yapılmış, bu tezde ise bunlar 

ilerletilmeye çalışılmıştır. Daha önce, B-konveks fonksiyonlar ayrıntılı biçimde 

özellikleri ile birlikte çalışılmıştır. Tezde bu konvekslik biçimi için bazı tek değişkenli, 

özel örnekler verilmiş, konvekslikle karşılaştırılması yapılarak ifade edilmiştir.  

Başka bir çalışma ile çözümlenmiş olan Hermite-Hadamard eşitsizliğinin B-konveks 

fonksiyonlar için olan formu bu tez ile genelleştirilmeye çalışılmıştır. Bu bağlamda, 

bu tezde elde edilen sonuç Hermite-Hadamard-Fejer tipi eşitsizliğin B-konveks 

fonksiyonlar için genelleştirilmesi olarak çalışılmıştır (Teorem 4.1). Bununla birlikte 

Hermite-Hadamard-Fejer eşitsizliğindeki çekirdek fonksiyonun üzerine bazı şartlar 

konularak eşitsizliğin farklı versiyonları da ispat edilmiştir (Teorem 4.2, Teorem 4.3 

ve Teorem 4.4). Bu teoremler ile ifade edilen, elde edilen genelleştirilmiş bu 

eşitsizliklerin uygulamaları, özel fonksiyonlar yardımıyla ispat edilmiştir (Sonuç 4.1, 

Sonuç 4.2, Sonuç 4.3, Sonuç 4.4, Sonuç 4.5). Böylece tezde B-konvekslik üzerine 

matematiksel uygulama açısından daha genel sonuçlar ifade edilmiş ve üzerine örnek 

ve uygulamaları verilmiştir.  
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5.2 Öneriler 

Bu tezde, elde edilmiş olan Hermite-Hadamard-Fejer tipi eşitsizliklerde fonksiyonun 

B-konveks fonksiyon olma şartı incelenmiştir. Bununla birlikte, ortaya çıkan bu 

eşitsizlikler daha farklı koşullar ve fonksiyonların özel durumlarda incelenmesi ile 

ilerletilebilir. Çekirdek fonksiyonunun özel durumları ve üzerine konulan şartlar 

farklılaştırılarak inceleme yapılabilir. Çekirdek fonksiyonunun özellikleri üzerinde 

ayrıntılı durulabilir. Ayrıca, tüm bulunan sonuçlar, özel değerler ile incelenmelidir. 

Böylece, hem tezde elde edilmiş veriler için, hem de daha sonra ispat edilecek olan 

matematiksel verilerin sağlamlığı, kontrolü ve ispatı yeniden sağlanmış olacaktır.  

Bunlara ek olarak, eşitsizliğin Riemann-Liouville kesirli integral çekirdeğine sahip 

olacak şekilde B-konveks fonksiyonlar için durumu incelenerek, var olan sonuçlar ile 

karşılaştırılması yapılabilir. Bununla birlikte çekirdek fonksiyonunun değişimi ile çok 

daha farklı kesirli integrallere geçiş sağlanabilir. Hadamard kesirli integrali, Caputo 

kesirli integrali, Katugampola kesirli integrali gibi bilinen, popüler ve daha genel 

kesirli integrallerin, uygun çekirdekler yardımıyla Hermite-Hadamard-Fejer 

eşitsizliğinden elde edilebilirliği incelenebilir. Kesirli integrallerin her geçen gün 

çoğaldığı ve genelleştiği göz önünde bulundurulur ise bu konuda çalışma alanının ne 

derecede çok olduğu anlaşılabilir.  

Ayrıca tezde incelenen Hermite-Hadamard-Fejer eşitsizliği farklı soyut konvekslik 

biçimleri için incelenebilir. Örneğin, bu tezde ifade ettiğimiz B-1-konveks 

fonksiyonlar, farklı anlamlardaki s-konveks fonksiyonlar gibi çeşitler için bu 

incelemeler hala yapılmamıştır. Bununla birlikte tüm bu eşitsizlikler ile bunların 

uygulamaları ve eşitsizliğin farklı fonksiyonlar için ayrıntılı incelenmesi mümkündür.  

Konveksliğin daha farklı ve önemli eşitsizlikler üzerine pek çok uygulaması olduğu 

düşünülürse, tezde ele alınan B-konvekslik için bu tarz eşitsizliklerin de çalışılması 

hala açık bir problem olarak durmaktadır. Ayrıca, hem eşitsizliklerin farklı formları 

hem de uygulamalarının çalışılması kaliteli ve yetkin çalışmalar olacaktır. Bunun yanı 

sıra, aynı eşitsizlikler farklı konvekslik çeşitleri için de bu geniş açı ile incelenebilir.  

Uygulamalar üzerine daha iyi sonuçlar veren ve ihtiyaca göre genelleştirilen farklı 

konvekslik biçimleri üzerine çalışmalar yapılması da oldukça ileri seviye ve pek çok 
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veri içeren bir araştırma olacaktır. Böylece şimdiye kadar bir genelleştirilmiş 

konvekslik biçiminin fonksiyon ve küme teorisi, uygulamaları ve eşitsizlik formları 

üzerine yapılan incelemeleri gibi, ortaya atılan yeni kavram için de tüm bu çalışmaların 

yapılması doktora tezi olabilecek seviyede bir çalışma temeli oluşturur.  
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