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OZET

Jensen Esitsizligi konveks fonksiyonlar i¢in gerek ve yeter kosul veren temel bir
esitsizliktir. Bu onemli esitsizlik bir fonksiyonun konveksligini tespit etmek igin
kullanildig1 gibi, ayn1 zamanda ¢ok 6nemli bazi esitsizliklerin de elde edilmesinde
pratik bir aractir. Bu calismada, literatiir bilgisi ve konu ile ilgili gerekli bilgiler
verildikten sonra, Jensen Esitsizligi ifade edilecektir. Bu esitsizligi bazi klasik
konveks fonksiyonlar ve degiskenler igin ele aldigimizda, aritmetik ortalama —
geometrik ortalama gibi ortalama esitsizliklerinin yani sira, Minkowski Esitsizligi ve
Holder Esitsizligi gibi ispati zor, ¢ok Onemli esitsizliklerin de elde edildigi
gosterilecektir.

Bu tezde soyut konvekslik gesitlerinden olan B-konvekslik calisilacaktir. B-konveks
fonksiyonlar i¢in Jensen Esitsizligi daha once elde edilmisti; bu tezde ise Jensen
Esitsizligi’nin hem genellestirmeleri hem uygulamalar1t hem de farkli formlarinin
ispat1 yapilacaktir, 6rneklerle desteklenecektir.

Anahtar Kelimeler: Konvekslik, Soyut Konvekslik, Soyut Konveks Fonksiyonlar,
B-Konvekslik, B-Konveks Fonksiyonlar, Jensen Esitsizligi.
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ABSTRACT

Jensen Inequality is giving a sufficient and necessary condition for convex functions.
Both this important inequality is using to determine to convexity of a function and it
Is practical tool to obtain some considerable inequalities. In this work, after giving
information of literature and required information about the subject, the Jensen
Inequality is expressed. When handing the inequality for some classic convex
functions and variables, obtaining besides mean inequalities as arithmetic-geometric
inequalities, Minkowski Inequality and Holder Inequality, which are important and
has difficult proof, is shown.

In this thesis, B-convexity which is an abstract convexity type. Previously, the Jensen
Inequality for B-convex functions was proven; in the thesis both its generalizations
and its applications and its different forms are proved, it is supported by examples.

Keywords: Convexity, Abstract Convexity, Abstract Convex Functions, B-
convexity, B-convex Functions, Jensen Inequality
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1.GIRIS

Matematik ve matematigin alt branslarinda kullanilan en temel enstriimanlarindan
biri esitsizlikler teorisidir. Aym1 zamanda esitsizlikler; mekanik, fizik ve diger
bilimlerde de yaygin bir kullanima sahiptir. Esitsizlikler konvekslik i¢in de g¢ok
onemli bir uygulama alamidir. Bu esitsizlikler hesaplamada her zaman elde
edemeyecegimiz yaklasimlart verdigi i¢in hem matematik hem de uygulamada ¢ok
biiyiilk oneme sahiptir. Klasik konveksligin en onemli esitsizliklerinden birisi de

Jensen Esitsizligi’dir [1].

Jensen Esitsizligi konveks fonksiyonlar icin gerek ve yeter kosul veren temel bir
esitsizliktir. Bu 6nemli esitsizlik bir fonksiyonun konveksligini tespit etmek igin
kullanildig1 gibi, ayn1 zamanda ¢ok popiiler bazi esitsizliklerin de elde edilmesinde
pratik bir aractir [1, 2]. Bu ¢alismada, literatiir bilgisi ve konu ile ilgili gerekli bilgiler
verildikten sonra, Jensen Esitsizligi ifade edilecektir [3,4]. Bu esitsizligi baz1 klasik
konveks fonksiyonlar igin ele aldigimizda, karsimiza aritmetik ortalama — geometrik
ortalama gibi ortalama esitsizliklerinin yani sira, Minkowski Esitsizligi, Holder
Esitsizligi, Cauchy Esitsizligi gibi ispati zor, ¢ok Onemli esitsizliklerin de elde
edildigi gosterilecektir [3, 4].

B-konvekslik de soyut konvekslik kavramlarindan biridir. B-konveks kiimeler ile
fonksiyonlar farkli arastirmacilar tarafindan incelenmis, ekonomi ve esitsizlikler
teorisi alanlarindaki uygulamalar1 {izerine ¢esitli ¢caligmalar yapilmistir [5, 6, 7, 8,9,
10,11, 12, 13, 14, 15, 3, 4, ]. B-konveks fonksiyonlar igin Jensen Esitsizligi daha
once elde edilmistir. Bu tezde ise Jensen Esitsizligi’nin hem genellestirmeleri hem
uygulamalar1 hem de farkli formlarmin ispati yapilacaktir, Orneklerle

desteklenecektir.



2. KAYNAK OZETLERI

Konveks Analiz matematigin en temel alt dallarindan ve en 6nemli alanlarindan
biridir. Ozellikle son zamanlarda Konveks Analiz iizerine yapilan ¢alismalar daha da
hizlanarak popiiler hale gelmistir. Konvekslik kavraminin hem giinliik hayattaki
gereksinimleri hem de bilimsel g¢alismalardaki kullanigli uygulamalarmin varligi
konvekslik kavraminin 6nemini ve gerekliligini oldukga artirmasina neden olmustur.
Bunun yani1 sira, Optimizasyon Teorisi [16, 17, 18, 19, 20, 21], Esitsizlikler Teorisi
[22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33], Matematiksel Ekonomi [34, 35],
Yoneylem Arastirmasi [36, 37, 38, 39,40, 41, 42] gibi konveks analizin ¢ok ¢esitli
uygulama alanlari mevcuttur. Bu uygulama alanlar1 hem teorik hem de pratik olarak

biiyiik bir ilgi ¢ekmektedir.

Jensen Esitsizligi konveks fonksiyonlar i¢in gerek ve yeter kosul veren temel bir
esitsizliktir [1]. Klasik konvekslikte Jensen Esitsizligi daha dnce elde edilmistir. Bu
esitsizlik Onemli uygulamalara sahiptir [1, 2]. Aritmetik ortalama — geometrik
ortalama gibi ortalama esitsizliklerinin yani sira, Minkowski Esitsizligi, Holder
Esitsizligi, Cauchy Esitsizligi gibi uygulamalart da vardir [3, 4]. Aslinda bu
esitsizlikler tek basina ispatlanmaya calisildiginda ¢ok ugras gerektiren esitsizlikler
olmasina ragmen Jensen Esitsizligi ile bir konveks fonksiyon ele alinarak kolay bir
sekilde elde edilebilecek esitsizliklerdir. Dolayisiyla, Jensen Esitsizligi daha genel bir
esitsizliktir. Son zamanlarda ise Jensen Esitsizligi farkli tiir konveks fonksiyonlar

icin ¢alisilmaya baslanmistir [43, 44, 45, 46].

Soyut konvekslik ise konveks analizin yeni ilgi odaklarindan biridir. Soyut
konvekslik farkli gesitleriyle c¢alisilmakta ve yeni tiirleri de iretilmeye devam
edilmektedir, bu tiirlerin her biri ayrica uygulamalar: ile birlikte de ¢alisilmaktadir
[20, 36, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57].

Bugiine kadar ¢ok sayida soyut konvekslik ¢esitleri elde edilmistir. [6, 7, 8,9, 58, 11,
12, 13]. Bazilar1 sadece fonksiyon tiirlerinin {retilmesi ve uygulamalarinin
sonuclandirilmasi olarak calisilmakta iken, bazilar1 da hem kiime hem de fonksiyon
teorisi ve uygulamalar1 ile bir biitin halinde ¢alisilmaktadir. Kuazikonveks
fonksiyonlar [55], Multiplikativ konveks fonksiyonlar [20], p-konvekslik [55], m-
konvekslik [27, 56, 57, 59, 60], s-konvekslik [61], r-konvekslik [61, 62, 63], (s,m)-



konvekslik [49, 60], B~1-konvekslik [64] soyut konveksligin bazi tiirleri olarak
verilebilir. B-konvekslik de bunlardan bir tanesidir [6].

B-konvekslik, kiime teorisi ve ekonomi yoniindeki uygulamalaryla ilgili cesitli
caligmalar yapilmis olan genellestirilmis bir konvekslik bi¢imidir [5, 6, 7, 8]. B-
konveks kiimeler matematiksel ekonomide ¢ok onemli uygulamalara sahip oldugu
icin bu zamana kadar pek ¢ok calismada hem teorik olarak hem de bu uygulamalar
ile bir biitiin halinde ¢alisilmigtir [10, 11, 12, 13, 14]. B-konvekslik kavramini ilk
olarak C. D. Horvath ve W. Briec 2004 yilinda yayinlanan [6] makalesinde ortaya
koymustur. B-konveks kiimelerle ilgili arastirmalar G. Adilov ve A. M. Rubinov
tarafindan yayinlanan makale ile devam ettirilmistir [5]. 2005 yilinda W. Briec, C. D.
Horvath ve A. M. Rubinov tarafindan yayinlanan makalede ayirma 6zelliklerinin
incelenip ifade edildigi goriilmektedir [8]. Daha sonra bu makaledeki sonuglar
genellestirilerek genel Hahn-Banach teoreminin ¢esidi B-konvekslik igin
gosterilmistir: 2008 yilinda yayinlanmis bu makalede W. Briec ve C. D. Horvath
tarafindan, hem matematiksel analizde hem de ekonomide ¢ok Onemli yere sahip
olan sabit nokta teorisi ile ilgili ¢alismalar da yapilmistir [58]. Ayrica, 2015 yilinda
W. Briec tarafindan yayinlanan [15] makalesinde de B-konvekslik kavraminin
uygulamalar: ile birlikte ¢alisilmaya devam edildigi gorilmektedir. B-konveksligin

esitsizliklerini ve fonksiyon 6zelliklerini I. Yesilce ve G. Adilov ¢alismustir [64, 65].

B-konveks fonksiyonlar i¢in Jensen Esitsizligi daha once ispat edilmistir. Bu tezde
oncelikle B-konveks fonksiyon ornekleri c¢ogaltilmistir, temel ve onemli bazi
fonksiyonlara bakilip B-konveks olup olmadigint incelenmistir. Ayrica daha once
ozellikleri incelenmis olan B-konveksligin 6rnekleri, bu 6zelliklerden yararlanilarak
ve islemler altinda korunurluguna bakilarak ¢ogaltilacaktir. Jensen Esitsizligi’nin B-
konveks fonksiyonlar igin genellestirilmis versiyonlari elde edilecektir ve esitsizligin
fonksiyon orneklerinden de yararlanilarak farkli formlar ispat edilecektir. Sonra da
ele alinan c¢ok ¢esitli drnekler bu elde edilen esitsizliklere uygulanacaktir. Bunun
yani sira, yeni elde edilen esitsizliklerin karsilastirilmas: yapilacaktir. Ayrica B-
konveks fonksiyonlar i¢cin Minkowski Esitsizligi, Holder Esitsizligi ve Cauchy

Esitsizligi gibi genel esitsizliklerin yeni durumlar1 da elde edilecektir.



3.MATERYAL VE YONTEM

Bu bolimde ilk olarak klasik konveksligin temeli olan afin kiimeler ve doniistimlerin
tanimu verilecektir. Daha sonra klasik konvekslikte gerekli olan bilgiler sunulacaktir.
Ardindan da soyut konvekslige deginilecektir ve bu baglamda B-konvekslikle ilgili
temel bilgiler ifade edilecektir.

3.1 Afin Kiimeler ve Doniisiimler

Konveksligin temel yap: tasi elementer fonksiyonlardir. Klasik konveks fonksiyonlar
icin bunlar afinlere denk gelmektedir. Dolayisiyla 6ncelikle bu fonksiyonlardan

bahsedilecektir. Afinlerle ilgili genel bilgiler asagidaki gibi verilebilir [20].
Tamm 3.1.1. R™ de x ve y iki farkli nokta olmak {izere A € R i¢in

1-Dx+ 1y (3.1)
tipindeki noktalar kiimesine X ve y ’den gegen dogru denir.
Tamm 3.1.2. A c R*veVx, y € A igin

1-AD)x+ AyeA (3.2)
ise A ’ya afin kiime denir.

Baska bir deyisle herhangi iki noktasindan gegen dogruyu igeren kiimelere afin

kiimeler denir. @, R, tek nokta kiimeleri, dogrular ve diizlemler afin kiimelerdir.
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Sekil 3.1. iki noktadan gecen dogru



Tammm 3.1.3. x;, x5, . . ., x,€R" noktalar1 verisin ve 4;, 4,, . . . , 4, gergel

sayilariigin A; + A,+ ...+ 4, = 1 kosulu saglansin. Bu durumda

Aixq +Ax, + o+ Axy, (3.3)

toplamina x; , x5, . . ., X, noktalarmin afin kombinasyonu denir.

Tamm 3.1.4. f :R™ - R™, x—= f(x) donilisiimii ve A€R, Vx, y € R" i¢in

f(A=-Dx+ Ay) = A=-Df(x) + Af(¥) (34)
kosulunu saglayan doniisiime afin doniisiim denir.
3.2 Konveks Kiimeler ve Konveks Fonksiyonlar

Bu tezde, konveks kiimeler ve konveks fonksiyonlarla ilgili asagidaki bilgileri g6z

oniinde bulundurmamiz gerekecektir.

Tanmm 3.2.1. C c R"ve C # @ kime olsun.Vx, yeE Cve0< A< 1i¢in

A-Dx+ AlyecC (3.5)

ise C kiimesine konveks kiime denir. Yani C kiimesinden alinan herhangi iki noktay1
birlestiren dogru pargasi yine kiimenin kendisinde ise bu C kiimesine konveks kiime

denir. Bir kiime konveks degilse konkav kiime olur.



Cy Cs
Sekil 3.2. Konveks ve konkav kiimeler
C; ,C, ve Cskiimeleri konveks kiime iken C, Ve Cs kiimeleri konkav kiimelerdir.
Onerme 3.2.1. C; , C, c R™ iki konveks kiime olmak iizere,
i) Iki konveks kiimenin toplami da konvekstir.
Ci +Cy = {xy +xy;:x; €ECivex, €C,} Cc R (3.6)

i) Iki konveks kiimenin kesisimi de konvekstir.

Gy C;
N .

Sekil 3.3. Iki konveks kiimenin kesisimi

iii) A € R olmak tizere AC; yine bir konveks kiimedir.



AC ={Ax;: A€ Rvex; €C;} Cc R" (3.7)

Tamm 3.2.2. x;, x5, . . . , X, € R noktalar1 ve negatif olmayan 4, , 4,, . . .,

A, sayilari verilsin, A; + A,+ ...+ A,, = 1 kosulu saglansin. Bu durumda

Aixq + Ax, + o+ Apxy, (3.8)

toplamina x; , x5, . . . , X, noktalarinin bir konveks kombinasyonu denir.

Tamim 3.2.3.C < R"kiimesinin elemanlarinin tiim konveks kombinasyonlarindan

olusan kiimeye C kiimesinin konveks ortiisti denir ve Conv(C ile gosterilir.

ConvC={A1x; + L,xy + ... + A xp:x;€C, A; =0ve A+ A,+. ..+ 4, =1} (3.9)

Diger bir deyisle C kiimesini kapsayan tiim konveks kiimelerin kesisimine bu

kiimenin konveks ortiisii denir.

~_

Sekil 3.4.Konkav kiimelerin konveks ortiileri

Yukaridaki kiimeler konkav kiimelerdir. Ancak konveks Ortiileri alinarak bu kiimeler

konveks kiime haline doniistiirtiliir.

Tanmm 3.2.4. K c R", K # @ ve x € K olmak iizere, A > 0 i¢in

Ix €K (3.10)



ise K kiimesine koni denir. K c R™ konisinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul K "nin toplama ve pozitif skaler ile ¢arpma islemine gore kapali olmasidir.

Tanim 3.2.5. Bir koni konveks ise konveks koni olarak adlandirilir.

Y
A

Sekil 3.5. Konveks koni

Y
><

Sekil 3.6. Konveks olmayan koni

Tamm 3.2.6. C # @ bir konveks kiime ve R =R U{-o0,+0} olmak iizere f:C - R

fonksiyonu tanimlansin. Eger Vx,y € C ve 0< A1 < 1 igin
fAA=-Dx+dy) = A=-DHfx) + Af () (3.11)
sart1 saglantyor ise f fonksiyonuna C kiimesi lizerinde konveks fonksiyon denir.

Tamm 3.2.7. Eger Vx, yC,0< A < 1 ve x # y igin

fAA-Dx+ y) <A=-Df(x) + Af ) (3.12)
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sartt saglaniyor ise f fonksiyonuna C kiimesi iizerinde kesin konveks fonksiyon

denir.

Not 3.2.1. - f fonksiyonu C kiimesi iizerinde konveks (kesin konveks) bir fonksiyon

ise f fonksiyonuna C kiimesinde konkav (kesin konkav) fonksiyon denir.

f:C c R — R tanimh bir fonksiyon olmak {iizere tek degiskenli bir fonksiyonun

belirli sartlar altinda konveksligi i¢in gerekli kosullar asagidaki gibi verilebilir.

1) f fonksiyonu C kiimesi lizerinde, ikinci mertebeden tiirevlenebilir olmak tizere C
kiimesi tizerinde konveks fonksiyon olmasi igin gerekli ve yeterli kosul Vx € C igin
f'(x) =20 (3.13)

sartin1 saglamasidir.

i) f fonksiyonu C kiimesi iizerinde, ikinci mertebeden tiirevlenebilir olmak tizere C
kiimesi tizerinde kesin konveks fonksiyon olmasi igin gerekli ve yeterli kosul Vx €

C icin
ffx)>0 (3.14)
sartin1 saglamasidir.

i) f fonksiyonu, C kiimesi iizerinde siirekli fonksiyon ise fonksiyonun C kiimesi

tizerinde konveks fonksiyon olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul Vx4, x, € C i¢in

£ xl-zl-xz) < f(x1)‘2Ff(x2) (3.15)

sartin1 saglamasidir.

Iv) f fonksiyonu, C kiimesi iizerinde siirekli fonksiyon ise fonksiyonun C kiimesi
tizerinde konveks fonksiyon olmasi igin gerekli ve yeterli kosul Vx4, x, € C ve x; #

X, i¢in

X1+X2 FOe)+f(x2)
f( - )< j (3.16)

sartin1 saglamasidir.



y=f(x)

Sekil 3.7. Konveks fonksiyon

T
Il
g
=
—

Sekil 3.8. Konkav fonksiyon

i \ . v=f(x)

X

Y
A

Sekil 3.9. Ne konkav ne konveks olan fonksiyon

Tamim 3.2.8. C # @ ve f R™ = R bir fonksiyon olmak iizere, f fonksiyonunun

epif = {(x,n): f(x) SppeR}ER™ (3.17)

ile ifade edilen kiimesine f fonksiyonunun epigrafi denir ve epi f ile gdsterilir. Ozel

olarak C — R igin f fonksiyonunun epigrafi f ’nin grafiginin iistiinde kalan kiimeyi
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belirtir. Bir fonksiyonun konveks olmasi i¢in fonksiyonun iistte kalan kisim yani

epigraf kiimesinin konveks olmas1 gerekir.

y yv=f(x)
A

0

Sekil 3.10. Tek degiskenli fonksiyonun epigrafi

Konveks fonksiyonlar i¢in bazi 6rnekler:
i) x € Rven > 1igin f(x) = x?" fonksiyonu,

ii)x>0,p>1,f(x) = xP fonksiyonu,

1
(x+a)p

ii)x>—-a,p>0, f(x) = fonksiyonu,

iv) X €[ 0,m/2), f(x) = tanx fonksiyonu,

V) X € R i¢in f(x) = e* fonksiyonu konveks fonksiyonlardir.
Konkav fonksiyonlar i¢in baz1 6rnekler:

i) X€ (0, o) i¢in f(x) = Inx fonksiyonu,

i) xe[-m/2,m/2], f(x) = cosx fonksiyonu,

iii)x > 0,p € (0,1), f(x) = xP fonksiyonu,

iv) X€ [0, ] i¢in f(x) = sinx fonksiyonu konkav fonksiyonlardir.

Tamim 3.2.9. Jensen Esitsizligi: f: C — R ’ye bir fonksiyon olmak iizere,

f fonksiyonu konvekstir ancak ve ancak

11



f(Aixg + Aoxy + o+ Anx) S A f(x) + A2 () + oo+ A, f () (3.18)
Buradax;,xy,...,x, €ECVeA;, Ay, ..., 4, =0iken A, + A,+...+ 1, = 1dir.

“F(L-A)x+ Ay ) < (-1)f(X) + Af (y) ’konvekslik sartinin genisletilmesiyle Jensen
Esitsizligi elde edilir. Esitsizlik adim1 1905°te esitsizligi ispatlayan Danimarkali
matematik¢iden almistir. Jensen Esitsizligi pek ok esitsizlikten daha genel bir
esitsizliktir ve bir¢ok uygulamasi vardir. En 6nemli klasik esitsizliklerin bircogunu

kanitlamak i¢in de kullanilir [4].

Not 3.2.2.

1)Eger A, =1,=...4, = - iken Jensen Esitsizligi

f (X1+"'+xn) S f(x1)+"‘+f(Xn) (319)

n n

haline doniisiir.

2)Eger f konkav fonksiyon ise Jensen Esitsizligi ve 1)’de verilen esitsizlik

FAixg + Apxp + o+ Apxy) = A1 f (x1) + Aof (x2) + oo+ A f (X3) (3.20)

ve

fErmy 5 et (321)

n

olarak elde edilir.
Tanim 3.2.10. Agirhikh Aritmetik Ortalama- Geometrik Ortalama Esitsizligi:

X1, Xpy « o o3 Xn 20,41, 45, ..., 4,>0,4,+A4,+ ...+, =1ise asagidaki

Agirliklt Aritmetik Ortalama- Geometrik Ortalama Esitsizligi gecerlidir.
Aq A A
XM x"2 xS Axq + Apxy + o+ Apxy, (3.22)
Tamim 3.2.11. Aritmetik Ortalama — Geometrik Ortalama Esitsizligi:

X1,X2, .3 Xy = 0, Al, Az,...,}.n>0,ll + /12++/Ln = 10lmakﬁzere/11:
12



Ay =...= My =-icin

X1+ X2+ .+xp n
SN e (3.23)

Aritmetik Ortalama — Geometrik Ortalama Esitsizligi elde edilir. Burada esitlik hali

yalnizca x; = x, = --» = x,, durumu i¢in dogrudur.
X1,X2, .., X >0,/11,/12, e ,/1n >0V€/11+/12+. . '+ATL = llglntE ROImak
lizere,
t # 0 i¢in
Ayx§+ Ao xh 4+ Anxh Yt
m, = (RAer ) (3.24)

agirlikli ortalama esitligi olarak tanimlanir.

Bu fonksiyon;

t=1 i¢in

m, = )le1+/12le+ et A Xp (3.25)
agirlikl aritmetik ortalama,
t=-1i¢in

m_, = W (3.26)
agirlikli harmonik ortalama,
t=2 igin

m, = \//hxf+/12x7§l+-~-+/1nx$1 (3.27)

agirlikli kare kok ortalamasini vermektedir.
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my = {Llnol mg (328)
olarak tanimlarsak
my = x;, x,%2 .. x, M (3.29)

agirhikli geometrik ortalama elde edilir. Ayrica eger

my, = %l_{g m (3.30)
ve

m_,, = tm m (3.31)
kabul edersek

m, = max{xy, Xz, ..., Xn} (3.32)
ve

m_, =min{x;, X, ..., Xp} (3.33)

elde edilir. Bunlar L’ Hospital kurali kullanilarak kolayca gosterilebilir.

Tanmim 3.2.12. Kuvvet Ortalamasi Esitsizligi:

X1, X2, oy Xn >0, 41, 45,..., 4, >0veA; + A,+...+ 14, = 1olsun. s ve t sifir

olmayan reel sayilar ve s <t olmak iizere,

1 1
(Alx§+,12x§+---+,1nx,%) /s < (Alx§+/12x§+-~-+/1nx$l) /t
n

(3.34)

n

dir. Bu esitsizlige kuvvet ortalamasi esitsizligi denir. Bu esitsizlik m, fonksiyonunun

monoton artanligindan elde edilir[66].

Not 3.2.3.

Eger t <0 <sise m; < m, < m,olur. Ayrica yukaridaki esitsizlikten

14



m_,<m_;<myg<m <m, <m, (3.35)
elde edilir.

Tanim 3.2.13. Holder Esitsizligi:

p, q>1, % + ; = 1reel sayillarive a4, ay, ..., an, by, by, ..., by, reel (kompleks)

sayilar1 i¢in
1 1
Shoalarl byl < (CRoalailP) P (Eeslbil ) /o (3.36)
dir. Bu esitsizlik Holder Esitsizligi olarak isimlendirilir.

Holder Esitsizligi’nin ispati;; f(x) = xP kesin konveks fonksiyonuna Jensen

Esitsizligi uygulanarak elde edilir.

Not 3.2.4.
Holder Esitsizligi eger x; = x, = . . . = x,, ise Holder Esitligi’ne doniigebilir. Bu
esitlik ise
laalP _ laolP _ | _ laal?
Ib119 " |ba| || (3:37)
dir.
Eger p=0=2 ise Holder Esitsizligi Cauchy Esitsizligi’ne doniisiir. Yani
Cr=tlarlIbe)? < Ck=1la®) (ER=11bk|?) (3.38)

Cauchy Esitsizligi elde edilir.
Tamim 3.2.14. Minkowski Ug¢gen Esitsizligi:

p>lvea,;,az ...,ay,by, by ..., b, =0ise

Py (@ + b)P) P < (BF_ ai®) /P + (TP, b P) /e (3.39)

dir. Bu esitsizlik Minkowski Esitsizligi olarak isimlendirilir.
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1\ P
Minkowski Esitsizligi’nin ispati: f(x) = (1 + x5> ,X € (0,0) fiizerinde kesin

konkav fonksiyonuna Jensen Esitsizligi uygulanarak elde edilir.

Not 3.2.5.
Ibrl _ Ibxl bkl - . - e e
— = — = ... = — oldugu zaman Minkowski Ug¢gen Esitsizligi
lagl  lagl lagl

1 1 1
(Cpo1(ag +bOP) P = (TP a ) P + (o, b P) P
esitligine doniisir.

2)Eger p=2 ise

VIR (ap +b)? < Y0 a2 + /zzzlbkz

ticgen Esitsizligi olarak adlandirilir.

Jensen Esitsizligi’nin uygulamalari

1).Egera,b > 0vea+b=2ise

(1+¥2)° +(1+¥p) < 2°

dir.

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Gergekten, f(x) = (1 + W)Sfonksiyonu [0,00) tizerinde kesin konkavdir ve Jensen

Esitsizligi’nin tersini saglar. Dolayisiyla bu fonksiyon ig¢in Jensen Esitsizligi

uygulandiginda yukaridaki esitsizlik elde edilir.

ii) Egera, b,c>0ise
a+b+c

dir.

16
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Gergekten, f(x) = xlnx fonksiyonu igin Jensen Esitsizligi’ni kullanarak

a+b+c

In(a*b?c€) = (a + b + c)In( -

) X€E (0, ) (3.44)

elde edilir. Gergekten, f"(X)= % > 0 oldugundan, f fonksiyonu (0, ) iizerinde kesin

konvekstir, Jensen Esitsizligi’'ni saglar. Dolayisiyla bu fonksiyon igin Jensen

Esitsizligi uygulandiginda yukaridaki esitsizlik elde edilir.

iii) Egera, b, c > 0 ise

a b c
a+3b+3c 3a+b+3c 3a+3b+c

> 2 (3.45)
dir.

Gergekten, s bir pozitif say1 v f(x) =£=£— 1, x&(0s) kesin konveks
fonksiyon olsun. Bu fonksiyon i¢in Jensen Esitsizligi uygulandiginda yukaridaki

esitsizlik elde edilir.

iv) Bir iiggen ve acilar1 e, 5,y icin, Jensen Esitsizligi kullanilarak asagidakiler elde

edilebilir.

33

sin a + sinf + siny < —~ (3.46)
. . . a3

Vsina + /sinf + /siny < 3\/; (3.47)

sin a.sinf.siny < % (3.48)

CoS a.cosf.cosy < é (3.49)

secs + secg + sect > 2v3 (3.50)

Gergekten, Jensen esitsizligini x € (0, ) igin sinx,vsinx, Insinx, Incosx kesin
konkav fonksiyonlar1 ve secg kesin konveks fonksiyonu icin uyguladigimizda

yukaridaki esitsizlikler elde edilir.

V)al,az,...,an>0,11,12,...,An>ove}.1+lz+...+ln=10|sun.Eger

a M a,M = 1ise

17



1
a1+a2+...+anzm (3.52)
wdn

. .. s _ Ak .
dir. k=1, ... ,ni¢in esitlik a, IR iken olur.

Gergekten, Agirlikli  Aritmetik Ortalama — Geometrik Ortalama esitsizligini

kullanarak

A )
gt tag =2y (B) e+ (B) 2 (R) A+ (B) s
1 1 .

An M An M At
. a a a
M a, = 1ise k=1, ... ,nvel—1= /1—2=...=/1—”
1 2 n

kisitlamasi oldugu durumda a;, :ﬁ i¢in esitlik olusur.
1 win

vi)a) Egera, b, c >0 ise

al0+p104c10 > (a+b+c)5
as+b5+cS 3

(3.52)

b)a;,a,,...,a,>0vek>p=>0ise

ak+ak+ak > (a1 +az+ ..+ an)k_p
a1p+a1p+a1p -

(3.53)

n

Gergekten, a) (ii)’nin 6zel durumudur.

c)

(3.54)

n

1
a1t+a2t+~-~+ant) /¢ a¥+a,k+ak > (a1 +az+ .+ an)k_p
n

me = ( >
t a;P+a,P+a,P

olsun. Kuvvet Ortalama Esitsizligi kullanilarak
a "+ a* + -+ ap* = nmpf=nmFm P = nm,Pm P (3.55)

Kuvvet Ortalamasi Esitsizligi ile
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a; +az+ ..+ an)k_p

a* +a* + -+ ak = (a1p+a2p+---+an7’).( -

elde edilir.

vii) Egera, b, ¢, X, y,z,n>0ve (a™ + b™ + c™)"*! = x™ + y"™ + z" ise

n+1 bn+1 Cn+1

+ + >1

x y z

a

Gergekten,

n n

n
n+t1 ™M n+r B (M e
L xXn+1+4 _yn+1-|— L Zn+1
y

an+1
a”+b”+c"=[—x ]

Z

. =h _
p=,;Vveq o n+1

ile Holder Esitsizligi’ni kullanarak

n
bn+1 Cn+1

n+1 1 n
a”+b”+C"S(ax +—-+ Z)n+1(x”+y”+z")m

elde edilir.
viii) Egera, , a,,...,a,>0,by, by, ..., b,>0ise
(ai + az+ ..+ a))™t _ a1 a1

< + -+
(by + by +..4 b)) b " b

Gergekten, p=n+1, = % ile Holder Esitsizligi kullanilarak

n n
ann+1]n+1 b n
n+1

b n

n
]n+1 blm 4ot [

a1n+1

b "

a1 + azi‘...+'an ::[

n
a1n+1 ann+1

ot n
<| R e | by + byt + by

n

n+1 n+1
(ay + gt .ot @)™ < (B + ) (by + byt BT
by bn,

ile istenilen esitsizlik bulunmus olur.

3.3 Soyut Konveks Fonksiyonlar
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Bu tez calismasinda da bahsedilmis olan konveksligin bir alt dali, soyut konveks
analiz yakin zamanda oldukga popiiler hale gelmistir. Uygulama ve teorik ¢alismalari
konvekslik kavraminin soyutlastirilmast zorunlulugunu beraberinde getirmistir.
Konveksligin genellestirilmesi topolojik soyut konvekslik, fonksiyonel soyut
konvekslik ve bunlara ek farkli birkag yontemle gergeklestirilmektedir. Giintimiize
kadar ¢ok sayida soyut konvekslik bi¢cimi elde edilmistir. Bu baslikta temel bazi

soyut konvekslik bigimleri verilecektir.
3.3.1 m-konveks fonksiyonlar

a*> 0vem e [0,1] olmak iizere f:[0,a*] » R fonksiyonu Vx,y € [0,a*|vek €
[0,1] i¢in

flkx+ m(1—-k)y) < kf(x) +m(1—-k)f(y) (3.64)

esitsizligini sagliyorsa, bu fonksiyona m-konveks fonksiyon denir [27, 56, 57, 49,
60].

3.3.2 (s, m)-konveks fonksiyonlar

a* >0 ve m € [0,1] olmak iizere, f:[0,a"] = R fonksiyon Vx,y € [0,a"], k €
[0,1] ve (s,m) € [0,1] ? i¢in

flkx+ m1—k)y) < k°f(x)+m(1 - k*)f(y) (3.65)
esitsizligini sagliyorsa, bu fonksiyona (S, m)-konveks fonksiyon denir [49, 60].
3.3.3 Kuazikonveks fonksiyonlar
Eger f:[ a*,b* ]— R, fonksiyonu Vx,y € [a*,b*] ve A € [0,1] i¢in
fQx + (1= Dy) < max{f(x) + f(¥)} (3.66)
esitsizligi sagliyorsa, bu fonksiyona kuazikonveks fonksiyon denir [55].

3.3.4 B~1-konveks fonksiyonlar
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U c R%, olmak iizere Bl-konveks kiime ve f:U — R,, fonksiyonu Vx,y € U

ve A € [1,+o0] i¢in
fAx Ay) S Af ) AfQ) (3.67)
esitsizligini sagliyorsa, bu fonksiyona B ~1-konveks fonksiyon denir [64].
3.4 B-konveks Kiimeler ve B-konveks Fonksiyonlar
B-konvekslik taniminda, Vr € N igin ¢,.: R™ — R" olmak tlizere ¢, (x4,...,%,) =

(x27+1 . x27*1) homeomorfizmi ele almir. Bu fonksiyon yardimiyla asagidaki
ifadeler ve B-konveks kiimeler tanimlanir. Daha sonra ise B-konveks kiimelerin

ozellikleri verilecek ve buna bagl ¢alismalar yapilacaktir.
Tamm 3.4.1. Bostan farkli sonlu bir B = {x(l), ) ..,x(m)} c R" olsun.

Co"(B) = {4’;1(2121 ti¢r(x(i))): 6 =05t = 1} (3.68)
kiimesine B kiimesinin r-konveks kabugu denir.
Tanim 3.4.2. Bostan farkli sonlu bir B = {x(l), e ,x(m)} c R" kiimesi i¢in

Co”(B) = rll_)r(r}o Co"(B) (3.69)
kiimesine B kiimesinin B-konveks kombinasyonu denir.

Tamm 3.4.3. B c R™ kiimesinin her sonlu alt kiimesinin B-konveks kombinasyonu

da B’nin alt kiimesi oluyor ise B kiimesine B-konveks kiime den
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A
X y y
2 5
y
y
3 X
y
4
X
1
X
g
X
6
X
0

Sekil 3.11. Verilen farkl: ikili noktalarin B-konveks kabuklarin grafikleri

1.x=(61),y =(6,8)

2.x =(2,5),y = (4,5

3.x=(033),y =(6,6)

4.x =(2,3),y = (7,10)

5 x=(6,2),y =(3,8)

6.x =(1,1),y = (6,3)

Teorem 3.4.1. a) Bos kiime , R™ ve tek nokta kiimeleri B-konvekstir.

b) {L, / A €A} kiimesi B-konveks kiimelerin keyfi bir ailesi olsun. Bu durumda

1
A

B-konvekstir.
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c) {L, / A €A} kiimesi B-konveks kiimelerin keyfi bir ailesi olsun. Her 1, A,€4 igin

Ly, ULy, c Ly, sartini saglayan bir A3€ varsa

U
A

kiimesi B-konvekstir.

Tamm 3.4.4. B ¢ R™ B-konveks bir kiime olsun. Eger B kiimesinin tiimleyeni B" =

R™ \ B de B-konveks ise B kiimesine B-konveks yar1 uzay denir.

Tammm 3.4.5. B ¢ R" olsun. R™’de, B kiimesini igeren tiim B-konveks kiimelerin

kesisimine B’nin B-konveks kabugu denir.B[ B] ile gosterilir.

Teorem 3.4.2. B-konveks kabuk ile ilgili asagidaki 6zellikler saglanir:

a) B[@] = @, B[R™] = R™ ve her x € R" i¢in B[{x}] = {x} dir.

b) Her B € R" i¢in B ¢ B[ B] ve B[B[ B] | = B[ B] olur.

c) Her By, B, € R" igin eger B; € B, ise B[ B;] € B[ B,] olur.

d) Her S ¢ R" i¢in B[S] =U {B[ B]: B, S kiimesinin sonlu bir alt kiimesi}.

e) Bir § ¢ R™ kiimesinin B-konveks olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her bir sonlu
B c Sicin B[ B] c S olmasidir.

Eger bostan farkli sonlu B kiimesi 6zel olarak B = {x(l), e ,x(m)} c R7 ise B’ nin

B-konveks kombinasyonu
Co™ B = lim Co™(B)={Vi%; 2, x¥: 4,¢[0,1] , max {4} = 1} (3.70)
=00 1<sism
biciminde acik bir analitik gosterime sahip olur. Burada

VI x® =(max{x;©, ..., x,™3},.., max{x,, @, ..., x,™}) (3.71)

Tanim 3.4.6. B c R" ve f: B - RU{to} olsun. Eger epif kiimesi B-konveks kiime

ise f fonksiyonuna B-konveks fonksiyon denir.
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Teorem 3.4.3. Bc R} ,f: B - R}U{+x} olsun. f fonksiyonunun B-konveks
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul B kiimesinin B-konveks olmasi ve herx,y €

Bve 1€[0,1] i¢in
fAxvy) = Af()V f(y) (3.72)
esitsizliginin saglanmasidir.
Tamm 3.4.7. f: B € R™ - RU{zo0} olsun.
hyp*f ={(x,u): xEB,u € Ry, u < f(x)} (3.73)
kiimesi B-konveks ise f fonksiyonuna B-konkav fonksiyon denir.

Teorem 3.4.4. Bc R} , f: B - R}U{4+x} olsun. f fonksiyonunun B-konkav
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul B kiimesinin B-konkav olmasi ve Vx,y € B] ve
A €[0,1igi

A (VY = f(AxVy) (3.74)
esitsizliginin saglanmasidir.

Teorem 3.45. 1) Bc R}, f: B » REU{+o} olsun. f ’in pozitif skaler ile garpimi

da B-konvekstir.

ii) f: B c RY » RTU{+x} olsun. Her bir A c B B-konveks alt kiimesi igin

f fonksiyonun A kiimesine kisitlanis1 da B-konvekstir.

iii) Eger f:Uc R} -V cREU{+x} B-konveks fonksiyon ve g:V c
RTU{+x} - RTU{+x} azalmayan B-konveks bir fonksiyon ise go f ’de B-

konvekstir.

iv) f:UcCcRY - R, U{+x} ve g:Uc R} - R, U{+ox} azalan(artan) ve B-

konveks ise h(x) = f(x). g(x) fonksiyonu da azalan(artan) ve B-konvekstir.

v) f:U c R, - V c R, birebir, 6rten ve artan bir fonksiyon olsun. f’in B-konveks

olmasi igin gerekli ve yeterli kosul f~1 fonksiyonun B-konkav olmasidir. Eger
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f azalan ise f ile f~! fonksiyonu ayn1 konvekslik karekterindedir. Yani f B-konveks
ise f~1 fonksiyonu da B-konvekstir, f B-konkav ise f~! fonksiyonu da B-

konkavdir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA
4.1 B-konveks Fonksiyon Ornekleri

Jensen Esitsizligi’nin temel uygulamalari igin 6ncelikle R, ’da gesitli fonksiyonlarin

B-konveksligi incelenecektir.

Ornek 4.1.1. f: R, - R,, f(x) = %fonksiyonu B-konveks fonksiyondur.

Ik 6nce f(x) = %’in konveksligi incelenecektir. Bu fonksiyonun konveks olabilmesi

icin epif den aldigimiz iki noktayr birlestiren dogru parcasinin da yine epif de

kalmasi1 gerekmektedir. Grafik iizerinde iki nokta alip gosterilecek olursa;

v
w

Sekil 4.1. % fonksiyonunun grafigi ve konveksligi

Simdide f fonksiyonunun B-konveksligi incelenecektir. Bunun ig¢in, asagidaki iki

durumun incelenmesi gerekmektedir.

1) Ax Vy = Ax olsun.

=AMV (4.1)

RIN

1
f()ley) /bcv;/_ﬂS

‘<IH
‘<IH

2Q)AxVy=y

><I>J

fAxvy)=—= =AMV (4.2)

1 1
AxVy - y y
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Gergekten bu kosullar saglandigindan f fonksiyonunun B-konveks oldugu

ispatlanmistir.
Dolayisiyla bu 6rnekle konveks bir fonksiyonun B-konveks oldugu gosterilmis olur.

Ornek 4.12. f:R, - R,,f(x) =x% fonksiyonu B-konveks fonksiyondur.
Gergekten;

1) Ax v y = Ax olsun. Bu durumda,
fAxvy) =(AxVvy)2 = (Mx)?2 =22x2 < Ax?2 < x?2vy? = Af(x) Vv f(¥)(4.3)
2) Ax V'y = y olmasi durumunda ise,
fQxvy)=Qxvy)? =) <Ax?vy? =2f () V() (4.4
Boylece f fonksiyonunun B-konveks oldugu ispatlanmustir.

Ornek 4.1.3. f:R; - R,,f(x) =e* fonksiyonu B-konkav fonksiyondur.
Gergekten;

1) Ax V y = Ax olsun. Bu durumda;
fQxvy) =e®) = e = eleX > Je* (4.5)

Burada Aea[0,1] oldugunda e* > 1 oldugu kullamlmistir. Ayrica f(x) =

e* fonksiyonu artan oldugundan;

e > oy (4.6)
olur. Boylece;

fAxvy)=e® >2e*vey =Af(x)V f(¥) (4.7)

2) AxVy = y olsun. (i) durumundaki kosullar altinda, e¥ > e?* ve ete* > le*

oldugundan,
fAxVvy)=e®VY) =¥ = Je* veY = Af (x) V f(y) (4.8)
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olur. Boylece f fonksiyonunun B-konkav oldugu ispatlanmistir. e* fonksiyonu ise
konveks olan ancak B-konveks olmayan fonksiyona bir oOrnektir. Dolayisiyla

konveks ve B-konveks fonksiyon siniflarinin birbirini igermedigi ifade edilebilir.

Ornek 4.1.4. f: [O%] - [0,1], f(x) = sinx fonksiyonu B-konkav fonksiyondur.

Gergekten;
f(Axvy) =sin(Ax Vy) = Asinx Vsiny = A f(x) V f(¥) (4.9)

oldugunu gosterecegiz, bu durumda asagidaki kosullar incelenecektir.

-
>

A 4
w4

Sekil 4.2. sinx fonksiyonu B-konkavligi
1) Ax Vy = Ax olsun.

f(Ax vy) =sin(Ax V y) = sin(Ax) = Asinx (4.10)

dir. Ayrica sinx fonksiyonu [0, %] araliginda artan oldugundan sin(Ax) = siny

kullanarak
f(Ax Vy) = sin(Ax) = Asinx V siny = Af (x) V f(¥) (4.11)

2) Ax Vy = y oldugu durumda, yine sinx fonksiyonunun [0, g] araliginda artan

oldugunu kullanarak,
f (AxVy) =sin(Ax Vy) = siny
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= sin(Ax) V siny = Asinx Vsiny = Af(x) V f(y) (4.12)

elde edilir. Boylece f fonksiyonunun B-konkav oldugu ispatlanmustir.

Ornek 4.15. f: [O%] - [0,1], f(x) = cosx fonksiyonu B-konveks fonksiyondur,

gercekten;

»
»

0 TE/Z

Sekil 4.3. cosx fonksiyonu B-konveksligi
f(AxVy) = cos(Ax Vy) < Acosx V cosy = Af (x) V f(¥) (4.13)

oldugunu gosterecegiz, bu durumda asagidaki kosullar incelenecektir.

1) Ax vy = Ax olsun. f(x) = cosx fonksiyonu [O, g] araliginda azalan olugundan

cosAx < cosy dir, boylece;

cosAx < Acosx V cosy (4.14)
olur.
2) Ax V' y = y olsun, bu durumda;

cosy < Acosx V cosy (4.15)
esitsizligi saglanir.
Boylece f fonksiyonunun B-konveks oldugu ispatlanmis olur.

Bu ornekle, konveks olmayan B-konveks bir fonksiyonun varligi gosterilmis olur.
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Ornek 4.1.6. f: [0, g] - [0,1], f (x) = cos™x fonksiyonu B-konveks fonksiyondur,

gergekten;
1) AxVy = Ax ise,
f (AxVy) =cos™(Ax Vy) = cos™(Ax) < A"cos™x < Acos™x (4.16)
< Acos™x V cos™y = Af (x) V f(y) (4.17)
2) AxVy = yise,
f (AxVy) =cos™(Ax Vy) = cos™y < Acos™x V cos™y = Af (x) V f(y) (4.18)
Boylece f fonksiyonunun B-konveks oldugu ispatlanmistir.

Ornek 4.1.7. f:R, > R,, f(x) =x™ fonksiyonu B-konveks fonksiyondur.
Gergekten;

1) Ax Vy = Ax olmak iizere,
f@xvy)=@AxVvy)" = Ax)"
=" < At < AV Yyt = Af () V £ () (4.19)
elde edilir.
2) AxVy = yise,
fQxvy)=@Qxvy)t =" <Ax"Vyr =Af(x)V f(y)  (4.20)

Boylece f fonksiyonunun B-konveks oldugu ispatlanmis olur. Bu ornekle, konveks

olan bir fonksiyonun B-konveks bir fonksiyon oldugu gosterilmis olur.

Ornek 4.1.8. f:R, - R,, f(x) = +/x fonksiyonu B-konkav fonksiyondur. Bu

durumda

fAxvy)zAf(x) Vv f(y) (4.21)
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JAxvy = Wxv,[y (4.22)

oldugunu gosterelim. Gergekten,;

DAxVy = Axolsun. Ax >y = Vix > \/;’dlr. Ayrica,

fxvy) = JlxVy = Vix=vaVx = Wx=Af(x) (4.23)
oldugundan,
fQAxvy) =vVix = Wx V. [y =Af(x)V f(y) (4.24)

2) Ax Vy = y olsun.
f(/ley)=w//1xVy=\/§2\/E2/1\/§ (4.25)

oldugundan istenilen esitsizlik elde edilir. Boylece f fonksiyonunun B-konkav

oldugu ispatlanmistir.

Ornek 4.1.9. n € N ve n > 2 olmak iizere f: R, — R,, f(x) = Vx fonksiyonu B-
konkav fonksiyondur. Gergekten;

fQxvy)zAf(0)V f(y) (4.26)
Naxvy = ANVx v ify (4.27)
1) Ax vy = Axolsun. Ax >y = Yax > [y dir.
fxvy) =4 xvy =Vix = VaNx 2 AVx Vi y=Af () Vf(y) (4.28)
2) Ax Vy = yolsun.
fOxvy) =YIxvy =Yy = VKV IF=Af OV FO)  (4.29)
Boylece f fonksiyonunun B-konkav oldugu ispatlanmistir.

Ornek 4.1.10. [67] makalesinde iki B-konveks fonksiyonun toplamimin B-konveks

olmadig1 ispatlanmistir. Bu 6zellige bir 6rnekte asagidaki gibi verilmistir.
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f(x) =+/x fonksiyonu B-konkav, g(x) =1 fonksiyonu B-konvekstir. Ancak

h: R, - R, h(x) = x + 1 fonksiyonu B-konkav fonksiyondur. Gergekten;

h(x) = f(x) + g(x), h(x) =Vx + 1

h(Ax v y) = Ah(x) V h(y)
JAxvy+ 12 AWx+1) Vv, [y+1
DAxVy= Ax
h(AxVy) = lxvy+1=+Vlx+1
y < Axoldugundan\/;S\/E’dlr ve\/}+1S\/ﬂ+1
0 < A <1 oldugundan A < VA* dir. Buradan Avx < vAx
hAxvy) = Jaxvy+1=Vix+1=2 A x+1) v, [y+1
= Ah(x) vV h(y)
2Q)AxVvy=y
h(AxVy)=AxVy+ 1=\/§+1

Ax < y oldugundan VAx < \/} *dir ve 1v/x < VAx oldugundan

AMVx+1)<Vax +1 < Jy+1=h(xVy)

olur. Buradan

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

h(Axvy) =Jy+ 1= A(Vx+1) Vv [y +1=2h(x)Vh(y) (4.36)

Boylece h fonksiyonunun B-konkav oldugu ispatlanmuistir.

Ornek 4.1.11. f(x) = ive g(x)=x? iken (g o f)(x) = xiz B-konveks fonksiyon olur.
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2
h(xX)=(g ° )(x)=9 ( f (x)) = G ) :xiz B-konveks fonksiyondur. Gergekten esitsizlik

ile de h’ mm B-konveksligi agagidaki gibi gosterilebilir;

h(Ax Vy) < Ah(x) V h(Y) (4.37)

1 A 1
(Axvy)z — x2 v ? (4:38)

oldugunu gostermeye ¢alisiyoruz.

1) Ax Vy = Ax igin,

L 1 1 1 A1
(Axvy)2 — (Ax)2  A2x2 = y? s zV vz (4.39)

2)AxVy =y igin,
Py S EVy (4.40)

Axvy)z2  yz2 = x2 " y2
elde edilir.

Benzer sekilde cos™x fonksiyonu da x™ ve cosx fonksiyonlarinin bileskeleri olarak
bu teoremin yardimiyla ispatlanabilir. Ayrica bununla birlikte baska fonksiyonlarin

B-konveksligi de bu yolla incelenebilir.
4.2 B-konveks Fonksiyonlar icin Jensen Esitsizligi ve Genellestirmeleri

Teorem 4.2.1. (B-konveks fonksiyonlar icin Jensen Esitsizligi) B c R} ,f: B —
RTU{+o0} olsun. f fonksiyonunun B-konveks olmasi igin gerekli yeterli ve gerekli
kosul B kiimesinin B-konveks olmasidir ve i=/, ... , m olmak iizere Vx; €

BveV A; € [0,1], max {A;} = 1ig¢in
<ism

FOVE1Aix) S V2 A f () (4.41)
esitsizliginin saglanmasidir. Bu teoremin ispati[4] makalesinde verilmistir.

Teorem 4.2.2. B-konveks fonksiyonlar igin genellestirilmis Jensen Esitsizligi:
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Bc R% ,f: B - R}yU{+x} siirekli bir fonksiyon olsun f fonksiyonunun B-
konveks olmasi gerekli kosul B kiimesinin B-konveks olmasidir ve i=1, ... , m

olmak iizere x; € B noktalari ile A 4, ..., 4, € [0, +00) igin

f( ™ mafjmxl)s; L A f(x) (4.42)

max {1;}
1<jsm 1<j<

ozelligi saglanir. Eger f konkav olursa esitsizlik tersine doner.
ispat:

max{A; A, ..., A} = P olsun,
max{Ay Ay, ..., An}

=1
P
olur.
A1 Az )l_m _ A Ay Am .
max{—,—,..,—5} = 1, max{—- O max ) {A]}} 1
1<sjsm 1<jsm 1<j<m
Al /12 /1
f(1rsnj%%{/1j} 1V 1@%’1&1{1 32 vV 12’3%’75”{/1 i} *m )
~ max {A}f )V {A}f (V.. V2 {A}f(xm) (4.43)
1<jsm 1<sjsm 1=j<m
f m A < 1 /1 f(x ) (4 44)
. 11@%%{1} = m}ax{,l} :

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.23. Bc R} , f: B - R}U{+wx} siirekli bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonunun B-konveks olmasi gerekli kosul B kiimesinin B-konveks olmasidir ve

i=1, ..., m olmak {izerex; € B noktalari ile 14,1, ... ,A,, € [0, +0), ﬂax{/li} =P
<i<n
i¢in

(VIR A%) < 3V £(x) (4.45)
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esitsizligi tanimlanir. Eger f konkav olursa esitsizlik tersine doner.
Ispat: x;,x,, ..., X, € B olmak iizere A, 15, ... , A, € [0, 4+0) Ve

max{A;} = P olsun. Boylece

i
max{/;l /}; /11? pi=t max{maj;{/l} ma);cz{/l} ma/jcn{/l Pl
max ax max
! (1@@;{%} v mécz{al} 2 VeV g {Al}x )
< i OV i GV .V e £ (o) (4.46)
f( DV2 ~f(x2)V . vz - () (4.47)
FGVImA %) <5 VI £(x) (4.49)
dir.

B-konveks fonksiyonlar i¢in Jensen Esitsizligi ve genellestirmelerinden

yararlanilarak asagidaki 6nemli esitsizlikleri elde edilir.
4.3 B-konveks Fonksiyonlar icin Jensen Esitsizligi Uygulamalar

Teorem 4.3.1. Vx; € R, ve V A; € [0,1], max {A;} = 1 olmak {izere
<ism

min {
1<ism

) S VR G (4.50)
olur.

Ispat: f(x) =§ fonksiyonu B-konveks oldugundan (4.41) esitsizligini saglar.

Dolayisiyla bu esitsizlikte yerine konuldugunda
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1

fFOVZAix) = VA < VR A f(x) (4.51)
. 1 m .
N {Aixi} < Vizi Ai(x) (4.52)

bu esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.3.2. x; € B, 1 <i<m ve negatif olmayan reel sayilar A, A,,... , 4,

noktalar ile max{A;} = P olmak iizere
1<isn

Lym ax; 1 .
ele=1/11xl > ;V?;l/liexl (453)
esitsizligi saglanir.

Ispat: f(x) = e* fonksiyonu B-konkav oldugundan (4.45) esitsizliginin tersini

saglar. Dolayisiyla bu esitsizlikte yerine konuldugunda
f VR, Aix) = er VB Lym 3 £() = 2y det (454)
bu esitsizlik elde edilir.
Teorem 4.3.3. 44,45, ... , 4, €0, +oo),112igcn{/1i} =1, x; € R, olmak iizere
(V2 A x)™ S Vi, A ()™ (4.55)
olur.

Ispat: f(x) = x™ fonksiyonu B-konveks oldugundan (4.42) esitsizligini saglar.

Dolayisiyla bu esitsizlikte yerine konuldugunda
fOVEL Aix) = (ViZq i x)™" S ViZi A ()™ = ViZa A f(x) - (4.56)

bu esitsizlik elde edilir.
Teorem 4.3.4. A1, Ay, .., Am € [0,+0), max{A} =1, ¥ x; € [o, g] olmak iizere
<lIs<m

cos(ViZi A; x;) < Vizi Aicos(x;) < Vit cos(x;) (4.57)
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olur.

Ispat: f(x) = cosx fonksiyonu B-konveks oldugundan (4.42) esitsizligini saglar.

Dolayisiyla bu esitsizlikte yerine konuldugunda
cos(Vi2i A x;) < Vi, Aicos(x;) < Vit cos(x;) (4.58)
bu esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.35.V x; € [0, g] veV A; € [0,1], max {A;} = 1 olmak {izere
<ism

cos™(VIZi A x;) < V% Aicos™ (x;) (4.59)
olur.
Ispat: f(x) = cos™x fonksiyonu B-konveks oldugundan (4.41) esitsizligini saglar.
Dolayisiyla bu esitsizlikte yerine konulduguna

cos™(VIZi A x;) S VIt Ajcos™(x;) < V2, cos™ (x;) (4.60)
bu esitsizlik elde edilir.
Teorem 4.3.6.V x; € [o, g] ve ¥ A; € [0,1], max {4;} = 1 olmak iizere

<ism

sin(ViZ1 4 %) = ViZ, Aisin (x;) (4.61)

olur.

Ispat: f(x) = sinx fonksiyonu B-konkav oldugundan (4.41) esitsizligininin tersini

saglar. Dolayisiyla bu esitsizlikte yerine konuldugunda
sin(ViZ1 4 %) = ViZq 4; sin(x;) (4.62)

bu esitsizlik elde edilir.
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Teorem 437V x; € [0,5], 1 < i < m ve negatif olmayan reel sayilar A; &y, ... , A
noktalart ile ;rnax{/li} = P olmak iizere
<isn
(1 m 1, ,m n
sin (;Vi=1li xi) = - ViZi Assin (x;) (4.63)
olur.

Ispat: f(x) = sin™x fonksiyonu B-konkav oldugundan (4.45) esitsizligininin tersini

saglar. Dolayisiyla bu esitsizlikte yerine konuldugunda
sin™ (% Viti A xi) > %V{’;lli sin™(x;) (4.64)
bu esitsizlik elde edilir.
Teorem4.38.x; ER,,1<i<mveV ] €[0,1], I;ligicn{/li} = lolmak lizere
(V212 x)% < ViZq 4i(x)? (4.65)
olur.

Ispat: f(x) = x? fonksiyonu B-konveks oldugundan (4.41) esitsizligini saglar. Bu

esitsizlikte yerine konuldugunda
FOVEELAix) = (V21 4 x)? < ViZg Ai(x)? (4.66)
esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.3.9. B-konveks fonksiyonlar i¢in Holder esitsizligi eger p, q >1 reel

sayilar % + é =1vea;,ay, ...,ay,b1, by, ..., b, reel (kompleks) sayilar ise
1 1
k=1laiel bl < (ViZqla: [T a(VEL | b |P)P (4.67)
dir.
Ispat:
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la,| > 0 ,k=1, ... ,m olmak tizere f(x) = xP fonksiyonu i¢in A =

1 1 . . 5
" lag|? ,x, = = |ai||by| verilenleri yerine yazildiginda
k

(VI A )P < VI Aexy”

(Vi A laillbel ) < Vi oozl (lagllbel)
- A - Vg1|ai|q A

1 |a;|9
(VESlal 1bD” < Vit g gl (MRt

lag|q
m 1 AL ((Vﬁllailq)p b |P)
k=1ym jq;a kD (g a-1p UK

mo = |b|P
=1 (vm |agla) 7P

(Vizdlal b DP < (Vi24lai | DP~H (VL b P)
k=1lal bl < (ViZ4la; X (V 1Ibk|”)”

kealael bl < (ViZ4la; |q) (V- 1|bk|p)p

Sonug 4.3.1.

Eger p=g=2 ise B-konveks fonksiyonlar i¢in olan Holder Esitsizligi Cauchy

Esitsizligi’ne doniistir. Yani
(VizdlarllbeD? < (VEL1lag ) (Vi1 1Dk 1)

Cauchy Esitsizligi olusur.
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5. SONUC VE ONERILER

5.1 Sonuclar
Bu tezde elde edilen sonuglar asagidaki gibi listelenebilir.

1) B-konveks fonksiyon sinifi i¢in farkli 6rnekler elde edilmistir. (Ornek 4.1.1. ,
Ornek 4.1.2., Ornek 4.1.3., Ornek 4.1.4. , Ornek 4.1.5. , Ornek 4.1.6. , Ornek 4.1.7. ,
Omek 4.1.8., Ornek 4.1.9. , Ornek 4.1.10. , Ornek 4.1.11.)

2)B-konveks fonksiyonlar igin Jensen Esitsizligi genellestirilmistir.(Teorem 4.2.2,
Teorem 4.2.3)

3) B-konveks fonksiyonlar igin elde edilen Jensen Esitsizligi ve genellestirilmis
versiyonlart i¢in uygulamalar1 yapilmistir.(Teorem 4.3.1, Teorem 4.3.2, Teorem
4.3.3, Teorem 4.3.4, Teorem 4.3.5, Teorem 4.3.6, Teorem 4.3.7, Teorem 4.3.8,
Teorem 4.3.9)

5.2 Oneriler

Jensen Egsitsizligi ile bazi 6zel fonksiyonlarin B-konveks olmasi durumunun
incelenmesi yoluyla, bu fonksiyonlara karsilik gelen 6zel Jensen-Mercer Esitsizligi,
Minkowski Esitsizligi, Cauchy Esitsizligi gibi esitsizliklerin B-konveks durumunun
elde edilmesi i¢in ¢aligmalar devam ettirilebilir. B-konveks fonksiyonlarin 6rnekleri
artirilabilir ve bu orneklerle ilgili uygulamalar ¢ogaltilabilir. Ayrica, Jensen
Esitsizligi’nin baska genellestirilmis durumlar1 B-konvekslik i¢in incelenebilir. Buna
bagl esitsizlik ve uygulamalar da genellestirilebilir. Buna ek olarak, elde edilen
sonuglar farkli tiir soyut konvekslik bicimleri (B~1-konvekslik, p-konvekslik, s-

konvekslik, gibi) icin de uygulanabilir.

40



KAYNAKCA

1. Rockafellar, R., 1970. Tyrrell, Convex Analysis. Princeton University Press,
Princeton, New Jersey.

2. Rubinov, A., 2000. Abstract Convexity and Global Optimization. Nonconvex
Optimization and Its Applications, Kluwer Academic Publishers .

3.Hrimiuc, D., 2001. Inequalities for Convex Functions (Part I), © in the Sky,
December, 20-24.

4. Mitrinovich, D.S., 1970. Analytic Inequalities, Springer—Verlag, Heidelberg .

5. Adilov, G.; Rubinov, A., 2006. B-Convex Sets and Functions. Numerical
Functional Analysis and Optimization, 27, (3-4), 237-257.

6. Briec, W.; Horvath, C. D., 2004. B-convexity. Optimization, 53, 103-127.

7.Briec, W.; Horvath, C. D., 2008. Halfspaces and Hahn-Banach Like Properties in
B-convexity and Max-Plus Convexity. Pacific Journal of Optimization , 4, (2),
293-317.

8. Briec, W.; Horvath, C. D. ; Rubinov, A. M., 2005. Separation in B-convexity.
Pacific Journal of Optimization, 1, 13-30.

9. Kuratowski, K., 1968. Topology. Vol. 2, Academic Press, New York.

10. Barros, C. P.; Liang, Q. B.; Peypoch, N., 2013. The Technical Efficiency of US
Airlines. Transportation Rescarch Part A Policy and Practice, 50, 139-148.

11. Briec, W.; Horvath, C. D., 2009. A B-convex Production Model for Evaluating
Performance of Firms. Journal of Mathematical Analysis and Applications,
355, 131-144.

12. Briec, W.; Horvath, C. D., 2011. On the Separation of Convex Sets in Some
Idempotent Semimodules. Linear Algebra and its Applications, 435, 1542-
1548.

13. Briec, W.; Liang, Q. B., 2011. On Some Semilattice Structures for Production
Technologies. European Journal of Operational Research, 215, 740-749.

14. Suo, H., 2009. Some Properties of B-convexity. Journal of Nonlinear Sciences
Applicatians, 2, 2, 71-77.

15. Briec, W., 2015. Some Remarks on an Idempotent and Non-Associative Convex
Structure. Journal of Convex Analysis, 22, 1, 259-289.

16. Berkovitz, L. D., 2002. Convexity and Optimization in n. Wiley,New York.

41



17.Bertsekas, D. P.; Nedic, A., 2003. Convex Analysis and Optimization, Athena

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Scientic.

Borwein, J. M.; Lewis, A. S., 2000. Convex Analysis and Nonlinear
Optimization, Theory and Examples, Canadian Mathematical Society Books in
Mathematics Springer, New York.

Boyd, S. ; Vandenberghe, L, 2004. Convex Optimization, Cambridge University
Press, Cambridge, MA.

Rubinov, A., 2000. Abstract Convexity and Global Optimization, Kluwer
Academic Publishers, Boston Dordrecht-London.

Tuy, H., 1998. Convex Analysis and Global Optimization, Kluwer Academic
Publishers Dordrecht.

Adilov, G.; Tinaztepe, G., 2009. The Sharpening Some Inequalities via Abstract
Convexity. Mathematical Inequalities and Applications 12, 33-51.

Adilov, G.; Yesilce, I, 2010. Some Inequalities for L(j)-convex Functions.
Mathematical Analysis, Differential Equations and Their Applications
Proceeding Book 19-24.

Beckenbach, E. F. ; Bellman, R., 1961. Inequalities, Springer, Berlin.

Dragomir, S. S.; Pearce, C. E. M., 2000. Selected Topics on Hermite-Hadamard
Inequalities and Applications, RGMIA Monographs, Victoria University
[ONLINE:http://rgmia.vu.edu.au/monographs, July 29, 2014 ].

Dragomir, S. S.; Pecaric, J. E., Presson, L. E. , 1995. Some Inequalities of
Hadamard Type. Soochow Journal of Mathhematica, 21, 335-341.

Dragomir, S. S.; Toader, G. H., 1993. Some Inequalities for m—convex
Functions. Studia Universitatis Babes-Bolyai, Mathhematica , 38, (1), 21-28.

Hardy, G. H.; Littlewood, J. E., Polya, G., 1934. Inequalities, Cambridge
University Press, Cambridge, England.

Mitrinovic, D. S.; Pecaric, J. E.; Fink, A. M., Classical and New Inequalities in
Analysis, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht/Boston/London.

Niculescu, C. P., 2001. A Multiplicative Mean Value and its Applications, in
Inequality Theory and Applications. (Y.J. Cho, JK. Kim and S.S.
Dragomir(Ed.s)), Nova Science Publishers, 249-261.

Niculescu, C. P.; Persson, L. - E., 2003. Old and New on the Hermite-Hadamard
Inequality. Real Analysis Exchange 29, 2, 663-685.

Pecaric, J.; Beesack, P. R., 1986. On Jessen’s Inequality for Convex Functions II.
Journal of Mathematical Analysis and Applications 118, 125-144.

42



33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

Vasic, P. M; Lackovic, I. B., 1976. Some Complements to the Paper: “On an

Inequality for Convex Functions”. Univ. Beograd Publ. Elek. Fak., Serija
Matematika Fizika , No. 544-576, 59- 62.

Niculescu, C. P.; Persson, L. - E., 2006. Convex Functions and their
Applications. A Contemporary Approach. CMS Books in Mathematics volume
23, Springer-Verlag, New York.

Pecari¢, J.; Proschan, F.; Tong, Y. L., 1992. Convex Functions, Partial Orderings
and Statistical Applications. Academic Press Inc.

Rubinov, A. M., 2000. Abstract Convexity: Examples and Applications.
Optimization 47, 1-13.

Dutta, J.; Martinez-Legaz, J. E.; Rubinov, A.M., 2004.Monotonic Analysis Over
Cones: I. Optimization 53, 2, 129-146.

Dutta, J.; Martinez-Legaz, J. E ; Rubinov, A. M., 2004.Monotonic Analysis Over
Cones: Il. Optimization, 53, 5-6, 529-547.

Minoux, M., 1986. Mathematical Programming: Theory and Algorithms. Wiley,
Chichester , 489.

Rado, T., 1935.0n Convex Functions. Transactions of the American
Mathematical Society 37, 266-285.

Rubinov, A. M.; Kutateladze, S. S., 1972. Minkowski Duality and its
Applications. Russian Mathematical Surveys 27.

Van de Vel, M., 1993. Theory of Convex Structures, Volume. 50. North Holland
Mathematical Library, Elsevier.

Dragomir, S.S., and Pecaric, J. , 2001. Further reverse results for Jensen’s
discrete inequality and applications in information theory. Journal of
Inequal.ities in Pure Applied Mathematics 2 (1), Art. 5.

Cirtoaje, V., 2011. The best upper bound for Jensen’s inequality. The Australian
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 7(2): Article 22: 1-7.

Dragomur, S.S., and Inescu, N.M., 1994. Some converse of Jensen’s Inequality
and Applications. Analysis Number Theory Approximately , 23: 71-78.

Dragomuir, S.S., 2001. On a converse of Jensen’s inequality. Serija Matematika 12:
48-51.

Adilov, G., 2011. Increasing Co-radiant Functions and Hermite-Hadamard Type
Inequalities. Mathematical Inequalities and Applications 14, 1, 45-60.

43



48.Adilov, G.; Kemali, S., 2009. Abstract Convexity and Hermite-Hadamard Type

49.

50.

5l.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

Inequalities. Journal of Inequalities and Applications, Article 1D 943534, 13
pages, doi:10.1155/953534.

Beckenbach, E. F., 1948. Convex Functions. Bulletin of the American
Mathematical Society, 54, 439-460.

Beckenbach, E. F., 1937. Generalized Convex Functions. Bulletin of the
American Mathematical Society , 43, 363- 371.

Ben-Tal, A., 1977. On Generalized Means and Generalized Convex Functions.
Journal of Optimization Theory and Applications, 21, (1), 1-13.

Bessenyei, M., 2008. Hermite-Hadamard-Type Inequalities For Generalized
Convex Functions. Journal of Inequalities In Pure and Applied Mathematics, 9.

Roberts, A. W.; Varberg, P. E. , 2016. Convex Functions. Academic Press, 1973.
Rubinov, A. M., 1999. Some Properties of Increasing Convex-along-rays
Functions. Processings of the Centre for Mathematics and its Applications, 19,

593-614.

Singer, 1., 1997.Abstract Convex Analysis. Wiley-Interscience Publication, New
York.

Toader, G. H., 1984. Some generalisations of the convexity. Proceedings of the
Cooloquim on Approximation Cluj-Napoca (Romania), 329-338.

Toader, G. H., 1988. On a generalisation of the convexity. Mathematica, 30, (53),
83-87.

Briec W.; Horvath, C. D., 2008. Nash points, Ky Fan Inequality and Equilibria of
Abstract Economies in Max-Plus and B-convexity. Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 341, (1), 188-199.

M.K. Bakula, M. E Ozdemir, J. 2008. Pe¢ari¢ Hadamard type inequalities for m-
convex and (a,m)- convex functions.Journal of Inequalities in Pure Applied
Mathematics, 9

M. Klari¢i¢ Bakula, J. Pecari¢, M. Ribi¢i¢ Companion inequalities to Jensen’s
inequality for m-convex and (a,m)-convex functions.

Hudzik, H.; Maligranda, L., Some remarks on s—convex functions. Aequationes
Mathematica 1994, 48, 100-111.

Avriel, M., 1972. r-convex Functions. Mathematical Programming, 2, 309-323.
Pinheiro, M.R., 2007. Exploring the concept of s-convexity, Aequationes

Mathematica, 74, 201-209.

44



64. Yesilce, 1., Adilov, G., 2017. Hermite-Hadamard Inequalities for B-convex and
B~ -convex Functions, International Journal of Nonlinear Analysis and
Applications, 8 (1), pp. 225-233.

65. Adilov, G., Yesilce, 1., 2018. Some important properties of B-convex functions.
Journal of Nonlinear and Convex Analysis, 19(4):669-680.

66. Adilov, G., Tmaztepe, G., Kemali, S., 2011. Genellestirilmis Ortalama
Fonksiyonu ve Bazi Onemli Egsitsizliklerin Ogretimi Uzerine. Mersin

Universitesi Egitim Fakiiltesi Dergisi, 5 (2), 294-300.

67. Residoglu, H., Yesilce, 1., 2016. B-convex functions and properties Mersin
Universitesi.

45



OZGECMIS

Adi ve Soyadi: Burcu AVCI

EGIiTiM BILGILERI (Kurum ve Yil)

Lisans: Aksaray Universitesi, Matematik Boliimii, 2012-2015

Yiiksek Lisans: Aksaray Universitesi, Matematik Anabilim Dal1, 2019-2022
TEZDEN URETILEN YAYINLAR, SUNUMLAR VE PATENTLER
Kongrelerde Sunulan Makaleler

1) Yesilce Isik, I. ve Avci, B., 2021. Jensen Inequality and its Applications for B-
convex Functions, ICOMAAZ2021, Istanbul-TURKEY May 26-29, 2021

46



