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OZET

b3-ALT BALANS VE b;-LUCAS ALT BALANS SAYILARININ CEBIRSEL
OZELLIKLERI

YUKSEK LiSANS TEZI

Selin SARI

Istanbul Universitesi
Fen Bilimleri Enstitist

Matematik Anabilim Dah

Damisman : Dog. Dr. Giil KARADENIZ GOZERIi

Bu tez ¢alismasinda, balans sayilarini veren esitlige benzer bir esitlik ile elde edilen alt balans
sayilart incelenmistir. Balans sayilarma ait olan birtakim teorem ve esitliklerden
yararlanilarak bs-alt balans ve b;-Lucas alt balans sayilarmin sagladigi cebirsel 6zdeslikler
elde edilmistir. Bu tez ¢calismasi bes boliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde, tam say1 dizileri {izerinde durulmus, bu tam sayi1 dizilerinin tanimlar1 ve bazi
cebirsel 6zellikleri verilmistir.

Ikinci boliimde, balans sayilari, kobalans sayilar, alt balans sayilar1 ve bs-alt balans sayilar1
iizerinde durulmustur. Bu sayilar ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ugtincti bolimde, tez yaziminda yararlanilan kaynaklara yer verilmistir.
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Dordunct bolimde ise bs-alt balans sayilar1 ele alimarak bu sayilara ait bazi cebirsel
Ozdeslikler elde edilmistir. Lucas-balans sayilarina benzer olarak bs-Lucas alt balans sayilari
tanimlanmistir ve bs-Lucas alt balans sayilari ile bs-alt balans sayilar1 arasinda birtakim
cebirsel bagmtilar elde edilmistir.

Besinci boliimde ise elde edilen bulgularin degerlendirmesi yapilmistir.

Haziran 2021, 67 sayfa.

Anahtar kelimeler: Tam say1 dizileri, balans sayilari, alt balans sayilari
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SUMMARY

ALGEBRAIC PROPERTIES OF b3-SUBBALANCING AND b3-LUCAS
SUBBALANCING NUMBERS

M.Sc. THESIS

Selin SARI

Istanbul University
Institute of Graduate Studies in Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Giil KARADENIZ GOZERI

In this thesis, the subbalancing numbers obtained by an equation similar to the equation
giving the balancing numbers are investigated. Algebraic identities provided by
bs-subbalancing and b;-Lucas subbalancing numbers are obtained by making use of some
theorems and equations belonging to the balancing numbers. This thesis consists of five
chapters.

In the first chapter, integer sequences are discussed, definitions and some algebraic properties
of these integer sequences are given.

In the second chapter, balancing numbers, cobalancing numbers, subbalancing numbers and
bs-subbalancing numbers are discussed. The basic definitions and theorems related to these
numbers are given.

In the third chapter, the sources used in writing the thesis are given.



In the fourth chapter, b;-subbalancing numbers are discussed and some algebraic equations
related to these numbers are obtained. Similiar to Lucas-balancing numbers, bs-Lucas
subbalancing numbers are defined and some algebraic relations are obtained between
bs- Lucas subbalancing numbers and b;-subbalancing numbers.

In the fifth chapter, on evaluation of the results of this study is indicated.

June 2021, 67 pages.

Keywords: Integer sequences, balancing numbers, subbalancing numbers.



1. GIRIS

Tam say1 dizileri, sahip olduklar1 6zellikler ve bu 6zelliklerin uygulama alanlar1 itibariyle
sayilar teorisinde Onemli bir yere sahiptir. Tam sayr dizilerinin en bilineni
Fibonacci dizisidir (A000045 OEIS). Fibonacci dizisi, admi {inlii italyan matematik¢i
Leanardo Fibonacci’ den (1170-1250) almistir. Fibonacci, babasmin isi nedeniyle birgok
Dogu ve Arap iilkelerini gezmis, buralarda gérmiis oldugu Arap ve Hint say1 sistemlerini
inceleyerek bu sayi sistemleri ile islem yapmanin daha kolay oldugunu fark etmistir. Boylece,
Italya’da kullanilan roma rakamlarin1 degistirmeye calismis, bu amac dogrultusunda Liber
Abaci (1202) isimli kitabini yazarak bu say1 sistemlerini Avrupa’ya tanitan kisi olmustur.
Bunlara ek olarak kitabinda, altinci yiizyilda Hintli matematikcilerin kesfetmis oldugu say1
dizisine yer vermis, bu diziyi bir zeka sorusu olarak sunmustur. Bu zeka sorusu su sekildedir:
Bir ciftlikte bir ¢ift (bir disi, bir erkek) tavsan vardir. Bir yeni dogmus tavsan, bir ay sonra
yetigkin hale geliyor. Her yetiskin tavsan cifti de yetiskin olduktan bir ay sonra, bir ¢ift tavsan
doguruyor. Bunu takip eden diger aylarda da her ay bir ¢ift tavsan dogurmaya devam ediyor.
Tavsanlarin hi¢birinin 6lmedigi kabul ediliyor. Bu bilgilere gore bir yil iginde herhangi bir

ayda bu ciftlikte kag tane tavsan ¢ifti oldugu nasil hesaplanir?

Problemin ¢6ziimiine bakildiginda, bulunan tavsan ¢ifti sayis1 {1,1,2,3,5,8,-- } seklinde bir
tam say1 dizisi olusturur. Bu sekilde olusturulan, n. aydaki toplam tavsan ¢ifti sayisin1 veren

tam sayi dizisine Fibonacci dizisi denir.

19. yiizyilin baglarindan itibaren Fibonacci dizisi iizerine yapilan ¢calismalar giderek artmistir.
Ozellikle dizinin elemanlar1 ile doga arasindaki iliskiler incelenmis, bOylece, altm oran
kavrami ortaya ¢ikmustir. Altin oran, Fibonacci dizisinin ardigik terimlerinin oranindan olusan
dizinin limiti olarak tanimlanir ve dogada salyangozun kabugunda, insan viicudunda, sanatta,

miizikte karsimiza ¢ikar. Estetik ve geometrik olarak en iyi oran kabul edilir. Altin oran,

1++/5
2

= 1,618

sayisina esittir.



Daha dikkatli bakildiginda; Fibonacci dizisinin herhangi bir terimi, kendinden dnce gelen ilk
iki terimin toplamidir. Bu sekilde ifade edersek, F, , n. Fibonacci sayis1 ve baslangi¢ degerleri
F, =0, F, = 1olmak lzere,

E,=F,_; +F,_, (n=>2) (1.1)

bagintisi elde edilir.

Fibonacci  dizisi ile iliskili olan diger Onemli bir tam say1r dizisi de
Lucas dizisidir (A000032 OEIS). Fibonacci dizisi ile ayn1 bagintiya sahiptir fakat baslangig¢
degerleri farklidir. Lucas dizisini Fransiz matematikgi Eduard Lucas (1842-1891)

tanimlamistir.
L, , n. Lucas sayis1 ve baslangi¢ terimleri L, = 2, L, = 1 olmak (zere,

Ly,=L, 4+ L, (n=2) (1.2)
dir.

Fibonacci ve Lucas dizilerinin terimleri arasinda da g¢esitli 6zdeslikler bulunur.

Bu 6zdesliklerin bazilar1 sunlardir [1,2]:
Fo1+Fo =1Ly
Ly +Lyyy = 5K,
E,+ L, =2F,,
Fon = FyLy
S5EZ — 12 = 4(—-1)"*1,

Tam say1 dizilerinde rekiirans bagmtisi ve Binet formiilii sik karsilasilan kavramlardir.
Rekiirans bagmtisi sayesinde bir tam say: dizisinin baslangic degerleri verilerek bu dizinin
terimlerinin, o terimden once gelen terimler yardimiyla elde edilmesi saglanir [3]. Buna gore

(1.1) ve (1.2) esitlikleri sirastyla Fibonacci dizisi ve Lucas dizisinin rekiirans bagintilaridir.



Binet (Jacques Philippe Marie Binet, 1786-1856) formulu ise, herhangi bir tam say1 dizisine
ait olan rekirans bagintisinin, fark denklemi olarak ¢o6ziilmesiyle elde edilen kokler

yardimiyla dizinin n. terimini veren esitliktir.

Fibonacci ve Lucas dizileri disinda pek ¢ok tam say1 dizisi mevcut olup, bunlar arasinda en

cok dikkat ¢ekenlerden ikisi balans ve kobalans say1 dizileridir.

Behera ve Panda [4] tarafindan balans sayilari,

n ve r pozitif tam sayilar olmak {izere,
142++m-D=0+D+0+2)+-+(n+71) (1.3)

esitligini saglayan n sayisi olarak tanimlanmis ve r sayisina da n balans sayisinin

dengeleyicisi (balansir) adi verilmistir.

B,, , n. balans sayis1 ve B; = 1, B, = 6 olmak Uzere, balans sayilarinin rekiirans bagmtisi,
Bni1 = 6By —Bp_g (n=2)

seklindedir [5].

(1.3) esitligini saglayan n sayilariin dengeleyicilerinden olusan diziye, Panda ve Ray [6]
tarafindan kobalans say1 dizisi ad1 verilmistir. Dolayisiyla, n. balans sayisina karsilik gelen r

dengeleyicisinin bir kobalans sayis1 oldugu goriiliir.

b, , n. kobalans sayis1t ve b; =0, b, = 2 olmak Uzere, kobalans sayilarmin rekiirans

bagntist,
bTL+1 = 6bn - bn—l + 2 (Tl 2 2)
seklindedir [6].

Bunlara ek olarak Ray [7], Lucas- balans sayilarini, Lucas- kobalans sayilarini tanimlayarak

bu sayilar arasinda bazi 6zdeslikler elde etmistir.



Balans ve kobalans sayilar1 ile dogrudan iliskili olan tam say1 dizileri, liggensel say1 dizisi ve

oblong (pronik) say1 dizisidir.
Uggensel say1 dizisi (A000217 OEIS),

ro=mtD

n > (n=1) (1.4)

seklindeki sayilardan olusan tam say1 dizisidir. Uggensel sayilarla ilgili baz1 6zdeslikler su

sekildedir [8, 9]:
T, + Tp_q = n?
Tivi— T =m+1)°
Ny = M+ 2)T, .
Oblong (pronik) say1 dizisi (A002378 OEIS),
0,=nn+1) (n=0) (1.5)

seklindeki sayilardan olusan tam say1 dizisidir. Breiteig [10] ¢alismasinda, ardisik iki oblong

say1isinin ¢arpiminin ne zaman bir oblong sayisi olacagini incelemistir ve sonucunda,
O-10k = Op2_4
elde etmistir.

Balans sayilari ile ilgili birgok c¢alisma yapilmistir. Liptai [11], Fibonacci dizisinde 1
sayisindan baska hicbir balans sayisinin bulunmadigini gostermistir. Panda ve Rout [12],
k-bosluk balans sayilarini tanimlamislardir. Panda ve Panda [13], hemen hemen balans
sayllarin1 tanimlayarak bu sayilar ile balans sayilari arasindaki bagntilar1 gostermislerdir.
Davala ve Panda [14], alt balans sayilarini tanimlamuglar, bu sayilar ile ilgili ¢esitli teoremler

ve sonugclar elde etmiglerdir.



Davala ve Panda [14], balans sayilarinin tanimima benzer olarak alt balans sayilarini,
D sabit bir pozitif tamsay1 olmak iizere,
142++m-D+D=0+D+0+2)+-+(n+7) (1.6)

esitligini saglayan n pozitif tam sayis1 olarak tamimlamislardir ve n sayisina D-alt balans
sayist adin1 vermislerdir. Bu tanima gore, her D pozitif tam sayisi igin (1.6) esitligini saglayan
bir n sayisi bulunamadigmi gostermislerdir. D sayismin se¢iminin onemli oldugunu ve
D sayisinin kobalans sayilar1 olarak segildiginde (1.6) esitligini saglayan n pozitif tam
sayisinin bulunabilecegini elde etmislerdir. Bu sonu¢ dogrultusunda, b,,-alt balans sayilari ile
ilgili temel kavramlar ve teoremler bulmuslardir. Ozel olarak, n = 3 ve n = 5 degerleri i¢in
bs-alt balans sayilar1 ve bs-alt balans sayilarini inceleyerek bs-alt balans sayilarinin,
{11B,, + C;,, 11B,41 — Cpyr :m =0,1,2,-- }seklinde iki farkli bagmti ile elde

edilecegini gostermislerdir [14].

Bu tezin genel kisimlar bashgi altindaki kisimda ilk olarak balans sayilari, kobalans sayilari,
Lucas-balans sayilari, Lucas-kobalans sayilar1 tanimlar1 verilmis, bu diziler arasindaki
bagintilar gdsterilmistir. Daha sonra, literatiire yeni girmis olan alt balans sayilarinin tanimina

ve bu sayilarin genel 6zelliklerine yer verilmistir.

Tezin bulgular kisminda bs-alt balans sayilari ele alinmistir. Bu sayilar ile ilgili 6zgin
teoremler elde edilmistir ve bs-alt balans sayilarini iireten fonksiyonlar bulunmustur. Ayrica
bs-alt balans sayilarina bagli olarak elde edilen bs-Lucas alt balans sayilar1 tanimlanmistir.
bs-Lucas alt balans sayilari i¢in elde edilen birtakim cebirsel 6zdeslikler verilmistir. bs-Lucas

alt balans sayilarinin bs-alt balans sayilari ile olan cebirsel iliskisi incelenmistir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu boliimde, tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan tanimlar, temel teoremler ve bazi

Oonemli sonuglar verilmistir.
2.1. BALANS VE LUCAS-BALANS SAYILARI

Bu alt boliimde, balans sayilarinin tanimi verilerek bu sayilar ile ilgili literatiirde bulunan bazi
cebirsel 6zdeslikler gosterilmistir. Daha sonra Lucas-balans sayilarmin tanimi verilip bu
sayilarin sagladig1 birtakim cebirsel bagintilar ve bu sayilarin balans sayilari ile olan iligkisi

verilmistir.
Tamm 2.1.1 n ve r pozitif tam sayilar olmak Uzere,
1+2+4+-1D=0+D+M+2)++(n+7) (2.1)

esitligini saglayan n sayisina balans sayisi, r sayisia ise n balans sayisinin dengeleyicisi

(balansir) denir [4].
(2.1) esitligi, (1.4) esitliginden yararlanilarak diizenlenirse,
Tho1 + T = Thyr (2.2)

elde edilir. (2.2) esitliginden balans sayilarinin, ardisik iki tiggensel say1 olan T,, ve T,_;

sayilarmin toplamimi yine bir iggensel sayiya esitleyen n sayisi oldugu goriiliir [7].

Ornek 211 n=6 icin Ts+T;=36=Tg oldugundan 6 bir balans sayisidir ve
dengeleyicisi 2 dir. Benzer sekilde, n = 35 igin T3, + T35 = 595 + 630 = T, oldugundan

35 bir balans sayisidir ve dengeleyicisi 14 tir.
(1.4) esitligi kullanilarak,

(n—1n n+r)(n+r+1)
Thoy =——F— ve n+r = >

2

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler ve (1.4) esitligi, (2.2) esitliginde yerlerine yazilirsa,



(mn—Dn nn+1) @m+r)(n+r+1)
2 T2 T 2
_(n+r)(n+r+1)

B 2

le

(2.3)

bulunur [7]. (2.3) esitliginden asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 2.1.1 n pozitif tam sayismin balans sayis1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul n? sayismim
ucgensel say1 olmasidir. Dolayisiyla, tam kare olan (cgensel sayilarin karekokii balans

sayilarmi verir [4].

Sonug 2.1.2 (2.1) esitligi kullanilarak,

—2n+1)+vV8n2 +1
r =
2

(2.4)

bulunur [7].
(2.4) esitligi kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.1.3 n pozitif tam sayisiin balans sayis1 olmasi igin gerek ve yeter kosul 8n? + 1

sayisinin tam kare olmasidir [7].

Teorem 2.1.1 B,, , m. balans sayis1 olmak tizere,

_(B3+Vv8)" -(3-v8)"

(2.5)

balans sayilarinin Binet formiludir [7].

Behera ve Panda [4] tarafindan, (2.1) esitligini saglayan en kii¢iik say1 6 oldugundan balans
sayilarmin ilk terimi B; = 6 seklinde gdsterilmistir. Ayrican = 1 igin 8.12 + 1 sayis1 bir tam
kare say1 oldugundan Sonu¢ 2.1.3 kullanarak 1 sayisinin balans sayisi oldugu gosterilip
B, =1 seklinde ifade edilmistir. Daha sonra Panda [5], balans sayilarinin gdsterimini,
Fibonacci sayilari ile benzer bir gosterime sahip olmalart i¢in B; = 1, B, = 6, -+ seklinde
degistirmistir. Son olarak Ray [7], (2.5) esitliginde m = 0 alarak By, = 0 oldugunu

gostermistir.



Teorem 2.1.2 B,, , m. balans sayis1t ve B; = 1, B, = 6 olmak Uzere,
Bm+1 = 6Bm - Bm_1 (m 2 2)

balans sayilarinin rekiirans bagintisidir [5].

ispat. a; = 1++2,a, = 1 — /2 olmak iizere, (2.5) esitligi

2m __ a22m

42

aq
B, =

seklinde yazilabilir. (2.7) esitligi kullanilarak,

alz(m+1) _ a22(m+1) alz(m—l) _ azz(m—l)
Bmy1+Bpoq = +

42 42

-2 2m

—a"™a, 2

2 _ a,22ma,22 + a_,lzma_,1

42

alzm(a12 + 0—’22) - azzm(azz + a12)

- 42

_ (a:® + a?) (@ *™ — a,®™)

42

_ 6(“12m - azzm)

42

= 6B,,
elde edilir. Boylece,
Bini1 = 6By —Bm—1

esitligi gosterilmis olur.

(2.6)

(2.7)



Teorem 2.1.3 B, , m. balans sayis1 olmak tzere,
B2 =1+ Bp_1Bpis (m=2)
dir [4].
Ispat. Ispati timevarmmla yapalim. m = 2 i¢in iddianin dogru oldugu
B =1+ B,B; =36
esitliginden goriiliir. m = k igin iddia dogru olsun, yani BZ = 1 + Bj,_; By, olsun.
m = k + 1 i¢in iddianin dogru oldugunu gosterelim.
BI%+1 = Bi41Brs1
olup (2.6) esitligi kullanilarak,
BI%+1 = (6B) — Bi—1)Byy1
= 6BBy+1 — Br-1Bk+1
= 6By Byi1 — (BI% - 1)
= By (6Bry1 —By) + 1
= BBy, +1
elde edilir. Boylece, m = k + 1 i¢in de iddianin dogru oldugu gosterilmis olur.

Teorem 2.1.4 x herhangi bir balans sayis1 olmak {izere,

(@) f(x) =2x/8x%2+1
(ii) gix) =3x+V8x2+1

birer balans sayisidir [4].
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Ispat. (i) x bir balans sayis1 oldugu i¢in Sonug 2.1.3 ten 8x2 + 1 tam kare sayidir.

8x2(8x2+ 1)

> = 4x%(8x% + 1)

sayist hem tam kare sayidir hem iiggensel sayidir. Sonug 2.1.1 geregince, bu saymin karekoki

balans sayisidir. O halde f(x) = 2xV8x2 + 1 bir balans sayisidir.

(i) 8g%(x)+1=8(9x%+6xV8xZ+1+8x%+1)+1

2
= (8x+3/8x2+1)
dir. Boylece, Sonug 2.1.3 ten g(x) bir balans sayisidir.

f(x) ve g(x) fonksiyonlarina bakildiginda f(x) fonksiyonunun daima cift balans sayilarmi
Urettigi goriiliirken, g(x) fonksiyonunun x tek say1 iken ¢ift balans sayilarini, x ¢ift say1 iken

tek balans sayilarini tirettigi goriiliir.

Teorem 2.1.5 x herhangi bir balans sayis1 olmak iizere,

gx) =3x++8x%2+1
x balans sayisindan bir sonraki balans sayisidir [4].

Ispat. x bir balans sayis1 olsun. O halde, x = B,, olacak sekilde m pozitif tam sayis1 vardir.

(2.6) esitliginden,

Bo,, =3B, + (3B, — B,,_1) (2.8)
elde edilir. (2.8) esitliginde parantez i¢indeki ifadenin karesi alinirsa,

(3B, — Bpy_1) 2 = 9B2 — 6B,,B,_ + B2,_,
elde edilir. (2.6) esitligi ve Teorem 2.1.3 kullanilarak,

(3B — Bim—1) 2 = 9B}, + B12n—1 — (Bms1 + Bin-1)Bms

= 9B}, + B%z—1 — Bn+1Bm-1 — B12n—1
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= 9B% — (B4 — 1)
=8B +1
bulunur. Boylece,
(3B — Bj—1) = /8B + 1 (2.9)
elde edilir. (2.9) esitligi, (2.8) esitliginde yerine yazilirsa,
Bms1 = 3B, +/8B% + 1
olur ve g(B,,) = B+, bulunur.
Teorem 2.1.6 x herhangi bir balans sayisi olmak {izere,
g(x) =3x— m
x balans sayisindan bir 6nceki balans sayisidir [4].
Sonu¢ 2.1.4 B, , m. balans say1s1 olmak tizere,
Bm-1 =3B, —+8B4+1 Ve Bp, =3B,+8B%+1
dir [7].

Tamm 2.1.2 B,, , m. balans sayis1 olmak Uzere, bir tam kare olan 8B2 + 1 sayismin

karekokiine m. Lucas-balans sayis1 denir ve C,, ile gosterilir. Boylece,

C, =+/8B% + 1

seklinde tanimlanir [7].

Ornek 2.1.2 B; = 1, B, = 6 alinirsa,

C,=+8BZ+1=3ve C,=/8BZ+1=17

elde edilir.
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Teorem 2.1.7 C,, , m. Lucas-balans sayisi ve C; = 3, C, = 17 olmak Uzere,

Cns1 =6C, — Cpq (m=2) (2.10)
Lucas-balans sayilarinin rekiirans bagntisidir [7].
Ispat. Tanim 2.1.2 den,

Cr%l+1 = 8312n+1 +1

dir. Byps1 = 3B, + \/W 0zdesliginden,
C2s1 =8 (3B, + 8B,2n+1)2+1
= 8(9B% + 6B,,/BB% + 1+ 8B4 +1) + 1
= (3/8Bz +1+ 8Bm)2
= (3C,, + 8B,,)?
dir. Buradan,
Cnay = 3Cp, + 8By, (2.11)
bulunur. Benzer sekilde,
C: ,=8B% ,+1
yazarak B,,_1 = 3B, — \/W 0zdesliginden,
Cp_q = 3C,, — 8B, (2.12)
dir. (2.11) ve (2.12) esitlikleri toplanirsa,
Cny1 =6C,, — Cp_q

elde edilir.
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Teorem 2.1.8 C,, , m. Lucas-balans sayisive a; = 1 + V2, a, =1-— V2 olmak iizere,

a?m™ 4 qim

Cpn = 5
Lucas-balans sayilarmm Binet formalidr [7].

Lucas-balans sayilarim Binet formiliinde m = 0 alinarak C, = 1 elde edilir.

Lucas-balans sayilar1 tanimindan goriilecegi iizere, balans sayilar1 ve Lucas-balans sayilari
dogrudan iligkilidir. Asagida, balans ve Lucas-balans sayilar1 arasindaki literatiirde bulunan

birtakim cebirsel bagntilar gosterilmistir.

Sonug 2.1.5 Sonug 2.1.4te /8B4 + 1 yerine C,, yazilirsa,

Bp—1 =3B, — Cp (2.13)
Bp+1 =3By + Cp (2.14)
elde edilir [7].

Teorem 2.1.9 m ve n pozitif tam sayilar olmak lzere,
Bpin = BpCp + CB,

dir [7].

Teorem 2.1.10 m ve n pozitif tam sayilar olmak Uzere,
Cms+n = CmCy + 8B, By,

dir [7].

Teorem 2.1.11 m ve n pozitif tam sayilar olmak uzere,
B,,_, = B;,C,, — C;;,By, (m>n)

dir [7].



14

Ispat. (2.7) esitligi ve Teorem 2.1.8 kullanilarak,
Cn + V8B, = a?™
Cpn — V8B, = a2™
elde edilir. Boylelikle,
Conn — VBB = a2™™™
ve
(C — V8B )(Cy + V8B,) = aZ™a?™ = a3 ™™™
dir. Buradan,
Cren — V8Bp_p = (Cp — V8B, (Cy + V8B,)
Con — V8B = CpCy — 8BBy — N8(ByCp, — CBy)
olur. Boylece,
B, = B,,Cy, — C, By
elde edilir.
Sonug 2.1.6 m ve n pozitif tam sayilar olmak (zere,
Cpin = CmCy — 8B, B, (m >n)

dir [7].
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2.2. KOBALANS VE LUCAS-KOBALANS SAYILARI

Bu alt boliimde, kobalans sayilarmin tanimi verilerek bu sayilar ile ilgili literatiirde bulunan
bazi cebirsel 6zdeslikler ve bu sayilarin balans sayilari ile olan cebirsel iligkisi gosterilmistir.
Daha sonra, Lucas-kobalans sayilarinin tanimi verilip bu sayilarin sagladig: birtakim cebirsel

bagintilar gosterilmistir.
Tamim 2.2.1 n ve r pozitif tam sayilar olmak Uzere,
1+2++n=m+D+"0+2)++n+71) (2.15)

esitligini saglayan n sayisina kobalans sayisi, r sayisina ise n kobalans sayisinin dengeleyicisi

(kobalansir) denir [6].
(2.15) esitligi, (1.4) esitliginden yararlanilarak diizenlenirse,
Th +Th = Thsr (2.16)

elde edilir. (2.16) esitliginden kobalans sayilarmin, T,, tiggensel sayisinin iki katin1 yine bir

licgensel sayiya esitleyen n sayisi oldugu goriiliir.

Ornek 221 n=2 igin T,+T,=6=T; oldugundan 2 bir kobalans sayisidir ve
dengeleyicisi 1 dir. Benzer sekilde, n = 14 i¢in Ty, + Ty4 = 210 = T, oldugundan 14 bir

kobalans sayisidir ve dengeleyicisi 6 dir.
(1.4) esitliginden,

n+r)(n+r+1)
Thyr = 2

bulunur. Bu esitlik ve (1.4) esitligi, (2.16) esitliginde yerine yazilirsa,

nn+1) nn+1) Wm+r)(n+r+1)
2 2 2

n+r)(n+r+1)
2

nn+1) = (2.17)

olur [6]. (2.17) esitliginden asagidaki sonug Vverilebilir.
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Sonug 2.2.1 n pozitif tam sayisinin kobalans sayist olmasi igin gerek ve yeter kosul
n(n + 1) sayismin tiggensel say1 olmasidir. Dolayisiyla kobalans sayilari ile oblong (pronik)

olan ticgensel sayilar arasinda bir iliski vardir [6].

Sonug 2.2.2 (2.15) esitligi kullanilarak,

—-2n+1)+V8nz2+8n+1
r =

: (2.18)

bulunur [6].
(2.18) esitligi kullanilarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonug¢ 2.2.3 n pozitif tam sayisinin kobalans sayisi olmasi igin gerek ve yeter kosul

8n? + 8n + 1 sayisinin tam kare olmasidir [6].

Panda ve Ray [6] tarafindan, n = 0 icin 8.02 + 8.0 + 1 sayis1 bir tam kare say1 oldugundan,
kobalans sayilar1 tanimma uymamasina ragmen, Sonu¢ 2.2.3 kullanilarak 0 sayismin kobalans

sayis1 oldugu ifade edilmistir ve b; = 0 seklinde gdsterilmistir.

Teorem 2.2.1 x herhangi bir kobalans say1si olmak tizere,
(i) f(x)=3x++/8x2+8x+1+1
(ii) g(x) =17x+64/8x2+8x+1+8

birer kobalans sayisidir [6].

Teorem 2.2.2 x herhangi bir kobalans sayis1 olmak {iizere,

f(x) =3x++/8x2+8x+1+1

x kobalans sayisindan bir sonraki kobalans sayisidir [6].
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Teorem 2.2.3 x herhangi bir kobalans sayis1 olmak {iizere,

f(x)=3x—+/8x2+8x+1+1
x kobalans sayisindan bir 6nceki kobalans sayisidir [6].

Sonu¢ 2.2.4 b,, , m. kobalans sayisi olmak tizere,

by_1 = 3by, —/8b% +8by, + 1+ 1

bs1 = 3by, ++/8b% +8by, + 1+ 1
dir [6].
Teorem 2.2.4 b,, , m. kobalans sayis1 ve b; = 0, b, = 2 olmak (izere,
Bis1 = 6by — byy_q + 2 (m > 2)
kobalans sayilarinin rekiirans bagmntisidir [6].
Ispat. Sonug 2.2.4 ten,
bt + by y = 6by, + 2
dir. Boylece,
by = 6b,, — by 4 + 2
esitligi gosterilmis olur.
Teorem 2.2.5 b,, , m. kobalans sayis1 ve a; = 1 ++/2, a, = 1 — /2 olmak lizere,

a12m—1 _ aZZm—l 1
b = —=

42

kobalans sayilarinim Binet formiilidiir [7].
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Teorem 2.2.6 Kobalans sayilar gifttir [6].

Ispat. Tiimevarimla ispatlayalim. b; = 0, b, = 2 cift sayidir. m < k icin iddianin dogru

oldugunu kabul edip m = k + 1 igin iddianin dogru oldugunu gosterelim.

b, ve by_,; sayilarmin ¢ift say1 oldugu kabul edildiginden b, = 2n ve b,_, = 2t olacak

sekilde n, t tam sayilar1 vardir.
Teorem 2.2.4 kullanilarak,
bx+1 = 6by — b1 +2
bysr =6(2n)—2t+2=2(6n—-t+1)
elde edilir. Boylece, m = k + 1 i¢in de iddianin dogru oldugu gosterilmis olur.
Teorem 2.2.7 b,, , m. Kobalans sayis1 olmak tizere,
(byy — 1)?2 =1+ bpy_1bmq (m=>2)
dir [6].

Balans ve kobalans sayilar1 arasindaki cebirsel iliskiyi gosteren, literatiirde bulunan birtakim

teoremler asagida verilmistir.
Teorem 2.2.8 m pozitif tam say1 olmak {izere,

b, =2(By+ B, + -+ Bp_1) (2.19)
dir [6].

Sonug 2.2.5 m pozitif tam say1 olmak iizere,
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Ispat. (2.19) esitliginden,
bps1 =2(By+ By + -+ +By,_1 + By)

elde edilir. Bu esitlikten (2.19) esitligi ¢ikarilirsa,
bpi1 — by = 2B,

bulunur.

Teorem 2.2.9 B,, , m. balans sayis1 ve b,, , m. kobalans sayisi olmak iizere,
B2 + b% =5b2 + (Byy_1 + 1)(Byy—y + 4b,, + 1) (m=1)

dir [15].

Teorem 2.2.10 B, , m. balans sayisi ve b,, , m. kobalans sayis1 olmak iizere,
B% — b2, = By, + 2B, by, + by, (m=>=1)

dir [15].

Teorem 2.2.11 m pozitif tam say1 olmak iizere,

1(B, . +5B, —11[B.._s + 5B + 1
(i)B’%”Zm:E[ml 7 Hml 7 ]

1[B + 5B, — 11[B + 5B, +1

2 2 2
dir [14].
Ispat. (i) (2.13) esitliginden,
(By—1 + 5B;)% — C4 = (Bjy—1 + 5B)? — (3B, — Bjp—1)?
= 16(By_1 By + B2)

dir. (2.7) esitliginden,
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o (afm—z . a%m—2> <a12m _ agm) . <a12m . a%m>2
- 42 42 42

elde edilir. Burada a;a, = —1, a;7? = a,? ve a,™? = a,? esitlikleri kullanilarak,

1
(Bj—1 + 5B,,)% — CA = > [af™ 2+ a2 — a2 — a2 + af™ — 2 + a;™]

bulunur. Burada a? = 3 + 2v2, a? = 3 — 2V/2 esitlikleri ve Teorem 2.2.5 kullanilirsa,

1
(Bio + 5Bn)? — G = S [ad™ (ar" + @) + af™ (a7 + ;) = 8]

1
=5 [2V2ai™ ™t = 2V2a3m 7" — 8]

= 8bym

olur. Dolayisiyla,

(Bj—1 + 5B,,)% — C2 = 8by,
ve buradan,

(Bm-1 + 5Bp)? = 8by,y, + C3
olup Tanim 2.1.2 kullanilarak,

(By—1 + 5B,;)?> = 8B% + 8by,,, + 1
bulunur. Buradan,
_ (Bm—1 +5Bp)* -1

B2 + by, = 3

_1[Bp_q + 5By, — 1] [Bm_l + 5B, + 1
2 2 2

elde edilir.
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(ii) (2.13) ve (2.6) esitliklerinden,
(Bm+1 + 5Bp)* = C = (Byns1 + 5Bm)?* — 3By, — Bpp—1)?
= (Bms1 + 5Bm)? — (Bja1 — 3Bn)?
= 16(Byps1 B + B2)

dir. (2.7) esitliginden,

o <afm+2 _ a22m+2> <a,12m _ a§m> .\ <a12m _ a§m>2
B NG M2 42

elde edilir. Burada ey, = =1, ;2 =34+ +/2 ve a,% = 3 — /2 esitlikleri kullanilarak,

1
(Brss +5Bp)? = Ch = 5 [ad™ (a7 + @) + af™ (" + ay) - 8]

bulunur. Burada a;* = =1+ V2, a;" = —1 — V2 esitlikleri ve Teorem 2.2.5 kullamlirsa,
1
(Bnt1 +5Bp)? — Ch = 5 [Zﬁaf"‘“ — Zﬁagmﬂ — 8]

= 8bym+1
olur. Dolayisiyla,
(Bms1 + 5Bn)? — Cf = 8bymys
ve buradan,
(Bm+1 + SBm)Z = 8byms1 + Cfy
olup Tanim 2.1.2 kullanilarak,
(Bt + 5B)% = 8B2 + 8bypiq + 1

bulunur. Buradan,
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Brzn I b2m+1 - ( = 8 )
1[Bps1 + 5By, — 1] [Bm+1 + 5B, +1

2 2 2

elde edilir.

Tamm 2.2.2 b,, , m. Kobalans sayis1 olmak iizere, bir tam kare olan 8b2 + 8b,, + 1

sayisinin karekokiine m. Lucas-kobalans sayisi denir ve c,,, ile gosterilir. Boylece,

Cm = +/8b%4 + 8b,, + 1
seklinde tanimlanir [7].

Ornek 2.2.2 b; =0, b, = 2 alinirsa,

c;=+/8b2+8b;+1=1ve c,=+/8b2+8b,+1=7
elde edilir.
Teorem 2.2.12 ¢, , m. Lucas-kobalans sayisi ve ¢; = 1, ¢, = 7 olmak Uzere,
Cmi1 = 6Cm — Cp—1 (m=2)
Lucas-kobalans sayilarinin rekiirans bagmtisidir [7].
Teorem 2.2.13 c,, , m. Lucas-kobalans sayisi ve a; = 1 ++v2, @, = 1 —v/2 olmak iizere,

6‘(12771—1 + a22m—1

Cm 2

Lucas-kobalans sayilarinin Binet formiilidiir [7].
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2.3. ALT BALANS SAYILARI
Tamm 2.3.1 D sabit bir pozitif tam say1, n ve r pozitif tam sayilar olmak Uzere,
1424+ +-D+D=+D+M+2)++1n+7) (2.20)

esitligini saglayan n sayisina D-alt balans sayisi, r sayisina ise n sayisinin D-alt dengeleyicisi
(balansir) denir [14].

D = 0 alindiginda (2.20) esitligi, balans sayilarmin elde edildigi (2.1) esitligine donisiir. Bu

nedenle, Tanim 2.3.1 de D pozitif tam say1 segilerek D = 0 durumu dahil edilmemistir [14].
(2.20) esitligi, (1.4) esitliginden yararlanilarak diizenlenirse,

Tyoy + Ty + D = Tpyr (2.21)
elde edilir. (1.4) esitliginden,

(n—1Dn
Thy1=—F5—

n+r)(n+r+1)
2 ve n+r = 2

dir. Bu esitlikler ve (1.4) esitligi, (2.21) esitliginde yerlerine yazilirsa,

(n—1n nn+1) _(n+r)(n+r+1)
2t tP= 2
_(m+r)(n+r+1)

B 2

n’+D

(2.22)

bulunur [14]. (2.22) esitliginden asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 2.3.1 n pozitif tam sayisinin D-alt balans sayis1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

n? + D sayisinin liggensel say1 olmasidir [14].

Sonug 2.3.2 (2.20) esitligi kullanilarak,

—-(2n+1)++v8n2+8D +1
r =
2

(2.23)

bulunur [14].
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(2.23) esitligi kullanilarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 2.3.3 n pozitif tam sayisiin D-alt balans sayisi 0lmasi i¢in gerek ve yeter kosul

8n? + 8D + 1 sayismm tam kare olmasidir [14].

Davala ve Panda [14] tarafindan, D = 7 alindiginda 8n? + 57 sayismnin higbir n pozitif tam
sayist i¢gin tam kare olmadig ifade edilmistir. Bu nedenle, D pozitif tam sayisinin her degeri
icin bir D-alt balans sayis1 elde edilemeyecegi gosterilmistir. Sonug olarak, alt balans sayilar1

icin D pozitif tam sayisinin se¢imi onemlidir.

Teorem 2.2.11 dikkate alinip D sayisi, kobalans sayisi olarak segilirse alt balans sayilarinin
elde edilmesi kesinlesmis olur. Boylelikle, m > 2 tam sayisi i¢in b,,-alt balans sayilar1 elde
edilir. Burada, m =1 i¢in b; =0 oldugundan ve bu durum Tanim 2.3.1 de dahil

edilmediginden m > 2 kosulu kabul edilmistir.

Davala ve Panda [14], kobalans sayilarmi tek ve ¢ift indisli terimler seklinde ayirarak
b,-alt balans sayilarmin bu ayrima gore elde edilecegini gostermislerdir. b,,-alt balans

sayilarinin bu sekilde elde edilmesi asagidaki teoremlerle verilebilir.

Teorem 2.3.1 m sabit pozitif tam say1 ve [ > 0 tam say1 olmak lzere, b,,,-alt balans sayilari,
X9; = (Bjy—1 + 5B,,)B; + B,,,C;
X2141 = (Bm—-1 *+ 5Bm)Biy1 — BnCiyq

dir [14].

Teorem 2.3.2 m sabit pozitif tam say1 ve [ > 0 tam say1 olmak lzere, b,,,,;-alt balans

sayilari,

X21 = (Bjpy1 + 5Bp)B; + By,

Xa141 = (Bmy1 + 5Bm)Biyy — BnCiyq
dir [14].

m > 2 tam sayist i¢in, b,,-alt balans sayilar1 arasindaki rekiirans bagntis1 asagidaki gibi

verilebilir.
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Teorem 2.3.3 x,, , b,,-alt balans sayist olmak iizere,

Xni+z = 6Xp = Xn_p (n=2)
b, -alt balans sayilarinin rekiirans bagintisidir [14].
Davala ve Panda [14], verilen herhangi bir x balans sayisi i¢in,

f(x) = (Bpy—1 + 5Bp)x + B, V8x2 + 1, g(x) = (Byy—1 + 5B,y)x — B, V/8x2 + 1
ve

a(x) = (Bps1 + 5Bp)x + By V8x2 + 1, B(x) = (Bys1 + 5Bp)x — B V/8x2 +1
fonksiyonlarmi tanimlamislar ve asagidaki teoremleri elde etmislerdir.

Teorem 2.3.4 Her bir x balans sayisi ve m pozitif tam sayist1 i¢in, yukarida tanimlanan f ve

g fonksiyonlarinin x de aldig1 deger birer b,,,-alt balans sayisidir [14].

Teorem 2.3.5 Her bir x balans sayis1 ve m pozitif tam sayis1 i¢in, yukarida tanimlanan a ve

B fonksiyonlarmmin x de aldigi deger birer b,,, ,-alt balans sayisidir [14].

Davala ve Panda [14], verilen herhangi bir b,,-alt balans sayis1 yardimiyla balans ve

Lucas-balans sayisi elde edilebilecegini asagidaki teoremler ile gostermislerdir.

Teorem 2.3.6 m pozitif tam say1 ve y = (By,—; + 5B;,) B, + B, C,, sayisi by, -alt balans

say1st olmak (zere,

_ (Bj—1 +5B)y — Byya/8y2 + 8y + 1
B 8by,, + 1

By,

_ (Bj1+5By)y/8y% + 8by, + 1 — 8yBy,
B 8by, + 1

Cn

dir [14].
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Teorem 2.3.7 m pozitif tam say1 ve y = (B,,_1 + 5B;;,) B, — By,C,,  sayisi b,,,-alt balans

sayis1 olmak Uzere,

5 =@m4+ﬁ%h+&mmﬁ+8hm+1

>
n 8byy +1 (n=0)
B,,_, + 5B 8y?% + 8b,,, + 1+ 8yB
Cn=(m1 m)\/y 2m Ybm (TlZO)
8byy + 1
dir [14].

Teorem 2.3.8 m pozitif tam say1 ve y = (Bjpq + 5Bp) By + By, €y, sayist by, 44 -alt balans

sayis1 olmak Uzere,

5 — Bms1 +5Bn)y = Bny8y? + 8bypsq + 1

>0
" 8b2m+1 + 1 (n N )
B 5B 8y2 + 8b 1-—8yB
an(m+1+ )y 8Y2 + 8bymyq + YD (n>0)
8bym+1 1
dir [14].

Teorem 2.3.9 m pozitif tam say1 ve y = (Bp41 + 5Bm) By, — B Cp sayisi by, 41 -alt balans

sayis1 olmak Uzere,

_ (Bj41 +5B)y + Bpa/8y2 +8byn g + 1

B =1
" Bbzmr1 + 1 (=1
¢ _ Bms1 +5Bn)y8y” + 8bymss + 1+ 8yBy, (ns 1)
" 8bzm1 + 1 -
dir [14].

Davala ve Panda [14], Tanim 2.3.1 de D = b; = 14 alip bs-alt balans sayilar1 igin asagidaki
tanimi vermislerdir ve Sonug 2.3.2 ile Sonug 2.3.3 te D pozitif tam sayis1 yerine 14 yazarak

asagidaki sonuglari elde etmislerdir.
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Tamim 2.3.2 n ve r pozitif tam sayilar olmak Uzere,
1+2+-+Mm-D+4=0+D+n+2)+(n+7) (2.24)

esitligini saglayan n sayisina bs-alt balans sayisi, r sayismma ise n  sayisinin

bs-alt dengeleyicisi (balansir) denir [14].
Sonug 2.3.4 n, bs-alt balans sayis1 olmak iizere, n sayisinin bs-alt dengeleyicisi

—(2n+1) +vV8n2 + 113
r =
2

(2.25)

dir [14].

Sonug 2.3.5 n pozitif tam sayisinin bs-alt balans sayisi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

8n? + 113 sayisinm tam kare olmasidir [14].

Ornek 2.3.1 1, 8 birer bs-alt balans sayisidir ve bu sayilarin ikisinin de bs-alt dengeleyicisi 4

sayisidir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez calismasinda, kaynaklar kisminda belirtilen kitap ve makalelerden faydalanilmistir.
Bulgular bolimindeki ispatlarda, Ray [7] in ¢alismasinda kullanilan tekniklerden
faydalanilmig, Davala ve Panda [14] nin ¢alismalarindaki teoremler 1s181inda bs-alt balans ve
bs-Lucas alt balans sayilar1 i¢in gegerli olan ve literatiirde olmayan 6zgln teoremler elde

edilmistir.
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4. BULGULAR

Bu bolimde, bs-alt balans sayilari ile ilgili elde edilen teorem ve sonuglara yer verilmistir.
Tek ve ¢ift indisli bs-alt balans sayilarinin, kendisinden oOnceki bsz-alt balans sayilari
kullanilarak elde edilebilecegi gosterilmistir. bs-alt balans sayilarini iireten fonksiyonlar elde
edilmistir. bs-alt balans sayilar1 kullanilarak bs-Lucas alt balans sayilari tanimlanmustir.
bs-alt balans sayilarma benzer sekilde, tek ve ¢ift indisli by-Lucas alt balans sayilarinin da
kendisinden 6nceki b;-Lucas alt balans sayilar1 kullanilarak elde edilebilecegi gosterilmistir.
Ayrica, bs-Lucas alt balans sayilar1 ile bs-alt balans sayilar1 arasinda birtakim cebirsel

bagintilar elde edilmistir.

Tezin bu kisminda, m. bs-alt balans sayisi, (Shs),, ile m. bs-Lucas alt balans sayisi ise

(CSbs),, ile gosterilmistir.

Teorem 2.3.2 den faydalanarak, bs-alt balans sayilariin ¢ift ve tek indisli terimleri,
(Sb3)ym = 11B,, + C,, (m=0)
(Sb3)am+1 = 11Bpmyq — Crmyq (m = 0)

seklinde ifade edilebilir.

Teorem 2.3.3 ten faydalanip, baslangi¢ degerleri verilerek bs-alt balans sayilarmin ¢ift ve tek

indisli terimleri sirastyla,
(8b3)o =1, (Sbs), = 14 olmak Uzere,

(Sh3)om = 6(Sh3)om—2 — (Sb3)2m_4 (m=>=2)
(Sbs3), = 8,(Sbh3); = 49 olmak (izere,

(Sh3)am+1 = 6(Sb3)am—1 — (Sb3)2m—3 (m=>2)

seklinde ifade edilebilir.
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4.1. b3-ALT BALANS SAYILARI

Bu alt bolumde, bs-alt balans sayilari ile ilgili elde edilen 6zgiin teoremlere ve sonuglara yer

verilmistir.
4.1.1. b3-Alt Balans Sayilarn ile Tlgili Cebirsel Ozdeslikler

Bu kisimda, bs-alt balans sayilari ile balans ve Lucas-balans sayilar1 arasindaki birtakim

cebirsel 6zdesliklere yer verilmistir.
Teorem 4.1.1.1 m = 0 tam say1 olmak lizere,
(Sb3)2m+1 = 8(Sh3)m — 63By,
dir.
Ispat. (2.13) esitliginden,
Cn+1 = 3Bm+1 — B
dir. Bu esitlik, (Sh3)pm+1 = 11Bp4q — Cpyq esitliginde yerine yazilirsa,
(Sh3)2m+1 = 11Bmyy — (3Bt — Bny)
=8B,,,, + B, (4.1)
elde edilir.
Benzer sekilde (2.14) esitliginden,
Cp, = Byyi — 3B,
dir. Bu esitlik, (Sh3),,, = 11B,, + C,,, esitliginde yerine yazilirsa,
(Sb3)ym = 11B,,, + (Byy1 — 3By, )
=8B, + B,,.1 (4.2)

elde edilir. (4.1) ve (4.2) esitliklerinden,
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8(Sb3)ym — (Sh3)ome1 = 64B,, + 8By1 —8Bpmy1 — B
= 63B,,
bulunur. Buradan,
(Sb3)ym+1 = 8(Sh3)ym — 63B,, 4.3)
elde edilir.

Not 4.1.1.1 bs-alt balans sayilarmnmn ¢ift ve tek indisli terimlerinin sadece balans sayilarina

bagli olarak yazilabilecegi (4.1) ve (4.2) esitlikleri ile goriilmektedir.
Teorem 4.1.1.2 m pozitif tam say1 olmak iizere,

(Sb3)am = 22Bm, — (Sh3)om-1
dir.
Ispat. (4.1) esitliginden,

(Sb3)ym—1 = 8By + By (4.4)
dir. (2.6) esitligi, (4.2) esitliginde yerine yazilirsa,

(Sb3)2m = 8By, + (6B, — Byp_1)

= 14B,, — Bj_1 (4.5)

elde edilir. (4.4) ve (4.5) esitlikleri toplanirsa,

(Sb3)2m + (Sb3)zm—1 = 22By,
bulunur. Buradan,

(Sb3)am = 22Bm — (Sh3)om-1

elde edilir.
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Sonu¢ 4.1.1.1 Herhangi bir ¢ift indisli bs-alt balans sayisinin kendisinden bir onceki
bs-alt balans sayisi ile toplami daima ¢ifttir. Benzer sekilde, herhangi bir tek indisli

bs-alt balans sayisinin kendisinden bir sonraki bs-alt balans sayisi ile toplami daima ¢ifttir.
Teorem 4.1.1.3 m pozitif tam say1 olmak iizere,
22(Sb3)2m+1 = 113(Sb3)2m — 63(Sh3)2m—1
dir.
Ispat. (4.3) esitligi ve Teorem 4.1.1.2 kullanilarak,
22(Sb3)ams1 + 63(Sh3)gm-1 = 176(Sh3)2m — 1386B,, + 1386B,, — 63(Sh3)m
= 113(5b3)2m
elde edilir. Boylece,
22(Sb3)2m+1 = 113(Sb3)2m — 63(Sh3)2m—1
esitligi gosterilmis olur.
Teorem 4.1.1.4 m pozitif tam say1 olmak Uzere,
4(Sb3)om = 7(Sb3)zm—1 — 11Bpm_q
dir.
Ispat. (4.4) ve (4.5) esitliginden,
7(Sb3) 3m—-1 = 56By, + 7By
4(Sb3)3m = 56B,, — 4B, _1
dir. Buradan,
4(Sb3)2m — 7(Sh3)am—1 = —11Bp_4

elde edilir.
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Boylece,
4‘(Sb3)2m = 7(Sb3)2m—1 —11B; 4
esitligi gosterilmis olur.
Teorem 4.1.1.5 m pozitif tam say1 olmak Uzere,
63(Sbs)2m = 113(Sh3)am-1 — 22(Sh3)2m—2
dir.
Ispat. (4.3) esitliginden,
8(Sb3)2m—2 = (Sb3)2m—1 + 63Bp,-1 (4.6)
dir. Teorem 4.1.1.4 ve (4.6) esitlikleri kullanilarak,
252(Sb3) ym + 88(Sh3)om—o = 441(Sh3)pm—1 — 693Bp—1 + 11(Sb3) 2m—1
+693B,,_1
= 452(Sb3) 2m-1 (4.7)
elde edilir. (4.7) esitliginin her tarafi 4 ile boltindrse,
63(Sb3)2m + 22(Sb3)ym—2 = 113(Sh3) -1
bulunur. Boylece,
63(Sb3)am = 113(Sb3)2m-1 — 22(Sh3)2m—2
esitligi gosterilmis olur.
Teorem 4.1.1.6 m > 0 tam say1 olmak Uzere,
11(Sb3)2m+1 = 25(5b3)ym + 63C,

dir.
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Ispat. (2.11) ve (2.14) esitlikleri, (Sh3)zmi1 = 11Bps1 — Cipyq esitliginde yerine yazilirsa,

= 33B,, + 11C,, — 3C,, — 8B,

= 25B,, + 8C,

elde edilir. (Sb3),,, = 11B,, + C,, esitligi ve (4.8) esitlikleri kullanilarak,

11(Sh3) g1 — 25(Shs)ym = 275B,, + 88C,, — 275B,, — 25Cp,

= 63Cp,
bulunur. Boylece,
11(Sh3)pme1 = 25(8Sb3) 4 + 63C,,
esitligi gosterilmis olur.
Teorem 4.1.1.7 m pozitif tam say1 olmak Uzere,
(Sb3)am = (Sb3)ym-1 + 22Cp,
dir.
Ispat. (Sb3)ym+1 = 11B,41 — Copyq esitliginden,
(Sb3)ym-1 = 11B,,, — Cpy,
dir. (Sb3)ym = 11B,, + C,, esitliginden (4.9) esitligi ¢ikarilirsa,
(Sb3)ym — (Sb3)ym-1 = 11B,, + C,,, — (11B,,, — C)
= 2Cp,
elde edilir. Boylece,
(Sb3)am = (Sb3)am-1 + 2Cr,

esitligi gosterilmis olur.

(4.8)

(4.9)
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Not 4.1.1.2 Teorem 4.1.1.1 ve Teorem 4.1.1.2 de bs-alt balans sayilarinin herhangi bir terimi
ile bu terimden bir Onceki terim arasindaki cebirsel baginti, balans sayilar1 kullanilarak
gosterilmistir. Teorem 4.1.1.6 ve Teorem 4.1.1.7 de ise bu cebirsel baginti, Lucas-balans

sayilar1 kullanilarak ifade edilmistir.

Teorem 4.1.1.8 (Shs),, , m. bs-alt balans sayis1 olmak lizere,
(Sb3)sm = (Sb3)m—2(Sh3)msz + 113 (m=2)

tar.

Ispat. Ispatitimevarimla yapalim. m = 2 i¢in iddianmn dogru oldugu
(Sh3)3 = (Sb3)o(Sh3), + 113 = 196

esitliginden goriiliir. m < k i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edip m = k + 1 i¢in iddianin

dogru oldugunu, yani (Sh3)%,,; = (Sh3);-1(Sh3) k43 + 113 oldugunu gdsterelim.
(Sb3)zs1 = (Sb3)k41(Shs) k41
olup Teorem 2.3.3 kullanilarak,
(Sb3)is1 = (6(Sh3)—1 — (Sh3)k—3)(Sh3)k+1
= 6(5b3)k—1(5b3)k+1 - (SbS)k—s(Sbs)k+1
elde edilir. iddianin m < k i¢in dogru oldugu kabul edildiginden,
(Sb3)i+1 = 6(Sb3)i-1(Sbs)i+1 — (Sb3)i_ + 113
bulunur. Teorem 2.3.3 ten,
= (8b3)i-1(6(Sbg)y41 — (Shg)y—1) + 113
= (Sh3)_1(Sb3)ss + 113

elde edilir. Boylece, m = k + 1 igin de iddianin dogru oldugu gosterilmis olur.
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Teorem 4.1.1.9 m pozitif tam say1 olmak Uzere,
(Sb3)maz (Sb3)mer — (Sb3) (Shbs)m_1 = 113Bp 41

dir.

Ispat. Ispat1tiimevarimla yapalim. m = 1 i¢in iddianin dogru oldugu
(5b3)3 (5b3)2 - (5b3)1(5b3)0 = 113B, = 678

esitliginden goriiliir. m < k i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edip m = k + 1 i¢in iddianin
dogru Oldugunu, yani (Sb3)k+3(5b3)k+2 - (Sb3)k+1(5b3)k = 113Bk+2 Oldugunu
gosterelim.

Teorem 2.3.3 kullanilarak,
(Sb3)1+3(Sh3) k2 = (Sb3)is1(Sh3) = (6(Sh3) k1 — (Shs)i—1)(Sh3)ks2
—(Sb3)k+1(Sh3)y
= 6(Sb3)i+2(Shs)k+1 — (Sh3)k+2(Sh3) k-1
—(Sb3)i+1(Shs)
= 6(5b3)k+2(5b3)k+1 - 6(5b3)k(5b3)k—1
+ (Sb3)i-1(Sb3)—2 — (Sb3)r+1(Shs)y
= 6((Sb3)y+2(Sb3)+1 — (Sb3)i(Shs)k-1)
—((Sb3)k+1(Sh3)i = (Sb3)—1(Sh3)k—2)
elde edilir. iddianm m < k icin dogru oldugu kabul edildiginden,
(Sb3)+3(Sb3) k2 — (Sb3)y41(Sh3) = 6(113By4q) — 113By
= 113By,,

bulunur. Boylece, m = k + 1 i¢in de iddianin dogru oldugu gosterilmis olur.
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4.1.2. b3-Alt Balans Sayilarimi Ureten Fonksiyonlar

Bu kisimda, bs-alt balans sayilarini yine bir bs-alt balans sayisina doniistiiren fonksiyonlara
yer verilmistir. (Sb3),ym = 11B,, + C, , (Sb3)ome1 = 11Bjpq — Cpyq  esitlikleri ve

Teorem 2.3.8 ile Teorem 2.3.9 kullanilarak, bs-alt balans sayilar1 ve balans sayilar1 igin,

_ 11(5b3)2m - \/8(Sb3)%m + 113
me 113

(m=0)

_ 11(Sbs)om—1 +v/8(Sbs)3 -y + 113
m = 113

(m=>=1)

tur. Bu esitlikler, asagida verilen teoremlerin ispatlarinda kullanilacaktir.

Teorem 4.1.2.1 x herhangi bir ¢ift indisli b;-alt balans sayis1 olmak (izere, x ten 6nce ve

sonra gelen b;-alt balans sayilari sirasiyla,

129x — 22v/8x2% + 113 211x + 63v8x2 + 113

g(x) = 113 ve gx)= E

fonksiyonlarmin x te aldigi degerlerdir.
Ispat. x herhangi bir ¢ift indisli b;-alt balans sayisi olsun. O halde x = (Shs),,, olacak

sekilde m pozitif tam sayis1 vardir.

11(Sb3)2m B \/8(5b3)%m +113

Teorem4.1.1.2 ve B, = 113 esitligi kullanilarak,
11(Sh3)2m — +/8(Sh3)%,, + 113
(Sbs)zm-1 = 22( B T — (Sb3)am

_ 242(Sb)ym — 113(Sbs)m — 224/8(Sb3)3,, + 113
- 113

_129(Sb3) g — 22¢/8(Sb3)3,, + 113
B 113

olur ve g((Sh3)2m) = (Sb3)4m—1 bulunur.
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Benzer sekilde, x herhangi bir ¢ift indisli bs-alt balans sayisi olsun. O halde x = (Sb3),p,

olacak sekilde m > 0 tam sayis1 vardir.

11(Sh3)m — +/8(Shs)32,, + 113
113

Teorem4.1.1.1 ve B, = esitligi kullanilarak,

113

(Sb3)2m+1=8(5b3)2m_63< (Sbs3)2m \/ (Sb3)om )

_ 904(Sh3)om — 693(Sh3) o + 63\/8(Sb3)§m + 113
h 113

_ 211(Sb3)m + 63y/8(Sh3)%,, + 113
B 113

olur ve G((Sh3)2m) = (Sb3),m+1 bulunur. Boylece, ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.2.2 x herhangi bir tek indisli bs-alt balans sayis1 olmak iizere, x ten 6nce ve

sonra gelen bs-alt balans sayilar1 sirasiyla,

211x — 63v8x2% 4+ 113 129x + 22v8x2 + 113

9(x) = 113 ve gl = 113

fonksiyonlarmin x te aldig1 degerlerdir.

Ispat. x herhangi bir tek indisli bs-alt balans sayis1 olsun. O halde x = (Sh3) ;41 Olacak

sekilde m > 0 tam sayis1 vardur.
(4.1) esitliginden,

B, = (Sb3)2m+1 — 8Bmi1

11(Sh3) pms1 +/8(Sh3)2,,., + 113
113

dir. Bpy1 = esitligi kullanilarak,

11(Sb + /8(Sh3)3 T 113
B = (Sh3)am+1 — 8( ($h3)2m+1 \/ (Sb3)3m+1 )

113
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_ 113(Sh3)2m+1 — 88(Shs)2me1 — 84/8(Shs)3,,,, + 113
B 113

_ 25(5b3) 31 — 8y8(Sh3)3,44 + 113
B 113

11(Sh3) pms1 +/8(Sh3)%,., + 113
113

elde edilir. Bu esitlik ve B, =

(4.2) esitligi duzenlenirse,

(Sb)o =8 (25(5193)2,,1+1 —8/8(Sh3)%,.., + 113)
3/2m —

113

11(Sh3)pms1 + /8(Sh3)%,,., + 113
+ 113

_200(Sb3) im+1 — 64+/8(Sh3)3m4, + 113
= 113

11(Sh3) 3ms1 +/8(Sh3)%,,.1 + 113
* 113

_ 211 (Sb3)2m+1 - 63\/8(5b3)%m+1 +113
N 113

olur ve g((Sh3)2m+1) = (Sb3),m, bulunur.

Teorem 4.1.1.2 den,

(Sb3)2m+2 = 22Bpmy1 — (Sb3)2m+1

11(Sh3) pme1 +/8(Sh3)%,,.1 + 113
113

dir. B4 = esitligi kullanilarak,

113

11(Shb + 1/ 8(Sh3)3 + 113
(SbIomry = 22( (Sbs)oms1 + VB(Sh3)Em s )—<5b3>2m+1

esitligi kullanilarak

_ 242(Sb3) g1 — 113(Sbs)gmsr + 224/8(Sh3)3 1 + 113
- 113
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129(Sb3) 21 + 224/8(Sh3)3myq + 113
B 113

olur ve G((Sh3)om+1) = (Sb3)am+. bulunur. Béylece, ispat tamamlanur.

Teorem 4.1.2.3 x herhangi bir bs-alt balans sayis1 olmak {izere,
(i) f(x) =3x++/8x2+113
(ii) g(x) = 17x + 64/8x% + 113

birer b;-alt balans sayisidir.
ispat. (i) 8(f(x)) +113 = 8(3x + VBxZ+ 113 )" + 113
= 8(17x% + 6xy/Bx2 + 113 + 113) + 113
= 136x2 + 48x/8x% + 113 + 1017
= (8x+3VBxZ+113)° (4.10)

bulunur. 8(f(x))2 + 113 sayis1 bir tam kare say1 oldugundan Sonug 2.3.5 geregince f(x) bir

bs-alt balans sayisidir. Boylece, ispat tamamlanir.

(ii) g(x) =17x + 6V8x2 + 113
=3 (3x +/8x2 + 113) + 8x + 3./8x% + 113

dir. (4.10) esitligi kullanilarak,

g(x) =3 (3x +/8x2 + 113) + J8(f(x))2 +113

elde edilir. (i) sikkindan,

= 3f(x) +J 8(f(x)" +113
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= f(f(x)

bulunur. Boylece, f(x) bir bs-alt balans sayis1 ve bs-alt balans sayilarmm f fonksiyonu

altindaki goriintiisii de bir bs-alt balans sayisi oldugundan g(x) = 17x + 6vV8x2 + 113

sayis1 bir b;-alt balans sayis1 olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.2.4 (Sbs),, , m. bs-alt balans sayis1 ve f(x) = 3x 4+ vV8x2 + 113 olmak Uizere,
f((Sb3)m) = (Sb3)m+z (m=0)

dir.

Ispat. x bir bs-alt balans sayis1 olsun. O halde, x = (Shs),, olacak sekilde m > 0 tam sayis1

vardir.
Teorem 2.3.3 ten,
(Sb3)imsz = 6(Shs)ym — (Shs)m—z
= 3(Sb3)m + (3(Sh3)y — (Sh3)im—2 ) (4.11)
elde edilir. (4.11) esitliginde parantez i¢indeki ifadenin karesi alinirsa,
(3(Sh3)im — (Sb3)m—2)? = 9(Sb3)3 — 6(Sh3) (Sh3)im—z + (Sh3)im_,
olur. Teorem 2.3.3 kullanilarak,

(3(Sb3)m — (Sb3)im—2)? = 9(Sh3)7, + (Sh3)7_z — ((Sh3)imsz + (Sh3)m—2)(Shg)m—
= 9(Sb3)5 + (Sb3)f—2 — (Sb3)m12(Sh3)m—z — (Sh3)Fr—
= 9(Sh3)i — (Sb3)m42(Sh3)m—

bulunur. Teorem 4.1.1.8 kullanilarak,
(3(Sh3)m — (Sb3)m_2)? = 9(Sh3)2, — (Sh3)?, + 113

= 8(Shs)?, + 113
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elde edilir. Boylece,

3(Shs)m — (Sh3)m-z = y/8(Sh3)%, + 113 (4.12)

elde edilir. (4.12) esitligi, (4.11) esitliginde yerine yazilirsa,

(Sh3)imsz = 3(Shs)y ++/8(Sh3)Z, + 113 (4.13)
olur ve f((Sb3);) = (Sb3)m4, bulunur.
Teorem 4.1.2.5 (Sbs),, , m. bs-alt balans sayis1 ve f(x) = 3x — v8x2 + 113 olmak Uizere,
F((Sb3)m) = (Sh3)m— (m=2)
dir.

Ispat. x bir by-alt balans sayisi olsun. O halde, x = (Shs),, olacak sekilde m > 2 tam sayis1

vardrr.

(4.12) esitliginden,

(Sb3)m—z = 3(Sh3)ym —+/8(Sh3)2, + 113 (4.14)
tur. Buradan,

f((Sb3)m) = (Sh3)m—o

bulunur. Boylece, ispat tamamlanur.
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4.2. b3-LUCAS ALT BALANS SAYILARI

Bu alt bolimde, b;-Lucas alt balans sayilari ile ilgili elde edilen tanim ve teoremlere yer

verilmistir.
4.2.1. bs-Lucas Alt Balans Sayilan ile Tlgili Cebirsel Ozdeslikler

Bu kisimda, bs-Lucas alt balans sayilarmin tanimi verilip bu sayilar ile balans ve

Lucas-balans sayilar1 arasindaki birtakim cebirsel 6zdesliklere yer verilmistir.

Tamm 4.2.1.1 (Sbs),, , m. bs-alt balans sayis1 olmak iizere, bir tam kare olan
8(Sh3)2, + 113 sayisinin karekokiine m. bs-Lucas alt balans sayis1 denir ve (CSb;),, ile
gosterilir. Boylece,

(CSbs)y = /8(Sh3)Z, + 113
seklinde tanimlanir.

Ornek 4.2.1.1 (Sh3), =1, (Sh3); = 8 almnirsa,

(CSby)o = /8(Sh3)% + 113 = 11 ve (CSh3); = /8(Sh3)? + 113 = 25

elde edilir.

Sonug 4.2.1.1 (4.13) ve (4.14) esitliklerinde, /8(Sb3)3, + 113 yerine (CShs),, yazilirsa,

(CSb3)m = (Sh3)m42 — 3(Sh3)p (m=0)
(CSb3)m = 3(Sb3)m — (Sh3)m— (m = 2)
elde edilir.

Herhangi bir c¢ift indisli b;-Lucas alt balans sayis1 ile bu sayidan 6nce gelen ¢ift indisli
bs-Lucas alt balans sayilar1 arasinda cebirsel bir iliski vardir. Benzer sekilde, herhangi bir tek
indisli b;-Lucas alt balans sayisi ile bu sayidan 6nce gelen tek indisli bs;-Lucas alt balans
sayilar1 arasinda cebirsel bir iligki vardir. Bu cebirsel iligkilere dair 6zdeslikler asagidaki iki

teoremle ifade edilebilir.
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Teorem 4.2.1.1 (CSh;),, , m. bs-Lucas alt balans sayis1 ve (CSh3), = 11 ,(CSh3), = 41

olmak uzere,

(CSbh3)ym = 6(CSh3)ym_s — (CSh3)om_4 (m=2)
dir.
Ispat. Tanim 4.2.1.1 den,

(CSb3)%,, = 8 (Sh3)3,, + 113

tir. (4.13) esitliginden,

2
(CSby)m = 8(3(Sb3)am—z +/B(Sh3)3,, + 113 ) +113

= 136(Sb3)%m—2 + 48(Sh3)m-21/8(Sh3)3m_5 + 113 + 1017

= (3/8(Sb3)%,,_, + 113 + 8(5193)2,,1_2)2
= (3(CSb3)zm—z + 8(Sb3)2m—2)2
dir. Buradan,
(CSbs)zm = 3(CSb3)zm—z + 8(Sh3)zm—2 (4.15)
bulunur. Benzer sekilde Tanim 4.2.1.1 den,
(CSb3)%,—4 = 8 (Sh3)3,,_4 + 113

tir. (4.14) esitliginden,

2
(CSby)3m—s = 8 (3(Sh)zm-—z — V/8(Sb3)m—, + 113 ) + 113

= 136(Sh3)2,,_, — 48(5b3)2m_2J8(5b3)§m_2 +113 4+ 1017

2
= (3y/8(5b5)3m_, + 113 — 8(Sh3)zm-2 )
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= (3(CSb3) 2m—2 — 8(Sb3)om_2)?
dir. Buradan,
(CSb3)ym_4 = 3(CSb3)2m—_2 —8(Sh3) 3m_»
bulunur. (4.15) ve (4.16) esitlikleri toplanirsa,
(CSb3)ym = 6(CSh3)ym_s — (CSh3)om_4

elde edilir.

(4.16)

Teorem 4.2.1.2 (CSh3),, , m. by-Lucas alt balans sayis1 ve (CSh;); = 25, (CSb3); = 139

olmak Uzere,

(CSb3)ym+1 = 6(CSb3)2m—1 — (CSh3)2m—3 (m=2)
dir.
Ispat. Tanim 4.2.1.1 den,

(CSb3)sme1 = 8 (Sh3)3msr + 113

tir. (4.13) esitliginden,

2
(CSby)3msr = 8 (3(Sh)zm-1 + V/B(Sb3)m—y + 113 ) +113

= 136(Sh3)2,_1 + 48(Sh3) m_1+/8(Sh3)2,_, + 113 + 1017

2
= (3y/8(Sb3)3,—1 + 113 + 8(Sh3)sm_1 )

= (3(CSb3)ym-1 + 8(Sh3)2m-1)?
dir. Buradan,
(CSb3)ym+1 = 3(CSb3)am—1 + 8(Sh3)om-1

bulunur. Benzer sekilde Tanim 4.2.1.1 den,

(4.17)
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(CSb3)3m-3 = 8 (Sh3)3m-3 + 113

tir. (4.14) esitliginden,

2
(CSb3)am-3 = 8 (3(Sb)zm-1 — V/B(Sb3)y_y + 113 ) +113

= 136(Sh3)3,_1 — 48(Sh3)2m_14/8(Sh3)2,,_, + 113 + 1017

= (3/8(Sb3)%,,_; + 113 - 8(5193)2,,1_1)2
= (3(CSb3)am-1 — 8(Sb3)2m—1)2
dir. Buradan,
(CSb3)ym—3 = 3(CSb3)2m—_1 —8(Sh3)3m_1 (4.18)
bulunur. (4.17) ve (4.18) esitlikleri toplanirsa
(CSbs)zms1 = 6(CSb3)am—1 — (CSh3)2m—3
elde edilir.
Teorem 4.2.1.3 (CSbs),, , m. by-Lucas alt balans sayis1 olmak lizere,
(i) (CSb3)ym = 11C,, + 8B, (m=0) (4.19)
(ii) (CSh3)omsr = 11Cpy1 — 8Brsn (m>=0) (4.20)
dir.
Ispat. (i) Ispatitiimevarimla yapalim. m = 0 i¢in iddianin dogru oldugu
(CSb3)y = 11Cy + 8B, = 11

esitliginden goriiliir. m < k igin iddianin dogru oldugunu kabul edip m = k + 1 i¢in iddianin

dogru oldugunu, yani (CSbh3),x4+2 = 11C,4q + 8By, oldugunu gosterelim.
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Teorem 4.2.1.1 den,
(CSh3)ok42 = 6 (CShs3)ax — (CSb3)ax—»
dir. iddianin m < k i¢in dogru oldugu kabul edildiginden,
(CSb3) k42 = 6(11C, + 8By) — (11Cy_q + 8By_1)
= 11(6Cy — Cx—1) + 8(6Bx — By_1)
elde edilir. (2.6) ve (2.10) esitliklerinden,
(CSb3)ak+2 = 11Ck4q + 8Byyq
bulunur. Boylece, m = k + 1 i¢in de iddianin dogru oldugu gosterilmis olur.
(ii) Ispat1tiimevarmla yapalim. m = 0 i¢in iddianin dogru oldugu
(CShy), = 11C, — 8B, = 25

esitliginden goriiliir. m < k igin iddianin dogru oldugunu kabul edip m = k + 1 i¢in iddianin

dogru oldugunu, yani (CSh3),x4+3 = 11Ch45 — 8By, oldugunu gosterelim.
Teorem 4.2.1.2 den,

(CSbs)zk43 = 6 (CSh3) a1 — (CSh3) a1
dir. iddianin m < k igin dogru oldugu kabul edildiginden,

(CSh3)ok43 = 6(11Cy4q — 8Byyq) — (11C, — 8By)

= 11(6Cy41 — Cx) — 8(6By41 — By)

olur. (2.6) ve (2.10) esitlikleri kullanilirsa,

(CSb3) k43 = 11Cy42 — 8By

bulunur. Boylece, m = k + 1 i¢in de iddianin dogru oldugu gosterilmis olur.



48

Teorem 4.2.1.4 (CSbs),, , m. bs-Lucas alt balans sayis1 olmak tizere,
(i) (CSb3)ym = 8Cp + Cppyq (m=0) (4.21)
(ii) (CSb3)yms1 = Copp + 8Cpnyq (m=0) (4.22)
dir.
Ispat. (i) (2.11) esitliginden,
8By = Cpyqr — 3Cp
dir. Bu esitlik, (4.19) esitliginde kullanilirsa,
(CSb3)ym = 11C,, + (Crper — 3Cy)
= 8C,, + Cryt
elde edilir. Boylece, ispat tamamlanir.
(i) (2.12) esitliginden,
8Bm+1 = 3Cnt1 — Gy
dir. Bu esitlik, (4.20) esitliginde yerine yazilirsa,
(CSb3)ams1 = 11041 — (3Ciny1 — Cin)
= Cp + 8Cy1
elde edilir. Boylece, ispat tamamlanir.

Not 4.2.1.1 bs-Lucas alt balans sayilarinin tek ve cift indisli terimleri, (4.19) ve (4.20)
esitliklerinde balans ve Lucas-balans sayilarina bagh olarak gosterilmistir. (4.21) ve (4.22)

esitliklerinde ise bu terimler sadece Lucas-balans sayilaria bagli olarak ifade edilmistir.
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Teorem 4.2.1.5 m > 0 tam say1 olmak Uzere,
(CSb3)2m+1 = 8(CSb3)2m - 63Cm
dir.

Ispat. (4.21) ve (4.22) esitliklerinden,

8(CSb3)2m - (CSb3)2m+1 = 64Cp +8Cni1 — G — 8Cip4a

= 63Cp,
bulunur. Buradan,
(C5b3)2m+1 = 8(CSb3)2m —63Cp,
elde edilir.
Teorem 4.2.1.6 m pozitif tam say1 olmak tizere,
(CSh3)om = 22Cy, — (CSbs)am—1
dir.
Ispat. (4.22) esitliginden,
(CSh3)ym-1=8Cp + Cpp_yq
dir. (2.10) esitligi, (4.21) esitliginde yerine yazilirsa,
(CSb3)ym = 8Cp, + (6Cp, — Crp—v)
= 14C,, — Cpp_q
elde edilir. (4.24) ve (4.25) esitlikleri toplanirsa,
(CSb3)om + (CSb3)am-1 = 22C,
bulunur. Buradan,

(CSb3)2m = 22Cp — (CSb3)2m—1

(4.23)

(4.24)

(4.25)
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elde edilir.

Sonug 4.2.1.2 Herhangi bir ¢ift indisli b;-Lucas alt balans sayisinin kendisinden bir dnceki
bs-Lucas alt balans sayisi ile toplami daima ¢ifttir. Benzer sekilde, herhangi bir tek indisli
bs-Lucas alt balans sayisinin kendisinden bir sonraki bs;-Lucas alt balans sayisi ile toplami

daima gifttir.
Teorem 4.2.1.7 m pozitif tam say1 olmak Uzere,
22(CSb3)ym+1 = 113(CSb3) 2 — 63(CSh3) 2m—-1
dir.
Ispat. Teorem 4.2.1.6 ve (4.23) esitlikleri kullanilarak,
22(CSb3)ymer + 63(CSb3) -1 = 176(CSh3),,, — 1386C,,
+1386C,, — 63(CSb3)om
= 113(CSb3)m
elde edilir. Boylece,
22(CSb3)yms1 = 113(CSb3)2m — 63(CSh3)om_1
esitligi gosterilmis olur.
Teorem 4.2.1.8 m pozitif tam say1 olmak Uzere,
4(CSb3)ym = 7(CSb3) 1 — 11Cp_y
dir.
Ispat. (4.24) ve (4.25) esitliklerinden,
7(CSb3)om-1 = 56Cy, + 7Cp_q
4(CSb3)ym = 56C, — 4Cpy_q

dir. Buradan,
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4(CSb3)om — 7(CSb3)gm—_1 = 56Cp, —4Cpq —56C, — 7Cp_y
=—11Cp_4
elde edilir. Boylece,
4(CSb3)om = 7(CSb3)ym_1 — 11Cpy_4 (4.26)
esitligi gosterilmis olur.
Teorem 4.2.1.9 m pozitif tam say1 olmak Uzere,
63(CSh3)am = 113(CSh3)om_1 — 22(CSh3)om_»
dir.
Ispat. (4.23) esitliginden,
8(CSh3)ym—o = (CSb3)ym_1 + 63Cpp_4 (4.27)
dir.(4.26) ve (4.27) esitlikleri kullanilarak,
252(CSb3)om + 88(CShs)ym_r = 441(CSh3) 31 — 693Cp_1 + 11(CSh3) 3;m_1
+693C, -1
= 452(CSb3)3m-1 (4.28)
elde edilir. (4.28) esitliginin her tarafi 4 ile bolunirse,
63(CSb3)om + 22(CSh3)om_n = 113(CSb3)2m_1
bulunur. Boylece,
63(CSb3)om = 113(CSh3)om—_1 — 22(CSb3) 2m_»

esitligi gosterilmis olur.



52

4.2.2. bs-Lucas Alt Balans Sayilarinin b3-Alt Balans Sayilan ile Tliskisi

Bu kisimda, b;-Lucas alt balans sayilar1 ile bs-alt balans sayilar1 arasindaki bazi 6zdesliklere

yer verilmistir.
Teorem 4.2.2.1 m pozitif tam say1 olmak Uzere,
(CSb3)m(Sh3)m_1 + (CSh3) ;1 (Sh3)y, = 113B,,
dir.
Ispat. Sonug 4.2.1.1 den,
(CSb3)m_1 = (Sb3)ms1 — 3(Sh3)m_1 (4.29)
(CSb3)m = 3(Sh3)m — (Sh3) > (4.30)
dir. (4.29) ve (4.30) esitlikleri kullanilarak,
(CSb3)m(Sb3)m—1 + (CSb3)im_1(Shs3)m = (3(Sb3)m — (Sh3)m—2)(Sh3)m—4
+((Sb3)me1 — 3(Sh3)m—1)(Sh3)pm
= 3(5b3)m(5b3)m—1 - (SbS)m—l(Sb3)m—2
+(Sb3)m+1(Sb3)m — 3(Sh3) i (Sh3)im-1
= (Sb3)m+1(Sb3)m — (Sb3)m-1(Sb3)m-—2
elde edilir. Teorem 4.1.1.9 dan,
(CSb3) (Shbs)m_1 + (CSb3)1_1(Sh3)y = 113B,,
bulunur. Boylece, ispat tamamlanir.
Teorem 4.2.2.2 m > 0 tam say1 olmak Uzere,

(CSb3)2m(Sb3)2m+1 - (CSb3)2m+1(Sb3)2m =63

tar.
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Ispat. Ispati timevarmmla yapalim. m = 0 igin iddianin dogru oldugu
(CSb3)o(Shs), — (CSb3)1(Sh3)o = 63

esitliginden goriiliir. m = k i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edip m = k + 1 i¢in iddianin
dogru oldugunu, yani (CSb3)axs2(Sh3)ai+s — (CSb3)2k43(Shs)aksz = 63 oldugunu

gosterelim.
(4.2), (4.2), (4.21) ve (4.22) esitlikleri kullanilarak,
(CSb3)ak42(Sh3)2k43 — (CSh3)2k43(Sh3)oksz = (BCkiq + Cry2) (BByyz + Biyy)
—(8C42 + Cry1)(8Byy1 + Byyz)
= 63By42Ck+1 — 63Ck42Br+1
= 63(Br+2Ck+1 — Crr2Br+1)
elde edilir. Teorem 2.1.11 den,
By = By42Ck+1 — Ckt2Bi+1
ve B; =1 oldugundan,
(CSb3)ak42(Sh3)2k43 — (CSh3) 2k 43(Sh3) k42 = 63
bulunur. Boylece, ispat tamamlanir.
Teorem 4.2.2.3 m > 0 tam say1 olmak Uzere,
(CSb3)2m+1(Sb3)amez — (CSb3)am42(Sh3)ameq = 22
dir.
Ispat. Ispati timevarmmla yapalim. m = 0 igin iddianin dogru oldugu

(C5b3)1(5b3)2 - (CSb3)2(Sb3)1 =22
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esitliginden goriiliir. m = k i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edip m = k + 1 i¢in iddianin
dogru  oldugunu,  yani (CSb3)i+3(Sh3)zk+a — (CSbs)ak4a(Sh3)aiss =22 oldugunu

gosterelim.
(4.1), (4.2), (4.21) ve (4.22) esitlikleri kullanilarak,
(CSbs)2k43(Sb3)akra — (CSD3)244(Sh3)akss = (8Cryz + Ciy1)(8Byi2 + Biys)
—(8Cy42 + Cr43)(8Byyz + Biy1)
= 8(Bi43Ck+2 — Crs3Br+2)
+8(By+2Ck+1 — Cr42Bi+1)
+(Br+3Ck+1 — Cry3Brs1)
elde edilir. Teorem 2.1.11 den,
(CSb3)2k+3(Sh3)2k+a — (CSb3)ak+4(Shs)ak3 = 8.By + 8.B; + B,
=22

bulunur. Boylece, ispat tamamlanur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez galigmasinda, balans sayilarinin elde edildigi esitlige benzer bir esitlik ile bulunan
alt balans sayilar1 incelenmistir. Alt balans sayilarinin elde edildigi esitlikte bulunan D pozitif
tam sayismin se¢imine bagli olarak her D pozitif tam sayist i¢in bir alt balans sayisi

bulunamayacagi belirtilerek D pozitif tam sayisinin se¢iminin 6nemli oldugu ifade edilmistir.

D pozitif tam sayis1 kobalans sayis1 olarak secildiginde elde edilen alt balans sayilart ile ilgili
genel bilgiler verilip 6zel olarak, b,, , m. kobalans sayis1 olmak iizere, D = b; = 14 almarak

elde edilen bs-alt balans sayilar1 incelenmistir.

Elde edilen sonuglar iki kisim halinde ele almabilir. Oncelikle, b;-alt balans sayilari ile ilgili
bazi cebirsel Ozdeslikler elde edilmistir ve bu sayilar1 {ireten birtakim fonksiyonlar
bulunmustur. Sonrasinda, bs-alt balans sayilar1 kullanilarak elde edilen bs-Lucas alt balans
sayilar1 tanimlanmistir. bs-Lucas alt balans sayilar1 ile ilgili cebirsel 6zdeslikler elde
edilmistir. Ayrica bs;-Lucas alt balans sayilarinin bs-alt balans sayilari ile olan iliskiSi

incelenmistir.

Daha sonraki ¢alismalarda, alt balans sayilarinin elde edildigi esitlikte bulunan D pozitif tam
sayisinin diger tam say1 dizilerinin terimleri seklinde segilip secilemeyecegi arastirilabilir.
Ote yandan, m tam sayisinm farkli degerleri igin, b,,-alt balans sayilarinin &zellikleri

incelenebilir. Bu alt balans sayilar1 yardimiyla yeni tam say1 dizileri tanimlanabilir.
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