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ÖZET 

 

 
Anahtar kelimeler: Cebirsel say�lar, Cebirsel say� cisimleri, Dedekind bölgeleri, 

Cebirsel tamsay�lar halkas�, Kesir idealleri, Temel birim, S�n�f say�s�, Bachet 

denklemi 

 

Bu çal�!ma be! bölümden olu!maktad�r. B"r"nc" bölümde halka, "deal, taml�k 
bölgeler" ve Noether"an bölgeler" "le "lg"l" baz� tan�m ve teoremler ver"lm"!t"r.  
 

#k"nc" bölümde ceb"rsel say�lar, ceb"rsel say� c"s"mler" ve ceb"rsel c"s"m gen"!lemeler" 
"ncelenm"!t"r.  
 

Üçüncü bölümde Dedek"nd bölgeles", kes"r "deal", temel b"r"m ve s�n�f say�s� 
tan�mlar� yap�lm�!t�r. Dedek"nd bölgeler"nde "dealler "ç"n en büyük ortak bölen ve en 
küçük ortak kat tan�mlar� ver"lm"!t"r. Daha sonra en büyük ortan bölen ve en küçük 
ortak kat "le "lg"l" teoremler "spatlanm�!t�r. 
 

Dördüncü bölümde Bachet denklemler"n"n çözümünün olup olmad�$�, varsa bu 
çözümler"n neler oldu$u ara!t�r�lm�!t�r. 
 

Be!inci bölüm, sonuç ve önerilerden olu!maktad�r. 
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SOLUTION OF BACHET DIOPHANTINE EQUATION WITH 

ALGEBRAIC NUMBERS THEORY  

 

 

SUMMARY 

 

 

Keywords: Algebraic numbers, Algebraic number fields, Dedekind domains, Ring of 

algebraic integers, Fractional ideals, Fundamental unit, Class number, Bachet 

equation 

 

This study consists of five parts. In the first part, some definitions and theorems 

related to rings, ideals, integral domains and Noetherian domains are given. 

 

In the second part, algebraic numbers, algebraic number fields and algebraic field 

extensions are examined. 

 

In the third part, definitions of Dedekind domain, fractional ideal, fundamental unit 

and class number are given. The greatest common divisor and the least common 

multiple of two ideals are given. Later, some theorems concerning the greatest 

common divisor and the least common multiple are proved. 

 

In the fourth part, the solutions of the Bachet equations are examined. And if they 

have solutions, these solutions are given.  

 

The fifth part consists of conclusions and recomendations. 
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BÖLÜM 1. G!R!� 

 

Tan#m 1.1. Bo�tan farkl� b�r D  kümes�nde +  ve ×  �k� tane �k�l� ��lem olsun. D

kümes� a�a!�dak� �artlar� sa!l�yorsa D �ye b�r halka den�r ve bu ( ), ,D + ×  �le göster�l�r. 

a. ( ),D +  b�r de���mel� gruptur. 

b. Her , ,a b c DÎ  �ç�n ( ) ( )a b c a b c× × = × ×  d�r. 

c. Her , ,a b c DÎ  �ç�n ( )a b c a b a c× + = × + ×  ve ( )a b c a c b c+ × = × + ×  d�r. 

Bundan sonra a b×  yer�ne ab  yaz!lacakt!r. 

 

Tan�m 1.2. ( ), ,D + ×   b�r halka olsun. 

a. Her a DÎ  �ç�n 1 1a a a= =  olacak b�ç�mde 1 DÎ  eleman! varsa 1  

eleman!na D �n�n b�r�m eleman! den�r ve bu durumda D �ye b�r�m 

elemanl! halka den�r. 

b. Her ,a b DÎ  �ç�n ab ba=  �se D �ye de���mel� halka den�r. 

c. ,a b DÎ olmak üzere 0ab =  �ken 0a =  veya 0b =  oluyorsa D �ye s!f!r 

bölens�z halka den�r. 

 

Tan�m 1.3. B�r D  halkas!n!n bo�tan farkl! b�r alt kümes� S  olsun. S  kümes� D  

dek� +  ve ×  �k�l� ��lemler�ne göre b�r halka �se, S �ye D �n�n b�r alt halkas! den�r.  

 

Tan�m 1.4. D  b�r halka ve ,a b DÎ  olsun. b ac=  olacak b�ç�mde b�r c DÎ  

eleman! varsa a  böler b  den�r ve |a b  olarak yaz!l!r. 
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Örnek 1.1. 1+ -1+ - �de ( )( )2 1 1 1 1= + - - -  oldu!undan 1 1 | 2+ -  olur. 

 

Örnek 1.2. [ ]x[ ]x �de ( )( )4 2 2 21 1 1x x x x x x+ + = + + - +  oldu!undan 

2 4 21| 1x x x x+ + + +  olur. 

 

Örnek 1.3. 2+ 2+ �de 
3 3

3 2 2
22 2

= - Ï +
+

2  oldu!undan 2 2 3+ 3  d�r. 

 

Tan�m 1.5. D  b�r�m elemanl� b�r halka ve a DÎ  s!f!rdan farkl! b�r eleman olsun. 

1ab =  olacak b�ç�mde b�r b DÎ  eleman! varsa, yan� |1a  �se, a �ya b�r b�r�m veya 

b�r�msel eleman den�r. Ayr!ca buradak� b �ye a �n!n ters� den�r ve 1b a -=  �le 

göster�l�r. D �n�n b�r�mler�n�n kümes� ( )U D  �le göster�l�r. 

 

Örnek 1.4.  tamsay!lar halkas! olmak üzere ( ) { }1, 1U = + -) { 1,= +{ 1, �d�r. 

 

Örnek 1.5. F  b�r c�s�m olmak üzere [ ]( ) { }\ 0U F x F= �d�r. 

 

Tan�m 1.6. D  b�r halka ve ,a b DÎ  olsun. |a b  ve |b a  �se a  �le b  �lg�l�d�r veya 

ba�da�!kt!r den�r ve bu durum a bb  olarak yaz!l!r. 

 

Tan�m 1.7. D  b�r�m elemanl�, de#��mel� ve s�f�r bölens�z b�r halka olsun. Bu 

takd�rde D �ye b�r taml�k bölges� den�r. B�r D  taml�k bölges�nde, her , 0a D aÎ ¹  

�ç�n 1ab =  olacak b�ç�mde b DÎ  mevcut �se, yan� D �n�n s�f�rdan farkl� her 

eleman�n�n ters� var �se, D �ye b�r c�s�m den�r. 
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Örnek 1.6. m  tam kare olmayan poz�t�f veya negat�f b�r tamsay� olmak üzere 

{ },m a b m a b+ = + Î{ },a b m a bm { ,a b m a bmm {+ = + Îa b m a ba bmm { ,  b�r taml�k bölges�d�r. m  say�s� 2x m-  

�nd�rgenemez kuadrat�k pol�nomunun b�r köküdür. 

 

Örnek 1.7. m  tam kare olmayan poz�t�f veya negat�f b�r tamsay� ve 

( )1 mod 4m º   olmak üzere 
1 1

,
2 2

m m
a b a b

ì üæ ö æ ö+ +ï ï
+ = + Îç ÷ ç ÷í ýç ÷ ç ÷

è ø è øï ïî þ

æ ö1 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 1ï ïï ïì üì üì üæ ö1 11 1m mm mm mm mm mì üì üì üì ü1 11 11 11 1m mm mm mm mm m1 11 1m mm m1 11 11 1ì üì ü1 11 11 11 11 1m mm m1 11 11 11 11 1
+ =ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷

1 1m mm mæ öæ ö1 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 1æ öæ öm mm mm mm mm mm m1 11 11 11 11 1
+ =+ =+ =+ = í ýí ý,a b,

ï ïï ïï ï
a b+ Îa b,

ï ï
a b

m mm m1 11 11 11 1ï ïï ïm mm mm m
a ba b

m mm mm mm mm mm mæ öæ öm mm mm mm mm mm mm mm m1 11 11 1m mm mm mm m1 11 11 1m mm m1 11 11 11 11 11 11 1m mm m1 11 11 11 11 1
a ba ba b

ï ïï ï
a ba ba bç ÷+ =+ =ç ÷ç ÷

2 22 22 22 2
+ =+ =+ =+ =+ = ç ÷ç ÷

2 22 22 22 2
a ba ba ba ba ba ba ba b

è ø
ç ÷ç ÷2 22 22 22 2
ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷

2 22 22 22 22 22 22 22 22 2
ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷

2 22 22 22 22 22 22 22 2ï ïï ï
í ýí ýí ýç ÷ç ÷2 22 22 22 22 2
í ýí ýí ýí ý

2 22 22 22 22 22 22 2
ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷

2 22 22 22 22 22 22 22 22 22 2ï ïï ïï ï
ç ÷ç ÷2 22 22 22 22 22 22 2

 b�r taml�k 

bölges�d�r. ( )0,2,3 mod 4m º  �se  

1 1 1 1 1
1

2 2 2 2 4

m m m m mæ öæ ö æ ö æ öæ ö+ + + - -
- = = Ïç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷è ø è ø è øè øè ø

 

olaca#�ndan 
1

2

mæ ö+
+ ç ÷ç ÷

è ø

æ 1 m
+ ç

1 mmææ 1+
çç

2çç 2
çççç

2
 b�r taml�k bölges� de#�ld�r. 

1

2

m+
 say�s� 

2 1
0

4

m
x x

-
- + =  �nd�rgenemez kuadrat�k pol�nomunun b�r köküdür. Bu yüzden 

1

2

mæ ö+
+ ç ÷ç ÷

è ø

æ 1 m
+ ç

1 mmææ 1+
çç

2çç 2
çççç

2
�ye b�r kuadrat�k bölge den�r. Ayr�ca 

1

2

mæ ö+
+ ç ÷ç ÷

è ø

æ 1 m
+ ç

1 mmææ 1+
çç

2çç 2
çççç

2
�n�n 

elemanlar� ,x y  tamsay�lar ve ( )mod 2x yº  olmak üzere 
2

x y m+
 b�ç�m�nde 

yaz�lab�l�rler.   

 

Örnek 1.8. D  b�r taml�k bölges� olsun. [ ]D x  pol�nomlar halkas� b�r taml�k 

bölges�d�r. Dolay�s�yla [ ]x[ ]x �de b�r taml�k bölges�d�r. 

 

Tan�m 1.8. D  b�r taml�k bölges� ve  a DÎ  s�f�rdan farkl�, b�r�m olmayan b�r 

eleman olsun. a bc=  ( ),b c DÎ  �ken b  veya c �den b�r� b�r�m oluyorsa a �ya D �de 

�nd�rgenemez eleman den�r. 
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Örnek 1.10. �de 2  eleman! �nd�rgenemezd�r. Çünkü ,a bÎ  �ç�n 2 ab=  �se ya 

1a = ±  ya da 1b = ±  olur. 

 

Örnek 1.11. 5+ -5-+ �de 2  eleman! �nd�rgenemezd�r. Bunu gösterel�m. 

, , ,a b c dÎ  �ç�n ( )( )2 5 5a b c d= + - + -  olsun. Buradan 

( )( )2 2 2 24 5 5a b c d= + +  elde ed�l�r. O halde 2 25a b+  say!s! 4 �ün b�r poz�t�f 

tamsay� bölen�d�r. Dolay�s�yla 2 25a b+  say�s� 1 , 2  veya 4  say�lar�ndan b�r�ne e!�tt�r. 

Buradan ( ) ( ), 1,0a b = ±  veya ( ) ( ), 2,0a b = ±  olur. O zaman 5 1a b+ - = ±  veya 

5 2a b+ - = ±  olur. 5 1a b+ - = ±  �se 5a b+ -  eleman� 5+ -5-+ ��n b�r b�r�m� 

olur. 5 2a b+ - = ±  �se  

2 2
5 1

25
c d

a b
+ - = = = ±

±+ -
 

olaca"�ndan 5c d+ -  eleman� 5+ -5-+ ��n b�r b�r�m� olur. Dolay�s�yla 2  eleman� 

5+ -5-+ �de �nd�rgenemezd�r. 

 

Örnek 1.12. ( ) 4 1P x x= +  pol�nomu [ ]x[ ]x �de �nd�rgenemezd�r. Bunu gösterel�m. 

( )P x  pol�nomunun reel say!larda kökü olmad!�!ndan b�r�nc� dereceden çarpan! 

yoktur. ( )P x ��n [ ]x[ ]x �de �k�nc� dereceden çarpan! oldu�unu kabul edel�m. O 

zaman , , ,a b c d Î  olmak üzere 

( ) ( )( )2 2P x x ax b x cx d= + + + +  

olarak yaz!lab�l�r. Buradan  

0a c+ = , 0ac b d+ + = , 0ad bc+ = , 1bd =  
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elde ed�l�r. 0ad bc+ =  old!undan 2 0abd b c+ =  olur. 1bd =  ve a c= -  oldu!u 

kullan�l�rsa 2 1b =  bulunur. O halde 1b = , 1d =  veya 1b = - , 1d = -  elde ed�l�r. 

#k�nc� ve b�r�nc� �fadelerden 2b d ac a+ = - =  olur. Buradan 2 2a = ±  elde ed�l�r. a  

rasyonel say" oldu!undan bu mümkün de!�ld�r. O halde ( )P x , [ ]x[ ]x �de  

�nd�rgenemezd�r. 

 

Örnek 1.13. 2 2 1x x- +  pol�nomu ( )[ ]2 x( )[2 x �de �nd�rgenemezd�r. Bunu 

gösterel�m. Ters�ne 2 2 1x x- +  pol�nomunun ( )[ ]2 x( )[2 x �de �nd�rgeneb�l�r 

oldu�unu kabul edel�m. O zaman 2 2 1 0x x- + = �#n ( )2( )2 �de b�r kökü vard#r. 

Yan�  

( ) ( )2

2 2 2 1 0a b a b+ - + + =  

olacak b�ç�mde b�r ( )2 2a b+ Î ( )2 22 22 22 22 22 2(  vard#r. Buradan 

( ) ( )2 22 2 1 2 2 0a b b ab a+ - + + - =  

elde ed�l�r. 2  �rrasyonel oldu�undan 

2 22 2 1 0a b b+ - + = , 2 0ab a- =  

e$�tl�kler� elde ed�l�r. %k�nc� �fadeden 0a =  veya 1
2

b =  olmal#d#r. 0a =  �se b�r�nc� 

�fadeden 22 2 1 0b b- + =  elde ed�l�r. Fakat 22 2 1 0b b- + = �#n reel kökü 

olmad#�#ndan bu, bÎ  olmas# �le çel�$�r. 1
2

b =  �se b�r�nc� �fadeden 2 1
0

2
a + =  

elde ed�l�r. Fakat bu aÎ  olmas# �le çel�$�r. Dolay#s#yla 2 2 1x x- +  pol�nomu 

( )[ ]2 x( )[2 x �de �nd�rgenemezd�r. 

 

Örnek 1.14. 5+ -5-+ �de 7 5+ -  eleman! �nd�rgeneb�l�rd�r. Çünkü  
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( )( )7 5 1 5 2 5+ - = + - - -  

olup 1 5+ -  ve 2 5- -  elemanlar!n!n �k�s� de 5+ -5-+ �de b�r�m de��ld�r. 

 

Tan m!1.9. D  b�r taml!k bölges� ve p DÎ  s!f!rdan farkl!, b�r�m olmayan b�r 

eleman olsun. |p ab  ( ),a b DÎ  �ken |p a  veya |p b  oluyorsa p �ye D �de asal 

eleman den�r. 

 

Örnek 1.15. �de 2  eleman! asald!r. ,a bÎ  �ç�n 2 | ab  olsun. O halde ab  b�r ç�ft 

tamsay!d!r. a  ve b �n�n �k�s� de tek olursa ab  tek olaca�!ndan, a  veya b �den en az 

b�r� ç�ftt�r. Yan� 2 | a  veya 2 | b  elde ed�l�r. O halde 2  asald!r. 

 

Örnek 1.16. 5+ -5-+ �de 2  eleman! asal de��ld�r. Çünkü ( ) ( )2 | 1 5 1 5+ - - -  

olmas!na ra�men 2 1 5± -52 1 �d�r. 

 

Örnek 1.17. 1+ -1+ - �de 1 1+ -  eleman! asald!r. Bunu gösterel�m. , , ,a b c dÎ  

�ç�n ( )( )1 1 | 1 1a b c d+ - + - + -  olsun. O zaman  

( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1a b c d x y+ - + - = + - + -  

olacak b�ç�mde ,x yÎ  vard!r. Buradan 

( )( ) ( )2 2 2 2 2 22a b c d x y+ + = +  

elde ed�l�r. O halde ( )( )2 2 2 22 | a b c d+ +  olur. 2  eleman! �de asal oldu�undan, 

( )2 22 | a b+  veya ( )2 22 | c d+ �d�r. Genell��� bozmaks!z!n ( )2 22 | a b+  olsun. O 

halde a  ve b �n�n ya �k�s� de tekt�r ya da �k�s� de ç�ftt�r. a  ve b �n�n �k�s� de tek �se 

2 1a r= + , 2 1b s= +  olan ,r s  tamsay!lar! vard!r. Böylece 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 1 1 1 1 1a b r s r s r s+ - = + - + + - = + - + + + - + -  

elde ed�l�r. Yan� 1 1 | 1a b+ - + -  olur. a  ve b �n�n �k�s� de ç�ft �se 2a r= , 2b s=  

olan ,r s  tamsay!lar! vard!r. Böylece 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 1 1a b r s r s r s+ - = + - = + - + + - + -  

elde ed�l�r. Yan� 1 1 | 1a b+ - + -  olur. Dolay!s!yla 1 1+ -  eleman! 1+ -1+ - �de 

asald!r. 

 

Tan m!1.10. D  b�r taml!k bölges� olsun. D �n�n kes�r c�sm� 

{ }1 , , 0F ab a b D b-= Î ¹  

�le tan!mlan!r [3]. Kes�r c�sm� hakk!nda detayl! b�lg� �ç�n [5] nolu kayna�a bak!lab�l�r. 

 

Tan�m 1.11. B�r D  de!�"mel� halkas�n�n bo"tan farkl� b�r alt kümes� I  olsun. 

A"a!�dak� "artlar sa!lan�yorsa I �ya b�r �deal den�r. 

a. Her ,a b IÎ  �ç�n a b I- Î  d�r. 

b. Her r DÎ  ve a IÎ  �ç�n ra IÎ  d�r. 

 

Örnek 1.18. B�r D  de!�"mel� halkas�nda her x DÎ  eleman� b�r �deal üret�r. x  

taraf�ndan üret�len �deal x  �le göster�l�r ve 

{ }|x xD xa a D= = Î  

olarak tan�mlan�r. $�md� �deal "artlar�n�n sa!land�!�n� gösterel�m. 

,a b xÎ  olsun. Bu takd�rde ,a xm b xn= =  olacak b�ç�mde ,m n DÎ  vard�r. O 

zaman ( )a b xm xn x m n- = - = - olur. m n D- Î  oldu!undan ( )x m n xD x- Î =  

d�r. Yan� a b x- Î  elde ed�l�r. 
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r DÎ  ve a xÎ  olsun. a xm=  olacak b�ç�mde m DÎ  vard�r. O zaman 

( ) ( )ra ar xm r x mr= = =  olur. mr DÎ  oldu#undan ( )x mr xD xÎ = �d�r. Yan� 

ra xÎ  elde ed�l�r 

O halde x , D �n�n b�r �deal�d�r. D  halkas�nda, toplama ��lem�n�n etk�s�z eleman� 

0 DÎ  d�r. 0  taraf�ndan üret�len �deal, D �n�n sadece 0  eleman�n� �çeren ve ba�ka 

eleman� olmayan b�r alt kümes�d�r. 1  taraf�ndan üret�len �deal �se 

{ } { }1 1 | |a a D a a D D= Î = Î =  olur. Ayr�ca r xÎ  �se r xa= , a DÎ  

olaca��ndan |x r �d�r. 

 

Tan�m 1.12. D  b�r taml�k bölges� olsun. A  ve B �ler D �n�n �dealler� olsun. 

a. A  �le B �n�n toplam� A B+  �le göster�l�r ve { },A B a b a A b B+ = + Î Î  

olarak tan�mlan�r. 

b. A  �le B �n�n çarp�m� AB  �le göster�l�r ve 

1

, ,1 ,  sabit de�il
n

j j j j

j

AB x y x A y B j n n
=

ì üï ï
= Î Î £ £í ý
ï ïî þ
å   

olarak tan�mlan�r. 

c. 
1 2, , , nx x x DÎ, nx D, n

 �se 
1 2, , , nx x x, nx, �ler taraf�ndan üret�len �deal 

{ }1 2 1 1 2 2, , ,  keyfi,1n n n jx x x x a x a x a a D j n= + + + Î £ £{1 2 1n n n jn {1 2 1 1 2 21 2 11 2 1{{ ke{, , ,  ke, , ,  ke{1 2 11 2 11 2 11 2 11 2 1 1 2 21 2 11 2 1 1 2 21 2 1{ keke{1 2 1 1 2 21 2 1 1 2 21 2 1 1 2 2{1 2 1 1 2 21 2 1 1 2 21 2 1 1 2 2{  

olarak tan�mlan�r. 

1 2, , , nx x x, , nx, ,  �deal� 
1 2, , , nx x x, nx,  elemanlar�n� �çeren en küçük �deald�r. D�#er 

yandan A B+  ve AB �n�n b�rer �deal oldu#unu görmek kolayd�r. A  ve B  �deallerse 

A BÇ �de b�r �deald�r.. 

 

Bu ver�len tan�mlara göre �deallerle �lg�l� a�a#�dak� özell�kler geçerl�d�r. , ,A B C �ler 

D �n�n �dealler� olmak üzere 
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a. ( )A B C AB AC+ = +  ve ( )B C A BA CA+ = +  

b. ( ) ( )A B C A B C+ + = + +  

ve 
1 2 1 2, , , , , , ,n nx x x y y y DÎ1 2 1n n1 2 1 21 2 1x y y y D1 2 1 21 2 1 2, ,1 2 1 21 2 11 2 1n nn n1 2 1 21 2 11 2 1 2, ,1 2 1 21 2 11 2 11 2 1

 olmak üzere 

c. 
1 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2, , , , , , , , , , , , , ,n n n nx x x y y y x y x y x y x y x y x y=1 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2,2 2n n n nn n nn n nn n nn n n1 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 21 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 21 2 11 2 1 2 1 12 1 1x y y y x y x y x y x y x y x y1 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 21 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 21 2 11 2 1 2 1 12 1 1 2 1 1 1 2 2 2 22 1 1 2 1 1 1 2 2 2 22 1 11 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 21 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 21 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 21 2 11 2 1 2 1 12 1 11 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 21 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 21 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 21 2 11 2 1 2 1 12 1 11 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 22 1 1 2 1 1 1 2 2 2 21 2 1 2 1 1 2 1 1 2 21 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 21 2 11 2 1 2 1 12 1 1

 
1 2, , , ,m m n mx y x y x y1 2, m m n m1 21 21 21 2x y x y x y1 21 2, , ,, ,1 21 21 2m m nm m n1 21 2 , ,,,1 21 21 21 2

 

d. ,x y DÎ  elemanlar! taraf!ndan üret�len esas �dealler�n çarp!m! 

,x y x y=  

d�r. 

 

Tan�m 1.13. D  b�r taml!k bölges� olsun. I , D �n�n b�r �deal� olsun. I x=  olacak 

b�ç�mde b�r x DÎ  varsa I �ya b�r esas �deal den�r. D  taml!k bölges�n�n her �deal� b�r 

esas �deal �se D �ye esas �deal bölges� den�r. 

 

Örnek 1.19. 5+ -5-+ �de 5 2,1 5a b+ - Î + -  olmas!n!n gerek ve yeter 

ko$ulu ( )mod 2a bº  olmas!d!r. Yan� 

( ){ }2,1 5 5 , , mod 2u v u v u v+ - = + - Î º (, m(,,,,,  

d�r. Bunu gösterel�m. Önce ( )mod 2a bº  olsun. O halde 2a b c= +  olan cÎ  

vard!r. Böylece  

( ) ( )5 2 5 2 1 5 2,1 5a b b c b c b+ - = + + - = + + - Î + -  

elde ed�l�r. #�md� 5 2,1 5a b+ - Î + -  olsun. O zaman , , ,x y z wÎ  �ç�n   

( ) ( )( )
( ) ( )

5 5 2 5 1 5

2 5 2 5

a b x y z w

x z w y z w

+ - = + - + + - + -

= + - + + + -
 



10 

 

 

 

 

olur. Buradan 2 5a x z w= + - , 2b y z w= + +  oldu�u görülür. O halde  

( )2 5 5 2 mod 2a x z w z w z w y z w bº + - º - º + º + + º  

oldu!u görülür. Yan� 5+ -5-+ �de 

( ){ }2,1 5 5 , , mod 2u v u v u v+ - = + - Î º (, m(,,,,,  

d�r. 

 

Teorem 1.1. D  b�r halka ve  u DÎ  olsun. Bu takd�rde u D=  olmas� �ç�n gerek 

ve yeter ko$ul ( )u U DÎ  olmas�d�r [1]. 

 

Teorem 1.2. D  b�r halka ve { }, \ 0a b DÎ  olsun. Bu takd�rde a b=  olmas� 

!ç!n gerek ve yeter ko#ul a be=  olacak b!ç!mde b!r ( )U De Î  olmas"d"r. [1]. 

 

Teorem 1.3.  b!r esas !deal bölges!d!r [1]. 

 

Tan�m 1.14. B!r D  halkas"n"n bo#tan farkl" b!r alt kümes! M  olsun. A#a�"dak! 

#artlar sa�lan"yorsa M �ye b!r maks!mal !deal den!r. 

a. M D¹  d!r. 

b. M IÌ  olacak b!ç!mdek! D �n!n her I  !deal! !ç!n ya I M= ya da I D=  

d!r. 

 

Tan�m 1.15. B!r D  halkas"n"n b!r !deal! P  ve P D¹  olsun. Her ,a b DÎ  !ç!n 

ab PÎ  !ken a PÎ  ya da b PÎ  elde ed!l!yorsa P �ye b!r asal !deal den!r. 
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Örnek 1.20. 5+ -5-+ �de 2,1 5+ -  �deal� asald�r. Bunu gösterel�m.         

Örnek 1.19�da  

( ){ }2,1 5 5 , , mod 2u v u v u v+ - = + - Î º (, m(,,  oldu#unu gösterm��t�k.  

5 5a ba = + - Î + -555 , 5 5c db = + - Î + -555  

olmak üzere 2,1 5ab Î + -  olsun. Burada  

( )( ) ( ) ( )5 5 5 5a b c d ac bd ad bcab = + - + - = - + + -  

d�r. Örnek 1.19�a göre ( )5 mod 2ac bd ad bc- º +  olur. Ayr�ca 

( )( ) ( ) ( )5 0 mod 2a b c d ac bc ad bd ad bc bd bc ad bd- - = - - + º + + - - + º  

elde ed�l�r. O halde ya ( )0 mod 2a b- º  ya da ( )0 mod 2c d- º  olur. Yan� ya 

( )mod 2a bº  ya da ( )mod 2c dº  olur. O zaman Örnek 1.19�a göre dolay� ya 

5 2,1 5a ba = + - Î + -  ya da 5 2,1 5c db = + - Î + -  elde ed�l�r. 

Dolay�s�yla 2,1 5+ -  �deal� asald�r. 

 

Teorem 1.4. D  b�r taml�k bölges� olsun. Bu takd�rde D �n�n her asal eleman� 

�nd�rgenemezd�r. 

 

!spat. p DÎ   b�r asal eleman ve ,a b DÎ  �ç�n p ab=  olsun. 1ab p= ×  oldu#undan 

|p ab   elde ed�l�r. p  asal oldu#undan |p a  veya |p b  olur. |p a  �se a pp¢=  olacak 

b�ç�mde p D¢Î  vard!r. Böylece ( )p ab pp b p p b¢ ¢= = =  olur. Yan� 1 p b¢=  elde 

ed�l�r. Bu da b �n�n b�r�m oldu�unu göster�r. |p b  �se b pp¢¢=  olacak b�ç�mde p D¢¢Î  

vard!r. Böylece ( )p ab app p ap¢¢ ¢¢= = =  olur. Yan� 1 ap¢¢=  elde ed�l�r. Bu da a �n�n 



12 

 

 

 

 

b�r�m oldu�unu göster�r. O halde a  veya b �den b�r� b�r�md�r. Dolay!s!yla p  

�nd�rgenemezd�r. 

 

Örnek 1.21. Teorem 1.1��n ters� her zaman do�ru de��ld�r. Buna örnek verel�m. 

( )5+ -( )5+ -+ -+ -+ -+ -+ -( �de ( )1 5 5+ - Î + -( )5( 55(  olsun. 1 5+ -  �nd�rgenemezd�r. Bunu 

gösterel�m. , , ,a b c dÎ  olmak üzere ( )( )1 5 5 5a b c d+ - = + - + -  olsun. 

Buradan 

( )( )2 2 2 26 5 5a b c d= + +   

elde ed�l�r. O halde 2 25a b+  say!s! 6 �n!n b�r poz�t�f tamsay! bölen�d�r. O zaman 

2 25a b+  say!s! 1, 2 , 3  veya 6  olab�l�r. 2 25 2a b+ =  ve 2 25 3a b+ =  e"�tl�kler�n�n 

tamsay!larda çözümü yoktur. O halde 2 25a b+  say!s! 1 veya 6  olab�l�r. 2 25 1a b+ =  

�se 1a = ±  böylece 5 1a b+ - = ±  olur. Yan� 5a b+ -  b�r b�r�md�r. 2 25 6a b+ =  �se 

2 25 1c d+ =  olaca�!ndan 5c d+ -  b�r b�r�m olur. Dolay!s!yla 1 5+ -  

�nd�rgenemezd�r. $�md� 1 5+ - ��n asal olmad!�!n! gösterel�m.  

( ) ( )1 5 1 5 6 2 3+ - - - = = ×  

oldu�u aç!kt!r. Buradan 1 5 | 2 3+ - ×  elde ed�l�r. 1 5+ - ��n asal eleman �se ya 

1 5 | 2+ -  ya da 1 5 | 3+ -  olmal!d!r. Fakat normlara geçersek, 6 46 4  ve 6 96 9  

olaca�!ndan 1 5 2+ - 2  ve 1 5 3+ - 3  olur. O halde 1 5+ -  asal de��ld�r. 

 

Teorem 1.5. D  b�r esas �deal bölges� olsun. Bu takd�rde D �n�n her �nd�rgenemez 

eleman! asald!r. 

 

!spat. p DÎ   �nd�rgenemez eleman ve ,a b DÎ  �ç�n |p ab  olsun. |p a  �se �sten�len 

elde ed�l�r. p ap a  olsun. { },I px ay x y D= + Î  olsun. I �n!n D �de b�r �deal oldu�u 
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göster�leb�l�r. D  b�r esas �deal bölges� oldu!undan I c=  olacak b�ç�mde b�r c DÎ  

vard�r. a IÎ  ve p IÎ  oldu�undan |c a  ve |c p  olur. |c p  ve p  �nd�rgenemez 

oldu�undan ya c pp  ya da c �n�n b�r b�r�m oldu!u elde ed�l�r. c pp  �se |c a  

oldu�undan |p a  olur k! bu çel!"k!d!r. O halde c  b!r b!r!md!r. O zaman 1cd =  

olacak b!ç!mde b!r d DÎ  vard#r. Ayr#ca ,c p aÎ  oldu�undan c xp ya= +  olacak 

b!ç!mde ,x y DÎ  vard#r. O halde 1 cd xad ypd= = +  elde ed!l!r. Buradan 

b xadb ypdb= +  olur. Bu !se ( ) ( )b d x ab bd y p= +  olarak yaz#lab!l!r. |p p  ve 

|p ab  oldu�undan |p b  elde ed!l!r. Dolay#s#yla ya |p a  ya da |p b  olur. Yan! p  

asald#r. 

 

Teorem 1.6. D  b!r taml#k bölges! olsun. p DÎ , 0p ¹ , ( )p U DÏ  olsun. p , D  

de asal !deal !se p , D �de asal elemand#r. Ters!ne p  asal eleman !se p  !deal! asal 

!deald!r. 

 

!spat. p  asal !deal olsun. ,a b DÎ  !ç!n |p ab  olsun. O halde ab pp¢=  olacak 

b!ç!mde p D¢Î  vard#r. O zaman ab pÎ  olur. p  asal !deal oldu�undan ya 

a pÎ  ya da b pÎ  olmal#d#r. O halde ya |p a  ya da |p b  elde ed!l!r. Dolay#s#yla 

p  asald#r. D!�er yandan p  asal eleman !se p �n!n asal !deal oldu�unu görmek 

kolayd#r. 

 

Teorem 1.7. D  b!r taml#k bölges! olsun. a DÎ , 0a ¹ , ( )a U DÏ  olsun. E�er 

a , D �de maks!mal !deal !se a , D �de !nd!rgenemez elemand#r. 

 

!spat. a  maks�mal �deal olsun. ,b c DÎ  olmak üzere a bc=  olsun. O zaman 

a bÌ  olur. b  b�r�m �se �sten�len elde ed�l�r. b  b�r�m olmas�n. O halde b D¹  
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olur. a  maks�mal �deal oldu�undan a b=  elde ed�l�r. b b aÎ =  

oldu�undan b aa¢=  olacak b�ç�mde a D¢Î  vard#r. O halde ( )a bc aa c a a c¢ ¢= = =  

d�r. Yan� 1 a c¢=  elde ed�l�r. O zaman c  b�r�m olur. Dolay#s#yla a  �nd�rgenemezd�r. 

 

Teorem 1.8. D  b�r esas �deal bölges� olsun. a DÎ , 0a ¹ , ( )a U DÏ  olsun. a , D  

de �nd�rgenemez eleman �se a , D �de maks�mal �deald�r. 

 

�spat. a  �nd�rgenemez olsun ve a M DÌ Ì , M D¹  olsun. a M=  oldu�unu 

gösterel�m. D  b�r esas �deal bölges� oldu!undan M b=  olacak b�ç�mde b�r b DÎ  

vard�r. a MÎ  ve M b=  oldu�undan a bÎ  olur. Yan� a bc=  olacak b�ç�mde b�r 

c DÎ  vard�r. a  �nd�rgenemez oldu!undan b  veya c  b�r�md�r. D M b¹ =  

oldu!undan b  b�r�m olamaz. O halde c  b�r�md�r.  Dolay�s�yla a bc b M= = =  

olur. Yan� a  maks�mal �deald�r. 

 

Teorem 1.9. D  b�r taml�k bölges� ve M DÌ , M D¹  b�r �deal olsun. Bu takd�rde 

M  maks�mal �deald�r.  Û  a MÏ  �se 
0 01 ax y= +  olan 

0y MÎ , 
0x DÎ   vard�r. 

 

�spat. :Þ  M  maks�mal �deal olsun. a MÏ  alal!m. { }* ,M ax y y M x D= + Î Î  

olsun. *M  kümes� D �n�n b�r �deal�d�r ve *M MÌ �d�r. Ayr!ca *a MÎ , a MÏ  

oldu�undan *M M¹ �d�r. M  maks�mal oldu�undan *M D=  elde ed�l�r. O halde 

*1 D MÎ =  d�r. Dolay!s!yla 
0 01 ax y= +  olan 

0y MÎ , 
0x DÎ   vard!r.  

 :Ü   a MÏ  �se 
0 01 ax y= +  olan 

0y MÎ , 
0x DÎ   mevcut olsun. L  b�r �deal 

ve M LÌ  olsun. L M¹  �se L D=  oldu�unu göstermek yeterl�d�r. L M¹  olsun. O 

halde b�r a LÎ   eleman! a MÏ  olacak b�ç�mde vard!r. a MÏ  oldu�undan 
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0 01 ax y= +  olan 
0y MÎ , 

0x DÎ   vard!r. 
0y MÎ  ve M LÌ  oldu�undan 

0y LÎ  

olur. O halde a LÎ , 
0y LÎ  oldu�undan 

0 0ax y L+ Î �d#r. Yan� 1 LÎ  elde ed�l�r. O 

zaman L D=  olur. Dolay!s!yla M  maks�mal �deald�r. 

 

Teorem 1.10. D  b�r taml�k bölges� ve I DÌ  b�r �deal olsun. Bu takd�rde  

1. I �n�n asal �deal olmas� �ç�n gerek ve yeter ko!ul D
I

�n�n taml�k bölges� 

olmas�d�r. 

2. I �n�n maks�mal �deal olmas� �ç�n gerek ve yeter ko!ul D
I

�n�n c�s�m 

olmas�d�r [1]. 

 

Teorem 1.11. D  b�r taml�k bölges� olsun. M DÌ  b�r maks�mal �deal �se M  asal 

�deald�r. 

 

�spat. M  b�r maks�mal �deal ve ab MÎ  olsun. a MÎ  �se �sten�len elde ed�l�r. 

a MÏ  olsun. O halde 
0 01 ax y= +  olan 

0y MÎ , 
0x DÎ   vard�r. Buradan 

0 0b abx by= +  olur. 
0y MÎ  ve ab MÎ  oldu�undan 

0 0abx by b M+ = Î  elde ed�l�r. 

Dolay�s�yla M  asal �deald�r. 

 

Örnek!1.22. Taml�k bölgeler�nde asal �deal�n maks�mal olmas� gerekmez. Buna b�r 

örnek verel�m. [ ]x[ ]x �de x  b�r asal �deald�r. Bunu gösterel�m. m  ve n  negat�f 

olmayan tamsay�lar,  

( ) [ ]0 1

m

mp x a a x a x x= + + + Î [ ]m

ma x x[m+ Îma xa xm , ( ) [ ]0 1

n

nq x b b x b x x= + + + Î [ ]n

nb x x[n

nb xb x
n

 

 olmak üzere ( ) ( )p x q x xÎ  olsun. O zaman ( ) ( ) ( )p x q x xh x=  olacak b�ç�mde 

( ) [ ]0 1

k

kh x c c x c x x= + + + Î [ ]k

kc x x[k

kc x
k

k , { }0k +Î È{ }0+ È+  vard�r. O halde 
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( )( ) ( )0 1 0 1 0 1

m n k

m n ka a x a x b b x b x x c c x c x+ + + + + + = + + +)( ) ( )0 1 0

m n k)( ) (m n k0 1 0 1 0 10 1 0 1 0 1)( ) (a x x x x c c x c xm n km n k)( ) (0 1 00 1 0m n km n k0 1 0 1 0 10 1 0 1 0 10 1 0 1 0 1)( ) (a x b b x b x x c c xa x b b x b x x c c x)( ) (0 1 00 1 00 1 0

m n km n km n k)( ) (m n km n km n k)( ) (0 1 0 1 0 10 1 0 1 0 10 1 0 1 0 1)( ) (  

elde ed�l�r. Burada katsay�lar e��tlen�rse 

0 0 0a b =  

olur. O halde ya 
0 0a =  ya da 

0 0b =  elde ed�l�r. 
0 0a =  �se  

( ) ( )1

1 1

m m

m mp x a x a x x a a x x-= + + = + + Î( )1 1( )1m m(m m(1 11 1( a x x)1 11 1(m mm m1 11 11 1( -+ + + Î( )1m mm m(a x x a a xa x x a a x( )1 11 11 1(  

olur. 
0 0b =  �se 

( ) ( )1

1 1

n n

n nq x b x b x x b b x x-= + + = + + Î( )1

1 1

n n(n n(1 11 1(b x x b b x x)1

1 11 1(n nn n(n nn n1 11 11 1(b x x b b xb x x b b x( )1

1 11 11 1(n nn nn n(  

olur. Sonuç olarak x  b�r asal �deald�r. Fakat [ ]2,x x xÌ Ì [ ]x[  olmas�na 

ra�men 2,x x¹  ve [ ]2, x x¹ [ ]x[  oldu�undan x  �deal� [ ]x[ ]x �de maks�mal 

de!�ld�r. 

 

Teorem 1.12. D  b�r esas �deal bölges� olsun. P DÌ  b�r asal �deal �se P  maks�mal 

�deald�r. 

 

�spat. P  asal �deal olsun. D  esas �deal bölges� oldu!undan P p=  olacak 

b�ç�mde p DÎ  vard�r. P  asal �deal oldu!undan Teorem 1.6�ye göre p  asal 

elemand�r. O halde p  �nd�rgenemez elemand�r. Teorem 1.8�e göre p  maks�mal 

�deald�r. Yan� P  maks�mal �deald�r.  

 

Teorem 1.13. D  b�r taml�k bölges�, a DÎ  ve a  maks�mal �deal olsun. a ba b  �se 

1 bx ay= +  olacak b�ç�mde ,x y DÎ  vard�r.  
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�spat. a  maks�mal ve a ba b  olsun. O zaman b aÏ  olur. a  maks�mal 

oldu�undan 
01 bx y= +  olan 0y aÎ , x DÎ  vard#r. 0y aÎ  �se 

0y ay=  olan 

y DÎ  vard#r. Böylece 1 bx ay= + , x DÎ , y DÎ  elde ed�l�r. 

 

Teorem!1.14. D  b�r esas �deal bölges�, a DÎ  �nd�rgenemez eleman olsun. a ba b  �se 

1 bx ay= +  olacak b�ç�mde ,x y DÎ  vard!r.  

 

�spat. a  �nd�rgenemez olsun. Teorem 1.8�e göre a  �deal� maks�mald�r. a ba b  

olsun. O halde Teorem 1.13�e göre 1 bx ay= +  olan ,x y DÎ  vard!r. 

 

Bu teorem�n sonucu olarak a"a#!dak� terorem ver�leb�l�r. 

 

Teorem 1.15. K  b�r c�s�m, ( ) [ ]p x K xÎ  �nd�rgenemez pol�nom olsun. 

( ) ( )p x q x( )q x(  �se  

( ) ( ) ( ) ( )0 01 p x p x g x g x= +   

olacak b�ç�mde ( ) ( ) [ ]0 0,p x g x K xÎ  vard!r. 

 

Teorem 1.16. ( ) [ ]1

1 1

n n

n nf x x a x a x a x-
-= + + + + Î [ ]1 1n n1 11 1a x a x[1 11 1n nn n1 11 11 11 1a x aa x a1 11 11 1  b�r mon�k pol�nomu �ç�n 

1|p a , , 
1| np a - , | np a , 2

np ana  olacak b�ç�mde b�r p  asal say�s� varsa ( )f x  

pol�nomu [ ]x[ ]x �de �nd�rgenemezd�r. Bu kr�tere E�senste�n �nd�rgenemezl�k kr�ter� 

den�r. 
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Teorem 1.17. A  ve D  taml!k bölgeler� ve D AÍ  olsun. P , A �da asal �deal ve 

{ }0P DÇ ¹ , P D DÇ ¹  olsun. Bu takd�rde P DÇ , D �de b�r asal �deald�r [1]. 

 

Tan�m 1.16. D  b�r taml!k bölges� olsun. D  kümes"nde a#a�!dak" "k" #art! sa�layan 

b"r :Df ®  dönü!ümü var �se D �ye b�r Ökl�d bölges� den�r. 

a. Her ,a b DÎ , 0a ¹  �ç�n ( ) ( )ab bf f> �d#r. 

b. ,a b DÎ , 0b ¹  �se a qb r= + , ( ) ( )r bf f<  olacak b�ç�mde ,q r DÎ  

vard#r [1]. 

  

Teorem 1.18. D  b�r Ökl�d bölges� olsun. Bu takd�rde D  b�r esas �deal 

bölges�d�r[1]. 

 

Teorem 1.19.  b�r Ökl�d bölges�d�r [1]. 

 

Teorem 1.20. F  b�r c�s�m olsun. Bu takd�rde [ ]F x  b�r Ökl�d bölges�d�r [1]. 

 

Tan�m 1.17. B�r taml�k bölges�nde �dealler�n sonsuz b�r d�z�s� { }| 1,2,nI n = }  

olsun. E�er 

1 2 nI I IÍ Í Í ÍnIÍ ÍnII  

�se bu { }| 1,2,nI n = }  d�z�s�ne b�r artan �deal z�nc�r� den�r. E!er 

1 2 nI I IÌ Ì Ì ÌnIÌ ÌI  

�se bu z�nc�re kes�n artan �deal z�nc�r� den�r. 
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Tan m!1.18. B�r taml�k bölges�nde artan b�r �deal z�nc�r� 

1 2 nI I IÍ Í Í ÍnIÍ ÍnI  

olsun. Her 0n n³  �ç�n 

0n nI I=  

olacak b�ç�mde b�r 0n  tamsay�s� varsa bu z�nc�re sonludur den�r. 

 

Tan m!1.19. D  b�r taml�k bölges� olsun. D �dek� her artan �deal z�nc�r� sonlu �se, 

yan� D �de kes�n artan b�r �deal z�nc�r� mevcut de!�l �se D �ye artan z�nc�r ko"ulunu 

sa!lar den�r. 

 

Tan m!1.20.! B�r D  taml�k bölges� artan z�nc�r ko"ulunu sa!las�n. Bu takd�rde D  

ye b�r Noether�an bölges� den�r. 

 

Örnek!1.23.  b�r Noether�an bölges�d�r. Aks�ne �n�n b�r Noether�an bölges� 

olmad�#�n� kabul edel�m. O halde  artan z�nc�r ko�ulunu sa#lamaz. Yan� �de en 

az�ndan b�r tane kes�n artan �deal z�nc�r� mevcuttur. Bu kes�n artan �deal z�nc�r�

1 2 nI I IÌ Ì Ì ÌnIÌ ÌII  olsun.  b�r esas �deal bölges� oldu#undan 

1 1 2 2,I m I m= =  olacak b�ç�mde 
1 2,m m Î  vard�r. 1 2I IÌ  oldu#undan 

2 1|m m  

d�r. 
1m  tamsay�s�n�n sonlu say�da bölen� olaca#�ndan 

1I IÌ  olacak b�ç�mde sonlu 

say�da I  �deal� vard�r. Dolay�s�yla 1 2 3 4I I I IÌ Ì Ì Ì  olacak b�ç�mde sonsuz 

say�da ( )1,2,kI k = )  �deal�n�n var olmas� mümkün de#�ld�r. O halde  b�r 

Noether�an bölges�d�r. 

 

Teorem 1.21. D  b�r taml�k bölges� olsun. Bu takd�rde D �n�n Noether�an bölges� 

olmas�n�n gerek ve yeter ko�ulu D �n�n her �deal�n�n sonlu üret�lm�� olmas�d�r[1]. 
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Teorem 1.22.  D  b�r esas �deal bölges� olsun. Bu takd�rde D  b�r Noether�an 

bölges�d�r. 

 

!spat.  D  b�r esas �deal bölges� �se D �dek� her �deal esas �deald�r dolay!s!yla sonlu 

üret�lm�"t�r. Teorem 1.21�ye göre D  b�r Noether�an bölges�d�r. 

 

Örnek 1.24. Teorem 1.18�e göre Ökl�d bölgeler� b�rer esas �deal bölges� 

oldu�undan Teorem 1.23 kullan!l!rsa her Ökl�d bölges� b�r Noether�an bölges� oldu#u 

görülür. 

 

Tan�m 1.21. D  b�r taml!k bölges� olsun. D �dek� �dealler�n bo"tan farkl! b�r kümes� 

S  olsun. D �dek� her S  kümes�, S �dek� d�#er h�çb�r �deal taraf!ndan tam 

kapsan!lmayan b�r �deale sah�p �se D �ye maks�mal ko"ulunu sa#lar den�r. Yan� S  

kümes�nde öyle b�r I  �deal� vard!r öyle k� I JÍ  olan her J SÎ  �deal� �ç�n J I=  

olur. 

 

Teorem 1.23. D  b�r taml!k bölges� olsun. Bu takd�rde D �n�n Noether�an bölges� 

olmas!n!n gerek ve yeter ko"ulu D �n�n maks�mal ko"ulunu sa#lamas!d!r[1]. 

 

Teorem 1.24.  D  b�r taml!k bölges� olsun fakat b�r c�s�m olmas!n. D  Noether�an �se 

D �de �nd�rgenemez olan elemanlar vard!r[1]. 

 

Tan�m 1.22.  D  b�r taml!k bölges� olsun. D �dek� s!f!rdan farkl!, b�r�m olmayan her 

eleman, D �dek� �nd�rgenemez elemanlar!n sonlu b�r çarp!m! b�ç�m�nde �fade 

ed�leb�l�yorsa D �ye b�r çarpanlar!na ayr!lab�l�r bölge den�r. 
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Teorem 1.25. D  b�r Noether�an bölges� olsun. Bu takd�rde D  b�r çarpanlar�na 

ayr�lab�l�r bölged�r[1]. 

 

Teorem 1.26. D  b�r esas �deal bölges� olsun. Bu takd�rde D  b�r çarpanlar�na 

ayr�lab�l�r bölged�r. 

 

!spat. D  b�r esas �deal bölges� olsun. Teorem 1.23�e göre D  b�r Noether�an 

bölges�d�r ve Teorem 1.25�e göre D  b�r çarpanlar�na ayr�lab�l�r bölged�r.  

 

Tan�m 1.23. D  b�r çarpanlar�na ayr�lab�l�r bölge olsun. Kabul edel�m k�, D �n�n 

s�f�rdan farkl�, b�r�m olmayan her a  eleman�, D �n�n �nd�rgenemez elemanlar�n�n 

çarp�m� b�ç�m�nde tek türlü olarak yaz�lab�ls�n. Bu durumda D �ye tek türlü 

çarpanlar�na ayr�lab�len bölge den�r. a �n�n �nd�rgenemez elemanlar�n tek türlü 

çarp"m" b!ç!m!nde yaz"lmas" #u anlamdad"r: 1 2 1 2, , , , , , ,r sp p p p p p* * *
1 2 11 2 11 2 1r s1 2 1 21 2 1 , ,1 2 1 21 2 11 2 1p p p p1 2 1 21 2 1 2 , ,1 2 1 21 2 11 2 1 2r sr s, ,1 2 1 21 2 11 2 11 2 1 2

* * * �ler 

�nd�rgenemez elemanlar olmak üzere 1 2 1 2r sa p p p p p p* * *= =1 2 1r s1 2 1 21 2 1p p p p1 2 1 21 2 1r sr s1 2 1 21 2 11 2 1

* * *pp  �se r s= �d�r ve 

{ } { }: 1,2, , 1,2, ,r ss ®} { }, , 1,2, ,} { s1,2, ,} {  permutasyonu ( )j jsp p *
( )jsp

* , 1 j r£ £  olacak b�ç�mde 

vard�r. 

 

Teorem 1.27. D  b�r esas �deal bölges� olsun. Bu takd�rde D  b�r tek türlü 

çarpanlar�na ayr�lab�len bölged�r [1]. 

 

Teorem 1.28. D  b�r tek türlü çarpanlar�na ayr�lab�len bölge olsun. D �n�n b�r a  

eleman� olsun. Bu takd�rde a �n�n !nd!rgenemez olmas"n"n gerek ve yeter ko#ulu a  

n"n asal olmas"d"r [1]. 
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BÖLÜM 2. CEB!RSEL TAMSAYILAR 

 

Tan�m 2.1. A  ve B  taml!k bölgeler" ve A BÍ  olsun. B"r b BÎ  eleman!, 

0 1 1, , , na a a A- Î0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1a A0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1
 olmak üzere 

1

1 1 0 0n n

nx a x a x a-
-+ + + + =1 1 01 1 01 1 0+ +a xa x1 1 01 1 01 1 0  

mon"k (ba#katsay!s! 1 olan) pol"nom denklem"n" sa�l!yor "se b �ye A  üzer�nde 

�ntegrald�r veya tamd�r den�r [1].  

 

Her a AÎ  eleman� [ ]x a A x- Î ��n b�r kökü oldu#undan her a AÎ  eleman� A  

üzer�nde tamd�r. 

 

Tan�m 2.2.  üzer�nde tam olan b�r kompleks say�ya b�r ceb�rsel tamsay� 

den�r[1]. 

 

Örnek 2.1. 3 32 4-  b�r ceb�rsel tamsay�d�r çünkü 3 6 2 0x x+ + =  denklem�n� 

sa#lar. 

 

Örnek 2.2. ( )1 2
3 3

1
1 10 10

3
+ +  b�r ceb�rsel tamsay�d�r. Bunu gösterel�m.  

( )1 2
3 3

1
1 10 10

3
a = + +   

olsun. O zaman 
1 2

3 33 1 10 10a - = +  olur. Her �k� taraf�n küpü al�n�rsa,  



23 

 

 

 

 

( )1 2
3 2 3 327 27 9 1 110 30 10 10a a a- + - = + +  

olur. 
1 2

3 33 1 10 10a - = +  oldu�u kullan�l�rsa 

3 227 27 9 1 80 90a a a a- + - = +  

elde ed�l�r. Böylece 3 2 3 3 0a a a- - - =  olur. O halde a  say"s" 

[ ]3 2 3 3x x x x- - - Î [ ]x[  mon�k pol�nomunun b�r köküdür. Dolay"s"yla a  b�r ceb�rsel 

tamsay"d"r. 

 

Örnek 2.3. 

2
310 1

3

-

-
  b�r ceb�rsel tamsay"d"r. Bunu gösterel�m.  

2
310 1

3
a

-
=

-
 

olsun. O zaman 
2

31 3 10a+ - =  olur. Her �k� taraf"n küpü al"n"rsa, 

( ) ( )2 31 9 3 3 100a a a- + - - =  

olur.  Böylece ( )3 23 33 3a a a- - = +  elde ed�l�r. Her �k� taraf"n kares� al"n"rsa, 

( )2 4 6 2 43 2 1089 198 9a a a a a- - + = + +  

elde ed�l�r. Böylece 6 4 267 363 0a a a+ + + =  olur. O halde a  say"s" 

[ ]6 4 267 363x x x x+ + + Î [ ]x[  mon�k pol�nomunun b�r köküdür. Dolay"s"yla a  b�r 

ceb�rsel tamsay"d"r. 

 

Örnek 2.4. 
1

2
 b�r ceb�rsel tamsay� de#�ld�r. Bunu gösterel�m. Ters�ne 

1

2
�n�n 

b�r ceb�rsel tamsay� oldu#unu kabul edel�m. Bu takd�rde 
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1

1 1 0

1 1
0

2 2

n n

na a x a

-

-

æ ö æ ö
+ + + + =ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷

è ø è ø
1 1 01 1 01 1 0+ +a x1 1 01 1 01 1 0

 

olacak b�ç�mde b�r n  poz�t�f tamsay!s! ve 
0 1 1, , , na a a -0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1a0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1

 tamsay!lar! vard!r. Bu 

e"�tl�#�n her �k� taraf! ( )2
n

 �le çarp!l!rsa 

( ) ( ) ( )2 1

1 2 1 01 2 2 2 2 0
n n

n na a a x a
-

- -+ + + + + =(1 2 1 ((2 1((1 2 11 2 1 (((1 2 11 2 11 2 1 (  

elde ed�l�r. Dolay!s!yla 

( ) ( )2 4 1 31 2 4 2 2 0n n n na a a a- - - -+ + + + + + =) ( )32 2 0) ( )32 4 12 4 1) (2 4 12 4 1)2 4 12 4 12 4 1(2 4 12 4 12 4 1)2 4 12 4 1(2 4 12 4 12 4 1)2 4 12 4 1(2 4 12 4 12 4 1)2 4 12 4 1(2 22 2) ( )32 22 22 2) (2 4 12 4 12 4 12 4 1)2 4 12 4 1(  

olur. 
1 32 0n na a- -+ + ¹ 0  �se 

( )2 4

1 3

1 2 4
2

2

n n

n n

a a

a a

- -

- -

- + + +
=

+ +

)
 

elde ed�l�r k� bu �fade �k� tamsay!n!n bölümü oldu#undan b�r rasyonel say! olur. Bu 

�se mümkün de#�ld�r. Dolay!s!yla 
1 32 0n na a- -+ + = 0  olur. Buradan 

2 41 2 4 0n na a- -+ + + = 0  elde ed�l�r. 
2 41 2 4n na a- -+ + +   tamsay!s! tek b�r tamsay! 

oldu$undan bu da b�r çel��k�d�r. O halde 
1

2
 ceb�rsel tamsay� de$�ld�r. 

 

Tan�m 2.3. A  ve B  taml�k bölgeler� ve A BÍ  olsun. A  b�r c�s�m ve b BÎ  

eleman� A  üzer�nde tam olsun. Bu takd�rde b �ye A  üzer�nde ceb�rseld�r den�r [1]. 

 

Tan�m 2.4.  üzer�nde ceb�rsel olan kompleks say�ya b�r ceb�rsel say� den�r [1]. 

 

Örnek 2.5. 
1

2

1

2
 b�r ceb�rsel say�d�r çünkü 2 1

0
2

x - =  denklem�n� sa$lar. 
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Tan m!2.5. A  ve B  taml!k bölgeler" ve A BÍ  olsun. Her b BÎ  eleman! A  

üzer"nde tam "se B �ye A  üzer"nde tamd!r den"r [1]. 

 

Örnek!2.6. m  tamkare olmayan b"r tamsay! olmak üzere m+ m+ kuadrat"k 

bölges"  üzer"nde tamd!r. Çünkü her u v m m+ Î + m+  eleman!, 2u- Î  ve 

2 2u mv- Î  olmak üzere 

2 2 22 0x ux u mv- + - =  

denklem�n� sa�lad!�!ndan, m+ m+ �n�n her u v m+  eleman!  üzer�nde tamd!r. 

 

Örnek!2.7. m  tamkare olmayan b�r tamsay! ve ( )1 mod 4m º  olsun. 

1

2

mæ ö+
+ ç ÷ç ÷

è ø

æ1 m
+ ç

1 mmææ1+
çç

2è 2çç 2
çççç

2
 kuadrat�k bölges�  üzer�nde tamd!r. Çünkü her 

2

1

2

1
u

mm
va

æ ö+
+ ç ÷ç ÷

æ ö+
= + Îç ÷ç ÷

èè ø ø2

æ1 m
+ ç

1 mmææ1+
2

çç
2è

çççççç  eleman! ( )2u v- + Î  ve 

( )2 2 21
1

4
u uv m v+ + - Î  olmak üzere 

( ) ( )2 2 2 21
1

4
2 0x u uu v vv x m- + + -- =+  

denklem�n� sa�lar. O halde 
1

2

mæ ö+
+ ç ÷ç ÷

è ø

æ1 m
+ ç

1 mmææ1+
çç

2è 2çç 2
çççç

2
�n�n her 

1

2
u

m
v
æ ö+
ç ÷ç
è ø

+ ÷  eleman!  

üzer�nde tamd!r. 

 

Örnek!2.8. A  ve B  taml!k bölgeler" ve A BÍ  olsun. a AÎ  olsun. b BÎ  

eleman! A  üzer"nde tam olsun. ab �n"n de A  üzer"nde tam oldu�unu gösterel�m. 

b BÎ , A  üzer�nde tam oldu�undan  
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1

1 1 0 0n n

nb a b a b a-
-+ + + + =1 1 0b1 1 01 1 0a b ab1 1 01 1 01 1 0  

olacak b�ç�mde 
0 1 1, , , na a a A- Î0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1a A0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1a Aa A  elemanlar� vard�r. a AÎ  olsun. O zaman ab BÎ  

d�r. Yukar�dak� pol�nomun her �k� taraf� na  �le çarp�l�rsa 

( ) ( ) ( )1 1

1 1 0 0
n n n n

nab a a ab a a ab a a
- -

-+ + + + =1 1 01 1 01 1 0

1n n1a a n n1n nn na aa a1 1 01 1 01 1 0

n n1  

olur. Burada 1

1 1 0, , ,n n

na a a a a a A-
- Î1

1 1 01 1 01 1 0

n n1a a1 1 01 1 01 1 01 1 01 1 0

n n1n nn n
 oldu�undan ab �n!n de A  üzer!nde tam 

oldu�u görülür. 

 

Teorem 2.1. A B CÍ Í  taml�k bölgeler� olsun. B�r c CÎ  eleman� A  üzer�nde tam 

�se c  eleman� B  üzer�nde de tamd�r [1]. 

 

!spat. c CÎ  eleman�, A  üzer�nde tam oldu�undan 

1

1 1 0 0n n

nc a c a c a-
-+ + + + =1 1 01 1 01 1 0+ +a c a1 1 01 1 01 1 0  

olacak b!ç!mde 
0 1 1, , , na a a A- Î0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1a A0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1

 vard�r. A BÍ oldu�undan 
0 1 1, , , na a a B- Î0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1a B0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1

 olur. 

Böylece c  eleman� B  üzer�nde de tamd�r. 

 

Teorem 2.2. A B CÍ Í  taml�k bölgeler� olsun. C  bölges� A  üzer�nde tam �se C  

bölges� B  üzer�nde de tamd�r [1]. 

 

!spat. c CÎ olsun. C  bölges� A  üzer�nde tam oldu�undan, c  eleman� A  üzer�nde 

tamd�r. Teorem 2.1�e göre c  eleman� B  üzer�nde de tamd�r. c keyf� ve c  eleman� B  

üzer�nde tam oldu�undan C  bölges! B  üzer!nde tamd�r. 
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Teorem 2.3. A  ve B  taml!k bölgeler" ve A BÍ  olsun. 
1 2,b b  elemanlar! A  

üzer"nde tam olsun. Bu takd"rde 
1 2b b+ , 

1 2b b- , 
1 2b b  elemanlar! da A  üzer"nde 

tamd!r [1]. 

 

Sonuç 2.1. A  ve B  taml!k bölgeler" ve A BÍ  olsun. B �n"n A  üzer"nde tam 

olan bütün elemanlar!n!n kümes" B �n"n A �y! "çeren b"r alt bölges"d"r [1]. 

 

Sonuç 2.2. Tüm ceb"rsel tamsay!lar!n kümes" b"r taml!k bölges"d"r. Bu küme W  

"le göster"l"r [1]. 

 

Teorem 2.4. A B CÍ Í  taml!k bölgeler" olsun. B  bölges" A  üzer"nde tam ve 

c CÎ  eleman! B  üzer"nde tam "se c  eleman! A  üzer"nde tamd!r [1]. 

 

Teorem 2.5. A B CÍ Í  taml!k bölgeler" olsun. C  bölges" B  üzer"nde tam ve B  

bölges" A  üzer"nde tam "se C  bölges" A  üzer"nde tamd!r [1]. 

 

Tan�m 2.6. A  ve B  taml!k bölgeler" ve A BÍ  olsun. B �n"n A  üzer"nde tam 

olan tüm elemanlar!n! "çeren alt bölges"ne, A �n!n B �dek" "ntegral kapan!#! veya tam 

kapan!#! den"r ve BA  "le göster"l"r [1]. 

 

Teorem 2.6. A  ve B  taml!k bölgeler" ve A BÍ  olsun. Bu takd"rde A �n!n B �dek" 

tam kapan!#! BA ; 

BA A BÍ Í  

#art!n! sa�layan b"r taml!k bölges"d"r. Ayr!ca her A  taml!k bölges" "ç"n AA A=  

oldu�u aç!kt!r [1].  
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Teorem 2.7. D  b�r tek türlü çarpanlar�na ayr�lab�len bölge olsun. D �n�n kes�r 

c�sm� F  olsun. Bu takd�rde c FÎ  eleman�n�n D  üzer�nde tam olab�lmes�n�n gerek 

ve yeter ko�ulu c DÎ  olmas�d�r [1]. 

 

!spat. :Þ  c DÎ  �se c  eleman� 0x c- =  denklem!n! sa�lar. O halde c  eleman� D  

üzer�nde tamd�r. 

 :Ü c FÎ eleman� D  üzer�nde tam olsun. O zaman c  eleman�, 

0 1 1, , , na a a A- Î0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1a A0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1
 olmak üzere 

1

1 1 0 0n n

nx a x a x a-
-+ + + + =1 1 01 1 01 1 0+ +a x1 1 01 1 01 1 0  

b�ç�m�nde b�r pol�nom denklem�n� sa�lar. c FÎ oldu�undan, r DÎ , s DÎ , 0s ¹ , 

( , ) 1r s =  olmak üzere c �y� rc
s

=  b�ç�m�nde �fade edeb�l�r�z. O zaman 

1 1

1 1 0 0n n n n

nr a r s a rs a s- -
-+ + + + =1 1 01 1 01 1 0

1 11 11 11 11 11 11 11 1n n nn n n1 11 11 1a rs1 1 01 1 01 1 0

n n nn n nn n n
 

olur. s  eleman� D �n�n b�r b�r�m� de��l �se s �y� bölen b�r p  asal say�s� vard�r. 

1 1

1 1 0 0n n n n

nr a r s a rs a s- -
-+ + + + =1 1 01 1 01 1 0

1 11 11 11 11 11 11 11 1n n nn n n1 11 11 1a rsa r1 1 01 1 01 1 0

n n nn n nn n n denklem�nden | np r  elde ed�l�r ve p  asal 

oldu�undan |p r  olur. Bu �se ( , ) 1r s =  olmas� !le çel!#!r. Dolay�s�yla s  b!r b!r!m 

olmak zorundad�r ve 1c rs D-= Î  olur. 

 

Teorem 2.8. ÇW =ÇW = �d�r [1]. 

 

�spat.  b�r tek türlü çarpanlar�na ayr�lab�len bölge oldu$undan, Teorem 2.7�de 

D =  al�n�rsa F =  olur. Böylece  

c cÎ ÇW Û ÎÎ ÇW Û Îc cc c  

elde ed�l�r. Dolay�s�yla ÇW =ÇW = �d�r. 
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Tan m!2.7. D  b�r taml�k bölges� olsun. D �n�n kes�r c�sm� F  olsun. F �n�n D  

üzer�nde tam olan bütün elemanlar�n�n kümes� D �n�n kend�s� �se, yan� FD D=  �se, 

D �ye �ntegralce kapal�d�r veya tam kapal�d�r den�r [1]. 

 

Teorem!2.9. D  b�r tek türlü çarpanlar�na ayr�lab�l�r bölge olsun. Bu takd�rde D  

tam kapal�d�r [1]. 

 

�spat. D �n�n kes�r c�sm� F  olsun. Teorem 2.4�e göre FD D=  olur. Yan� D  tam 

kapal�d�r. 

 

Örnek!2.9. 3+ -3-+  tam kapal� de#�ld�r. 3+ -3-+ �ün kes�r c�sm� 

( ) { }3 3 ,x y x y- = + - Î( ) { }3 ,3 ) {x y x y3 ,3- = + - Î3 ,33 ) { y3 ,3 ,3 �d�r. ( )1
1 3

2
a = + -   olsun. ( )3a Î -( )3Î -Î -Î -Î -Î -Î -( �dür 

fakat 3aÏ + -3-+ �d�r. Ayr�ca a ,  üzer�nde tamd�r çünkü 2 1 0a a- + =  

denklem�n� sa#lar. Dolay�s�yla a ,  üzer�nde tamd�r. Böylece 3+ -3-+  tam 

kapal� olmad�#� görülür. Ayr�ca Teorem 2.9�a göre 3+ -3-+ �ün b�r tek türlü 

çarpanlar�na ayr�lab�l�r bölge olmad�#� da elde ed�l�r. Buna örnek verel�m. 4  eleman� 

3+ -3-+ �de 2 , 1 3+ - , 1 3- -  �nd�rgenemez elemanlar olmak üzere 

( ) ( )4 2 2 1 3 1 3= × = + - - -  

b!ç!m!nde, !nd!rgenemez elemanlar�n !k! farkl� çarp�m� olarak yaz�lab!l!r. Çünkü 

burada 2  ne 1 3+ -  ne de 1 3- -  !le !lg!l!d!r. 

 

Teorem 2.10. Her ceb!rsel say�, a  b!r ceb!rsel tamsay�, b  de s�f�rdan farkl� b!r 

rasyonel tamsay� olmak üzere a
b

 b!ç!m!nded!r [1]. 
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�spat. c  b�r ceb�rsel say� olsun. Bu takd�rde 

1

1 1 0 0n n

nc a c a c a-
-+ + + + =1 1 01 1 01 1 0+ +a c aa c a1 1 01 1 01 1 0  

olacak b�ç�mde 
0 1 1, , , na a a - Î0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1a0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1Î  vard�r. 

0 1 1, , , na a a -0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1a0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1
�ler�n paydalar�n�n en küçük 

ortak kat� b  olsun. O halde bÎ  ve her 0,1, 2, , 1i n= -, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1  �ç�n 
iba Î  olur. 

Böylece 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1

1 1 0 0
n n n n

nbc ba bc b a bc b a
- -

-+ + + + =(1 1 0(1 1 01 1 0(( 1n n1b( n n1n nn nb ab(1 1 01 1 01 1 0( n n1
 

elde ed�l�r. Bu �se bc �n�n �dek� b�r mon�k pol�nomun kökü oldu#unu göster�r. 

Dolay�s�yla bc �de b!r ceb!rsel tamsay�d�r. bc a=  olsun. Bu takd!rde c a
b

=  olur. a  

b!r ceb!rsel tamsay� ve bÎ �d!r. 

 

 kompleks say�lar c!sm!n!n b!r alt c!sm! K  olsun. aÎ  eleman� K  üzer!nde 

ceb!rsel olsun. a , K �da ceb!rsel oldu"undan ( ) 0g a =  olacak b!ç!mde s�f�r 

pol!nomu olmayan b!r ( ) [ ]g x K xÎ  pol!nomu vard�r. [ ]K x �de a  eleman�n� kök 

kabul eden bütün pol!nomlar�n kümes! ( )KI a  olsun. Yan! 

( ) ( ) [ ] ( ){ }0KI f x K x fa a= Î =  

olsun. ( )KI a �n�n s�f�r pol!nomunu !çerd!"! aç�kt�r. Ayr�ca ( )KI a , [ ]K x �!n b!r 

!deal!d!r ve ( ) ( )Kg x I aÎ  oldu"undan ( ) 0KI a ¹  olur. K  b!r c!s!m oldu"undan 

Teorem 1.20�e göre [ ]K x  b!r Ökl!d bölges!d!r. Dolay�s�yla Teorem 1.18�e göre 

[ ]K x  b!r esas !deal bölges!d!r. O zaman  

( ) ( )KI p xa =  

olacak b!ç!mde b!r ( ) [ ]p x K xÎ  pol!nomu vard�r. Bu ( )p x  pol!nomu tek türlü 

bel!rl!d!r. ( ) [ ]1p x K xÎ  pol!nomu ( )KI a �y� üreten ba#ka b!r pol!nom !se 

( ) ( )1KI p xa =  
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olur. Böylece ( ) ( )1p x p x=  elde ed�l�r. O halde Teorem 1.3�e göre 

( ) [ ]u x K xÎ  b�r b�r�m olmak üzere 

( ) ( ) ( )1p x u x p x=  

olur. Ayr�ca Örnek 1.9�a göre 

[ ]( ) *U K x K=  

oldu�undan 

( ) *u x KÎ  

elde ed�l�r. Böylece ( )p x  pol�nomu mon�k pol�nom olarak kabul ed�leb�l�r. O zaman 

( ) ( )KI p xa =  �fades�ndek� ( )p x  pol�nomu tek türlü bel�rl� olur. 

 

Tan�m 2.8. �n�n b�r alt c�sm� K  olsun. aÎ  eleman� K  üzer�nde ceb�rsel 

olsun. Bu takd�rde  

( ) ( )KI p xa =  

olacak b�ç�mde tek türlü bel�rl� mon�k b�r ( ) [ ]p x K xÎ  pol�nomu vard�r. Bu ( )p x  

pol�nomuna a �n�n K �dak� m�n�mal pol�nomu den�r ve bu pol�nom ( )ind K a  �le 

göster�l�r [1]. 

 

Tan�m 2.9. �n�n b�r alt c�sm� K  olsun. aÎ  eleman� K  üzer�nde ceb�rsel 

olsun. Bu takd�rde a �n�n K �dak� dereces� ( )derK a  d�ye yaz�l�r ve  

( ) ( )( )der der indK Ka a=  

olarak tan�mlan�r. K =  �se ( )der a( )a  yer�ne ( )der a  yaz�l�r [1]. 
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Teorem 2.11. �n�n b�r alt c�sm� K  olsun. aÎ  eleman� K  üzer�nde ceb�rsel 

olsun. Bu takd�rde ( )ind K a  eleman� [ ]K x �de �nd�rgenemezd�r [1]. 

 

Örnek 2.9. ( )1 2ia = + Î  say�s� [ ]4 1x x+ Î [ ]x[  pol�nomunun b�r köküdür. 

4 1x +  pol�nomu mon�k ve [ ]x[ ]x �de �nd�rgenemez oldu$undan 

41
ind 1

2

i
x

+æ ö
= +ç ÷

è ø
ç
è 2
çç

2
 ve 

1
der 4

2

i+æ ö
=ç ÷

è ø
 

elde ed�l�r. 

 

Örnek 2.10. ( ) { }2 2 ,K a b a b= = + Î( ) { }2 ,2 ) {a b a b( 2 ,2 ,2 ) { b b( ) { 22 ) { Îb( 2 ,2 ) {  c�sm� olsun. ( )1 2ia = + Î  

olsun. Bu takd�rde a  say�s� [ ]2 2 1x x K x- + Î  pol�nomunun b�r köküdür. 

2 2 1x x- +  pol�nomu mon�k ve [ ]K x �de �nd�rgenemez oldu$undan 

( )
2

2

1
ind 2 1

2

i
x x

+æ ö
= - +ç ÷

è ø( )2( ) çè
çç  ve ( )2

1
der 2

2

i+æ ö
=ç ÷

è ø( )2
r ( ) çè

çç  

elde ed�l�r. 

 

Örnek 2.11. ( ) { }1 1 ,K a b a b= - = + - Î( ) { }1 ,1 ) {a b a b( 1 ,1 ,1 ) { b b( ) { 11 ) { Îa b a b( 1 ,1 ,111 ) {  c�sm� olsun. 

( )1 2ia = + Î  olsun. Bu takd�rde a  say�s� ( )[ ]2 1 1x x- - Î -( )[( )[1 11 11 11 11 1(x xx xx x( )[1 11 11 11 11 11 1(1 11 11 11 11 11 11 1(  

pol�nomunun b�r köküdür. 2 1x - -  pol�nomunun �k� kökü ( ) ( )1 2 1i± + Ï -( )1(Ï -Ï -Ï -Ï -Ï -((  

oldu$undan 2 1x - -  pol�nomu ( )[ ]1 x-( )[1- �de �nd�rgenemezd�r. O halde  

( )
2

1

1
ind 1

2

i
x

-

+æ ö
= - -ç ÷

è ø( )1( )-
 ve ( )1

1
der 2

2

i
-

+æ ö
=ç ÷

è ø( )1
r ( )-

 

elde ed�l�r. 
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Örnek 2.12. ( ) { }2 2 ,K a b a b= - = + - Î( ) { }2 ,2 ) {a b a b( 2 ,2 ,2 ) { b b( ) { 22 ) { Îa b a b( 2 ,2 ,222 ) {  c�sm� olsun. 

( )1 2ia = + Î  olsun. . Bu takd�rde a  say�s� ( )[ ]2 2 1 2x x x- - - Î -( )[( )[2(( )[2((  

pol�nomunun b�r köküdür. 2 2 1x x- - -  pol�nomunun �k� kökü 

( ) ( )2 2 2 2- ± Ï -( )2 22 22 22 22 2(Ï -Ï -Ï -Ï -Ï -(2 22 22 22 22 22 22 2(  oldu�undan 2 2 1x x- - -  pol�nomu ( )[ ]2 x-( )[2- �de 

�nd�rgenemezd�r. O halde  

( )
2

2

1
ind 2 1

2

i
x x

-

+æ ö
= - - -ç ÷

è ø( )2( )-
 ve ( )2

1
der 2

2

i
-

+æ ö
=ç ÷

è ø( )2( )-
 

elde ed�l�r. 

 

Tan�m 2.10. aÎ  say�s� �n�n b�r K  alt c�sm� üzer�nde ceb�rsel olsun. a �n�n 

K �dak� e$len�kler�, ( )ind K a �n�n �dek� kökler�d�r [1]. 

 

Örnek 2.13. Örnek 2.8�e göre ( )( ) 4ind 1 2 1i x+ = +((d 1(d 1(  �d�. 

4 1 1 1 1
1

2 2 2 2

i i i i
x x x x x

æ öæ öæ öæ ö+ - - + - -æ ö æ ö æ ö æ ö
+ = - - - -ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø è øè øè øè øè ø
 

oldu�undan ( )1 2i+ �n�n �dak� e$len�kler� 

1

2

i+
, 

1

2

i-
, 

1

2

i- +
, 

1

2

i- -
 

d�r. 

 

Örnek 2.14. Örnek 2.9�e göre ( ) ( )( ) 2

2
ind 1 2 2 1i x x+ = - +( ) (2( ) (  �d�. 

2 1 1
2 1

2 2

i i
x x x x

æ öæ ö+ -æ ö æ ö
- + = - -ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷

è ø è øè øè ø
 



34 

 

 

 

 

oldu�undan ( )1 2i+ �n!n ( )2( )2 �dak! e"len!kler! 

1

2

i+
, 

1

2

i-
 

d!r. 

 

Teorem 2.12. �n!n b!r alt c!sm! K  olsun. aÎ  say#s# K  üzer!nde ceb!rsel olsun. 

Bu takd!rde a �n#n K �dak! e"len!kler! b!rb!rler!nden farkl#d#r [1]. 

 

Teorem 2.13. a  b!r ceb!rsel tamsay# !se a �n#n �dak! e"len!kler! de b!rer ceb!rsel 

tamsay#d#r [1]. 

 

Örnek 2.15. 3 32 4a = -  olsun. O zaman 

( )3 3 3 3 32 6 2 6 4 4 2 6 2 4 2 6a a= - + - = - - - = - -  

olur. Yan� a  say�s� [ ]3 6 2x x x+ + Î [ ]x[  mon�k küb�k pol�nomunun b�r köküdür. 

Dolay�s�yla a  b�r ceb�rsel tamsay�d�r. 3 6 2x x+ +  pol�nomu E�senste�n 

�nd�rgenemezl�k kr�ter�ne göre [ ]x[ ]x �de �nd�rgenemezd�r. Dolay�s�yla  

( ) 3ind 6 2x xa = + +( )( )a  

olur. ( )ind a( )a �n�n d�#er �k� kökü �se, w  b�r�m eleman�n b�r kompleks küp kökü 

olmak üzere 

23 32 4w wa¢ = - , 2 3 32 4w wa¢¢ = -  

d�r. Dolay�s�yla a ¢  ve a¢¢  de b�rer ceb�rsel tamsay�d�r. 

 

Teorem 2.14. a  b�r ceb�rsel tamsay� �se ( ) [ ]ind xa Î( )a [ ]x �d�r [1]. 



35 

 

 

 

 

 

Tan m!2.11. [ ]x[ ]x �de �nd�rgenemez olan b�r kuadrat�k [ ]2x ax b x+ + Î [ ]x[  

pol�nomunun b�r a  ( )Î )  kökünü �ya ekleyerek elde ed�len ( )a( )a  c�sm�ndek� 

ceb�rsel tamsay�lar� bel�rleyel�m. Burada ( )a( )a , �n�n hem �yu hem de a �y� 

�çeren en küçük alt c�sm�d�r. Ayr�ca 2x ax b+ +  pol�nomu [ ]x[ ]x �de �nd�rgenemez 

oldu#undan a Ï �dur. Aç�kça görülür k�,  

( )
{ }0 1 0 1 0 1

0 10 1

, 0 ,  , , , , , , ,

0

m

m m n

nn

nn

a a a m n a a a b b b

b b bb b b

a a
a

a aa a

+ì ü+ + + Î È Îï ï
= í ý

+ + + ¹+ + +ï ïî þ

mama
maam ü{ } ïb0 ,  , , , , , , ,0 ,  ,{ } 0 1 0 10 1 0 10 1 0 1

üü{ } a a a b b b{ }0{ }+ Îb0 ,  , , { } 0 1 0 10 1 00 1 0 b0 ,  , , , , , , ,0 ,  , , , , , ,0{ } 0 1 0 10 1 0 10 1 0 1

ý
{ } 0 1 0m n0 1 0 10 1 0 ïï{ } 0 1 00 ,{ } 0 1 00 1 0m n0 1 0 10 1 0 , ,0 1 0 10 1 0 10 1 0 b0 ,  , , , , , , ,0 ,  ,{ } 0 1 0 10 1 0 10 1 0 1m nm n, ,0 1 0 10 1 0 10 1 00 1 0 1( )a ïìì

= í
ïï

ï
íí
ïï

nb nb nbb abb nbnanb abb
nb nb ab nb n

nanb
 

d�r. 2 b aa a= - -  oldu�undan ,k kc d Î  olmak üzere k

k kc da a= +  ( )2,3,k = )  

elde ed�l�r. Dolay�s�yla 

( ) ( ) ( )0 1

0 1 0 1 0 1

0 1

 , , , , ,  , 0,0
e e

e e f f f f
f f

a
a

a

ì ü+ï ï
= Î ¹í ý

+ï ïî þ
( )a ï ï( ) ( )0 1e0 10 1a üü

( ) ( )0 1e0 10 1aìì e0 10 10 10 10 1= í ý) ( )1 0 1 0,0) ( 1 0 10 1 0 1 0 10 1 0 1 0 1(0 1 0 1 0 10 1 0 1 0 10 1 0 1 0 1(
f f

í
ï ïï ï( ) ( )0 1

0 0) (f f f f(( ) 1 0 1, , , , ,  ,, , , , ,  ,, , , , , (0 1 0 1 0 10 1 0 1 0 10 1 0 1 0 10 1 0 1 0 1(ïï 0 1 )(
ï ï

( ) ( )0 1 0 1 0 1(
f f a

í ýí ý) ( )0 1 0 1 0 1(0 1 0 1 0 10 1 0 1 0 1(
f f ïï

( ) ( )
fïï f a

 

d�r. ( ) ( )0 1, 0,0f f ¹  oldu�undan 2 2

0 0 1 1 0f a f f b f- + ¹ �d�r ve  

0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1

2 2 2 2

0 1 0 0 1 1 0 0 1 1

e e e f ae f be f e f e f

f f f a f f b f f a f f b f

a
a

a

æ ö æ ö+ - + -
= +ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷+ - + - +è ø è ø

 

olur. Böylece 2 0a ba a+ + =  olmak üzere 

( ) { } ,x y x ya a= + Î( ) { }x y x y , ,a ) {x yx y= + Î{ x y ,a{x y  

elde ed�l�r. ( )a( )a  c�sm�ne b�r kuadrat�k c�s�m veya �nun b�r kuadrat�k gen��lemes� 

veya �k�nc� dereceden gen��lemes� den�r. 

 

Teorem 2.15. K  b�r kuadrat�k c�s�m olsun. Bu takd�rde ( )K m= ( )K mK mK mK mK mK m(  olacak b�ç�mde 

tek türlü bel�rl� b�r kares�z m  tamsay�s� vard�r [1]. 
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Teorem 2.16. K  b�r kuadrat�k c�s�m olsun. ( )K m= ( )K mK mK mK mK mK m(  olacak b�ç�mde tek türlü 

bel�rl� kares�z tamsay� m  olsun. Bu takd�rde K �dak� ceb�rsel tamsay�lar�n kümes� 

KO ; 

( )

( )

, 2,3 mod 4 ise

1
, 1 mod 4 ise

2

K

m m

O m
m

ì + º
ïï

= æ öí +
+ ºç ÷ï ç ÷ï è øî

m m+ º+ º+ º+ ºm m

æ öæ öæ ömí +æ öæ ö1
+ ºç ÷ç ÷ç ÷

mæ öæ öæ öæ ömí +í +1æ öæ öæ ö1
+ º+ º+ º+ ºç ÷2

ç ÷ç ÷
2

+ º+ º+ º+ º+ º+ º+ º+ ºç ÷ç ÷2

 

�le ver�l�r [1]. 

 

Tan�m 2.12. m  kares�z b�r tamsay� olmak üzere ( )K m= ( )K mK mK mK mK mK m(  kuadrat�k c�sm�ne, 

K Í  �se reel kuadrat�k c�s�m, K  �se sanal kuadrat�k c�s�m den�r. Yan� 0m >  

�se K  reeld�r, 0m<  �se K  sanald�r [1]. 

 

Teorem 2.17. K  b�r sanal kuadrat�k c�s�m olsun. Bu takd�rde, w  b�r�m eleman�n b�r 

kompleks küp kökü olmak üzere  

( )
{ } ( )
{ } ( )
{ }

4

2

6

2

1, , 1 ise

1, , , 3 ise

1 , di$er durumlar

K

i K

U O w w K

ì ± ± = -
ï
ï

= ± ± ± = -í
ï
±ï

î

( )4 , 1 ise( )4 ,,4 (,,4

( )6 3 ise, ( )6 ,,6 (,,6

22

 

d�r [1]. 

 

Tan�m 2.13. �n�n b�r alt c�sm� K  ve aÎ  olsun. �n�n hem K �y� hem de a  

y� �çeren bütün F  alt c�s�mler�n�n arakes�t� ( )K a  olsun. Yan� 

( )
F
F

K F

K F

a

a

Î
Í Í

=
F

F  
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olsun. Bu kes���m bo�tan farkl�d�r. Çünkü  kompleks say�lar kümes� zaten hem K  

y� hem de a �y� �çeren böyle b�r c�s�md�r. �n�n alt c�s�mler�n�n kes���m� y�ne �n�n 

b�r alt c�sm� olaca!�ndan, ( )K a  kes���m c�sm�, hem K �y� hem de a �y� �çeren en 

küçük c�s�md�r. ( )K a �n�n K �ya tek b�r a  eleman�n�n eklenmes� �le elde ed�ld�!�n� 

söylem��t�k. $�md� L , �n�n b�r alt c�sm� olsun. ( )L K a=  olacak b�ç�mde b�r 

aÎ  varsa, L �ye K �n�n b�r bas�t gen��lemes� den�r. Aç�kca görülür k�, KaÎ  �se 

( )K Ka =  olur. K Í  ve aÎ  �ç�n 

{ } 0 1 0 10 1

0 10 1

, 0 ,  , , , , , , ,

0

k

k hk

hh
hh

k h b b b c c c Kb b b
L

c c cc c c

a a
a aa a

ì üÎ È Î+ + +ï ï
= í ý+ + + ¹+ + +ï ïî þ

ü{ } ï0 ,  { } 0 1 00 1 0k h, ,0 1 0 10 1 0 10 1 0 K0 ,  0 ,  { } 0 1 00 1 00 1 0k hk h, ,0 1 0 10 1 0 10 1 00 1 0 1
üü{ } b b b K{ }0{ }0 ,  0 ,  0{ } 0 1 00 1 00 1 0k hk h, ,0 1 0 10 1 0 10 1 00 1 0 1 c0 , , , ,00{ } 0 1 00 1 00 1 0k hk h, , , ,0 1 0 10 1 00 1 00 1 0

ý
{ } ïï{ } 0 1 00 ,  { } 0 1 00 1 0k h0 1 0 10 1 0 , ,0 1 0 10 1 00 1 0

k

kakb
kb akbk

hh+ hacc h

hahc ahcc
hha h+ h

hahc
 

olsun. Bu takd�rde L  kümes�, �n�n hem K �y� hem de a �y� �çeren b�r alt c�sm�d�r. 

Ayr�ca  �n�n hem K �y� hem de a �y� �çeren her alt c�sm� L �n�n bütün elemanlar�n� 

�çermek zorundad�r. Dolay�s�yla L , �n�n hem K �y� hem de a �y� �çeren en küçük 

alt c�sm�d�r. Yan� ( )L K a= �d�r [1]. 

 

aÎ  say�s� K �da ceb�rsel ve a �n�n K �dak� m�n�mal pol�nomunun dereces� n  

olsun. Yukar�dak� tan�ma göre, ( )K a �n�n her b  eleman� 

( ) [ ]0 1

k

kf x b b x b x K x= + + + Îkb xk
kb x kb x kk

, ( ) [ ]0 1

k

kg x c c x c x K x= + + + Îkc xk
kc x kc x kk

, ( ) 0g a ¹  

olmak üzere   

( )
( )
f x

g x
b =  

b�ç�m�nded�r. Bu �se ( ) ( )ind K g xa ( )g x(  demekt�r ve ( )ind K a , [ ]K x �de 

�nd�rgenemez oldu$undan 

( ) ( ) [ ]ind ,K g x K xa =( )g x K( )  

olur. Dolay�s�yla Teorem 1.15�den dolay� 

( ) ( ) ( ) ( )ind 1Km x n x g xa + =  
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olacak b�ç�mde ( ) ( ) [ ],m x n x K xÎ  pol�nomlar� vard�r. a  say�s� ( )irrK a �n�n b�r 

kökü oldu$undan 

( ) ( ) 1n ga a =  

elde ed�l�r. Buradan 

( )
( )1
n

g
a

a
=  

olur. Dolay�s�yla 

( )
( )

( ) ( )
f

f n
g

a
b a a

a
= =  

oldu$u görülür. Dolay�s�yla, ( )K a �n�n her b  eleman�, a �n�n K �dan katsay�l� b�r 

pol�nomu olarak �fade ed�leb�l�r. Yan� l  negat�f olmayan b�r tamsay� ve 

0 1, , , ld d d KÎ, , ld K, , l
 olmak üzere 

0 1

l

ld d db a a= + + + l

ld a
l

ld  

b�ç�m�nded�r. 

( ) [ ]0 1

l

lh x d d x d x K x= + + + Îld xl
ld ld xd x ll

 

olsun. O zaman ( )hb a=  olur. K  b�r c�s�m oldu$undan ( )h x �� ( )ind K a �ya 

böleb�l�r�z. Böylece ( ) [ ]u x K xÎ , ( ) [ ]v x K xÎ  pol�nomlar olmak üzere 

( ) ( ) ( ) ( )ind Kh x u x v xa= + , ( )( ) ( )( )deg deg ind Kv x na< =  

olarak yaz�lab�l�r. ( )ind K a �n�n b�r kökü a  oldu$undan 

( ) ( )h va a=  

dolay�s�yla 

( )vb a=  



39 

 

 

 

 

elde ed�l�r. Sonuç olarak ( )K a �n�n her eleman�, 
0 1 1, , , na a a K- Î0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1a K0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1

 ve 

( )( )der ind Kn a=  olmak üzere 

1

0 1 1

n

na a aa a -
-+ + +0 1 10 1 10 1 1a0 1 10 1 10 1 1a0 1 10 1 10 1 10 1 1+0 1 10 1 1

 

b�ç�m�nded�r. Böylece a"a#!dak� teorem�n �spat! ver�lm�" olur. 

 

Teorem 2.18. �n�n b�r alt c�sm� K  olsun. aÎ  say!s! K �da ceb�rsel olsun. 

( )( )der ind Kn a=  olsun. Bu takd�rde  

( ) { }1

0 1 1 0 1 1, , ,n

n nK a a a a a a Ka a a -
- -= + + + Î }1

0 1 1 0 1 1

n

0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 10 1 1a a a a a K1

0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1

n

0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1 0 1 10 1 10 1 1 0 1 10 1 10 1 1 0 1 10 1 1a a a a a Ka a a a a K1

0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1

na aa aa a0 1 10 1 10 1 10 1 1  

d�r [1]. 

 

Teorem 2.19. �n�n b�r alt c�sm� K  olsun. aÎ  say!s! K �da ceb�rsel olsun ve a  

n!n dereces� ( ) ( )( )der der indK K na a= =  olsun. ( )K a  gen�"lemes�n�n K  

üzer�nde dereces� ( ) :K Kaé ùë û  olarak yaz!l!r ve  

( ) :K K na =é ùë û  

olarak tan!mlan!r [1]. 

 

Örnek 2.16. m  kares�z b�r tamsay� olsun. Bu takd�rde mÎ  say�s� 

[ ]2x m x- Î [ ]x[  pol�nomunun b�r köküdür. m  kares�z oldu#undan m± Ï �dur. 

Böylece ( )( )2x m x m x m- = + -  oldu#undan 2x m-  pol�nomu [ ]x[ ]x �de 

�nd�rgenemezd�r. Dolay�s�yla 

( ) 2ind m x m= -( m x  

olur. Teorem 2.18�e göre 
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( ) { }0 1 0 1,m a a m a a= + Î( ) { }0 1 0 10 1 00 1 00 1 00 1 0m a) { 0 1 00 1 00 1 00 1 00 1 0= + Î{ 1a a m a aa a{ 0 1 00 1 00 1 00 1 00 1 00 1 0
 

olur. Buradan  

( ) : 2mé ù =
ë û

: 2é ùé ùé ùé ù( ) : 2: 2m : 2: 2
ë ûë ûë ûë û( ) : 2: 2mé ùé ùé ùé ù( ) : 2: 2: 2: 2m  

elde ed�l�r. Yan� ( )m( )m , �nun b!r kuadrat!k gen!"lemes!d!r. 

 

Örnek 2.17. ( ) ( )
1 1

3 3
5 17 5 17a = + + - Î  olsun. Bu takd!rde 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

2 1 1 2
3 3 3 33

1 1 1 1
3 3 3 3

1
3

1
3

5 17 3 5 17 5 17 3 5 17 5 17 5 17

10 3 5 17 5 17 5 17 5 17

10 3 5 17 5 17

10 3 8

10 6

a

a

a
a

= + + + - + + - + -

é ù= + + - + + -ê úë û

é ù= + + -
ë û

= +

= +

 

olur. Yan� a  say�s� [ ]3 6 10x x x- - Î [ ]x[  mon�k pol�nomunun b�r köküdür. Dolay�s�yla 

a  say�s� b�r ceb�rsel tamsay�d�r. Ayr�ca 3 6 10x x- -  pol�nomu E�senste�n 

�nd�rgenemezl�k kr�ter�ne göre �nd�rgenemezd�r. O zaman 

( ) 3ind 6 10x xa = - -( )( )a  

olur. Dolay�s�yla Teorem 2.18�den dolay� 

( ) { }2

0 1 2 0 1 2, ,a a a a a aa a a= + + Î( ) { }2

0 1 2 0 1 20 1 20 1 20 1 20 1 20 1 20 1 20 1 2a ) { 0 1 20 1 2a a0 1 20 1 20 1 2= + + Î+ Î{ 2

0 1 2a a a aa a0 1 20 1 20 1 20 1 20 1 2a a{a a a aa a a aa a a a0 1 20 1 20 1 20 1 2  

ve 

( ) : 3a =é ùë û 3ù( ) û( ) ùù( ) ::::a  

elde ed�l�r. Yan� ( )a( )a , �nun b!r küb!k gen!#lemes!d!r. 
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Tan m!2.14. �n�n b�r alt c�sm� olan K �ya, sonlu say�da 
1 2, , , ka a a Î, ka, Î  

( )2k ³  eleman�n� eklemeyle elde ed�len c�sm� ( )1 2, , , kK a a a ), ka,  �le gösterece��z. 

( )1 2, , , kK a a a ), , ka, ,  c�sm�, �n�n hem K �y! hem de 
ia �ler� �çeren en küçük alt 

c�sm�d�r. Yan� ( )1 2, , , kK a a a ), ka,  c�sm�, �n�n hem K �y! hem de 
ia �ler� �çeren 

bütün alt c�s�mler�n�n arakes�t�d�r. ( )1 2, , , kK a a a ), ka,  c�sm�ne K �n!n b�r çoklu 

gen��lemes� den�r. 
1 2, , , ka a a, ka, �lar!n s!ras!n!n b�r önem� olmad!�! a��kard!r. 

( )1 2, , , kK a a a ), , ka, ,  c�sm�, pe�pe�e k  tane tekl� ekleme olarak da kabul ed�leb�l�r. Yan� 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 2 1 2

1 2 3 1 2 3

1 2 1 2 1

,

, , ,

, , , , , ,k k k

K K

K K

K K

a a a a

a a a a a a

a a a a a a a-

=

=

=) ( )( )1 2 11 2 11 2 1k k k) ( )(1 2 1 2 11 2 1 2 1) (1 2 1 2 11 2 1 2 11 2 1) (K)1 2 11 2 11 2 1a a a a( )(k k kk k k( )(1 2 1 2 12 11 2 1 2 1(1 2 1 2 11 2 1 2 11 2 11 2 1 2 1) (K)1 2 11 2 11 2 11 2 11 2 1k k kk k k)1 2 11 2 11 2 1)1 2 11 2 11 2 1) 2 12 1k k kk k k

 

olarak görüleb�l�r  [1]. 

 

Teorem 2.20. �n�n b�r alt c�sm� K  olsun. aÎ  ve b Î  elemanlar! K �da 

ceb�rsel olsun. Bu takd�rde 

( ) ( ),K Ka b g=  

olacak b�ç�mde K �da ceb�rsel olan b�r g Î  eleman! vard!r  [1]. 

 

!spat. ( ) ( )p =ind Kx a  ve ( ) ( )=ind Kq x b  olsun. O zaman 
1 2, , , ma a a a= , , ma, , �ler 

a �n!n K �dak� e�len�kler� ve 
1 2, , , nb b b b= nb, �ler b �n!n K �dak� e�len�kler� olmak 

üzere  

( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) [ ]1 1p = , =m nx x x K x q x x x K xa a b b- - Î - - Î( ) [ ] ( ) ( ) ( ) [ ]1 ( m n) [ ] ( ) ( ) (1) [ ] ( ) ( K x) [n1 ( n) (1) [ ] ( ) ( xx) (11(11 ( ) [ ] ( ) nn) (11() [ ] ( ) b b( ) [ ] ( ) ( ) (x K x q x x xx x( ) [ ] ( ) ( ) (=( ) [ ] ( ) )x xx xx x( ) (11(, ==( ) [ ] ( )11 ( ) [ ] ( )  
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d�r. Teorem 2.12�ye göre tüm 
ia �ler�n ( )1,2, ,i m= ),m,  farkl� oldu$unu ve 

jb �ler�n 

( )1,2, ,j n= )n,  farkl� oldu$unu b�l�yoruz.  

, 1,2, , ; , 1,2, , ;
r s

t u

S r s m t u n t u
a a

b a

ì ü-ï ï
= = = ¹í ý

-ï ïî þ

ïüü
ý, , ; , 1,2, , ; t u, , ; , 1,2, , ;, , ; , 1,2, , ;
ïï

m t u n t u1 2 tt, , ; , 1,2, , ;, , ; , 1,2, , ;, ; , 1,2 tt; 1 2 ;;
ï
ýý
ïï

 

olsun. S  kümes� sonlu say�da kompleks say�dan olu�ur. S �n�n tüm elemanlar�ndan 

farkl� olan b�r c  say�s� seçel�m. Böylece c �n�n seç�l�m� �le b�rl�kte mn  tane 

( )1,2, , ; 1,2, ,i jc i m j na b+ = = )1 2m j n, ; 1,2, ,1, ;, ;, ;  

elemanlar�n�n heps� de farkl� olur. 
1 1c cg a b a b= + = +  ve ( )1K K g=  olsun. 

Ayr�ca  

( ) ( ) [ ]1 1p x p cx K xg= - Î  

olsun. O zaman 

( ) ( ) ( )1p 0p c pb g b a= - = =  

bulunur. ( ) 0q b =  oldu�undan b  say�s�n�n hem ( )1p x ��n hem de ( )q x ��n b�r 

ortak kökü oldu!u görülür. $�md� ( )1p x  ve ( )q x ��n ba%ka ortak kökü olmad"!"n" 

gösterel�m. lÎ  eleman" l b¹  olmak üzere ( )1p x  ve ( )q x ��n b�r ortak kökü 

olsun. l  eleman" ( )q x ��n 
1b b= �den farkl" b�r kökü oldu!u �ç�n 

jl b=  olacak 

b�ç�mde b�r { }2,3, ,j nÎ }n,  vard"r. O zaman ( ) ( )1 0j jp c pg b b- = =  olur. O halde 

jcg b-  eleman" ( )p x ��n b�r köküdür. Dolay"s"yla 
jcg b-  eleman" 

1 2, , , ma a a, ma,  

lerden b�r�ne e%�t olmal"d"r, bu 
ka  { }( )1,2, ,k mÎ } ),m,  olsun. O halde 

1 1k jc ca b g a b+ = = +  

elde ed�l�r. Buradan 

1

1

k

j

c
a a

b b

-
=

-
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olur k� bu c �n�n seç�m� �le çel�!�r. Dolay"s"yla ( )1p x  ve ( )q x ��n b �dan ba!ka ortak 

kökü yoktur. #�md� ( ) ( )
1

irrKh x b=  olsun. O zaman ( ) ( )1h x p x  ve ( ) ( )h x q x  

bulunur. ( )1p x  ve ( )q x ��n �de sadece b�r tane ortak kökü oldu$undan 

( )deg 1h x =  olur. Dolay"s"yla b�r 
1Kd Î  eleman" �ç�n ( )h x x d= +  olur. Ayr"ca 

( )0 h b b d= = +  oldu$undan 
1Kb d= - Î  elde ed�l�r. Böylece 

( ) ( )1,K K Ka b gÍ =  

oldu$u göster�lm�! olur. Ayr"ca ( ),c Kg a b a b= + Î  oldu$undan  

( ) ( ),K Kg a bÍ  

elde ed�l�r. Dolay"s"yla  

( ) ( ),K Ka b g=  

olur. 

 

Teorem 2.21. �n�n b�r alt c�sm� K  olsun. 
1 2, , , na a a, na, �ler K �da ceb�rsel olsun. 

Bu takd�rde  

( ) ( )1 2, , , nK Ka a a a=), n K)a ), n K),  

olacak b�ç�mde K �da ceb�rsel olan b�r aÎ  eleman" vard"r [1]. 

 

E$er K , �n�n b�r alt c�sm� ve aÎ , b Î  elemanlar" K �da ceb�rsel �se 

( ) ( ),K Ka b g=  olacak b�ç�mdek� K �da ceb�rsel olan g Î  eleman"n"n nas"l 

bulunaca$" Teorem 2.20�n�n �spat"ndan elde ed�l�r. Tek yap"lmas" gereken, 
ia �ler a  

n"n e!len�kler�n�, 
ib �ler de b �n"n e!len�kler�n� tarar �ken 

i ica b+ �ler�n heps�n� de 

b�rb�r�nden farkl" yapacak b�r c  rasyonel say"s" bulmak. Böylece 

( ) ( ),K K ca b a b= +  olur. 
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Örnek 2.18. ( )2, 3( 2, 3  c!sm!n! bas!t b!r gen!"leme olarak gösterel!m. 2 �n!n 

dak! e"len!kler! 2  ve 2- �d!r. 3 �ün �dak! e"len!kler! 3  ve 3- �tür. Teorem 

2.20�n!n !spat#ndak! 1c =  al#n#rsa; 2 3+ , 2 3- , 2 3- +  ve 2 3- -  

elemanlar#n#n heps!de b!rb!r!nden farkl#d#r. Böylece Teorem 2.20�ye göre 

( ) ( )2, 3 2 3- = +( ) ( )3 2 33 23 23 22, 3 2)2, 3 2) (- =- =- =- =3 23 23 23 23 22, 3 22, 3 2) (  elde ed�l�r. $�md� 2 3+ �ün b�r ceb�rsel tamsay� 

oldu%unu gösterel�m. 2 3a = +  olsun. Buradan, 

2

2

4 2

5 2 6

5 2 6

10 25 24

a

a

a a

= +

- =

- + =

 

elde ed�l�r. Dolay�s�yla a  say�s�  

( ) [ ]4 210 1f x x x x= - + Î [ ]x[  

mon�k kuart�k pol�nomunun b�r köküdür. O halde a  b�r ceb�rsel tamsay�d�r. Son 

olarak ( )f x  pol�nomunun [ ]x[ ]x �de �nd�rgenemez oldu%unu gösterel�m. 

( )1 8 0f ± = - ¹  oldu%undan ( )f x ��n [ ]x[ ]x �de h�ç l�neer çarpan� yoktur. 

Dolay�s�yla ( )f x ��n [ ]x[ ]x �de çarpanlara ayr#l#"#, e�er varsa, [ ]x[ ]x �dek! !k! 

kuadrat!k pol!nomun çarp#m# b!ç!mde olmal#d#r. O zaman , , ,a b c dÎ  olmak üzere  

( )( )4 2 2 210 1x x x ax b x cx d- + = + + + +  

b!ç!m!nde çarpanlar#na ayr#ls#n. Katsay#lar# e"!tlersek;  

0a c+ = , 10b ac d+ + = - , 0bc ad+ =  ve 1bd =   

elde ed!l!r. &lk !fadeden c a= - , son !fadeden de 1b d= = ± �d!r. Yan! 2b d+ = ±  elde 

ed!l!r. O zaman !k!nc! !fade 2 8a =  veya 2 12a =  olur k! bu !se tamsay#larda mümkün 

de�!ld!r. Dolay#s#yla ( )f x  pol!nomu [ ]x[ ]x �de dolay#s#yla da [ ]x[ ]x �de 

!nd!rgenemezd!r. Sonuç olarak 

( ) 4 2ind 2 3 10 1x x+ = - +(d 2d 2d 2d 2d 2d 2(  
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ve 

( ) ( )2, 3 : 2 3 : 4é ù é ù= + =
ë û ë û

4ù é ù( ) ( )3 :3 :22 3 :3 :) ( )3 :3 :22( )û ë û( ) ( )2 3 :3 :2, 3 :, 3 :) ( )( 2, 3 :, 3 :, 3 :, 3 :) 2 3 :2 33 :( )3 :3 :3 :22( )  

oldu u!görülür. 

 

Teorem 2.22. �n"n!b"r! alt! c"sm"! K ! olsun.!aÎ ! say#s#! K �da! ceb"rsel! olsun.!

Bu! takd"rde! ( )K a �n#n! her! b ! eleman#! K �da! ceb"rseld"r.! Ayr#ca! b �n#n! K �dak"!

dereces",!a �n#n! K �dak"!dereces"nden!küçük!veya!e$"tt"r.!Yan"! ( ) ( )der derK Kb a£ !

d#r![1]. 

 

Tan�m 2.15.  rasyonel say!lar c"sm"ne, 1 2, , , na a a, , na, , �ler ceb"rsel say!lar!n!n 

eklenmes"yle olu#turulan ( )1 2, , , na a a ), na,( 1 2 ,1 21 2a a1 21 2 ,1 21 21 2 ,,  b"ç"m"ndek" �n"n alt c"sm"ne b"r 

ceb"rsel say! c"sm" den"r [1]. 

 

Teorem 2.23. K  b"r ceb"rsel say! c"sm" "se ( )K q= ( )q  olacak b"ç"mde b"r q  

ceb"rsel say!s! vard!r [1]. 

 

!spat. Teorem 2.18�de K =  al!n!rsa "sten"len elde ed"l"r. 

 

Teorem 2.24. K  b"r ceb"rsel say! c"sm" "se ( )K q= ( )q  olacak b"ç"mde b"r q  

ceb"rsel tamsay!s! vard!r [1]. 

 

!spat. K  b"r ceb"rsel say! c"sm" olsun. Teorem 2.23�e göre ( )K f= ( )f  olacak 

b"ç"mde b"r f  ceb"rsel say!s! vard!r. Teorem 2.10�a göre, q  b"r ceb"rsel tamsay! ve b  
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de s�f�rdan farkl� b!r rasyonel tamsay� olmak üzere 
b

qf =  b!ç!m!nde yaz�lab!l!r. 

Böylece  

( ) ( ) ( )K
b

qf q= = =( ) ( ) ( )b
q q) (f ) (f ) ( b
q(ff ) ( )bq  

olur. 

 

Teorem 2.25. K  b!r ceb!rsel say� c!sm! olsun. q  b!r ceb!rsel say� olmak üzere 

( )K q= ( )q  olsun. ( )ind nq =( )q  olsun. Bu takd!rde K �n�n her eleman� 

0 1 1, ,..., nc c c - Î  olmak üzere 

1

0 1 1... n

nc c cq q -
-+ + +  

b!ç!m!nde tek türlü olarak !fade ed!leb!l!r. Ayr�ca 0 1 1, ,..., nc c c - Î  olmak üzere 

1

0 1 1... n

nc c cq q -
-+ + +   b!ç!m!ndek! her !fade K �n�n b!r eleman�d�r [1]. 

 

!spat. Teorem 2.18�de K =  al�n�rsa �sten�len elde ed�l�r. 

 

Tan�m 2.16. K  ceb!rsel say� c!sm!nde bulunan bütün ceb!rsel tamsay�lar�n kümes! 

KO  !le göster!l!r. Yan! 
KO K= WÇ  d�r [1]. 

 

Teorem 2.26. K  b!r ceb!rsel say� c!sm! olsun. Bu takd!rde 
KO  b!r taml�k 

bölges!d!r[1]. 

 

!spat. Sonuç 2.2�den dolay� W �n�n b!r taml�k bölges! oldu"u b!l!nmekted!r ve 

WÍ �d!r. Ayr�ca K  b!r c!s!m ve K Í �d!r. O halde 
KO K= WÇ  b!r taml�k 

bölges!d!r. 
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Tan m!2.17. 
KO �ya K  ceb�rsel say� c�sm�n�n tamsay�lar halkas� den�r [1]. 

 

Teorem!2.27. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. Bu takd�rde 
KO �n�n kes�r c�sm� K  

olur[1]. 

 

�spat. 
KO �n�n kes�r c�sm� F  ve FaÎ  olsun. O zaman 

Kb OÎ , 
Kc OÎ , 0c ¹  

olmak üzere b
c

a =  b�ç�m�nded�r. 
KO KÍ  oldu#undan b KÎ , c KÎ �d�r. K  b�r 

c�s�m oldu#undan b K
c

a = Î  olur. O halde F KÍ  elde ed�l�r. 

$�md� KaÎ  olsun. Teorem 2.10�a göre, b  b�r ceb�rsel tamsay� ve c �de s�f�rdan 

farkl� b�r rasyonel say� olmak üzere b
c

a =  b�ç�m�nded�r. b c Ka= Î  oldu#u aç�kt�r. 

Böylece 
Kb OÎ  olur. Dolay�s�yla b F

c
a = Î �d�r. O halde K FÍ  elde ed�l�r. 

Sonuç olarak K F=  oldu#u görülür. Yan� 
KO �n�n kes�r c�sm� K �d�r. 

 

Teorem!2.28. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. Bu takd�rde 
KO  tam kapal�d�r [1]. 

 

�spat. Teorem 2.27�ye göre 
KO �n�n kes�r c�sm� K �d�r. Kb Î  eleman� 

KO  üzer�nde 

tam olsun. 
KOb Î  oldu#unu gösterel�m. 

KO ,  üzer�nde tam oldu#undan, Teorem 

2.4�e göre, b  eleman�  üzer�nde tamd�r. Yan� b  eleman� K �da b�r ceb�rsel 

tamsay�d�r. O zaman 
KOb Î  olur. O halde 

KO  tam kapal�d�r. 

 

Teorem 2.29. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. Bu takd�rde 
KO �n�n s�f�rdan farkl� 

her �deal� s�f�rdan farkl� b�r rasyonel tamsay� �çer�r [1].  
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�spat. { }0I ¹ , 
KO �n�n b�r �deal� olsun. , 0Ia aÎ ¹  seçel�m. 

KI OaÎ Í  

oldu�undan a  b�r ceb�rsel tamsay�d�r. ( ) 1

1ind n n

nx b x ba -= + + +( )a nb  olsun. 0nb ¹  

oldu!unu gösterel�m. 1n =  �se ( ) 1ind x ba = +( )a  olur. Yan� 
1 0ba + =  elde ed�l�r. 

Dolay�s�yla 
1 0b a= - ¹ �d�r. 2n ³  �se Teorem 2.11�e göre ( )irr a( )a  pol�nomu [ ]x[ ]x  

de �nd�rgenemez oldu!undan 0nb ¹ �d�r. a  b�r ceb�rsel tamsay" oldu!undan Teorem 

2.14�e göre ( ) [ ]ind xa Î( )a [ ]x �d�r. O zaman 
1 2, , , nb b b Î, nb, Î  olur. Dolay"s"yla 

1

1 1

n n

nb b b Ia a a-= - - - - Î1 1ba1 1b1 11 1b1 11 1  

elde ed�l�r. Yan� 
nb  s"f"rdan farkl" b�r rasyonel tamsay"d"r ve I �n"n b�r eleman"d"r. 

 

Teorem 2.30. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. I , 
KO �n�n s�f�rdan farkl� b�r �deal� 

olsun. Bu takd�rde ( )K g= ( )g  olacak b�ç�mde b�r Ig Î  vard�r [1]. 

 

�spat. Teorem 2.2�ye göre ( )K q= ( )q  olacak b�ç�mde b�r 
KOq Î  vard�r. Teorem 

2.7�ye göre b�r c IÎ Ç I , 0c ¹  rasyonel tamsay�s� vard�r. cg q=  olsun. 
KOq Î  ve 

c IÎ  oldu�undan Ig Î  olur. Ayr�ca { }0cÎ -{ }0-  oldu�undan 

( ) ( ) ( )K cq g g= = =( ) ( ) ( )(q g g) ( ) (c) (( gg )c) (  elde ed�l�r. Yan� ( )K g= ( )g  olan b�r Ig Î  vard�r. 

 

Teorem 2.31. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� ve K �n�n �dak� dereces� n  olsun. Bu 

takd�rde tam olarak n  tane farkl� :k Ks ®  ( )1,2, ,k n= ),n,  monomorf�zmas� 

(b�reb�r homomorf�zmas�) vard�r [1]. 

 

�spat. Teorem 2.23�e göre ( )K q= ( )q  olacak b�ç�mde b�r q  ceb�rsel say�s� vard�r. 

( ) ( )indp x q= ( )q  olsun. Bu takd�rde 
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( ) ( )( ) ( )der der ind :p x nq q= = =é ùë û( )( )(( )))( ) nù( ))( û( )( )( ) :) ùù:) :)(((( :)(  

olur. O zaman Teorem 2.12�ye göre q �n�n �da n  farkl! e"len�$� vard!r ve bunlar 

1 2, , , nq q q q= , nq,  olsun. O zaman 

( ) ( )( ) ( )1 2 np x x x xq q q= - - -( nx( q( x( x(  

olur. Teorem 2.25�ye göre, K �n!n her a  eleman!, 
0 1 1, , , na a a - Î0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1a0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1Î  olmak üzere 

1

0 1 1

n

na a aa q q -
-= + + +0 1 10 1 10 1 1q0 1 10 1 10 1 1a0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1  b�ç�m�nde tek türlü olarak �fade ed�leb�l�r. Böylece 

1, 2, ,k n= , ,n, ,  �ç�n 

( )1 1

0 1 1 0 1 1

:k

n n

k n k n k

K

a a a a a a

s

s q q q q- -
- -

®

+ + + = + + +)1 1)n n1 11)k n k n k0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1)q q qn nn1 1) n kn k0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1) a0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1) 1111nn 1 )0 1 1 0 1 10 1 10 1 1 0 1 1)q qq q)n )1 )a a aa a aa a a)k n kk n kk n kk n k)0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 10 1 1 0 1 1)
 

�le tan!mlayab�l�r�z. 

%�md� 
ks  ( )1,2, ,k n= ), ,n, , �lar�n b�rer c�s�m homomorf�zmas� oldu�unu gösterel�m. 

Önce 
ks  ( )1,2, ,k n= ),n, �lar�n toplamsal oldu�unu gösterel�m. O zaman 

0 1 1 0 1 1, , , , , , ,n na a a b b b- - Î0 1 1 0 1 10 1 10 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 10 1 1a b b b0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 10 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 10 1 1 0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 Î  olmak üzere 

1

0 1 1

n

na a aa q q -
-= + + +0 1 10 1 10 1 1q0 1 10 1 10 1 1a0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1 , 1

0 1 1

n

nb b bb q q -
-= + + +0 1 1

n

0 1 10 1 1q0 1 10 1 10 1 1b0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1  

b�ç�m�nde yaz�lab�l�r. Böylece 

( ) ( ) ( ) 1

0 0 1 1 1 1

n

n na b a b a ba b q q -
- -+ = + + + + + +(1 1 1(1 1 11 1 11 1 1(1 1 11 1 11 1 11 1 1(1 1 11 1 1((1 1 11 1 1aa(1 1 11 1 11 1 1(  

elde ed�l�r. Dolay�s�yla 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1

0 0 1 1 1 1

1 1

0 1 1 0 1 1

n

k k n n k

n n

k n k k n k

k k

a b a b a b

a a a b b b

s a b q q

q q q q

s a s b

-
- -

- -
- -

+ = + + + + + +

= + + + + + + +

= +

(1 1 11 1 1(1 1 11 1 1(1 1 11 1 11 1 1(1 1 11 1 1(( aa(k nk nk n(1 1 11 1 11 1 11 1 1(
) ( )1 1) (n n1 11) ( k n k0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1) ( q nn 1

k n kk n k0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1) (a b b ba n 11 ) ( k n kk n k0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1) ( 1111nn 11 ) (0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1) (a b ba b ba b b) (n ) (111 ) (k n k k n kk n kk n k k n kk n k k n k) (0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1) (  

olur. Yan� 
ks  toplamsald�r. 

!�md� 
ks  ( )1,2, ,k n= ),n, �lar�n çarp�msal oldu�unu gösterel�m. Ayn� göster�m �le  
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( ) [ ]1

0 1 1

n

nf x a a x a x x-
-= + + + Î [ ]1

0 1 1

n

0 1 10 1 1a x x[1

0 1 10 1 1

n

0 1 10 1 10 1 10 1 1a xa x 1

0 1 10 1 10 1 1

n , ( ) [ ]1

0 1 1

n

ng x b b x b x x-
-= + + + Î [ ]1

0 1 1

n

0 1 10 1 1b x x[1

0 1 10 1 1

n

0 1 10 1 10 1 10 1 1b xb x 1

0 1 10 1 10 1 1

n
 

olsun. Böylece 

( )f q a= , ( )g q b=  

olur. [ ]x[ ]x �de ( ) ( )f x g x  pol�nomunu ( )p x  pol�nomuna bölersek 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x p x q x r x= + , ( ) ( )der derr x p x n< =  

olacak b�ç�mde b�r ( ) [ ]q x xÎ [ ]x[  bölümü ve b�r ( ) [ ]r x xÎ [ ]x[  kalan� elde ed�l�r. 

( ) 0p q =  oldu#undan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g p q r rab q q q q q q= = + =  

olur. Ayr�ca ( ) 0kp q =  oldu#undan 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k k k k kr r p q r f gs ab s q s q q q q q q s a s b= = = + = =

 

elde ed�l�r. Yan� 
ks  çarp�msald�r. Böylece 

ks  ( )1,2, ,k n= ),n, �lar�n b�rer 

homomorf�zma oldu�unu gösterm�" olduk. 

#�md� 
ks  ( )1,2, ,k n= ),n, �lar�n b�reb�r oldu�unu gösterel�m. 

1

0 1 1

n

na a a Ka q q -
-= + + + Î0 1 10 1 10 1 1q0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1q0 1 10 1 1aaa0 1 10 1 10 1 1  ve 1

0 1 1

n

nb b b Kb q q -
-= + + + Î0 1 10 1 10 1 1q0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1

nb nbb0 1 10 1 1

nb0 1 10 1 10 1 1  olmak üzere 

( ) ( )k ks a s b=  olsun. O zaman 

( ) ( ) ( )

1 1

0 1 1 0 1 1

1

0 0 1 1 1 1 0

n n

k n k k n k

n

k n n k

a a a b b b

a b a b a b

q q q q

q q

- -
- -

-
- -

+ + + = + + +

- + - + + - =

1 1n n1 11

k n k k n k0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1q
nn

k n kk n k0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1a b b ba bn 11

k n kk n k0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1

1111nn 11

0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1a b b ba b b ba b b bn 11

k n k k n kk n kk n k k n kk n k k n k0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1

(1 1 11 1 1(1 1 11 1 1(1 1 11 1 11 1 1(1 1 11 1 1( a b( a ba b(k n nk n nk n n(1 1 11 1 11 1 1(
 

olur. Yan� 
kq �n�n 

( ) ( ) ( ) [ ]1

0 0 1 1 1 1

n

n na b a b x a b x x-
- -- + - + + - Î( ) [ ]1

1 1 1( n

1 1 11 1 1b x x( ) [1

1 1 11 1 1( n

1 1 11 1 11 1 11 1 11 1 11 1 11 1 11 1 1a b xa x( ) 1

1 1 11 1 11 1 1( n  
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pol�nomunun b�r kökü oldu�u görülür. Bu pol�nomun dereces� n �den küçüktür. 

Ayr�ca ( )( ) ( )der ind derk p x nq = =( )( )kq  oldu�u b�l�n�yor. O halde yukar�dak� bu 

pol�nom s�f�r pol�nomu olmal�d�r. Böylece 

0 0 0a b- = , 
1 1 0a b- = , , 

1 1 0n na b- -- =  

d�r. Buradan 

0 0a b= , 
1 1a b= , , 

1 1n na b- -=  

olur. O zaman  

1 1

0 1 1 0 1 1

n n

n na a a b b ba q q q q b- -
- -= + + + = + + + =1 1

0 1 1 0 1 1

n n1 11 1

0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1q b1 1

0 1 1

1 11 11 1

0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1

n n1 11 11 1

0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1

1 11 11 11 11 1n nn n1 11 11 1

0 1 10 1 10 1 1 0 1 10 1 10 1 1 qq1 1

0 1 1

n nn n1 11 11 1a b b bb bb b0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1

n nn nn nn n1 11 11 11 1
 

elde ed�l�r. Yan� 
ks  b�reb�rd�r. O halde 

ks  ( )1,2, ,k n= ),n, �lar b�rer b�reb�r 

homomorf�zma olduklar�ndan b�rer monomorf�zmad�r. 

$�md� K �dan �ye 
1 2, , , ns s s, ns, �den ba�ka monomorf�zma olmad�$�n� gösterel�m. 

:Kl ®  b�r monomorf�zma olsun. O zaman 

( )( ) ( )( ) ( )0 0p pl q l q l= = =  

olur. Yan� ( )l q , ( )p x ��n b�r köküdür ve ( )p x ��n kökler� q �n�n e�len�kler� 

oldu$undan 

( ) kl q q=  

olacak b�ç�mde b�r { }1,2, ,k nÎ }, ,n, ,  vard�r. O zaman 

( ) ( )kl q s q=  

yaz�lab�l�r. Böylece her 
0 1 1, , , na a a - Î0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1a0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1Î  �ç�n 

( ) ( )1 1 1

0 1 1 0 1 1 0 1 1

n n n

n k n k k na a a a a a a a al q q q q s q q- - -
- - -+ + + = + + + = + + +) ( )1 1 1) (0 1 1 0 1 1 0 1 1

n n n1 1 11 1) (0 1 1 0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1 0 1 1) (q q0 1 1 0 1 1

n n nn1 1 111) (k k n0 1 1 0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1) ( a0 1 10 1 1 k k nk k n0 1 1 0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1) ( 1111nn 1 1 1111) ( 0 1 10 1 10 1 1 0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1) (q q q s qs) (n nnn) (1 1111) (a a a a a a) (0 1 10 1 10 1 1n k n k k nn k n k k nn k n k k nn k n k k n) (0 1 1 0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1) (  

olur. Bu da 
kl s= oldu$unu göster�r. Sonuç olarak { }1, 2, ,k k ns = },k n, kümes� K

dan �ye bütün monomorf�zmalar� �çer�r. 
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1, 2, ,k n= , ,n, ,  �ç�n 

( ) ( )( )
( ){ }

{ }
( )

1

0 1 1 0 1 1

1

0 1 1 0 1 1

, , ,

, , ,

k k

n

k n n

n

k n k n

k

K

a a a a a a

a a a a a a

s s q

s q q

q q

q

-
- -

-
- -

=

= + + + Î

= + + + Î

=

( ) )q(

) }1

0 1 1

n

0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 1) 0 1 10 1 10 1 10 1 1) 0 1 10 1 10 1 1q0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1

-
0 1 10 1 10 1 1 0 1 10 1 10 1 1 ) 0 1 10 1 1Î)1

0 1 1

n

k n n0 1 1a a a)k n nk n n)k n n0 1 10 1 1) 0 1 10 1 10 1 1qaaak n nk n nk n nk n n0 1 10 1 10 1 10 1 1

}1

0 1 1

n

0 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1q0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1

-
0 1 10 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1 0 1 10 1 1Î

1

0 1 1

n

0 1 10 1 1a a ak n k 0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1qaaak n kk n kk n kk n k0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1

( )kq

 

elde ed�l�r. Yan� ( ) ( ):k ks q q®( ) ( )k k( ) (q q( ) (k kk k( ) (k kk k
 b�rer �zormorf�zmad�r. Dolay�s�yla tüm 

( )kq( )kq  ( )1,2, ,k n= ),n,  c�s�mler� �zomorf�kt�r. 

 

Tan�m 2.18. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. ( )K q= ( )q  b�ç�m�ndek� say� q  olsun. 

1 2, , , nq q q q= , nq,  

ler q �n�n �dak! e#len!kler! olsun. Bu takd!rde 

( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , nKq q q q= =( ) ( ) ( ) ( )1 2) ( ) ( , ,)1 21 2( nq q q q) ( ) ( ) (1 21 2) ( ) ( , ,)1 21 21 2(K1 21 2q( )  

c!s!mler!ne K �n"n e#len!k c!s!mler! den!r [1]. 

 

Teorem 2.32. K  b!r ceb!rsel say" c!sm! olsun. ( )K q= ( )q  b!ç!m!ndek! b!r ceb!rsel 

say" q  olsun. 
1 2, , , nq q q q= , nq, �ler q �n"n �dak! e#len!kler! olsun. ( )K f= ( )f  

b!ç!m!ndek! ba#ka b!r ceb!rsel say" f  olsun. 
0 1 1, , , nc c c - Î0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1c0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1Î  olmak üzere 

1

0 1 1

n

nc c cf q q -
-= + + +0 1 1

n

0 1 10 1 1q0 1 10 1 10 1 1c0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1  

olsun. 1, 2, ,k n= ,k n,  !ç!n  

1

0 1 1

n

k k n kc c cf q q -
-= + + + n

k k n k0 1 10 1 1qk k nk k n0 1 10 1 1ck k nk k n0 1 10 1 10 1 10 1 1k k nk k n0 1 10 1 1  

olsun. Böylece 
1f f=  olur. Bu takd!rde 

1 2, , , nf f f nf, �ler f �n!n �dak! e#len!kler!d!r 

ve 
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( ) ( ) ( )1,2, ,k k k nq f= =( ) ( ) ( )1,2, ,k k) ( k n1,2, ,q f) (k kk k) ( ) (k k kkf(k kk kk k(  

d�r [1]. 

 

Tan m!2.19. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� ve K �n�n �dak� dereces� n  olsun. 

KOq Î  �ç�n ( )K q= ( )q  olsun. 
1 2, , , nq q q q= , nq, �ler q �n�n �dak� e"len�kler� olsun. 

KaÎ  �ç�n tek türlü bel�rl� 
0 1 1, , , nc c c -0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1c0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1

 rasyonel say�lar� 

1

0 1 1

n

nc c ca q q -
-= + + +0 1 1

n

0 1 10 1 1q0 1 10 1 10 1 1c0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1  

olacak b�ç�mde vard�r. 1,2, ,k n= , ,n, ,  �ç�n 

( )1

0 1 1

n

k k n k kc c ca q q q-
-= + + + Î ( )1n

k k n k k(0 1 10 1 1q q(1n

k kk k(0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1q
1n

k k n k kk k n k kk k0 1 1cck k nk k nk k n0 1 10 1 10 1 1
 

olsun. Bu 
1 2, , , na a a a= , na,  ceb�rsel say�lar�na a �n�n K  e#len!kler! den!r. a �n"n 

K  e#len!kler! a �ya :k Ks ®  ( )1,2, ,k n= ), ,n, ,  monomorf!zmalar" uygulanarak 

elde ed!l!r. 1, 2, ,k n= ,k n,  !ç!n ( ) ( )k k ks a a q= Î ( )k k k(q(k k kk k k( �d"r [1]. 

 

Örnek 2.19. 2 3q = +  olmak üzere ( )K q= ( )q  olsun. Örnek 2.18�den dolay" 

( ) 4 2ind 10 1x xq = - +( )( )q  oldu�u b!l!n!yor.  

( )( )( )( )4 210 1 2 3 2 3 2 3 2 3x x x x x x- + = - - - + + - + +  

oldu�undan, q �n"n e#len!kler!  

1 2 3q = + , 2 2 3q = - , 3 2 3q = - + , 4 2 3q = - -  

olur. 2 3a =  say"s"n" ele alal"m. O zaman Örnek 2.18�e göre 

( ) ( ) ( ) ( )3 2, 3 2 3 Ka qÎ Ì = + = =( ) ( ) ( ) ( )3 2, 3 2 3)3 23 2, 3, 3, 3( ) 2 32 3( Kq) (( q( ) ( ) ( ) (3 2, 3 2 3)3 23 2, 3, 3( ) 2 32 3(3 2, 3 2 3)3 23 2, 3, 3( ) 2 32 3( = =)q) (( 3 2, 3 2 33 2, 3 2 3)3 23 23 2, 3, 3, 3( ) 2 32 32 3(  

olur. Dolay"syla 2 3a b c da q q q= + + +  olacak b!ç!mde , , ,a b c d Î  vard"r. 



54 

 

 

 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 3

2 3 2 3 2 3 2 3

5 11 2 9 3 2 6

a b c d

a c b d b d c

= + + + + + +

= + + + + + +
 

�fades�nden 5 0a c+ = , 11 0b d+ = , 9 2b d+ = , 2 0c =  olur. Yan� 0a = , 11b = , 

0c = , 1d = -  elde ed�l�r. Böylece 

311a q q= -  

olur. O halde a �n�n K  e"len�kler� 

3

1

3

2 2 2

3

3 3 3

3

4 4 4

11 2 3

11 2 3

11 2 3

11 2 3

a a q q

a q q

a q q

a q q

= = - =

= - = -

= - =

= - = -

 

olarak bulunur. 

 

Tan m!2.20. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say! c�sm� olsun. KaÎ  olsun. 

1 2, , , na a a a= , na, �ler a �n!n K  e"len�kler� olsun. Bu takd�rde a �n!n K  üzer�ndek� 

c�s�m pol�nomu  

( ) ( )
1

cis
n

K k

k

xa a
=

= -Õ  

olarak tan!mlan!r. ( ) [ ]cis K xa Î [ ]x  oldu#u aç!kt!r [1]. 

 

Teorem!2.33. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. KaÎ  alal�m. Bu 

takd�rde ( ) [ ]cis K xa Î [ ]x �d�r [1]. 
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Örnek 2.20. [ ]3 11 4x x x+ + Î [ ]x[  küb�k pol�nomu �nd�rgenemezd�r. Bu pol�nomun 

üç kökü 
1 2 3, ,q q q q=  olsun. Bu köklerden b�r�s� reeld�r, d��er �k�s� reel de��ld�r ve 

b!r! d!"er!n!n kompleks e#len!"!d!r. ( )K q= ( )q  olsun. Böylece 

[ ] ( )( ) ( )3: der ind der 11 4 3K x xq= = + + =( )( ))(q )(] (der] (der] (derder (  

olur. 
2

2
K

q q
a

+
= Î  olsun. ( )cis K a �y� bulal�m. 

( )
2 2 2

1 1 2 2 3 3
cis

2 2 2
K x x x

q q q q q q
a

æ öæ öæ öæ ö æ ö æ ö+ + +
= - - -ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷è ø è ø è øè øè øè ø

 

d!r. ( ) 3 2

2 1 0cis K x a x a x aa = + + +  dersek; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 2 2 3 3 2 2 2

2 1 2 3 1 2 3

1 1

2 2 2 2 2
a

q q q q q q
q q q q q q

+ + +
= - - - = - + + - + +  

( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )
( )

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 1 1

2 2 2 2 2 2

1 2 2 3 3 1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 1 3 1

2 2 2 2 2 2

1 2 2 3 3 1

1

4

1

4

a q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q q q q q q q

q q q q q q

= + + + + + + + +

æ ö+ + + + + + + +
ç ÷=
ç ÷+ + +è ø

( )( )( )

( )( )( )

( ) ( )( )

2 2 2

0 1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3

1

8

1
1 1 1

8

1
1

8

a q q q q q q

q q q q q q

q q q q q q q q q q q q q q q

= - + + +

= - + + +

= - + + + + + + +

 

olur. Ayr�ca  

( )( )( )3

1 2 311 4x x x x xq q q+ + = - - -  

!d!. Buradan  

1 2 3

1 2 2 3 3 1

1 2 3

0

11

4

q q q

q q q q q q

q q q

+ + =

+ + =

= -
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elde ed�l�r. Bunlar kullan�larak 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 2 3 3 1

2
2 2 2 2 2 2

1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 3 1 2 3

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 2 3 2 3 3 1 3 1 1 2 2 1 2 3 3 2

3 1 1 3 1 2 3

2 22

2 121

3 12

q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q

+ + = + + - + + = -

+ + = + + - + + =

+ + + + + = + + +

+ + = - =

 

bulunur. Dolay�s�yla 

2 11a = , 
1 36a = , 

0 4a =  

d�r. Dolas�yla  

( ) 3 2cis 11 36 4K x x xa = + + +  

olaca!�ndan 
KOa Î  oldu!u görülür.  

 

Teorem 2.34. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. KaÎ  olsun. Bu 

takd�rde s  poz�t�f tamsay�s� 

( )( )der ind

n
s

a
=

( )a
 

olmak üzere s  tamsay�s� 

( ) ( )( )cis ind
s

K a a= ( )a(  

olacak b�ç�mde vard�r [1]. 

 

Teorem 2.35. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� ve 
KOa Î  olsun. Bu takd�rde a �n�n K  

e"len�kler� b�rer ceb�rsel tamsay�d�r [1]. 
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Teorem 2.36. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� ve KaÎ  olsun. Bu takd�rde a �n�n K  

e#len!kler!n!n heps!n!n e#!t olmas"n"n gerek ve yeter ko#ulu a Î  olmas"d"r [1]. 

 

Teorem 2.37. K  b!r ceb!rsel say" c!sm! ve KaÎ  olsun. Bu takd!rde a �n"n K  

e#len!kler!n!n heps!n!n farkl" olmas"n"n gerek ve yeter ko#ulu ( )K a= ( )a      

olmas"d"r [1]. 

 

Tan�m 2.21. K  dereces! n  olan b!r ceb!rsel say" c!sm! olsun. 
1 2, , , nw w w, , nw, , �ler K  

c!sm!n!n n  tane eleman" olsun. 
ks  ( )1,2, ,k n= ),n,  �le K �dan �ye tan�ml� n  farkl� 

monomorf�zma göster�ls�n. 1, 2, ,i n= 2, ,i n2, ,  �ç�n  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2, , ,
n

i i i i i i n iw w w w w w ws s s= = = =i i i,i i i, wi i ii i i,
( )n( )
w

( )
w

( )  

�le 
iw �n�n K  e#len!kler! göster!ls!n. Bu takd!rde { }1 2, , , nw w w }, , nw, , �n!n d!skr!m!nant" 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

2
1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

1 2

, , ,

n

n

n

n n n

n

w w w

w w w
D w w w

w w w

=

( ) 2
1 1 1(

nw

( )2 2 2(
nw), nw, =

( )n n n(
nw

 

olarak tan"mlan"r [1]. 

 

Örnek 2.21. ( )2, 3K = ( 2, 3  olsun. 
1 1w = , 2 2w = , 3 3w = , 4 2 3w = +  

seçel!m. Örnek 2.18�den dolay" K �n"n b!r kuadrat!k c!s!m oldu�u b!l!n!yor. K �dan 

�ye tan"ml" dört monomorf!zma, , , ,a b c d Î  olmak üzere 
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( )
( )
( )
( )

1

2

3

4

2 3 6 2 3 6

2 3 6 2 3 6

2 3 6 2 3 6

2 3 6 2 3 6

a b c d a b c d

a b c d a b c d

a b c d a b c d

a b c d a b c d

s

s

s

s

+ + + = + + +

+ + + = + - -

+ + + = - + -

+ + + = - - +

 

�le ver�l�r. Böylece  

( )

2

1 2 3 2 3

1 2 3 2 3
1, 2, 3, 2 3

1 2 3 2 3

1 2 3 2 3

D

+ + + +

+ - + -
+ =

- + - +

- - - -

 

olur. D�skr�m�nant�n dördüncü sütunu, �k�nc� ve üçüncü sütunlar�n toplam� 

oldu$undan 

( )1, 2, 3, 2 3 0D + =  

elde ed�l�r. 

 

Tan m!2.22. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. KaÎ  olsun. Bu 

takd�rde   a �n�n d�skr�m�nant� olan ( )D a , 

( ) ( )2 11, , , , nD Da a a a -= )2 1,2 1n2 12 1a2 12 1,2 12 12 1  

olarak tan�mlan�r [1]. 

 

Teorem!2.38. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. KaÎ  olsun. Bu 

takd�rde ( )1a a= , ( )2a , �, ( )na �ler a �n�n K  e#len!kler! olmak üzere 

( ) ( ) ( )( ) 2

1

i j

i j n

D a a a
£ < £

= -Õ  

d!r [1]. 
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Tan m!2.23. nÎ  ve 0na ¹  olmak üzere 

( ) [ ]1

1 1 0

n n

n nf x a x a x a x a x-
-= + + + + Î [ ]1 1 0a x a x[1 1 01 1 0a x aa x a1 1 01 1 01 1 0  

olsun. ( )f x ��n kökler� 
1 2, , , nx x x, nx, �ler olsun. ( )f x  pol�nomunun d�skr�m�nant� 

( )( ) ( ) 2
2 2

1

disk n

n i j

i j n

f x a x x-

£ < £

= - ÎÕ  

say�s�d�r. Bu tan�ma göre ( )f x ��n b�r katl� köke sah�p olmas�n�n gerek ve yeter 

ko�ulu ( )( )disk 0f x =  olmas�d�r [1]. 

 

Teorem!2.39. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� ve KaÎ  olsun. Bu 

takd�rde 

( ) ( )( )disk cis KD xa =  

d�r [1]. 

 

Örnek!2.22. ( )3 2K = ( )3 2  ve 3 2a =  olsun. Bu takd�rde a �n�n e#len!kler! 

( )1 3 2w = - + -  olmak üzere 3

1 2a = , 3

2 2wa = , 3 3

3 2wa =  olur. O zaman 

( )

( )

( )

3

1 2

3

2 3

2 3

3 1

1 2

1 2

1 2

w

w w

w w

a a

a a

a a

- = -

- = -

- = -

 

olur. Böylece  

( )( )( ) ( )3

1 2 2 3 3 1 1 2wa a a a a a- - - = -   

oldu�u görülür. Ayr"ca  
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( ) ( )3 2 3 21 1 3 3 3w w w w w w- = - + - = - -  

d�r. Buradan 

( ) ( ) ( )26 2 2 2 2 21 3 3 2 3w w w w w- = - = + - = -  

olur. Böylece 

( ) ( )( )( )( ) ( )
2 6 2 2 2

1 2 2 3 3 1 1 2 2 3D wa a a a a a a= - - - = - = -  

elde ed�l�r. 

 

Teorem 2.40. K  dereces� n  olan b!r ceb!rsel say� c!sm! olsun. KaÎ  olsun. Bu 

takd!rde ( )K a= ( )a  olmas�n�n gerek ve yeter ko#ulu ( ) 0D a ¹  olmas�d�r [1]. 

 

Teorem 2.41. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. 

a. E#er 
1 2, , , nw w w KÎ, , , nw K, , , nw Kw K  �se ( )1 2, , , nD w w w Î), nw, Î  olur. 

b. E#er 
1 2, , , n Kw w w OÎ, , n Kw O, , n Kn Kn Kn K

 �se ( )1 2, , , nD w w w Î), nw, Î  olur. 

c. 
1 2, , , nw w w KÎ, nw K, nw Kw K  olsun. Bu takd�rde ( )1 2, , , 0nD w w w ¹), 0)n,  olmas�n�n gerek 

ve yeter ko�ulu 
1 2, , , nw w w, , nw, , �ler�n �da l�neer ba#�ms�z olmas�d�r [1]. 

 

Teorem 2.42. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. 
KO �n�n s�f�rdan 

farkl� b�r �deal� I  olsun. Bu takd�rde  

( )1 2, , , 0nD m m m ¹) 0)nm,  

olacak b�ç�mde 
1 2, , , n Im m m În Im, , Î  vard�r [1]. 
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Teorem 2.43. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. 
KO �n�n s�f�rdan 

farkl� b�r �deal� I  olsun. Bu takd�rde, I �n�n 
1 2, , , nm m mnm, ,  elemanlar� vard�r ve I  n�n 

her a  eleman�, 
1 2, , , nx x x Î, nx, Î  olmak üzere 

1 1 2 2 n nx x xa m m m= + + + n nmn nn nx+  

b�ç�m�nde tek türlü olarak �fade ed�leb�l�r [1]. 

 

Teorem 2.44. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. Bu takd�rde 
KO  Noether�an 

bölges�d�r [1]. 

 

Tan�m 2.24. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. I  �deal� 
KO �n�n 

s�f�rdan farkl� b�r �deal� olsun. I �n�n elemanlar!ndan olu"an b�r { }1 2, , , nm m m }nm, ,  

kümes� �ç�n, her IaÎ  eleman! 

( )1 1 2 2 1 2, , ,n n nx x x x x xa m m m= + + + Î( )2 1 2n n n(2 1 22 1 2( , ,2 1 22 1 2 x2 1 22 1 2( , ,2 1 22 1 22 1 2n n nn n n2 1 22 1 22 1 2( , ,2 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 22 1 2+ Î( x x x(2 1 22 1 2( , ,2 1 22 1 22 1 2mxxx2 1 22 1 22 1 22 1 2
 

b�ç�m�nde tek türlü olarak �fade ed�leb�lecek b�ç�mde mevcut �se { }1 2, , , nm m m }nm, �ye 

I  �deal� �ç�n b�r taban den�r [1]. 

 

Teorem 2.45. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say! c�sm� olsun. 
KO �n!n s!f!rdan 

farkl! b�r �deal� I  olsun. 

a. { }1 2, , , nm m m }nm, ,  ve { }1 2, , , nl l l }, nl, �ler I  �ç�n �k� taban olsun. Bu takd�rde 

( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,n nD Dm m m l l l=) ( )1 2 1n n) (1 2 1 21 2 1) (l l l) (1 2 1 21 2 1 2( , ,1 2 1 21 2 11 2 1 2) (n nn n1 2 1 21 2 1) ( , ,1 2 1 21 2 11 2 11 2 1 2) (D)1 2 11 2 11 2 1)1 2 11 2 11 2 11 2 1) �d�r. Ayr!ca 
i jc  ( ), 1,2, ,i j n= )n,  

rasyonel say!lar! ( )det 1i jc = ±  b�ç�m�ndek� rasyonel tamsay!lar olmak üzere 

1 i n£ £  �ç�n 
1

n

i i j j

j

cm l
=

=å olacak b�ç�mde vard!r. 
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b. { }1 2, , , nm m m }nm, , �ler I  �ç�n b�r taban ve 
1 2, , , n Il l l Î, n Il, Î  �ç�n 

( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,n nD Dm m m l l l=) ( )1 2 1n n) (1 2 1 21 2 1) (m l l l) (1 2 1 21 2 1 2( , ,1 2 1 21 2 11 2 1 2) (n nn n1 2 1 21 2 1) ( , ,1 2 1 21 2 11 2 11 2 1 2) (D)1 2 11 2 11 2 1)1 2 11 2 11 2 11 2 1)  olsun. Bu takd�rde { }1 2, , , nl l l }, nl, �ler 

de I  �ç�n b�r taband�r [1]. 

 

Örnek 2.23. ( )7K = ( )7  olsun. O zaman Teorem 2.16�ya göre 

{ }7 7 ,KO a b a b= + = + Î{ }7 ,7 { b7 ,7 { b bb{ 77 { Îa b a b7 ,7 ,77 {  olur. 
KO �n�n 2 7+  taraf�ndan üret�len �deal� 

I  olsun. Bu takd�rde 

( )( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( )

7 2 7 , 2 7 7 2 7 ,

2 7 7 2 7

I a b a b a b a b= + + Î = + + + Î

= + + +

( ) ( )7 2 7 ,2 72 72 7( ) ( )7 ,b7 2 7 ,7 2 7 ,2 72 72 72 7( ) ( )7 ,b a b a b( ) b ab a( )b a7 2 7 ,2 72 72 72 7( ) ( )7 , Îb7 2 7 ,7 ,7 27 22 72 72 72 72 7( ) ( )7 ,

( )77 2( 7 27 2(
 

olur. Yan� { }2 7,7 2 7+ + , I �n�n b�r taban�d�r. Ayr�ca bas�t b�r düzenleme �le 

( )( ){ } ( ) ( ){ }
( )( ){ } ( ){ }
( )

7 2 7 , 2 7 2 7 ,

2 2 7 7 , 3 2 7 ,

3 2 7

I a b a b a b a b a b

c b b c b c b c b c

= + + Î = + + + Î

= - + + Î = + + Î

= + +

( ) ( ){ }2 7 2 7 ,( ) ( )2 72 7{ b2 7 2 7 ,2 7 2 7( ) ( )2 72 7{b a b a b a b( ) ( )b ab ab a{ 2 7 2 72 7 2 7( ) ( )2 72 7{ Îb2 7 2 7 ,2 7 2 72 7 2 7( ) ( )2 72 72 7{
} ( )2 7 ,2 72 7, 3} ( ) b c2 7 ,2 7 ,2 72 7, 3, 3} ( )b c b c} ( )2 72 72 72 7, 3, 3} ( ) Îb c2 7 ,2 72 72 72 72 7, 3, 3, 3} ( )

( )3 2 7(3 23 2(
 

elde ed�l�r. Yan� { }3, 2 7+ , I �n�n b�r taban�d�r. 

 

Tan�m 2.25. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. 
KO �n�n s�f�rdan 

farkl� b�r �deal� I  olsun. { }1 2, , , nm m m }nm, �ler I �n�n b�r taban� olsun. Bu takd�rde I  

�deal�n�n d�skr�m�nant� olan ( )D I ; 

( ) ( )1 2, , , nD I D m m m= )nm,  

�le ver�len s�f�rdan farkl� tamsay�d�r [1]. 
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Örnek 2.24. Örnek 3.23.�dek� I  �deal�n�n d�skr�m�nant�n� hesaplayal�m. 

{ }3, 2 7+ , I  �ç�n b�r taban oldu�undan 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2 23 2 7
3,2 7 3 2 7 3 2 7 6 7 252

3 2 7
D I D

+
= + = = + - - = - =

-

elde ed�l�r. 

 

Teorem 2.46. m  kares�z b�r tamsay� olmak üzere ( )K m= ( )K mK mK mK mK mK m(  b�r kuadrat�k c�s�m 

olsun. 

a. ( )2,3 mod 4m º  olsun. , ,a b cÎ  ve 0, 0a c¹ ¹  olsun. Bu takd�rde 

{ },a b c m+  kümes�n�n ,a b c m+  �deal� �ç�n b�r taban olmas�n�n gerek 

ve yeter ko"ulu |c a , |c b , 2 2|ac b mc-  olmas!d!r. 

b. ( )1 mod 4m º  olsun. , ,a b cÎ  ve 0, 0a c¹ ¹  ve ( )mod 2b cº  olsun. Bu 

takd�rde ,
2

b c m
a
ì ü+ï ï
í ý
ï ïî þ

 kümes�n�n ,
2

b c m
a

+
 �deal� �ç�n b�r taban 

olmas!n!n gerek ve yeter ko"ulu |c a , |c b , 2 24 |ac b mc-  olmas!d!r [1]. 

 

Teorem 2.47. B�r K  ceb�rsel say! c�sm�n�n tamsay!lar halkas! olan 
KO �n!n b�r asal 

�deal� P  olsun. Bu takd�rde P  �deal� 
KO �n�n b�r maks�mal �deal�d�r. 

 

�spat. M , KO �n�n P M¹ , KM O¹  ve KP M OÌ Ì  #artlar"n" sa�layan b!r !deal! 

olsun. P MÇ Ì ÇMÌ ÇMM  oldu�u aç"kt"r. Teorem 2.29�a göre 
KO �n"n P !deal! s"f"rdan 

farkl" oldu�undan 0c ¹  rasyonel tamsay"s" c PÎ  olacak b!ç!mde vard"r. %u halde 

{ }0PÇ ¹ { }0¹  olur. KP O¹  oldu�undan 1 PÏ  ve buradan PÇ ¹¹  olur. Benzer 

b!ç!mde KM O¹  oldu�undan 1 MÏ  ve buradan M Ç ¹¹ �d!r. Ayr"ca Teorem 

1.17�ye göre PÇ , �n!n b!r asal !deal!d!r. Fakat Teorem 1.3�e göre  b�r esas 
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�deal bölges� �d�. O halde Teorem 1.6�ya göre P pÇ = p  olacak b�ç�mde b�r pÎ  

asal say�s� vard�r. Böylece 

p P M= Ç Ì Ç ÌM Ç ÌM  

elde ed�l�r. Teorem 1.12�ye göre p  �deal� �de maks�mald�r. Böylece  

P M pÇ = Ç =M pMM  

elde ed�l�r. P M¹  oldu!undan b�r MaÎ , PaÏ   eleman� vard�r. 
KOa Î  

oldu�undan  

1

1 1 0 0k k

ka a aa a a-
-+ + + + =1 1 01 1 01 1 01 1 01 1 01 1 01 1 0+ +1 1 01 1 0aaaa1 1 01 1 01 1 01 1 0  

olacak b�ç�mde b�r k +Î +  ve 
0 1 1, , , ka a a - Î0 1 10 1 10 1 1k0 1 10 1 1a0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1Î  vard�r. O halde 0 PÎ  oldu�undan 

1

1 1 0

k k

ka a a Pa a a-
-+ + + + Î1 1 01 1 01 1 01 1 01 1 01 1 01 1 01 1 01 1 0a1 1 01 1 01 1 01 1 0  

olur. 
0 1 1, , , mb b b - Î0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1b0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1Î  olmak üzere 

1

1 1 0

m m

mb b b Pa a a-
-+ + + + Î1 1 01 1 01 1 01 1 01 1 01 1 01 1 0bbb1 1 01 1 0bbb1 1 01 1 01 1 01 1 0

       
(1) 

olan en küçük poz�t�f tamsay� m  olsun. Ayr�ca MaÎ  oldu�undan 

( )1 1 2

1 1 1 1

m m m m

m mb b b b Ma a a a a a- - -
- -+ + + = + + + Î( )1 1 2(1 1 1 1

1 1 21 1 2( m(1 1 11 1 1( b M)1 1 2

11

1 1 21 1 21 1 2(1 1 11 1 11 1 11 1 11 1 1(1 1 11 1 11 1 1(1 1 11 1 11 1 11 1 1(1 1 21 1 21 1 21 1 21 1 21 1 2(1 1 11 1 11 1 11 1 1( bb )1 1 2

1

m1 1 21 1 21 1 21 1 2(b b(1 1 11 1 11 1 11 1 1(m m mm m mm m mm m m(1 1 21 1 21 1 21 1 21 1 2(  

oldu�u aç�kt�r. P MÌ  ve M  b"r "deal oldu�undan 

( ) ( )1 1

1 1 0 1 1

m m m m

m mb b b b b Ma a a a a a- -
- -+ + + + - + + + Î) ( )1 1) ( 1 1

1 11) (1 1 0 ) ( b M)11 11) ( a1 11 11 1 01 1 0 ) (1 1 0 1 11 1 0 1 11 1 0 1 1) (1 1 01 1 01 1 0 ) ( 111 11) (1 1 0 ) ( bb )11 11) (b b b b) ( 1

1 1 0 1 11 1 0 1 11 1 0 1 11 1 0 1 1) (m m m mm m mm m m mm m m) (1 11) (  

olur. Yan" 0b MÎ �d"r. Fakat 
0b Î  "d". Böylece 

0b M PÎ Ç = ÇPÇPP  

dolay!s!yla 
0b PÎ  elde ed"l"r. 

1

1 1 0

m m

mb b b Pa a a-
-+ + + + Î1 1 01 1 01 1 01 1 01 1 01 1 01 1 0bbb1 1 01 1 0bbb1 1 01 1 01 1 01 1 0  "fades"nden 

1

1 1

m m

mb b Pa a a-
-+ + + Î1 1ba1 11 11 1bbbb1 11 11 1

        
(2) 
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elde ed�l�r. 1m=  �se (1)�den dolay� 
0b Pa + Î  ve böylece 0 0b b Pa + - Î  yan� 

PaÎ  olur. Bu olamaz. O halde 2m³ �d�r. (2)�ye göre 

( )1 2

1 1

m m

mb b Pa a a- -
-+ + + Î)1 1b )1 11 1bb )1 11 11 1

 

olur. P  asal �deal ve PaÏ  oldu$undan 

1 2

1 1

m m

mb b Pa a- -
-+ + + Î1 1b P1 11 1b1 11 11 1  

elde ed�l�r. Burada 2m³  oldu$undan 1m-  b�r poz�t�f tamsay�d�r. Bu durum m �n�n 

en küçük olmas� �le çel���r. O halde 
KO �da asal olan her �deal maks�mal �deald�r. 

 

Tan m!2.26. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. 
KO �n�n b�r taban�na K  �ç�n b�r 

�ntegral taban� veya tamsay� taban� den�r [1]. 

 

Teorem 2.48. K  b�r kuadrat�k c�s�m olsun. ( )K m= ( )K mK mK mK mK mK m(  olacak b�ç�mdek� tek türlü 

bel�rl� kares�z tamsay� m  olsun. ( )2,3 mod 4m º  �se { }1, m  K �n�n b�r tamsay� 

taban�d�r. ( )1 mod 4m º  �se 
1

1,
2

mì ü+ï ï
í ý
ï ïî þ

 K �n�n b�r tamsay� taban�d�r [1]. 

 

Tan�m 2.27. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. { }1 2, , , nm m m }nm,  K  

�ç�n b�r tamsay� taban� olsun. Bu takd�rde ( )1 2, , , nD m m m )nm, �ye K �n�n d�skr�m�nant� 

den�r ve ( )d K  �le göster�l�r [1]. 

 

Teorem 2.49. K  b�r kuadrat�k c�s�m olsun. ( )K m= ( )K mK mK mK mK mK m(  olacak b�ç�mdek� tek türlü 

bel�rl� kares�z tamsay� m  olsun. Bu takd�rde K �n�n d�skr�m�nant� ( )d K , 
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( )
( )

( )
4 , 2,3 mod 4 ise

d
, 1 mod 4 ise

m m
K

m m

ºìï
= í

=ïî
 

�le ver�l�r [1]. 

 

Tan m!2.28. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. 
KO �n�n s�f�rdan 

farkl� b�r �deal� I  olsun. Bu takd�rde I  �deal�n�n normu ( )N I  d!ye yaz�l�r ve 

( ) ( )
( )

N
d

D I
I

K
=  

olarak tan�mlan�r [1]. 

 

Teorem 2.50. K  dereces! n  olan b!r ceb!rsel say� c!sm! olsun. 
KO �n�n s�f�rdan 

farkl� b!r !deal! I  olsun. Bu takd!rde I  !deal!n!n normu olan ( )N I  b!r poz!t!f 

tamsay�d�r [1]. 

 

Örnek 2.25. ( )5K = -( )5= -= -= -= -= -= -(  olsun. 
KO �n�n 2  ve 1 5+ -  elemanlar� !le üret!len 

!deal! I  olsun. Yan! 2,1 5I = + -  olsun. I  !deal!n!n normu olan ( )N I �y� 

bulal�m. Öncel!kle I �n�n b!r taban�n� bulal�m. { }5 ,KO x y x y= + - Î }  

oldu$undan 
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( ) ( )( ){ }
( ) ( ){ }

( )( ){ }
( ){ }

{ }
( ){ }

2 5 1 5 5 , , ,

2 5 2 5 , , ,

2 2 5 5 , , ,

2 3 5 , , ,

2 5 ,

2 1 5 ,

I a b c d a b c d

a c d b c d a b c d

a y b d d y a b d y

a b d y y a b d y

x y y x y

x y x y

= + - + + - + - Î

= + - + + + - Î

= + - - - + - Î

= - - + + - Î

= + + - Î

= + + - Î

}
}

}
}

 

elde ed�l�r. Yan� { }2,1 5+ - , I �n�n b�r taban�d�r. O zaman 

( ) ( ) ( )
2

22 1 5
2,1 5 4 5 80

2 1 5
D I D

+ -
= + - = = - - = -

- -
 

olur. Teorem 2.49�dan dolay� 

( ) ( )d 4 5 20K = - = -  

olur. Böylece  

( ) ( )
( )

80
N 4 2

d 20

D I
I

K

-
= = = =

-
 

elde ed�l�r. 

 

Örnek 2.26. m  kares�z b�r tamsay� ve ( )2,3 mod 4m º  olmak üzere ( )K m= ( )K mK mK mK mK mK m(  

olsun. Böylece { },KO x y m x y= + Î }  olur. Ka b m Oa = + Î  olsun. a  esas 

�deal�n�n normunu bulal�m. 

( )( ){ }
( ) ( ){ }

,

,

a b m x y m a b m x y

x a b m y bm a m x y

a = + = + + Î

= + + + Î
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elde ed�l�r. Yan� { },a b m bm a m+ +  elemanlar� a �n�n b�r taban�d�r. O zaman 

( ) ( )( ) ( )( )( )
2

2a b m bm a m
D a b m bm a m a b m bm a m

a b m bm a m
a

+ +
= = + - - - +

- -

 

olur.  

( )( ) ( )( ) ( )2A B C D A B C D BC AD+ - - - + = -  

özde"l�#� kullan!l!rsa 

( ) ( ) 2
2 2 22D m a mba = -  

oldu#u görülür. Ayr!ca Teorem 2.49�a göre ( )d 4K m=  �d�. Böylece 

( ) ( ) 2
2 2 2

2 2
2

N
4

m a mb
a mb

m
a

-
= = -  

elde ed�l�r. 

 

Teorem 2.51. K  b�r kuadrat�k c�s�m olsun. ( )K m= ( )K mK mK mK mK mK m(  olacak b�ç�mdek� tek türlü 

bel�rl� kares�z tamsay! m  olsun. 

a. ( )2,3 mod 4m =  olsun. , ,a b cÎ  �ç�n 0a ¹ , 0c ¹ , |c a , |c b , 2 2|ac b mc-  

olsun. Bu takd�rde ( )N ,a b c m ac+ =  d�r. 

b. ( )1 mod 4m =  olsun. , ,a b cÎ  �ç�n 0a ¹ , 0c ¹ , ( )mod 2b c= , |c a , |c b , 

2 24 |ac b mc-  olsun. Bu takd�rde N ,
2

b c m
a ac

æ ö+
=ç ÷ç ÷

è ø
 d�r [1]. 
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Teorem 2.52. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. c  s�f�rdan farkl� b�r 

rasyonel tamsay� olsun. Bu takd�rde 
KO �n�n c  taraf�ndan üret�len esas �deal� olan 

c �n�n normu 

( )N
n

c c=  

d�r [1]. 
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BÖLÜM 3. DEDEK!ND BÖLGELER! 

 

Tan�m 3.1. B�r D  taml�k bölges� 

a. D  b�r Noether�an bölges�d�r 

b. D  tam kapal�d�r 

c. D �n�n her asal �deal� b�r maks�mal �deald�r 

�le ver�len üç özell�$� sa$l�yorsa, D �ye b�r Dedek�nd bölges� den�r [1]. 

 

Teorem 3.1. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. K�n�n tamsay�lar halkas� KO  olsun. 

Bu takd�rde KO  b�r Dedek�nd bölges�d�r [1]. 

 

!spat. Teorem 2.44, Teorem 2.28 ve Teorem 2.47�den hemen görülür. 

 

Teorem 3.2. D  b�r esas �deal bölges� olsun. Bu takd�rde D  b�r Dedek�nd 

bölges�d�r [1]. 

 

!spat. D  b�r esas �deal bölges� olsun. Teorem 1.22�ye göre D  b�r Noether�an 

bölges�d�r. Teorem 1.25�ya göre D  b�r tek türlü çarpanlar�na ayr�lab�l�r bölged�r. 

Dolay�s�yla Teorem 2.9�a göre D  tam kapal�d�r. Ayr�ca Teorem 1.12�ye göre D �n�n 

her asal �deal� b�r maks�mal �deald�r. O halde D  b�r Dedek�nd bölges�d�r. 

 

Tan�m 3.2. D  b�r taml�k bölges� ve D �n�n kes�r c�sm� K  olsun. { }0I ¹ , D �n�n 

b�r �deal� olsun. , 0Kb bÎ ¹  olmak üzere { }I x x Ib b= Î  kümes�ne D �n�n b�r 
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kes�r �deal� den�r. Bundan böyle D �n�n �dealler�ne �ntegral �deal veya tam �deal� 

den�lecekt�r. Bu tan�ma göre 1b =  al�n�rsa D �n�n her tam �deal� de b�r kes�r �deal� 

olur [2]. 

 

Tan m!3.3. D  b�r taml�k bölges� olsun. A  ve B , D �n�n �k� kes�r �deal� olsun. Bu 

durumda 
1A Ib= , 

2B Jb=  olacak b�ç�mde D �n�n ,I J  �dealler� ve 
1 0b ¹ , 

2 0b ¹ , 

1 Kb Î , 
2 Kb Î  vard�r. Bu durumda  

1 2 1 2 1 2

1 1

, ,
n n

j j j j j j j j

j j

AB x y x I y J x y x I y J IJb b b b b b
= =

ì ü ì üï ï ï ï
= Î Î = Î Î =í ý í ý
ï ï ï ïî þ î þ
å å  

olur. IJ  b�r �deal oldu$undan AB �de D �n�n b�r kes�r �deal� olur [2]. 

 

Teorem!3.3. D  b�r Dedek�nd bölges� olsun. I , D �n�n s�f�rdan farkl� b�r �deal� 

olsun. Bu takd�rde D �n�n b�r J  �deal� ve s�f�rdan farkl� b�r DaÎ  eleman� IJ a=  

olacak b�ç�mde vard�r [2]. 

 

Teorem!3.4. D  b�r Dedek�nd bölges� olsun. A , D �n�n b�r kes�r �deal� olsun. Bu 

durumda b�r B  kes�r �deal� AB D=  olacak b�ç�mde vard�r [2]. 

 

�spat. D �n�n kes�r c�sm� K  olsun. A  b�r kes�r �deal� oldu$undan A Ib=  olacak 

b�ç�mde D �n�n b�r { }0I ¹  �deal� ve , 0Kb bÎ ¹  vard�r. Teorem 3.3�e göre 

IJ a=  olacak b�ç�mde D �n�n b�r J  �deal� ve , 0Da aÎ ¹  vard�r. 
1

B J
ab

=  

olarak al�n�rsa B  b�r kes�r �deal� olur. Buradan 

( ) 1 1 1
1AB I J IJ Db a

ab a a
æ ö

= = = = =ç ÷
è ø

 

elde ed�l�r.  
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Tan m!3.4. D  b�r Dedek�nd bölges� ve A 'da D �n�n b�r kes�r �deal� olsun. Teorem 

3.3�dek� B  �deal�ne A �n�n ters� den�r [2]. 

 

Teorem!3.5. D  b�r Dedek�nd bölges� olsun. D �dek� her tam �deal ( )0 ,D¹  asal 

�dealler�n b�r çarp�m� b�ç�m�nded�r ve bu göster�m tek türlüdür. Buradak� tek türlü 

göster!m #u #ek!lded!r: 
iP  ve 

iQ �ler asal �dealler olmak üzere 

1 2 1 2n mPP P QQ Q=1 2 1n m1 2 1 21 2 1P QQ Q1 2 1 21 2 1n mn m1 2 1 21 2 11 2 1
 

�se o zaman n m= �d�r ve (e!er gerek�yorsa) yen�den numaraland�rarak 

i iP Q= , ( )1,2, ,i n= ), ,n, ,  

oldu!u kabul ed�leb�l�r [1]. 

 

Tan�m 3.5. D  b�r Dedek�nd bölges� olsun. A  ve B �ler D �n�n s�f�rdan farkl� tam 

�dealler� olsun. B AC=  olacak b�ç�mde D �n�n b�r C  �deal� varsa o zaman A  böler 

B  den�r ve bu |A B  �le göster�l�r [2]. 

 

Teorem 3.6. D  b�r Dedek�nd bölges� olsun. Bu takd�rde D �n�n s�f�rdan farkl� 

bütün kes�r �dealler� çarpma �#lem�ne göre de!�#mel� b�r gruptur [2]. 

 

Tan�m 3.6. K  b�r ceb�rsel say" c�sm� olsun. K �n"n tamsay"lar halkas" 
KO  olsun. 

Teorem 3.6�ya göre 
KO �n"n s"f"rdan farkl" bütün kes�r �dealler�n�n kümes� çarpma 

�#lem�ne göre b�r de!�#mel� gruptur ve bu grup ( )I K  �le göster�l�r [2]. 

 

Teorem 3.7. D  b�r Dedek�nd bölges� olsun. A  ve B , D �n�n �k� �deal� ve { }0A ¹  

olsun. Bu takd�rde |A B  olmas"n"n gerek ve yeter ko#ulu B AÍ  olmas"d"r [1]. 
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�spat. :Þ  |A B  olsun. O zaman B AC=  olacak b�ç�mde b�r C  �deal� vard�r. 

Böylece B AC A= Í  elde ed�l�r. 

 :Ü  B AÍ  olsun. { }0B =  �se |A B  oldu#u aç�kt�r. { }0B ¹  olsun. Ayr�ca 

{ }0A ¹  oldu#undan AJ a=  olacak b�ç�mde b�r J  �deal� ve b�r , 0Da aÎ ¹  

eleman� vard�r. 
1

C JB
a

=  olsun. C , D �n�n b�r �deal�d�r. Böylece 

1 1
AC AJB B Ba

a a
= = =  olur. AC B=  oldu#undan |A B �d�r. 

 

Teorem!3.8. D  b�r Dedek�nd bölges� olsun. A , D �n�n b�r kes�r veya tam �deal� 

olsun. Bu takd�rde A  �deal� en fazla �k� eleman taraf�ndan üret�lm��t�r [1]. 

 

Teorem!3.9. D  b�r Dedek�nd bölges� olsun. A , B  ve J  �dealler� �ç�n JA JB=  

olsun.  Bu takd�rde { }0J ¹  �se A B=  d�r [2],[1]. 

 

�spat. { }0J ¹  oldu#undan IJ a=  olacak b�ç�mde D �n�n b�r J  �deal� ve b�r 

0a ¹  vard�r. JA JB=  oldu#undan ( ) ( )I JA I JB=  ve ( ) ( )IJ A IJ B=  olur. 

Buradan A Ba a=  elde ed�l�r. x AÎ  olsun. x Aa aÎ �d�r. A Ba a=  

oldu#undan x Ba aÎ  olur. O halde x ya a=  olan y BÎ  vard�r. Buradan 

x y B= Î  elde ed�l�r. O halde A BÌ  d�r. Benzer b�ç�mde B AÌ  oldu#u 

göster�leb�lece#�nden A B=  elde ed�l�r. 

 

Tan"m!3.7. D  b�r Dedek�nd bölges�, A  ve B , D �n�n �dealler� olsun.  

a. A  �le B �n�n en az b�r� s�f�rdan farkl� olsun. A  �le B �n�n en büyük ortak 

bölen� b�r E  �deal�d�r öyle k� |E A , |E B �d�r ve b�r E¢  �deal� �ç�n |E A¢ , 
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|E B¢  �se |E E¢ �d�r. A  �le B �n�n en büyük ortak bölen� ( )ebob ,A B  

veya k�saca ( ),A B  �le göster�l�r. 

b. A  �le B �n�n �k�s� de s�f�rdan farkl� olsun. A  �le B �n�n en küçük ortak 

kat� b�r F  �deal�d�r öyle k� |A F , |B F �d�r ve b�r F ¢  �deal� �ç�n |A F ¢ , 

|B F ¢  �se |F F ¢ �d�r. A  �le B �n�n en küçük ortak kat�
 ( )ekok ,A B  veya 

k�saca [ ],A B  �le göster�l�r [2],[1]. 

 

Teorem 3.10. D  b�r Dedek�nd bölges� olsun. A  ve B  �dealler olsun. Bu takd�rde 

a. ( ),A B A B= + �d�r. 

b. [ ],A B A B= Ç �d�r. 

 

!spat. a. A A BÌ +  ve B A BÌ +  oldu$undan |A B A+  ve |A B B+ �d�r. #�md� b�r 

J  �deal� �ç�n |J A  ve |J B  olsun. O zaman 
1A JA= , 

1B JB=  olan 
1 1,A B  �dealler� 

vard�r. ( )1 1 1 1A B JA JB J A B+ = + = +  oldu$undan |J A B+  olur. O halde 

( ),A B A B= + �d�r. 

 b. A B AÇ Ì  ve A B BÇ Ì  oldu$undan |A B AÇ  ve |A B BÇ �d�r. #�md� 

b�r J  �deal� �ç�n |A J  ve |B J  olsun. O zaman J AÌ  ve J BÌ �d�r. Dolay�s�yla 

J A BÌ Ç  olur. Buradan |A B JÇ  elde ed�l�r. O halde [ ],A B A B= Ç �d�r. 

 

Tan�m 3.8. D  b�r Dedek�nd bölges�, A  ve B  �dealler olsun. ( ),A B D=  �se A  

�le B �ye aralar�nda asal den�r. 

 

 



75 

 

 

 

 

Teorem 3.11. D  b�r Dedek�nd bölges�, A  ve B  �dealler olsun. A B D+ =  �se 

A B ABÇ =  d�r. 

 

Teorem 3.12. D  b�r Dedek�nd bölges� ve 
1 2, ,P P A  �dealler olsun. 

1 |P A , 
2 |P A  ve 

( )1 2,P P D=  �se 
1 2 |PP A �d�r. 

 

!spat. ( )1 2,P P D=  oldu$undan Teorem 3.11�e göre 
1 2 1 2P P P PÇ = �d�r. Ayr�ca 

1 |P A  ve 
2 |P A  oldu$undan 

1A PÌ  ve 
2A PÌ �d�r. O halde 

1 2 1 2A P P PPÌ Ç =  olur. 

Buradan 
1 2 |PP A  elde ed�l�r. 

 

Teorem 3.13. D  b�r Dedek�nd bölges� olsun. 
1 2, ,P P P  �dealler ve P  asal ve 

1 2|P P P  

olsun. ( )1,P P D=  �se 
2|P P �d�r. 

 

!spat. ( )1,P P D=  �se Teorem 3.10�a göre 
1P P D+ = �d�r. Buradan 

( )2 1 2 2P P P P D P+ = =  elde ed�l�r. Ayr�ca ( )2 1 2 2 1P P P P P P P+ = +  oldu$undan 

2 2 1 2P P P P P+ = �d�r. H�potezden 
1 2|P P P  �d�. O halde 

1 2P P PJ=  olan b�r J  �deal� 

vard�r. Bu takd�rde ( )2 2 2 1 2 2P P P P P P P PJ P P J= + = + = +  olur. O halde 
2|P P  

elde ed�l�r. 

 

Teorem 3.14. D  b�r Dedek�nd bölges� ve 
1 2, ,P P P  �dealler olsun. ( )1,P P D=  ve 

( )2,P P D=  �se ( )1 2,P PP D= �d�r. 
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�spat. ( )1,P P D=  ve ( )2,P P D=  �se 
1P P D+ =  ve 

2P P D+ = �d�r. O halde 

11 p p= + , 
21 p p¢= +  olan ,p p P¢Î , 

1 1p PÎ , 
2 2p PÎ  vard"r. O halde 

( )( )1 2 2 1 1 2 1 21 1 1 p p p p pp pp p p p p P PP¢ ¢= × = + + = + + + Î +  

elde ed�l�r. 
1 21 P PPÎ +  oldu�undan 

1 2P PP D+ = �d�r. O halde ( )1 2,P PP D=  elde 

ed�l�r. 

 

A�a#�dak� teorem�n �spat� tümevar�mla yap�l�r. 

 

Teorem!3.15. D  b�r Dedek�nd bölges�, ,A B  �dealler ve ( ),A B D=  olsun. Bu 

takd�rde her n  do#al say�s� �ç�n ( ), nA B D=  ve ( ),n nA B D= �d�r. 

 

Teorem! 3.16. D  b�r Dedek�nd bölges� ve , ,A B J  �dealler olsun. Bu takd�rde

( ) ( ), ,JA JB J A B= d�r. 

 

�spat. En büyük ortak bölen tan�m�ndan ( ) ( ) ( ), ,JA JB JA JB J A B J A B= + = + =  

elde ed�l�r. 

 

Teorem 3.17. D  b�r Dedek�nd bölges� ve 
1 1, , , ,A B J A B  �dealler olsun. ( ),A B J=  

ve 
1A JA= , 

1B JB=  olsun. Bu takd�rde ( )1 1,A B D= �d�r. 

 

!spat. ( )1 1 1 1JD J A B JA JB J A B= = + = + = + �d�r. O halde Teorem 3.9�a göre 

k�saltma yap�l�rsa 
1 1A B D+ =  elde ed�l�r.  
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Teorem 3.18. D  b�r Dedek�nd bölges� ve ,A B  �dealler olsun. Her n  poz�t�f 

tamsay�s� �ç�n ( ) ( ), ,
nn nA B A B=  d�r. 

 

!spat. ( ),J A B=  olsun. O zaman 
1A JA= , 

1B JB= , ( )1 1,A B D=  olan 
1 1,A B  

�dealler� vard�r. Dolay�s�yla  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1, , , , ,
n n nn n n n n n n n n n nA B JA JB J A J B J A B J D J A B= = = = = =

elde ed�l�r. 

 

Teorem 3.19. D  b�r Dedek�nd bölges�, ,A B  �dealler olsun ve ( ),A B D=  olsun. 

nAB C=  ( )2n ³  olacak b�ç�mde b�r C  �deal� varsa 1

nA A= , 1

nB B= , 
1 1A B C=  

olan 
1 1,A B  �dealler� vard�r. 

 

!spat. ( )1 ,A A C= , ( )1 ,B B C=  seç�l�rse  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 , , , , ,
nn n n n n nA A C A C A AB AA AB A A B AD A- -= = = = = = =  

ve 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 , , , , ,
nn n n n n nB B C B C B AB BB AB B B A BD B- -= = = = = = =  

elde ed�l�r. 

 

Teorem 3.20. D  b�r Dedek�nd bölges� ve , ,A B J  �dealler, { }0J ¹  olsun. Bu 

takd�rde [ ] [ ], ,JA JB J A B= d�r. 

 

�spat. [ ],E A B= , [ ],F JA JB=  olsun. JE F=  oldu!u göster�lecek. [ ],E A B=  
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oldu�undan |A E  ve |B E �d!r. Buradan |JA JE  ve |JB JE  olur. Dolay"s"yla 

[ ], |JA JB JE �d�r. Yan� |F JE  elde ed�l�r. 

[ ],F JA JB=  oldu�undan |JA F  ve |JB F �d!r. Ayr"ca |J JA  oldu�undan |J F  

olur. Dolay"s"yla F JX=  olan b�r X  �deal� vard�r. |JA F  ve |JB F  oldu�undan 

|JA JX  ve |JB JX  olur. Buradan |A X  ve |B X  elde ed!l!r. O halde [ ], |A B X �d"r. 

Yan� |E X  elde ed�l�r. Buradan |JE JX  dolay"s"yla |JE F  olur. 

O halde |F JE  ve |JE F  oldu�undan JE F=  elde ed!l!r. 

 

Teorem 3.21. D  b!r Dedek!nd bölges! ve ,A B  !dealler olsun. Bu takd!rde 

[ ]( ), ,A B A B AB= �d!r. 

 

!spat. ( ),J A B=  olsun. O zaman 
1A JA= , 

1B JB= , ( )1 1,A B D=  olan 
1 1,A B  

�dealler� vard�r. Dolay�s�yla Teorem 3.20, Teorem 3.11 ve Teorem 3.12 kullan�l�rsa 

[ ]( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,A B A B JA JB J JJ A B JJ A B JJA B JA JB ABé ù é ù= = = Ç = = =ë û ë û  

elde ed�l�r. 

 

Teorem 3.22. D  b�r Dedek�nd bölges�, , ,A B C  �dealler olsun. Bu takd�rde 

( ) ( )( ), , ,A BC A B A C= �d�r. 

 

!spat. ( ),E A BC= , ( ),J A C=  ve ( ),F A BJ=  olsun. E F=  oldu#u göster�lecek.  

( ),J A C=  oldu#undan |J A  ve |J C  olur. $k!nc! !fadeden |BJ BC  elde ed!l!r. 

( ),F A BJ=  oldu�undan |F A  ve |F BJ  olur. |F BJ  ve |BJ BC  oldu�undan 

|F BC �d�r. |F A  ve |F BC  oldu�undan ( )| ,F A BC �d�r. Yan� |F E  elde ed�l�r. 
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��md� ( ),E A BC=  oldu!undan |E A  ve |E BC �d�r. O zaman |E AB BC+  olur. 

Ayr"ca ( ),J A C=  oldu!undan J A C= + �d"r. Buradan JB AB BC= +  elde ed�l�r. 

|E AB BC+  ve JB AB BC= +  �d�. O zaman |E JB  olur. Böylece |E A  ve |E JB  

oldu!undan ( )| ,E A BJ  elde ed�l�r. Yan� |E F �d�r. Dolay"s"yla |F E  ve |E F  

oldu!undan E F= �d�r. 

 

Teorem 3.23. D  b�r Dedek�nd bölges�, , ,A B C  �dealler ve ( ),B C D=  olsun. Bu 

takd�rde ( ) ( )( ), , ,A BC A B A C= �d�r. 

 

!spat. ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ), , , , , , , ,A BC A A B C A C A B A A C A B= = = �d�r. ( ), |A B A , 

( ), |A C A  ve ( ) ( )( ), , ,A C A B D=  oldu!undan ( )( ), , |A C A B A  elde ed�l�r. O 

zaman ( )( )( ) ( )( ), , , , ,A A C A B A C A B=  elde ed�l�r. 

 

Teorem 3.24. D  b�r Dedek�nd bölges�, , , ,A B C T  �dealler, ( ),A B D=  ve 

nAB CT=  ( )2n ³  olsun. Bu takd�rde 1 1

nA AT= , 1 2

nB B T= , 
1 1A B C= , 

1 2T T T=  

olacak b�ç�mde 
1 1 1 2, , ,A B T T  �dealler� vard�r. 

 

�spat. ( )1 ,A A C= , ( )1 ,B B C=  olsun. O halde 

( )( ) ( ) ( )1 1 , , , ,nA B A C B C AB C CT C C= = = =  

bulunur. Ayr�ca ( )1 ,A A C= , ( )1 ,B B C=  oldu$undan 
1A A X= , 

1B B Y= , 

( ),X Y D=  olacak b�ç�mde ,X Y  �dealler� vard�r. nAB CT=  oldu$undan  

1 1 1 1

nCT AB A XB Y A B XY CXY= = = =  
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elde ed�l�r. Buradan nXY T=  olur. X  ve Y  aralar�nda asal oldu$undan Teorem 

3.19�a göre 1

nX T= , 2

nY T= , 
1 2T T T=  olacak b�ç�mde 

1 2,T T  �dealler� vard�r. O 

halde 1 1 1

nA A X AT= = , 1 1 2

nB B Y B T= =  elde ed�l�r. 

 

Teorem 3.25. D  b�r Dedek�nd bölges� olsun. D �n�n tek türlü çarpanlar�na ayr�lab�l�r 

bölge olmas!n!n gerek ve yeter ko"ulu D �n�n esas �deal bölges� olmas!d!r [1]. 

 

Teorem 3.26. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say! c�sm� olsun. K �n!n tamsay!lar 

halkas! 
KO  olsun. 

KO �n!n s!f!rdan farkl! b�r �deal� A  olsun. Bu takd�rde 

( )N kard KOA
A

æ ö= ç ÷
è ø

 

d�r [1]. 

 

Tan�m 3.9.  K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say! c�sm� olsun. KaÎ  olsun. 

1 2, , , na a a a= , na, �ler a �n!n K  e"len�kler� olsun. Bu takd�rde a �n!n normu ( )N a  

�le göster�l�r ve 

( ) 1 2N na a a a= na  

olarak tan!mlan!r [1]. 

 

Teorem 3.27. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say! c�sm� olsun. , Ka b Î  olsun. Bu 

takd�rde 

( ) ( ) ( )N N Nab a b=  

d�r [1]. 
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Teorem 3.28. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. 

a. E�er a  say�s� 
KO �n�n b�r b�r�m� �se ( )N 1a = ± �d�r. 

b. E�er 
KOa Î  ve ( )N 1a = ±  �se a  say�s� 

KO �n�n b�r b�r�m�d�r [1]. 

 

Teorem 3.29. K  dereces� n  olan b"r ceb"rsel say! c"sm" olsun. 
KOa Î  "ç"n, p  b"r 

asal say! olmak üzere   

( )N pa = ±  

"se a  say!s! 
KO �da "nd"rgenemezd"r [1]. 

 

Teorem 3.30. K  dereces" n  olan b"r ceb"rsel say! c"sm" ve 
KOa Î  olsun. Bu 

takd"rde 

( ) ( )N Na a=  

d"r [1]. 

 

Teorem 3.31. K  dereces" n  olan b"r ceb"rsel say! c"sm" ve KaÎ  olsun. 

( ) [ ]1

1 0ind m m

mx b x b xa -
-= + + + Î( )a [ ]1 0b x[1 01 0b1 01 01 0  

olsun. Bu takd"rde 

( ) 0N
n
mba =  

d"r [1]. 
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Örnek 3.1. ( )2 3K = +( 2 32 32 32 3= += += += += +( 2 32 3  olsun. ( )N 2 �y� bulal�m. 2  say�s�n�n �dak� 

m�n�mal pol�nomu 2 2x - �d�r. O halde Teorem 3.31�dek� göster�mler �le 4n = , 

2m= , 
1 0b = , 

0 2b = -  elde ed�l�r. Dolay�s�yla Teorem 3.31�e göre  

( ) 4
22N 2 2 2 4= - = =  

elde ed�l�r. 

 

Teorem 3.33. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. A  ve B �ler 
KD O= �n�n s�f�rdan 

farkl� tam �dealler� olsun. Bu takd�rde 

( ) ( ) ( )N N NAB A B=  

d�r [1]. 

 

Tan�m 3.10. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. K �n�n tamsay�lar halkas� 
KO  olsun. 

A , 
KO �n�n s�f�rdan farkl� b�r kes�r �deal� olsun. Bu takd�rde  

1
A I

a
=  

olacak b�ç�mde 
KO �n�n s�f�rdan farkl� b�r I  tam �deal ve 

KO �n�n s�f�rdan farkl� b�r 

a  eleman� vard�r. ( )N I  ve ( )N a �lar s�ras�yla I  ve a  �dealler�n�n normu 

olmak üzere A  kes�r �deal�n�n normu ( )N A , 

( ) ( )
( )

N
N

N

I
A

a
=  

�le tan�mlan�r [1]. 
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Teorem 3.34. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. K �n�n tamsay�lar halkas� 
KO  olsun. 

A  ve B �ler 
KO �n�n s�f�rdan farkl� kes�r �dealler� olsun. Bu takd�rde 

( ) ( ) ( )N N NAB A B=  

d�r [1]. 

 

Örnek 3.2. ( )6K = ( )6  olsun. O zaman { }6 ,KO a b a b= + Î }  olur. A , 
KO  

n�n  

1
1, 6

2
A =  

�le ver�len kes�r �deal� olsun. Bu takd�rde 2, 6I =  tam �deal olmak üzere 

1

2
A I=  

d�r. O halde 

2
2 2, 6 4,2 6,6 2 2, 6,3 2I = = = =  

d�r. Böylece 

( ) ( ) ( )2 2 2N N N 2 2I I= = =  

elde ed�l�r. Dolay�s�yla 

( )N 2I =  

olur. O halde 

( ) ( )
( ) 2

N1 2 1
N N

2 2 2N 2

I
A I

æ ö= = = =ç ÷
è ø

 

bulunur. 
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Teorem 3.35. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. 
KO �n�n b�r asal �deal� P  olsun. Bu 

takd�rde 

P p  

olacak b�ç�mde tek türlü bel�rl� b�r p asal say�s� vard�r [1]. 

 

!spat. P , 
KO �n�n b�r asal �deal� oldu#undan, Teorem 1.17�ye göre PÇ  kümes� 

 de b�r asal �deald�r. O halde, Teorem 1.19 ve Teorem 1.6�ya göre b�r p  asal say"s" 

P pÇ = p  

olacak b�ç�mde vard�r. Dolay�s�yla 

P pÊ  

olur. Böylece Teorem 3.7�ye göre  

|P p  

elde ed!l!r. #!md! kabul edel!m k! q  say"s" 

|P q  

olacak b!ç!mde ba$ka b!r asal say" olsun. Bu takd!rde P pÊ  ve P qÊ  

olaca%"ndan 

,P p qÊ  

olur. p  ve q �lar farkl" asal say"lar olduklar"ndan ( )ebob , 1p q =  olur. Dolay"s"yla 

1ap bq+ =  olacak b!ç!mde ,a b  tamsay"lar" vard"r. O zaman 1 ,p q PÎ Í  olur. 

Dolay"s"yla 
KO PÍ  elde ed!l!r k! bu mümkün de%!ld!r. O halde |P p  olacak 

b!ç!mdek! p  asal say"s" tek türlü bel!rl!d!r. 



85 

 

 

 

 

 

Tan m!3.11.! K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. 
KO �n�n b�r asal �deal� P  olsun. 

P p  

olacak b�ç�mde tek türlü bel�rl� b�r asal say� p  olsun. Bu p  asal say�s�na P �n�n 

alt�nda bulunan asal, P  �deal�ne �se p �n�n üzer�nde bulunan �deal den�r [1]. 

 

Teorem!3.36. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. P , 
KO �n�n b�r asal 

�deal� olsun. p , P �n�n alt�nda bulunan asal olsun. Bu takd�rde 

( )N fP p=  

olacak b�ç�mde { }1,2, ,f nÎ }n, ,  tamsay�s� vard�r [1]. 

 

�spat. p , P �n"n alt�nda bulunan asal oldu�undan |P p �d"r. O halde 
KO �n�n b�r 

Q  tam �deal� p PQ=  olacak b"ç"mde vard!r. Teorem 3.33 kullan!l!rsa  

( ) ( ) ( ) ( )N N N Np PQ P Q= =  

elde ed"l"r. Teorem 2.36�ya göre p �n"n K  e$len�kler� n  kere tekrarlanan p �lerden 

olu$tu�undan  

( )N np p=  

olur. Böylece Teorem 3.30 kullan�l�rsa  

( ) ( )N N np p p= =  

bulunur. O halde 

( ) ( )N Nnp P Q=  

olur k� bu da b�r { }1,2, ,f nÎ }n,  �ç�n  
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( )N fP p=  

demekt�r. 

 

Tan m!3.12.! K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. P , 
KO �n�n b�r asal 

�deal� olsun. p , P �n�n alt�nda bulunan asal olsun. Bu takd�rde ( )N fP p=  olacak 

b�ç�mdek� poz�t�f f  tamsay�s�na P �n�n 
KO �dak� �nert�al dereces� veya eylems�zl�k 

dereces� den�r ve bu ( )Kf P  �le göster�l�r [1]. 

 

Teorem 3.26 ve Teorem 3.36�dan dolay� ( )kard f

KO P p=  oldu$u görülür. Yan� 

KO P  b�r sonlu c�s�md�r ve fp  eleman� vard�r. 
KO P �n�n b�r ( )a P a+ Î )  

eleman�n� ele alal�m. ,a a¢Î  �ç�n ( )moda a p¢º  �se |p a a¢-  olur. Böylece 

|p a a¢-  elde ed�l�r. Fakat |P p  �d�. O zaman |P a a¢-  olur. Dolay�s�yla 

( )moda a P¢º  olur. Yan� a P a P¢+ = +  olur. Ters�ne ( ),a P a P a a¢ ¢+ = + Î )  

oldu"unu kabul edel�m. Bu takd�rde a a P¢- Î  ve a a P¢- Í  elde ed�l�r. Buradan 

|P a a¢-  olur. O zaman 

a a PQ¢- =  

olacak b�ç�mde 
KO �n�n b�r Q  tam �deal# vard!r. $k# taraf!nda normu al!n!rsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )N N N N N
n fa a a a PQ P Q p Q¢ ¢- = - = = =  

olur. Buradan ( )|
n

p a a¢-  elde ed#l#r. p  b#r asal say! oldu�undan, |p a a¢-  olur. 

Buradan ( )moda a p¢º  oldu�u görülür. Dolay!s!yla ,a a¢Î  #ç#n 

( )moda P a P a a p¢ ¢+ = + Û º  
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elde ed�l�r. Dolay�s�yla a P+  { }( )0,1,2, , 1a pÎ - }), 1p,,,,,,  s�n�flar� b�rb�r�nden farkl�d�r ve 

KO P �n�n asal c�sm� 

{ }0,1,2, , 1F a P a p= + = - }, 1p,,,  

d�r. 

 

E$er ( ) 1Kf P =  �se : 1KO P Fé ù =ë û  olur. Böylece 
KO P F=  olur. Yan�  

{ }0,1,2, , 1KO P a P a p= + = - }1p,,,,  

olur. 
KOa Î  olsun. Bu takd�rde 

KP Oa + Î �d�r. Böylece b�r { }0,1,2, , 1a pÎ - }, , 1p, ,, ,, ,, ,, ,, ,  

�ç�n P a Pa + = +  olur. O halde ( ) 1Kf P =  �se b�r aÎ  �ç�n ( )moda pa º �d�r. 

 

Teorem 3.37.  K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. p  b�r asal say� olsun. 

p  esas �deal� 
KO �da 

1 2

1 2

ge e e

gp P P P= ge e e

gP
e e ee e e

g  

b�ç�m�nde çarpanlar�na ayr�ls�n. Burada 
1 2, , , gP P P, gP, �ler 

KO �da b�rb�rler�nden farkl� 

asal �dealler ve 
1 2, , , ge e e, , ge, , �ler poz�t�f tamsay�lard�r. 

if �ler 
iP �ler�n ( )1,2, ,i g= )g,  

K �dak� eylems�zl�k dereceler� olsun. Yan� ( )i K if f P=  olsun. Bu takd�rde 

1 1 2 2 g ge f e f e f n+ + + =g ge fg gg ge fe  

d�r [1]. 

 

!spat. 
if �ler 

iP �ler�n K �dak� eylems�zl�k dereceler� olduklar�ndan ( )N if

iP p=  

( )1,2, ,i g= )g,  elde ed�l�r. Böylece 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 21

1 2
1 2 1 1 2 2

1 1 2N N N N N
gg g

g
g g g

e e ee e en

g g g

e e e
f f f f e f e f e

p p P P P P P P

p p p p
+ + +

= = =

= = g ge f eg gg ge f ee f e

) ( ) ( ) ( )1 2( ) ge e e( ) ( )1 21 2( )e e e

g g g) ( ) ( ) (1 1 21 1 2) ( ) ( P(N N NN N) ( ) ( )1 21 21 2( )1 1 21 1 21 1 2) ( ) ( gg) (1 1 21 1 2) ( ) ( N)1 1 21 1 21 1 21 1 2) ( ) ()
( )p( )e e e( )f f f( )1 2 ( ))e e ee e e( )p(1 2 ( g ))1 2 ( )p( )g )

 

olur. O halde  

1 1 2 2 g gf e f e f e n+ + + =g gf eg gg gf ef  

d�r. 

 

Teorem 3.37�ye göre 1,2, ,i g= g,  olmak üzere { }1,2, ,ie nÎ },n, , { }1,2, ,if nÎ }n, ,  

oldu�unu bel�rtel�m. Ayr#ca y�ne ayn# teoreme göre P  asal �deal� �ç�n |nP p  �se 

np P=  oldu�u görülür. 

 

Tan m!3.13. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say# c�sm� ve p  b�r asal say# olsun. 

p  esas �deal� 
KO �da 

1 2

1 2

ge e e

gp P P P= ge e e

gP
e e ee e e

g  

b�ç�m�nde çarpanlar#na ayr#ls#n. Burada 
1 2, , , gP P P, gP, �ler 

KO �da b�rb�rler�nden farkl# 

asal �dealler ve 
1 2, , , ge e e, ge, �ler poz�t�f tamsay#lard#r. Buradak� g  poz�t�f tamsay#s#na 

p �n�n K �dak� parçalanma say#s# den�r ve bu ( )Kg p  �le göster�l�r [1]. 

 

Teorem!3.38. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say# c�sm� olsun. p  b�r asal say# olsun. 

Bu takd�rde ( )Kg p n£  d�r [1]. 

 

�spat. Teorem 3.37�dek� göster�mler �le; 
1 2 1 2, , , , , , ,g ge e e f f f1 2 1g g1 2 1 21 2 1e f f f1 2 1 21 2 1 , ,1 2 1 21 2 11 2 1g gg g1 2 1 21 2 11 2 1 2, ,1 2 1 21 2 11 2 11 2 1 2

�ler poz�t�f 

tamsay#lar olduklar#ndan  
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1 1 2 2 1 1 1g gn e f e f e f g= + + + ³ + + + =g ge f g1 1 1g gg ge fe f 1 1 11 1 1  

elde ed�l�r. 

 

Bu teoreme göre, dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm�ndek� p  asal say�s� �ç�n p  

esas �deal� en fazla n  tane farkl� asal �deal�n kuvvet� b�ç�mde çarpanlar�na ayr�lab�l�r. 

 

Tan m!3.14. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. P , 
KO �n�n b�r asal 

�deal� olsun. p , P �n�n alt�nda bulunan asal say� olsun. Bu takd�rde 

|eP p , 1eP p+ p  

olacak b�ç�mdek� tek türlü bel�rl� e  poz�t�f tamsay�s�na P �n�n K �dak� dallanma 

�ndeks� den�r ve bu ( )Ke P  �le göster�l�r [1].  

 

Teorem 3.37�ye göre ( )Ke P n£  oldu$u görülür. Ayr�ca Teorem 3.37�dek� 

göster�mler �le 

( )K i ie P e= , ( )K i if P f= ,  ( )Kg p g=  

elde ed�l�r. 

 

Tan m!3.15. K  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� ve p  b�r asal say� olsun. 

1 2, , , gP P P, gP, �ler 
KO �da p �n�n üzer�nde bulunan asal �dealler olsun. Bu takd�rde 

( )i K ie e P= , 1,2, ,i g= g,  

olmak üzere 

1 2

1 2

ge e e

gp P P P= ge e e

gP
e e ee e e

g  
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d�r. 1ie >  olan { }1,2, ,i gÎ }g,  varsa p �ye K �da dallan�r den�r. Her 1,2, ,i g= g,  

�ç�n 1ie =  �se p �ye K �da dallanmaz den�r [1]. 

 

Teorem 3.39. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. Bu takd�rde p  asal say�s�n�n K �da 

dallanmas!n!n gerek ve yeter ko"ulu ( )| dp K  olmas!d!r [1]. 

 

Teorem 3.40. K  b�r ceb�rsel say! c�sm� olsun. ( )0I ¹  
KO �n!n b�r �deal� olsun. 

a. p  b�r asal olmak üzere ( )N I p=  �se I  b�r asal �deald�r. 

b. ( )N I IÎ �d"r [1].  

 

Teorem 3.40�a göre b�r ceb�rsel say� c�sm�n�n tamsay�lar halkas�ndak� her I  �deal� 

�ç�n ( )N I IÎ  oldu#undan, ( )N I IÍ �d�r. Dolay�s�yla ( )| NI I  elde ed�l�r. 

 

Teorem 3.41. K  b�r kuadrat�k c�s�m olsun. O halde ( )K m= ( )K mK mK mK mK mK m(  olacak b�ç�mde b�r 

kares�z m  tamsay�s� vard�r. p  b�r asal say� olsun. 

a. E#er 2p > , 1
m

p

æ ö
=ç ÷

è ø
 veya 2p = , ( )1 mod8m º  �se 

1P  ve 
2P �ler 

b�rb�rler�nden farkl� asal �dealler ve ( ) ( )1 2N NP P p= =  olmak üzere 

1 2p PP= �d�r. 

b. E#er 2p > , |p m  veya 2p = , ( )2,3 mod 4m º  �se P  b�r asal �deal ve 

( )N P p=  olmak üzere 2p P= �d�r. 

c. E#er 2p > , 1
m

p

æ ö
= -ç ÷

è ø
 veya 2p = , ( )5 mod8m º  �se p , 

KO �n�n b�r asal 

�deal�d�r [1]. 
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�spat. m  kares�z oldu�undan ( )1,2,3 mod 4m º  elde ed�l�r. Yed� durum ele 

al#nacakt#r. 

1. 2p > , 1
m

p

æ ö
=ç ÷

è ø
 olsun. 1

m

p

æ ö
=ç ÷

è ø
 oldu!undan ( )2 moda m pº  olacak 

b�ç�mde aÎ  vard#r. p mm  oldu!undan p ap a  elde ed�l�r. 1 ,P p a m= +  

ve 2 ,P p a m= -  olsun. Öncel�kle 
1 2P P¹  oldu!unu gösterel�m. Aks�ne 

1 2P P=  olsun. Bu takd�rde ( ) ( ) 12a a m a m P= + + - Î  olur. Fakat 

2aÎ �d�r. O zaman 12a P pÎ Ç = p  olur. O halde | 2p a �d�r. Bu �se 

çel��k�d�r. Çünkü p  tek ve p ap a  �d�. %�md� 1 2p PP=  oldu!unu gösterel�m.  

( ) ( )
( )

2 2

1 2

2

, , , , ,

, , ,

PP p a m p a m p p a m p a m a m

a m
p p a m a m p I

p

= + - = + - -

-
= + - =

 

olur. Buradak� I  �deal� 

( )2

, , ,
a m

I p a m a m
p

-
= + -  

d�r. ( )ebob 2 , 1a p =  oldu!undan  

( )2 1xp y a+ =  

olacak b�ç�mde x  ve y  tamsay�lar� vard�r. Dolay�s�yla 

( ) ( )1 xp y a m y a m I= + + + - Î  

olaca!�ndan 1I =  olur. Bu da 1 2p PP=  oldu!unu göster�r. O halde bu 

durum (a) ��kk�na tekabül eder. 

2. 2p > , 1
m

p

æ ö
= -ç ÷

è ø
 olsun. 1 2p PP= , ( )1 2P P¹  veya 2

1p P=  oldu!unu 

kabul edel�m. &k� durumda da ( )1N P p=  olur. Böylece ( )1 1Kf P =  elde 

ed�l�r. O halde Km OÎ  oldu!undan  
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( )1modm a Pº  

olacak b�ç�mde aÎ  vard�r. Böylece 

( )2

1modm a Pº  

olur. Fakat mÎ , 2a Î  ve 1 |P p  oldu$undan 

( )2 modm a pº  

olmal�d�r k� bu 1
m

p

æ ö
= -ç ÷

è ø
 olmas� �le çel���r. O halde p , 

KO �da b�r asal 

�deald�r. Bu durum (c) ��kk�na tekabül eder. 

3. 2p > , |p m  olsun. ,P p m=  al�ns�n. Bu takd�rde  

2 2, , , , , ,
m

P p m p m p p m m p p m p I
p

= = = =  

olur. Buradak� I  �deal�,  

, ,
m

I p m
p

=  

d�r. m  kares�z oldu�unda, ebob , 1
m

p
p

æ ö
=ç ÷

è ø
 elde ed�l�r. Böylece  

1
m

xp y
p

æ ö
+ =ç ÷

è ø
 

olacak b�ç�mde x  ve y  tamsay!lar! vard!r. O halde 

1
m

xp y I
p

æ ö
= + Îç ÷

è ø
 

olur. Böylece 1I =  olur. Yan� 2p P= �d�r. Bu durum (b) �!kk!na tekabül 

eder. 

4. 2p = , ( )2 mod 4m º  olsun. 2,P m=  al!ns!n. Bu takd�rde 

2 2, 2, 4, 2 , 2P m m m m I= = =  

olur. Buradak� I  �deal� 

2, ,
2

m
I m=  
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d�r. 
2

m
 tek oldu!undan 2 1

2

m
k= + , kÎ  olsun. O zaman 

( ) ( )1 2 1
2

m
k I= - + Î  

elde ed�l�r. Böylece 1I =  olur. Yan� 
2p P=  olur. Bu durum (b) "#kk#na 

tekabül eder. 

5. 2p = , ( )3 mod 4m º  olsun. 2,1P m= +  al�ns�n. ( )1 2 1m m- = - +  

oldu$undan 2,1P m= -  oldu�u görülür. Bu takd#rde 

( ) ( )2 2,1 2,1 4,2 1 ,2 1 ,1 2P m m m m m I= + - = + - - =  

olur. Buradak# I  #deal# 

1
2,1 ,1 ,

2

m
I m m

-
= + -  

d#r. ( )3 mod 4m º  oldu�undan, 
1

2

m-
 b#r tek tamsay!d!r ve 1I =  olur. O 

halde 22 P= �d#r. Bu durum (b) $!kk!na tekabül eder. 

6. 2p = , ( )1 mod8m º  olsun. 
1

1
2,

2

m
P

+
=  ve 

2

1
2,

2

m
P

-
=  olsun. 

Dolay!s!yla  

1 2

1 1 1 1 1
2, 2, 4,2 ,2 , 2

2 2 2 2 4

m m m m m
PP I

æ ö æ ö+ - + - -
= = =ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷

è ø è ø
 

olur. Buradak� I  �deal�,  

 

1 1 1
2, , ,

2 2 8

m m m
I

+ - -
=  

d�r. Ayr!ca 

1 1
1

2 2

m m
I

+ -
= + Î  

d!r. Böylece 1I =  olur. Dolay!s!yla 1 22 PP=  elde ed�l�r. 
1 2P P=  �se 
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1

1 1
1

2 2

m m
P

+ -
= + Î  

olur k� bu mümkün de��ld�r. Bu durum (a) !"kk"na tekabül eder. 

7. 2p = , ( )5 mod8m º  olsun. 1 22 PP= , ( )1 2P P¹  veya 2

12 P=  olsun. Bu 

takd�rde, �k� durumda da ( )1N 2P =  elde ed�l�r. Buradan ( )1 1Kf P =  oldu�u 

görülür. O halde 
1

2
K

m
O

+
Î  oldu�undan, 

( )1

1
mod

2

m
a P

+
º  

olacak b�ç�mde b�r a  rasyonel tamsay#s# vard#r. Dolay#s#yla 

( )1

1 1
1 1 mod

2 2

m m
a P

æ ö- +
= - º -ç ÷ç ÷

è ø
 

d�r. Buradan 

( ) ( )1

1 1 1
1 mod

4 2 2

m m m
a a P

æ öæ ö- + -
= º -ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷
è øè ø

 

oldu�u görülür. 
1

4

m-
Î , ( )1a a- Î  ve 1 | 2P  oldu�undan 

( ) ( )1
1 mod 2

4

m
a a

-
º -  

elde ed�l�r. Dolay#s#yla 

( )1
0 mod 2

4

m-
º  

d#r. Böylece ( )1 mod8m º  olur k� bu ( )5 mod8m º  olmas#yla çel�$�r. O 

halde 2 , 
KO �da eylems�z kal#r ve bu durum (c) $#kk#na tekabül eder. 

 

Teorem 3.41�n�n �spat#ndan $u sonuçlar elde ed�l�r. m  kares�z b�r tamsay# olmak 

üzere ( )K m= ( )K mK mK mK mK mK m(  kuadrat�k c�sm� ver�ld���nde, p b�r asal say# olmak üzere p  

esas �deal�n�n 
KO �n#n asal �dealler�n�n çarp#m# b�ç�m�nde �fade ed�l�$ler� a$a�#dak� 

g�b�d�r: 
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( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

2

2

2 , 5 mod8 ise

1 1
2, 1 2, 1 , 1 mod8 ise

2 2
2

2,1 , 3 mod8 ise

2, , 2 mod8 ise

m

m m m

m m

m m

ì º
ï
ï + - º
ïï

= í
ï + º
ï
ï ºïî

 

ve 2p >  �ç�n 

( )
( )

2

2

2

, ve mod nin çözümü yok ise

, , , ve mod nin çözümü var ise

, , | ise

p p m x p

p p x m p x m p m x p

p m p m

ì
ºï

ï
= + - ºí
ï
ï
î

2, ve m2, ve m, ve me me m

, ve m, ve m22, ve m2, ve m, ve m, ve m  

 

Tan m!3.16. d  b�r kares�z tamsay� ve ( )0,1 mod 4d º  olsun. 
2

dæ ö
ç ÷
è ø

 Kronecker 

sembolü 

( )
( )
( )

0 , 0 mod 4  ise

1 , 1 mod 4  ise
2

1 , 5 mod 4  ise

d
d

d

d

ºì
ïæ ö = ºíç ÷

è ø ï- ºî

 

olarak tan�mlan�r. 

 

Kroneckler sembolü �le Teorem 3.41 a#a�"dak! g!b! yen!den !fade ed!leb!l!r. 

 

Teorem 3.42. K  b!r kuadrat!k c!s!m olsun. ( )dd K=  olsun. p  b!r asal say" olsun. 

Bu takd!rde 
d

p

æ ö
ç ÷
è ø

, 2p >  !ç!n Legendre sembolünü, 2p =  !ç!n Kronecker 

sembolünü göstermek üzere 
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a. p  parçalan�r (den"r) Û  1
d

p

æ ö
=ç ÷

è ø
 

b. p  dallan�r (den�r)  Û  0
d

p

æ ö
=ç ÷

è ø
 

c. p  eylems"z kal!r (den"r)  Û  1
d

p

æ ö
= -ç ÷

è ø
 

D��er b�r dey��le, 

a. 
1 2,P P  asal �dealler olmak üzere 1 2p PP=  b�ç�m�nded�r Û  1

d

p

æ ö
=ç ÷

è ø
 

b. P  asal �deal olmak üzere 2p P=  b�ç�m�nded�r Û  0
d

p

æ ö
=ç ÷

è ø
 

c. p  b�r asal �deald�r Û  1
d

p

æ ö
= -ç ÷

è ø
 

d�r [1]. 

 

Örnek 3.3. Teorem 3.42�ye göre 

1. 
163 2

1
11 11

-æ ö æ ö= = -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

 oldu�undan 11  �deal� ( )163-( 163- �de eylems�z kal!r. 

2. ( )( )37 14 2 7
1 1 1

23 23 23 23

æ ö æ ö æ öæ ö= = = + - = -ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷
è ø è ø è øè ø

 oldu�undan 23  �deal� 

( )37( )37 �de eylems�z kal!r. 

3. 
28

0
2

æ ö =ç ÷
è ø

 oldu�undan 2  �deal� ( )7( )7 �de dallan!r. Gerçekten 

2

2 2,1 7= + �d�r. 

4. 
28 1

1
3 3

æ ö æ ö= =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

 oldu�undan 3  �deal� ( )7( )7 �de parçalan!r. Gerçekten 

( )2 7 mod3x º  �ç�n 1x =  b�r çözüm oldu�undan 3 3,1 7 3,1 7= + -

�d�r. 
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5. 
28

0
7

æ ö =ç ÷
è ø

 oldu!undan 7  �deal� ( )7( )7 �de dallan#r. Gerçekten 

2

7 7= �d"r. 

 

Teorem 3.43. 2+ 2+ �n�n bütün b�r�mler� nÎ  olmak üzere ( )1 2
n

± +  

b�ç�m�nded�r [1]. 

 

Teorem 3.44. m  tamkare olmayan b�r poz�t�f tamsay� olsun. Bu takd�rde  

2 2 1x my- =  

olacak b�ç�mde ( ) ( ), 1,0x y ¹  olan x  ve y  tamsay�lar� vard�r [1]. 

 

Teorem 3.45. m  b�r poz�t�f kares�z tamsay� olsun. x  ve y �n�n �k�s� de tamsay� veya 

�k�s� de tek tamsay�lar�n yar�s� olsun. 2 2 1x my- =  olsun. Bu takd�rde 

0, 0 1,

0, 0 0 1,

0, 0 1 0,

0, 0 1

x y x y m

x y x y m

x y x y m

x y x y m

> > Û + >

> < Û < + <

< > Û - < + <

< < Û + < -

 

özell�kler� geçerl�d�r [1]. 

 

Tan�m 3.17. m  b�r poz�t�f kares�z tamsay� olsun. ( )2,3 mod 4m =  �se 

( ){ }, ,mS x y x y= Î } , ( )1 mod 4m =  �se ( ), , , mod 2
2 2

m

x y
S x y x y

ì üæ ö= Î ºí ýç ÷
è øî þ

(m(, ((,,, (((y,  

olsun. Teorem 3.44�e göre 2 2 1a mb- =  denklem�n�n ( ),a b  çözümü oldu$unun 

garant�s� vard�r. 2 2 1a mb- =  denklem�n�n a �s� en küçük olan çözümü ( ), ma b SÎ  
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ve a b me = +  olsun. Böylece e  say�s� ( )mO ( )m �n"n normu 1  olan b�r b�r�m�d�r. e  

b�r�m�ne ( )mO ( )m �n�n normu 1  olan temel b�r�m� den�r [1]. 

 

Bu tan�ma göre, ( )2,3 mod 4m =  �se 1 1 2 1me ³ + ³ + >  ve ( )1 mod 4m =  �se 

1 1 5
1

2 2

m
e

+ +
³ ³ >   

oldu�u görülür. Dolay�s�yla 1e >  elde ed�l�r. 

 

Teorem 3.46. m  b�r poz�t�f kares�z tamsay� ve e  say�s� ( )mO ( )m �n�n normu 1  olan 

temel b�r�m� olsun. Bu takd�rde 

a. e  b�r�m� ( )mO ( )m �n�n normu 1  olup da 1�den büyük olan en küçük b�r�m�d�r. 

b. ( )mO ( )m �n�n normu 1 olan her b�r�m� b�r n  tamsay�s� �ç�n ne±  b�ç�m�nded�r. 

c. E#er t  say�s� ( )mO ( )m �n�n normu 1  olan b�r b�r�m� ve 1t >   ve ( )mO ( )m �de 

normu 1  olan her b�r�m b�r k  tamsay�s� �ç�n kt±  b�ç�m�nde �se o zaman 

t e= �d�r [1]. 

 

Teorem 3.47. m  b�r poz�t�f kares�z tamsay� olsun.  ( )mO ( )m �de normu 1-  olan 

b�r�mler�n bulundu#unu kabul edel�m. Bu takd�rde ( )mO ( )m �de normu 1-  olan tek 

türlü bel�rl� b�r 1s >  b�r�m� vard�r ve ( )mO ( )m �n�n her b�r�m� b�r n  tamsay�s� �ç�n 

ns±  b�ç�m�nded�r [1]. 

 

Tan�m 3.18. m b�r poz�t�f kares�z tamsay� olsun ve bu m �ç�n ( )mO ( )m �de normu 

1-  olan b�r�mler bulunsun. Normu 1-  olup tek türlü bel�rl� olan b�r�m 1s >  �ç�n 
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( )mO ( )m �n�n her b�r�m� ns±  ( )nÎ )  b�ç�m�nded�r. Bu s  b�r�m�ne ( )mO ( )m �n�n 

normu 1-  olan temel b�r�m� den�r [1]. 

 

Teorem 3.48. m  b�r poz�t�f kares�z tamsay� ve bu m  �ç�n ( )mO ( )m �de normu 1-  olan 

b�r�mler mevcut olsun. Bu takd�rde normu 1  olan e  temel b�r�m� �le normu 1-  olan 

s  temel b�r�m� �ç�n 

2e s=  

ba$�nt�s� geçerl�d�r [1]. 

 

Tan�m 3.19. m  b�r poz�t�f kares�z tamsay� olsun. ( )mO ( )m �n�n temel b�r�m� �öyle 

tan�mlan�r: ( )mO ( )m �de normu 1-  olan b�r�mler varsa h s= �d�r. Burada s , Tan�m 

3.18�de tan�mland�$� g�b� normu 1-  olan temel b�r�md�r. Normu 1-  olan b�r�mler 

yoksa h e= �dur.  Burada e , Tan�m 3.17�de tan�mland�$� g�b� normu 1  olan temel 

b�r�md�r. Ayr�ca 1m > �d�r [1]. 

 

Teorem 3.49. m  b�r poz�t�f kares�z tamsay� olsun. Bu takd�rde h , ( )mO ( )m �n�n temel 

b�r�m� olmak üzere, ( )mO ( )m �n�n bütün b�r�mler� nh±  ( )nÎ )  b�ç�m�nded�r. ( )mO ( )m  

de normu 1-  olan b�r�mler var �se o zaman normu 1-  olan b�r�mler n  tek olmak 

üzere nh±  ve normu 1  olan b�r�mler de n  ç�ft olmak üzere nh±  b�ç�m�nded�r [1]. 
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Teorem 3.50. K  b�r reel kuadrat�k c�s�m olsun. Bu takd�rde ( ) 2U KO ´2 ´  

d�r[1]. 

 

Teorem 3.51. K  b�r reel kuadrat�k c�s�m olsun. 
KO �n"n temel b�r�m�, 

KO �n"n 1�den 

büyük olan en küçük b�r�m�d�r [1]. 

 

m  kares�z poz�t�f b�r tamsay" ve 2 40m£ £  olmak üzere ( )mO ( )m �n�n e , s  ve h  

de!erler� Tablo 3.1�de göster�lm�$t�r. 

 

Tablo 3.1. 2 40m£ £ , m  karesiz, ( )mO ( )m �nin temel birimi [1]. 

m  Normu 1 olan temel 

b�r�m e  

Normu -1 olan temel 

b�r�m s   

Temel b�r�m m  Temel b�r�m�n 

normu ( )N m  

2 3 2 2+  
1 2+  

1 2+  1-  

3 2 3+   
2 3+  1  

5 ( )3 5 2+  ( )1 5 2+  ( )1 5 2+  1-  

6 5 2 6+   
5 2 6+  1  

7 8 3 7+   
8 3 7+  1  

10 19 6 10+  3 10+  3 10+  1-  

11 10 3 11+   
10 3 11+  1  

13 ( )11 3 13 2+  ( )3 13 2+  ( )3 13 2+  1-  

14 15 4 14+   
15 4 14+  1  

15 4 15+   4 15+  1  

17 33 8 17+  4 17+  4 17+  1-  

19 170 39 19+   170 39 19+  1  

21 ( )5 21 2+   ( )5 21 2+  1  
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Tablo 3.1. (Devam�) 

m  Normu 1 olan temel 

b�r�m e  

Normu -1 olan temel 

b�r�m s   

Temel b�r�m m  Temel b�r�m�n 

normu ( )N m  

22 197 42 22+
 

 197 42 22+
 

1  

23 24 5 23+   24 5 23+  1  

26 51 10 26+
 

5 26+  5 26+
 

1-  

29 ( )27 5 29 2+
 ( )5 29 2+  ( )5 29 2+

 
1-  

30 11 2 30+
 

 11 2 30+
 

1  

31 1520 273 31+
 

 1520 273 31+
 

1  

33 23 4 33+
 

 23 4 33+
 

1  

34 35 6 34+
 

 35 6 34+
 

1  

35 6 35+   6 35+  1  

37 73 12 37+  6 37+  6 37+  1-  

38 37 6 38+   37 6 38+  1  

39 25 4 39+   25 4 39+  1  

 

 

Teorem 3.52. p  b�r asal ve ( )1 mod 4p º  olsun. Bu takd�rde ( )pO ( )p �n�n temel 

b�r�m�n�n normu 1- �d�r [1]. 

 

Teorem 3.53. m  b"r poz"t"f kares"z tamsay! olsun. m  say!s!n! bölen b"r 

( )3 mod 4q º  asal say!s! varsa ( )mO ( )m �n"n temel b"r"m"n"n normu 1�d"r [1]. 

 

Teorem 3.54. p  b"r asal ve ( )5 mod8p º  olsun. Bu takd"rde ( )2 p
O ( )2 p

�n"n temel 

b"r"m"n"n normu 1- �d"r [1]. 
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Teorem 3.55. p  ve q  farkl� asal say�lar ve ( )1 mod 4p qº º , 1
p

q

æ ö
= -ç ÷

è ø
 olsun. Bu 

takd�rde ( )pq
O ( )pq

�n�n temel b�r�m�n�n normu 1- �d�r [1]. 

 

Tan�m 3.20. K  b"r ceb"rsel say! c"sm" olsun. 
KO �n!n s!f!rdan farkl! tamsay! ve 

kes"r "dealler"n"n grubu ( )I K  "le göster"ls"n. ( )I K �n!n esas "dealler" { }0KaÎ -  

olmak üzere { }Kr r Oa a= Î  b"ç"m"nded"r ve bunlar ( )I K �n!n ( )P K  alt 

grubunu olu#turur. Çünkü ( ), P Ka b Î  "ç"n ( )1 1 P Ka b ab
- -= Î  olur. 

( )I K  de�"#mel" grup oldu�undan ( )P K  b"r normal altgruptur. Bu takd"rde 

( ) ( )I K P K  bölüm grubuna K �n!n "deal s!n!f grubu den"r ve ( )H K  "le göster"l"r 

[1]. 

 

Tan�m 3.21. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. ( )H K  �deal s�n�f grubunun 

mertebes�ne K �n�n s�n�f say�s� den�r ve ( )h K  �le göster�l�r [1]. 

 

Tan�m 3.22. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. 
KO �n�n s�f�rdan farkl� A  ve B  �k� 

�deal�, ( ) ( ) ( )H K I K P K= �n�n ayn� s�n�f�nda �se A  �le B  denkt�r den�r ve A BB  

yaz�l�r. Bu durumda 

( ) ( )
( )

{ }
{ }

{ }

1

1  olacak biçimde 0  vard�r.

 olacak biçimde 0  vard�r.

B olacak biçimde , 0  vard�r.K

A B AP K BP K

A B P K

A B K

B A K

a A b a b O

a a

a a

-

-

Û =

Û Î

Û = Î -

Û = Î -

Û = Î -

A B APÛ =APAP

 

Burada { }0KaÎ -  �se { }, 0Ka b OÎ -  olmak üzere a
b

a =  b�ç�m�nde yaz�ld�#�na 

d�kkat edel�m [1]. 
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Örnek 3.4. ( )5-( )5- �de 2,1 5 3,1 5- - + -3,1 51 53,1 51 51 51 51 53,1 53,1 51 51 5 �d�r. Çünkü 

( ) ( )( ) ( )3 2,1 5 6,3 1 5 1 5 1 5 ,3 1 5 1 5 1 5,3- - = - - = + - - - - - = - - + -

 

d�r. ( )5
3,1 5 O

-
- - Î ( )5-

 oldu�undan 2,1 5 3,1 5- - + -3,1 51 53,1 51 51 51 51 53,1 53,1 51 51 5  elde ed�l�r. 

 

Teorem 3.56. K  b�r ceb�rsel say# c�sm� olsun. Bu takd�rde 

( ) 1 Kh K O= Û  b�r esas �deal bölges�d�r.
KOÛ  b�r tek türlü çarpanlar#na 

ayr�lab�l�r bölged�r [1]. 

 

Teorem 3.57. ( )K q= ( )q  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. q �n�n reel 

e!len�kler�n�n say�s� r  ve kompleks e!len�k ç�ftler�n�n say�s� s  olsun. O zaman K  

n�n dereces� 2n r s= +  olur. ( )C H KÎ  olsun. Bu takd�rde C �de 

( ) ( )2
N d

s

B K
p

æ ö£ ç ÷
è ø

 

olacak b�ç�mde b�r 0B ¹  tam �deal� vard�r [1].  

 

Teorem 3.58. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� ve k  b�r poz�t�f tamsay� olsun. Bu takd�rde 

KO �da normu k  olan sadece sonlu say�da A  tam �deal� vard�r [1]. 
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Teorem 3.59. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. Bu takd�rde K �n�n �deal s�n�f grubu 

( )H K  b�r sonlu gruptur, dolay�s�yla ( ) ( )( )kardh K H K=  s�n�f say�s� sonludur[1]. 

 

Tan�m 3.23. ( )K q= ( )q  dereces� n  olan b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. q �n�n reel 

e#len!kler!n!n say"s" r  ve kompleks e#len!k ç!ftler!n!n say"s" s  olsun.  O zaman 

2n r s= +  olur. K  �ç�n M�nkowsk� s�n�r� 
KM  �le göster�l�r ve 

( )2
d

s

KM K
p

æ ö= ç ÷
è ø

 

�le ver�l�r [1]. 

 

Teorem 3.58�e göre 
KO �da normu ( ) ( )2

N d

s

B K
p

æ ö£ ç ÷
è ø

 olacak b�ç�mde sonlu 

say�da B  tam �deal� vard�r. Böylece Teorem 3.57�ye göre her �deal s�n�f�, sonlu b�r 

kümeden seç�len 
KO �n�n b�r tam �deal� �le tems�l ed�l�r. #deal s"n"flar"n"n bu 

tems�lc�ler�n� bel�rlemek �ç�n, 
KO �n"n normu 

KM �dan küçük veya e$�t olan tam 

�dealler�ne bakmak yeterl�d�r. 
KO 'n"n A  tam �deal�n�n normu 

KM �dan küçük veya 

e$�t �se |P A  olan her P  asal �deal� �ç�n ( )N KP M£ �d�r. Ayr"ca P  asal �deal�n�n 

normu, p  b�r asal say" ve f  b�r poz�t�f tamsay" olmak üzere ( )N fP p=  

b�ç�m�nded�r. O halde herhang� b�r A  tam �deal�n�n asal çarpanlar"na ayr"l"$"nda 

kar$"la$t"%"m"z bütün asal �dealler, 
Kp M£  olan asal say"lar"n çarp"mlar"ndan olu$ur. 

Dolay"s"yla 
Kp M£  olan her p  asal say"s" al"n"p, p �n�n 

KO �dak� asal �dealler�n 

çarp"m" b�ç�m�nde yaz"l"$lar" bel�rlen�r ve bu bel�rlenen asal �dealler�n normu 
KM

�dan küçük veya e$�t olan tüm olas" çarp"mlar" yaz"l"rsa her �deal s"n"f"n"n en az"ndan 

b�r tems�lc�s� bulunmu$ olur. Özell�kle 
Kp M£  olan her p  asal say"s" �ç�n p  

�deal�n�n 
KO �dak� asal �dealler�n çarp"m" b�ç�m�nde yaz"l"$lar" hep b�r esas �deal �se o 
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zaman K �n�n s�n�f say�s� ( ) 1h K =  d�r. Bu durumda 
KO �da tan!mlanan her "deal b"r 

esas �deal olaca�!ndan 
KO  b�r esas �deal bölges� olur. 

 

Örnek 3.5�den Örnek 3.8�e kadar kullan!lan metodla baz! negat�f k  de�erler� �ç�n 

Tablo 3.2 olu�turulab�l�r. 

 

Tablo 3.2. 30 0k- < < , k  karesiz, ( )( )H k( )H kH kH kH kH kH k( �n!n ideal s!n!f grublar! [1]. 

k  ( )( )H k( ) )H kH kH kH kH kH k(  

-5 { } 21, A 2

, 
2,1 5A é ù= + -ë û

, 2 1A =  

-6 { } 21, A 2

, 
2, 6A é ù= -ë û

, 2 1A =  

-10 { } 21, A 2

, 
2, 10A é ù= -ë û

, 2 1A =  

-13 { } 21, A 2

, 
2,1 13A é ù= + -ë û

, 2 1A =  

-14 { }2 3

41, , ,A A A 4
, 3,1 14A é ù= + -ë û , 2 2, 14A é ù= -ë û , 

3 3,1 14A é ù= - -ë û , 4 1A =  

-15 
{ } 21, A 2 , ( )1

2, 3 15
2

A
é ù

= + -ê ú
ë û

, 2 1A =
 

-17 { }2 3

41, , ,A A A 4
, 3,1 17A é ù= + -ë û , 2 2,1 17A é ù= + -ë û , 4 1A =  

-21 { } 2 21, , ,A B AB ´2 2´2 22 2 , 2,1 21A é ù= + -ë û , 3, 21B é ù= -ë û , 

5,3 21AB é ù= + -ë û , ( ) 22 2 1A B AB= = =  

-22 { } 21, A 2 , 2, 22A é ù= -ë û , 2 1A =  
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Tablo 3.2. (Devam�)
 

k  ( )( )H k( ) )H kH kH kH kH kH k(  

-23 
{ }2

31, ,A A 3
, ( )1

2, 1 23
2

A
é ù

= + -ê ú
ë û

, ( )2 1
2, 1 23

2
A

é ù
= - -ê ú
ë û

, 

3 1A =  

-26 { }2 3 4 5

61, , , , ,A A A A A 6
, 5,2 26A é ù= + -ë û , 2 3,1 26A é ù= - -ë û , 

3 2, 26A é ù= -ë û , 4 3,1 26A é ù= + -ë û , 5 5,2 26A é ù= - -ë û , 

6 1A =   

-29 { }2 3 4 5

61, , , , ,A A A A A 6
, 3,1 29A é ù= + -ë û , 2 5,1 26A é ù= + -ë û , 

3 2,1 26A é ù= + -ë û , 4 5,1 26A é ù= - -ë û , 5 3,1 26A é ù= - -ë û , 

6 1A =  

-30 { } 2 21, , ,A B AB ´2 2´2 22 2 , 2, 30A é ù= -ë û , 3, 30B é ù= -ë û , 

5, 30AB é ù= -ë û , ( ) 22 2 1A B AB= = =  

Tabloda yer almayan k  de�erleri için s�n�f say�s� 1 dir. 

 

Örnek 3.5�den Örnek 3.8�e kadar kullan�lan metodla baz� poz"t"f k  de!erler� �ç�n 

Tablo 3.3 olu$turulab�l�r. 

 

Tablo 3.3. 2 100k£ < , k  karesiz, ( )( )H k( )H kH kH kH kH kH k( �n�n ideal s�n�f grublar� [1]. 

k  ( )( )H k( ) )H kH kH kH kH kH k(  

10 { } 21, A 2

, 
2, 10A é ù= ë û

, 2 1A =  

15 { } 21, A 2

, 
2,1 15A é ù= +ë û

, 2 1A =  

26 { } 21, A 2

, 
2, 26A é ù= ë û

, 2 1A =  
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Tablo 3.3. (Devam�)
 

k  ( )( )H k( ) )H kH kH kH kH kH k(  

30 { } 21, A 2

, 
2, 30A é ù= ë û

, 2 1A =  

34 { } 21, A 2

, 
2,1 34A é ù= +ë û

, 2 1A =  

35 { } 21, A 2

, 
2,1 35A é ù= +ë û

, 2 1A =  

39 { } 21, A 2

, 
2,1 39A é ù= +ë û

, 2 1A =  

42 { } 21, A 2

, 
2, 42A é ù= ë û

, 2 1A =  

51 { } 21, A 2

, 
3, 51A é ù= ë û

, 2 1A =  

55 { } 21, A 2

, 
2,1 55A é ù= +ë û

, 2 1A =  

58 { } 21, A 2

, 
2, 58A é ù= ë û

, 2 1A =  

65 { } 21, A 2

, 
5, 65A é ù= ë û

, 2 1A =  

66 { } 21, A 2

, 
3, 66A é ù= ë û

, 2 1A =  

70 { } 21, A 2

, 
2, 70A é ù= ë û

, 2 1A =  

74 { } 21, A 2

, 
2, 74A é ù= ë û

, 2 1A =  

78 { } 21, A 2

, 
2, 78A é ù= ë û

, 2 1A =  

79 { }2

31, ,A A 3
, 3,1 79A é ù= +ë û , 2 3,1 79A é ù= -ë û , 3 1A =  

82 { }2 3

41, , ,A A A 4
, 3,2 82A é ù= +ë û , 2 2, 82A é ù= ë û , 

3 3,2 82A é ù= -ë û , 4 1A =  

85 { } 21, A 2

, 
5, 85A é ù= ë û

, 2 1A =  

  

 

  



108 

 

 

 

 

Tablo 3.3. (Devam�)
 

k  ( )( )H k( ) )H kH kH kH kH kH k(  

  

87 { } 21, A 2

, 
2,1 87A é ù= +ë û

, 2 1A =  

  

91 { } 21, A 2

, 
2,1 91A é ù= +ë û

, 2 1A =  

95 { } 21, A 2

, 
2,1 95A é ù= +ë û

, 2 1A =  

Tabloda yer almayan k  de�erleri için s�n�f say�s� 1 dir. 
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BÖLÜM 4. BACHET DENKLEM!N!N ÇÖZÜMÜ 

 

Teorem 4.1. M  ve N  tamsay�lar, ( )3 mod 4M º , ( )2 mod 4N º  olsun. p  asal 

ve |
2

N
p  �se ( )1 mod 4p º  olsun. 3 2k M N= -  olsun. Bu takd�rde 2 3y x k= +  

denklem�n�n tamsay�larda çözümü yoktur [1]. 

 

�spat. 2 3y x k= + �n�n tamsay�larda b�r çözümü ( ) 2,x y Î 2  olsun. ( )1 mod 4k º -  

oldu#undan ( )2 3 1 mod 4y xº -  elde ed�l�r. Ayr�ca her y  tamsay�s� �ç�n 

( )2 0,1 mod 4y º �dür. O halde x  tekt�r. Çünkü x  ç�ft olursa 

( )2 3 1 0 1 1 mod 4y xº - º - º -  olur. Bu �se mümkün de#�ld�r. ( )1 mod 4x º �tür. 

Çünkü ( )3 mod 4x º  olursa ( )2 3 1 27 1 2 mod 4y xº - º - º  olur. Bu �se mümkün 

de#�ld�r. O zaman 3 2k M N= -  oldu#undan 

( )( )2 2 3 3 2 2y N x M x M x Mx M+ = + = + - +  

oldu#u görülür. ( )1 mod 4x º  ve ( )3 mod 4M º  oldu#undan 

( )2 2 3 mod 4x Mx M- + º  elde ed�l�r. O halde 2 2x Mx M- +  tekt�r ve 

( )3 mod 4p º  olan b�r p  asal say�s� 2 2|p x Mx M- +  olacak b�ç�mde vard�r. 

Dolay�s�yla ( )2 2 mody N pº -  olur. H�potezden dolay� p NN �d�r. O halde  

2 21
1

N y

p p p

æ ö æ öæ ö- -
= = =ç ÷ ç ÷ç ÷

è ø è ø è ø
 

olur k� bu ( )3 mod 4p º  olmas� �le çel���r. O halde 2 3y x k= +  denklem�n�n 

tamsay�larda çözümü yoktur. 
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Örnek 4.1. Teorem 4.1.�dek! "artlar#n geçerl! oldu�u baz# , ,M N k  de�erler! 

"unlard#r. 1M = - , 2N = , 3 2 5k M N= - = -  ve 3 215, 58, 11M N k M N= = = - =  

ve 3 23, 2, 23M N k M N= = = - =  ve 3 23, 10, 73M N k M N= = = - = -  !ç!n 

Teorem 4.1�!n "artlar# sa�lan#r. Dolay#s#yla 2 3 5y x= - , 2 3 11y x= + , 2 3 23y x= +  

ve 2 3 73y x= -  denklemler!n!n tamsay#larda çözümü yoktur. 

 

Teorem 4.2. M  ve N  tamsay#lar, ( )2 mod 4M º , ( )1 mod 4N º  olsun. p  asal 

ve |p N  �se ( )1 mod 4p º  olsun. 3 2k M N= -  olsun. Bu takd�rde 2 3y x k= +  

denklem�n�n tamsay�larda çözümü yoktur [1]. 

 

�spat. 2 3y x k= + �n�n tamsay�larda b�r çözümü ( ) 2,x y Î 2  olsun. 

( )3 2 1 mod 4k M N= - º -  oldu#undan ( )2 3 1 mod 4y xº -  elde ed�l�r. O halde ayn� 

Teorem 4.1��n �spat�ndak� g�b� x  tek ve ( )1 mod 4x º  oldu#u göster�leb�l�r. O zaman 

3 2k M N= -  oldu#undan 

( )( )2 2 3 3 2 2y N x M x M x Mx M+ = + = + - +  

olarak yaz�lab�l�r. ( )1 mod 4x º  ve ( )2 mod 4M º  oldu#undan 

( )2 2 3 mod 4x Mx M- + º  elde ed�l�r. O halde 2 2x Mx M- +  tekt�r ve 

( )3 mod 4p º  olan b�r p  asal say�s� 2 2|p x Mx M- +  olacak b�ç�mde vard�r. 

Dolay�s�yla ( )2 2 mody N pº -  olur. H�potezden dolay� p NN �d�r. O halde  

2 21
1

N y

p p p

æ ö æ öæ ö- -
= = =ç ÷ ç ÷ç ÷

è ø è ø è ø
 

olur k� bu ( )3 mod 4p º  olmas� �le çel���r. O halde 2 3y x k= +  denklem�n�n 

tamsay�larda çözümü yoktur. 
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Örnek 4.2. Teorem 4.2.�dek! "artlar#n geçerl! oldu�u baz# , ,M N k  de�erler! 

"unlard#r: 2M = , 1N = , 3 2 7k M N= - =  ve 2M = - , 1N = , 3 2 9k M N= - = -  ve 

2M = , 5N = , 3 2 17k M N= - = -  ve 2M = - , 5N = , 3 2 33k M N= - = -  ve 

6M = , 13N = , 3 2 47k M N= - =  ve 14M = , 53N = , 3 2 65k M N= - = -  ve 

6M = , 17N = , 3 2 73k M N= - = -  de�erler! !ç!n 2 3 7y x= + , 2 3 9y x= - , 

2 3 17y x= - , 2 3 33y x= - , 2 3 47y x= + , 2 3 65y x= -  ve 2 3 73y x= -  

denklemler!n!n Teorem 4.2�e göre tamsay#larda çözümü yoktur. 

 

Teorem 4.3. M  ve N  tamsay�lar, ( )4,6 mod8M º , ( )1 mod 2N º  olsun. p  asal 

ve |p N  �se ( )1 mod8p º ±  olsun. 3 22k M N= +  olsun. Bu takd�rde 2 3y x k= +  

denklem"n"n tamsay!larda çözümü yoktur [1]. 

 

�spat. 2 3y x k= + �n"n tamsay!larda b"r çözümü ( ) 2,x y Î 2
 olsun. 

( )3 22 2 mod 4k M N= + º  oldu�undan ( )2 3 3 2 mod 4y x k x= + º +  elde ed�l�r. 

Dolay�s�yla x  ç�ft olamaz. Çünkü x  ç�ft olursa ( )2 3 2 2 mod 4y xº + º  olur. Bu �se 

mümkün de��ld�r. O zaman x  tekt�r. ( )3 mod 4x º �tür. Çünkü ( )1 mod 4x º  olursa 

( )2 3 2 3 mod 4y xº + º  olur. Bu �se mümkün de��ld�r. Ayr!ca 

( )( )2 2 3 3 2 22y N x M x M x Mx M- = + = + - +  

elde ed�l�r. E�er ( )3 mod8x º  �se  

( )2 2 21 3 3 mod8x Mx M M M- + º - + º ±  

olur. Dolay!s!yla 2 2x Mx M- +  tekt�r. Bu ( )3,5 mod8p º  olan b�r p  asal say!s!n!n 

mevcut oldu�unu göster�r. Çünkü 2 2x Mx M- + �y� bölen tüm asal say!lar 
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( )1 mod8p º ±
 
�se ( )2 2 1 mod8x Mx M- + º ±  olur.  O halde ( )3,5 mod8p º  d�r. 

O zaman p NN  ve ( )2 22 mody N pº �d�r. Böylece 

2 22 2
1

N y

p p p

æ ö æ öæ ö
= = =ç ÷ ç ÷ç ÷

è ø è ø è ø
 

olur. Yan� ( )1 mod8p º ±  olur k� bu ( )3,5 mod8p º  olmas" !le çel!#!r. 

E�er ( )7 mod8x º  !se  

( )7 3 mod8x M M+ º + º ±  

olur. Dolay"s"yla x M+  tekt!r. Bu ( )3,5 mod8p º  olan b!r p  asal say"s"n"n mevcut 

oldu�unu göster!r. O zaman p NN  ve ( )2 22 mody N pº �d!r. Böylece 

2 22 2
1

N y

p p p

æ ö æ öæ ö
= = =ç ÷ ç ÷ç ÷

è ø è ø è ø
 

d!r. Yan! ( )1 mod8p º ±  olur k! bu ( )3,5 mod8p º  olmas" !le çel!#!r. 

O halde 2 3y x k= +  denklem!n!n tam say"larda çözümü yoktur. 

 

 

Örnek 4.3. Teorem 4.3.�dek! #artlar"n geçerl! oldu�u baz" , ,M N k  de�erler! 

#unlard"r: 2M = - , 1N = , 3 22 6k M N= + = -  ve 4M = - , 7N = , 

3 22 34k M N= + =  ve 10M = - , 23N = , 3 22 58k M N= + =  ve 4M = - , 1N = , 

3 22 62k M N= + = -  ve 4M = , 1N = , 3 22 66k M N= + =  ve 2M = - , 7N = , 

3 22 90k M N= + =  de�erler! !ç!n 2 3 6y x= - , 2 3 34y x= + , 2 3 58y x= + , 

2 3 62y x= - , 2 3 66y x= +  ve 2 3 90y x= +  denklemler!n!n Teorem 4.3�e göre 

tamsay"larda çözümü yoktur. 
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Teorem 4.4. M  ve N  tamsay�lar, ( )4 mod8M º , ( )1 mod 2N º  olsun. p  asal 

ve |p N  �se ( )1,3 mod8p º  olsun. 3 22k M N= -  olsun. Bu takd�rde 2 3y x k= +  

denklem"n"n tamsay!larda çözümü yoktur [1]. 

 

�spat. 2 3y x k= + �n�n tamsay�larda b�r çözümü ( ) 2,x y Î 2  olsun. 

( )3 22 2 mod 4k M N= - º  oldu#undan ( )2 3 2 mod 4y xº +  elde ed�l�r. O halde x  

tekt�r. Çünkü x  ç�ft olursa ( )2 3 2 0 2 2 mod 4y xº + º + º  olur. Bu �se mümkün 

de#�ld�r. Bu durumda ( )3 mod 4x º �tür. Çünkü ( )1 mod 4x º  olursa 

( )2 3 2 1 2 3 mod 4y xº + º + º  olur. Bu �se mümkün de#�ld�r. Ayr�ca ( )2 mod8k º -  

oldu#undan ( )2 3 2 mod8y xº -
 
d�r. O halde ( )3 mod8x º  olur. Ayr�ca 

( )( )2 2 3 3 2 22y N x M x M x Mx M+ = + = + - +  

oldu#u görülür. ( )3 mod8x º  ve ( )4 mod8M º  oldu#undan ( )7 mod8x M+ º  

elde ed�l�r. Dolay�s�yla x M+  tekt�r ve ( )5,7 mod8p º  olan b�r p  asal say�s� 

|p x M+  olacak b�ç�mde vard�r. Bu �se p NN  ve ( )2 22 mody N pº -  oldu#unu 

göster�r. O halde  

2 22 2
1

N y

p p p

æ ö æ öæ ö- -
= = =ç ÷ ç ÷ç ÷

è ø è ø è ø
 

olur k� bu ( )5,7 mod8p º  olmas� �le çel���r. O halde 2 3y x k= +  denklem�n�n 

tamsay�larda çözümü yoktur. 

 

Örnek 4.4. Teorem 4.4.�dek� �artlar�n geçerl� oldu#u baz� , ,M N k  de#erler� 

�unlard�r: 4M = , 3N = , 3 22 46k M N= - =  ve 4M = , 1N = , 3 22 62k M N= - =  

ve 4M = - , 1N = , 3 22 66k M N= - = -  ve 4M = - , 3N = , 3 22 82k M N= - = -  

ve 4M = , 9N = , 3 22 98k M N= - = -  de#erler� �ç�n 2 3 46y x= + , 2 3 62y x= + , 
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2 3 66y x= - , 2 3 82y x= -  ve 2 3 98y x= -  denklemler�n�n Teorem 4.4�e göre 

tamsay"larda çözümü yoktur. 

 

Teorem 4.5. K  b�r ceb�rsel say� c�sm� olsun. K �n�n s�n�f say�s� h  �le göster�ls�n. 

A , 
KO �n�n b�r tam �deal� olsun. h  �le aralar�nda asal olan b�r k  poz�t�f tamsay�s� 

�ç�n kA  b�r esas �deal olsun. Bu takd�rde A �da b�r esas �deald�r [1]. 

 

�spat. A �n�n s�n�f� [ ]A  �le göster�ls�n. ( )H K �n�n mertebes� h  oldu$undan, 

[ ] 1
h

A =  d�r. Böylece hA  b�r esas �deald�r. ( )ebob , 1h k =  oldu$undan, 1rh sk+ =  

olacak b�ç�mde r  ve s  tamsay�lar� vard�r. Bu takd�rde, hA  b�r esas �deal oldu$undan  

( ) ( )1
r s

rh sk h kA A A A A+= = =  

da b�r esas �deald�r. 

 

Teorem 3.19 ve Teorem 4.5 kullan�larak 2 3y x k= +  D�ophant�ne denklem�n�n e$er 

varsa çözümler� bulunab�l�r. 2 3y x k= + �n�n tamsay�larda b�r çözümü x  ve y  olsun. 

Böylece y k+  ve y k- �lar ( )K k= ( )K kK kK kK kK kK k(  kuadrat�k c�sm�n�n tamsay�lar� olmak 

üzere  

( ) ( )3x y k y k= + -   

olur. k �n�n kares�z ve ( )2,3 mod 4k º  oldu$u kabul ed�ls�n. O zaman 

KO k= + k  olur. #deallere geç�l�rse,  

3
x y k y k= + -  
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elde ed�l�r. k  say�lar� y k+  ve y k-  esas �dealler� aralar�nda asal olacak 

b�ç�mde seç�l�rse, Teorem 3.19�a göre, 
KO �da 

3y k A+ =  

olacak b�ç�mde b�r A  �deal�n�n mecvut oldu$u görülür. Ayr�ca K �n�n s�n�f say�s� 3  

�le bölüneb�l�r de$�l �se Teorem 4.5�e göre A �da b�r esas �deald�r. ,a bÎ  �ç�n 

A a b k= +  

olsun. Dolay�s�yla  

( )33

y k a b k a b k+ = + = +  

olur.  Böylece Teorem 1.3�e göre 

( )3

y k a b ke+ = +  

olacak b�ç�mde 
KO �n�n b�r e  b�r�m� vard�r. Burada k �n�n poz�t�f veya negat�f 

olmas�na göre �k� durumla kar��la��l�r. k  negat�f �se e  �ç�n sadece sonlu say�da 

olas�l�k mecvuttur. Asl�nda Teorem 2.17�ye göre 1k ¹ -  �se 1e = ±  ve 1k = -  �se 

1, ie = ± ± �d�r. Tek kuvvetler ( )3

a b k+ �fades�n�n �ç�ne al�nacab�le$� �ç�n ve 

( )3
1 1- = - , ( )3

i i- = -  oldu$undan, denklem  

( )3

y k a b k+ = +  

hal�n� al�r. k �n�n katsay�lar� e��tlen�rse, 

( )2 3 2 21 3 3a b kb b a kb= + = +  

elde ed�l�r. O halde 1b = ±  olmal�d�r. Burdan sonra a  �ç�n olas�l�klar� hesaplamak 

yeterl�d�r. Böylece 2 3y x k= +  denklem�n�n ,x y  tamsay� çözümler� bulunur. Teorem 

4.6�da bu göster�lecekt�r. k  poz�t�f �se o zaman e  �ç�n sonsuz çoklukta olas�l�k 
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mevcuttur. Asl�nda, Teorem 3.49�a göre, T U km = +  ( )1m > ,  
KO �n�n temel 

b�r�m� ve lÎ  olmak üzere le m= ±  b�ç�m�nded�r. ( )3
1 1- = - , ( ) 3

m mz z- = -  

�fadeler� ( )3

a b k+ �n�n �ç!ne al�nab!lece"! !ç!n, sadece  

( )
( )
( )

3

3

3
2

y k a b k

y k a b k

y k a b k

m

m

+ = +

+ = +

+ = +

 

denklemler!n! !ncelemek yeterl!d!r. Bu üç denklemden !lk! 0k <  durumundak! g!b! 

!nceleneb!l!r. D!"er !k! denklemde k �n�n durumuna ba"l� olarak çözüm olmayab!l!r. 

Bu Teorem 4.7�de ele al�nacakt�r. 2 3y x k= + �n!n tüm çözümler! bulunurken 

( )3

a b k+ �n!n !ç!ne at�lan küpler d!kkate al�nmal�d�r. 

 

Teorem 4.6. k  b!r tamsay� ve 1k < - , k  kares!z, ( )2,3 mod 4k º , ( )( )3 h k( ) )k(h ( (( k(  

olsun. 

a. E�er 21 3k a= -  olacak b�ç�mde b�r a  tamsay�s� var �se o zaman 2 3y x k= +  

denklem�n�n çözümler� sadece 24 1x a= - , ( )33 8y a a= ± -  d�r. 

b. E�er 21 3k a= - -  olacak b�ç�mde b�r a  tamsay"s" varsa o zaman 2 3y x k= +  

denklem�n�n çözümler� sadece 24 1x a= + , ( )33 8y a a= ± +  d�r. 

c. E�er her a  tamsay�s� �ç�n 21 3k a¹ ± -  �se o zaman 2 3y x k= +  denklem�n�n 

tamsay�larda çözümü yoktur [1]. 

 

�spat. 2 3y x k= + �n�n tamsay�larda x  ve y  çözümünün oldu�u kabul ed!ls!n. O 

zaman ya (a) #"kk"n"n yada (b) #"kk"n"n sa�lanmas" gerek!r. $k!s! b!rden sa�lanamaz 

çünkü (a) #"kk"nda ( )1 mod3k º  ve (b) #"kk"nda !se ( )2 mod3k º �dür.  
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Öncel�kle ( )1 mod 2x º  oldu!unu gösterel�m. ( )2 0,1 mod 4y º  ve ( )2,3 mod 4k º  

oldu!undan ( )3 2 1,2,3 mod 4x y k= - º  olur. Fakat tamsay"larda ( )3 2 mod 4x º  

olamaz. O halde ( )3 1,3 mod 4x º �d�r. Yan� ( )1 mod 2x º  elde ed�l�r. 

#�md� ( )ebob , 1x k =  oldu!unu gösterel�m. Aks�ne x  ve k  aralar"nda asal olmas"n. 

O zaman |p x  ve |p k  olacak b�ç�mde b�r p  asal say"s" vard"r. Bu durumda 

3|p x k+  yan� 2|p y  bulunur. O halde |p y �d�r. Buradan 2 2 3|p y x-  elde ed�l�r. 

Bu �se 2 |p k  olmas"n" gerekt�r�r. k  kares�z oldu!undan bu olamaz. Dolay"s"yla 

( )ebob , 1x k = �d�r. 

( )1 mod 2x º  ve ( )ebob , 1x k =  oldu!undan ( )ebob ,2 1x k =  d�r. O halde  

( )2 1lx m k+ =   olacak b�ç�mde ,l mÎ  vard"r. 

( )K k= ( )K kK kK kK kK kK k(  olsun. 1k < -  oldu!undan K  b�r kompleks kuadrat�k c�s�md�r. 

( )2,3 mod 4k º  oldu!undan K �n"n tamsay"lar halkas" { },KO u v k u v= + Î }  

olur.  

#�md� y k+  ve y k-  esas �dealler�n�n 
KO �da aralar"nda asal oldu!unu 

gösterel�m. Aks�ne bu �k� �deal aralar"nda asal olmas"n. O zaman  

|P y k+ , |P y k-  

olacak b�ç�mde b�r P  asal �deal� vard"r. Bu �se y k P+ Ì  ve y k P- Ì  

olmas"n" gerekt�r�r. O halde y k P+ Î , y k P- Î  olur. Dolay"s"yla 

( ) ( )2 k y k y k P= + - - Î �d"r. O halde ( )2 2k k k P= Î  olur. Ayr"ca  

32 3y k y k y k x x+ - = - = =  

oldu!undan 
3

|P x elde ed�l�r. P b�r asal �deal oldu!undan |P x olur. O halde

x PÎ �d�r. ( )2 1lx m k+ = , ( )2 2k k k P= Î , x PÎ  oldu!undan, 1 PÎ  oldu!u 
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görülür. Bu �se P �n�n asal olmas" !le çel!#!r O halde y k+  ve y k-  !dealler! 

KO �da aralar"nda asald"r ve 
3

y k y k x+ - = �d!r.  

K  b!r ceb!rsel say" c!sm! oldu�undan, Teorem 3.1�e göre 
KO  b!r Dedek!nd 

bölges!d!r. Dolay"s"yla Teorem 3.19�dan dolay" 
KO �da 

3y k A+ =   

olacak b!ç!mde b!r A  !deal! vard"r. O halde 3A  b!r esas !deald!r. ( )( )3 h k( ) )k(h ( (( k(  

oldu�undan, Teorem 4.5�ye göre A �da b!r esas !deald!r, ,a bÎ  olmak üzere 

A a b k= +  olsun. O halde ( )33

y k a b k a b k+ = + = +  olur. 

Teorem 1.2�den dolay" ( )3

y k a b ke+ = +  b!ç!mde b!r 
KOeÎ  b!r!m! vard"r. 

1k < -  ve ( )2,3 mod 4k º  oldu�undan, Teorem 2.17�ye göre 1e = ± �d!r. 

( )3

y k a b ke+ = + �den e#len!klere geç!l!rse ( )3

y k a b ke- = -  olur. 

Dolay"s"yla  

( )( ) ( ) ( )
( )( )( ) ( )

3 3
3 2

3 3
2 2

x y k y k y k a b k a b k

a b k a b k a kb

= - = + - = + -

= + - = -
 

d"r. Böylece 2 2x a kb= -  elde ed!l!r. ( )3

y k a b ke+ = +  ve 

( )3

y k a b ke- = - �y" s"ras"yla toplayarak ve ç"kartarak 

( ) ( )( )3 3

2y a b k a b ke= + + -
 

ve
 

( ) ( )( )3 3

2 k a b k a b ke= + - -  
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elde ed�l�r. Böylece ( )3 23y a kabe= + , ( )2 31 3b a b kbe= +  olur.  

( )2 31 3b a b kbe= +  denklem�nden 1b = ±  elde ed�l�r. Böylece b e= ±  olur. b e=  �se 

2x a k= - , ( )3 3y a kae= + , 21 3a k= +  olur. Yan� 21 3k a= -  ve 24 1x a= - , 

( )33 8y a a= ± -  d�r. Bu durumda  

( ) ( ) ( )3 2
3 2 2 6 4 2 3 24 1 1 3 64 48 9 8 3x k a a a a a a a y+ = - + - = - + = - =  

elde ed�l�r. E!er b e= -  �se 2x a k= - , ( )3 3y a kae= + , 21 3a k= - -  olur. 

Dolay"s"yla 21 3k a= - -  ve 24 1x a= + , ( )33 8y a a= ± +  d�r. Bu durumda da 

( ) ( ) ( )3 2
3 2 2 6 4 2 3 24 1 1 3 64 48 9 8 3x k a a a a a a a y+ = + + - - = + + = + =  

elde ed�l�r. 

 

Örnek 4.5 2k = -  say�s� Teorem 4.6�n�n (a) "!kk!n! sa#lar. Çünkü 

22 1 3 1k = - = - ×  ve ( )( )2 1h - =( ) )2 1) )- =2 1) ) �d�r. O halde 2 3 2y x= -  denklem�n�n 

tamsay!lardak� çözümler� sadece  ( ) ( ), 3, 5x y = ±  d�r. 

 

Örnek 4.6. 200 2k- < <-  aral!#!nda; k �n!n sadece 74-  ve 146-  de#erler� 

Teorem 4.6�n!n (a) "!kk!n! sa#lar. Çünkü 274 1 3 5k = - = - ×  ( )( )( )74 10h - =( )74 )-74 )  ve 

2146 1 3 7k = - = - ×  ( )( )( )146 16h - =( 146-146  d�r. O halde 2 3 74y x= - �ün 

tamsay!lardak� çözümler� sadece ( ) ( ), 99, 985x y = ±  ve 2 3 146y x= - �n!n 

tamsay!lardak� çözümler� sadece ( ) ( ), 195, 2723x y = ± �dür. 
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Örnek 4.7. Teorem 4.6�n�n (b) "!kk!n! sa#layan mutlak de#er olarak en küçük k  

de#er� 213 1 3 2k = - = - - ×  ( )( )( )13 2h - =( )13 )-13 ) �dür. O halde 2 3 13y x= - �ün 

tamsay!lardak� çözümler� sadece ( ) ( ), 17, 70x y = ±  d�r. 

 

Örnek 4.8. 200 1k- < < -  aral�$�nda, Teorem 4.6�n�n (b) ��kk�n� sa$layan 13-  

den farkl� tek de$er 193- �dür. Çünkü 2193 1 3 8k = - = - - ×  ( )( )( )193 4h - =( 193-193  

d�r. O halde 2 3 193y x= - �ün tamsay!lardak� çözümler� sadece 

( ) ( ), 257, 4120x y = ± �d�r. 

 

Örnek 4.9. 5k = -  say!s! Teorem 4.6�n!n (c) ��kk�n� sa$lar. k �n�n bu de"er� �ç�n 

( )( )5 2h - =( ) )5 2) )- =5 2) )  d�r. O halde 2 3 5y x= -  denklem�n�n tamsay!larda çözümü yoktur. 

Benzer b�ç�mde 6, 10, 14, 17, 21, 22k = - - - - - -  de"erler� �ç�n de 2 3y x k= +  

denklem$n$n tamsay!larda çözümünün olmad!"! görülür. 

 

Teorem 4.7. k  kares$z poz$t$f b$r tamsay!, ( )2,3 mod 4k º , ( )( )3 h k( ) )k(h ( (( k(  

olsun. ( )K k= ( )K kK kK kK kK kK k( 'n!n normu 1  olan temel b$r$m$ T U k+  olsun. 

( )4 mod9k º , ( )0 mod9U º
 

veya 

( )7 mod9k º , ( )3 mod9U º ±
 

veya 

( )4 mod7k º , ( )0 mod7U º
 

$se o zaman 2 3y x k= + �n$n tamsay!larda çözümü yoktur [1]. 
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�spat. Teorem 4.6�n�n �spat!ndak" g"b" b"r 
KOeÎ  b"r"m"n"n 

( )3

y k a b ke+ = +  

olacak b�ç�mde mevcut oldu�u göster�leb�l�r. h , 
KO �n!n temel b�r�m� olsun. O zaman 

Teorem 3.49�a göre 

le h= ±  

olacak b�ç�mde b�r lÎ  vard�r. ( )3
1 1- = -  ve ( ) 3

3m mh h=  �fadeler� ( )3

a b k+

�fades�n�n �ç�ne at�lab�ld�$�nden, 21, ,e h h=  olmak üzere ( )3

y k a b ke+ = +  elde 

ed�l�r. Ayr�ca 3 2h h h=  ve 2 3h h h=  oldu$undan, 
1

1, ,e h
h

ì ü
Îí ý
î þ

 veya 

2

2

1
1, ,e h
h

ì ü
Îí ý
î þ

 olmak üzere ( )3

y k a b ke+ = +  olarak yaz�lab�l�r. h �nun normu 

1 �se 
1

1, ,e h
h

ì ü
Îí ý
î þ

, h �nun normu 1-  �se 2

2

1
1, ,e h
h

ì ü
Îí ý
î þ

 seçel�m. #k� durumda da, 

T U k+  
KO �n�n normu 1 olan temel b�r�m� olmak üzere  

{ }1, ,T U k T U ke Î + -  

olur. 1e =  �se, k �n�n katsay!lar! e$�tlenerek 2 31 3a b kb= +  elde ed�l�r. Buradan |1b  

oldu�u görülür. Dolay!s!yla 1b = ±  olur. O halde 

2 2 4 21 3 3 1b a b kb a k k± = = + = + ³ >  elde ed�l�r k� bu b�r çel�$k�d�r. O halde 

T U ke = ± �d!r. O zaman 

( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

3

3 2 2 3

3 2 2 3 2 3 3 2

3 3

3 3 3 3

y k T U k a b k

T U k a kab a b kb k

T a kab Uk a b kb T a b kb U a kab k

+ = ± +

= ± + + +

= + ± + + + ± +
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olur. Böylece 

( ) ( )2 3 3 21 3 3T a b kb U a kab= + ± +  

elde ed�l�r. 

1. ( )4 mod9k º , ( )0 mod9U º  olsun. ( )0 mod9U º  ve 2 2 1T kU- =  

oldu!undan  ( )1 mod 81T º ±  elde ed�l�r. ( )mod81T eº , 1e = ±  olsun. 

Bu takd�rde ( ) ( )2 3 3 21 3 3T a b kb U a kab= + ± +  �fades�n� mod 9 da 

�ncelersek ( )( )2 31 3 4 mod9a b beº +  elde ed�l�r. Burada 3 bb  olmal#d#r. 

O zaman ( )1 mod3b º ±  olur. ( )mod3b lº , 1l = ±  olsun. Dolay#s#yla 

( )3 mod9b lº  olur. O zaman ( )( )2 31 3 4 mod9a b beº +  �fades�nden 

( )( )21 3 4 mod9aelº +  yaz#lab"l"r. Böylece ( )23 4 1 mod9a el+ º º ±  

elde ed�l�r. Bu da ( )23 4,6 mod9a º  demekt�r k� bu mümkün de!�ld�r. 

2. ( )7 mod9k º , ( )3 mod9U º ±  olsun. ( )2 0 mod9U º �dur. O zaman 

2 2 1T kU- =  oldu!undan ( )2 1 mod9T º  elde ed�l�r. Böylece 

( )1 mod9T º ±  olur. ( ) ( )2 3 3 21 3 3T a b kb U a kab= + ± +  �fades�n� mod 

3 de �ncelersek ( )31 mod3Tkbº  olur. Buradan ( )31 7 mod3Tbº  yan� 

( )31 mod3Tbº  bulunur. Her �k� taraf T  �le çarp�l�rsa ( )2 3 mod3T T bº  

olur. Buradan ( )3 mod3T bº  yan� ( )31 mod3b± º  dolay�s�yla 

( )1 mod3b± º  bulunur. �u halde  ( )3 1 mod9b º ±  ve ( )6 1 mod9b º �d"r. 

Ayr#ca ( ) ( )2 3 3 21 3 3T a b kb U a kab= + ± +  �fades�n� mod 9 da �ncelersek 

( ) ( )2 3 31 3 3 mod9T a b kb aº + ±  elde ed�l�r. Her �k� taraf� T  �le çarparsak 

( )2 3 31 3 3 mod9a b kb a± º + ±  olur. Her �k� taraf� 3b  �le çarparsak  

( )2 4 6 31 3 3 mod9a b kb a± º + ±  elde ed�l�r. Buradan 

( )2 4 31 3 3 mod9a b k a± º + ±  yan� ( )2 4 33 7 3 1 mod9a b a+ ± º ±  bulunur. 

Bu durumda 3 aa  olmal�d�r. O zaman ( )3 1 mod9a º ±  olur. Bu durumda 
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( )2 43 7 3 1 mod9a b a+ ± º ±  kongrüans�ndan ( )2 43 7 3 1 mod9a b + ± º ±  

elde ed"l"r. Dolay!s!yla ( )2 43 10 1 mod9a b + º ±  veya 

( )2 43 4 1 mod9a b + º ± �d"r. O halde ( )2 43 9 mod9a b º -  veya 

( )2 43 3 mod9a b º -  bulunur. ( )2 43 9 mod9a b º -  kongrüans!ndan 

2 43 | a b  elde ed"l"r. Bu olamaz. Çünkü 3 aa  ve 3 bb �d"r. 

( )2 43 3 mod9a b º -  kongrüans!ndan ( ) ( )
2

2 1 mod 3ab º -  olur k" bu da 

mümkün de��ld�r. 

3. ( )4 mod7k º , ( )0 mod7U º  olsun. ( )( )3

y k T U k a b k+ = ± +  

�fades�nden ( )( )3

y k T U k a b k- = -)(U k a)(U k aU )(  elde ed�l�r. Böylece 

( )( )
( )( ) ( )( )
( )( )
( )

3 2

3 3

3
2 2 2 2

3
2 2

x y k y k y k

T U k a b k T U k a b k

T kU a kb

a kb

= - = + -

= ± + -

= - -

= -

)(k aU )()(3 33 33 33 3)(kU )(k aU )(
 

olur. O halde 2 2x a kb= -  d�r. Ayr�ca ( )3 0,1,6 mod7x º  ve 

( )2 0,1,2,4 mod7y º  d�r. ( )2 3 4 mod7y x k- = º  olmas� gerekt�#�nden 

( )3 0 mod7x º  ve ( )2 4 mod7y º  olmal�d�r. Dolay�s�yla ( )0 mod7x º  

d�r. Böylece ( )2 2 0 mod7a kb x- = º  olur. O halde ( )2 24 0 mod7a b- º  

bulunur. Yan� ( )2 mod7a b= ± �d�r. ( )0 mod7U º  ve 2 2 1T kU- =  

oldu#undan ( )2 1 mod 49T º  elde ed�l�r. Böylece ( )1 mod 49T º ±  olur. 

O zaman ( ) ( )2 3 3 21 3 3T a b kb U a kab= + ± +  �fades�nden 

( )31 2 mod7bº ±  elde ed�l�r k� bu mümkün de#�ld�r. 
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Örnek 4.10. 58k =  seç�l�rse ( )2 mod 4k º  ve ( )4 mod9k º  olur. Burada 

( )( )58 2h =( ) )58 ) )  d�r ve ( )58( )58 ��n temel b�r�m� normu 1-  olan 99 13 58+  d�r. O 

zaman normu 1 olan temel b�r�m ( ) 2

99 13 58 19603 2574 58+ = +
 
olur. Böylece 

( )2574 0 mod9U = º  dur. Dolay"s"yla Teorem 4.7�ye göre, 2 3 58y x= +  

denklem�n�n tamsay�larda çözümü yoktur. 

 

Örnek 4.11. 7k =  olsun. O zaman ( )3 mod 4k º  ve ( )3 mod 4k º  olur. Burada 

( )( )7 1h =( ) )7 ) )  d�r ve ( )7( )7 �n�n temel b�r�m� normu 1  olan 8 3 7+  d�r. Böylece 

( )3 3 mod9U = º  dur. O halde, Teorem 4.7�ye göre  2 3 7y x= +  denklem�n�n 

tamsay�larda çözümü yoktur. 

 

Örnek 4.12. 158k =  olsun. O zaman ( )2 mod 4k º  ve ( )7 mod9k º  olur. 

Burada ( )( )158 1h =( )158 )  d�r ve ( )158( )158 ��n temek b�r�m� normu 1  olan 

7743 616 158+  d�r. Böylece ( )616 0 mod9U = º  olur. O halde, Teorem 4.7�ye 

göre 2 3 158y x= +  denklem�n�n tamsay�larda çözümü yoktur. 

 

Teorem 4.8. 2 3 31y x= -  denklem�n�n tamsay�larda çözümü yoktur [1]. 

 

!spat. 2 3 31y x= -  denklem�n�n tamsay�larda b�r çözümü ( ),x y  olsun. 

Önce ( ), 1x y =  oldu#unu gösterel�m. Ters�ne |p x  ve |p y  olan b�r p  asal say�s� 

mevcut olsun. Bu durumda | 31p  olur. p  asal oldu#undan 31p =  d�r.  O halde 

31| x , 31| y  olaca#�ndan 31x a= , 31y b=  olacak b�ç�mde ,a b  tamsay�lar� vard�r.  

Bu takd�rde 2 3 31y x= - �den ( ) ( )2 3
31 31 31b a= -  olur. Buradan 
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( ) ( )2 2 331 31 31 31 31b a= -  yaz�lab�l�r. Yan� 2 2 331 31 1b a= -  olur. Böylece 31|1  

elde ed�l�r k� bu mümkün de��ld�r. O halde ( ), 1x y = �d�r. 

"�md� x ��n ç�ft tamsay� oldu!unu gösterel�m. Aks�ne x   tek olsun. ( )1 mod 4x º  �se 

( )3 31 1 31 30 2 mod 4x - º - - º  olaca!�ndan ( )2 2 mod 4y º  elde ed�l�r k� bu 

mümkün de!�ld�r. O halde ( )3 mod 4x º �dür. Ayr�ca  

( )( )2 3 3 24 31 4 27 3 3 9y x x x x x+ = - + = - = - + +  

d�r. 2 3 9 1x x+ + > �d�r ve ( )2 3 9 1 9 9 3 mod 4x x+ + º + + º �dür. O halde 

2| 3 9p x x+ +  ve ( )3 mod 4p º  olan b�r p  asal say�s� vard�r. Buradan 2| 4p y +  

elde ed�l�r. 2| 4p y +  ve ( )3 mod 4p º  oldu!undan |p y  ve | 2p  elde ed�l�r. Bu �se 

mümkün de!�ld�r. Dolay�s�yla x  ç�ft tamsay�d�r. O halde y  tekt�r. 

2 331y x+ =  oldu!undan 
32 31

2
4 2

y x+ æ ö= ç ÷
è ø

 yaz�lab�l�r. Dolay�s�yla 

3
31 31

2
2 2 2

y y xæ öæ ö+ - - - æ ö=ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷ è øè øè ø
 elde ed�l�r. #deallere geç�l�rse  

3
31 31

2
2 2 2

y y x+ - - -
=  

olur. Buradak� 
31

2

y + -
 ve 

31

2

y - -
 �dealler� aralar�nda asald�r. Bunu 

göstermek �ç�n, b�r asal J  �deal� 
31

|
2

y
J

+ -
 ve 

31
|

2

y
J

- -
 olacak b�ç�mde 

mevcut olsun. O zaman Teorem 3.7�e göre 
31

2

y
J

+ -
Ì  ve 

31

2

y
J

- -
Ì  

olur. Dolay�s�yla 
31

2

y
J

+ -
Î  ve 

31

2

y
J

- -
Î  d�r. Buradan 
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31 31 2

2 2 2

y y y
y J

æ ö æ ö+ - - -
- = = Îç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷

è ø è ø
, 

3231 31 31
2

2 2 4 2

y y y x
J

æ öæ ö+ - - - + æ ö= = Îç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷ è øè øè ø
 

elde ed�l�r. 2 JÎ  �se y  tek ve y JÎ  oldu�undan 1 JÎ  elde ed�l�r. Çünkü y  tek �se 

2 1y k= + , kÎ  vard#r. Böylece 1 2y k J= - Î  olur. E�er 
3

2

x
J

æ ö Îç ÷
è ø

 �se o zaman 

2

x
JÎ  olur. , 1

2

x
y

æ ö =ç ÷
è ø

 oldu�undan  1 JÎ  elde ed�l�r. Sonuç olarak 1 JÎ  

oldu�undan J D=  olur. Dolay#s#yla 
31 31

,
2 2

y y
D

æ ö+ - - -
=ç ÷ç ÷

è ø
�d�r. Yan� 

31

2

y + -
 ve 

31

2

y - -
 �dealler� aralar#nda asald#r. 

( )31K = -( )31= -= -= -= -= -= -( ��n b�r tamsay# taban# 
1 31

1,
2

ì ü+ -ï ï
í ý
ï ïî þ

�d�r. 2 �n�n 
KO �da asal �dealler�n 

çarp#m# b�ç�m�nde yaz#l#$#, Teorem 3.41�den dolay# 

1 31 1 31
2 2, 2,

2 2

+ - - -
=  

b�ç�m�nded�r. O halde 

3
31 31 1 31 1 31

2, 2,
2 2 2 2 2

y y x+ - - - + - - -
=  

olarak yaz#lab�l�r.  

%�md� 
1 31

2,
2

+ -
 b�r esas �deal olmad#�#n# gösterel�m.  Ters�ne 

1 31
2,

2
a

+ -
=  olacak b�ç�mde b�r 

KOa Î  mevcut olsun. O zaman 2 aÎ , 
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1 31

2
a

+ -
Î  olur. Böylece 

1 31 3 31
2

2 2
a

æ ö+ - - -
- = Îç ÷ç ÷
è ø

�d�r. 2 aÎ  ve 

3 31

2
a

- -
Î  �fadeler�nde normlara geçersek ( )N | 4a  ve ( ) 40

N |
4

a  olur. Yan� 

( )N | 4a  ve ( )N |10a �dur. Dolay�s�yla ( ) ( )N | 4,10a  olur. O halde ( )N | 2a  elde 

ed"l"r. Ayr!ca ( )N 1a > �d"r. Buradan ( )N 2a =  elde ed"l"r. Fakat 
KOa Î  "se 

31

2

a b
a

+ -
=  olacak b"ç"mde ,a bÎ  vard!r. 

( )
2 231 31

N N
2 4

a b a b
a

æ ö+ - +
= =ç ÷ç ÷

è ø
 ve ( )N 2a =

 
oldu�undan 2 231 8a b+ =  elde 

ed�l�r k� bu mümkün de��ld�r. O halde 
1 31

2,
2

+ -
 �deal� esas �deal de��ld�r. 

Benzer b�ç�mde 
1 31

2,
2

- -
 �deal�n�n de esas �deal olmad�#� göster�leb�l�r. $�md�  

3
31 31

2
2 2 2

y y x+ - - -
=  ve 

1 31 1 31
2 2, 2,

2 2

+ - - -
=  

oldu#u b�l�n�yor. O halde  Teorem 3.24�e göre  

3

1 1

31

2

y
AT

+ -
= , 3

2 2

31

2

y
A T

- -
=  

olacak b�ç�mde 
1 2 1 2, , ,A A T T  �dealler� vard�r. 

1 2,A A  aralar�nda asal ve 

1 31
2,

2

+ -
�le 

1 31
2,

2

- -
 aralar�nda asal oldu#undan 1 2 2A A =  olur. O 

halde dört durum vard�r.  

1. Durum. 
1

1 31
2,

2
A

+ -
= , 

2

1 31
2,

2
A

- -
=   

2. Durum. 
1

1 31
2,

2
A

- -
= , 

2

1 31
2,

2
A

+ -
=  
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3. Durum. 
1A D= , 

2

1 31 1 31
2, 2,

2 2
A

+ - - -
=  

4. Durum. 
1

1 31 1 31
2, 2,

2 2
A

+ - - -
= , 

2A D=  

Ayr�ca  s�n�f say�s� 3  oldu$undan 3

1T  ve 3

2T  esas �deallerd�r.  

1. durumda 3

1T  ve 
31

2

y + -
 esas �dealler ve 3

1 1

31

2

y
AT

+ -
=  oldu$undan 

1 31
2,

2

+ -
 esas #deal olur k# bu mümkün de�#ld#r. 

2. durumda 3

1T  ve 
31

2

y - -
 esas #dealler ve 3

1 1

31

2

y
AT

- -
=  oldu�undan 

1 31
2,

2

- -
 esas #deal olur k# bu mümkün de�#ld#r. 

3. durumda 3

2

31
2

2

y
T

- -
=  olur. O zaman 

31
2 |

2

y - -
 elde ed#l#r. 

Buradan 
31

2
2

y - -
Ì  olur. O halde 

31 31
2

2 2

y c dæ ö- - + -
= ç ÷ç ÷

è ø
 olacak 

b�ç�mde ,c d Î  vard"r. Buradan 31 2 2 31y c d- - = + -  olur. Yan� 2y c=  elde 

ed�l�r. Fakat y  tek oldu#undan bu mümkün de#�ld�r. 

4. durumda 3

1

31
2

2

y
T

+ -
=  olur. Benzer b�ç�mde 2y c=  elde ed�l�r. Fakat y  

tek oldu#undan bu da mümkün de#�ld�r. 

Sonuç olarak 2 3 31y x= -  denklem�n�n tamsay�larda çözümü yoktur. 

 

Baz� negat�f k  de#erler� �ç�n 2 3y x k= +  denklem�n�n çözümler� Tablo 4.1 de 

ver�lm��t�r. 
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Tablo 4.1. 20 0k- £ <  olmak üzere 
2 3
y x k= + �n�n ( ) 2

,x y Î 2

 çözümleri [1]. 

k  2 3
y x k= + �n�n ( ),x y  çözümler� 

-1 ( )1,0  

-2 ( )3, 5±  

-3 çözümü yok 

-4 ( )2, 2± , ( )5, 11±  

-5 çözümü yok 

-6 çözümü yok 

-7 ( )2, 1± , ( )32, 181±  

-8 ( )2,0  

-9 çözümü yok 

-10 çözümü yok 

-11 ( )3, 4± , ( )15, 58±  

-12 çözümü yok 

-13 ( )17, 70±  

-14 çözümü yok 

-15 ( )4, 7±  

-16 çözümü yok 

-17 çözümü yok 

-18 ( )3, 3±  

-19 ( )7, 18±  

-20 ( )6, 14±  

  

Baz� poz�t�f k  de#erler� �ç�n 2 3y x k= +  denklem�n�n çözümler� Tablo 4.2 de 

ver"lm"$t"r. 
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Tablo 4.2. 0 20k< £  olmak üzere 
2 3
y x k= + �n�n ( ) 2

,x y Î 2

 çözümleri [1]. 

k  2 3
y x k= + �n�n ( ),x y  çözümler� 

1 ( )1,0- , ( )0, 1± , ( )2, 3±  

2 ( )1, 1- ±  

3 ( )1, 2±  

4 ( )0, 2±  

5 ( )1, 2- ±  

6 çözümü yok 

7 çözümü yok 

8 ( )2,0- , ( )1, 3± , ( )2, 4± , ( )46, 312±  

9 ( )2, 1- ± , ( )0, 3± , ( )3, 6± , ( )6, 15± , ( )40, 253±   

10 ( )1, 3- ±  

11 çözümü yok 

12 ( )2, 2- ± , ( )13, 47±  

13 çözümü yok 

14 çözümü yok 

15 ( )1, 4± , ( )109, 1138±  

16 ( )0, 4±  

17 

( )2, 3- ± , ( )1, 4- ± , ( )2, 5± , ( )4, 9± , ( )8, 23± , ( )43, 282± , 

( )52, 375± , ( )5234, 378661±  

18 ( )7, 19±  

19 ( )5, 12±  

20 çözümü yok 
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BÖLÜM 5. SONUÇ VE ÖNER!LER 

 

Bu çal��mada ceb�rsel say�lar kullan�larak Dedek�nd bölgeler�nde �dealler�n asal 

�dealler�n çarp�m� b�ç�m�nde yaz�l��lar� �ncelenm��t�r. Ayr�ca ver�len b�r k  tamsay�s� 

�ç�n 2 3y x k= +  Bachet denklem�n�n tamsay�larda çözümler�n�n hang� durumlarda 

olmad�!� �ncelenm��t�r. Çözümü varsa, ceb�rsel say�lar kullan�larak bu çözümler�n 

nas�l elde ed�ld�!� göster�lm��t�r. Özell�kle 31k = -  �ç�n denklem�n çözümünün 

olmad�!� �spat�yla ver�lm��t�r. Benzer metodla 13k =   ve 51k =   �ç�n de Bachet 

denklem�n�n çözümünün olmad�!� göster�leb�l�r. "dealler�n asal �dealler�n çarp�m� 

b�ç�m�nde yaz�l��lar� Bachet denklem� g�b� D�yofant denklemler�n�n�n çözümünde 

kolayl�k sa!lamaktad�r. Bu nedenle D�yofant denklemler�n�n çözümüyle �lg�lenmek 

�steyen �ç�n ceb�rsel say�lar önem ta��maktad�r. Konuyla �lg�lenmek �syetenlere [1] ve 

[2] numaral� kaynaklar tavs�ye ed�leb�l�r. 
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