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SOLUTION OF BACHET DIOPHANTINE EQUATION WITH
ALGEBRAIC NUMBERS THEORY

SUMMARY

Keywords: Algebraic numbers, Algebraic number fields, Dedekind domains, Ring of
algebraic integers, Fractional ideals, Fundamental unit, Class number, Bachet
equation

This study consists of five parts. In the first part, some definitions and theorems
related to rings, ideals, integral domains and Noetherian domains are given.

In the second part, algebraic numbers, algebraic number fields and algebraic field
extensions are examined.

In the third part, definitions of Dedekind domain, fractional ideal, fundamental unit
and class number are given. The greatest common divisor and the least common
multiple of two ideals are given. Later, some theorems concerning the greatest

common divisor and the least common multiple are proved.

In the fourth part, the solutions of the Bachet equations are examined. And if they
have solutions, these solutions are given.

The fifth part consists of conclusions and recomendations.
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BOLUM 1. GIRIS

Tamim 1.1.  Bostan farkli bir D kiimesinde + ve - iki tane ikili islem olsun. D

kiimesi asagidaki sartlar1 sagliyorsa D ’ye bir halka denir ve bu (D,+, ) ile gosterilir.

a. (D,+) bir degismeli gruptur.
b. Her a,b,ceD i¢in (a-b)-c=a-(b-c) dir.

c. Her a,b,c € D igin a-(b+c):a-b+a-c ve (a+b)-c=a-c+b-c dir.

Bundan sonra a-b yerine ab yazilacaktir.

Tanim 1.2. (D,+, ) bir halka olsun.

a. Her aeD i¢in la=al=a olacak bicimde 1€ D elemanm1 varsa 1
elemanmma D ’nin birim eleman: denir ve bu durumda D’ye birim
elemanli halka denir.

b. Her a,b e D i¢in ab=ba ise D ’ye degismeli halka denir.
c. a,b e D olmak iizere ab=0 iken a=0 veya b=0 oluyorsa D ’ye sifir

bolensiz halka denir.

Tanim 1.3.  Bir D halkasimin bostan farkli bir alt kiimesi S olsun. S kiimesi D

deki + ve - ikili islemlerine gore bir halka ise, S ’ye D ’nin bir alt halkas1 denir.

Tanmmm 1.4. D bir halka ve a,be D olsun. b=ac olacak bigimde bir ceD

elemani varsa a boler b denir ve a|b olarak yazilir.



Ornek 1.1, Z+7Z+/-1"de 2=(1++=1)(1-v~1) oldugundan 1++/1|2 olur.

Ornek 1.2.  Z[x]’de x4+x2+1=(x2+x+l)(x2—x+l) oldugundan

x> +x+1|x*+x*+1 olur.

3

2+\/§

Ornek 1.3.  Z+7+2 *de

:3—%\/5¢Z+Z\/5 oldugundan 2+\/§J(3 dir.

Tammm 1.5. D birim elemanli bir halka ve a € D sifirdan farkli bir eleman olsun.

ab =1 olacak bi¢cimde bir b€ D eleman1 varsa, yani a|l ise, a ’ya bir birim veya

birimsel eleman denir. Ayrica buradaki b’ye a’nin tersi denir ve b=a' ile

gosterilir. D ’nin birimlerinin kiimesi U (D) ile gosterilir.
Ornek 1.4. 7 tamsayilar halkasi olmak tizere U (Z)={+1,—1} dir.

Ornek 1.5.  F bir cisim olmak tizere U(F[x]) = F\{O} dir.

Tamim 1.6. D bir halka ve a,b€ D olsun. a|b ve b|a ise a ile b ilgilidir veya

bagdasiktir denir ve bu durum a ~ b olarak yazilir.

Tamim 1.7. D birim elemanli, degismeli ve sifir bolensiz bir halka olsun. Bu
takdirde D ’ye bir tamlik bolgesi denir. Bir D tamlik bolgesinde, her a e D,a #0
icin ab=1 olacak bi¢cimde beD mevcut ise, yani D ’nin sifirdan farkli her

elemaninin tersi var ise, D ’ye bir cisim denir.



Ornek 1.6. m tam kare olmayan pozitif veya negatif bir tamsay1 olmak iizere
Z+2m ={a+blm

indirgenemez kuadratik polinomunun bir kokiidiir.

a,beZ} bir tamlik bélgesidi. m sayist  x*—m

Ornek 1.7. m tam kare olmayan pozitif veya negatif bir tamsayr ve

mzl(rnod4) olmak tlizere Z+Z(l+fJ{a+b(l+\/;J

2

a,be Z} bir tamlik

bélgesidir. m=0,2,3(mod4) ise

[

1+\/E

2

olacagindan Z+Z( ] bir tamlik bolgesi degildir. % sayisl

1- " . . .
x’ —x+Tm =0 indirgenemez kuadratik polinomunun bir kokiidiir. Bu ylizden

Z+Z[1+M 1+M}’nin

5 J’ye bir kuadratik bolge denir. Ayrica Z+Z( >

elemanlar1 x,y tamsayilar ve x= y(m0d2) olmak tizere M biciminde

yazilabilirler.

Ornek 1.8. D bir tamhk bolgesi olsun. D[x] polinomlar halkast bir tamlik

bélgesidir. Dolayistyla Z[ x| de bir tamlik bdlgesidir.

Tamim 1.8. D bir tamlik bolgesi ve a €D sifirdan farkli, birim olmayan bir
eleman olsun. a =bc (b,c € D) iken b veya c¢’den biri birim oluyorsa a’ya D ’de

indirgenemez eleman denir.



Ornek 1.10. Z’de 2 eleman indirgenemezdir. Ciinkii a,beZ igin 2=ab ise ya

a=%1 yada h=+1 olur.

Ornek 1.11. Z+7Z~-5de 2 elemani indirgenemezdir. Bunu gdsterelim.
a,b,c,deZ icin 2= ( a+b-5 )(c +d~-5 ) olsun. Buradan
4=(a’+5b")(c*+5d”) elde edilir. O halde @’ +5b” sayist 4’iin bir pozitif

tamsay1 bolenidir. Dolayisiyla a® +5b> sayis1 1, 2 veya 4 sayilarindan birine esittir.

Buradan (a,b)=(%1,0) veya (a,b)=(%2,0) olur. O zaman a+bJ=5==1 veya

a+bJ=5 =42 olur. a+bJ=5==+1 ise a+bJ—5 elemant Z+Z~—5 ’in bir birimi
olur. a+b\/3 =42 ise

crdy B2 -2 _4

a+b\/3=E

olacagindan c¢+d~-5 eleman1 Z+Z~-5’in bir birimi olur. Dolayisiyla 2 elemani
7+ 7Z~N-5 *de indirgenemezdir.

Ornek 1.12. P(x) =x*+1 polinomu Q[x] ’de indirgenemezdir. Bunu gosterelim.
P(x) polinomunun reel sayilarda kokii olmadigindan birinci dereceden g¢arpani

yoktur. P(x)’in Q[x]’de ikinci dereceden carpani oldugunu kabul edelim. O

zaman a,b,c,d € QQ olmak iizere
P(x) :(x2 Jraerb)(x2 +cx+d)
olarak yazilabilir. Buradan

a+c=0, ac+b+d=0, ad+bc=0, bd =1



elde edilir. ad+bc=0 oldgundan abd +b’°c=0 olur. bd =1 ve a=-c oldugu
kullanilirsa »* =1 bulunur. O halde b=1, d =1 veya b=—1, d=-1 elde edilir.
Ikinci ve birinci ifadelerden »+d =—ac =a” olur. Buradan a” =42 elde edilir. a

rasyonel sayr oldugundan bu miimkiin degildir O halde P(x), Q[x]de

indirgenemezdir.

Ornek 1.13. x> —+2x+1 polinomu Q(\/E )[x] ’de  indirgenemezdir. Bunu
gosterelim. Tersine x”>—+/2x+1 polinomunun Q( J2 )[x] ’de indirgenebilir

oldugunu kabul edelim. O zaman x? —\/§x+1 =0’ Q(\/E ) ’de bir koki vardrr.

Yani

(a+,8\/5)2 —\/E(a+ﬂ\/5)+l=0

olacak bigimde bir o + ﬂ\/E € Q( 2 ) vardir. Buradan
(a®+2b”=2b+1)+(2ab-a)2 =0

elde edilir. \/5 irrasyonel oldugundan
a*+2b*-2b+1=0, 2ab—a=0

esitlikleri elde edilir. Ikinci ifadeden a=0 veya b= % olmalidir. a=0 ise birinci
ifadeden 2b°-2b+1=0 elde edilir Fakat 2b>-2b+1=0"mn reel kokii

1
olmadigindan bu, b€ Q olmasi ile ¢elisir. b= % ise birinci ifadeden a’ +E =0

elde edilir. Fakat bu a €@ olmasi ile geligir. Dolayisiyla xP—J2x+1 polinomu

Q ( 2 ) [ x]de indirgenemezdir.

Ornek 1.14.  Z+7Z~J-5"de 7+-5 eleman: indirgenebilirdir. Ciinkii



7+«/3=(1+«/3)(2—«/3)

olup 1+ \/3 ve 2—+/=5 elemanlarinin ikisi de Z + Z~/—5 de birim degildir.

Tammm 1.9. D bir tamlik bolgesi ve p e D sifirdan farkli, birim olmayan bir
eleman olsun. p|ab (a,beD) iken pla veya p|b oluyorsa p’ye D’de asal

eleman denir.

Ornek 1.15. 7 ’de 2 elemani asaldir. a,b€Z icin 2|ab olsun. O halde ab bir gift

tamsayidir. @ ve b 'nin ikisi de tek olursa ab tek olacagindan, a veya b ’den en az

biri cifttir. Yani 2|a veya 2|b elde edilir. O halde 2 asaldir.

Ornek 1.16. 7 +7+/—5de 2 eleman asal degildir. Ciinkii 2|(1+J3 )(1—5 )

olmasima ragmen 2 { 1++/=5 ’dir.

Ornek 1.17. Z+Z\/—_1 ’de 1+\/—_1 elemani asaldir. Bunu gosterelim. a,b,c,d € Z

icin 1+~/-1 | (a+b\/—_1)(c+d\/—_l) olsun. O zaman

(a+b\/—_1)(c+d«/—_1):(1+«/—_1)(x+y\/—_1)
olacak bigimde x, y € Z vardir. Buradan
(az +l)2)(c2 +cz’2):2(x2 +y2)

elde edilir. O halde 2| (a2 +b° )<c2 +d 2) olur. 2 eleman1 Z ’de asal oldugundan,
2| (a2 +b° ) veya 2| (02 +d’ ) "dir. Genelligi bozmaksizin 2| (a2 +b° ) olsun. O

halde ¢ ve b ’nin ya ikisi de tektir ya da ikisi de ¢ifttir. « ve b 'nin ikisi de tek ise

a=2r+1, b=2s+1 olan r,s tamsayilar1 vardir. Boylece



a+b\/—_l:2(r+Sx/—_l)+(l+\/—_1):(1+\/—_1)((r+s+l)+(—r+s)\/—_l)

elde edilir. Yani 1+~/=1|a+5~1 olur. @ ve b ’nin ikisi de cift ise a=2r, b=2s

olan r,s tamsayilar1 vardir. Boylece
a+b\/—_1:2(r+s\/—_1):(1+\/—_1)((r+s)+(—r+s)\/—_l)

elde edilir. Yani 1+~/~1|a+5v-1 olur. Dolayisiyla 1++v=1 eleman Z+7Z~/—1"de

asaldir.

Tanmim 1.10. D bir tamlik bdlgesi olsun. D ’nin kesir cismi

F={ ab™

a,beD,b;tO}

ile tanimlanir [3]. Kesir cismi hakkinda detayl1 bilgi i¢in [5] nolu kaynaga bakilabilir.

Tanim 1.11. Bir D degismeli halkasinin bostan farkli bir alt kiimesi / olsun.

Asagidaki sartlar saglaniyorsa / ’ya bir ideal denir.

a. Her a,bel i¢in a—b el dir.

b. Her re D ve ael igin rael dir.

Ornek 1.18. Bir D degismeli halkasinda her xeD elemani bir ideal iiretir. x

tarafindan tretilen ideal <x> ile gosterilir ve
<x>:xD:{xa|aeD}
olarak tanimlanir. Simdi ideal sartlarinin saglandigini gosterelim.

a,be (x) olsun. Bu takdirde @ =xm,b=xn olacak bi¢gimde m,ne D vardir. O
zaman a—b=xm—xn=x(m—n)olur. m—neD oldugundan x(m—n)exD = <x>

dir. Yani a—-b e <x> elde edilir.



reD ve ae <x> olsun. a=xm olacak bi¢cimde meD vardirr O zaman
ra=ar=xm(r)=x(mr) olur. mreD oldugundan x(mr)exD=(x) dir. Yani

ra e <x> elde edilir

O halde <x> , D’nin bir idealidir. D halkasinda, toplama isleminin etkisiz elemani

Oe D dir. 0 tarafindan iiretilen ideal, D ’nin sadece 0 elemanini igeren ve baska

eleman1 olmayan bir alt kiimesidir. 1 tarafindan iretilen ideal ise
<l>:{1a|aeD}={a|aeD}=D olur. Ayrica re<x> ise r=xa, aeD

olacagindan x| dir.

Tamim 1.12. D bir tamlik bdlgesi olsun. 4 ve B ’ler D ’nin idealleri olsun.

a. A ile B’nin toplam1 4+ B ile gosterilir ve A+B:{a+b|aeA,beB}

olarak tanimlanir.

b. A ile B ’nin ¢arpim1 4B ile gosterilir ve

AB = {ijy.i
j=1

olarak tanimlanir.

x, €4,y €B,1< j<n,n sabit degil}

c. X, X,,...,X, €D 15€ x,X,,...,x, 'ler tarafindan iiretilen ideal
<x1,x2,...,xn>: {xla1 +x,d,+...+x,a,la, €D keyfi,] << n}
olarak tanimlanir.

<x1,x2,...,xn> ideali x,,x,,...,x, elemanlarin iceren en kiiciik idealdir. Diger

yandan 4+ B ve AB ’nin birer ideal oldugunu gérmek kolaydir. 4 ve B ideallerse

AN B ’de bir idealdir..

Bu verilen tanimlara gore ideallerle ilgili asagidaki 6zellikler gecerlidir. 4, B,C ’ler

D ’nin idealleri olmak tizere



a. A(B+C)=AB+AC ve (B+C)A=BA+CA

b. (A+B)+C=A4+(B+C)

VE X|,XyseeesX s V1o Vose-or ¥, €D olmak lizere

c. <x1,x2,...,xn><y1,y2,...,yn>:<x1y1,x2y],...,xnyl,xlyz,xzyz,...,xnyz,

...,x]ym,xzym,...,xnym>

d. x,y € D elemanlar tarafindan {iretilen esas ideallerin ¢arpimi
() (y)=(xy)

dir.

Tamim 1.13. D bir tamlik bolgesi olsun. 7/, D ’nin bir ideali olsun. / = <x> olacak

bicimde bir x € D varsa [ ’ya bir esas ideal denir. D tamlik bélgesinin her ideali bir

esas ideal ise D ’ye esas ideal bolgesi denir.

Ornek 1.19. Z+7Z-5°de a+bJ-5¢ <2,1 + \/3> olmasimin gerek ve yeter

kosulu a=b ( mod 2 ) olmasidir. Yani

<2,1+\/3>={u+v\/3

u,vel, uzv(modZ)}

dir. Bunu gsterelim. Once a=b(mod2) olsun. O halde a=b+2c¢ olan ceZ

vardir. Boylece
a+b«/3=b+2c+b«/3=c(2)+b(l+\/3)e<2,1+«/§>

elde edilir. Simdi a +b+-5 € <2,1+ N > olsun. O zaman x, y,z,we 7Z igin

a+b\/3:(x+y\/§)2+(z+w\/3)(l+\/g)

:(2x+z—5w)+(2y+z+w)\/3
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olur. Buradan a =2x+z—-5w, b=2y+z+w oldugu goriiliir. O halde
aE2x+z—5wzz—5wzz+wz2y+z+wzb(m0d2)
oldugu goriiliir. Yani Z+Z~-5 *de

<2,1+\/3>:{u+v\/3

u,velr, usv(modZ)}

dir.

Teorem 1.1. D bir halka ve u e D olsun. Bu takdirde <u> = D olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul u € U (D) olmasidir [1].

Teorem 1.2. D bir halka ve a,beD\{0} olsun. Bu takdirde (a)=(b) olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul a = &b olacak bigimde bir £ €U (D) olmasidir. [1].

Teorem 1.3. 7 bir esas ideal bolgesidir [1].

Tanim 1.14. Bir D halkasinin bostan farkli bir alt kiilmesi M olsun. Asagidaki

sartlar saglaniyorsa M ’ye bir maksimal ideal denir.

a. M # D dir.
b. M — I olacak bicimdeki D ’nin her / idealiicinya /=M yada I =D
dir.

Tanim 1.15. Bir D halkasinin bir ideali P ve P# D olsun. Her a,be D igin

abe P iken a € P yada b e P elde ediliyorsa P ’ye bir asal ideal denir.
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Ornek 1.20. 7Z+7Z+-5"de <2,1 ++/-5 > ideali asaldir.  Bunu  gdsterelim.

Ornek 1.19°da

<2,1+\/3>={u+v\/3

u,veZ,u=v(mod2 )} oldugunu gostermistik.

a=a+b\N-5€Z+7N=5, B=c+dN—5 cZ+7N=5

olmak {izere aﬂe<2,1+\/3 > olsun. Burada

afp=(a+b\=5 )(c+dN=5)=(ac—sbd )+(ad +bc)N-5

dir. Omek 1.19°a gore ac —5bd = ad +be(mod2) olur. Ayrica
(a—b)(c—d)=ac—bc—ad +bd =(ad +bc+5bd ) —bc—ad +bd = 0(mod2)

elde edilir. O halde ya a—b=0(mod2) ya da ¢—d=0(mod2) olur. Yani ya

a=b(mod2) ya da c=d(mod2) olur. O zaman Ornek 1.19’a gore dolay1 ya
a=a+b\/36<2,1+\/3> ya da ﬂ=C+d\/3€<2,l+\/3> elde edilir.

Dolayisiyla <2, 1++/-5 > ideali asaldur.

Teorem 1.4. D bir tamlik bolgesi olsun. Bu takdirde D ’nin her asal elemani

indirgenemezdir.

Ispat. pe D birasal eleman ve a,be D i¢in p=ab olsun. ab= p-1 oldugundan

plab elde edilir. p asal oldugundan p|a veya p|b olur. p|a ise a = pp' olacak
bi¢cimde p'eD vardir. Béylece p=ab=pp'b=p(p'b) olur. Yani 1=p'b elde
edilir. Bu da b ’nin birim oldugunu gosterir. p |b ise b= pp" olacak bicimde p" e D

vardir. Boylece p=ab=app"= p(ap") olur. Yani 1=ap" elde edilir. Bu da a ’nin
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birim oldugunu gosterir. O halde a veya b’den biri birimdir. Dolayisiyla p

indirgenemezdir.

Ornek 1.21. Teorem 1.1’in tersi her zaman dogru degildir. Buna &rnek verelim.

7 + Z( \/3) de 1+ \/3 el +7 ( \/3) olsun. 1+ \/3 indirgenemezdir. Bunu

gosterelim. a,b,c,d €Z olmak iizere 1+ \/3 = (a +bx/3)(c + d\/g) olsun.

Buradan
6:(412 +5b2)(02 +5d2)

elde edilir. O halde a”+5b> sayis1 6 ’nm bir pozitif tamsay1 bolenidir. O zaman
a’+5b” sayis1 1, 2, 3 veya 6 olabilir. a’+5b> =2 ve a’ +5b> =3 esitliklerinin
tamsayilarda ¢dziimii yoktur. O halde a* +5b7 sayis1 1 veya 6 olabilir. a> +5b> =1
ise a==1 boylece a+b\/3 ==1 olur. Yani a+b«/3 bir birimdir. @ +5b% =6 ise
¢>+5d*=1 olacagindan c+d~/-5 bir birim olur. Dolayisiyla 1++/=5

indirgenemezdir. Simdi 1+ J=5 ’in asal olmadigin1 gosterelim.
(1+4=5)(1-v-5)=6=2:3

oldugu agiktir. Buradan 1++/-5]2-3 elde edilir. 1++/-5’in asal eleman ise ya
1++/-5|2 ya da 1++/-5|3 olmalidir. Fakat normlara gegersek, 614 ve 619

olacagindan 1+ -5 12 ve 1+4/-5 13 olur. O halde 1+/=5 asal degildir.

Teorem 1.5. D bir esas ideal bolgesi olsun. Bu takdirde D ’nin her indirgenemez

elemani asaldir.

Ispat. p e D indirgenemez eleman ve a,b € D igin p|ab olsun. p|a ise istenilen

elde edilir. p{a olsun. 1 ={ px+ay

X,y eD} olsun. / ’'nin D ’de bir ideal oldugu
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gosterilebilir. D bir esas ideal bolgesi oldugundan 7 = <c> olacak bi¢imde bir ce D

vardir. ael ve pel oldugundan c|a ve c|p olur. ¢|p ve p indirgenemez
oldugundan ya ¢~ p ya da c¢’nin bir birim oldugu elde edilir. ¢~ p ise c|a

oldugundan p|a olur ki bu geliskidir. O halde ¢ bir birimdir. O zaman cd =1
olacak bi¢imde bir d € D vardir. Ayrica c e < p,a> oldugundan c¢=xp+ ya olacak
bicgimde x,yeD vardirr O halde 1=cd =xad+ ypd elde edilir. Buradan
b=xadb+ ypdb olur. Bu ise b z(dx)ab+(bdy)p olarak yazilabilir. p|p ve

p|ab oldugundan p|b elde edilir. Dolayisiyla ya p|a ya da p|b olur. Yani p

asaldir.

Teorem 1.6. D bir tamlik bolgesi olsun. pe D, p#0, p¢ U(D) olsun. <p>, D

de asal ideal ise p, D ’de asal elemandir. Tersine p asal eleman ise < p> ideali asal

idealdir.

Ispat. < p> asal ideal olsun. a,be D igin p|ab olsun. O halde ab= pp’ olacak
bicimde p'e D vardir. O zaman abe< p> olur. < p> asal ideal oldugundan ya
ae < p) yada be < p) olmalidir. O halde ya p|a yada p|b elde edilir. Dolayisiyla

p asaldir. Diger yandan p asal eleman ise < p> ‘nin asal ideal oldugunu gormek

kolaydir.

Teorem 1.7. D bir tamhk bélgesi olsun. aeD, a#0, agU(D) olsun. Eger

<a> , D’de maksimal ideal ise @, D ’de indirgenemez elemandir.

Ispat. <a> maksimal ideal olsun. b,ce D olmak ilizere a=bc olsun. O zaman

<a> c <b> olur. b birim ise istenilen elde edilir. b birim olmasin. O halde <b> =D
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olur. <a> maksimal ideal oldugundan <a> = <b> elde edilir. be <b> = <a>
oldugundan b=ad' olacak bi¢gimde a'e D vardir. O halde a=bc=ad'c=a(ad'c)

dir. Yani 1=ad'c elde edilir. O zaman ¢ birim olur. Dolayisiyla a indirgenemezdir.

Teorem 1.8. D bir esas ideal bolgesi olsun. ae D, a#0, agU (D) olsun. a, D

de indirgenemez eleman ise <a> , D ’de maksimal idealdir.

Ispat. a indirgenemez olsun ve <a> cMcD, M=#D olsun. <a> =M oldugunu
gosterelim. D bir esas ideal bolgesi oldugundan M = (b) olacak bi¢imde bir b€ D
vardir. ae M ve M = <b> oldugundan a € <b> olur. Yani a =bc olacak bigimde bir
ceD vardir. a indirgenemez oldugundan b veya ¢ birimdir. D#M = <b>
oldugundan b birim olamaz. O halde ¢ birimdir. Dolayisiyla ( a> = <bc> = <b> =M

olur. Yani <a> maksimal idealdir.

Teorem 1.9. D bir tamlik bolgesi ve M < D, M # D bir ideal olsun. Bu takdirde

M maksimal idealdir. < a¢M ise 1=ax,+y, olan y, e M , x, € D vardir.

Ispat. =: M maksimal ideal olsun. a¢ M alalim. M = {ax+y |y eM,x ED}

olsun. M~ kiimesi D’nin bir idealidir ve M M “’dir. Ayrica ae M, agM
oldugundan M # M “’dir. M maksimal oldugundan M~ =D elde edilir. O halde

le D=M" dir. Dolayisiyla 1=ax, +y, olan y, e M, x, € D vardir.

< ag¢M ise l=ax,+y, olan y, e M, x, € D mevcut olsun. L bir ideal

ve M c L olsun. L# M ise L =D oldugunu gostermek yeterlidir. L # M olsun. O
halde bir ael elemant a¢ M olacak bicimde vardir. a¢ M oldugundan
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l=ax,+y, olan y,eM, x,eD vardir. y,eM ve M c L oldugundan y,6 L
olur. O halde ae L, y, e L oldugundan ax,+y, L’ dir. Yani 1€ L elde edilir. O

zaman L = D olur. Dolayisiyla M maksimal idealdir.

Teorem 1.10. D bir tamlik bolgesi ve 7 < D bir ideal olsun. Bu takdirde

1. [ ’nin asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 1% ‘nin tamlik bolgesi

olmasidir.

2. [’nin maksimal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul % nin  cisim

olmasidir [1].

Teorem 1.11. D bir tamlik bélgesi olsun. M < D bir maksimal ideal ise M asal

idealdir.

Ispat. M bir maksimal ideal ve abeM olsun. aeM ise istenilen elde edilir.

a¢M olsun. O halde l=ax,+y, olan y,eM, x,eD  vardir. Buradan
b=abx,+by, olur. y, e M ve abeM oldugundan abx,+by,=be M elde edilir.

Dolayisiyla M asal idealdir.

Ornek 1.22. Tamlik bélgelerinde asal idealin maksimal olmasi gerekmez. Buna bir

ornek verelim. Z[x]’de <x> bir asal idealdir. Bunu gosterelim. m ve n negatif

olmayan tamsayilar,

p(x)=a,+ax+..+a,x" el[x], g(x)=by+bx+...+bx" € Z[x]

olmak tizere p(x)q(x)e<x> olsun. O zaman p(x)q(x):xh(x) olacak bicimde

h(x):c0 +ex+...+ext EZ[X], kel U{O} vardir. O halde



16

(ao +ax+...+a,x" )(bo +bx+...+b x" ) = x(co +ex+...4+ext )
elde edilir. Burada katsayilar esitlenirse

a,b,=0

olur. O halde ya a, =0 yada b, =0 elde edilir. a, =0 ise
p(x)=ax+..+a,x" :)c(a1 +ota,x"! ) e(x)

olur. b, =0 ise

g(x)=bx+...+bx" :x(b1+...+bnx"’1)e<x>

olur. Sonug olarak (x) bir asal idealdir. Fakat (x)c=(2,x)cZ[x] olmasina
ragmen <x> o <2,x> ve <2,x> E2 Z[x] oldugundan <x> ideali Z[x] ’de maksimal

degildir.

Teorem 1.12. D bir esas ideal bolgesi olsun. P < D bir asal ideal ise P maksimal

idealdir.

Ispat. P asal ideal olsun. D esas ideal bolgesi oldugundan P=< p) olacak
bigimde pe D vardir. P asal ideal oldugundan Teorem 1.6’ye gbre p asal
elemandir. O halde p indirgenemez elemandir. Teorem 1.8’e gore < p> maksimal

idealdir. Yani P maksimal idealdir.

Teorem 1.13. D bir tamlik bdlgesi, ae D ve <a> maksimal ideal olsun. a tb ise

1=bx+ ay olacak bigimde x,y e D vardir.
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Ispat. <a> maksimal ve a{b olsun. O zaman be(a) olur. <a> maksimal

oldugundan 1=5bx+y, olan yoe<a>, xeD vardir. yoe<a> ise y,=ay olan

y e D vardir. Boylece 1=bx+ay, xe D, ye D elde edilir.

Teorem 1.14. D bir esas ideal bolgesi, a € D indirgenemez eleman olsun. a { b ise

1=bx+ ay olacak bigimde x,y € D vardir.

Ispat. a indirgenemez olsun. Teorem 1.8’¢ gbre <a> ideali maksimaldir. a1b

olsun. O halde Teorem 1.13’e gore 1=bx+ay olan x,y e D vardir.

Bu teoremin sonucu olarak asagidaki terorem verilebilir.

Teorem 1.15. K bir cisim, p(x)eK [x] indirgenemez  polinom  olsun.
p(x)tq(x) ise
L=p(x)po(x)+g(x)g(x)

olacak bigimde p,(x),g,(x)eK[x] vardur.

Teorem 1.16. f(x)=x"+ax"" +...+a, x+a, € Z[x] bir monik polinomu i¢in
rla,, ..., pla,,, pla,, p’1ta, olacak bigimde bir p asal sayisi varsa f(x)

polinomu Z[x]’de indirgenemezdir. Bu kritere Eisenstein indirgenemezlik kriteri

denir.
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Teorem 1.17. A ve D tamlik bolgeleri ve D < A olsun. P, A’da asal ideal ve

PND=#{0}, PND# D olsun. Bu takdirde PN D, D ’de bir asal idealdir [1].

Tamim 1.16. D bir tamlik bolgesi olsun. D kiimesinde asagidaki iki sart1 saglayan
bir ¢: D — 7 déniisiimii var ise D ’ye bir Oklid bélgesi denir.

a. Her a,beD,a#0 igin ¢(ab)>¢(b) dr.
b. a,beD,b#0 ise a=qgb+r, #(r)<g(b) olacak bi¢imde g¢,reD

vardir [1].

Teorem 1.18. D bir Oklid bolgesi olsun. Bu takdirde D bir esas ideal
bolgesidir[1].

Teorem 1.19. 7 bir Oklid bélgesidir [1].

Teorem 1.20. F bir cisim olsun. Bu takdirde F [x] bir Oklid bélgesidir [1].

Tanim 1.17. Bir tamlik bolgesinde ideallerin sonsuz bir dizisi {In ]n:1,2,...}

olsun. Eger

lclc..cl c...
ise bu {In |n=1, 2,...} dizisine bir artan ideal zinciri denir. Eger
L clc..cl c...

1se bu zincire kesin artan ideal zinciri denir.
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Tanim 1.18. Bir tamlik bolgesinde artan bir ideal zinciri

lclc..cl c...
olsun. Her n 2> n, i¢in

I =1

n ny

olacak bi¢cimde bir n, tamsayis1 varsa bu zincire sonludur denir.

Tanmim 1.19. D bir tamlik bolgesi olsun. D ’deki her artan ideal zinciri sonlu ise,
yani D ’de kesin artan bir ideal zinciri mevcut degil ise D ’ye artan zincir kosulunu

saglar denir.

Tamim 1.20. Bir D tamlik bolgesi artan zincir kosulunu saglasin. Bu takdirde D

ye bir Noetherian bolgesi denir.

Ornek 1.23. 7 bir Noetherian bolgesidir. Aksine Z ’nin bir Noetherian bolgesi
olmadigini kabul edelim. O halde Z artan zincir kosulunu saglamaz. Yani Z ’de en
azindan bir tane kesin artan ideal zinciri mevcuttur. Bu kesin artan ideal zinciri

l,cl,c...cl,c... olsun. Z bir esas ideal bolgesi oldugundan
I, = <m1 >,12 = <m2> olacak bi¢imde m,,m, € Z vardir. I, = I, oldugundan m, | m,
dir. m, tamsayisinin sonlu sayida boleni olacagindan 7/, = I olacak bi¢gimde sonlu
sayida [ ideali vardir. Dolayisiyla I, <1, I, </, —... olacak bigimde sonsuz
sayida 1, (k:1,2,...) idealinin var olmast mimkiin degildir. O halde Z bir

Noetherian bolgesidir.

Teorem 1.21. D bir tamlik bolgesi olsun. Bu takdirde D ’nin Noetherian bolgesi

olmasinin gerek ve yeter kosulu D ’nin her idealinin sonlu tiretilmis olmasidir|1].
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Teorem 1.22. D bir esas ideal bolgesi olsun. Bu takdirde D bir Noetherian
bolgesidir.

Ispat. D bir esas ideal bolgesi ise D ’deki her ideal esas idealdir dolayisiyla sonlu

tiretilmistir. Teorem 1.21°ye gore D bir Noetherian bolgesidir.

Ornek 1.24. Teorem 1.18’¢ gore Oklid bolgeleri birer esas ideal bolgesi
oldugundan Teorem 1.23 kullanilirsa her Oklid bolgesi bir Noetherian bdlgesi oldugu

goriiliir.

Tamim 1.21. D bir tamlik bolgesi olsun. D ’deki ideallerin bostan farkl bir kiimesi
S olsun. D’deki her § kiimesi, S’deki diger hicbir ideal tarafindan tam
kapsanilmayan bir ideale sahip ise D ’ye maksimal kosulunu saglar denir. Yani §
kiimesinde Oyle bir / ideali vardir 6yle ki / < J olan her J €S ideali igin J =1

olur.

Teorem 1.23. D bir tamlik bolgesi olsun. Bu takdirde D ’nin Noetherian bdlgesi

olmasinin gerek ve yeter kosulu D ’nin maksimal kosulunu saglamasidir[1].

Teorem 1.24. D bir tamlik bolgesi olsun fakat bir cisim olmasin. D Noetherian ise

D ’de indirgenemez olan elemanlar vardir[1].

Tanim 1.22. D bir tamlik bolgesi olsun. D ’deki sifirdan farkli, birim olmayan her
eleman, D ’deki indirgenemez elemanlarin sonlu bir ¢arpimi bi¢iminde ifade

edilebiliyorsa D ’ye bir ¢arpanlarina ayrilabilir bolge denir.
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Teorem 1.25. D bir Noetherian bolgesi olsun. Bu takdirde D bir carpanlarina
ayrilabilir bolgedir[1].

Teorem 1.26. D bir esas ideal bolgesi olsun. Bu takdirde D bir carpanlarina
ayrilabilir bolgedir.

Ispat. D bir esas ideal bolgesi olsun. Teorem 1.23’¢ gdre D bir Noetherian

bolgesidir ve Teorem 1.25°e gore D bir ¢arpanlarina ayrilabilir bolgedir.

Tanim 1.23. D bir carpanlarina ayrilabilir bolge olsun. Kabul edelim ki, D ’nin
sifirdan farkli, birim olmayan her a elemani, D ’nin indirgenemez elemanlarinin
carpimi biciminde tek tiirlii olarak yazilabilsin. Bu durumda D ’ye tek tirlii

carpanlarima ayrilabilen bolge denir. «’nin indirgenemez elemanlarin tek tiirli

carpimi  bigiminde yazilmasi su anlamdadir: 7, 7,,..., 7, 7|, Ty,s..., 7T, ler

indirgenemez elemanlar olmak tizere a=7n7x,... 7, =7 ,7,...7, ise r=s’dir ve
* . .

o:{L2,...,r} >{12,....,s} permutasyonu m,~ 7, 1<j<r olacak bigimde

vardir.

Teorem 1.27. D bir esas ideal bolgesi olsun. Bu takdirde D bir tek tiirli

carpanlarina ayrilabilen bolgedir [1].

Teorem 1.28. D bir tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen bolge olsun. D ’nin bir «
elemani olsun. Bu takdirde « 'nin indirgenemez olmasinin gerek ve yeter kosulu «

nin asal olmasidir [1].



BOLUM 2. CEBIRSEL TAMSAYILAR

Tamm 2.1. A4 ve B tamlik bolgeleri ve A< B olsun. Bir be B elemani,

a,,d,,....a, , € A olmak lizere

n n—1 —
x"+a, x" +..+ax+a,=0

monik (baskatsayisi 1 olan) polinom denklemini sagliyor ise b’ye A4 {izerinde

integraldir veya tamdir denir [1].

Her ae A eclemani x—ae A[x]’in bir kokii oldugundan her ae A elemani A4

uzerinde tamdir.

Tanim 2.2. 7Z iizerinde tam olan bir kompleks sayiya bir cebirsel tamsayi

denir[1].

Ornek 2.1. 3/5 — Q/Z bir cebirsel tamsayidir ¢iinki x’+6x+2=0 denklemini

saglar.

. 1
Ornek 2.2. E( 1+ 10% + 10% ) bir cebirsel tamsayidir. Bunu gosterelim.
o :%(1+10% +10%)

olsun. O zaman 3o —1= 10% + 10% olur. Her iki tarafin kiipii alinirsa,
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270’ — 270> +9a—1=110+30(10% +10%)

%5 1107 oldus
olur. 3a¢—1=1072 +10"3 oldugu kullanilirsa
27a’ —=27a’” +9a —1=80+90«x

elde edilir Boylece a’—a’-3a¢-3=0 olurr O halde a saysi

x* —x?=3x—3eZ[x] monik polinomunun bir kékiidiir. Dolayisiyla & bir cebirsel

tamsayidir.

3 05-1 ol

Ornek 2.3. N bir cebirsel tamsayidir. Bunu gosterelim.
107 -1

o=

J=3

olsun. O zaman 1+ a3 = 10% olur. Her iki tarafin kiipii alinirsa,
(1-9a)+3J=3(a-a’)=100

olur. Boylece J=3 ( a-a’ ) =33+3a’ elde edilir. Her iki tarafin karesi alinirsa,
-3(a’ —2a* +a’)=1089+198a" +9a*

elde edilir. Boylece a®+a’+67a>+363=0 olur. O halde o« sayis

x*+x*+67x*+363 ¢ Z[x] monik polinomunun bir kokiidiir. Dolayisiyla « bir

cebirsel tamsayidir.

. | R . S ) . . |
Ornek 2.4. ﬁ bir cebirsel tamsay1 degildir. Bunu gosterelim. Tersine ﬁ ‘nin

bir cebirsel tamsay1 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
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[%]n +an_1[%]nl +...+ax+a,=0

olacak bicimde bir n pozitif tamsayist ve a,,a,,...,a, , tamsayilari vardir. Bu

> -1

esitligin her iki tarafi (\/5 )n ile carpilirsa

1+an71\/§+an72(\/§)2+...+a1x(\/5)"71+a0(\/5)" =0
elde edilir. Dolaystyla

(1+2a, ,+4a, ,+...)+2(a,, +2a, 4+...)=0

olur. a, ,+2a, ,+...#0 ise

—(l+2an_2 +4a, , +)

J2-

a, +2a, ;+...

elde edilir ki bu ifade iki tamsayinin bolimii oldugundan bir rasyonel say1 olur. Bu

ise miumkiin  degildir.  Dolayisiyla a4, +2a, ,+...=0 olur. Buradan

1+2a, ,+4a, ,+...=0 elde edilir. 1+2a, ,+4a, ,+... tamsayisi tek bir tamsayi

1
oldugundan bu da bir ¢eliskidir. O halde ﬁ cebirsel tamsay1 degildir.

Tanim 2.3. 4 ve B tamlik bolgeleri ve A< B olsun. 4 bir cisim ve be B

elemani A iizerinde tam olsun. Bu takdirde b ’ye A iizerinde cebirseldir denir [1].

Tanim 2.4.  Q {zerinde cebirsel olan kompleks sayiya bir cebirsel say1 denir [1].

.. 1
Ornek 2.5. bir cebirsel sayidir ¢iinkii x* — 5 =0 denklemini saglar.

a
NG
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Tammm 2.5. A4 ve B tamlik bolgeleri ve A< B olsun. Her he B eleman1 A4

lizerinde tam ise B ’ye A lizerinde tamdir denir [1].

Ornek 2.6. m tamkare olmayan bir tamsayr olmak iizere 7 + ZJm kuadratik

bolgesi Z iizerinde tamdir. Ciinkii her u+v«/% eZ+Z\/Z elemani, 2ue?Z ve

u® —mv* € Z olmak iizere
X =2ux+u’—m’* =0

denklemini sagladigindan, Z + Z~Jm *nin her u+vym elemant Z iizerinde tamdur.

Ornek 2.7. m tamkare olmayan bir tamsayi ve m=1(mod4) olsun.

Z+Z{1+M

2

j kuadratik  bolgesi Z  lizerinde tamdir. Cilinkii  her

a:u+v(l+ﬁJeZ+Z(l+MJ elemani (—2u+v)eZ ve

2

1
uz+uv+z(1—m2)v2 e 7 olmak lizere

1
x? —(2u—v)x+uz+uv+z(1—mz)v2 =0

denklemini saglar. O halde Z+2Z (1 +;/ZJ ‘nin her wu+ v[ ! +;/Z] eleman1 Z

uzerinde tamdir.

Ornek2.8. A ve B tamlik bolgeleri ve Ac B olsun. a4 olsun. beB

elemani A iizerinde tam olsun. ab’nin de A4 {iizerinde tam oldugunu gosterelim.

be B, A iizerinde tam oldugundan
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n n—1 —
b"+a, b" +...+ab+a,=0

olacak bicimde a,,a,,...,a, , € A elemanlari vardir. a € A olsun. O zaman abe B

dir. Yukaridaki polinomun her iki tarafi a” ile garpilirsa
(ab)"+a,.a(ab)"" +..+aa"" (ab)+a,a" =0

n—1
s

olur. Burada a, a,...,a,a" ,a,a" € A oldugundan ab’nin de A iizerinde tam

oldugu goriiliir.

Teorem 2.1. A c Bc C tamlik bolgeleri olsun. Bir ¢ € C elemani A4 {izerinde tam

ise ¢ eleman1 B lizerinde de tamdir [1].

Ispat. ceC elemani, 4 iizerinde tam oldugundan
c"+a, "' +..+ac+a,=0

olacak bi¢imde a,a,,....a, , € A vardir. A< Boldugundan «,a,,...,a, , €B olur.

> -1

Boylece ¢ elemani B iizerinde de tamdir.

Teorem 2.2. A c Bc C tamlik bolgeleri olsun. C bolgesi 4 ilizerinde tam ise C

bolgesi B lizerinde de tamdir [1].

Ispat. ceColsun. C bolgesi 4 iizerinde tam oldugundan, ¢ elemam A iizerinde
tamdir. Teorem 2.1°e gore ¢ eleman1 B iizerinde de tamdir. c keyfi ve ¢ eleman1 B

tizerinde tam oldugundan C bolgesi B iizerinde tamdir.
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Teorem 2.3. 4 ve B tamhk bolgeleri ve 4 B olsun. b,,b, elemanlar1 A4
tizerinde tam olsun. Bu takdirde b, +b,, b, —b,, bb, elemanlar1 da A iizerinde

tamdir [1].

Sonuc¢ 2.1. 4 ve B tamlik bolgeleri ve 4 B olsun. B’nin A iizerinde tam

olan biitiin elemanlarimin kiimesi B 'nin A4 ’y1 igeren bir alt bolgesidir [1].

Sonug 2.2.  Tim cebirsel tamsayilarin kiimesi bir tamlik bolgesidir. Bu kiime Q

ile gosterilir [1].

Teorem 2.4. A< Bc C tamlik bolgeleri olsun. B bolgesi 4 iizerinde tam ve

c € C eleman1 B iizerinde tam ise ¢ eleman1 A iizerinde tamdir [1].

Teorem 2.5. A< Bc C tamlik bolgeleri olsun. C bdlgesi B ilizerinde tam ve B

bolgesi A lizerinde tam ise C bolgesi A ilizerinde tamdir [1].

Tanim 2.6. A4 ve B tamlik bolgeleri ve A< B olsun. B’nin A4 lizerinde tam
olan tiim elemanlarini igeren alt bolgesine, 4 'nin B ’deki integral kapanisi veya tam

kapanis1 denir ve A” ile gosterilir [1].

Teorem 2.6. A ve B tamlik bolgeleri ve 4 < B olsun. Bu takdirde 4 'nin B ’deki

tam kapanis1t 4% ;
Ac A’ < B

sartin1 saglayan bir tamlik bolgesidir. Ayrica her 4 tamlik bolgesi igin A” = A4
oldugu aciktir [1].
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Teorem 2.7. D bir tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen bolge olsun. D ’nin kesir
cismi F olsun. Bu takdirde c € F' elemaninin D iizerinde tam olabilmesinin gerek

ve yeter kosulu ¢ € D olmasidir [1].

Ispat. =: ceD ise ¢ eleman1 x—c =0 denklemini saglar. O halde ¢ eleman1 D

uzerinde tamdir.

< ceFelemant D lzerinde tam olsun. O zaman ¢ elemani,

a,,d,,....a, € A olmak lizere
n n—1 —
x"+a, x" +..+ax+a,=0
biciminde bir polinom denklemini saglar. ¢ € F' oldugundan, re D, seD, s#0,
(r,s)=1 olmak tlizere ¢’yi ¢ = % bi¢ciminde ifade edebiliriz. O zaman
rlta, s+ tars" vas" =0

olur. s elemani D ’nin bir birimi degil ise s’yi bolen bir p asal sayis1 vardir.
r"+a, " 's+...+ars" +a,s" =0denkleminden p|r” elde edilir ve p asal
oldugundan p|r olur. Bu ise (r,s)=1 olmasi ile gelisir. Dolayisiyla s bir birim

olmak zorundadir ve ¢ =rs ' € D olur.

Teorem 2.8. QNQ=7"dir[1].

Ispat. Z bir tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen bolge oldugundan, Teorem 2.7°de
D =7 almirsa F =Q olur. Boylece

ceQNQ <o celZ

elde edilir. Dolayisiyla Q " Q =7 *dir.
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Tanim 2.7. D bir tamlik bolgesi olsun. D ’nin kesir cismi F olsun. F ’nin D

lizerinde tam olan biitiin elemanlarmm kiimesi D 'nin kendisi ise, yani D" =D ise,

D ’ye integralce kapalidir veya tam kapalidir denir [1].

Teorem 2.9. D bir tek tiirlii carpanlarina ayrilabilir bolge olsun. Bu takdirde D
tam kapalidir [1].

Ispat. D ’nin kesir cismi F olsun. Teorem 2.4’e gére D =D olur. Yani D tam

kapalidir.

Ornek2.9. Z+7Z+-3 tam kapali degildir. Z+7Z~-3’iin kesir cismi

Q(\/Z)z{ery\/z x,ye@}’dir. a=l(1+\/3) olsun. ae@(\/z)’diir

2

fakat « ¢Z+7~-3dir. Ayrica «, 7 iizerinde tamdir ciinkii «’—-a+1=0

denklemini saglar. Dolayisiyla «, Z iizerinde tamdir. Boylece Z+Z./—3 tam

kapali olmadig1 goriiliir. Ayrica Teorem 2.9’a gore Z+Z~-3’ln bir tek tiirli

carpanlarina ayrilabilir bolge olmadigi da elde edilir. Buna 6rnek verelim. 4 elemani

Z+Z\/3 de 2, 1+\/3 , 1—\/3 indirgenemez elemanlar olmak tizere
4=2-2=(1+J§)(1—J3)

biciminde, indirgenemez elemanlarin iki farkli carpimi olarak yazilabilir. Cilinkii

burada 2 ne 1+«/3 ne de 1—\/3 ile ilgilidir.

Teorem 2.10. Her cebirsel sayi, a bir cebirsel tamsayi, b de sifirdan farkli bir

rasyonel tamsay1 olmak iizere % bicimindedir [1].
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Ispat. ¢ bir cebirsel say1 olsun. Bu takdirde
c" +ch”’1 +...+a,c+a,=0

olacak bi¢imde a,a,,...,a, , €Q vardir. a,,a,,...,a,_, ’lerin paydalarmimn en kiigiik
ortak katt b olsun. O halde beZ ve her i=0,1,2,....,n—1 igin ba,eZ olur.

Boylece
(bc)” +(ban_1)(bc)n_1 +.. .+(b”71a1 )(bc) +(b”a0) =0

elde edilir. Bu ise bc’nin Z ’deki bir monik polinomun kokii oldugunu gdosterir.

Dolayisiyla bc ’de bir cebirsel tamsayidir. bc =a olsun. Bu takdirde ¢ = % olur. a

bir cebirsel tamsay1 ve b € 7 dir.

C kompleks sayilar cisminin bir alt cismi K olsun. ¢ €C eleman1 K iizerinde

cebirsel olsun. «, K’da cebirsel oldugundan g(«)=0 olacak bigimde sifir
polinomu olmayan bir g(x)e K[x] polinomu vardir. K[x]’de « elemamm kék

kabul eden biitiin polinomlarm kiimesi /, () olsun. Yani

Ie(a)={f(x)eK[x] | f(a)=0}

olsun. 7, ()’ nn sifir polinomunu igerdigi agiktir. Ayrica 7, («), K[x]’in bir
idealidir ve g(x)el, (o) oldugundan 7, (a)=(0) olur. K bir cisim oldugundan
Teorem 1.20°e gore K [x] bir Oklid bélgesidir. Dolayisiyla Teorem 1.18’¢ gére

K[ x] bir esas ideal bolgesidir. O zaman

Ie(a)=(p(x))

olacak bi¢imde bir p(x)eK[x] polinomu vardir. Bu p(x) polinomu tek tiirlii

belirlidir. p,(x)e K[x] polinomu 7, (e ) "y1 iireten baska bir polinom ise

IK(a):<pl(x)>
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olur. Boylece < p(x)>:< pl(x)> elde edilir O halde Teorem 1.3’e gore

u(x)e K[ x] bir birim olmak tizere

pi(x)=u(x)p(x)

olur. Ayrica Ornek 1.9°a gére

elde edilir. Béylece p(x) polinomu monik polinom olarak kabul edilebilir. O zaman

I (a)= < p( x)> ifadesindeki p(x) polinomu tek tiirlii belirli olur.

Tanim 2.8. C’nin bir alt cismi K olsun. ¢ € C elemant K tlzerinde cebirsel

olsun. Bu takdirde

olacak bigimde tek tiirlii belirli monik bir p(x)e K[ x] polinomu vardir. Bu p(x)

polinomuna ¢ 'nin K ’daki minimal polinomu denir ve bu polinom ind (a) ile

gosterilir [1].

Tanim 2.9. C’nin bir alt cismi K olsun. o € C elemani K 1lzerinde cebirsel

olsun. Bu takdirde & nin K *daki derecesi der, () diye yazilir ve
der, () =der<indK (0:))

olarak tanimlanir. K =Q ise der ( a) yerine der(a) yazilir [1].
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Teorem 2.11. C’nin bir alt cismi K olsun. o € C eleman1 K 1izerinde cebirsel

olsun. Bu takdirde ind ; () elemam K [x]’de indirgenemezdir [1].

Ornek2.9. a=(1 +i)/«/5 €C sayis1 x*+1eQ[x] polinomunun bir kokiidiir.

x* +1 polinomu monik ve Q[ x]’de indirgenemez oldugundan

1+ 1+
indQ(— =x*+1 ve der| —
ﬁ) Eﬁ]

elde edilir.

4

Ornek 2.10. K:Q(ﬁ)z{a+bﬁ

a,be@} cismi olsun. a=(1+i)/\/§e(C

olsun. Bu takdirde « sayisi xz—\/zx—i-leK [x] polinomunun bir kokidiir.

x* =[2x+1 polinomu monik ve K [ x] de indirgenemez oldugundan

. 1+ 2 1+
1ndQ(ﬁ)(—]=x —«/5x+1 ve derQ(ﬁ)(—j=2

N5 N5

elde edilir.

Ornek 2.11. K:Q(\/—_l):{a+b\/—_l

a,be Q} cismi olsun.
a:(1+i)/x/5€(C olsun. Bu takdirde a sayisi xz—\/—_leQ(\/—_l)[x]
polinomunun bir kokiidiir. x> —\/—_1 polinomunun iki koki ir( 1+i ) / 2 ¢ Q(\/—_l )

oldugundan x* — J-1 polinomu Q ( J-1 ) [ x] ’de indirgenemezdir. O halde

ind 2

I+ 2 1+i
el F ol (F)

elde edilir.
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Ornek 2.12. K:Q(E):{mbﬁ

a,be Q} cismi olsun.

a=(1+i)/«/§e@ olsun. . Bu takdirde « sayist xz—\/zx—leQ(\/z)[x]

polinomunun  bir  kokiadir.  x>—<—2x-1  polinomunun  iki  koki
(\/31 \/5)/2 & @(E) oldugundan x>—+/—2x—1 polinomu Q(\/z)[x] “de
indirgenemezdir. O halde

) 1+i 5 1+
1ndQ(V,_2)($j:x —\/zx—l ve derQ(J_z)(ﬁJ:2

elde edilir.

Tamim 2.10. « €C sayist C’nin bir K alt cismi lizerinde cebirsel olsun. « 'nin

K ’daki eslenikleri, ind (a) ‘nin C *deki kokleridir [1].

Ornek 2.13. Ornek 2.8’c gore ind, ((1+7)/v2)=x*+1 idi.

o F) AN AE)
oldugundan (1+i)/+/2 *nin Q *daki eslenikleri

1+i 1-i —-1+i -—-1-i
NN IEENCERNGY

dir.

Ornek 2.14.  Ornek 2.9’ gore ind@(ﬁ)((l+i)/\/§):x2—\/5x+l idi.
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oldugundan (1+ i ) / V2 "nin Q(\E ) ’daki eslenikleri

i 1o
NN

dir.

Teorem 2.12. C ’nin bir alt cismi K olsun. ¢ € C sayis1 K {izerinde cebirsel olsun.

Bu takdirde « 'nin K ’daki eslenikleri birbirlerinden farkhidir [1].

Teorem 2.13. « bir cebirsel tamsay1 ise « 'nin Q ’daki eslenikleri de birer cebirsel

tamsayidir [1].

Ornek 2.15. a= 3/5—3/2 olsun. O zaman
o’ =2—6%/§+6i/2—4=—2—6(%/5—%/2)=—2—6a

olur. Yani a sayis1 x’+6x+2eZ[x] monik kiibik polinomunun bir kokiidiir.

Dolayisiyla o  bir cebirsel tamsayidir. x°+6x+2 polinomu Eisenstein

indirgenemezlik kriterine gore Z[x] ’de indirgenemezdir. Dolayisiyla
ind, (a)=x"+6x+2

olur. indQ(a) ‘nin diger iki kokii ise, w birim elemanin bir kompleks kiip kokii

olmak lizere
o =wi2—w 4, o =w*2-wia

dir. Dolaysiyla ' ve " de birer cebirsel tamsayidir.

Teorem 2.14. « bir cebirsel tamsayi ise ind, (e ) € Z[x] dir [1].
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Tamim 2.11.  Q[x]’de indirgenemez olan bir kuadratik x°+ax+beQ[x]
polinomunun bir & (e C) kokiinii Q ’ya ekleyerek elde edilen Q(«) cismindeki
cebirsel tamsayilar belirleyelim. Burada Q(« ), C’nin hem Q’yu hem de « ’yi
iceren en kii¢iik alt cismidir. Ayrica x* +ax+b polinomu Q[x] ’de indirgenemez
oldugundan o ¢ QQ ’dur. Agikca goriiliir ki,

m
@(a):{a0+ala+...+ama

n
b,+ba+...+ba

mmnel” U{O}, Ayslyye.nd, by b, ;b €Q
by+boa+...+ba"#0

dir. @’ =—b—aa oldugundan ¢,,d, € Q olmak iizere a* =c, +d,a (k=2,3,...)

elde edilir. Dolayisiyla

e, +ea

@(“)z{fo+ﬁa

ep.e fo. 11,6 Q, (fo,fl)i(o,())}

dir. (fo,fl);t(0,0) oldugundan f;—af,f,+bf; =0’ dir ve

e, tex e fo—aef, +bef, N efo—ef)
= o
Sot+fia foz_afof1+bf12 foz_af0f1+bf12

olur. Béylece a® +aca +b =0 olmak iizere
Q(a)={x+ya| x,ye@}

elde edilir. Q(«) cismine bir kuadratik cisim veya Q *nun bir kuadratik genislemesi

veya ikinci dereceden genislemesi denir.

Teorem 2.15. K bir kuadratik cisim olsun. Bu takdirde K = Q(\/Z ) olacak bicimde

tek tiirli belirli bir karesiz m tamsayisi vardir [1].
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Teorem 2.16. K bir kuadratik cisim olsun. K = Q(\/; ) olacak bi¢imde tek tiirli

belirli karesiz tamsayr m olsun. Bu takdirde K ’daki cebirsel tamsayilarin kiimesi

Oy

Z+Z\fm , m=2,3(mod4) ise

0. -
‘ Z+Z[l+ﬁj . m=1(mod4) ise

ile verilir [1].

Tanim 2.12. m karesiz bir tamsay1 olmak lizere K = Q(\/Z ) kuadratik cismine,

K c R ise reel kuadratik cisim, K & R ise sanal kuadratik cisim denir. Yani m >0

ise K reeldir, m<0 ise K sanaldir [1].

Teorem 2.17. K bir sanal kuadratik cisim olsun. Bu takdirde, w birim elemanin bir

kompleks kiip kokii olmak tizere

{£1,%i}=7Z, , K=Q(\/?1)ise
U(0,)=1{tLewsw?}=Z, | Kz@(\/—_3)ise
(1} =7, , diger durumlar

dir [1].

Tanim 2.13. C ’nin bir alt cismi K ve o €C olsun. C’nin hem K ’y1 hem de «

y1 igeren biitiin F alt cisimlerinin arakesiti K (o ) olsun. Yani

K(a)= O F

acF
KcFcC
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olsun. Bu kesisim bostan farklidir. Ciinkii C kompleks sayilar kiimesi zaten hem K
y1 hem de « ’yi1igeren boyle bir cisimdir. C ’nin alt cisimlerinin kesisimi yine C ’nin
bir alt cismi olacagindan, K (a) kesisim cismi, hem K ’y1 hem de « ’y1 igeren en
kiigiik cisimdir. K (o )’mn K ’ya tek bir & elemanmimn eklenmesi ile elde edildigini
soylemistik. Simdi L, C’nin bir alt cismi olsun. L =K («a) olacak bigimde bir
a € C varsa, L’ye K ’nin bir basit genislemesi denir. Agikca goriiliir ki, ¢ € K ise

K(a)=K olur. K< C ve a €C igin

b, +ba+...+b.a*
L=
c,+ea+...+c,a" #0

h
CotCad+...+c,a

k,heNu{O}, by.b,,....b,.cy.Cy...0C, EK}

olsun. Bu takdirde L kiimesi, C’nin hem K ’y1 hem de « ’y1 igeren bir alt cismidir.
Ayrica C’nin hem K ’y1 hem de « ’y1 igeren her alt cismi L 'nin biitlin elemanlarini
icermek zorundadir. Dolayisiyla L, C’nin hem K ’y1 hem de « ’y1 igeren en kiiciik

alt cismidir. Yani L =K () dir [1].

a €C sayist K’da cebirsel ve « 'nin K ’daki minimal polinomunun derecesi »

olsun. Yukaridaki tanima gore, K(a)’mn her £ elemant
f(x)=b0+b1x+...+bkxk eK[x], g(x)=c0+clx+...+ckxk eK[x], g(a)=0

olmak tzere

bi¢imindedir. Bu ise indy(a)fg(x) demektir ve indg(a), K[x]'de

indirgenemez oldugundan

<indK (a),g(x)>:K[x]

olur. Dolayisiyla Teorem 1.15’den dolay1

m(x)ind (a)+n(x)g(x)=1
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olacak bicimde m(x),n(x)eK[x] polinomlar: vardir. & sayist irry () nm bir

kokii oldugundan
n(a)g(a)=1

elde edilir. Buradan

oldugu goriiliir. Dolayisiyla, K (a)’mn her f elemani, ¢ 'nin K ’dan katsayili bir

polinomu olarak ifade edilebilir. Yani / negatif olmayan bir tamsayr ve

d,,d,,....,d, e K olmak lizere
B=d,+da+..+d,a'
bigimindedir.

h(x)=d, +dx+...+d,x' eK[x]

olsun. O zaman B=h(a) olur. K bir cisim olduundan #(x)’i ind.(&)’ya

bélebiliriz. Boylece u(x)e K[x], v(x)e K[x] polinomlar olmak iizere
h(x)=u(x)ind (a)+v(x), deg(v(x))< deg(indK (a)) =n
olarak yazilabilir. ind (a) ‘nin bir kokii @ oldugundan

h(a)=v(a)

dolayistyla

p=v(a)
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elde edilir. Sonu¢ olarak K(«)’nn her elemam, aga,,....a, €K Ve

n= der( ind . (a)) olmak iizere
n-1
a,+a,a+..+a, a

bicimindedir. Boylece asagidaki teoremin ispat1 verilmis olur.

Teorem 2.18. C’nin bir alt cismi K olsun. ¢ €C sayist K’da cebirsel olsun.

n= der(ind P (a)) olsun. Bu takdirde
K(a)={a0 taa+..+a,_a"" | a,a,....a,, eK}

dir [1].

Teorem 2.19. C ’nin bir alt cismi K olsun. € C sayis1 K ’da cebirsel olsun ve «

nin  derecesi der, (a)= der( ind, (& )) =n olsun. K(«) genislemesinin K

iizerinde derecesi [K ( a) K ] olarak yazilir ve

[K(a):K]zn

olarak tanimlanir [1].

Ornek 2.16. m karesiz bir tamsayr olsun. Bu takdirde JmeC sayi1sl

x*—~meQ[x] polinomunun bir kokiidiir. m karesiz oldugundan +/m ¢ Q dur.
Boylece x> -m= (x+«/%)(x—x/%) oldugundan x*—m polinomu Q[x]’de

indirgenemezdir. Dolayisiyla
ind (M) =x>—m

olur. Teorem 2.18’e gore
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Q(Vm)={a,+am|a,.a Q|

olur. Buradan
[a(vm)-a]->

elde edilir. Yani (Q)( \/E ) , Q@ ’nun bir kuadratik geniglemesidir.

]

1
Ornek 2.17. a= (5+\/ﬁ)4 +(5—«/ﬁ)é e R olsun. Bu takdirde

& (5417 )#3(54417 ) (5-17) P +3(546417 ) (517 ) 4(5-417 )
~1043(317) " (5-317) | (54 417) + (5-47)
:10+3[(5+\/ﬁ)(5—\/ﬁ”%a

~10+38" ¢
~10+6a

olur. Yani a sayisi x* —6x—10 e Z[ x| monik polinomunun bir kékiidiir. Dolayisiyla

a sayist bir cebirsel tamsayidir. Ayrica x’—6x-10 polinomu Eisenstein

indirgenemezlik kriterine gore indirgenemezdir. O zaman
ind, (a)=x"-6x-10

olur. Dolayisiyla Teorem 2.18’den dolay1

Q(a)= {ao tao+a,a’ |ag,a,.a, € Q}

ve

[Q(a):Q]=3

elde edilir. Yani Q(« ), Q "nun bir kiibik genislemesidir.
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Tamm 2.14. C’nin bir alt cismi olan K’ya, sonlu sayida «,,a,,...,a, €C
(k>2) elemanin eklemeyle elde edilen cismi K (al,a2,...,ak) ile gosterecegiz.
K(al,az,...,ak) cismi, C’nin hem K’y1 hem de «,’leri igeren en kiiciik alt
cismidir. Yani K(al,az,...,ak) cismi, C’nin hem K’y1 hem de ¢, ’leri igeren
biitlin alt cisimlerinin arakesitidir. K (al,a2,...,ak) cismine K 'nin bir ¢oklu
genislemesi denir. «,,,,...,«, larin sirasinin  bir 6nemi olmadig agikardir.

K ( a,0,,...a, ) cismi, pespese k tane tekli ekleme olarak da kabul edilebilir. Yani

K(al,az,...,ak):K(al,az,...,akfl )(ak)

olarak goriilebilir [1].

Teorem 2.20. C’nin bir alt cismi K olsun. ¢ C ve feC elemanlart K ’da

cebirsel olsun. Bu takdirde
K(a,p)=K(7)

olacak bigimde K ’da cebirsel olan bir y € C eleman1 vardir [1].

m

Ispat. p(x)=ind,(a) ve g(x)=ind; (/) olsun. O zaman «, =, a,,...,a,, ler
a ’'nin K ’daki eslenikleri ve g, =p,f,,..., 5, ler f’nin K ’daki eslenikleri olmak

uzere

p(x)Z(x—a1 )...(x—ocm)eK[x], q(x)Z(x—,b’1 )...(x—,b’n)eK[x]
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dir. Teorem 2.12°ye gore tiim «,’lerin (i =1,2,...,m) farkli oldugunu ve g, lerin

(j=12,...,n) farkli oldugunu biliyoruz.

a, —a,
S = :
{IBI -a,

olsun. S kiimesi sonlu sayida kompleks sayidan olusur. S ’nin tiim elemanlarindan

r,s=012....om; t,u=12,....m t#u }

farkli olan bir ¢ sayis1 segelim. Boylece ¢ ’nin segilimi ile birlikte mn tane

al.+c,8j (i:1,2,...,m; j=1,2,...,n)

elemanlarmim hepsi de farkli olur. y=a,+cfB =a+cf ve K, =K(y) olsun.

Ayrica

p,(x)=p(y—cx)ek,[x]

olsun. O zaman

p.(B)=p(r-cf)=p(a)=0

bulunur. ¢(£)=0 oldugundan S sayismin hem p,(x)’in hem de ¢(x)’in bir
ortak kokii oldugu goriiliir. $imdi p, (x) ve g(x)’in baska ortak kokii olmadigimn

gosterelim. 1 eC elemamt A # £ olmak iizere p,(x) ve ¢(x)’in bir ortak kokii

olsun. A elemani ¢ (x)’in B =g, den farkli bir kokii oldugu i¢in 1=/, olacak
bigimde bir j €{2,3,...,n} vardir. O zaman p(}/—cﬂj ) =p, (,Bj )=0 olur. O halde

y—cfB, elemani p(x)’in bir kokiidiir. Dolayisiyla y —cf, elemam «,a,,...,a

m

lerden birine esit olmalidir, bu o, (k e{l2,..., m}) olsun. O halde
a,tcf, =y=a +cp
elde edilir. Buradan

ooy

c=
ﬁj_ﬁl
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olur ki bu ¢ "nin segimi ile gelisir. Dolayisiyla p, (x) ve ¢(x)’in 4 ’dan baska ortak
kokii yoktur. Simdi A(x)=irr, () olsun. O zaman h(x) ‘ p.(x) ve h(x) ‘ q(x)
bulunur. p,(x) ve g¢(x)’in C’de sadece bir tane ortak kokii oldugundan
degh(x)=1 olur. Dolayisiyla bir 5 e K, eleman igin s (x)=x+5 olur. Ayrica

0=h(B)=B+6 oldugundan S =-5 K, elde edilir. Béylece
K(a.p)K,~K(y)

oldugu gosterilmis olur. Ayrica y =a +cf e K (a, ) oldugundan
K(7)<K(ap)

elde edilir. Dolayisiyla

K(a.p)=K(7)

olur.

Teorem 2.21. C’nin bir alt cismi K olsun. «,«,,...,«, ler K da cebirsel olsun.

Bu takdirde
K(a],az,...,an):K(a)

olacak bi¢imde K ’da cebirsel olan bir & € C elemani vardir [1].

Eger K, C’nin bir alt cismi ve ae€C, feC elemanlart K ’da cebirsel ise
K(a,B)=K(y) olacak bigimdeki K ’da cebirsel olan y € C elemamnin nasil
bulunacagi Teorem 2.20’nin ispatindan elde edilir. Tek yapilmasi gereken, «,’ler «
nin esleniklerini, S,’ler de S ’nin esleniklerini tarar iken «, + ¢/, lerin hepsini de

birbirinden farkli yapacak bir ¢ rasyonel sayist bulmak. Bodylece

K(a,B)=K(a+cp) olur.
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Ornek 2.18. Q( \/5 ,\/g ) cismini basit bir genisleme olarak gosterelim. \/E ‘nin Q

daki eslenikleri \/E ve —\/5 *dir. \/5 tin Q ’daki eslenikleri \/g ve —\/5 ’tur. Teorem

2.20’nin ispatindaki c¢=1 alinirsa; \/5+\/§, \/5—\5 , —x/5+x/§ ve —\/5—\/5

elemanlarinin  hepside birbirinden farklidir. Bdylece Teorem 2.20’ye gore

Q( -2 ,\/5 ) = Q(\/E +3 ) elde edilir. Simdi J2 ++/3iin bir cebirsel tamsay1

oldugunu gosterelim. o = V2 ++/3 olsun. Buradan,

a’=5+2J6

a’-5=26

a'-10a” +25=24

elde edilir. Dolayisiyla o sayisi

f(x) =x*—10x*+1le Z[x]

monik kuartik polinomunun bir kokiidiir. O halde o bir cebirsel tamsayidir. Son
olarak f (x) polinomunun Z[x] ’de indirgenemez oldugunu gosterelim.
f(£1)=—8#=0 oldugundan f(x)’in Z[x]’de hi¢ lineer g¢arpam yoktur.
Dolaysiyla  f(x)’in Z[x]’de carpanlara ayrilisi, eger varsa, Z[x]’deki iki

kuadratik polinomun ¢arpimi bigimde olmalidir. O zaman a,b,c,d € Z olmak iizere
xt=10x*+1= (x2 +ax+b)(x2 +cx+d)

biciminde ¢arpanlarina ayrilsin. Katsayilari esitlersek;
a+c=0, b+ac+d=-10, bc+ad =0 ve bd =1

elde edilir. Ik ifadeden ¢ = —a, son ifadeden de b =d ==+1"dir. Yani b+d =12 elde
edilir. O zaman ikinci ifade @’ =8 veya a’ =12 olur ki bu ise tamsayilarda miimkiin
degildir. Dolayisiyla  f(x) polinomu Z[x]’de dolayisiyla da  Q[x]’de

indirgenemezdir. Sonug olarak

indQ(\/E+\/§)=x4—10x2+l
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[0(V2.3):0]=[g(vZ+\5):0]=4

oldugu goriiliir.

Teorem 2.22. C’nin bir alt cismi K olsun. a € C sayis1 K ’da cebirsel olsun.

Bu takdirde K (o )’mn her S elemani K ’da cebirseldir. Ayrica f’nin K ’daki

derecesi, @ 'min K *daki derecesinden kiigiik veya esittir. Yani der, (8)<der, ()

dir [1].

Tamim 2.15. @Q rasyonel sayilar cismine, «,,c,,...,a, ler cebirsel sayilarinin
eklenmesiyle olusturulan Q(al,az,...,an) bi¢cimindeki C’nin alt cismine bir

cebirsel say1 cismi denir [1].

Teorem 2.23. K bir cebirsel say1 cismi ise K=Q(6) olacak bi¢imde bir 6

cebirsel sayist vardir [1].

Ispat. Teorem 2.18’de K =Q alinirsa istenilen elde edilir.

Teorem 2.24. K bir cebirsel sayr cismi ise K =Q(0) olacak bi¢imde bir &

cebirsel tamsayist vardir [1].

Ispat. K bir cebirsel say1 cismi olsun. Teorem 2.23’¢ gére K :@(¢) olacak

bigimde bir ¢ cebirsel sayisi vardir. Teorem 2.10’a gore, € bir cebirsel tamsay1 ve b
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de sifirdan farkli bir rasyonel tamsayr olmak iizere ¢=% biciminde yazilabilir.

Boylece

K=0Q(4)=0(%)-2(0)

olur.

Teorem 2.25. K bir cebirsel say1 cismi olsun. € bir cebirsel sayr olmak iizere

K=Q(0) olsun. ind,(@)=n olsun. Bu takdirde K’min her elemam

Cy>CyseesC,y € Q olmak lizere
n—1
c,+cO+...+c, 0

bi¢iminde tek tiirlii olarak ifade edilebilir. Ayrica c,,c,,...,c, , €Q olmak iizere

¢, +c,@+...+c,_0"" bigimindeki her ifade K 'nin bir elemanidir [1].

Ispat. Teorem 2.18’de K = Q aliirsa istenilen elde edilir.

Tamim 2.16. K cebirsel say1 cisminde bulunan biitlin cebirsel tamsayilarin kiimesi

O, 1le gosterilir. Yani O, =Q K dir [1].

Teorem 2.26. K bir cebirsel sayr cismi olsun. Bu takdirde O, bir tamlik

bolgesidir[1].

Ispat. Sonug 2.2°den dolayr Q’min bir tamlik bdlgesi oldugu bilinmektedir ve
Qc C’dir. Ayrica K bir cisim ve K< C’dir. O halde O, =QnK bir tamlk

bolgesidir.
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Tanim 2.17. O, ’ya K cebirsel say1 cisminin tamsayilar halkas1 denir [1].

Teorem 2.27. K bir cebirsel say1 cismi olsun. Bu takdirde O, ’nin kesir cismi K

olur[1].

Ispat. O, ’nin kesir cismi F ve a€F olsun. O zaman heO,, c€O,, c#0

K

olmak ilizere o = 4 bigimindedir. O, < K oldugundan be K, ce K’dir. K bir
cisim oldugundan « = % € K olur. O halde F < K elde edilir.

Simdi « € K olsun. Teorem 2.10’a gore, b bir cebirsel tamsay1 ve ¢’de sifirdan
farkli bir rasyonel say1 olmak iizere o = 4 bi¢cimindedir. b=ac € K oldugu agiktir.

Boylece beO, olur. Dolayisiyla a:% e F’dir. O halde Kc F elde edilir.

Sonug olarak K = F oldugu goriiliir. Yani O, 'nin kesir cismi K ’dir.

Teorem 2.28. K bir cebirsel say1 cismi olsun. Bu takdirde O, tam kapalidir [1].

Ispat. Teorem 2.27’ye gore O, ’nin kesir cismi K ’dir. f € K eleman1 O, lizerinde
tam olsun. g € O, oldugunu gosterelim. O, , Z lizerinde tam oldugundan, Teorem

24’e gore, B eleman Z fzerinde tamdir. Yani £ elemant K ’da bir cebirsel

tamsayidir. O zaman S € O, olur. O halde O, tam kapalidir.

Teorem 2.29. K bir cebirsel say1 cismi olsun. Bu takdirde O, 'nin sifirdan farkli

her ideali sifirdan farkli bir rasyonel tamsay1 igerir [1].
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Ispat. 7#{0}, O,’min bir ideali olsun. ael,a=0 segelim. aeclcO,
oldugundan « bir cebirsel tamsayidir. ind, (e )=x"+bx"" +...+b, olsun. b, =0
oldugunu gdsterelim. n=1 ise ind,(a)=x+b, olur. Yani a+b =0 elde edilir.

Dolayisiyla b, =—a #0’dir. n>2 ise Teorem 2.11°¢ gore irr, ( 0:) polinomu Q[x]
de indirgenemez oldugundan b, = 0 ’dir. « bir cebirsel tamsay1 oldugundan Teorem

2.14’¢ gore ind, (o) € Z[ x] dir. O zaman b,,b,,...,b, € Z olur. Dolayisiyla

b,=—a"-ba""'—...—bael

n

elde edilir. Yani b, sifirdan farkl bir rasyonel tamsayidir ve / ’nin bir elemanidir.

Teorem 2.30. K bir cebirsel say1 cismi olsun. /, O, 'nimn sifirdan farkli bir ideali

olsun. Bu takdirde K =Q( ) olacak bigimde bir y € / vardir [1].

Ispat. Teorem 2.2°ye gore K :Q(G) olacak bi¢imde bir 8 € O, vardir. Teorem

2.7’ye gore bir ce ZN1I, c#0 rasyonel tamsayist vardir. y =c6 olsun. 6 O, ve
cel oldugundan yel olur. Ayrica cel.— { O} oldugundan

Kz(@(@):@(cy):@(y) elde edilir. Yani Kz(@(}/) olan bir y € I vardir.

Teorem 2.31. K bir cebirsel say1 cismi ve K ’nin Q ’daki derecesi n olsun. Bu
takdirde tam olarak » tane farkli o, :K —-C (k=12,...,n) monomorfizmasi

(birebir homomorfizmasi) vardir [1].

Ispat. Teorem 2.23’¢ gore K =@(0) olacak bicimde bir € cebirsel sayist vardir.

p(x)=ind () olsun. Bu takdirde
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derp(x):der(indQ(Q)):[Q(G):Q]=n

olur. O zaman Teorem 2.12’ye gore 6 'nin Q ’da n farkli eslenigi vardir ve bunlar

0,=6,0,,...,0, olsun. O zaman

p(x):(x—@1 )(x—@z )...(x—@n)

olur. Teorem 2.25’ye gore, K 'nin her « eleman, a,a,,....a, , € Q olmak iizere

a=a,+a,0+...+a, 0" bigiminde tek tiirli olarak ifade edilebilir. Béylece

n-1

k=1,2,...,n i¢in

o,:K—>C

n—-1

n=11Y\ _ n—l1
Gk(a0+a1¢9+...+a g )—a0+a19k+...+an719k

ile tanimlayabiliriz.

Simdi o, (k=1, 2,...,n) ’larin birer cisim homomorfizmasi oldugunu gdésterelim.

Once o, (kzl,Z,...,n)’larm toplamsal oldugunu gosterelim. O zaman

Ayydys--d, 1,0y, b,,...,b,  €Q olmak lizere

LRGP ]

a=a,+a0+...+a, 0", f=b,+b0O+...+b 0"

n-1 n—1

biciminde yazilabilir. Boylece

a+ﬂ:(a0 +bo)+(a1 +b, )0+...+(a +b, )9"*1

n-1

elde edilir. Dolayisiyla

o, (a+pB)=(a,+b,)+(a,+b, )0, +..+(a, +b,,)6;"
=(a0 +a,0,+...+a, 0" )+(b0 +5b,0, +...+b,1716'k”“)

:Jk(a)+0'k(,6’)

olur. Yani o, toplamsaldir.

Simdi o, (k=1,2,...,n) larm ¢arpimsal oldugunu gdsterelim. Ayn1 gosterim ile
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f(x)=a,+ax+...+a, x"" eQx], g(x)=b, +bx+...+b, x"" € Q[x]

olsun. Béylece

f(0)=a,g(0)=p

olur. Q[x]*de f(x)g(x) polinomunu p(x) polinomuna bolersek
£(x)g(x)=p(x)g(x)+r(x). derr(x)<der p(x)=n

olacak bigimde bir ¢(x)eQ[x] bolimii ve bir r(x)eQ[x] kalam elde edilir.
p(6)=0 oldugundan

ap=1(0)g(0)=p(0)q(0)+r(0)=r(0)

olur. Ayrica p( 0, ) =0 oldugundan

Uk(aﬂ):ak(r(ﬁ)):ak(r(ek))=p(9k)q(@k)+r(¢9k):f(é?k)g(ek):ak(a)ak(ﬂ)

elde edilir. Yani o, c¢arpimsaldir. Bdylece o, (k:1,2,...,n)’lar1n birer

homomorfizma oldugunu gostermis olduk.

Simdi o, (k=12,...,n) larm birebir oldugunu gosterelim.
a=a,+al+...+a, 0" €K ve [=b,+b0+...+b 0" €K olmak iizere

o,(a)=0,(B) olsun. O zaman

n-1 __ n—1
a,+a,0,+...+a, 0/ =b,+b0,+...+b, 0]

(ay—by)+(a,=b,)0,+...+(a,,~b,,)0;" =0
olur. Yani 6, 'nin

(ao -b, )+(a1 -b, )x+...+(an_] -b, )x"’1 € (@[x]
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polinomunun bir kokii oldugu goriilii. Bu polinomun derecesi »’den kiigiiktiir.
Ayrica der(ind . (Hk )) =der p(x)=n oldugu biliniyor. O halde yukaridaki bu
polinom sifir polinomu olmalidir. Boylece

a,—b,=0,a,-b,=0,...,a

-b,_,=0

n—1 n—1

dir. Buradan

=b

n—1 n—1

:bl 5 vy a
olur. O zaman

a=a,+a0+...+a, 0" =b,+bO+...+b _0"" =p

n-1

elde edilir. Yani o, birebirdir. O halde o, (k=12,...,n)’lar birer birebir

homomorfizma olduklarindan birer monomorfizmadir.

Simdi K ’dan C’ye &,,5,,...,0, ’den baska monomorfizma olmadigini gosterelim.

A : K — C bir monomorfizma olsun. O zaman

olur. Yani /1(6?), p(x)’in bir kokiidir ve p(x)’in kokleri 6 ’nin eslenikleri

oldugundan

olacak bi¢cimde bir k € { ,2,..., n} vardir. O zaman
A(0)=0,(0)
yazilabilir. Boylece her a,a,,....a, , €Q i¢in

n-11Y\ __ n-1 __ n-1
ﬂ,(a0+a10+...+a”71o9 )—a0+a19k+...+a”719k —Jk(a0+a19+...+an_ll9 )

olur. Buda A=0, oldugunu gosterir. Sonug olarak {ak ‘k =1, 2,...,n} kiimesi K

dan C’ye biitiin monomorfizmalari igerir.
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k=1,2,...,n igin

o (K)=0,(Q(0))
:{O'k(a0+a19+...+an_19"’])‘ao,al,...,an_le(@}
:{a0+a10k +.o.ta, 0 ‘ao,al,...,aw1 e@}
-2(4,)
elde edilir. Yani o, :Q(H)—)Q(Hk) birer izormorfizmadir. Dolayisiyla tim

Q(6,) (k=12,...,n) cisimleri izomorfiktir.

Tanim 2.18. K bir cebirsel say1 cismi olsun. K = Q(H) bicimindeki say1 € olsun.

0,=6,0,, ..,0

n

ler @’nin Q ’daki eslenikleri olsun. Bu takdirde
o(0)-a(0)-£. 9(0). .. 2(0,

cisimlerine K ’nin eslenik cisimleri denir [1].

Teorem 2.32. K bir cebirsel say1 cismi olsun. K = Q(Q) bi¢cimindeki bir cebirsel
sayt 6 olsun. 0, =6, 6,,...,60, ’ler 0’nin Q ’daki eslenikleri olsun. K :Q(¢)

bigimindeki baska bir cebirsel say1 ¢ olsun. ¢ ,c,,...,c, , € Q olmak lizere

p=c,+c,0+...4¢c, 0"

n-1
olsun. £k =1,2,...,n i¢in

_ n—1
¢, =c,+c,0,+...+c, 0,

olsun. Bdylece ¢, = ¢ olur. Bu takdirde ¢,,4,,...,¢, ler ¢ 'nin Q ’daki eslenikleridir

Ve
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Q(6,)=0(¢,) (k=12.....n)

dir [1].

Tanmim 2.19. K bir cebirsel sayr cismi ve K ’nin Q ’daki derecesi n olsun.
6ecO, igin K = Q(H) olsun. 6,=6, 6,, ..., 6, ’ler 0’nin Q ’daki eslenikleri olsun.

a €K igin tek tirli belirli ¢ ,c,,...,c, , rasyonel sayilari

a=c,+c,0+...+c, 0"

n—1
olacak bi¢cimde vardir. £ =1,2,...,n i¢in
a,=c,+c,0,+..+c, 0 Q(0,)

olsun. Bu «a, =a,a,,...,a, cebirsel sayilarina « 'nin K eslenikleri denir. ¢ 'nin

n

K eslenikleri «’ya o, :K —>C (k =1, 2,...,n) monomorfizmalar1 uygulanarak

elde edilir. k=1,2,....n i¢in o, () =a, €Q(8, ) dir [1].

Ornek 2.19. 9= \/5+ \/5 olmak tlizere K = Q( 0) olsun. Ornek 2.18’den dolay1

ind, (€)=x"-10x”+1 oldugu biliniyor.
x“—lez+1:(x—\/z—\/g)(x—\/f+\/§)(x+\/§—\/§)(x+ 2+\/§)
oldugundan, € ’nin eslenikleri
0,=N2+3,0,=V2-3,0,=—2+3,0,=—2-3

olur. & =243 sayisini ele alalim. O zaman Ornek 2.18’e gore

aeQ(V3)cQ(v2,3)=0Q(v2+43)=0Q(0)=K

olur. Dolayisyla @ = a+b8+c6” +d0’ olacak bigimde a,b,c,d € Q vardur.
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2\/§=a+b(ﬁ+\/§)+c(«/§+\/§)2+d(«/§+\/§)3
=(a+5¢)+(b+11d )N2 +(b+9d )3 +2c/6

ifadesinden a+5¢=0, b+11d=0, b+9d =2, 2c=0 olur. Yani a=0, b=11,
c=0, d =-1 elde edilir. Boylece

a=110-6°

olur. O halde o 'nin K eslenikleri
a,=a=110-6° =23
a,=110,-6} =23
a,=110,-6 =23

a,=110,-6} =23

olarak bulunur.

Tanim 2.20. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. o€ K olsun.
a, =a,a,,...,a,’ler a’nn K eslenikleri olsun. Bu takdirde « 'nin K iizerindeki
cisim polinomu

n

cisK(a):H(x—ak)

k=1

olarak tanimlanir. cis (& ) € C[x] oldugu agiktir [1].

Teorem 2.33. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. & € K alalim. Bu

takdirde cis, (o) e Q[x] dir [1].
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Ornek 2.20. x’+1lx+4¢€ Z[x] kiibik polinomu indirgenemezdir. Bu polinomun
ti¢ kokii 6, =0, 6,, 6, olsun. Bu koklerden birisi reeldir, diger ikisi reel degildir ve

biri digerinin kompleks eslenigidir. K = @( 49) olsun. Boylece

[K:(@]=der(ind(@(ﬁ)):der(x3 +11x+4):3

2
olur. a =

e K olsun. cis (&) y1 bulalim.

ch(a):{x-(gf;@{IH;_(ez;95]J£x_(93;9;Jj

dir. cis (a)=x"+a,x’ +a,x+a, dersek;

0,+6; 0,+0; 0, +0;
a2=—( 1+2 1)—( 2; 2)—( 3; 3):—%(elwz+93)—%(ef+9§+9;)
a = ((6,+07)(0.+02 ) +(0.+0)(0,+03 ) +(6,+ 03 )(0,+6))

1[ (0.0, +6,0,+0,0,)+(0,0; +6,0,+0,0; +0;0, +0,0] + 036, )

T4l +(0207 +0202 +020?)

ao:—%(491+012)(02+022)(03+6’32)
=—%919293(1+91)(1+92)(1+¢93)

- ‘éa% (1+(60,+0,+0,)+(0.6,+6,0,+6.0,)+0,60,6,)

olur. Ayrica
x° +11x+4:(x—6’1)(x—6’2 )(x—6’3)

idi. Buradan

0,+0,+0,=0
0,0,+0,0,+0.,0, =11
0,0,0, =4
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elde edilir. Bunlar kullanilarak

02 +02+02=(0,+0,+0,) ~2(0,0,+0,0,+6,0,) =22

0.0; + 0,07 +076] =(6,0,+0,0, + 0,0, )2 ~20,0,0,(6, +0, +0, ) =121

0,05 +6070, + 0,07 + 070, +0,0] + 050, =0,0,(0,+6,)+0,0,(0,+6,)
+0,0,(0, +0,)=-30,0,0, =12

bulunur. Dolayisiyla

a,=11,a,=36, a,=4

dir. Dolastyla

cis, (a)=x"+11x* +36x+4

olacagindan « € O, oldugu goriilir.

Teorem 2.34. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. a € K olsun. Bu

takdirde s pozitif tamsayisi

n

T der(indQ(a))

olmak {izere s tamsayisi

S

cisK(a):(indQ(a))

olacak bi¢imde vardir [1].

Teorem 2.35. K bir cebirsel say1 cismi ve « € O, olsun. Bu takdirde o 'nin K

eslenikleri birer cebirsel tamsayidir [1].
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Teorem 2.36. K bir cebirsel say1 cismi ve o€ K olsun. Bu takdirde « 'nin K

esleniklerinin hepsinin esit olmasinin gerek ve yeter kosulu « € Q olmasidir [1].

Teorem 2.37. K bir cebirsel say1 cismi ve o€ K olsun. Bu takdirde « 'nin K

esleniklerinin hepsinin farkli olmasimmin gerek ve yeter kosulu K =Q(a)

olmasidir [1].

Tanim 2.21. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. w,,w,,...,w ’ler K

cisminin » tane elemani olsun. o, (k =1,2,...,n) ile K dan C’ye tanimhi n farkh

monomorfizma gosterilsin. i =1,2,...,n i¢gin

ile w,’nin K eslenikleri gosterilsin. Bu takdirde {wl, Wyseois W, } ‘nin diskriminanti

2
wl o wlh Wl
(2) (2) (2)
w w w
D(wl,wz,...,wn): 1 : .
W W

olarak tanimlanir [1].

Ornek 2.21. K:@(\/E,\/g) olsun. w, =1, wzzﬁ, w3:«/§, W4=\/5+\/§

secelim. Ornek 2.18’den dolayr K ’nim bir kuadratik cisim oldugu biliniyor. K ’dan

C’ye taniml1 dért monomorfizma, a,b,c,d € Q olmak iizere
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a+bJ2 +c3+d6
a+b2 -c\3-d6
a—b2 +c3-d6
a—b2—c\3+d6

al(a+b\/5+c 3+d«/_)
o-z(a+b\/§+c 3+d\/_)
03(a+b\/5+c 3+dJ_)
0'4(a+b\/5+0\/§+d«/—)

ile verilir. Boylece

1 +V2 +3 +2+83 ’

D(1:2. 325 )-| ! jﬁ ;ﬁ f;ﬁ

1 -2 -3 —\2-3

olur. Diskriminantin doérdiincii  siitunu, ikinci ve dglincii siitunlarin  toplami

oldugundan

D(1.V2,\3,42+3 )=

elde edilir.

Tanim 2.22. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. a € K olsun. Bu

takdirde « ’nin diskriminant1 olan D(a ) ,
D(a)= D(l,a,az,. Lot )

olarak tanimlanir [1].

Teorem 2.38. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. a € K olsun. Bu

takdirde " =, &, ..., @"’ler & 'nin K eslenikleri olmak tizere
2
= a
1<:!;[<;1( )

dir [1].
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Tanim 2.23. neN ve a, #0 olmak lizere
f(x)=ax"+a, x""+..+ax+a, €C[x]

olsun. f (x) ’in kokleri x,,x,,...,x, 'ler olsun. f (x) polinomunun diskriminanti

disk(f(x))=a> ] (x,-x,) eC

I<i<j<n

sayisidir. Bu tanima gore f (x) ’in bir katli kdke sahip olmasinin gerek ve yeter

kosulu disk(f(x)) =0 olmasidir [1].

Teorem 2.39. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi ve a€K olsun. Bu

takdirde
D(a)=disk cis . (x))

dir [1].

Ornek 2.22. K = Q(i/f ) ve a =12 olsun. Bu takdirde o nin eslenikleri
w=(—1+\/3)/2 olmak lizere «, =3/5, a,=wi2, a,=w’32 olur. O zaman
a,—a,=(1-w)i2

a,—a,=w(1-w)i2
a,—a,=w? (1-w)2

olur. Boylece

((xl —az)(az —a3)<(x3—al):(l—w)32

oldugu goriiliir. Ayrica
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(l—w)3 =1-3w+3w>—w’ =—3(w—w2)

dir. Buradan

2

(l—w)6 =32(W—W2) :32(w2+w—2):—32

olur. Boylece

2

D(Ot)z((oz1 —a2)(a2—a3)(a3—al)) :(1—w)622 =-237

elde edilir.

Teorem 2.40. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. a € K olsun. Bu

takdirde K = Q( a) olmasinin gerek ve yeter kosulu D( 0:) #0 olmasidir [1].

Teorem 2.41. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun.
a. Eger w,w,,...,w, € K ise D(wl,wz,...,wn)e(@ olur.
b. Eger w,w,,...,w, €O, is¢ D(wl,wz,...,wn)eZ olur.

c. w,Ww,,...,w, € K olsun. Bu takdirde D(wl,wz,...,wn ) # 0 olmasmin gerek

ve yeter kosulu w,,w,,...,w ’lerin Q ’da lineer bagimsiz olmasidir [1].

Teorem 2.42. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. O, ’nin sifirdan

farkli bir ideali / olsun. Bu takdirde

D(ILII’ILI2""’/’£PZ)¢O

olacak bigimde , y,,..., 1, € I vardir [1].
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Teorem 2.43. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. O, 'nin sifirdan
farkli bir ideali / olsun. Bu takdirde, [ 'nin gz, s,,..., 12, elemanlar1 vardir ve I nin

her o elemani, x,,x,,...,x, € Z olmak lizere

O =X\l + Xy fly +...+ X pL,

bi¢iminde tek tiirlii olarak ifade edilebilir [1].

Teorem 2.44. K bir cebirsel sayr cismi olsun. Bu takdirde O, Noetherian

bolgesidir [1].

Tanim 2.24. K derecesi n olan bir cebirsel sayr cismi olsun. / ideali O, ’nin

sifirdan farkli bir ideali olsun. [ ’nin elemanlarindan olusan bir {,ul, Y72 ,un}

kiimesi igin, her o € I eleman1
O =Xl + X,y +.oct X, 4L (xl,xz,...,xneZ)

bigiminde tek tiirlii olarak ifade edilebilecek bi¢imde mevcut ise { Moy I, } ‘ye

I ideali igin bir taban denir [1].

Teorem 2.45. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. O, ’nin sifirdan

farkl1 bir ideali / olsun.

a. {yl,,uz,...,,un} ve {AI,/IZ,...,/I,,} ’ler 1 igin iki taban olsun. Bu takdirde
D(,ul,,uz,...,yn)=D(/11,/12,...,ln)’dir. Ayrica ¢, (i,j=12,...,n)

rasyonel sayilari det(ci ; ) =+1 bi¢imindeki rasyonel tamsayilar olmak iizere

1<i<n i¢in y, = ZC[ ;4 olacak bi¢imde vardur.
j=1
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b. {yl,,uz,...,,un}’ler I ig¢in bir taban ve A,4,,...4 el i¢in
D(,ul,,uz,...,yn)=D(/11,/12,...,ln) olsun. Bu takdirde {Al,ﬂz,...,ln}’ler

de [ igin bir tabandir [1].

Ornek 2.23. K = Q(ﬁ ) olsun. O zaman Teorem 2.16’ya  gore

_Z+Z\/_ {a+b

a,be Z} olur. O, nin 2+«/7 tarafindan uretilen ideali

I olsun. Bu takdirde

={(a+bﬁ)(2+ﬁ) a,bez}={a(2+ﬁ)+b(7+2ﬁ)
:(2+ﬁ)Z+(7+2ﬁ)Z

a,beZ}

olur. Yani { 2+ \/7 , 7+ 2«/7 } , I ’nin bir tabanidir. Ayrica basit bir diizenleme ile

{a+b\/_ 2+\/_)
{(2(e=2b)+70)

=3Z (2+J_)

a,beZ}z{(2a+7b)+(a+2b)

= {3b+c(2+ﬁ)

7 a,beZ}

|

elde edilir. Yani { 3,2+ ﬁ } , 1 ’nin bir tabanidir.

Tanmim 2.25. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. O, ’nin sifirdan
farkli bir ideali / olsun. { Ly ooy 1, } ’ler I ’nin bir tabani olsun. Bu takdirde /

idealinin diskriminant1 olan D(I ) ;

D(I):D(,ul,,uz,...,,uﬂ)

ile verilen sifirdan farkli tamsayidir [1].
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Ornek 2.24. Omek 3.23°deki [ idealinin diskriminantii1  hesaplayalim.
{ 3,2+ \/7 } , I igin bir taban oldugundan

2

2ot fa) (-7 -2

D(1)=D(3,2+7)= 2

elde edilir.

Teorem 2.46. m karesiz bir tamsay1 olmak {izere K = Q(\/E ) bir kuadratik cisim
olsun.

a. m=23(mod4) olsun. a,b,ceZ ve a=#0,c#0 olsun. Bu takdirde

{a,b+c\/a } kiimesinin <a,b+c\/g > ideali i¢in bir taban olmasmin gerek

ve yeter kosulu c|a, c|b, ac|b> —mc’ olmasidir.

b. mzl(mod4) olsun. a,b,ceZ ve a#0,c#0 ve bzc(m0d2) olsun. Bu

takdirde {a, b+elm } kiimesinin <a, b+ ;\/% > ideali i¢in bir taban

2

olmasinin gerek ve yeter kosulu ¢ |a, c¢|b, 4ac|b® —mc* olmasidir [1].

Teorem 2.47. Bir K cebirsel say1 cisminin tamsayilar halkasi olan O, 'nin bir asal

ideali P olsun. Bu takdirde P ideali O, 'nin bir maksimal idealidir.

Ispat. M, O,’)nn P#M , M # 0O, ve Pc M c O, sartlarin1 saglayan bir ideali
olsun. PNZ c M N7 oldugu agiktir. Teorem 2.29’a gére O, 'nin P ideali sifirdan

farkli oldugundan ¢ #0 rasyonel tamsayist ¢ € P olacak bigimde vardir. Su halde

PNZ#{0} olur. P#O, oldugundan 1¢ P ve buradan PNZ#Z olur. Benzer
bigimde M # O, oldugundan 1¢ M ve buradan M NZ# Z dir. Ayrica Teorem

1.17°ye gére PNZ, Z ’nin bir asal idealidir. Fakat Teorem 1.3’e gore Z bir esas
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ideal bolgesi idi. O halde Teorem 1.6’ya gore PNZ = < p> olacak bi¢cimde bir p € Z

asal sayis1 vardir. Boylece

<p>=PmZCMmZCZ
elde edilir. Teorem 1.12’ye gore < p> ideali 7 ’de maksimaldir. Boylece
PNZ=MnZ={p)

elde edilir P#M oldugundan bir aeM, a¢P elemanm vardir. a <O,

oldugundan

a*+a,_a +. . .+aa+a,=0

olacak bi¢imde bir k € Z" ve a,a,,...,a, , € Z vardir. O halde 0 € P oldugundan
at +ak_105k_1 +...+taa+a,eP

olur. b,,b,,....b, , € Z olmak lizere

a”+b, a" "' +...+ba+b,eP (1)
olan en kii¢iik pozitif tamsay1 m olsun. Ayrica o € M oldugundan

a™ erm_loz’”"1 +...+bo= 0{(0{’"‘1 +bm_1oc’”_2 +...+b, ) eM

oldugu aciktir. P < M ve M bir ideal oldugundan

(am +b, a" " +..+ba+b, )—(0:’" +b, o +...+b10:) eM

olur. Yani b, € M dir. Fakat b, € Z idi. Boylece

byeMNZ=PN7Z

dolayisiyla b, € P elde edilit. «” +b, "' +...+b,a+b, € P ifadesinden

a"+b, a"' +..+baecP 2)
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elde edilir m=1 ise (1)’den dolayt a+b,e P ve bdylece a+b,—b, e P yani

a € P olur. Bu olamaz. O halde m > 2 dir. (2)’ye gore
a(a""' +b, " +...+b, )e P
olur. P asal ideal ve « ¢ P oldugundan

a"'+b, a"+...+b P

m—1

elde edilir. Burada m >2 oldugundan m—1 bir pozitif tamsayidir. Bu durum m 'nin

en kiiciik olmasi ile ¢eligir. O halde O, ’da asal olan her ideal maksimal idealdir.

Tamm 2.26. K bir cebirsel sayr cismi olsun. O, ’nin bir tabanina K i¢in bir

integral taban1 veya tamsay1 tabani denir [1].

Teorem 2.48. K bir kuadratik cisim olsun. K = Q( Jm ) olacak bigimdeki tek tiirlii

belirli karesiz tamsayr m olsun. m E2,3(Inod4) ise {1,«/% } K ’nin bir tamsay1

1+\/E

2

tabanidir. m = 1( mod4) ise {1, } K ’nin bir tamsay1 tabanidir [1].

Tamm 2.27. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. { Y77 ,un} K
i¢in bir tamsay1 tabani olsun. Bu takdirde D( Moy s ) ’ye K ’nin diskriminanti

denir ve d( K ) ile gosterilir [1].

Teorem 2.49. K bir kuadratik cisim olsun. K = Q( Jm ) olacak bicimdeki tek tiirli

belirli karesiz tamsay1 m olsun. Bu takdirde K ’nin diskriminanti d(K ) ,
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d(K):{4m , m=2,3(mod4) ise

m , m=1(mod4) ise

ile verilir [1].

Tanim 2.28. K derecesi n olan bir cebirsel sayr cismi olsun. O, 'nin sifirdan

farkli bir ideali 7 olsun. Bu takdirde / idealinin normu N(I ) diye yazilir ve

olarak tanimlanir [1].

Teorem 2.50. K derecesi n olan bir cebirsel sayr cismi olsun. O, ’nin sifirdan

farkli bir ideali / olsun. Bu takdirde / idealinin normu olan N(I ) bir pozitif

tamsayidir [1].

Ornek 2.25. K zQ(\/—S) olsun. O,’nmn 2 ve 1++/-5 elemanlar ile iiretilen
ideali / olsun. Yani / :<2,1+\/—5> olsun. / idealinin normu olan N(I )’yl

bulalm. Oncelikle /’min bir tabanmi bulalm. O, :{x+ yN=5 ‘ X, yeZ}

oldugundan
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elde edilir. Yani {2,1 ++-5 } , 1 ’nin bir tabanmidir. O zaman

D(1)=D(2,1+=5 )=

& () -

olur. Teorem 2.49’dan dolay1

D(I _Jio»

elde edilir.

Ornek 2.26. m karesiz bir tamsay1 ve m = 2,3(rn0d4) olmak lizere K = Q( \/E )

olsun. Bdylece O, :{

mx,yeZ} olur. a:a+b\/ZEOK olsun. <a> esas

idealinin normunu bulalim.

<a>:<a+bx/%>={<x+yx/a)(a+b\/g) x,yeZ}
:{x(a+b\/g)+y(bm+a%) ‘ x,yeZ}
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elde edilir. Yani { a+ b\/g ,bm + a«/% } elemanlar <a> nin bir tabanidir. O zaman

2

b b o | (o) (o (||

D(<a>): a—b\/Z bm—a\/g

olur.
(4+B)(C-D)-(A4-B)(C+D)=2(BC-4D)
0zdesligi kullanilirsa

D(<a>):22m(a2—mb2)2

oldugu gbriiliir. Ayrica Teorem 2.49’a gore d( K )=4m idi. Boylece

22m(a2 —mb2)2

N(<a>)=\/ 2 =‘a2—mb2‘

elde edilir.

Teorem 2.51. K bir kuadratik cisim olsun. K = Q( Jm ) olacak bigimdeki tek tiirlii

belirli karesiz tamsay1 m olsun.
a. m:2,3(m0d4) olsun. a,b,ce€Z igin a#0, c#0, c|a, c|b, ac|b> —mc®
olsun. Bu takdirde N( < a,b+ NZ)) =|ac| dir.

b. m=1(mod4) olsun. a,b,ce€Z i¢in a#0, c#0, b=c(mod2), c|a, c|b,

4ac|b’ —mc” olsun. Bu takdirde N{<a,b+;\/%>J:|ac| dir [1].
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Teorem 2.52. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. ¢ sifirdan farkli bir

rasyonel tamsay1 olsun. Bu takdirde O, 'nin ¢ tarafindan iiretilen esas ideali olan

< c > ’nin normu




BOLUM 3. DEDEKIND BOLGELERI

Tanmm 3.1.  Bir D tamlik bolgesi

a. D bir Noetherian bolgesidir
b. D tam kapalidir

c. D ’nin her asal ideali bir maksimal idealdir

ile verilen ii¢ 6zelligi sagliyorsa, D ’ye bir Dedekind bolgesi denir [1].

Teorem 3.1. K bir cebirsel say1 cismi olsun. K’nin tamsayilar halkasi O, olsun.

Bu takdirde O, bir Dedekind bolgesidir [1].

Ispat. Teorem 2.44, Teorem 2.28 ve Teorem 2.47°den hemen goriiliir.

Teorem 3.2. D bir esas ideal bolgesi olsun. Bu takdirde D bir Dedekind
bolgesidir [1].

Ispat. D bir esas ideal bolgesi olsun. Teorem 1.22’ye gore D bir Noetherian
bolgesidir. Teorem 1.25’ya gore D bir tek tlirlii carpanlarina ayrilabilir bolgedir.
Dolayisiyla Teorem 2.9’a gére D tam kapalidir. Ayrica Teorem 1.12°ye gbre D ’nin
her asal ideali bir maksimal idealdir. O halde D bir Dedekind bolgesidir.

Tanim 3.2. D bir tamlik bolgesi ve D ’nin kesir cismi K olsun. [ # {0} , D’nin

bir ideali olsun. S e K, #0 olmak ilizere SI ={ fpx | xel } kiimesine D ’nin bir
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kesir ideali denir. Bundan bdyle D ’nin ideallerine integral ideal veya tam ideali

denilecektir. Bu tanima gore £ =1 almirsa D ’nin her tam ideali de bir kesir ideali

olur [2].

Tamim 3.3. D bir tamlik bdlgesi olsun. 4 ve B, D ’nin iki kesir ideali olsun. Bu

durumda 4= g,1, B=f,J olacak bigcimde D ’nin /,J ideallerive g, #0, B, #0,

B, €K, B, e K vardir. Bu durumda

AB:{ZﬁlxjﬂZyj xj€]9yj€‘]}={ﬂlﬂ22xjyj ijIaijJ}:ﬂlﬂzl‘]
=1 =1

olur. IJ bir ideal oldugundan AB ’de D ’nin bir kesir ideali olur [2].

Teorem 3.3. D bir Dedekind bolgesi olsun. 7, D ’nin sifirdan farkli bir ideali

olsun. Bu takdirde D ’nin bir J ideali ve sifirdan farkli bir ¢ € D eleman1 1J = <a>

olacak bi¢imde vardir [2].

Teorem 3.4. D bir Dedekind bolgesi olsun. 4, D ’nin bir kesir ideali olsun. Bu
durumda bir B kesir ideali AB = D olacak bi¢cimde vardir [2].

Ispat. D ’nin kesir cismi K olsun. 4 bir kesir ideali oldugundan 4= S/ olacak

bicimde D ’nin bir [ ;t{O} ideali ve feK,f#0 vardir. Teorem 3.3’c gore

J :<a> olacak bicimde D ’nin bir J ideali ve o€ D,a#0 vardir. B :LIBJ
a,

olarak alinirsa B bir kesir ideali olur. Buradan

AB:(m)(LJ]:luzl(@=<1>=D

af a a

elde edilir.
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Tamim 3.4. D bir Dedekind bolgesi ve 4'da D ’nin bir kesir ideali olsun. Teorem

3.3’deki B idealine A ’nin tersi denir [2].

Teorem 3.5. D bir Dedekind bélgesi olsun. D deki her tam ideal (#(0),D) asal

ideallerin bir ¢arpimi bi¢cimindedir ve bu gosterim tek tiirliidiir. Buradaki tek tiirlii

gosterim su sekildedir: P, ve Q, ’ler asal idealler olmak tizere

PP,...P,=00,...0,
ise 0 zaman n = m ’dir ve (eger gerekiyorsa) yeniden numaralandirarak
PEIQ) (i :1,2,...,n)

oldugu kabul edilebilir [1].

Tamim 3.5. D bir Dedekind bolgesi olsun. 4 ve B’ler D ’nin sifirdan farkli tam
idealleri olsun. B = AC olacak bigimde D ’nin bir C ideali varsa o zaman A4 bdler

B denir ve bu 4| B ile gosterilir [2].

Teorem 3.6. D bir Dedekind bolgesi olsun. Bu takdirde D ’nin sifirdan farkh

biitiin kesir idealleri carpma islemine gore degismeli bir gruptur [2].

Tanim 3.6. K bir cebirsel say1 cismi olsun. K 'min tamsayilar halkas1 O, olsun.

Teorem 3.6’ya gore O, 'nin sifirdan farkli biitiin kesir ideallerinin kiimesi ¢arpma

islemine gore bir degismeli gruptur ve bu grup / ( K ) ile gosterilir [2].

Teorem 3.7. D bir Dedekind bolgesi olsun. 4 ve B, D ’nin iki ideali ve 4#{0}

olsun. Bu takdirde 4|B olmasinin gerek ve yeter kosulu B < A olmasidir [1].
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Ispat. =: A|B olsun. O zaman B=AC olacak bicimde bir C ideali vardir.
Boylece B=AC < A4 elde edilir.
< Bc A olsun. B={0} ise A|B oldugu agikti. B#{0} olsun. Ayrica

A#{0} oldugundan A4J=(a) olacak bigimde bir J ideali ve bir o €D,a =0

1
elemant vard. C=—JB olsun. C, D’nin bir idealidir Bdylece
a

ac=Lam- l<a>B = B olur. AC =B oldugundan 4| B dir.
a a

Teorem 3.8. D bir Dedekind bolgesi olsun. A4, D ’nin bir kesir veya tam ideali

olsun. Bu takdirde A ideali en fazla iki eleman tarafindan tiretilmistir [1].

Teorem 3.9. D bir Dedekind bolgesi olsun. 4, B ve J idealleri i¢in JA=JB
olsun. Bu takdirde J¢{O} ise A=A8 dir [2],[1].

Ispat. J = {O} oldugundan 1J = <a> olacak bicimde D ’nin bir J ideali ve bir
a#0 vardi. J4=JB oldugundan I(JA)=1(JB) ve IJ(A)=1J(B) olur
Buradan <a>A :<a>B elde edilir. xe€ A olsun. axe(a)A “dir. <a>A=<a>B

oldugundan axe(a)B olur. O halde ax=ay olan yeB vardir. Buradan

x=yeB elde edilir O halde Ac B dir. Benzer bigimde Bc A4 oldugu

gosterilebileceginden 4 = B elde edilir.

Tanim 3.7. D bir Dedekind bolgesi, 4 ve B, D ’nin idealleri olsun.

a. A ile B ’nin en az biri sifirdan farkli olsun. 4 ile B ’nin en bilyiik ortak

boleni bir £ idealidir 6yle ki £ | A4, E|B’dir ve bir £’ ideali i¢in E'| 4,
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E'|B ise E'|E’dir. A ile B’nin en biiyiik ortak boleni ebob(A,B)
veya kisaca (4, B) ile gosterilir.

b. A ile B’nin ikisi de sifirdan farkli olsun. A4 ile B ’nin en kiigiik ortak
kat1 bir F idealidir 6yle ki A|F, B|F ’dir ve bir F' ideali i¢cin A|F",

B|F' ise F|F' dir. 4 ile B’nin en kiiciik ortak kati ekok(A,B) veya

kisaca [ 4, B] ile gosterilir [2],[1].

Teorem 3.10. D bir Dedekind bolgesi olsun. 4 ve B idealler olsun. Bu takdirde
a. (A,B):A+B’dir.

b. [4,B]=AnB dir.

Ispat. a. Ac A+B ve Bc A+ B oldugundan A+ B|A ve A+ B|B’dir. Simdi bir

J ideali i¢in J|A4 ve J|B olsun. O zaman 4=JA4,, B=JB, olan 4,,B, idealleri
vardi. A+B=JA, +JB, =J (A1 +B1) oldugundan J|A+B olur. O halde
(4,B)=A+ B dir.

b. AnBc A ve AnBc B oldugundan ANB|A ve AN B| B dir. Simdi

bir J ideali i¢cin A|J ve B|J olsun. O zaman J c A ve J < B’dir. Dolayistyla

J @ AN B olur. Buradan AN B|J elde edilir. O halde [ 4,B]= AN B dir.

Tanimm 3.8. D bir Dedekind bolgesi, 4 ve B idealler olsun. (A,B ):D ise 4

ile B ’ye aralarinda asal denir.



75

Teorem 3.11. D bir Dedekind bolgesi, 4 ve B idealler olsun. A+B=D ise
ANB=AB dir.

Teorem 3.12. D bir Dedekind bolgesi ve P, P,, A idealler olsun. P | A4, P,| A ve

(P.P,)=D isc BP,| A dur.

Ispat. (E,P2 ) =D oldugundan Teorem 3.11°e¢ gore P, NP, =PP, dir. Ayrica
P | A ve P,| A oldugundan 4 < P, ve 4 P,’dir. O halde A = P~ P, = PP, olur.

Buradan PP, | A4 elde edilir.

Teorem 3.13. D bir Dedekind bdlgesi olsun. P, P, P, idealler ve P asal ve P| PP,

olsun. (P,P1 ) =D ise P| P, dir.

Ispat. (P,Pl)=D ise Teorem 3.10’a gore P+ P =D’dir. Buradan
P(P+PR)=PD=P, eclde edili. Aynca P,(P+P,)=P,P+P,P, oldugundan
P,P+P,P = P, ’dir. Hipotezden P|PP, idi. O halde PP, =PJ olan bir J ideali
vardir. Bu takdirde P, =P,P+P,P,=P,P+PJ=P(P,+J) olur. O halde P|P,

elde edilir.

Teorem 3.14. D bir Dedekind bolgesi ve P,P,,P, idealler olsun. (P,P1 ) =D ve

(P.P,)=D ise (P,PP,)=D"dir.
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Ispat. (P,P,)=D ve (P,P,)=D isc P+P =D ve P+P,=D’dir. O halde
l=p+p,,1=p'+p,olan p,p'eP, p, P, p, €P, vardir. O halde
1=1-1=(p+p,)(p'+p,)=pp'+ pp,+ PP+ PP, € P+ PP,

elde edilir. 1e P+ PP, oldugundan P+ PP, =D ’dir. O halde (P, PP, ) =D elde

edilir.

Asagidaki teoremin ispat1 tiimevarimla yapilir.

Teorem 3.15. D bir Dedekind bélgesi, 4,B idealler ve (A4,B)=D olsun. Bu

takdirde her n dogal sayisi i¢in (A, B" ) =D ve (A”,B" ) = D’ dir.

Teorem 3.16. D bir Dedekind bolgesi ve A4,B,J idealler olsun. Bu takdirde

(JA,JB)=J (4,B)dir.

Ispat. En biiyiik ortak bélen tanimindan (JA, JB) =JA+JB = J( A+ B) =J ( A,B)
elde edilir.

Teorem 3.17. D bir Dedekind bolgesi ve 4,B,J,4,,B, idealler olsun. (4,B)=J

1

ve A=JA,, B=JB, olsun. Bu takdirde (AI,B1 ) =D’ dir.

Ispat. JD:J:A+B:JA1+JB1:J(A1+Bl)’dir. O halde Teorem 3.9’a gore

kisaltma yapilirsa 4, + B, = D elde edilir.
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Teorem 3.18. D bir Dedekind bolgesi ve A,B idealler olsun. Her n pozitif

tamsaysst igin ( 4”,B")=(4,B)" dir.

Ispat. J=(4,B) olsun. O zaman A=J4,, B=JB,, (AI,BI):D olan 4,,B,

idealleri vardir. Dolayisiyla

(A",B”):((JAl )".(vB, )”):(J"A(,J"B,"):J" (47.B!)=J"D=J"=(4,B)"
elde edilir.

Teorem 3.19. D bir Dedekind blgesi, 4,B idealler olsun ve (4,B)=D olsun.
AB=C" (n>2) olacak bi¢imde bir C ideali varsa A=A, B=B', 4B =C

olan 4,, B, idealleri vardir.

ispat. 4,=(4,C), B, =(B,C) segilirse
Al'=(4,C)"=(4",C")=(4",4B)=(A44"",AB)=A4(A"",B)=4AD =4
ve

B! =(B.C)"=(B",C")=(B",4B)=(BB"",4B)=B(B"",4)=BD=B

elde edilir.

Teorem 3.20. D bir Dedekind bolgesi ve 4,B,J idealler, J ;t{O} olsun. Bu

takdirde [J4,JB]=J [ 4,B]dir.

Ispat. E=[A4,B], F=[J4,JB] olsun. JE=F oldugu gdsterilecek. E=[4,B]
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oldugundan A|E ve B|E’dir. Buradan JA4|JE ve JB|JE olur. Dolayisiyla

[JA,JB ]|JE "dir. Yani F' | JE elde edilir.

F =[JA,JB] oldugundan JA4|F ve JB|F dir. Ayrica J|JA oldugundan J|F
olur. Dolayistyla F'=JX olan bir X ideali vardir. J4|F ve JB|F oldugundan
JA|JX ve JB|JX olur. Buradan 4| X ve B|X elde edilir. O halde [ 4,B]| X “dur.

Yani £ | X elde edilir. Buradan JE | JX dolayisiyla JE| F olur.

O halde F|JE ve JE|F oldugundan JE = F' elde edilir.

Teorem 3.21. D bir Dedekind bolgesi ve A4,B idealler olsun. Bu takdirde

[4,B](4,B)=AB"dir.

Ispat. J=(A,B) olsun. O zaman 4=JA4,, B=JB,, (Al,B1)=D olan A4,,B,

idealleri vardir. Dolayisiyla Teorem 3.20, Teorem 3.11 ve Teorem 3.12 kullanilirsa
[4.B)(A4.B)=| JA,.JB, |J =JJ| A.B, |=JJ(A,NB,)=JJAB, = JA.JB, = AB

elde edilir.

Teorem 3.22. D bir Dedekind bolgesi, A4,B,C idealler olsun. Bu takdirde

(4,BC)=(4,B(4,C)) dir.

Ispat. E=(4,BC), J=(A4,C) ve F=(A,BJ) olsun. E=F oldugu gdsterilecek.
J :(A,C ) oldugundan J|4 ve J|C olur. Ikinci ifadeden BJ|BC elde edilir.
F =(A,BJ ) oldugundan F|A4 ve F|BJ olur. F|BJ ve BJ|BC oldugundan

F|BC’dir. F|A ve F|BC oldugundan F | (A,BC)’dir. Yani F'| E elde edilir.
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Simdi E=(A4,BC) oldugundan E|A4 ve E|BC’dir. O zaman E|AB+BC olur.

Ayrica J =(4,C) oldugundan J=A+C dir. Buradan JB=AB+BC elde edilir.
E|AB+ BC ve JB=AB+ BC idi. O zaman E |JB olur. Boylece E|A ve E|JB
oldugundan E|(A,BJ ) elde edilir. Yani E|F ’dir. Dolayisiyla F|E ve E|F

oldugundan E = F ’dir.

Teorem 3.23. D bir Dedekind bdlgesi, 4,B,C idealler ve (B,C)=D olsun. Bu

takdirde (A,BC) = ( A,B)(A,C) "dir.

Ispat. (4,BC)=(A4,(4,B)C)=(4,C(4,B))=(4,(4,C)(4,B)) dir. (4,B)|A4,
(4.C)|4 ve ((4.C).(4.B))=D oldugundan (A4,C)(4,B)|A elde edilir. O

zaman (A4,(A4,C)(4,B))=(4,C)(4,B) elde edilir.

Teorem 3.24. D bir Dedekind bolgesi, A4,B,C,T idealler, (A,B) =D ve
AB=CT" (n>2) olsun. Bu takdirde A=A7T,", B=B]T,', AB =C, T\T,=T

olacak bicimde A4, B,,T,,T, idealleri vardir.

Ispat. 4,=(4,C), B, =(B,C) olsun. O halde
AB,=(A4,C)(B.C)=(4B.C)=(CT",C)=C

bulunur. Ayrica 4, =(A,C) , B, :(B,C) oldugundan A4=4,X, B=B}Y,

(X Y ) =D olacak bicimde X,Y idealleri vardir. AB =CT" oldugundan

CT" = AB= A XB,Y = A,B XY = CXY
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elde edilir. Buradan XY =T7" olur. X ve Y aralarinda asal oldugundan Teorem

3.19’a gore X =T7,", Y=T,, T.T, =T olacak bi¢imde 7,,7, idealleri vardir. O

halde A=A,X =AT", B=BY =BT, elde edilir.

Teorem 3.25. D bir Dedekind bdlgesi olsun. D ’nin tek tiirlii carpanlarina ayrilabilir

bolge olmasinin gerek ve yeter kosulu D ’nin esas ideal bolgesi olmasidir [1].

Teorem 3.26. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. K ’nin tamsayilar

halkas1 O, olsun. O, 'mn sifirdan farkl bir ideali 4 olsun. Bu takdirde

N(A):kard(O%j

dir [1].

Tanim 3.9. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. €K olsun.

a, =a,a,,...,a,’ler a’nn K eslenikleri olsun. Bu takdirde o nin normu N(a )

ile gosterilir ve
N(a)=aa,...a

n

olarak tanimlanir [1].

Teorem 3.27. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. «, f € K olsun. Bu

takdirde
N(af)=N(a)N(5)

dir [1].
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Teorem 3.28. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun.

a. Eger a sayist O, ’nin bir birimi ise N(«)=+1"dir.

b. Eger @ €O, ve N(a)==Iise a sayis1 O, nin bir birimidir [1].

Teorem 3.29. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. « € O, i¢in, p bir

asal say1 olmak iizere
N( a ) =*p

ise a sayis1 O, ’daindirgenemezdir [1].

Teorem 3.30. K derecesi n olan bir cebirsel sayr cismi ve o €O, olsun. Bu

takdirde

Teorem 3.31. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi ve & € K olsun.
ind, (a)=x"+b, x""+...+b, € Q[ x]

olsun. Bu takdirde

N((a))=[on [~

dir [1].
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Ornek3.1. K=Q ( \/§+ \/5) olsun. N( < \/5>) ’yi bulalim. \/5 sayisinin Q ’daki

minimal polinomu x*-2’dir. O halde Teorem 3.31°deki gosterimler ile n=4,

m=2, b, =0, b, =-2 elde edilir. Dolayisiyla Teorem 3.31’e gore

N{(V2})-l-2p 274

elde edilir.

Teorem 3.33. K bir cebirsel say1 cismi olsun. 4 ve B’ler D=0, 'nin sifirdan

farkli tam idealleri olsun. Bu takdirde
N(A4B)=N(4)N(B)

dir [1].

Tamm 3.10. K bir cebirsel say1 cismi olsun. K 'nin tamsayilar halkas1 O, olsun.

4, O, ’nm sifirdan farkli bir kesir ideali olsun. Bu takdirde

A:ll
o

olacak bigimde O, 'nin sifirdan farkli bir / tam ideal ve O, 'min sifirdan farkli bir
a elemant vardir. N(I ) ve N(<a>) ‘lar sirasiyla 1 ve <a> ideallerinin normu

olmak {lizere 4 kesir idealinin normu N( A ) ,

__N({)

N((a))

ile tanimlanir [1].

N(4)
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Teorem 3.34. K bir cebirsel say1 cismi olsun. K 'nin tamsayilar halkas1 O, olsun.

A4 ve B’ler O, 'nn sifirdan farkli kesir idealleri olsun. Bu takdirde
N(A4B)=N(4)N(B)

dir [1].

Ornek 3.2. K =Q(\/€) olsun. O zaman O, :{a+b\/g

a.beZ| olur. 4, O,

nin
1
A= <1, —J6 >
2
ile verilen kesir ideali olsun. Bu takdirde / = <2, \/g > tam ideal olmak tlizere

a=Lg
2

dir. O halde

1> =(2.6)" =(4.246.6)=(2)(2.46.3)=(2)
dir. Boylece

N(I)"=N(1")=N((2))=2’

elde edilir. Dolayistyla

N(7)=2

olur. O halde

bulunur.
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Teorem 3.35. K bir cebirsel say1 cismi olsun. O, 'nin bir asal ideali P olsun. Bu

takdirde

P|(p)

olacak bi¢imde tek tiirlii belirli bir p asal sayis1 vardir [1].

Ispat. P, O, ’nin bir asal ideali oldugundan, Teorem 1.17°ye gére PNZ kiimesi

7. de bir asal idealdir. O halde, Teorem 1.19 ve Teorem 1.6’ya gore bir p asal sayisi
PNnZ= < p>

olacak bigimde vardir. Dolayisiyla

P2(p)

olur. Boylece Teorem 3.7’ye gore

P(p)

elde edilir. Simdi kabul edelim ki ¢ sayis1

P|(q)

olacak bi¢cimde baska bir asal sayr olsun. Bu takdirde P;)( p> ve P2<q>

olacagindan
P2(p.q)

olur. p ve ¢ ’lar farklh asal sayilar olduklarindan ebob( p,q) =1 olur. Dolayisiyla
ap+bg =1 olacak bicimde «,b tamsayilari vardir. O zaman le< p,q>gP olur.

Dolayistyla O, < P elde edilir ki bu miimkiin degildir. O halde P[(p) olacak

bicimdeki p asal sayisi tek tiirlii belirlidir.
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Tanim 3.11. K bir cebirsel sayr cismi olsun. O, ’nin bir asal ideali P olsun.
P (p)

olacak bi¢cimde tek tiirlii belirli bir asal sayr p olsun. Bu p asal sayisina P ’nin

altinda bulunan asal, P idealine ise p ’nin iizerinde bulunan ideal denir [1].

Teorem 3.36. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. P, O, 'nin bir asal

ideali olsun. p, P ’nin altinda bulunan asal olsun. Bu takdirde
N(P)=p’

olacak bi¢imde f € {1, ..., n} tamsayist vardir [1].

Ispat. p, P’nin altinda bulunan asal oldugundan P| < p> “dir. O halde O, 'nm bir

QO tam ideali < p> = PQ olacak bi¢gimde vardir. Teorem 3.33 kullanilirsa

N((p))=N(PQ)=N(P)N(©Q)

elde edilir. Teorem 2.36’ya gore p 'nin K eslenikleri n kere tekrarlanan p ’lerden

olustugundan

bulunur. O halde
p"=N(P)N(Q)

olur ki bu da bir fe{l,Z,...,n} icin



86

demektir.

Tanim 3.12. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. P, O, ’nin bir asal

ideali olsun. p, P ’nin altinda bulunan asal olsun. Bu takdirde N(P) = p’ olacak

bigimdeki pozitif f tamsayisina P ’nin O, ’daki inertial derecesi veya eylemsizlik

derecesi denir ve bu f ( P) ile gosterilir [1].

Teorem 3.26 ve Teorem 3.36’dan dolay1 kard(OK /P): p’ oldugu goriiliir. Yani
O, /P bir sonlu cisimdir ve p’ elemam vardir. O, /P nin bir a+P (a€Z)
elemanini ele alalm. a,a’'e€Z i¢in a=a'(modp) ise pla—a’ olur. Boylece
<p> | <a—a'> elde edilir. Fakat P|<p> idi. O zaman P]<a—a'> olur. Dolayisiyla
a Ea'(modP) olur. Yani a+P=a'+P olur. Tersine a+P=a"+P (a,a' GZ)
oldugunu kabul edelim. Bu takdirde a—a’' € P ve (a —a’) c P elde edilir. Buradan

P <a —a’> olur. O zaman

olacak bigcimde O, 'nin bir Q tam ideali vardir. Iki tarafinda normu alinirsa
|[a=a'|"=N({a=a'))=N(PQ)=N(P)N(Q)=p'N(Q)

olur. Buradan p|(a—a')" elde edilir. p bir asal say1 oldugundan, p|a—a’ olur.
Buradan a=d ( mod p) oldugu gorilir. Dolayisiyla  a,a'e€eZ  igin

a+P=d'+P < a=d'(modp)
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elde edilir. Dolayisiyla a + P (a € {O, L2,....p —1} ) siniflar1 birbirinden farklidir ve

Oy /P nin asal cismi
F={a+P|a=0,12,..,p-1}

dir.

Eger f(P)=1ise [OK/P:F]zl olur. Béylece O /P =F olur. Yani
O, /P={a+P|a=0,12,...,p-1}

olur. @ € O, olsun. Bu takdirde a+PeO, ’dir. Boylece bir a€{0,1,2,...,p—1}

icin ¢+ P=a+P olur. O halde f,(P)=11isebir aeZ i¢in & =a(mod p)’dir.

Teorem 3.37. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. p bir asal say1 olsun.
< p> esas ideali O, ’da

(p)=P"P..P

bi¢iminde ¢arpanlarina ayrilsin. Burada P,P,,..., P, ’ler O, ’da birbirlerinden farkli
asal idealler ve e,e,,...,e, ler pozitif tamsayilardir. f,’ler P,’lerin (i=1,2,...,¢)

K ’daki eylemsizlik dereceleri olsun. Yani f, = f (R ) olsun. Bu takdirde

efite,f,+...+e, f,=n
dir [1].

Ispat. f.’ler P ’lerin K ’daki eylemsizlik dereceleri olduklarindan N( l,)= pf '

(i=12,...,g) elde edilir. Bdylece
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g

=(pfl )@1 (pf2 )5‘2 ...(pfg )eg _ p_/'lel+f262+...+fgeg

olur. O halde

PN NP M) N (RN ()

fetfie, ..+ fe,=n

dir.

Teorem 3.37’ye gore i=1,2,...,g olmak iizere e, €{1,2,...,n}, f, €{1,2,...,n}
oldugunu belirtelim. Ayrica yine ayni teoreme gore P asal ideali igin P" |< p> ise

(p)=P" oldugu gbriiliir.

Tanim 3.13. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi ve p bir asal say1 olsun.
< p> esas ideali O, ’da

(p)=P"P...P

bi¢iminde ¢arpanlarina ayrilsin. Burada P, P,,..., P, ’ler O, ’da birbirlerinden farkli

asal idealler ve e, e,,...,e, ler pozitif tamsayilardir. Buradaki g pozitif tamsayisina

p ’nin K ’daki par¢alanma sayis1 denir ve bu g, ( p) ile gosterilir [1].

Teorem 3.38. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. p bir asal say1 olsun.

Bu takdirde g, (p)<n dir [1].

Ispat. Teorem 3.37°deki gosterimler ile; €,€yses€,s f1s frsen [, ler pozitif

tamsayilar olduklarindan



89

n=efite,f,+...4e f,zl+1+..+1=¢g

elde edilir.

Bu teoreme gore, derecesi n olan bir cebirsel say1 cismindeki p asal sayisi i¢cin < p>

esas ideali en fazla n tane farkli asal idealin kuvveti bicimde carpanlarina ayrilabilir.

Tamim 3.14. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. P, O, 'nin bir asal

ideali olsun. p, P ’nin altinda bulunan asal say1 olsun. Bu takdirde

Pe|{p), P (p)

olacak bicimdeki tek tiirlii belirli e pozitif tamsayisina P ’nin K ’daki dallanma

indeksi denir ve bu e ( P) ile gosterilir [1].

Teorem 3.37’ye gore e, (P)<n oldugu gorilir. Ayrica Teorem 3.37°deki

gosterimler ile
ex(P)=e. fc(P)=1» gc(p)=2¢

elde edilir.

Tamim 3.15. K derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi ve p bir asal say1 olsun.

P,P,,...,P,’ler O, ’da p ’nin lizerinde bulunan asal idealler olsun. Bu takdirde

olmak tzere

(p)=P"P..P}
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dir. ¢, >1 olan ie{l1,2,...,g} varsa p’ye K’da dallamir denir. Her i=12,...,g

i¢cin e, =1 ise p’ye K ’da dallanmaz denir [1].

Teorem 3.39. K bir cebirsel say1 cismi olsun. Bu takdirde p asal sayisinin K ’da

dallanmasinin gerek ve yeter kosulu p| d( K ) olmasidir [1].

Teorem 3.40. K bir cebirsel say1 cismi olsun. /((0)) O, 'nin bir ideali olsun.

a. p bir asal olmak iizere N(/)=p ise I bir asal idealdir.

b. N(I)el dir[1].

Teorem 3.40’a gore bir cebirsel say1 cisminin tamsayilar halkasindaki her 7 ideali

i¢gin N(/)e/ oldugundan, <N(I)> < I ’dir. Dolayisiyla 7 | <N(I)> elde edilir.

Teorem 3.41. K bir kuadratik cisim olsun. O halde K = Q( Jm ) olacak bi¢cimde bir

karesiz m tamsayisi vardir. p bir asal say1 olsun.

a. Eger p>2, (ﬂle veya p=2, m=1(mod8) ise P ve P,’ler
p

birbirlerinden farkli asal idealler ve N(Pl)=N(P2)= p olmak {iizere
(p)=PP, dir
b. Eger p>2, p|m veya p=2, mE2,3(mOd4) ise P bir asal ideal ve
N(P) = p olmak lizere <p> = P*’dir.
c. Eger p>2, (ﬂ]:—l veya p=2, m=5(mod8) ise (p), O, nin bir asal
P

idealidir [1].
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Ispat. m Kkaresiz oldugundan m=1,2,3(mod4) elde edilir Yedi durum ele

alinacaktir.

1. p>2, {EJZI olsun. (ﬂ]=1 oldugundan a’ Em(modp) olacak
p p

bi¢imde a € Z vardir. p { m oldugundan p { a elde edilir. P, = < poa+m >
ve P, = < p.a —Jm > olsun. Oncelikle P, # P, oldugunu gosterelim. Aksine
P = P, olsun. Bu takdirde 2a = (a + \/Z) + ( a— \/Z) € P, olur. Fakat

2a €7.’dir. O zaman 2a € Pb,NZ={p) olur. O halde p|2a  dr. Buise

geliskidir. Ciinkii p tek ve p {a idi. Simdi ( p)= PP, oldugunu gdsterelim.

- :<p,a+\/a><p,a—x/a>:<p2,p(a+«/g),p(a—x/g),a2—m>
—<p><p,a+ﬁ,aﬁ,m>—<p>1

p

olur. Buradaki / ideali

I<p,a+«/g,a—\/g,M>

p

dir. ebob( 2a, p) =1 oldugundan

xp+y(2a)=l

olacak bicimde x ve y tamsayilar1 vardir. Dolayisiyla
lzxp+y(a+\/g)+y(a—\/%)el

olacagindan / = <1> olur. Buda < p> = P P, oldugunu gosterir. O halde bu

durum (a) sikkina tekabiil eder.

2. p>2, (ﬂ]=—1 olsun. <p>=PlP2, (P1 ;th) veya <p>=P12 oldugunu
p

kabul edelim. ki durumda da N( P ) = p olur. Boylece f) (P1 ) =1 elde

edilir. O halde Vm € O, oldugundan
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\/Eza(modPl)

olacak bigimde a € Z vardir. Boylece

mza2(modPl)
olur. Fakat meZ, a* € Z ve P,|( p) oldugundan

m=a’(modp)

olmalidir ki bu (ﬂj =—1 olmasi ile ¢elisir. O halde < P > , O, ’dabir asal
p

idealdir. Bu durum (c) sikkina tekabiil eder.

p>2, p|m olsun. P= <p,\/z> alimsin. Bu takdirde

p* =<p,\/E><p,x/Z>=<p2,p\/ﬁm>=(p><p,\/ﬁ%>= (p)1
olur. Buradaki 7/ ideali,

s

dir. m karesiz oldugunda, ebob( p,ﬁj =1 elde edilir. Boylece

p
m
xp+y(—j=1
p

olacak bigimde x ve y tamsayilart vardir. O halde

1=xp+y(ﬂ]el
P

olur. Boylece / = < 1> olur. Yani < p> = P*’dir. Bu durum (b) sikkina tekabiil
eder.

p=2,m= 2( mod 4) olsun. P = <2, \/Z> alinsin. Bu takdirde

P =(2,\m )(2,fm )= (4,2dm,m) = (2)1

olur. Buradaki 7 ideali

1=<2,\/E,%>
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dir. % tek oldugundan % =2k +1, k €Z olsun. O zaman

1=(—k)2+(1)%e[

elde edilir. Boylece / =(1) olur. Yani { p)=P? olur. Bu durum (b) sikkina
tekabiil eder.

p=2, m=3(mod4) olsun. P=(2,1+/m) almsm. 1-m=2(1+/m)
oldugundan P =(2,1-+/m ) oldugu goriiliir. Bu takdirde

P =(2,144m ) (2,1=fm ) = (4,214 ), 2 (1= ) 1=m ) = (2)1

olur. Buradaki / ideali

1=<2,1+\/Z,1—\/Z,1_Tm>

1-m

dir. m=3(mod4) oldugundan, bir tek tamsayidir ve 7 =(1) olur. O

halde < 2> = P?dir. Bu durum (b) sikkina tekabiil eder.

p=2, msl(m0d8) olsun. P, =<2,1+\/Z> ve P, =<2,1_ﬁ> olsun.

2

Dolayisiyla
{2
P\ 2 ) ’ 2 ) 2 ) 4

olur. Buradaki / ideali,

1=<2 14+fm 1-Jm 1—m>

2 2 8
dir. Ayrica
1:1+;/Z+1—;/EE[

dir. Boylece [ = < 1> olur. Dolay1siyla <2> = PP, elde edilir. P, =P, ise
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1:1+M+1_M6P1

2 2

olur ki bu miimkiin degildir. Bu durum (a) sikkina tekabiil eder.

7. p=2, m=5(mod8) olsun. (2)=PP,, (P1 #P, ) veya (2)=P olsun. Bu
takdirde, iki durumda da N(P, ) =2 elde edilir. Buradan £, (B )=1 oldugu

1+\/%

2

goriliir. O halde

1+«/E

2

€ O oldugundan,

Ea(modP])

olacak bi¢cimde bir a rasyonel tamsayisi vardir. Dolayisiyla

1_M=1—[1+szl—a(modPl)

2

dir. Buradan

l—m:[l+MJ(l—M

, 5 5 Jsa(l—a)(modP])

—m

oldugu goriiliir. 1 el, a ( 1- a) el ve P| <2> oldugundan

3

=a(1-a)(mod2)

-h ‘

elde edilir. Dolayisiyla

1_TmEO(modZ)

dir. Boylece m=1 (mod8) olurkibu m=5 (m0d8) olmasiyla ¢elisir. O

halde <2> , O, ’da eylemsiz kalir ve bu durum (c) sikkina tekabiil eder.

Teorem 3.41°nin ispatindan su sonuglar elde edilir. m karesiz bir tamsay1 olmak
lizere K :Q(\/Z ) kuadratik cismi verildiginde, p bir asal say1 olmak iizere < p>
esas idealinin O, 'nin asal ideallerinin ¢arpimi bi¢iminde ifade edilisleri asagidaki

gibidir:



(2)
o
<21+J_>
(o)

NI»—
-

ve p>2 igin

(p)
(p)=1(px+m)( p,x—lm)

(1)
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, m=5(mod8) ise

(144m) >< g J;)> . m=1(mod8) ise

, m=3(mod8) ise

, m=2(mod8) ise

, ptmvex’=(mod p)nin ¢dziimii yok ise

, ptmvex’=(mod p)nin ¢dziimii var ise

, plmise

Tamim 3.16. d bir karesiz tamsayr ve dEO,l(m0d4) olsun. (%j Kronecker

semboli

0 , d=0(mod4) ise

(ﬁ): 1, d=1(mod4) ise

-1 , d=5(mod4) ise

olarak tanimlanir.

Kroneckler sembolii ile Teorem 3.41 asagidaki gibi yeniden ifade edilebilir.

Teorem 3.42. K bir kuadratik cisim olsun. d =d(K ) olsun. p bir asal say1 olsun.

p

: d . .
Bu takdirde [—j, p>2 i¢in Legendre semboliini, p=2 i¢in Kronecker

semboliinli gostermek tizere
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a. < p> parcgalanir (denir) < (i) =1
P
, d
b. < p> dallanir (denir) < (—J =0
P

c. < p> eylemsiz kalir (denir) < (ij =-1
p

Diger bir deyisle,

. S : d
a. P, P, asal idealler olmak lizere < p> = P,P, bigimindedir <> (_) =1
p

b. P asal ideal olmak iizere { p) = P* bigimindedir < [i] =0
p

c. (p) bir asal idealdir < (1] =—1
p

dir [1].

Ornek 3.3. Teorem 3.42’ye gore

( _:? j - (%j = -1 oldugundan (11) ideali Q( J-163 ) *de eylemsiz kalir.

(;—;j:(%j:(%j(%j:(ﬂ)(—l):—l oldugundan  (23) ideali

Q ( NeY ) "de eylemsiz kalir.

3. [%j =0 oldugundan <2> ideali Q(ﬁ ) ’de dallanir.  Gergekten
(2)=(2.1447) dir
4 (2_8

) = [%j =1 oldugundan (3) ideali Q(\ﬁ ) ’de parcalanir. Gergekten

x*=7(mod3) iginx=1 bir goziim oldugundan (3)=(3,1+~/7 )(3,1-7)
dir.
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S. (28 j =0 oldugundan <7> ideali Q(\ﬁ ) ’de  dallanir.  Gergekten

(7)=(7) dir.

Teorem 3.43. 7+ Z\/E ’nin  biitin  birimleri neZ olmak {zere J_r(1+ \/5 )n

bi¢cimindedir [1].

Teorem 3.44. m tamkare olmayan bir pozitif tamsay1 olsun. Bu takdirde
x*—my’ =1

olacak bi¢imde (x,y)#(1,0) olan x ve y tamsayilari vardur [1].

Teorem 3.45. m bir pozitif karesiz tamsay1 olsun. x ve y ’nin ikisi de tamsay1 veya

ikisi de tek tamsayilarin yarisi olsun. x> —my> =1 olsun. Bu takdirde

x>0,y>0 < x+y\/g>1,
x>0,y<0 < O<x+y\/Z<1,
x<0,y>0 < —1<x+y\/Z<O,
x<0,y<0 < x+y\/Z<—1

ozellikleri gegerlidir [1].

Tamim 3.17. m bir pozitif karesiz tamsayr olsun. m:2,3(m0d4) ise

. Xy
N, m=1(mod4) ise S, ={| =,=
X,V € },m (mo )ISC m {(2 2}

x,yeN,xsy(mod2)}

S, ={(x»)

olsun. Teorem 3.44’¢ gére a’—mb* =1 denkleminin (a,b) ¢dziimii oldugunun

garantisi vardir. @’ —mb* =1 denkleminin « ’s1 en kiigiik olan ¢oziimii (a,b) esS,
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N

ve £ =a+bJm olsun. Boylece ¢ sayist OQ( ) ‘nin normu 1 olan bir birimidir. ¢

N

birimine O of ) ‘nin normu 1 olan temel birimi denir [1].

Bu tanima gore, m=2,3(m0d4) ise 521+\/%21+\/5>1 ve mzl(mod4) ise

821+\/Z21+\/§>1

2 2

oldugu goriiliir. Dolayisiyla £ >1 elde edilir.

Teorem 3.46. m Dbir pozitif karesiz tamsay1 ve ¢ sayist O of ) ’nin normu 1 olan

temel birimi olsun. Bu takdirde
a. ¢ birimi O of V) ’nin normu 1 olup da 1’den biiyiik olan en kii¢iik birimidir.
b. OQ( ) ‘nin normu 1 olan her birimi bir » tamsayisi i¢in £&" bigimindedir.
c¢. Eger r sayis1 O of vm) nin normu 1 olan bir birimi ve 7>1 ve OQ( ) de

normu 1 olan her birim bir k£ tamsayisi icin *7* biciminde ise o zaman

r=¢ dir [1].

Teorem 3.47. m bir pozitif karesiz tamsayir olsun. O of V) ’de normu —1 olan
birimlerin bulundugunu kabul edelim. Bu takdirde O of V) ’de normu —1 olan tek
tirli belirli bir o>1 birimi vardir ve O (<o) ‘nin her birimi bir » tamsayisi igin

+o" bi¢cimindedir [1].

Tanim 3.18. m bir pozitif karesiz tamsay1 olsun ve bu m ig¢in OQ( i) ’de normu

—1 olan birimler bulunsun. Normu —1 olup tek tiirlii belirli olan birim o >1 i¢in
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N

OQ( o) nin her birimi o (neZ) bigimindedir. Bu o birimine OQ( ) nin

normu —1 olan temel birimi denir [1].

Teorem 3.48. m bir pozitif karesiz tamsay1 ve bu m igin OQ( ) ’de normu -1 olan

birimler mevcut olsun. Bu takdirde normu 1 olan ¢ temel birimi ile normu —1 olan

o temel birimi i¢in
E=0

bagimtis1 gecerlidir [1].

Tanmim 3.19. m bir pozitif karesiz tamsay1 olsun. O of V) nin temel birimi soyle

tanimlanir: O of V) ’de normu -1 olan birimler varsa 77 =o ’dir. Burada o, Tanim

3.18’de tanimlandig1 gibi normu —1 olan temel birimdir. Normu —1 olan birimler

yoksa 1 =¢&’dur. Burada ¢, Tanim 3.17’°de tanimlandig1 gibi normu 1 olan temel

birimdir. Ayrica g >1’dir [1].

Teorem 3.49. m bir pozitif karesiz tamsay1 olsun. Bu takdirde 7, O of V) ‘nin temel

Af

birimi olmak iizere, O of ) "nin biitiin birimleri +7” (n€Z) bi¢imindedir. O of )

de normu —1 olan birimler var ise 0 zaman normu —1 olan birimler » tek olmak

tizere £77" ve normu 1 olan birimler de » ¢ift olmak lizere +7" bigimindedir [1].
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Teorem 3.50. K bir reel kuadratik cisim olsun. Bu takdirde U(OK):ZZxZ

dir[1].

Teorem 3.51. K bir reel kuadratik cisim olsun. O, 'nin temel birimi, O, 'nin 1’den

bliyiik olan en kii¢iik birimidir [1].

m karesiz pozitif bir tamsay1 ve 2<m <40 olmak iizere OQ nin £, o ve 1]

(Nm)

degerleri Tablo 3.1°de gosterilmistir.

Tablo 3.1. 2 <m <40, m karesiz, O(\(\/_) ’nin temel birimi [1].

m  Normu 1 olan temel  Normu -1 olan temel Temel birim g Temel birimin

birim & birim o normu N ( ,U)
2 34242 142 1+~2 -1
3 2443 2+43 1
5 (3+J§)/2 (1+J§)/2 (1+J§)/2 -1
6 5+246 5+246 1
7 8+3\7 8+3/7 1
10 1946410 3+4/10 3+4/10 -1
11 10+311 10+34/11 1
13 (11+3J§)/2 (3+J§)/2 (3+J§)/2 -1
14 1544014 15+4414 1
15 44415 4+:15 1
17 33+8J17 4+17 4417 -1
19 170+3919 170+39+/19 1

21 (5+21))2 (5++21)/2 1
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Tablo 3.1. (Devami)

m  Normu I olan temel  Normu -1 olan temel Temel birim ¢ Temel birimin

birim ¢ birim o normu N ( ,U)
22 197+42422 197 +4222 1
23 24+5(23 24+5y23 1
26 51+10426 5+26 5+26 -1
29 (27+5\/E)/2 (5+J§)/2 (5+\/E)/2 -1
30 11+2430 114230 1
31 1520427331 1520+ 27331 1
33 23+433 23+4433 1
34 354634 35+ 6434 1
35 6+435 6+/35 1
37 73+12437 6+~/37 6+-37 -1
38 3746438 37+64/38 1
39 254439 25+4439 1

Teorem 3.52. p bir asal ve pzl(m0d4) olsun. Bu takdirde O o \/r)’nin temel

'p

biriminin normu —1’dir [1].

Teorem 3.53. m bir pozitif karesiz tamsayr olsun. m sayisim1 bodlen bir

g=3 ( m0d4) asal sayisi varsa O of V) ‘nin temel biriminin normu 1°dir [1].

N2p

Teorem 3.54. p bir asal ve p=5(mod8) olsun. Bu takdirde OQ( J—)’nin temel

biriminin normu —1’dir [1].
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Teorem 3.55. p ve ¢ farkh asal sayilar ve p=g= 1(m0d4), (Ej =—1 olsun. Bu

q

takdirde O of /77) ‘nin temel biriminin normu —1’dir [1].

Tamm 3.20. K bir cebirsel sayt cismi olsun. O, 'nin sifirdan farkli tamsay1 ve
kesir ideallerinin grubu /(K ) ile gosterilsin. /(K )’nin esas idealleri € K —{0}
olmak iizere (a)={ra|reO,} bicimindedir ve bunlar /(K )'mn P(K) alt
grubunu olusturur. Ciinkit (o/),(8) e P(K) igin (a){B)" =(ap™)eP(K) olur.
I(K) degismeli grup oldugundan P(K) bir normal altgruptur. Bu takdirde

1 (K ) / P (K ) boliim grubuna K ’nin ideal sinif grubu denir ve H (K ) ile gosterilir

[1].

Tamim 3.21. K bir cebirsel sayr cismi olsun. H (K ) ideal smif grubunun

mertebesine K ’nin sinif sayisi denir ve h(K ) ile gosterilir [1].

Tamm 3.22. K bir cebirsel say1 cismi olsun. O, 'nin sifirdan farkli 4 ve B iki

ideali, H(K) = I(K)/P(K) ‘nin ayni siifinda ise 4 ile B denktir denir ve 4 ~ B
yazilir. Bu durumda
A~B< AP(K)=BP(K)

< A'BeP(K)

< A"'B=(a) olacak bigimde o € K —{0} vardur.

< B= A<a> olacak bi¢cimde « eK—{O} vardir.
<:><a>A=<b>B olacak bigimde a,beOK—{O} vardir.

Burada a € K — { 0} ise a,be O, — { 0} olmak lizere o = % bi¢ciminde yazildigina

dikkat edelim [1].
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Ornek 3.4. Q(\/S)’de<2,1—«/3>~<3,1+\/3>’dir.Cﬁnkii

(215 ={63(5) = (145 )15 3() =11+

dir. 3,1-J=5 €0, . oldugundan <2, 1-J=5 > ~ <3,1 +vJ=5 > elde edilir.

(V)
Teorem 3.56. K bir cebirsel say1 cismi olsun. Bu takdirde

h(K)=1 < O bir esas ideal bélgesidir. <« O, bir tek tiirlii ¢arpanlarina

ayrilabilir bolgedir [1].

Teorem 3.57. K = @(0) derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. € ’nin reel

esleniklerinin sayis1 » ve kompleks eslenik ciftlerinin sayist s olsun. O zaman K

nin derecesi n=r+2s olur. C € H(K ) olsun. Bu takdirde C’de

olacak bigimde bir B # <0> tam ideali vardir [1].

Teorem 3.58. K bir cebirsel say1 cismi ve k bir pozitif tamsay1 olsun. Bu takdirde

O, ’danormu & olan sadece sonlu sayida A tam ideali vardir [1].
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Teorem 3.59. K bir cebirsel say1 cismi olsun. Bu takdirde K ’nin ideal sinif grubu

H ( K ) bir sonlu gruptur, dolayisiyla h(K ) = kard(H (K )) siif sayisi sonludur[1].

Tamm 3.23. K =Q( &) derecesi n olan bir cebirsel say1 cismi olsun. 6 nin reel

esleniklerinin sayis1 » ve kompleks eslenik ¢iftlerinin sayist s olsun. O zaman

n=r+2s olur. K i¢in Minkowski sinir1 M , ile gosterilir ve

ile verilir [1].

Teorem 3.58’¢ gore O, ’da normu N(B)S(gj |d(K)| olacak bigimde sonlu

T

sayida B tam ideali vardir. Boylece Teorem 3.57’ye gore her ideal sinifi, sonlu bir
kiimeden secilen O, ’nin bir tam ideali ile temsil edilir. Ideal siniflarmm bu
temsilcilerini belirlemek i¢in, O, 'min normu M , ’dan kiigiik veya esit olan tam
ideallerine bakmak yeterlidir. O, 'nin 4 tam idealinin normu M , ’dan kiiciik veya
esit ise P| A olan her P asal ideali i¢in N(P) <M ,’dir. Ayrica P asal idealinin
normu, p bir asal say1 ve f bir pozitif tamsayr olmak iizere N(P)=p”

bicimindedir. O halde herhangi bir 4 tam idealinin asal carpanlarna ayrilisinda

karsilastigimiz biitlin asal idealler, p < M , olan asal sayilarin ¢arpimlarindan olusur.
Dolayisiyla p <M, olan her p asal sayist alinip, < p> ‘nin O, ’daki asal ideallerin
carpimi bi¢iminde yazilislar1 belirlenir ve bu belirlenen asal ideallerin normu M

’dan kiiglik veya esit olan tiim olas1 ¢carpimlari yazilirsa her ideal sinifinin en azindan

bir temsilcisi bulunmus olur. Ozellikle p <M, olan her p asal sayisi igin < p>

idealinin O, ’daki asal ideallerin ¢arpimi bigiminde yaziliglar1 hep bir esas ideal ise o
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zaman K ’nin sinif sayisi h(K ) =1 dir. Bu durumda O, ’da tanimlanan her ideal bir

esas ideal olacagindan O, bir esas ideal bolgesi olur.

Ornek 3.5°den Ornek 3.8’e kadar kullanilan metodla bazi negatif k degerleri i¢in
Tablo 3.2 olusturulabilir.

Tablo 3.2. 30 <k <0, k karesiz, H ( Q ( \/;) ) ’nin ideal sinif grublar [1].

: ER)

-5 (L4y=7, 4=](2,

-10 (LA}y=7, 4=|

<

-6 {I,A}:ZZ’A=:<2’\/2>}A2:
<
<

-13 (14} =2, a=| (214713} | 4> =1
-14 LA 4 =2, A=[<3,1+\/ﬂ>}, A2=[<2,«/ﬂ>}
[ {51

-15

(LA} =7Z,, A={<2,%(3+\/3)>}, A =1

-17 (L4474} =2,, A=[<3,1+\/E>}, A =[<2,1+m>}, A4 =1

21 (1,4,B,4B} =7, xZ.,, A=| (21+4=21) |, B=[ (3.4721) ],
4B=|(53+4=21) |, 4*= B> =(4B)’ =1

22 (L4}=2,, 4=| (24722} |, 4> =1
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Tablo 3.2. (Devami)

: {a(T)

T perien{fem)] o[ ie-) )

26 {I,A,Az,A3,A4,A5}=ZG, A=[<5,2+\/%>}, A? =[<3,1—\/%>}
: =[<2,\/%>}, A4=[<3,1+\/%>} A° =[<5,2—\/%>}

29 {1,A,A2,A3,A4,A5}=Zé, A=[<3,1+@>}, A* =[<5,1+\/%>],
3 =[<2,1+\/%>}, A° =[<5,1_\/%>} A° =[<3,1—\/%>J,

{1,4,B,4B} =7, xZ,, 4=| (2.4=30) |, B=[ (3.4730) |,
B=|(5~30) |, 42 =B =(4B)" =1

Tabloda yer almayan & degerleri iin smnif sayisi 1 dir.

Ornek 3.5°den Ornek 3.8’e kadar kullanilan metodla bazi pozitif k degerleri icin
Tablo 3.3 olusturulabilir.

Tablo 3.3. 2 <k <100, k karesiz, H( (\/_ )) nin ideal sinif grublari [1].

#{(4F)

k

10 (La}=2, 4=](2,10) ] 4* =1
15 (L4)=2, a=[(21+15)] 4> =1
26

(L4}=2, 4=[(226) ] 4> =1




Tablo 3.3. (Devami)
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: (el
30 (L4} =27, 4=[ (2,430 | 47 =1
34 (La}=2, a=[(21+34) ] 4*=1
35 {Lay=2, 4=[(21+35) ] 4*=1
39 (La}=2, 4=[(21+39)] 4*=1
42 {1,A}=ZZ’A=:<2,\/E>]A2=1
51 (L4)=2, 4=[(351)] 4* =1
55 (La}=2, 4=[(21+55) ] 4*=1
58 (La}=2, a=|(2,458) | 4> =1
65 (14} =7, 4=[ (5.65) ] 4* =1
66 (L4}=2, a=|(366) | 4> =1
0 {La)=2, 4=[(2.470)] 42 =1
74 (La}=2, a=[(2478) ] 4* =1
78 (14}=2, a=| (2,478) | 4> =
B ez B 1)
82 (Laa’, 4=z, 4=|(32+82)], 42 =| (2.482)],
o ()] 451
85

(L4} =2, a=|(5.85) | 4> =1




Tablo 3.3. (Devami)
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: (ol

87 (L4} =2, a=|(21+87) | 4> =1

o1 (L4} =2Z, a=|(2,14401) | 4> =1
95 (14} =2, a=[ (2.1+405) |- 4> =1

Tabloda yer almayan & degerleri iin smif sayis 1 dir.



BOLUM 4. BACHET DENKLEMININ COZUMU

Teorem4.1. M ve N tamsayllar, M =3(mod4), N=2(mod4) olsun. p asal

N
ve p\? ise p=1(mod4) olsun. k=M>—N? olsun. Bu takdirde y’=x’+k

denkleminin tamsayilarda ¢oziimii yoktur [1].

Ispat. y* =x’+k 'nin tamsayilarda bir ¢coziimii (x, y) eZ’ olsun. k= —1( m0d4)
oldugundan y*=x’ —1(m0d4) elde edilir. Ayrica her y tamsayist ig¢in
y?=0,1(mod4)’diir. O halde x tektir Cinki x ¢ift olursa
yr=x’-1=0-1= —1( m0d4) olur. Bu ise mimkiin degildir. x= 1(mod4) tir.
Cinki x= 3(m0d4) olursa y*=x’-1=27-1= 2(m0d4) olur. Bu ise miimkiin

degildir. O zaman k = M* — N? oldugundan

YV +N =x+M> =(x+M)(x2 —Mx+M2)

oldugu goriiliir. x=1(mod4) ve M =3(mod4) oldugundan
x?—Mx+M?*=3(mod4) elde edilir O halde x*—Mx+M?> tektir ve

p=3(mod4) olan bir p asal sayist p|x’—Mx+M> olacak bigimde vardir.

Dolayistyla y* =—N?(mod p) olur. Hipotezden dolayr p t N ’dir. O halde

M)

olur ki bu p= 3(m0d4) olmas1 ile gelisir O halde y*=x’+k denkleminin

tamsayilarda ¢oziimi yoktur.
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Ornek 4.1. Teorem 4.1.deki sartlarm gecerli oldugu baz1 M, N,k degerleri
sunlardir. M =—-1, N=2, k=M’-N>=-5 ve M =15,N=58k=M’>-N*=11
ve M=3N=2k=M’-N>=23 ve M=3,N=10k=M>-N’=-73 icin
Teorem 4.1’in sartlar1 saglanir. Dolayisiyla y° =x° -5, y*=x"+11, y*> =x"+23

ve y> =x’ —73 denklemlerinin tamsayilarda ¢dziimii yoktur.

Teorem4.2. M ve N tamsayilar, M =2(mod4), N=1(mod4) olsun. p asal
ve p|N ise p=1(mod4) olsun. k=M>—-N? olsun. Bu takdirde y’=x’+k

denkleminin tamsayilarda ¢oziimii yoktur [1].

Ispat. y>=x’+k’nin  tamsayillarda  bir  ¢bziimii (x, y) el’ olsun.
k=M>-N*= —1(mod4) oldugundan y* =x’ —1(m0d4) elde edilir. O halde ayni1
Teorem 4.1’in ispatindaki gibi x tek ve x = 1( m0d4) oldugu gosterilebilir. O zaman
k=M">—N? oldugundan

Y4+N =x"+M> :(x+M)(x2 —Mx+M2)

olarak yazilabilir. x=1 ( mod 4) ve M=2 ( mod 4) oldugundan
x'—Mx+M* = 3(m0d4) elde edilir O halde x°>—-Mx+M?> tektir ve

pP= 3(m0d4) olan bir p asal sayist p|x>—Mx+M?> olacak bigimde vardir.

Dolayistyla y* =—N?(mod p) olur. Hipotezden dolayr p t N ’dir. O halde

Gz

olur ki bu p= 3(mod4) olmasi ile gelisir O halde y>=x’+k denkleminin

tamsayilarda ¢oziimii yoktur.
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Ornek 4.2. Teorem 4.2.°deki sartlarm gecerli oldugu baz1 M, N,k degerleri
sunlardirr M =2, N=1, k=M’-N*=7ve M=-2, N=1, k=M>-N*>=-9 ve
M=2, N=5, k=M>-N*=-17 ve M=-2, N=5, k=M’-N?=-33 ve
M=6, N=13, k=M>-N*=47 ve M =14, N=53, k=M’-N>=-65 ve
M=6, N=17, k=M>-N*>=-73 degerleri igin y’=x"+7, y>=x"-9,
yi=x'=17, y*=x’-33, y’=x’+47, y’=x"-65 ve y’=x-73

denklemlerinin Teorem 4.2°e gore tamsayilarda ¢oziimii yoktur.

Teorem4.3. M ve N tamsayilar, M =4,6(mod8), N =1(mod2) olsun. p asal

ve p|N ise p=xl(mod8) olsun. k=M"’+2N? olsun. Bu takdirde y*=x"+k

denkleminin tamsayilarda ¢oziimii yoktur [1].

Ispat. y>=x’+k’nin  tamsayillarda  bir  ¢ozimii (x, y) eZ’ olsun.
k=M>+2N’= 2(m0d4) oldugundan y’=x’+k=x’ +2(m0d4) elde edilir.
Dolayisiyla x ¢ift olamaz. Ciinkii x ¢ift olursa y” =x’+2= 2(m0d4) olur. Bu ise
miimkiin degildir. O zaman x tektir. x= 3(m0d4) tiir. Clinkli x = 1( m0d4) olursa
yi=x’+2= 3( m0d4) olur. Bu ise miimkiin degildir. Ayrica

Y =2N? =x M =(x+ M) (x* —Mx+ M)

elde edilir. Eger x=3 ( m0d8) ise

x?=Mx+M?*=1-3M +M?* =+3(mod8)

olur. Dolayisiyla x> — Mx+ M * tektir. Bu p = 3,5(m0d8) olan bir p asal sayisinin

mevcut oldugunu gdsterir. Ciinkii x> —Mx+M>’yi bolen tiim asal sayilar
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p==*1(mod8) ise x*—Mx+M?*=+1(mod8) olur. O halde p=3,5(mod8) dir.

O zaman pt N ve y*=2N?(mod p) dir. Bdylece

BHEH)-

olur. Yani p =+1 ( mod8) olurkibu p=3,5 ( m0d8) olmasi ile gelisir.

Eger x=7(mod8) ise
x+ME7+ME-_|-3(m0d8)

olur. Dolayisiyla x+ M tektir. Bu p = 3,5(m0d8) olan bir p asal sayisinin mevcut

oldugunu gosterir. O zaman p { N ve y’>=2N?(mod p ) dir. Bdylece

BHEH )

dir. Yani p = il(modS) olurkibu p=3,5 ( mod8) olmasi ile geligir.

O halde y* =x’ +k denkleminin tam sayilarda ¢6ziimii yoktur.

Ornek 4.3. Teorem 4.3.deki sartlarm gecerli oldugu baz1 M,N,k degerleri
sunlardir: M =-2, N=1, k=M’+2N’=-6 ~ve M=-4, N=7,
k=M>+2N*=34 ve M=-10, N=23, k=M’ +2N*=58 ve M =—-4, N=1,
k=M’+2N*=-62 ve M=4, N=1, k=M’+2N* =66 ve M=-2, N=7,
k=M>+2N?=90 degerleri i¢in y°’=x"—6, y>=x"+34, p°=x’+58,
Yy =x"-62, y>=x"+66 ve y’=x’+90 denklemlerinin Teorem 4.3’e gore

tamsayilarda ¢oziimii yoktur.
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Teorem4.4. M ve N tamsayilar, M =4(mod8), N=1(mod2) olsun. p asal
ve p|N ise p=1,3(mod8) olsun. k=M>-2N? olsun. Bu takdirde y’ =x"+k

denkleminin tamsayilarda ¢6ziimii yoktur [1].

Ispat. y*=x’+k’nin  tamsayilarda  bir  ¢dziimii (x, y) e’ olsun.
k=M’-2N’=2(mod4) oldugundan y’=x’+2(mod4) elde edilir. O halde x
tektir. Ciinkii x cift olursa y>=x’+2=0+2= 2(m0d4) olur. Bu ise miimkiin
degildir. Bu durumda x=3(mod4)’tir. Ciinki x=1(mod4) olursa
y?=x’+2=1+2=3(mod4) olur. Bu ise miimkiin degildir. Ayrica k =—2(mod8)

oldugundan y’ =x’ —2(m0d8) dir. O halde xE3(mod8) olur. Ayrica
V42N =x>+ M’ =(x+M)(x2 —Mx+M2)

oldugu goriilir. x=3(mod8) ve M =4(mod8) oldugundan x+M =7(mod8)
elde edilir. Dolayisiyla x+AM tektir ve p=5,7 ( m0d8) olan bir p asal sayisi

plx+M olacak bi¢imde vardir. Bu ise p{N ve y’=-2N?(modp) oldugunu

gosterir. O halde

BHH2)

olur ki bu p= 5,7(m0d8) olmasi ile celisi. O halde y*=x’+k denkleminin

tamsayilarda ¢oziimii yoktur.

Ornek 4.4. Teorem 4.4.deki sartlarin gecerli oldugu baz1 M,N,k degerleri
sunlardir: M =4, N=3, k=M’-2N*=46 ve M =4, N=1, k=M -2N* =62
ve M=-4, N=1, k=M’-2N*=-66 ve M=-4, N=3, k=M>-2N*=-82
ve M=4, N=9, k=M>-2N*=-98 degerleri icin y>=x"+46, y>=x"+62,
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Yy =x-66, y*=x"-82 ve y’=x’-98 denklemlerinin Teorem 4.4’e¢ gore

tamsayilarda ¢oziimi yoktur.

Teorem 4.5. K bir cebirsel say1 cismi olsun. K 'nin sinif sayis1 / ile gosterilsin.

A, O, ’nm bir tam ideali olsun. / ile aralarinda asal olan bir k& pozitif tamsayisi

icin A" bir esas ideal olsun. Bu takdirde A ’da bir esas idealdir [1].

Ispat. A’nmn smifi [A] ile gosterilsin. H (K)’nln mertebesi /7 oldugundan,

[A]h =1 dir. Boylece A" bir esas idealdir. ebob(h,k)=1 oldugundan, ri+sk =1

olacak bi¢imde » ve s tamsayilar1 vardir. Bu takdirde, 4" bir esas ideal oldugundan

s

A:Aler~h+sk:(Ah)r(Ak)

da bir esas idealdir.

Teorem 3.19 ve Teorem 4.5 kullanilarak y* =x’ +k Diophantine denkleminin eger

varsa ¢dziimleri bulunabilir. y* = x> +k *nin tamsayilarda bir ¢dziimii x ve y olsun.
Boylece y+\/? ve y—\/z lar K = Q(\/E ) kuadratik cisminin tamsayilart olmak

=554

olur. k’nin Kkaresiz ve k52,3(m0d4) oldugu kabul edilsin. O zaman

O =7+ ZAk olur. ideallere gecilirse,

(5 = 3+ )
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elde edilir. & sayilar < y+\/z > ve < y—\/; > esas idealleri aralarinda asal olacak
bigimde segilirse, Teorem 3.19°a gore, O, ’da
(B

olacak bigimde bir 4 idealinin mecvut oldugu goriiliir. Ayrica K 'nin smif sayist 3

ile boliinebilir degil ise Teorem 4.5’e gore A ’da bir esas idealdir. a,b € Z i¢in
A= <a + b\/z >

olsun. Dolayisiyla
(y+E)=(a+ov) :<(a+wz)3 >
olur. Boylece Teorem 1.3°e gore

y+\/zzg(a+b\/g)3

olacak bigimde O, 'nin bir & birimi vardir. Burada £ ’nin pozitif veya negatif

olmasina gore iki durumla karsilasilir. & negatif ise ¢ igin sadece sonlu sayida

olasilik mecvuttur. Aslinda Teorem 2.17°ye gore k#—1 ise £=%1 ve k=-1 ise

3
¢ =+1,+i’dir. Tek kuvvetler (a+b\/% ) ifadesinin igine alinacabilegi i¢in ve

-1=( —1)3 , —i= (—i)3 oldugundan, denklem

y+\/%:<a+b\/z)3

halini alir. vk *nim katsayilari esitlenirse,
1=3a’b+kb* =b(3a” +kb* )

elde edilir. O halde »==1 olmalidir. Burdan sonra a ig¢in olasiliklari hesaplamak
yeterlidir. Béylece y*> =x’ +k denkleminin x, y tamsay1 ¢oziimleri bulunur. Teorem

4.6’da bu gosterilecektir. k pozitif ise 0 zaman & i¢in sonsuz g¢oklukta olasilik
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meveuttur. Aslinda, Teorem 3.49a gdre, u=T+U~k (u>1), O, ’nin temel

3

birimi ve /€Z olmak iizere &=+u' bicimindedir. —1=(—1)3, " Z(_gm)

. . 3 . . . . .. .
ifadeleri (a + bk ) ‘nin i¢ine alinabilecegi i¢in, sadece

y+«/%:(a+bx/%)3
y+\/z=u(a+b\/?)3
y+\/;=,u2(a+bx/z)3

denklemlerini incelemek yeterlidir. Bu {i¢ denklemden ilki £ <0 durumundaki gibi

incelenebilir. Diger iki denklemde & 'nin durumuna bagli olarak ¢6ziim olmayabilir.

Bu Teorem 4.7°de ele alinacaktir. y” =x’+k ’nin tim c¢oziimleri bulunurken

3
(a + b\/; ) ‘nin i¢ine atilan kiipler dikkate alinmalidir.

Teorem 4.6. & bir tamsay1 ve k<—1, k karesiz, k=23(mod4), 31 h(@(\/;))
olsun.
a. Eger k=1-3a’ olacak bigimde bir ¢ tamsayisi var ise 0 zaman y° =x" +k
denkleminin ¢oziimleri sadece x =4a’ -1, y= J_r(3a —8a’ ) dir.
b. Eger k =-1-3a’ olacak bigimde bir ¢ tamsayisi varsa o zaman y° =x" +k
denkleminin ¢dziimleri sadece x =4a’+1, y= J_r(3a +8a’ ) dir.

¢. Eger her a tamsayisi igin k #+1-3a’ ise 0 zaman y” = x’ +k denkleminin

tamsayilarda ¢oziimii yoktur [1].

Ispat. y”> =x’+k ’nin tamsayilarda x ve y ¢oziimiiniin oldugu kabul edilsin. O
zaman ya (a) sikkinin yada (b) sikkinin saglanmasi gerekir. Ikisi birden saglanamaz

clinkii (a) sikkinda £k = 1(mod3) ve (b) sikkinda ise k=2 ( m0d3) diir.
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Oncelikle x=1(mod2) oldugunu gosterelim. y*>=0,1(mod4) ve k=2,3(mod4)
oldugundan x’=y*—-k=1,2,3(mod4) olur. Fakat tamsayilarda x*=2(mod4)

olamaz. O halde x° =1,3 ( m0d4) "dir. Yani x = 1( m0d2) elde edilir.

Simdi ebob(x,k):l oldugunu gosterelim. Aksine x ve k aralarinda asal olmasin.
O zaman p|x ve pl|k olacak bigimde bir p asal sayist vardir. Bu durumda
plx’+k yani p|y® bulunur. O halde p|y’dir. Buradan p° |y’ —x’ elde edilir.
Bu ise p’|k olmasimi gerektirir. k& karesiz oldugundan bu olamaz. Dolayisiyla
ebob( x,k ) =1"dir.

x=1(mod2) ve ebob(x,k)=1 oldugundan ebob(x,2k)=1 dir O halde

Ix+ m( 2k) =1 olacak bi¢imde /,m € Z vardir.

K :@(\/% ) olsun. k<—-1 oldugundan K bir kompleks kuadratik cisimdir.

k=23 ( mod4) oldugundan K ’nin tamsayilar halkast O, = {u +wk

u,ve Z}
olur.

Simdi < y+\/z > ve < y—\/? > esas ideallerinin O, ’da aralarinda asal oldugunu

gosterelim. Aksine bu iki ideal aralarinda asal olmasin. O zaman
P(y+k), PI{y-k)

olacak bicimde bir P asal ideali vardir. Bu ise < v+ Jk > c P ve < y— Jk > cP

olmasmi gerektirir O halde y+<keP, y—+keP olur. Dolayisiyla

2\/E:(y+\/z)—(y—\/;)eP’dlr. O halde 2k=ﬁ(2\/2)ep olur. Ayrica
(y) (v~ )=(y> =k )=(x")=(x)’

oldugundan P|<x>3 elde edilir. P bir asal ideal oldugundan P|(x) olur. O halde

xePdir. Ix+m(2k)=1, 2k=\/2(2\/;)eP, x € P oldugundan, 1€ P oldugu
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goriliir. Bu ise P ’'nin asal olmasi ile ¢elisir O halde < v+ Jk > ve < y— Jk > idealleri

O, ’da aralarinda asaldir ve <y+\/%><y—\/E> = <x>3 dir.

K bir cebirsel sayr cismi oldugundan, Teorem 3.1’¢ gére O, bir Dedekind

bolgesidir. Dolayisiyla Teorem 3.19°dan dolay1 O, *da
(o)<

olacak bigimde bir A ideali vardir. O halde 4° bir esas idealdir. 3J(h( @(J%))

oldugundan, Teorem 4.5’ye gbére A’da bir esas idealdir, a,beZ olmak iizere

A:<a+b\/z> olsun. O halde <y+\/%>:<a+b\/z>3=<(a+b\/%)3> olur.

3
Teorem 1.2°den dolayr y+ «/E = 5( a +b\/; ) bi¢imde bir £eO, birimi vardir.

k<-1 ve k52,3(m0d4) oldugundan, Teorem 2.17°ye gbre &==1"dir.

y+\/z = g(a +b\/%)3 den  esleniklere  gegilirse y—\/% = g(a —b\/%)3 olur.

Dolayisiyla

=yt —k=(y ek ) (k)= (a+bk) (a-bJk )
(o) ()

dir.  Béylece x=a’—kb> elde edilin  y+k= g( a+ b\/z)3 ve
y— Jk=¢ ( a—bJk )3 "y1 sirastyla toplayarak ve ¢ikartarak
2y=e((a+b3E) +(a-t4E)

Ve

2k =5 (a+50k) ~(a-VE) |
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elde edilir. Béylece y = g( a’ +3kab’ ), 1= gb(3a b+ kb’ ) olur.

1=gb(3a2b+kb3) denkleminden b =+1 elde edilir. Boylece b=+¢ olur. b=¢ ise
x=a’—k, y:g(a3+3ka), 1=3a’>+k olur. Yani k=1-3a’> ve x=4a’ -1,

y=i(3a—8a3) dir. Bu durumda
'k =(4a> ~1) +(1-3a> )= 64a° —48a* +9a> = (8a* ~3a) =

elde edili. Eger b=-¢ ise x=a’—k, y:g(a3+3ka), 1=-3a’—k olur
Dolayisiyla k =—-1-3a” ve x=4a’+1, y=i(3a+8a3) dir. Bu durumda da

2

'tk =(4a> +1) +(-1-3a>)=64a° +48a* +9a> = (84> +3a) =y

elde edilir.

Ornek 4.5 k=-2 sayist Teorem 4.6’'nin (a) sikkin1 saglar. Ciinki

k=-2=1-3-1 ve h(Q(\/z))=l’dir. O halde y*=x’-2 denkleminin

tamsayilardaki ¢oziimleri sadece (x, y) = (3, iS) dir.

Ornek 4.6. —200<k<-2 araliginda; & ’min sadece —-74 ve —146 degerleri

Teorem 4.6’nin (a) sikkimi saglar. Ciinkii k£ =-74=1-3-5" (h(@(\/—74)) =10) ve
k=—146=1-3.7> (h(@(\/—146)):16) dir. O halde y*>=x’—74in

tamsayilardaki  ¢oziimleri sadece (x,»)=(99,4985) ve p’=x-146’nn

tamsayilardaki ¢ozlimleri sadece (x, y ) = ( 195,4+2723 ) ’diir.
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Ornek 4.7.  Teorem 4.6’nin (b) sikkin1 saglayan mutlak deger olarak en kiiciik &

degeri k=—13=—-1-3.2° (h(@(\/—m)):z)’dur. O halde y>=x*—13’in

tamsayilardaki ¢oziimleri sadece (x,y)=(17,£70) dir.

Ornek 4.8. —200<k <—1 araliginda, Teorem 4.6’nin (b) sikkin1 saglayan —13

den farkli tek deger —193°diir. Ciinkii k =—-193=—1-3.8> (h(@(\/—193))=4)

dir O halde y°>=x’-193’lin  tamsayiardaki  ¢dziimleri  sadece

(x,5)=(257,+4120) dir.

Ornek 4.9.  k=-5 sayis1 Teorem 4.6’nim (c) sikkini saglar. & nin bu degeri icin

h ( Q(\/—S )) =2 dir. O halde y* =x’ —5 denkleminin tamsayilarda ¢dziimii yoktur.

Benzer bigimde k=-6,-10,—14,-17,-21,-22 degerleri icin de y>=x’+k

denkleminin tamsayilarda ¢ézlimiiniin olmadig1 goriiliir.

Teorem 4.7. k Kkaresiz pozitif bir tamsayl, k=23(mod4), 31{h ( Q(\/; ))

olsun. K =Q ( \/; ) 'nin normu 1 olan temel birimi 7 +U \/; olsun.

k=4(mod9), U=0(mod9)

k=4(mod7), U=0(mod7)

ise 0 zaman y° = x” +k ’nin tamsayilarda ¢dziimii yoktur [1].



121

Ispat. Teorem 4.6’nin ispatindaki gibi bir & € O, biriminin

y+\/2:8(a+b\/;)3

olacak bi¢imde mevcut oldugu gosterilebilir. 77, O, 'nin temel birimi olsun. O zaman

Teorem 3.49°a gore
&=1n
olacak bi¢cimde bir /eZ vardir. —1 =(—1)3 ve " = (77’" )3 ifadeleri (a er\/z)3
ifadesinin icine atilabildiginden, & =1,7,7° olmak iizere y+ J% =& ( a-+ b\/z )3 elde
edilir. Ayrica n=7n/n*> ve n’=n°/n oldugundan, €€ {l,n,%} veya

1 3
g€ {1, — : } olmak tizere y+ Jk = g( a+bJk ) olarak yazilabilir. 7 'nun normu
n

1 1 .
1 ise ¢ e{l,n,—}, n’nun normu —1 ise & e{l,—z,nz} segelim. Iki durumda da,
n n

T+U \/; O, 'nin normu 1 olan temel birimi olmak iizere
£c {1,T+UJE,T—UJE}

olur. £=1 ise, Jknm katsayilar1 esitlenerek 1=23a’b+kb" elde edilir. Buradan 5 |1

oldugu gorliir. Dolayisiyla b==1 olur. O halde
+1=b=3a’h* +kb* =3a’ +k>k>1 elde edilir ki bu bir celiskidir. O halde
&= TiU\/; ’dir. O zaman

y+\/%:(TiU\/?)(a+b«/?)3
=(TiU\/E)((a3+3kab2)+(3a2b+kb3)\/;)

(T(a3 +3kab2)iUk(3a2b+kb3))+(T(3a2b+kb3)iU(a3 +3kab2)ﬁ)
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olur. Boylece

1=T(3a2b+kb3)iU(a3 +3kab2)

elde edilir.

k=4(mod9), U=0(mod9) olsun. U=0(mod9) ve T’-kU’=1
oldugundan 7T=+1( mod8)l elde edilir. 7=&(mod81), =1 olsun.
Bu takdirde 1=T(3a’b+kb’)+U(a’ +3kab®) ifadesini mod 9 da
incelersek 1= g(3a ’b+4b° )(mod9) elde edilir. Burada 315 olmaldir.
O zaman b=+1(mod3) olur. b=4(mod3), A=l olsun. Dolayisiyla
b*=2A(mod9) olur. O zaman 1= g( 3a’h+4b’ )(mod 9) ifadesinden
1= gﬂ(3a2 +4)(mod9) yazilabilir. Boylece 3a”+4=el=+1(mod9)
elde edilir. Bu da 3a” =4, 6(mod9) demektir ki bu miimkiin degildir.

k=7(mod9), U=%3(mod9) olsun. U*=0(mod9)’dur. O zaman
T?—-kU?=1 oldugundan T7= 1(m0d9) elde edilir. Boylece
T =+1(mod9) olur. 1= T(Z»a2b+kb3 )J_rU(a3 +3kab® ) ifadesini mod
3 de incelersek 1=Tkb’(mod3) olur. Buradan 1=77b°(mod3) yani
1=Tb"(mod3) bulunur. Her iki taraf T ile ¢arpilirsa 7 =7"°h"(mod3)
olur. Buradan T =5’ (m0d3) yani *1=5" (mod3 ) dolayisiyla
+1=b(mod3) bulunur. Su halde 5’ =+1(mod9) ve b°=1(mod9) dir.
Ayrica 1=T ( 3a’b+kb’ )i U ( a’ +3kab® ) ifadesini mod 9 da incelersek
1=T ( 3a’b+kb’ )i 3a*(mod9) elde edilir. Her iki tarafi T ile carparsak
+1=3a’b+kb’+3a’ (m0d9) olur. Her iki tarafi b’ ile carparsak
+1=3a’b"* +kb°+3a’ ( mod9 ) elde edilir. Buradan
+1=3a’b" +k+3a’(mod9) yani 3a’h*+7+3a’ =+1(mod9) bulunur.

Bu durumda 31 a olmalidir. O zaman @’ =+1(mod9) olur. Bu durumda
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3a’b* +7+43a=+1(mod9) kongrilansindan 3a’b*+7+3=+1(mod9)
elde edilir. Dolayisiyla 3a’b* +10=+1(mod9) veya
3a’b* +4=+1(mod9)’dir. O halde 3a’h*=-9(mod9) veya
3a’h*=-3 ( mod9 ) bulunur.  3a’h*=-9 ( mod9 ) kongriiansindan
3la’h* elde edilir Bu olamaz. Cinki 3fa ve 31{b’dir
3a’b* =-3(mod9) kongriiansindan ( ab’® )2 =—1(mod3) olur ki bu da
miimkiin degildir.

k=4(mod7), U=0(mod7) olsun. y+\/E:(TiU\/E)(a+b\/%)3

ifadesinden  y-— \/E == ( TFU \/E )( a —b\/z )3 elde edilir. Boylece

x = y? =k =(y+k)(y-k)

olu. O halde x=a’—kb> dir. Ayrica x’= 0,1,6( Inod7) ve
y> =0, 1,2,4( m0d7) dir. y*—x’=k= 4( m0d7) olmasi gerektiginden
X’ = O( m0d7) ve y° = 4( m0d7) olmalidir. Dolayisiyla x = O( mod7)
dir. Béylece a” —kb* =x=0(mod7) olur. O halde a’ —4b> =0(mod7)
bulunur. Yani a=+2b(mod7)’di. U=0(mod7) ve T?-kU?=1
oldugundan 77 = 1( mod49) elde edilir. Boylece 7T = il( m0d49) olur.
O  zaman  1=T(3a’b+kb’)+U(a’ +3kab’ ) ifadesinden

1=+2p° ( mod7) elde edilir ki bu miimkiin degildir.
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Ornek 4.10. k=58 scqilise k=2(mod4) ve k=4(mod9) olur. Burada

h(@(ﬁ)):2 dir ve Q(ﬁ)’in temel birimi normu —1 olan 99+13\/§ dir. O

2
zaman normu | olan temel birim (99+13\/§ ) :19603+2574\/§ olur. Boylece

U=2574=0(mod9) dur. Dolayisiyla Teorem 4.7’ye gore, y’>=x"+58

denkleminin tamsayilarda ¢éziimii yoktur.

Ornek 4.11. k=7 olsun. O zaman k=3(mod4) ve k=3(mod4) olur. Burada
h(@(ﬁ)) =1 dir ve Q(ﬁ) ’nin temel birimi normu 1 olan & +3\/7 dir. Boylece

U=3= 3(m0d9) dur. O halde, Teorem 4.7°’ye gdére y°=x"+7 denkleminin

tamsayilarda ¢oziimii yoktur.

Ornek 4.12. k=158 olsun. O zaman k=2(mod4) ve k=7(mod9) olur.

Burada h(@( \/@ )) =1 dir ve Q(\/ﬁ ) ’in temek birimi normu 1 olan

7743+ 6164/158 dir. Boylece U=616EO(m0d9) olur. O halde, Teorem 4.7’ye

gore y* =x’ +158 denkleminin tamsayilarda ¢oziimii yoktur.
Teorem 4.8. y° =x’ —31 denkleminin tamsayilarda ¢oziimii yoktur [1].

Ispat. y®=x’-31 denkleminin tamsayilarda bir ¢6ziimii (x,y) olsun.

Once (x, y)=1 oldugunu gosterelim. Tersine p|x ve p|y olan bir p asal sayisi

mevcut olsun. Bu durumda p |31 olur. p asal oldugundan p =31 dir. O halde

31| x, 31|y olacagindan x=3la, y=31b olacak bicimde a,b tamsayilar1 vardir.

Bu takdirde  y’=x’-31"den  (31»)"=(3la)’~31  olur  Buradan
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31(3167)=31(31%a*)-31 yazlabilir. Yani 315*=31%a’~1 olur. Béylece 311

elde edilir ki bu miimkiin degildir. O halde (x, y) =1"dir.

Simdi x ’in ¢ift tamsay1 oldugunu gosterelim. Aksine x tek olsun. x = 1( m0d4) ise
x’=31=1-31-30=2(mod4) olacagindan y*>=2(mod4) elde edilir ki bu

miimkiin degildir. O halde x = 3(m0d4) "diir. Ayrica
Y +4=x"31+4=x"-27=(x-3)(x" +3x+9)

dir. x’+3x+9>1Ddir ve x’+3x+9=1+9+9=3(mod4)’dir. O halde
plx*+3x+9 ve p=3(mod4) olan bir p asal sayisi vardir. Buradan p|y®+4

elde edilir. p|y*+4 ve p=3(mod4) oldugundan p|y ve p|2 elde edilir. Bu ise

miimkiin degildir. Dolayisiyla x ¢ift tamsayidir. O halde y tektir.

2 3
Y +3l=x> oldugundan J : 3. = ( %j yazilabilir. Dolayisiyla

(E =)

3
—j elde edilir. ideallere gegilirse
2 2 2

(ol

TSV TA N P ey}
2 2

olur. Buradaki idealleri aralarinda asaldir. Bunu

gostermek i¢in, bir asal J ideali J |< olacak bi¢imde

y+\/§> VeJ|<y—\/3>
2 2

mevcut olsun. O zaman Teorem 3.7’e gore <—y+ 2“ _31>cJ ve <y—\/2—31>CJ

y+\2/—31 cJ ve y—\2/—31

olur. Dolayisiyla e J dir. Buradan
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= —= EJ’
> y

y+N=31) (y=N=31) 2y
(==

(y“Lmj{y“/__?’lJ:szr?’l:z[fTeJ

2 2 4 2
elde edilir. 2 J ise y tek ve y eJ oldugundan 1€J elde edilir. Ciinkii y tek ise

3
yv=2k+1, keZ vardir. Boylece 1=y—2k €J olur. Eger (%j eJ ise 0 zaman

% eJ olur (%, yj =1 oldugundan 1leJ elde edilir. Sonu¢ olarak leJ

oldugundan J =D olur. Dolayisiyla {<y+ 2_31>,< S 2_31 >] = D’dir. Yani

< y+~-31 \2/—31 > e <y_T “_31> idealleri aralarinda asaldir.

K = Q( =31 ) ’in bir tamsay1 tabani {I,HT ‘_31} ’dir. 2 ’nin O, ’da asal ideallerin

carpimi bigiminde yazilisi, Teorem 3.41°den dolay1

o=

bi¢imindedir. O halde

<y+J—_31><y—J—3_1>:<2,1+J23><2 1—J—3_1><x>3

2 2 T2 2
olarak yazilabilir.

Simdi <2,1+T '_31> bir esas ideal olmadigin1i gosterelim. Tersine

<2,%> =(a) olacak bigimde bir & € O, meveut olsun. O zaman 2¢€(a),
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= 2_3—1€<0!> olur. Bdylece 2_(1+ 2_31J:3_2_31€<a>’d1r. 2e{a) ve

3-+-31 e
2

() ifadelerinde normlara gegersek N( )[4 ve N(a)|% olur. Yani

N(a)\4 ve N(a)|10’dur. Dolayisiyla N(a)|(4,10) olur. O halde N(a)|2 elde

edilir. Ayrica N( o )>1dir. Buradan N(a)=2 elde edili Fakat aeO, ise

o a+by-31
2

olacak bigimde a,bel vardir.

’ 2 2
N(oz):N(CH_b2 _31J:a +jlb ve N(a)=2 oldugundan a*+316> =8 elde

2

edilir ki bu miimkiin degildir. O halde <2

1++/-31
2

> ideali esas ideal degildir.

Benzer bigimde < 2,1_T '_31> idealinin de esas ideal olmadig1 gosterilebilir. Simdi

(g -2

2 2 2 2

oldugu biliniyor. O halde Teorem 3.24’e gore
<y+ 2_31>:AITI3’ <y_ 2_31>:A2T;

olacak bi¢cimde A4,,4,,7,,7, idealleri vardir. A4,,4, aralarinda asal ve
<2,¥>ile <2,1_T ‘_31> aralarinda asal oldugundan 4,4, =<2> olur. O

halde dort durum vardir.

1. Durum. 4, =<2,1+ “_31>, 4, =<2,1_— “2_31>

2

2. Durum. 4, =<2,1_ 2_31>, A4, :<2,%>
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3DummADA<1+4_>< >

(e

4. Durum. A,

Ayrica smif sayist 3 oldugundan 7,' ve T, esas ideallerdir.

1. durumda 7, ve <y+T ‘_31> esas idealler ve <y+T '_31>=A]T13 oldugundan

<2 1+\/3>
2

esas ideal olur ki bu miimkiin degildir.

2. durumda T, ve <y_T ‘_31> esas idealler ve <y_T ‘_31>:A1Tl3 oldugundan

<2, #> esas ideal olur ki bu miimkiin degildir.

3. durumda <y_T ‘_31>=<2>T23 olur. O zaman <2>|<)/_T_31> elde edilir.

Buradan <)/_T_31> c <2> olur. O halde 2— 2‘ —31 = 2( o d2 —31 ] olacak

bigimde ¢,d € Z vardir. Buradan y—+/-31=2c+2d+/-31 olur. Yani y=2c elde

edilir. Fakat y tek oldugundan bu miimkiin degildir.

1

4. durumda <y+T ‘_31> =(2)T; olur. Benzer bigimde y =2c elde edilir. Fakat y

tek oldugundan bu da miimkiin degildir.

Sonug olarak y* = x*—31 denkleminin tamsayilarda ¢dziimii yoktur.

Bazi negatif k degerleri icin y° =x’ +k denkleminin ¢dziimleri Tablo 4.1 de

verilmistir.



Tablo 4.1. =20 < k < 0 olmak iizere y2 =x’+k’nm (x,y) e’ ¢Oziimleri [1].
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k vy =x"+knm (x,y) ¢ozimleri
-1 (1,0)

-2 (3,45)

-3 ¢Oziimii yok

4 (2,£2), (5,%11)
-5 ¢Ozlimii yok

-6 ¢Ozlimii yok

7 (2,%1), (32,%181)
8 (2,0)

-9 ¢Oziimii yok

-10 ¢Ozlimii yok

11 (3,44), (15,£58)
-12 ¢Oziimii yok

-13 (17,£70)

-14 ¢Oziimii yok

15 (4,£7)

-16 ¢Oziimii yok

-17 ¢Oziimii yok

_18 (3,%3)

-19 (7,+18)

20 (6,14)

Bazi pozitif k degerleri icin y* =x’ +k denkleminin ¢oziimleri Tablo 4.2 de

verilmistir.



Tablo 4.2. 0 < k < 20 olmak iizere y2 =x’+k’nm (x,y) e’ ¢Oziimleri [1].
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k v =x +knn (x,y) gozimleri
1 (=1,0), (0,£1), (2,+3)
2 (-1,£1)
3 (L,£2)
4 (0,£2)
5 (-1,%2)
6 ¢oziimii yok
7 ¢oziimii yok
8 (-2,0), (L13), (2,14), (46,1312)
9 (=2,£1), (0,43), (3,46), (6,+15), (40,+253)
10 (-1+3)
11 ¢oziimii yok
12 (—2,£2), (13,+47)
13 ¢oziimii yok
14 ¢oziimii yok
15 (L,#4), (109,%1138)
16 (0,14)
(-2,43), (-L4), (2,£5), (4,9), (8,23), (43,£282),
. (52,4375), (5234,%378661)
18 (7,%19)
19 (5,£12)
20 ¢oziimii yok




BOLUM 5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada cebirsel sayilar kullanilarak Dedekind bélgelerinde ideallerin asal

ideallerin ¢arpimi bigiminde yazilislar incelenmistir. Ayrica verilen bir & tamsayisi
icin y> =x"+k Bachet denkleminin tamsayilarda ¢dziimlerinin hangi durumlarda

olmadig1 incelenmistir. Cozlimii varsa, cebirsel sayilar kullanilarak bu ¢oziimlerin
nasil elde edildigi gosterilmistir. Ozellikle k=-31 i¢in denklemin ¢dziimiiniin
olmadig1 ispatiyla verilmistir. Benzer metodla k=13 ve k=51 ig¢in de Bachet
denkleminin ¢dziimiiniin olmadig1 gosterilebilir. Ideallerin asal ideallerin carpimi
biciminde yazilislar1 Bachet denklemi gibi Diyofant denklemlerininin ¢oziimiinde
kolaylik saglamaktadir. Bu nedenle Diyofant denklemlerinin ¢oziimiiyle ilgilenmek
isteyen i¢in cebirsel sayilar onem tagimaktadir. Konuyla ilgilenmek isyetenlere [1] ve

[2] numarali kaynaklar tavsiye edilebilir.
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