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ONSOz

Bu tezin ortaya ¢cikmasinda emegi gegen, bilgi ve birikimleriyle yolumu aydinlatan degerli
danismanim Dr. Ogr. Uyesi Ziyattin TAS’a en icten siikranlarimi sunarim. Kendisinin
rehberligi, sabr1 ve bilimsel yaklagimi, bu uzun ve mesakkatli siirecte en biiyiik ilham
kaynagim olmugstur. Tezimin her asamasinda gosterdigi titizlik ve sagladigi degerli geri

bildirimler i¢in minnettarim.

Bu akademik yolculugumda, sadece bir arkadas degil aym1 zamanda giivenilir bir yol
arkadasi olan Dogan ZOROGLU’na da bir tesekkiir bor¢luyum. Kendisinin fikir
aligverisleri, motivasyonu ve yeri geldiginde sagladigi destek, bu siirecin zorlu anlarinda

bana gu¢ vermistir.

Varligiyla hayatima anlam katan, gdsterdigi anlayis ve sonsuz sabirla her zaman yanimda
olan, bu yogun tempomda evin tiim yiikiinii omuzlayan, her animda destek olan sevgili
esim Giilten CAN’a minnettarim. Hayatimin en tatli mesguliyetleri, yorucu anlarin nese
kaynagi, goziimiin nuru canim kizim Sare Meva CAN’a ve kicglk adam Duha Zeyd
CAN’a... Onlarin masum giiliisleri, bana her zaman en biiylik motivasyonu sagladi. Bu
tez, ayn1 zamanda onlara adanmigtir. Onlarin aydinlik gelecegi i¢in attigim bu akademik

adimin, onlara ilham vermesi en biiyiik dilegimdir.

Seveki CAN
Bingol 2025
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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

a, = a
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: Ayrik bir G grubu iizerindeki toplanabilir diziler uzay1
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: Zay1f yakinsaklik
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BANACH CEBIRLERINDE SUREKLIi TEMSILLER UZERINE

OZET

Bu tez calismasi, Banach cebirlerinde siirekli temsiller ve Banach cebirlerinin bazi
ozellikleri Gzerine alt1 temel boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, tezin genel bilgileri ve ele alinan konu ile ilgili kisa bir tarihge ve literatlr
bildirisi verilmistir. Ikinci bélimde; ilerleyen boliimler igin gerekli olan bazi temel tanim,
teoremler ve drnekler verilmistir.

Uciincli bolimde, Banach cebirlerinde siirekli temsillerin bazi 6zellikleri verilmistir.

G lokal kompakt bir grup ve L(G) de G iizerinde tanimli grup cebiri olsun. 8: L*(G) — A
stirekli bir homomorfizma olmak lizere f; ve h;, L'(G) nin sirastyla sagdan ve soldan simrh
yaklagik birimleri olsun. Eger;

(fi + b — fix by) (D
LY(G) icin smirh bir yaklasik birim ise,
O(f; + h; — fi  hy) (2)

nin de A da sinurlt bir yaklasik birim olacagi gdsterilmistir. Yine, homomorfizma ile ilgili
bazi1 sonuglar sunulmustur.

Dérdiincii boliimde, Arens garpimlart ile ilgili bazi 6zellikler verilmistir. Yine bu b6limde
A™* ikinci dual uzayi, hem sagdan hem de soldan bir zayif™* sinirh yaklasik birime sahip
ise, A" 1n bir zayif* smirh yaklasik birime sahip oldugu tizerine ¢alisilmustur.

Besinci boliimde, hemen hemen periyodik fonksiyonellerin Banach cebirleri tzerindeki
davraniglar1 incelenmistir. Bu fonksiyonellerin kompaktlik ve zayif kompaktlik 6zellikleri
ile Arens regiilerlik arasindaki iliskiler arastirilmistir. Ozellikle ap(4) ve wap(4)
uzaylarmin esitligi i¢in gerekli ve yeterli kosullar ortaya konmustur. Altinci ve son
boliimde ise sonuglar ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sinirli yaklagik birim, zayif™ yakinsaklik, dual uzay, hemen hemen
periyodik fonksiyoneller, Arens ¢arpimlari.



ON CONTINUOUS REPRESENTATIONS IN BANACH ALGEBRAS

ABSTRACT

This thesis consists of six main chapters focusing on continuous representations in Banach
algebras and some properties of Banach algebras.

The first chapter provides general information about the thesis and a brief history of the
topic. The second chapter presents a literature review.

The third chapter introduces some basic definitions, theorems, and examples necessary for
the subsequent chapters. Let G be a locally compact group and L!(G) be the group algebra
defined on G. Let 6:L1(G) — A be a continuous homomorphism, where fi and hj are
bounded approximate identities from the right and left, respectively, in L1(G). If L1(G) has
a bounded approximate identity for

(fi+h—fixh) (D

the relationship regarding the homomorphism

O(f; + h; — fi  hy) (2)

in A is shown to be a bounded approximate identity. Additionally, some results related to
the homomorphism are presented.

The fourth chapter examines some properties related to Arens products. It is shown that
A" also possesses a weak™ bounded approximate identity if A has both left and right
weak™ bounded approximate identities.

In the fifth chapter, the behavior of almost periodic functionals on Banach algebras was
investigated. The relationships between the compactness and weak compactness properties
of these functionals and Arens regularity were explored. In particular, necessary and
sufficient conditions for the equality of the spaces ap(4) and wap(A) were established.
The sixth and final chapter presents the conclusions and recommendations.

Keywords: Bounded approximate identity, weak™ approximate identity, dual space,
almost periodic functions, Arens product.



1. GIRIS

Matematigin en dinamik ve genis uygulama alanlarindan biri olan fonksiyonel analiz,
modern analizin ve cebirsel yapilarin kesisim noktasinda durmaktadir. Sonsuz boyutlu
uzaylarin ve bu uzaylar iizerindeki dontistimlerin derinlemesine incelenmesi, bu disiplini
teorik fizik, miihendislik bilimleri ve hatta ekonominin bir¢ok alaninda vazgecilmez
kilmigtir. Bu genis gerceve icinde, hem cebirsel hem de topolojik yapilar bir araya getiren
Banach cebirleri, kendilerine 6zgii zengin bir arastirma alan1 sunar. Bir Banach cebiri,
iizerinde ¢arpma islemi tanimlanmis bir normlu vektér uzayi olup, normun carpma
islemine gore siirekli olmasi ve uzayin norma gore tam olmast gibi temel 6zellikleriyle
dikkat ¢eker. Bu yapi, operator teorisinden harmonik analize, temsil teorisinden kuantum

mekanigine kadar uzanan genis bir uygulama ve arastirma yelpazesine sahiptir.

Bu tez c¢alismasi, Banach cebirleri teorisinin kritik bir yonii olan tamamen siireklilik
(kompaktlik) kavramini ve bu 6zelligin, belirli sinif Banach cebirlerinin yapisal sonuglarini
nasil etkiledigini derinlemesine incelemeyi amaglamaktadir. Tamamen sureklilik, bir
Banach uzay1 {izerindeki lineer bir operatoriin, kapali ve siirli bir kiimeyi nispeten
kompakt bir kiimeye doniistiirmesi olarak tanimlanir. Bu kavram, fonksiyonel analizin
¢ekirdek konularindan biri olup, integral denklemlerin ¢6ziim teorisi ve spektral teorideki
onemli siniflandirmalarin temelini atmistir. Banach cebirleri baglaminda ise, cebirin kendi
elemanlar1 tarafindan tanimlanan c¢arpim operatorlerinin veya cebirsel temsillerin bu
ozelligi tasimasi, cebirin i¢ yapis1 hakkinda kritik bilgiler sunar. Ozellikle sonsuz boyutlu
Banach uzaylarinda, norm yakinsamasindan daha zayif bir kavram olan zayif yakinsama
ve bununla iliskili kompaktlik 6zellikleri, uzayin ve cebirin topolojik dogasini anlamak igin
hayati 6nem tasir. Banach-Steinhaus Teoremi gibi temel prensipler, operator ailelerinin
noktasal smirhiligindan diizgiin smirliliga gecisi saglayarak, zayif yakinsaklik ve

kompaktlik argiimanlarinin temelini olusturur.



1.1. Banach Cebirlerinde Kompakthk ve Yapisal Kisitlamalar

Tamamen siireklilik kavraminin evrimi, yirminci yiizyilin baglarinda Frigyes Riesz ve
Ernst Schmidt gibi matematik¢ilerin integral denklemler iizerine yaptiklar1i Oncii
caligmalarla baglamistir. Onlarin kompakt operatorlere dair kesifleri, bu kavramin daha
sonra Stefan Banach'in kendi adiyla anilan uzaylar1 formiile etmesiyle genel bir teoriye
doniismesine zemin hazirlamistir. Banach cebirleri teorisi ise, Isracl M. Gelfand ve Mark
G. Krein'in (1940'lar) komiitatif Banach cebirleri i¢in Gelfand doniistimiinii gelistirmesiyle
bagimsiz bir disiplin olarak yiikselise ge¢mistir. Bu ¢alismalar, soyut cebirsel yapilar
topolojik 6zelliklerle iliskilendirerek, bir cebirin spektrumunun topolojik bir uzay olarak

incelenmesine olanak saglamistir.

Bir Banach cebirinin belirli elemanlar1 veya idealleri tarafindan tanimlanan c¢arpim
operatorlerinin (sol/sag ¢arpim operatorleri) kompaktligi, cebirin Jacobson radikali, yari-
basitligi ve hatta sonlu boyutlu alt yapilar1 hakkinda énemli bilgiler sunar. Ornegin, bir
Banach cebirinin tiim siirekli temsillerinin kompakt operatérlerden olusmasi, cebirin
yapisini giiclii bir sekilde kisitlar. Bu alandaki yogun arastirmalar, 6zellikle 1960'1 yillarda,
B. E. Johnson (1964) ve A. M. Sinclair (1969) gibi matematikciler tarafindan
yiiriitiilmiistiir. Onlarin ¢alismalari, kompakt temsillerin bir cebirin yapisi lizerindeki derin
etkilerini, 6zellikle de Jacobson radikali ve cebirin sonlu boyutlu olma egilimini ortaya
koymustur. Bu tiir cebirler, genellikle "iyi tanimli™ olarak nitelendirilir ve teorik analizde

daha yonetilebilir 6zellikler sergilerler.

1.2. Arens Cebirleri, Yaklasik Birimler ve Topolojik Merkez

Banach cebirleri teorisindeki 6nemli bir gelisme, Richard F. Arens'in (1951) bir Banach
cebirinin ikinci dual uzay1 A** tizerinde tanimladig iki farkli garpim (Arens garpimlari) ve
Arens regiilerligi kavramidir. Bu kavramlar, A** nin bir Banach cebiri olarak cebirsel
Ozelliklerini ve A ile olan iligkisini anlamak i¢in kritik dneme sahiptir. Arens regiilerligi,
bu iki ¢arpimin ¢akismasi anlamina gelir ve ¢arpim igleminin, ikinci dual uzayma siirekli
olarak genisletilebilme durumunu ifade eder. Arens regdler cebirler, belirli komutatiflik ve

kompaktlik 6zelliklerine haiz olabilirler.



Yaklasik birimler, bir Banach cebirinin topolojik ve cebirsel yapisim1 anlamak i¢in
vazgegilmez araglardir. Ozellikle, bir Banach cebirinin smirli bir yaklagik birime sahip
olmasi, cebirin ideallerinin kapanislar1 ve boliimlerinin yapisi lizerinde giiglii etkilere

sahiptir.

Bu tezde, lokal kompakt bir G grubu iizerinde tanimli grup cebiri L!(G) gibi 6zel Banach
cebirleri ve genel Banach cebirleri baglaminda siirekli homomorfizmalarin, sinirli yaklagik
birimlerle etkilesimi incelenecektir. A. T. Lau ve Ali Ulger gibi arastirmacilar, bu alanda
onemli katkilarda bulunmuslardir. Ozellikle, Lau ve Ulger'in 1993 tarihli "Some Geometric
Properties on the Fourier-Stieltjes Algebras of Locally Compact Groups, Arens Regularity
and Related Problems" baslikli ¢alismalari, lokal kompakt gruplarin Fourier-Stieltjes
cebirlerinin geometrik 6zelliklerini, Arens regiilerligi ve ilgili problemleri derinlemesine
incelemistir. Bu ¢aligma, Arens regiilerligi ve grup cebirlerinin dual uzaylar1 arasindaki

karmasgik iligkileri anlamak i¢in bir temel olusturmustur.

Ayrica, Lau ve Ulger'in 1996 tarihli "Topological Center of Certain Dual Algebras" baslikli
caligmasi, dual cebirlerin topolojik merkezlerini aragtirmistir. Topolojik merkez kavramu,
Arens carpimlariin komiitatiflik derecesini yansitir ve bir cebirin ikinci dual uzayindaki
cebirsel davranigin1 anlamak igin kritiktir. Bu tiir arastirmalar, bir cebirin veya onun dual
uzayinin ne kadar "iyi tanimlanmis" oldugunu ve dolayisiyla kompaktlik 6zellikleriyle
nasil iligkilendirilebilecegini gosterir. Bir cebirin topolojik merkezinin genisligi, Arens
carpimlarinin ve dolayistyla ikinci dualin yapisinin belirlenmesinde 6nemli rol oynar, bu

da tamamen siireklilik veya refleksiflik gibi kavramlarla ortiisebilir.

1.3. Hemen Hemen Periyodik Fonksiyoneller ve Kompakthk Iliskisi

Hemen hemen periyodik fonksiyoneller, harmonik analiz ve dinamik sistemlerde 6nemli
bir yere sahipken, bu fonksiyonellerin Banach cebirleri tizerindeki davranisi da yapi
teorisini anlamak i¢in incelenmistir. Duncan ve Ali Ulger'in 1992'deki "Almost Periodic
Functionals on Banach Algebras’ baslikli makaleleri, Banach cebirleri tizerindeki hemen
hemen periyodik fonksiyonellerin 6zelliklerini ve bunlarin cebirin i¢ yapisiyla iligkilerini
arastirmistir. Bu tiir calismalar, belirli fonksiyonellerin kompaktlik veya zayif kompaktlik

Ozellikleri ile cebirin spektral veya ideal yapisi arasindaki baglantilar1 ortaya koyar. Bir



cebir lizerindeki hemen hemen periyodik fonksiyonellerin uzayimin belirli bir anlamda

kompakt olmasi, cebirin kendisi hakkinda gii¢lii ¢ikarimlar yapilmasini saglayabilir.

1.4. Tezin Katkisi ve Yapisi

Bu tez ¢alismasi, yukarida bahsedilen literatiir zemininde yiikselerek, belirli sinif Banach
cebirlerinin tamamen siireklilik 6zelliklerini, siirekli temsiller, sinirli yaklasik birimler,
Arens carpimlart ve hemen hemen periyodik fonksiyoneller baglaminda irdeleyerek
mevcut bilgi birikimine 6zgiin bir katki saglamay1 hedeflemektedir. Ozellikle, lokal
kompakt gruplarin grup cebirleri L' (G) iizerindeki siirekli homomorfizmalarim, cebirlerin
yapisindaki kompaktlik 6zelliklerine nasil yansidigi detaylica incelenecektir. Arens
regiilerligi ve ilgili kompaktlik kosullarimin, ikinci dual uzayin topolojik ve cebirsel

karakteristigi tizerindeki etkileri analiz edilecektir.

Bu tez calismasi, fonksiyonel analiz ve Banach cebirleri teorisindeki temel kavramlari bir
araya getirerek, belirli sinif cebirlerin tamamen siireklilik 6zelliklerini ve bunlarla iliskili
yapisal sonuglar1 daha iyi anlamaya yonelik 6nemli bir adim teskil edecektir. Elde edilecek
bulgular, bu alandaki teorik bilgi birikimine katki saglarken, gelecekteki arastirmalar i¢in

de saglam bir zemin hazirlayacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak bazi temel tanim, teorem ve 6nermelere

yer verilmistir.
2.1. Topolojik Uzaylar ve Topolojik Gruplar

Tamm 2.1.1. X bos olmayan bir kiime ve X kiimesinin alt kiimelerinin bir sinifi olan t

verilsin. Eger;

T1) @, X €,

T2) Vi =1,2,...,ni¢in G; € T olmak Uzere,

n
ﬂ G et 2.1.1)
i=1

T3) Vi € I # @ icin G; € T olmak lzere,

|Jeiex (21.2)

sartlar1 saglaniyorsa; T sinifina X Gzerinde bir topoloji ve (X, 7) ikilisine de topolojik uzay
denir. (X, 1) topolojik uzayimnda, 7’nun elemanlarina; bu topolojik uzayin acik kiimeleri

denir (Tas, 2005).

Tamm 2.1.2. X herhangi bir kiime olsun. X’in tiim altkiimelerinin sinifi t ile gosterilsin.

Bu agikea bir topolojidir. Bu topolojiye diskret topoloji denir (Tas, 2005).

Tamm 2.1.3. (X, 7) topolojik uzay ve A c X olmak Uzere, A nin her agik ortiisiiniin sonlu

bir agik alt ortiisii varsa, A kiimesine kompakt kiime denir (Tas, 2005).



Tanim 2.1.4. Bir G # @ kiimesi ve bu kiime tizerinde taniml1 ikili bir islem
G XG -G, (ab) > a-b carpma islemi asagidaki sartlar1 sagliyorsa, (G,7) ikilisine

grup denir.

i. Hera,b €Gigin,a-b € G dir. (Kapalilik)

ii. Hera,b,ceGigin,(a-b)-c=a- (b-c)dir. (Birlesme)

iii. Hera € G igin, a - e = e - a = a olacak sekilde bir e € G vardir. (Birim eleman)
iv. Her a € G icin, a-a™! = a1 - a = e olacak sekilde bir a™! € G vardir. (Ters

eleman)

Ek olarak eger, a - b = b - a 6zelligi de saglaniyorsa, yani islem degismeli ise, bu gruba

degismeli (Abelian) grup denir (Tas, 2005).

Tamm 2.1.5. (G,*) bir grup ve H c G olsun. Eger (H,") da bir grup ise bu takdirde H
grubuna G grubunun altgrubu denir (Tas, 2005).

Tamm 2.1.6. Bir (G,*) grubundan bir (H,”) grubu i¢ine tanimh ¢: G - H doniisiimii her
X,y € G igin,

Ppx*xy) = ¢(x)-d(y) (2.1.3)

esitligini sagliyorsa, ¢p ye bir homomorfizma adi verilir. Eger bu homomorfizma birebir
ve Orten ise bu takdirde izomorfizma adim1 alir. Eger G grubundan H grubuna bir
izomorfizma varsa bu takdirde G ve H izomorfik grup olurlar ve birbirinin ayn1 olarak
kabul edilirler (Gallian, 2007).

Tamim 2.1.7. G bir grup ve ayni zamanda (G, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger;

I. G X G — G donisiimii stirekli
(xy) = xy

ii. G — G dontsimu sirekli
x->x1



ise, G ye bir topolojik grup denir. Dahasi; bir topolojik grup, bir G grubunun grup

islemlerini siirekli kilan bir topoloji ile donatilmasidir (Tas, 2005).

Tamm 2.1.8. G bir topolojik grup olsun. Bu grup, Uzerindeki topolojiye gére kompakt ise

bu topolojik gruba, kompakt topolojik grup adi verilir (Tas, 2005).

Tamm 2.1.9. G bir topolojik grup olsun. G grubunun her bir noktasinin bir V komsulugu

vardir 6yle ki V kompakt ise, G ye lokal kompakt topolojik grup denir (Tas, 2005).

Tamm 2.1.10. G bir lokal kompakt topolojik degismeli grup ise, y: G — T seklinde G
grubundan T birim ¢ember igine tanimli siirekli bir homomorfizmaya karakter adi
verilir. Bu sekilde tanimli tiim karakterlerin kiimesi de G’nin karakter grubu veya

dual grubu olarak adlandirilir ve G veya I ile gosterilir. Burada,

T={1€C: |A] =1} (2.1.4)

seklindedir. Eger y € G ise, y ye G nin karakteri denir. Sunu belirtelim ki; buradaki G dual
grubunun kendisi de ayn1 zamanda lokal kompakt topolojik degismeli gruptur (Tas, 2005).

Tammm 2.1.11. G herhangi bir topolojik grup olsun. Bir f fonksiyonu verilsin. Bu f
fonksiyonunun G iizerinde siirekli olmasi i¢in; Ve > 0 igin G Uzerinde e birim elemaninin

bir U komsulugu vardir ve a € G igin t € aU ise,

lf () - fla)l <e (2.1.5)
olmasidir (Tas, 2005).
Tamm 2.1.12. G herhangi bir lokal kompakt topolojik grup ve f, G Uzerinde bir fonksiyon

olsun. Eger f sol (sag) diizgiin siirekli ise, Ve > 0 icin G Uzerinde bir e birim elemaninin

bir U komsulugu vardir dyle ki; x € G ve her u € U igin,

If(x) — flxuw)| <e (2.1.6)



If(x) = fux)| < ¢ (2.1.7)
dur (Tas, 2005).

Tamm 2.1.13. G herhangi bir lokal kompakt topolojik grup ve f, G Uzerinde bir fonksiyon
olsun. Eger f, G Uzerinde diizgln surekli ise o halde, Ve > 0 i¢in G Uzerinde e birim

elemaninin bir U komsulugu vardir 6yle ki; x € G ve her u € U icin,

fxu™) — f(x)| < e (2.1.8)
dur (Tas, 2005).
Onerme 2.1.1. G bir topolojik grup, her heG igin L,:G — G ve R,: G — G doniisiimleri
birer homeomorfizma olsun. L, ve R;, doniisiimlerinin tersi de birer homeomorfizmadir
(Morris, 1977).
Ispat. L,:G — G ve R,:G — G doniisiimleri siirekli iki doniisiimdiir. Herhangi bir heG

icin Ly, ve R;, doniisiimleri siirekli olup bu doniisiimlerin ters doniistimleri de siirekli olur.

Ljy-1 doniistimii Ly, 1, Ry-1 doniisiimii de Ry, 1n siirekli bir tersi olur. Bu durumda

Ly(Lp-2(9)) = Lp(h™lg) =h(hg) =g (2.1.9)

Ly-1(Lp(9)) = Ly-1(hg) =h™*(hg) = g (2.1.10)

olur. Boylece sol doniisiimiin tersi bir homeomorfizmadir (Morris, 1977). Benzer sekilde

sag doniisiimiin tersinin de bir homeomorfizma oldugunu gosterelim;

Ry(Rp-1(9)) = Rp(gh™) = (g™ Hh =g (2.1.12)

Rp-1(Rn(9)) = Ry-1(gh) = (gh)h™' =g (2.1.12)

olur. Boylece, sag doniisiimiin tersi de bir homeomorfizmadir.



2.2. Banach Cebirleri ve Banach Uzaylar

Tamm 2.2.1. X, C veya R {izerinde tanimli bir lineer uzay olsun. ||-|]| : X - R fonksiyonu,
Vx,y € X ve a € C igin asagidaki sartlar1 sagliyorsa, ||-|| fonksiyonuna X (zerinde bir

norm ve (X, ||]]) ikilisine de normlu uzay denir.

i [xll=0
i. [x]l=0x=0
iii. x € X ve a skaleri igin, ||ax|| < |a]||x]|

iv. vx,y € Xicin, [lx + yll < [lx|l + Iyl

Norm; x — ||x|| seklinde bir fonksiyondur. Uzerinde bir norm tanimlanmis olan bir

(X, II1D lineer uzayna ise normlu lineer uzay denir (Kreyszig, 1978).

Tamm 2.2.2. X normlu uzayinda bir {x,,} dizisi alalim. Eger her € > 0 igin & na bagli bir

ny € N var ve her n,m = n, igin,

lxn, — xmll < e (2.2.1)

oluyor ise, {x,} dizisine Cauchy dizisi denir. X normlu uzayinda her Cauchy dizisi, bu

uzayin bir elemanina yakinsak ise, X e bir Banach uzay denir (Coskun, 2002).

X ve Y iki Banach uzayi olsun. T: X — Y doniisiimii, X den elde edilen her x € X i¢in, Y
nin tek bir y = Tx elemanin eslerse, X Uzerinde (Y de degerler alan) bir T operatori
tanimlanmistir denir (Tas, 2005).

Tamm 2.2.3.T: X — Y operatorl, X den elde edilen her x;, x, ve a, € C olmak (izere,

T(axy + Bx;) = aT(xy) + BT (x,) (2.2.2)

sartin1 sagliyorsa, T operatOriine lineer operator denir (Tas, 2005).
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Tamm 2.2.4. X ve Y normlu vektor uzaylar ve T: X — Y lineer bir doniisiim olsun. Eger

her x € X icin,

ITxlly < kllxllx (2.2.3)

olacak sekilde pozitif bir k sabiti varsa, T ye sinirlidir denir (Soykan, 2008).

Tamm 2.2.5. Eger T: X — Y lineer operatéri (n - o) icin, ||x,, — x|| = 0 olmasi,

|ITx, —Tx|| - 0 (2.2.4)

olmasim gerektirirse, T operatdrine surekli operatér denir (Tas, 2005).

Teorem 2.2.1. X ve Y normlu vektor uzaylar olsun ve T: X — Y lineer bir doniisiim olsun.

Asagidakiler denktir:

i. T sureklidir.
ii. T smirhdir (Soykan, 2008).

Teorem 2.2.2. X sonlu boyutlu bir normlu vektor uzay, Y herhangi bir normlu vektor uzay

ve T:X — Y lineer bir doniistim olsun. O zaman T siireklidir (bu nedenle sinirlidir)

(Soykan, 2008).

X uzaym Y uzayina doniistiiren biitiin sinirh ve lineer operatorlerin kiimesini B(X,Y) ile

gosterecegiz.

Tamm 2.2.6. X ve Y normlu uzaylar olsun. ||-|| : B(X,Y) — R fonksiyonu

ITIl = sup [[Tx|l (2.2.5)

llxll<1

ile taniml1 ise, o zaman |||, B(X,Y) iizerinde bir norm tanimlar. Bu norma, T nin operator

normu ad1 verilir (Soykan, 2008).
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Onerme 2.2.1. X, Y ve Z normlu vektor uzaylarve T € B(X,Y) ve S € B(Y, Z) ise 0 zaman
SoT € B(X,Z) dirve

IS eIl < ISINTII (2.2.6)
dir (Soykan, 2008).
Ispat.
IS e @I = [|S(T )| < ISHTCON < NSTIT ] (2.2.7)
oldugunan S o T € B(X, Z) dir ve ayrica

IS Tl = IlSll}p1II(5° NI < ”SllllplllSIIIITIIIIxII < IS (2.2.8)
x||= x||=

oldugundan
IS oIl < ISITII (2.2.9)
elde edilir (Soykan, 2008).

Tammm 2.2.7. X bir kompleks vektor uzay olsun. X {izerinde bir i¢ ¢arpim asagidaki

ozellikleri saglayan bir
(,L,.): XxXxX->C
fonksiyonudur: Her x,y,z € X ve her a, € C igin,

i. {(x,x)ERve(x,x)=>0

ii. (x,x)=0x=0

iii. {ax + By, z) = alx,z) + B(y, z)
iv. {(x,y) = (y,x) (Soykan, 2008).
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Onerme 2.2.2. X bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun.

llx|l = v/{x, x)
ile taniml ||| : X — R fonksiyonu X (zerinde bir normdur.

Tamm 2.2.8. A kiimesi, C cismi lizerinde bir lineer uzay olsun. Eger A X A dan A ya tanimli

olan ve (x,y) — xy olarak belirlenen doniisiim x,y,z € A ve a € C igin,

i x(yz) = (xy)z
ii. xW+2)=xy+xzve (x+y)z=xz+yz
iii. a(xy) = (ax)y = x(ay)
sartlarini sagliyorsa, bu uzaya bir A cebir adi verilir.
Iv. xy = yx ise degismeli cebir,

V. xe = ex = x olacak sekilde bir e € A varsa, birimli cebir adin1 alir (Tas, 2005).
Tamm 2.2.9. C Gzerindeki bir (4, [|*]]) normlu lineer uzay1 eger,

i. A Dbircebir,

ii. x,y € Aolmak tzere, ||xy|l < |lx|lIyll
sartlarini sagliyorsa, A cebirine bir normlu cebir denir (Tas, 2005).
Tanmm 2.2.10. Eger (4, ||-||) normlu cebiri bir Banach uzay1 ise bu normlu cebire bir
Banach cebiri denir. Ornegin; B(X) de asagidaki sekilde bir carpma islemi
tanimlanabilir. S, T € B(X) olmak (izere,
(ST)(x) = S(Tx) (2.2.10)

Ve

ISTI < ISTHITI] (2.211)
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esitsizliginden goriildiigii gibi bu ¢arpma iglemi stireklidir ve dolayisiyla B(X) bir Banach
cebiridir (Tas, 2005).

Tamm 2.2.11. A birimsiz bir Banach cebiri olsun. A; de x € Ave a € C olmak lizere (a, x)

strali ikililerin climlesi, yani

A =AxC={(a,x):x €A a€eC} (2.2.12)

olsun. Bu cimle x,y € A ve a,b € Cicin, asagida verilen islemlere gore bir cebirdir:

i. x,a)+b)=(x+y,a+b)

ii. b(x,a)= (bx,ba)

iii. (x,a)(y,b) = (xy + ay + bx,ab)

A, asagida verilen norm ile bir Banach cebiridir:

G, )| = llx]| + [al (2.2.13)

(Tas, 2005).

Tamim 2.2.12. A bir cebir ve I c A verilsin. I lineer altuzayi, x,y € I oldugunda xy € [

ise bu I altuzayina altcebir denir (Tas, 2005).

Tamm 2.2.13. A degismeli bir Banach cebiri olsun. a € A ve {e;} € A olmak Uzere, A
Banach cebirinde ae; — a olacak sekilde bir (e;);e; ag1 varsa, (e;);e; agina bu cebirin
yaklasik birimi denir. Eger her i € [ igin [|e;|| < C olacak sekilde bir C > 0 sabiti

mevcutsa (e;);e; Ye sinirh yaklasik birim adi verilir (Tas, 2005).

Tanim 2.2.14. A bir cebir ve I da bir altcebir olsun. x € Ave y € I icin xy € I oluyorsa, I
altcebirine ideal ad1 verilir. Eger burada I = A vel # @ ise, I ideali has ideal olur. Higbir

ideali, bagka bir ideal tarafindan kapsanilmayan ideale maksimal ideal denir (Tas, 2005).
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Tamm 2.2.15. G lokal kompakt bir Hausdorff topolojik grubu olsun. Asagidaki kosullari

saglayan A Olgusiine, G Uzerinde bir sol Haar 6l¢tsu adi verilir:

e Sol Degismezlik: Herhangi bir g € G ve Borel 6lgllebilir A € G igin
gA = {ga| a € Al} olmak lzere, 1(gA) = A(A).

e Regulerlik: K © G sonlu bir kompakt kiime olmak tizere, A(K) < co ve U € G bos
kiimeden farkli bir agik kiime olmak tizere, A(U) > 0.

o l¢-dis yaklasim ozelligi: Bu 6zellik, 6lgiilebilir bir kiimenin hacmini hem icten
(kompakt kiimelerle) hem de distan (agik kiimelerle) yaklasarak olgebilmemize

olanak tanir.

Benzer sekilde, Ag = {ag | a € A} olmak Uzere, v(Ag) = v(A) ise yani v 6l¢iisii sag

degismez ise bir sag Haar 6l¢listi ad1 verilir

Sol Haar o6lgusi A kullanilarak, her g € G i¢in bir moduler fonksiyon A(g) asagidaki gibi

tanimlanir:
A(Ag) = A(g)A(4) (2.2.14)

A(g) = 1 ise (6rnegin, degismeli gruplar veya kompakt gruplar), sol ve sag Haar olgiileri
cakisir. Haar 6lciisti, pozitif bir skalerle ¢carpim disinda tektir. Baska bir deyisle, eger A; ve
A, iki sol Haar 06lcisu ise, dyle bir ¢ > 0 sabiti vardir ki 1; = cA, (Buradaki ¢ sayisina
olceklendirme faktort denir) olur. L'(G) uzayindaki integral islemleri Haar dlgiisiiyle

tanimlanir (Hewitt and Stromberg, 1965).

Tammm 2.2.16. G bir lokal kompakt grup olsun. Bu durumda, L'(G), G lzerinde Haar
Olciisiine gore toplanabilir (integrallenebilir) kompleks degerli fonksiyonlarin uzayidir.
Daha matematiksel bir ifadeyle, bir f:G — C fonksiyonunun L'(G) de olmasi igin

asagidaki kosulun saglanmasi gerekir:

f F(O1dAR) < o (2.2.15)
G
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Burada 4, G lizerindeki sol Haar olgiisiinii (veya sag Haar olgiisiinii, segime gore) temsil
eder. Haar Olgiisti, grup islemi altinda Gteleme degismezligi 6zelligine sahip benzersiz
(6lceklendirme faktorui harig) bir olcldir. L'(G) uzayi, fonksiyon toplamas: ve skaler
carpma islemleri altinda bir vektor uzayidir.

G lokal kompakt bir grup ve A sol Haar 6lgiimi olsun. L1(G), birinci dereceden mutlak
degerce Haar Ol¢iimiine gore Lebesque anlaminda integrallenebilir siirekli fonksiyonlarin

uzayi olsun. L'(G) uzayi, f € L'(G) igin yukaridaki integralden tanimlanan L!-normu ile

bir Banach uzayidir:

Il = f F(D1dA®) (2.2.16)
G

Ayrica f, g € L1(G) icin, asagidaki sekilde tanimlanan " * " ¢carpma islemi (konvoliisyon)
ile L1(G) uzay1 bir Banach cebiridir:

(f * @) = f FOgGx)dAY) (2.2.17)
G

Eger, G kompakt bir grupise 1 < p < oo i¢in LP(G) uzay1 f € LP(G) igin,

11l = j FOIPdA) (2.2.18)
G

normu ile bir Banach cebiridir (Tas, 2005).
2.3. Dual Uzaylar

Tamm 2.3.1. X Banah uzayinda taniml1 f: X — C doniisiimii X uzayindan elde edilen her

x,yvea,pB € Cigin,

flax +By) = af (x) + Bf (¥) (23.1)
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esitligini saglarsa, bu doniistime lineer fonksiyonel denir.

X bir Banach uzay1 ve f de X tizerinde tanimli bir lineer fonksiyonel olsun. Her x € X icin,

IfCOl < Cllxll (2.3.2)

olacak sekilde bir C > 0 sabiti varsa, bu fonksiyonele sinirh fonksiyonel adi verilir.

Yukaridaki esitsizligi saglayan C sabitlerinin supremumuna, f fonksiyonellerinin normu

denir ve ||f]|| ile gosterilir. Yani;

Ifll = sup L

(2.3.3)
lx=o |l
dir (Tas, 2005).

Teorem 2.3.1. Eger X bir normlu vektor uzay ve Y bir Banach uzayi ise o zaman B(X,Y)

normlu uzay1 bir Banach uzayidir (Soykan, 2008).
Ispat. B(X,Y) nin bir tam metrik uzay oldugunu gostermek zorundayiz. {T},}, B(X,Y)

icinde bir Cauchy dizisi olsun. Herhangi bir metrik uzayda bir Cauchy dizisi sinirlidir, bu

nedenle her n € N igin, ||T,,|| < M olacak sekilde bir M > 0 vardir. x € X olsun.
T () — T GOl = (T = T) GOl < 1T — T¢I (2.3.4)

ve {T,} bir Cauchy dizisi oldugundan {T,{x}}, Y icinde bir Cauchy dizisidir. Y tam

oldugundan, {Tn{x}} yakinsaktir. Bu nedenle, T : X — Y ye doniisiimiinii

T(x) = lim T, (x) (2.3.5)

ile tanimlayabiliriz. Simdi, T nin lineerligini gosterelim. x,y € X ve a € F i¢in,
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T(x+y) = lim T,(x +y) = lim (T, (x) + T, ()
= lim T,(x) + lim T,,(y)
n—-oo n—-oo

=T(x)+T(y) (2.3.6)
ve
T(ax) = 7111,1& T, (ax) = Tllllglo aT,(x) = arllgglo T,,(x) = aT (x) (2.3.7)
oldugundan, T lineer bir doniistimdiir. Simdi de T nin siirh oldugunu gosterelim.
ITCOIl = LimIT, GOl (2.3.8)
oldugundan
ITCON < sup{lIT, (Il = n € N} < sup{l|T lllx]l : n € N} < M|x]] (2.3.9)
O halde T sinirlidir ve bu nedenle T € B(X,Y) dir. Son olarak,

limT,=T (2.3.10)
n—>oo
oldugunu géstermemiz gerekiyor. € > 0 olsun. m,n = n, oldugunda

&
1T = Tnll <5 (2.3.11)

olacak sekilde ny € N vardir. O zaman, ||x|| < 1 i saglayan herhangi bir x ve m,n > n,

icin,
& &
T () = T N < T, = Tnllllxll < 5 llxll < 5 (2.3.12)

dir. Boylece
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T = lim T,y () (2.3.13)

oldugundan m > n, igin,
IT ) = T (0| < ; (2.3.14)

olacak sekilde n; € N vardir. O zaman n > ny ve m = n; oldugunda

I(T =TI = IT(x) = T ()l

<TG = T GOl + 1T () = T (O
&

<
2

€
+§||x|| <e (2.3.15)

elde edilir. O halde n = n, oldugunda ||T — T, || < & bulunur. Bu nedenle

imT,=T (2.3.16)

n—-oo

dir. Sonug olarak B(X,Y) bir Banach uzayidir (Soykan, 2008).

Tanim 2.3.2. Bir i¢ ¢arpim uzay1, i¢ carpimin indirgedigi normdan indirgenen metrige gore

tam ise bu uzaya Hilbert uzay denir (Soykan, 2008).
Bir (X, (.,.)) i¢ carpim uzay1 verildiginde, i¢ ¢arpimin indirgedigi normun
Ixll = /{x, x) (23.17)
ve bu normun indirgedigi metrigin
d(x,y) = llx =yl (2.3.18)

oldugunu hatirlaymiz (Soykan, 2008).
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Tamim 2.3.3. H ve X Hilbert uzaylar1 olsun ve T € B(H,X) olsun. Her x € H ve her
y € K igin,

(Tx,y) = (x,T"y) (2.3.19)

olacak sekilde bir tek T* € B(X, H) operatorii vardir. Bu operatore T nin eslenigi (adjointi
ya da eslenik operator) denir. Ayrica, (T*)* =T ve ||T*|| = ||T|| dir (Soykan, 2008).

Tamm 2.3.4. X, FF cismi Uizerinde bir normlu vektor uzay olsun. B (X, [F) uzayina, X in dual

uzayi ad1 verilir. X in dual uzaymi X* ile gosterecegiz (Soykan, 2008).

Tamm 2.3.5. X, [F cismi Uzerinde bir normlu vektor uzay ise Teorem 2.3.1. den X™* nin bir
Banach uzay1 oldugunu biliyoruz. X* bir Banach uzay1 oldugundan, X* bir dual uzaya
sahiptir ve bu dual uzay (X*)* = X** ile gosterilir. X** da bir Banach uzayidir. Bu yiizden
X** da bir duale sahiptir. x € X ise x elemani, X** 1 bir X elemanini tanimlar. Yani; x* €

X*igin,

x(x*) = x*(x) (2.3.20)

esitligi ile X: X* — F doniistimiinii tanimlar. O zaman her x € X icin, ||X|| = [|x|| olur.
x — X ile X: X - X doniisiimiine, X in kendisinin ikinci dualinin igine dogal gdbmmesi

denir (Tas, 2005).

Tanmim 2.3.6. Genel olarak bilinmektedir ki; bir topolojik vektér uzayindaki topoloji, sifir
noktasinin komsuluklari (veya taban komsuluklari) ile belirlenir. X bir Banach uzay1 olmak
Uzere, X de sifirm {x : ||x|| < €} komsuluklar1 ile olusan topolojiye kuvvetli topoloji
denir (Tas, 2005).

Tamm 2.3.7. Kuvvetli topolojiye gore X de bir {x,} dizisinin x noktasina yakinsamasi

demek, ||x, — x| = 0 olmasi demektir. Bu yakinsama kuvvetli yakinsama olarak

adlandirilir (Tas, 2005).
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Tanmim 2.3.8. Simdi de zayi1f topolojiyi tanimlayalim. Keyfi € > 0 ve sonlu
firfor e fn €EX* igin, X de {x: |fi(0)| <e¢, ..., |fn(x)| < €} komsuluklari ile olusan
topolojiye zayif topoloji denir (Tas, 2005).

X den elde edilen her {x,} dizisinin x noktasina, zayif topolojiye gore yakinsamasi demek,
her f € X* icin f(x,) = f(x) olmasi demektir. Zayif (weak) topoloji bazen a (X, X") ile
de gosterilir.

Dual uzaylarda bu iki topolojinin yani1 sira daha zayif topolojilerden de bahsedilebilir. X
bir normlu uzay, X* bu uzayin duali olsun. Keyfi € > 0 ve sonlu x4, ..., x, € X™ i¢cin X* da
{f: If(x)] <& ..., |f(x)] < €} komsuluklarinin belirttigi topolojiye zayif* topoloji
ya da (weak™ topology) denir (Tas, 2005).

Tamim 2.3.9. Bir normlu lineer uzay (X, lI-Il) tizerinde tanimli bir {x,, },,ey dizisi ve bir

x € X verilsin. Eger her bir siirekli fonksiyonel f € X* igin, asagidaki kosul saglanirsa,

{x,} dizisi x e zayif yakinsar denir (ve x,, = x veya x,, % x seklinde gosterilir).
lim f(x,) = f(x) (2.3.21)
n—-oo

(Rudin, 1991).

X* icindeki bir {f,,} dizisi, eger her x € X icin, lim f,(x) = f(x) ozelligini saglarsa {f,}
n—-oo

dizisi f € X" ne zayif ™ yakinsaktur denir ve f, % f seklinde gosterilir (Soykan, 2008).
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3. BANACH CEBIRLERININ SAGDAN SUREKLI TEMSILI

Bu boélimde, Banach cebirlerinde siirekli temsillerin baz1 6zellikleri verilmistir. Yine,

homomorfizmayla ilgili baz1 sonuglar sunulmustur.

3.1. Banach Cebirlerinde Siirekli Temsillerin Bazi Ozellikleri

Tamm 3.1.1. A bir Banach uzay1 B(A) da A y1 A ya doniistiiren tiim lineer ve sinirh
operatdrler cebiri olsun. 1, ile A nin birim doniistimiini gosterecegiz. G, birimi e olan lokal

kompakt bir grup olsun.

R:G - B(A), g—-Ry
L:G > B(A4), g—-Lg4

olarak tanimlanan doniistimler igin

i. Rp=1, veya L, =1,

ii. Vg,5s€G, Rys =RsR; veya Lgs = Lyl

esitlikleri saglaniyorsa R (veya L) ye, G grubundan A Banach uzayina bir sag(sol) temsil

denir. A ya da temsiller uzay: denir. Eger R: g — R, temsili V a € A igin,

lim||Rya —al| = 0 (3.1.1)

g—e

esitligi saglaniyorsa, R temsiline G grubundan A Banach uzayina strekli bir sag temsil

denir.

su'p”Rg” < (3.1.2)
gEeG
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sartini saglayan R temsiline simirh bir sag temsil denir (Tas, 2005).

R: g — R doniisiimii, G grubundan A Banach uzayina siirekli bir sag temsil olsun. Eger,
hera € 4 igin, {Rya: g € G} kimesinin A da kapanis1 kompakt ise R temsiline hemen
hemen periyodik bir sag temsil denir. Bir Banach uzayinda her kompakt kiime sinirl
oldugundan anliyoruz ki, eger R: g — R, temsili hemen hemen periyodik bir sag temsil ise

YV a € Aigin,

sup||Rya|| < K, (3.1.3)
gea

olacak sekilde a ya baglh bir K, sabiti vardir. Banach-Steinhaus teoreminden dolay1 R
temsilinin sinirli oldugunu elde ediyoruz. Boylece hemen hemen periyodik sag bir temsilin

sinirlt oldugunu gériiyoruz. Sag temsil i¢in verilen bilgiler sol temsil i¢in de verilebilir.

Bir y € G vetim g € G igin Rga = a. x(g) esitligini saglayan a vektorine R temsilinin
0z vektorl denir. Bu durumda A Banach uzayr R temsilinin 6z vektorleri tarafindan
dogrulur. Bir bagka deyisle R’nin 6z vektorlerinin lineer birlesiminin A’nin normuna gore

kapanisi, tim A uzayini verir (Tas, 2005).

Teorem 3.1.1. (Banach-Steinhaus Teoremi) X bir Banach uzay1 ve Y bir normlu lineer
uzay olsun. F de, X ten Y ye giden surekli lineer operatorlerin bir ailesi olsun, yani;

F € L(X,Y) (burada L(X,Y), X ten Y ye giden tiim siirekli lineer operatorlerin uzayidir).
Eger F ailesindeki her bir T operatoril, X in her bir x elemani i¢in noktasal olarak sinirliysa
(yani, her x € X igin {||T(x)|| : T € F} kiimesi sinirliysa), o zaman F ailesi diizgiin olarak

simirlidir. Yani, 6yle bir M > 0 sabiti vardir ki, her T € F ve her x € X i¢in,
ITCOIl < Mllx|] (3.1.4)

esitsizligi saglanir (Rudin, 1991).
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Onerme 3.1.1. G lokal kompakt bir grup, A bir Banach uzay1, 4y, A uzaymin yogun lineer

bir altuzay1 olsun. Her g € G ye karsilik A, da tanimli R, operatorler ailesinin asagidaki

sartlar1 sagladigini varsayalim.

a) Her g € G ve her a € 4, icin, ||Ryal| < K - ||all olacak sekilde bir K > 0 sabiti

vardir.

b) Her a € 4, icin, lim||Rya — a|| = 0 olur.
g-e

c) Herg,s € G vehera € A, igin, Rysa = RgRya esitligi vardir.

Bu sartlar altinda her R, operatori A da tanimli bir E operatiiriine genisletilebilir; dyle ki,

g — R_g dontisimii G grubundan A Banach uzayina smirlt ve siirekli bir sag temsil olur.

Ispat. Kabul edelim ki, a € A ve g € G olsun. 4,, A da yogun oldugundan, a,, — a olacak

sekilde A, da bir (a,), . dizisi vardir. Her n,m € N ve (n,m — o) igin,

||Rgan - Rgam“ <K-|la,—an|ll — 0

(3.1.5)

dir. Bu da bize (Rgan)nEN dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. Simdi de R_g ni

asagidaki gibi tanimlayalim:

Rja = lim Rya,

n—-oo

(3.1.6)

Kolayca gorebiliriz ki Ea, a ya yakinsayan (a,), . dizisinin secimine bagh degildir.

Bunun disinda

|
Q
I
~
Q

olur. Buradan da her a € A, igin

[Ryall < & - lal

(3.1.7)

(3.1.8)
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olur. Bu da @ nmin G grubundan bir A Banach uzayina smirli bir sag temsil oldugunu

gosterir.
Simdi, a,, = a oldugundan keyfi bir s € G icin Rya,, = Rya olup

R_S(R_ga) = lim RRya, = ,f% Rysan = ;a (3.1.9)

n—-oo

olur. Boylece Rysa = Rs(R,a) elde edilir.

Son olarak @ nin stirekli oldugunu gdsterlim. Bunun i¢in keyfi bir a € A4 alalim. 4y, A da

yogun oldugundan her € > 0 igin
lla, —all < e (3.1.10)

olacak sekilde A, da bir {a, },ey dizisi vardir. Bu durumda,

Rgsa—a = Rza—Ryza, + Rga, —a, +a, —a (3.1.11)
olur. Bu esitlikten

[Rga —al| = |[Rya — Rygay + Ryan — an + ay — a|
< |[Rga — Ryanl| + [|Ryan — au|| + lla, — all
<K- ”a - an” + ”Ean - an” + ”an - a”

<K-ge+e+e=(K+2)e (3.1.12)

elde edilir. Boylece lim||[Rja —al| = 0 olur. Bu da R, temsilinin siirekli oldugunu
g-e

gOsterir. Bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 3.1.1. A degismeli bir Banach cebiri olsun. Eger, degerler kiimesi A da yogun bir
0 : L1(G) - A surekli bir homomorfizma var ise bu takdirde, G grubundan A cebirine

stirekli bir sag R temsili mevcuttur.
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Ispat. R bir sag temsil oldugundan keyfi bir f € L'(G) ve g € G i¢in R temsilini asagidaki

gibi tanimlayalim:

R,0(f) =0(f,) (3.1.13)

{Rg 1g € G} operatorler ailesinin Onerme 3.1.1. in sartlarini sagladigini gdsterelim. 8 nin
degerler kiimesi A da yogun oldugundan, A, = 8(L!(G)) almabilir. Bu durumda Ay, A da

yogundur.

a) Herg € G vea € A, icin, a = 8(f) olacak sekilde bir f € L'(G) vardir. 6 surekli
oldugundan [[6(f)|| < CIIf]l olacak sekilde bir C > 0 sabiti vardir. R 6(f) = 6(f,)

tanimindan
IRgall = l6(F) < clif, || = lifll = KIBHI = Kllall (3.1.14)

olacak sekilde bir K > 0 sabiti vardir. Bu da (a) kosulunun saglandigin1 gosterir. Burada

51l = £l (Sag Steleme L* — normunu korur) dir.
b) Her a € 4, icin a = 6(f) alalm. L}(G) de sag Steleme siirekli oldugundan
gglenfg —fll=0 (3.1.15)
dir. 8 surekli bir homomorfizma oldugundan
1Rga — al| = ll6(fs) — 6Ol < Cllfy - 1] (3.1.16)
olur. Bu durumda

lim||[R;a —al| =0 (3.1.17)

g—e

elde edilir.
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c) Herg,s € Gvea€ Aicina = 6(f) alahm.

Rys0(f) = 6(fys) (3.1.18)
fos(B) = F(h(gs)™) = f(hs ™2™ = ((fy),) (W) (3.1.19)

olur. Buradan,
Rgs0(f) = 6(fys) = 0 ((f5),) = Rs (6(f,)) = ReRgO(f) (3.1.20)

elde edilir ki, bu da ispat1 tamamlar.

Simdi de yukarida sozii edilen Onerme 3.1.1. i PE,(G) cebirine uygulayalim. Once
hatirlatalim ki; PE,(G) cebiri {6(f) : f € L'(G)} operatorler ailesinin B(LP (G)) uzayinn
norm topolojisine gore kapanigidir. Burada, 6 (f): LP (G) — LP (G) konvoliisyon operatdri
h € LP(G) igin,

O(f)h=f=xh (3.1.21)
olarak tanimlanir.

Sonug 3.1.1. G lokal kompakt bir grup, 8 : L*(G) - PE,(G) < B(LP(G)) sirekli bir

homomorfizma olsun. f € L*(G) icin

R,0(F) =0(f,) (3.1.22)

olarak tanimlanan {Rg :G € G} operatdrler ailesi, PE,(G) uzayma G grubunun siirekli bir

sag temsili olarak genisletilebilir.
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Ispat. {R; : g € G} operatorler ailesi igin bunu gésterelim. PF,(G) nin tanimindan da
anlasildig1 gibi {6(f) : f € L'(G)} operatérler ailesi PF,(G) de lineer yogun bir kiime
olusturur. Simdi de {0(f) : f € L1(G)} Uzerinde

Ry6(f) = Q(fg)

olarak tanimladigimiz {Rg i g € G} operatorler ailesinin Onerme 3.1.1. in sartlarim

sagladigini gosterelim.
i. feLYG)vehelLP(G), 1<p < wolmakiizere, Vg € G igin,
faxh=fx4h (3.1.23)

esitligini kullanarak

1R8N = leCro)ll = sup [Ify = ll,

lhllp=1

= sup ||f x gh|_ = sup If «hll, = 160Nl (3.1.24)
Inllp=1 P nlipst

oldugunu ve dolayisiyla da birinci sartin saglandigini goriiriiz.
ii. Birhe€LP(G)vef € L}(G) alalim.

tim|[R,6()h ~ 6(F)A]| = tim|l0(7,)1 ~ (A

< lim||fy *h=f=h| =0 (3.1.25)

g-e
olmasi ikinci sart1 ispatlar.

iii. Keyfi g,s € G alalm. f € L1(G) igin,

Rgs0(f) = 0(fys) = 0 ((f5),) = Rs (6(f,)) = ReRy6(f) (3.1.26)
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elde edilir ki bu da Rys0(f) = RsRz60(f) oldugunu gosterir. Demek Ki; {Rg : g € G}
operatorler ailesi {8(f) : f € L'(G)} kiimesi Uzerinde Onerme 3.1.1. in tiim sartlarini
sagliyor. Boylece elde ediyoruz ki; g = R, doniisiimii PE,(G) ye surekli bir sag temsil

olarak genisletilebilir.

Teorem 3.1.2. A bir Banach cebiri, G bir lokal kompakt grup ve L!(G) de bir grup cebiri
olsun. Eger; 8 : L1(G) — A surekli bir homomorfizma ise, 8** : L1(G)*™ — A** da stirekli

bir homomorfizmadir.

Ispat. L'(G)*, L*(G) iizerindeki siirekli lineer fonksiyonellerin uzayidir. 8* : A* — L'(G)*

doniisiimii de @ déniisiimiiniin dual déniisiimii olup; her @ € A*, f € L*(G) icin,
(07(), f) = (9, 6(f)) (3.1.27)

dir. 8** : LY(G)** - A** doniisiimii de 8* doniisiimiiniin dual doniisiimiidiir. Biz 8 nin

homomorfizma olmasi durumunda 6** nin de homomorfizma oldugunu gdstermek

istiyoruz. Oncelikle bu déniisiimiin siirekliligini ve lineerligini gosterelim.

Her F € L*(G)*™ ve ¢ € A* igin,

(67 (F), @) = (F,0"(¢)) (3.1.28)

dir. 8 surekli bir homomorfizma oldugundan f € L'(G) igin,
NeOI < Clifll (3.1.29)
olacak sekilde bir € > 0 sabiti vardir. 8 siirekli oldugundan, ¢ o 8 da sireklidir. Buradan,

0* da zayif* surekli olur (8*(¢) = ¢ o 8 oldugunu hatirlayahm). ||8]| = ||0*|| < C

olmak uizere, her F € L*(G)** igin,

le** (Pl = ”slﬁplllF(e*@p))ll <|IF|l- 6=l < CIIFIl (3.1.30)
el
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oldugundan, 6** doniisiimii de zay:if™* strekli olur. Simdi de lineerligi gosterelim. Her
@ € A*, F,,F, € I}(G)** ve 1 € Cigcin,

(07 (AF; + F,), @) = (AFy + F,,07(9))
= MF, 0% (9)) + (F, 07 (9))
= 0™ (F1), @) + (0" (F2), )

= (10" (Fy) + 8" (F,), @) (3.1.31)

olur ki bu da bize, 8" (AF, + F,) = A0**(F;) + 6" (F,) oldugunu gosterir. Boylelikle, 6**

nin lineer bir doniisiim oldugunu elde ederiz.

Artik, 8" nin bir homomorfizma oldugunu géstermeye gegebiliriz. Bunun i¢in, 8** nin

Arens ¢arpimimi korudugunu yani; F, H € L*(G)** igin,

0**(F-H) = 0™ (F) - 6" (H) (3.1.32)

oldugunu géstermeliyiz. ¢ € A* igin (3.1.32) esitliginin sol tarafi,

(6**(F-H),p) =(F-H,0"(9)) = (F,H - 6"(¢)) (3.1.33)

olur. Yine (3.1.32) esitliginin sag tarafi,

(67 (F) - 0™ (H), p) = (6™ (F), 0™ (H) - @) = (F,0"(6™ (H) - 9)) (3.1.34)

olur. Bu durumda, eger 8** bir homomorfizma ise, her H € L*(G)** ve ¢ € A* igin,

(F,H-0"(p))=(F,07(6"(H) - ¢)) (3.1.35)

esitliginin var olmasi, dolayisiyla da

H-6"(¢) = 6* (0 (H) - 9) (3.1.36)

esitliginin gegerli olmasi gerekir. Burada 8™ (H) - ¢ € A* tanimin1 Kullanarak
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(67 (H) - @,a) = (0" (H),¢ - a) =(H,0"(¢ - a)) (3.1.37)

esitliklerini yazabiliriz. Simdi (3.1.36) esitligini gdstermeye calisalim. Her h € L1(G) icgin
(3.1.36) esitliginin sol tarafi igin,

(H - 6*(¢),h) = (H,6"(¢) - h) (3.1.38)
yazilabilir. Yine (3.1.36) esitliginin sag tarafi i¢in de
(6 (6™ (H) - 9), h) = (6™ (H) - 9,0(h)) = (H,0" (¢ - 8(1))) (3.1.39)
yazilabilir. (3.1.36) esitliginin var olabilmesi i¢in,
(H,0"(p) - h) =(H,0"(¢ - 0(h))) (3.1.40)
esitliginin var olmasi ve dolayisiyla da
0" (p) - h=0"(p-0(h) (3.1.41)

esitliginin var olmasi gerekir. O halde simdi bu esitligin saglandigini gostererek ispati

tamamlayalim. Her k € L'(G) icin,

(0°() - h k) = (0" (@), h x k) = (@, 0(h * k)) = (@, 0(h) - 6(k))
=(p-0(h),0(k)) =(0"(¢-0(h),k)) (3.1.42)

olur. Buradan, 8*(¢) - h = 8*(¢ - 8(h)) elde edilir. Dolayistyla,
(H-6"(p),h) = (H,0"(¢ - 6(h))) =(6"(6"*(H) - ¢), h) (3.1.43)
olur. Buda H - 6*(p) = 6*(6™*(H) * ¢) oldugunu gosterir. Boylece,

(6**(F-H), @) =(F,H-0"(9)) =(F, 67 (6" (H) - ¢)) = (67" (F) - 6™ (H), 9)
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elde edilir. Buradan da 6**(F - H) = 6**(F) - **(H) oldugu gosterilmis olur. Boylelikle

ispat tamamlanir.

Onerme 3.1.2. R lokal kompakt G grubunun A Banach uzayina siirekli bir sag temsili
olsun. (f;);e; ag1, L1 (G) cebirinin sagdan sinirli yaklasik bir birimi olmak tizere; her a € A
icin,

f R,f(g)adg - a (3.1.44)
G

yakinsar.

Ispat. R sagdan siirekli bir temsil oldugundan, Ve > 0 igin e elemani G nin birimi

oldugundan G de e nin en az bir V komsulugu vardir, éyle ki Vg € V igin,
||Rga — a|| <é& (3.1.45)

olur. Diger taraftan baz1 j, vardir ve Vi > j, i¢in ve suppf; € V; €V dir. Bunlan

g0zonlnde bulundurursak, Vi > j, igin,

j Ryfi(9)adg —a

G

| Refi(radg - | fitgradg
Vi

Vi

IRsa = allto)dg
Vi

IA

Jev, |Rgja—al| <e (3.1.46)

olur ki, boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 3.1.2. R, lokal kompakt G grubunun A Banach uzayina siirekli bir sag temsili olsun.

(e)ier ag1, L1(G) cebirinin sagdan smirl yaklasik birimi olmak iizere, Va € A icin,
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j Rylei(9)]s-1adg - Rea (3.1.47)
G
dur.
Ispat.
ng[ei(g)]5—1adg = ngA(s‘l)ei(gs‘l)adg (3.1.48)
G G

esitliginde, gs~! = p degisken degisimi yaparsak, g = ps ve dg = A(s)dp elde edilir.

Bu esitlik yukarida yerine yazilirsa

f R(9)lei(@)]s-radg = f R,A(s e (gsDad,

G G
_ f RpsA(s™)e;(p)A(s)adp
G
B f RsRyA(s™He;(p)A(s)adp
G
_ R, f Rpe;(p)adp (3.1.49)
G

olur. Bu da bir 6nceki dnermeden dolay1 Rga ya yakinsar.

Onerme 3.1.3. G lokal kompakt bir grup ve L!(G) de, G iizerinde tanimli grup cebiri olsun.

(f); ve (hi),- aglar1 L'(G) igin sirastyla soldan ve sagdan smirl yaklasik birimler olsun.

Bu durumda, (f; + h; — f; * h]-)l,], ag1 da L*(G) icin sinirh bir yaklagik birimdir.

Ispat. F;; = f; + hj — f; * h; olsun. Herhangi bir feL*(G) igin,
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o) * £ = fIl = I(fi + = fix b) = f = £l
=|lfixf+hixf—fixhyxf—Fl
=|lfixf=f+h*f—fixhi=f]|
=|lfixf=f+h=(f = fix
< |lfi* £ = I+ IR IIILF = £ = £
= (1+ || |DNf = £ = £ (3.1.50)

elde edilir. Yine benzer sekilde
If * (Fiy) = Il < @+ UADIS = £ = byl (3.1.51)
olur. Dolayisiyla, (fl + hj — fi * hj) ag1 L*(G) igin bir sinirli yaklagik birimdir.

Sonug 3.1.3. 8 : L'(G) — A surekli bir homomorfizma olsun. f; ve h;, L'(G) nin sagdan

ve soldan sinirl bir yaklasik birimi olsun. Eger

(fi + hj — f; * bj) (3.1.52)
LY(G) i¢in sinirh yaklagik birim ise

O(f; + h; — fi  hy) (3.1.53)
de A i¢in smurl bir yaklagik birimdir.

Ispat. Fi; = fi + hj — f; = h; olsun. BOylece herhangi bir a € A igin,

lo(Fi)a - all = [|0(; + b = fi  hy)a —a
=|6(fla—a+ 0(hj)a — H(fi)H(hj)a”
= ||0(fl-)a —a+ H(hj)(a — H(fl-)a)”
=[x~ o)) e~ o
<1+]|6(r)]-N6(fDa—all (3.1.54)
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olur. Benzer sekilde

a6 (Fi;) — all = [|ad(fi + by = fi + by) — |
= |lad(h;) — a + ad(f;) — ad(£)0 (k)|
= ||a8(r) — a +6(5) (a - ab(ny))||
<1+ 6l |la—ad ()| (3.1.55)

olur. Boylece 6(F; ), A i¢in bir yaklasik birimdir.

loCF: I = o + by = fi « byl < OGN + [[o(hy) || + N6 - [lo(ry)]| - (3.1.56)
oldugundan sinirlidir. O hale B(Fi' j), A i¢in bir simirl yaklagik birimdir.

Teorem 3.1.3. A degismeli bir Banach cebiri olsun. Degerler kiimesi A da yogun olan
0: L*(G) — A siirekli bir homomorfizma olsun. Eger (f;) ag1, L*(G) nin sagdan smirli bir
yaklagik birimi ise, 8(f;) ag1 da A cebirinin sagdan sinirli bir yaklasik birimidir.

Ispat. aeA alalim. Ve > 0 ve baz1 feL*(G) icin, |la — 8(f)|| < golur. Diger taraftan,

16(F0(f) = 8O =110(f = f; = OHI < I6IIIlf * fi = fIl = 0 (3.1.57)

oldugundan, bazi i, vardir 6yleki her i > i, i¢in,
€
168 — 0Nl <3 (3.1.58)

olur. Simdi de
ab(fy) —a=ab(f}) —0(NHO) +6(HOf) —0()+6(f)—a  (3.1.59)

esitliginden
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lad(f) — all = lla8(f) = 6(HO(f) + 6(HE(f) = 6(f) + 6(f) — all
< lab(f) = 0(HOUI + 110(FO(f) — 0Ol + [10(f) — all
= 18(f)(a— 6NN+ 118(H6(f) — (NI + 16(f) —all
= 16(Dlla =8O+ 18(HE) = 6DI + 16(f) — all

<E B4 EC (3.1.60)
3 3 3—8 .

olur. Buradan, ||af8(f;) — a|| < € elde edilir. Bu da bize a8(f;) = a oldugunu, yani 6(f;)

nin de A nin sagdan bir sinirh yaklasik birimi oldugunu gosterir.

Sonug 3.1.4. 6 : L'(G) — PE,(G) ye surekli bir homomorfizma olsun. (f;)¢; ag1, L'(G)
nin sagdan smirl yaklasik birimi ise, (6(f;)):e; ag1 da PE,(G) nin sagdan sinirl yaklagik

birimidir.
Ispat. Bir R € PE,(G) alalim. Ve > 0 ve 3feL'(G) igin, IR — 6(f)|l < § olur. Ayrica,

16O — 6O = 110(f * f) =N < If *fi = fll. = 0 (3.1.61)

oldugundan, baz j, vardir &yle ki Vi > j, igin,

1008 — 6Pl < = (3.162)
olur. Simdi de

RO(fi) —R = RO(f) —0(HO) +0(HO(f) —0(f) +6(f) — R (3.1.63)
esitliginden

IRO(f) — RIl < IR = 6DOINEUDI + 18(FH0(f) — (NIl + 16(f) = RII
& & &

<§+§+§=€ (3.1.64)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonug 3.1.5. 4 : L}(G) — A surekli bir homomorfizma olsun. L!(G) nin birim elemani tek

ise A nin da birim elemani tektir.

Ispat. £/, L*(G) nin birim elemani olsun. Bu durumda 8 (f"), A nin birim elemanidir. Simdi
bu birim elemanin tek oldugunu gésterelim. f've f”’, L'(G) nin farkli iki birim elemani

olsun.

f', L*(G) nin birim elemant ise; " = f" * f' olacak sekilde bir " € L*(G) vardur.
f",LY(G) nin birim eleman1 ise; f' = f' = f"' olacak sekilde bir f' € L1(G) vardur.

fl'=f"*xf=f*xf"=f"' (3.1.65)
olur. O halde, L'(G) nin birim eleman: tektir. Simdi de A min birim elemaninin tek

oldugunu gosterelim. 8(f'") ve 6(f"), A nin iki farkli birim elemani olsun. 6(f"), A nin

birim elemani oldugundan

o(f" xf")=06(")-0(f") =6(f") (3.1.66)

olacak sekilde bir 8(f'") € A vardir. Yine 6(f""), A nin birim eleman1 oldugundan

0"+ f") =06(f)-0(f") =0(f") (3.1.67)

olacak sekilde bir 8(f") € A vardir. Buradan

6(f)=06(f)-0(f") =6(f") (3.1.68)

elde edilir. Bu da A nin birim elemaninin tek oldugunu gosterir.
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4. ARENS CARPIMLARI

Bu bélimde, Arens ¢arpimlari ile ilgili baz1 6zellikler verilmistir. Yine bu bolimde A™
ikinci dual uzayi, hem sagdan hem de soldan bir zay:f™ sinirh yaklagik birime sahip ise,
A™ mbir zayif* sinirh yaklagik birime sahip oldugu tizerine ¢aligilmigtir.

4.1. Arens Carpimlar1 ve Arens Regiilerlik

A bir Banach cebiri ve A* ve A™ sirastyla A nin birinci ve ikinci dualidir. (e,),e; ag1, her

b € A icin,
be, - bvee,b = b

oluyorsa, (ey)qer agl, A nin sinirh yaklasik birimidir. b € A ve ¢ € A" i¢in sirasiyla,

(¢ - b,c) = (p,bc) = ¢(bc) (4.1.1)
ve

(bew,c)=(p,chb)=qp(ch) (4.1.2)
seklinde tanimlanan A* Uzerindeki fonksiyonelleri ¢ - b ve b o ¢ ile gOsteririz. A Banach
cebiri, ikinci dualinin bir alt uzayi olarak diistiniilebileceginden, her b € A ve ¢ € A igin
(b, p) yi, (@, b) olarak tanimlayabiliriz. A*A ve AA* ni sirasiyla,

{o-b:beAvep€E A"} (4.1.3)

ve

{bp:beEAvepeE A} (4.1.4)
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kiimeleri ile gosteririz. Bu iki kime, A* nin alt kiimeleridir (Haghnejad Azar and Riazi,
2009).

A, bir BAI (smurli bir yaklasik birim) igeren bir Banach cebiri olsun. Eger, A*A = A*
(AA* = A") esitligi saglaniyorsa, A* nin soldan(sagdan) ¢arpanlarina ayrilabilir oldugu
sOylenir. Eger hem A*A = A" hem de AA™ = A" esitlikleri saglantyorsa, A* nin iki taraftan

da carpanlarina ayrilabilir oldugu soylenir (Haghnejad Azar and Riazi, 2009).

Arens [1], herhangi bir A Banach cebiri verildiginde, A nin ikinci duali {izerinde ¢arpimi
genisleten iki cebir ¢arpimi oldugunu gostermistir. Asagida, [11]'de verilen bu iki ¢arpimi
tanitacagiz. Birinci Arens ¢arpimi asagidaki gibi tanimlanir. b,c € A, € A*ve F,G € A™

olsun.

(p-b,c) ={p,b-c) (4.1.5)
(F-@,b) =(F,¢-b) (4.1.6)
(F-G,p)=(F,G - ) (4.1.7)

Acgikca F-@p € A" ve F-G € A** dir. (A™,") gOsterimi, A** 1n birinci Arens ¢arpimiyla
donatilmis hali i¢in kullanilir. Ayricatim b € A ve ¢ € A* icin ¢ - b yerine @b gosterimini
kullaniniz (Haghnejad Azar and Riazi, 2009). ikinci Arens ¢arpimi da asagidaki sekilde

tanimlanir.

b,ce A,p € A" ve F,G € A™ igin, A* kiimesindeki b o ¢ ve ¢ o F elemanlar ile A™

kiimesindeki F o G elemanu, sirasiyla asagidaki esitliklerle tanimlanir.

(bog,c)=/{p,ch) (4.1.8)

(poF,b)=(F,bo @) (4.1.9)

(FoG,p)=(G,p°F) (4.1.10)
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E, A™ da bir eleman olmak Uzere, E nin birinci Arens ¢arpimi i¢in sag birim ve ikinci Arens
carpimi i¢in sol birim olmas1 durumunda karma birim oldugu sdylenir. Yani, E bir karma
birimdir ancak ve ancak her F € A* icin, F - E = E o F = F kosulu saglanir (Haghnejad
Azar and Riazi, 2009).

Her F € A™ igin F - E = E - F = F olacak sekilde bir E € A™ elemani varsa, A*™* in birinci
Arens ¢arpimina gore birimli oldugu soylenir. Benzer sekilde, her F € A™ igin,

F o E = E o F = F olacak sekilde bir E € A™ elemani1 varsa, A** 1n ikinci Arens ¢arpimina
gore birimli oldugu soylenir. [3, s.146] ya gore A™ daki bir E' elemaninin karma birim
olmasi, A daki bir BAI (e,)qe; nin zayif™ kapanisi olmasiyla denktir (Haghnejad Azar
and Riazi, 2009).

A™ nin birinci Arens ¢arpimina gore zaytf ™ siurli bir sol yaklasik birime (= W*LBAI)
sahip oldugu soylendiginde, A kiimesinde (e,), S A seklinde gosterilen ve asagidaki

kosulu saglayan sinirli bir agin var oldugu ifade edilir. Her F € A™ ve ¢ € A* igin,

(eq " F, @) = (F, ) (4.1.11)

dir. W*RBAI nin tanim1 W*LBAI ye benzerdir. Eger A*™* hem W*LBAI hem de W*RBAI
ye sahip ise 0 zaman A*™* in W*BAI ye sahip oldugunu s6yleriz (Haghnejad Azar and Riazi,
2009).

F,G € A™olsunveF - G, F o G sirastyla A™ daki birinci ve ikinci Arens ¢arpimlari olsun.
O halde, A** da sabit bir G icin, F —» F - G dontisimii zayif* — zayif* sureklidir, ancak
F — G- F doniisimii, G € A olmadig: siirece genellikle A** Uzerinde zayif* — zayif™*
stirekli degildir (Haghnejad Azar and Riazi, 2009).

Ornegin, G sonsuz bir topolojik grup oldugunda L*(G)** ve M(G)** cebirleri igin,
genellikle F - G.F déniisiimii L'(G)** ve M(G)* Uzerinde zayif* — zayif* surekli
degildir (bkz. [10,11]) (Haghnejad Azar and Riazi, 2009).

Ayrica, A™ daki ikinci Arens ¢arpimi i¢in; bo@,p o F € A* ve F o G € A™ oldugunu
biliyoruz. A** da sabit bir G igin, F = G o F doniisimii A™* Uzerinde zayif™ — zayif*
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sureklidir, ancak F +— F o G doniisiimii genellikle G € A olmadig siirece, A™ Uzerinde
zayif* — zayif ™ siirekli degildir, ancak G € A ise sureklidir (Haghnejad Azar and Riazi,
2009).

Her F,G € A™ igin, F - G = F o G esitligi gegerliyse, A cebirinin Arens regiiler oldugu
sOylenir (Lau and Ulger, 1993).

Her zay1f Cauchy dizisinin zayif bir limiti varsa, A zayif dizisel tam olarak adlandirilir ve
her b € A i¢in eger x — bx, garpim operatorii zayif kompakt ise, A ya zayif tamamen
streklidir denir.

Ornek 4.1.1Herb € A, ¢ € A* ve F € A* igin asagidaki ifadeler gegerlidir;

. @pob=¢@ b ve bop=b-¢
ii. boF=b-F ve Fob=F-b

(Haghnejad Azar and Riazi, 2009).

Ispat.i. Vb € 4,0 € A* iginc € A ise,

(pob,c)={(c,po°b)=(bc,@)= @(bc) (4.1.12)

=

(@b, c)={c,p-b) =(bc,p) = g@(bc) (4.1.13)

oldugundan @ o b = ¢ - b olur. Yine; b o ¢ = b - ¢ esitligi de benzer sekilde yapilir.

ii. VbeAp€eA veF €A™ igin,

(boF,p)=(b,F-@)=(F-@,b)=(F,¢-b)=(b"F,p) (4.1.14)

oldugundan, b o F = b - F olur. Yine; F o b = F - b ¢sitligi de benzer olarak yapilir.
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Yukaridaki (ii) ifadesi, A* nin birinci Arens ¢arpimina goére W*LBAI 6zelligine sahip
olmasinin ancak ve ancak ikinci Arens ¢arpimina gore W*LBAI 6zelligine sahip olmast

durumunda gecerli oldugunu gostermektedir (Haghnejad Azar and Riazi, 2009).

Lemma4.1.1. (by)4er, A Banach cebirinin siirl bir yaklasik birimi olsun. Bu takdirde A*
1n soldan(sagdan) ¢arpanlarina ayrilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart, her bir peA™ igin

(@bg aer Ve (by © @) qer aglarinin, @ ye zayif yakinsak olmasidir (Lau and Ulger, 1996).

Ispat. Biz sadece A* nin soldan carpanlarina ayrilabildigini gosterecegiz. Sagdan

carpanlarma ayrilabildigi de benzer sekilde gosterilebilir.

A* soldan garpanlarina ayrilabilir ve @eA” olsun. Bazi peA* ve b € A i¢in, ¢ = pb dur.
Baylece, ||bb, — b|| = 0 oldugundan, herhangi bir F € A™ i¢in,

(¢ b, FY =@, by - F) > {pb,by - F ) = {p,bby - F)
=(p,b-F)=(pb,F)={(¢,F) (4.1.15)

elde edilir ki, bu da @b, = ¢ zayif yakinsak oldugunu gdsterir.

Tersine, kabul edelim ki peA* igin @b, — ¢ zayif yakinsak olsun. Bu durumda

@b, € A*A ve A*A da, A" in kapali bir alt uzay1 oldugundan [17, 32.22] den ¢ € A*A dir.
Buradan, A* = A*A olur. Boylece, 4* soldan carpanlarina ayrilabilirdir (Lau and Ulger,
1996).

Onerme 4.1.1. A smirl yaklasik birime sahip bir Banach cebiri olsun. Asagidaki iddialar
gecerlidir.

i. A" 1nsoldan ¢arpanlarina ayrilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart (A**,-) cebirinin
birimli olmasidir.

ii. A" 1nsagdan ¢arpanlarina ayrilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart (A**,0) cebirinin
birimli olmasidir.

iii. A", her iki taraftan da ¢arpanlarina ayrilabilir ise (A**,-) ve (A**,0) cebirlerinin birim

elemanlar1 aynidir (Lau and Ulger, 1996).
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Ispat. i. A* soldan carpanlarina ayrilabilir olsun. A smirli bir yaklasik birime sahip
oldugundan A** bir karma birime sahiptir ve E de A™ 1n bir birimi olsun. Boylece F € A™*
icin F - E = F olur. Herhangi bir ¢ € A* ve b € A icin ¢ = p - b olacak sekilde bir p € A*
vardirve b+ E = b dir.

(p,E-F)=(p-b,E-F)=(p,b-F)={e,F) (4.1.16)

dir. Boylece, E - F = F olur. Dolayisiyla A™ birimlidir.

Tersine A™* 1 bir birim elemana sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda A nin, A™ 1n
zayif topolojisinde E ye yakinsayan bir BAI (b,) 4¢; vardir. Dolayisiylap € A" ve F € A™

icin birinci Arens Carpiminin 6zelliklerine gore,

(¢ b, FY =@, by - F) > {@,E - F) =(o,F) (4.1.17)

dir. Boylece ¢ - b, — ¢ zayif yakinsaktir ve 6nceki lemmaya gére A, soldan ¢arpanlarina
ayrilabilirdir (Lau and Ulger, 1996).

ii. Buradaki ispat (i) deki ispata benzer olarak yapilabilir.

iii. A" soldan ve sagdan ¢arpanlarina ayrilabilir olsun. O zaman (A**,) ve (4™ ,0)

cebirlerinin her ikisi de birimlidir. E; ve E, sirasiyla (4™,") ve (A*,0) cebirlerinin birim
elemanlar1 olsun. O halde, hem E; hem de E, karma birimlerdir. A** birimli oldugundan,
yalnizca bir karma birime sahip olabilir. Simdi E; = E, oldugunu gdosterelim.

Eger E;, A** nin bir karma birimi ise, E;. E, = E, olacak sekilde bir E, € A** vardir. (1)
Yine E,, A** nin bir karma birimi ise, E;. E, = E; olacak sekilde bir E; € A™ vardir. (2)
(1) ve (2) den

Ez = EZ ' El = El - EZ S El (4’.1.18)

elde edilir. Bu da, (4™,") nin karma biriminin tek oldugunu gosterir.
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Benzer olarak ayni iglemler (4**,¢) igin uygulanirsa (4**,¢) nin karma biriminin tek oldugu

gosterilebilir. Boylece (A™,)) ve (A**,0) cebirlerinin birim elemanlar1 ayni olur (Lau and
Ulger, 1996).

Teorem 4.1.1. A min bir sinirh yaklasik ag1 (e,) 4e; olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

dogrudur.

pEA i(;infp-eavifp ve eaowgfpdir.

A" nin sagdan ¢arpanlarina ayrilabilir olmasi igin gerek ve yeterli sart A™ nin
soldan zayif ™ smirli yaklasik bir birime sahip olmasidir.

A" nin soldan garpanlarina ayrilabilir olmasi i¢in gerek ve yeterli sart A™ nin

sagdan zayif ™ simirl yaklasik bir birime sahip olmasidir.

. Eger A", soldan ¢arpanlarina ayrilabilirse ve E € A™ icin e, %, E ise bu takdirde

E, A nin birim elemanidir. Ayrica, A, sagdan ¢arpanlarina ayrilabilirse ve E €

- - W* - . .
A™ igin e, — E ise 0 zaman E, (A™,o) nin birim elemanidir.

*

Eger A", soldan ¢arpanlarina ayrilabilir ise, A4~ = A dir (Haghnejad Azar and
Riazi, 2009).

Ispat. i. (i) nin ispat1 agiktir.

A*"A=A"veF € A, ¢ € A" olsun. O halde [11, 2.1] den ¢ - e, 5 @ dir. O halde;

(eq F, @) =(eq, F- @) =(F - @,eq) =(F,@"eq) > (F,@) (4.1.19)

dir. Sonug olarak, e, - F % Folur.

Tersine, her F € A™ igin e, - F 2 F olsun. O zaman her @ € A" icin{e, - F,p) = (F, @)

dir. (e, " F, @) = (F, ¢ - e,) oldugundan, (F, ¢ - e,) = (F, @) olur.

(iii) nin ispat1 (ii) ile aynidr.
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V. e, Y, Eolsun.O zaman, her F € A™ igin, [11, 2.1] i kullanarak asagidaki esitlikleri

yazabiliriz.

(E-F,@)=(E,F-¢p)= li;n(ea,F CQ) = li;n(F,go ey) = (F, @) (4.1.20)

Dolayisiyla E - F = F sonucuna variriz. Simdi F € A* ve b € A olsun. O zaman,

(E-,b) = (E,¢-b) = limleq, ¢ - b) = lim{p,b - e4) = {9, b) (4.1.21)

yazabiliriz. Sonug olarak, (F - E, @) = (F,E - @) = (F, @) veburadan F - E = F elde edilir.

Bu da, E in A™ nin bir birim elemani1 oldugunu gosterir. Bir sonraki iddia da buna benzer.

v. A"A=A"vep € A" olsun. [11,2.1]den ¢ - e, W @ dir. Her F € A™ igin,
eq ' F € A™ oldugundan,

(eq ' F, @) =(F,@-eq, )~ (F, @) (4.1.22)

*

yazabiliriz. Boylece e, - F LF ve F € AR =A™ oldugundan ispat tamamlanmis olur
(Haghnejad Azar and Riazi, 2009).

Yukaridaki teorem ve [11, 2.2a] uyarinca A**, sagdan zayif™ siirh yaklasik bir birime
sahip (W*RBAI) ve soldan zayif* sinirh yaklasik bir birime sahip (W*LBAI) ise, A** bir
zayif ™ sinirh yaklasik bir birime sahiptir (W *BAI) denir. Eger, G lokal kompakt sonlu bir
grup ve A = L1(G) igin, L*(G)** sagdan zayif* sinirh yaklasik bir birime sahip (W *RBAI)
ve soldan zayif* sinirli yaklasik bir birime sahip (W*LBAI) ise, L' (G)** bir zayif* sirh
yaklagik bir birime sahiptir (W*BAI) denir. Ancak; G lokal kompakt sonsuz bir grup
oldugunda bu saglanmaz. Yani L'(G)**, smrh bir yaklasik birime sahip degildir
(Haghnejad Azar and Riazi, 2009).
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Sonug 4.1.1. A nin sinirl bir yaklagik birime sahip oldugunu varsayalim. O halde agagidaki

ifadeler gecerlidir.

i. (4™, cebirinin birimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart A** 1n soldan zayif™ sinirh
yaklagik bir birime sahip olmasidir.

ii. (A*,0) cebirinin birimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart A** 1n sagdan zayif™* sinirh
yaklagik bir birime sahip olmasidir.

iii. A™, ve (A™,0) cebirsel yapis1 birimlidir ancak ve ancak A n zayif* siirh
yaklagik bir birime sahip olmasidir.

Iv. Varsayalim ki A4, siral1 bir sinirh yaklasik birim ile zayif sirali tam (WSC) olsun.
O halde A*™1n soldan zaytf* sinirh yaklasik bir birime sahip olmasi1 ancak ve ancak
A* m sagdan zayif ™ sinirh yaklasik bir birime sahip olmasi durumunda gegerlidir
ve ayrica (A™*,”) nin birimli olmas1 i¢in gerek ve yeter sart, (A**,o) nin de birimli
olmasidir (Haghnejad Azar and Riazi, 2009).

Ispat. Teorem 4.1.1. ve [11, 2.2] kullanilarak, (i), (ii) nin kanitlar1 agiktir. (iv) iin kaniti,
[11, 2.6] ve Teorem 4.1.1. den ¢ikar (Haghnejad Azar and Riazi, 2009).

Sonug 4.1.2. A nmin siirh bir yaklagik birime sahip Arens regiiler oldugunu varsayalim.
Ayrica A™ nin A da iki tarafli bir ideal oldugunu varsayalim. O zaman A™*, zayif ™ smirh

yaklasik bir birime sahip olacagindan, birimli olur (Haghnejad Azar and Riazi, 2009).
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5. HEMEN HEMEN PERIYODIK FONKSiYONELLER

Bu boliimde, hemen hemen periyodik fonksiyonellerin bazi 6zellikleri incelenmis ve Arens

regulerlik ile periyodik fonksiyoneller arasindaki iligki tizerine ¢alisilmistir.

Tamim 5.1. ¢, A* Uzerinde bir fonksiyonel olmak tzere A dan A* igine olan b - ¢ - b
eslemesinin zay1if kompakt olmasi durumunda, A {lizerinde zayif hemen hemen periyodik
(wap) olarak adlandirilir. Pym [15] te bu tanimin asagidaki denk kosulla esdeger oldugunu

gostermistir.

Herhangi iki (b,), ve (Cﬁ)ﬁ aglari icin, {b € A : ||b|| < 1} kiimesinde asagidaki esitlik
li;nlign((p, bacg) = lign li;n(go, bacp) (5.1)

her iki tekrarli limit de mevcut oldugunda gegerlidir (Duncan and Ulger, 1992).

A lzerindeki tiim zayif hemen hemen periyodik fonksiyonellerin kiimesi wap(A) ile

gosterilir. Ayrica, wap(A) = A* olmasi igin gerek ve yeter kosul, her F,G € A™ icin,
(F-G,9)=(F°G,9) (5.2)

esitliginin saglanmasidir. Yani, A nin Arens regiiler olmasidir (Lau and Ulger, 1993).

Lemma5.1. 4, soldan (e,),e; yaklasik birimine sahip bir Banach cebiri olsun.

i. A*Acc(A*) c A*Adr.

ii. Eger (ey)qea smirlysa o zaman A*A kapalidir ve A*A = c(A4*) = A*A dur.

iii. Eger A, A** da bir sag ideal ise 0 zaman A*A c wap(A) dir. Ayrica; (eg) ge; sStirh
ise 0 zaman wap(A4) = A*A = A*A esitlikleri gegerlidir.

iv. Eger A refleksif (yansimali) ise 0 zaman A*A = A* dur.
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v. Eger A nin her a elemani sol kompakt ise 0 zaman A*A c ap(A) dir. Ayrica, eger

(eq) ger sinurli ise 0 zaman ap(A) = c(A*) = A*A dir (Duncan and Ulger, 1992).
Ispat.i. ¢ € A%, a € A olmak iizere,
(peg)a = pega (5.3)
Ve
lpeqa — pall < llplllleqa —all - 0 (5.4)

dir. Buradan A*A c ¢(A4*) oldugu gériiliir. c(4*) < A*A oldugu ise, c(4A*) nin

tanimindan agik¢a goriilmektedir.
ii. Eger (ey) e sinirliysa o zaman A*A uzayi, A* da kapalidir [9, Boliim 32.22].

iii. A nin A™ da bir sag ideal oldugunu varsayalim. O zaman, Le, zayif kompakt bir

operatdrdur. Herhangi bir ¢ € A™ igin,
(D(Petx = CD(PLea (55)
esitligi gecerlidir ve dolayisiyla @e, € wap(A) dir. ¢ € c(A4") igin,

@ ge, — Poll < llpe, —@ll > 0 (5.6)

dir. Bu, c(4") © wap(4) oldugunu gosterir. A*A < c(A") ve wap(A), A* dakapali oldugu
icin A*A c wap(A) elde edilir.

Simdi, (e, ) ge; nin simirl oldugunu varsayalim. ¢ € wap(A4) ve a™ € A™ olsun. Goldstine
Teoremi’ne gore, az — a*™* olacak sekilde zayif™ topolojide yakinsayan, A iginde bir

(ag) ag1 vardir. (ey), soldan smirli yaklasik bir birim ve ¢ € wap(A4) oldugundan
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li;n(wea, a™) = li;nlilgn(w, eqag) = lignli;n(w, eqag) = lilgn(w, ag) ={(p,a") (5.7)

dir. Boylece zayif topolojide, pe, — ¢ olur. Bu, ¢ € A*A oldugunu kanitlar. Buradan
wap(A) = c(A*) = A*A (5.8)
esitligine sahip oluruz.

Iv. A nin refleksif (yansimali) oldugunu varsayalim, dyle ki her ¢ € A igin zayif

topolojide pe, — ¢ dir. Bu nedenle A* ¢ A*A ve A* = A*A dir.
v. Eger A daki her a elemani1 kompakt ise o zaman (iii) durumunda oldugu gibi
A*A € ap(A) (5.9)

elde ederiz. Geri kalan1 agiktir (Duncan and Ulger, 1992).
Lemma 5.2. &, nin, A nin noktalarin1 ayirdigin1 varsayalim. a, A nin zayif kompakt bir
eleman1 ve ¢ € A* olsun. O zaman @a fonksiyoneli hemen hemen periyodiktir (Duncan
and Ulger, 1992).
Ispat. ga € span®, dir. Aksini varsayalim. O zaman, Hahn-Banach teoremine gore,
(pa,a™) # 0 dir ancak her g € span®d, i¢in (g,a"") = 0 olacak sekilde bir a™ € A™
vardir. Ozellikle, g € ®, icin, ga = g(a)g € span®, dir ve dolayisiyla

(ga,a™) =(g,aa™) =10 (5.10)
dir. Ancak; a zayif kompakt oldugundan, aa™ € A dir. @4, A nin noktalarini ayirdigindan,

aa™ =0 olur. Bu, {(¢pa,a™) # 0 olmasiyla celisir. Dolayisiyla, pa € spand, dir
(Duncan and Ulger, 1992).
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Teorem 5.1. A, sinirh bir soldan yaklagik birim (e, ) y1 igeren bir Banach cebiri olsun. 4,
A™* da bir sag ideal olsun. O zaman Span®, = wap(4A) esitligi ancak ve ancak @, nin, A

nin noktalarini ayirdiginda gegerlidir. Bu durumda

span®, = wap(A) = A*A = c(4") = ap(4) (5.11)

dir (Duncan and Ulger, 1992).

Ispat. Kapsamalar, span®, c ap(4) c wap(A) agiktir. ®4, A nin noktalarini ayirdigimi
varsayalim. ¢ € wap(A) olsun. Onceki lemmaya gore, her a € I igin e, € span®, dir.
Lemma 5.1 (iii) den e, — @ zayif yakinsadigin1 gosterir. Dolayisiyla, ¢ € span®d, dir

ve buradan span®, = wap(A) olur.

Tersine, span®, = wap(4) olsun. a € A olsun. Oyle ki, her g € @, igin (g, a) = 0 olsun.
O zaman her ¢ € wap(A) icin, (¢, a) = 0 dir. (e,), zayif kompakt oldugundan, her

@ € A" icin pe, € wap(A) dir. Dolayisiyla, (@, e,a) = 0 dir. Bu, her « i¢in e,a = 0 ve
a = 0 demektir. Yani &4, A nin noktalarin1 ayirir. Geri kalam1 Lemma 5.1. den agiktir
(Duncan and Ulger, 1992).

Teorem 5.2. A siirl bir sol yaklasik birime sahip bir Banach cebiri olsun. Eger A, DPP

(Dunford-Pettis Property) dzelligine sahip ve ikinci dualinde bir sag ideal ise, o halde
wap(A) = ap(4) (5.12)
esitligi gecerlidir (Duncan and Ulger, 1992).

Ispat. Lemma5.1. (iii) ye gére wap(A4) = c(4*) = A*A esitlikleri gegerlidir. ¢ € wap(A)
olsun. Le, ve @, zayif kompakt oldugundan, DPP ye gore operatér ®,, = ®,Le,
kompakttir.

|@pe, — Poll < llpe, —@ll - 0 (5.13)

Peq
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oldugundan, ¢ € ap(A) dir. Buradan, wap(A) = ap(A) oldugu gosterilmis olur (Duncan
and Ulger, 1992).

Onerme 5.1. G, lokal kompakt bir grup olmak tizere, A = L*(G) olsun. O zaman 4, A** da

bir sag idealdir ancak ve ancak G kompakt bir gruptur (Duncan and Ulger, 1992).

Ispat. A nin, A** da bir sag ideal oldugunu varsayalim. Onceki teoreme gore

ap(A) = wap(A) yani, WAP(G) = AP(G) dir (bkz. [17, 4]). G nin kompakt oldugu [4,
Bolim 2.24]’ten ispat1 yapilir. Tersinin dogrulugu acik¢a goriilmektedir (bkz. [18])
(Duncan and Ulger, 1992).

Onerme 5.2. Asagidaki esitlikler gecgerlidir.

i ap(co) =1
i. ap(I') =c,
iii. ap(IP) =19 (1<p< oo, %+ % = 1) (Duncan and Ulger, 1992).

Ispat. i. Eger A = c, simrli bir yaklasik birime ve DPP ye sahipse ve de ikinci dualinde

bir ideal ve aym1 zamanda Arens regiiler ise, o zaman [* = wap(4) = ap(A) olur.

ii. (! bir yaklasik birime sahiptir ve [ in her eleman1 kompakttir. Bu nedenle Lemma

5.1.(v)ileA = T igin A*A < ap(A) olur. Ancak A*A = ¢, ve ¢, € ap(1t) elde edilir. Ters

kapsama islemini kanitlamak igin 6ncelikle ¢, 1n sinirlt bir H alt kiimesinin

lim sup|x,| = 0 olmas1 durumunda ve yalnizca bu durumda nispeten kompakt oldugunu
n-w yey

hatirlayalim. Simdi, ¢ € ap(I1) olsun. O zaman

H={pa:ac€llal <1} (5.14)

kilimesi c, i¢inde yer alir ve nispeten kompakttir.

sup{l(pa)n| = llally <1} = || (5.15)



o1

oldugundan, ¢,, — 0 yani ¢, gerektigi gibi ¢, i¢indedir.
li. 1 < p < oo igin, [P nin her eleman1 kompakttir. Lemma 5.1. (iv), (v) den
ap(lP) =14 (5.16)
oldugu sonucu ¢ikar (Duncan and Ulger, 1992).

Onerme 5.3. G, kompakt bir grup ve 1 < p < oo olsun. Olagan konvoliisyon ¢arpimi ile
A = LP(G) uzayi olsun. O zaman, ap(A) = L9(G) olur (Duncan and Ulger, 1992).

Ispat. LP (G) nin her eleman1 kompakttir ve LP (G) nin (smirli olmayan) bir yaklasik
birimi vardir. Lemma 5.1. (iv), (v) 1 uygulayimn (Duncan and Ulger, 1992).

Lemma 5.3. X ve Y Banach uzaylari, ¢p: X — Y sirekli, lineer ve 6rten bir operatér, ¢* da
onun adjoint operatorl olsun. H, Y* nin sinirhi bir altkiimesi olsun. Eger ¢p*(H) norm

topolojisinde kompakt ise, H da norm topolojisinde kompakttir (Duncan and Ulger, 1992).

Ispat. ¢, orten oldugundan agiktir ve bu nedenle ¢* birebirdir ve tanim araliginda cift

yonlu sireklidir. Sonug buradan ¢ikar (Duncan and Ulger, 1992).

Onerme 5.4. A ve B Banach cebirleri ve ¢p: A — B stirekli bir epimorfizm olsun. O zaman
¢*(ap(B)) = ap(4) n (kerp)* (5.17)

olur (Duncan and Ulger, 1992).

Ispat. g € ap(B) olsun. Acikca, ¢*(g), (kerg)* icindedir. a, b € A igin

(¢p*(g)a, b) = (p*(g),ab) = (g, p(ab)) = (g, p(a)p(b))
= (gp(a), p(b)) = (¢p*(g¢(a)), b) (5.18)
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dir. Dolayisiyla, ¢*(g)a = ¢*(g¢(a)) olur. {g¢p(a) : a € A,} kiimesi nispeten kompakt

oldugundan, ¢*(g) nin ap(A) i¢inde oldugu sonucuna variriz.
Ters kapsama icin ¢, ap(4) N (ker¢)* icinde olsun. O zaman ker ¢  kerg ve Sard’in
Bolum Teoremi [10, s.176] ile g o ¢ = ¢ olacak sekilde tek bir g € B* vardir. Basit bir

hesaplama, ¢*(g) = ¢ oldugunu verir. Bu nedenle, g nin ap oldugunu kanitlamak

yeterlidir. Bagka bir basit hesaplama
(9o (), p(¥)) = (ox, y) (5.19)
ve dolayisiyla
¢*(gp(0) = ox (5.20)
oldugunu verir. ¢, ap oldugundan, {¢*(gp(x)): x € A;} kiimesi kompakttir ve bu
nedenle Lemma 5.3. ile {g¢p(x) : x € A;} de kompakttir. ¢, orten oldugundan agik
doniistim teoremi ile eB; < ¢(A;) olacak sekilde € > 0 vardir ve buradan
{gb:b€B}ceHgp(x):x €A} (5.21)

olur. Dolayisiyla g, hemen hemen periyodiktir (Duncan and Ulger, 1992).

Onerme 5.5. Eger

A= <§:@ An> (5.22)

ise, 0 zaman

ap(4) = (Z@ ap(An)> (5.23)
1

n=1



dir (Duncan and Ulger, 1992).

Ispat. Verilen a = (a,)) € A ve ¢ = (¢,) € A* igin pa = (¢,a,) olur. Buradan

ap(A) c Z @ ap(4,)
n=1

1
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(5.24)

sonucu ¢ikar. Ote yandan, ap(4,) € ap(A) oldugu agiktir ve dolayisiyla sonug, ap(A)

nin, A* nin kapali bir alt uzay1 olmasindan ¢ikar (Duncan and Ulger, 1992).

Onerme 5.6.

olsun. Her n € N ve her ¢ € 4, igin,

lloll = sup{lipall : a € Ay, llall < 1}

olsun. O halde

ap(4) = <Z€B ap(An))

n=1
dir (Duncan and Ulger, 1992).

Ispat.

(3o

n=1 .

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)
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olduguna dikkat edin. a = (a,) € A ve ¢ = (@,) € A" icin,

pa = (pnay,) € (ZEB A;;) (5.29)
n=1

0

dir. H, = {pna, : a, € A,, ||la,|l < 1} olsun. Skaler durumda oldugu gibi, H(¢) nin

(;@ A;)O (5.30)

icinde nispeten kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart; her H, nin nispeten kompakt

olmasi ve
Lim sup {llonayll : a € A1} = Tllijgollfpnll =0 (5.31)

olmasidir. Bu, ancak ve ancak

ve (Zea ap(An)) (5.32)
n=1

0

olmas1 durumunda gegerlidir (Duncan and Ulger, 1992).
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, Banach cebirlerinde siirekli temsiller, Arens ¢arpimlar1 ve hemen

hemen periyodik fonksiyoneller iizerine derinlemesine analizler yapilmistir. Elde edilen

baslica sonuglar su sekilde 6zetlenebilir:

L*(G) grup cebirinden bir A Banach cebirine tanimlanan siirekli homomorfizmalarin,
sinirlt yaklagik birimleri korudugu gosterilmistir. Ozellikle, (fl- +hj — fi * h]-) gibi
bilesik yaklasik birimlerin, homomorfizma altinda A da sinirli bir yaklagik birim
olusturdugu kanitlanmstir.

Stirekli homomorfizmalarin ikinci dual uzaylara genisletilebilirligi incelenmis ve bu
genisletmelerin de homomorfizma 6zelligini korudugu ortaya konmustur.

Siirekli sag temsillerin, 8: L*(G) — A homomorfizmalariyla olan iliskisi incelenmis
ve 8(f;) nin A da sagdan smirl yaklasik birim olusturdugu gésterilmistir. Ozellikle,
PE,(G) cebirine G grubunun siirekli sag temsilinin genisletilebilirligi kantlanmustir.
Arens regiilerligi ile ¢arpanlara ayrilabilirlik arasindaki iliski analiz edilmis ve A** nin
birimli yapisi i¢in gerekli kosullar belirlenmistir.

Grup cebirleri ve 06zel Banach uzaylari Uzerinde hemen hemen periyodik
fonksiyonellerin karakterizasyonu yapilmuistir.

Banach cebirlerinin tamamen siireklilik 6zellikleri ile Arens regiilerlik arasindaki
baglantilar incelenmis, bu 0Ozelliklerin cebirlerin yapisin1 nasil etkiledigi analiz
edilmistir.

Lokal kompakt gruplarin grup cebirleri {izerinde yapilan ¢alismalar, bu cebirlerin

topolojik ve cebirsel dzelliklerine 151k tutmustur.

Bu tez calismasimin sonuglarindan hareketle, gelecekte yapilabilecek calismalar igin

asagidaki oneriler sunulabilir:

Bu calismada elde edilen sonuglar, daha genel cebirsel yapilar (6rnegin, von Neumann

cebirleri veya operator uzaylar) iizerinde test edilebilir.
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o Ogzellikle, Arens garpimlarmnin farkli cebirsel yapilardaki davramslari incelenebilir.

e Banach cebirlerindeki strekli temsillerin ve hemen hemen periyodik fonksiyonellerin,
kuantum mekanigi veya sinyal igsleme gibi alanlarda uygulamalar arastirilabilir.

e Grup cebirlerinin harmonik analizdeki rolii daha detayli ¢aligilabilir.

e Hemen hemen periyodik fonksiyonellerin kompaktlik 6zellikleri, daha genel topolojik
uzaylar i¢in genisletilebilir.

o Zayif kompaktlik ve tamamen siireklilik arasindaki iligkileri inceleyen yeni teoremler
gelistirilebilir.

e Teorik sonuclarin sayisal analizle desteklenmesi icin algoritmalar gelistirilebilir.
Ornegin, Arens ¢arpimlariin hesaplanmasina yonelik yontemler arastirilabilir.

e Banach cebirlerinde yaklagik birimlerin sayisal yakinsama 6zellikleri incelenebilir.

e Bu tezde ele alinan konularla ilgili literatiirdeki acik problemler (6rnegin, Arens
regiilerligin gerekli ve yeterli kosullari) tizerine odaklanilabilir.

e Ozellikle, sonsuz boyutlu Banach cebirlerinde hemen hemen periyodik

fonksiyonellerin siniflandirilmasina yonelik ¢alismalar yapilabilir.

Bu Oneriler, Banach cebirleri ve ilgili alanlardaki arastirmalarin genisletilmesine ve
derinlestirilmesine katki saglayacaktir. Ayrica, disiplinlerarasi ¢alismalarla bu teorik

sonuglarin pratik uygulamalarinin kesfedilmesi miimkiindiir.
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