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BANACH CEBIRLERININ ARENS REGULERLIGI

OZET

Bu tez, alt1 ana boliimden olugmaktadir. Birinci boliim olan giris kisminda, ele alinan
konunun tarihsel gelisimi agiklanmis, tez igerigi ve boliimler hakkinda genel bilgiler
sunulmustur.

Ikinci béliimde ise; iiglincii, dordiincii ve besinci boliimler icin gerekli olan temel
tanimlar ve kavramlar yer verilmistir.

Uciincii boliim, iki alt bolimden olusmaktadir. Bu boliimde, bir Banach cebirinin Arens
regiilerligi ele alinmaktadir. Bunun tanimi yapilmis ve drnekler verilmistir. Ozellikle bir
Banach cebirinin Arens regiiler olmasi igin karakterizasyonlar sunulmus olup bunlara ek
olarak Arens regiiler olan bir Banach cebirinin, herhangi bir kapali alt cebirinin de Arens
regiiler oldugu ortaya konmustur.

Doérdiincli boliim, bes alt boliimden olusmaktadir. Dordiincti boliimde, zayif Arens
Regiiler Banach cebirleri kavrami tanimlanmis olup kuazi ¢arpanlar (quasi-multipliers)
kavrami 6zel Banach cebirleri sinifina genisletilmistir. Diger hususlarin yani sira, zayif
Arens regiiler bir Banach cebiri olan A'nin Arens regiilerligi ile A*'nin tiim bilinear ve
ayr1 ayri siirekli sag kuazi garpanlarinin olusturdugu Q M,.(A*) uzayi arasindaki iliski goz
online almmustir. Bunlarla ilgili tanimlar, teoremler ve Ornekler sunulmustur.
Ayrica, QM, (A*) izerindeki siki (strict) ve kuazi-siki (quasi-strict) topolojilerin ¢esitli
ozellikleri verilmistir.

Besinci bdliimde, minimal yaklagik birimlere sahip Banach cebirleri lizerindeki yari-
carpanlar teorisine bir giris sunulmakta tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica
C* —cebirleri ile grup cebirlerine uygulamalar1 gelistirilmis ve Ornekler ile
zenginlestirilmistir.

Altinct boliimde ise sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Banach cebiri, Arens regiilerligi, kuazi carpanlar, kuazi-siki

topolojiler, Yari-carpanlar.



ARENS REGULARITY OF BANACH ALGEBRAS

ABSTRACT

This thesis consists of five main chapters. In the first chapter, the introduction, the
historical development of the subject is explained, and general information about the
thesis content and chapters is provided. The second chapter presents the fundamental
definitions and concepts necessary for the third, fourth, and fifth chapters.

The third chapter comprises two subsections. This chapter deals with the Arens regularity
of a Banach algebra. Its definition is given, and examples are provided. In particular,
characterizations for a Banach algebra to be Arens regular are presented, and
additionally, it is shown that any closed subalgebra of an Arens regular Banach algebra is
also Arens regular.

Chapter Four consists of five subsections. In this chapter, the concept of weakly Arens
regular Banach algebras is defined, and the notion of quasi-multipliers is extended to a
special class of Banach algebras. Among other topics, the relationship between the Arens
regularity of a weakly Arens regular Banach algebra A and the space QM,.(A*) , which
consists of all bilinear and separately continuous right quasi-multipliers of A*, is
considered. Definitions, theorems, and examples related to these topics are presented.
Additionally, various properties of the strict and quasi-strict topologies QM,.(A*) are
provided.

In Chapter Five, an introduction to the theory of semi-multipliers on Banach algebras
with approximate identities is presented, along with relevant definitions and theorems.
Furthermore, applications to C* —algebras and group algebras are developed and
enriched with examples.

Sixth, the chapter presents the conclusions and recommendations.

Keywords: Banach algebra, Arens regularity, Quasi-multipliers, Quasi-strict topologies,

Semi-multipliers.



1. GIRIS

Banach cebirleri, cebirsel yapilarin normlu uzaylarla birlestigi, fonksiyonel analiz ve
cebir arasinda koprii kuran matematiksel yapilardir. ilk olarak 20. yiizyilin baslarinda
Stefan Banach’in normlu uzaylar {izerine gelistirdigi ¢alismalarla temelleri atilan bu yapi,
zamanla operator teorisi, C*cebirleri ve harmonik analiz gibi bir¢ok alanda 6nemli bir rol
iistlenmistir. Banach cebirlerinin 6zellikle c¢arpanlar, Arens {irlinleri ve regiilerlik gibi
ileri diizey kavramlarla etkilesimi, bu alanin hem teorik hem de uygulamali olarak

gelismesine katki saglamaktadir.

Ronald Larsen’in klasiklesmis eseri Carpanlar Teorisine Giris, degismeli Banach cebirleri
iizerindeki ¢arpanlart sistematik bicimde ele alirken, bu kavramin degismeli olmayan
Banach cebirlerine genellestirilmesinin zorluklarin1 da ortaya koymustur. Degismeli
olmayan yapilarda klasik anlamda tanimlanan g¢arpanlar yetersiz kalmakta, bu nedenle
cesitli genellemelere ihtiya¢ duyulmaktadir. Ne sag carpanlar ne de sol ¢arpanlar ¢arpma
islemine gore simetrik bir yapi1 olusturmakta, bu da kavramsal eksikliklere yol
agmaktadir. Bu baglamda, kuazi (yari)-¢arpanlar (semi-multipliers) kavrami ortaya
atilmis ve daha genel bir yap1 olusturmak iizere degerlendirilmistir. Ozellikle bir
C* —cebirinin kuazi (yari)-¢arpanlarinin, durum uzayinda zayif siirekli olan ¢ift dual
uzaydaki elemanlarla 6zdeslestirilebilecegine dair elde edilen baz1 sonuglar, bu kavramin

uygun bir genelleme olabilecegini gostermektedir.

Kuazi(yari)-garpanlarin en temel kusuru ise, dogrudan bir carpilabilirlik tanimi
icermemeleridir. Bu ¢alismada, bu kusur 6nemli bir Banach cebiri sinifi iizerinde ele
alimmakta ve kavramsal olarak giderilmeye calisilmaktadir. Tezin {i¢lincii boliimiinde,
kuazi (yar1)-carpan teorisine genel bir bakis sunulmakta; doérdiince ve besinci boliimde ise

bazi1 6zel Banach cebirlerinin kuazi (yari)-g¢arpanlarinin yapisi detaylandirilmaktadir.

Tezin odak noktalarindan biri olan zayif Arens Regiiler Banach cebirleri, kuazi ¢arpan
(quasi-multiplier) kavraminin daha 6zel ve incelikli bi¢imlerde tanimlanabildigi

yapilardir. Bu kapsamda, bir Banach cebirinin zayif Arens regiilerligi ile, uzay1 izerinde



tanimlanan tim bilinear ve ayri ayr siirekli sag kuazi carpanlardan olusan uzayi
arasindaki iligki incelenmektedir. Ayrica bu uzay ilizerinde tanimlanan strict ve quasi-
strict topolojilerin matematiksel 6zellikleri belirlenmekte, bu yapilarin analitik davranisi

detaylandirilmaktadir.

Son olarak, tezde Arens regiilerliginin karakterizasyonuna dair cesitli sonuglar ele
almmakta ve mevcut literatiirdeki bulgularla karsilastiriimaktadir. Ozellikle, bir Banach
cebirinin Arens regiiler olmas1 durumunda, onun kapali alt cebirlerinin de bu 6zelligi
korudugu gosterilmektedir. Bu sonuglar, Banach cebirlerinin i¢ yapisal simetrisi

agisindan 6nemli bir ¢ikarim niteligindedir.

Bu calisma ile amaglanan, Banach cebirleri iizerindeki ¢arpan yapilarinin genellestirilmis
formlarini inceleyerek, Arens regiilerligi ve kuazi carpanlar arasindaki iliskiyi acgiga
¢ikarmaktir. Ug temel ¢alismanin sentezi ile olusturulan bu tez, alan yazina kavramsal bir
derinlik kazandirmayr ve mevcut teorileri bir biitlinliikk icerisinde degerlendirmeyi

hedeflemektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki bolumlerde kullanilacak bazi temel tanim ve teoremler verildi.

2.1. Topolojik Uzaylar ve Topolojik Gruplar

Tammm 2.1.1. X bos olmayan bir kiime ve X kiimesinin alt kiimelerinin bir sinifi olan t
verilsin. Eger;

. ©,XE€ErT,

Il. Vi =1,2,..,ni¢in G; € T olmak tizere, Ni=,;G; €T

I1. Vi € I # @ icin G; € T olmak lizere, U;G; €T

sartlar1 saglaniyorsa; T sinifina X iizerinde bir Topoloji ve (X, t) ikilisine de Topolojik
uzay denir. (X,t) topolojik uzaymnda, t nun elemanlarna; bu topolojik uzayin
acik kiimeleri denir (Tas, 2005).

Tamim 2.1.2. (X, 7) topolojik uzay ve X > A olsun.

olacak sekilde (G;);e; acik kiimelerinin smifina A kiimesinin bir agik ortiisii denir

(Tas, 2005).

Tamm 2.1.3. X herhangi bir kiime olsun. X in tiim altkiimelerinin smifi t ile gosterilsin.

Bu agikga bir topolojidir. Bu topolojiye diskret topoloji denir (Tas, 2005).

Tamm 2.1.4. (X, t) topolojik uzay ve (X 2)A nin her agik Ortiisiiniin sonlu bir agik alt

ortlisii varsa A kiimesine kompakt kiime denir (Tas, 2005).



Tamm 2.1.5. G # @ kiimesi asagidaki ozellikleri saglayan : G X G = G, (x,y) = xy
carpma islemi asagidaki sartlari sagliyorsa G ye bir grup denir (Tas, 2005).
i.  Vx,y,z € G icin x(yz) = (xy)z (Birlesme 6zelligi)
ii. Vx € G i¢in, xe = ex = x olacak sekilde e € G vardir. (Birim eleman)
-1 _

lii. Vx€G icn xx ! =x"1x =e olacak sekilde bir x™* € G vardir. (Ters

eleman)

Tamm 2.1.6. (G,") bir grup ve G © H da G kiimesinin alt kiimesi olsun. Eger (H,*) da bir
grup ise bu takdirde H grubuna G grubunun altgrubu denir (Tas, 2005).

Tamm 2.1.7. Bir G grubundan bir H grubu igine tanimli

$:G > H, ¢(x+y) =p() + o) (2.2)

dontigiimiine bir homomorfizma adi verilir. Eger bu homomorfizma birebir ve drten ise
bu takdirde izomorfizma adini alir. Eger G grubundan H grubuna bir izomorfizma varsa
bu takdirde G ve H izomorfik grup olurlar ve birbirinin ayni olarak kabul edilirler

(Tas, 2005).

Tanmm 2.1.8. G bir grup ve ayni1 zamanda (G, t) bir topolojik uzay olsun.

i. G XG - G donistimi surekli,
(xy) - xy

ii. G — G donisumi siirekli
x—-x~1

ise G ye bir topolojik grup denir. Dahasi; bir topolojik grup, bir G grubunun grup

islemlerini siirekli kilan bir topoloji ile donatilmasidir (Tas, 2005).

Tanim 2.1.9. G bir topolojik grup olsun. Bu grup, iizerindeki topolojiye gore kompakt ise
bu topolojik gruba, kompakt topolojik grup adi verilir (Tas, 2005).

Tammm 2.1.10. G bir topolojik grup olsun. Bu grup, ilizerindeki topolojiye gore lokal
kompakt ise bu topolojik gruba; lokal kompakt topolojik grup denir (Tas, 2005).



Tammm 2.1.11. G bir lokal kompakt topolojik degismeli grup ise, y: G — T seklinde G
grubundan T birim g¢ember igine tanimli siirekli bir homomorfizmaya karakter adi
verilir. Bu sekilde tanimli tiim karakterlerin kiimesi de G nin karakter grubu veya dual
grubu olarak adlandirilir ve G veya I' ile gosterilir. Burada, T = {1 € C: || = 1}
seklindedir. Eger y € G ise y ye G nin karakteri denir. Sunu belirtelim ki; buradaki G

dual grubunun kendisi de ayn1 zamanda lokal kompakt topolojik degismeli gruptur (Tas,
2005).

Tammm 2.1.12. G herhangi bir topolojik grup olsun. Bir f fonksiyonu verilsin. Bu f
fonksiyonunun G tizerinde siirekli olmasi igin; Ve > 0 igin G iizerinde e birim elemaninin

bir U komsulugu vardir ve a € G igin t € aU ise,

If@®) - fl@)] <e (2.3)
olmasidir (Tas, 2005).

Tammm 2.1.13. G herhangi bir lokal kompakt topolojik grup ve f, G fizerinde bir
fonksiyon olsun. Eger f sol (sag) diizgiin siirekli ise Ve > 0 i¢in G {izerinde bir e birim

elemaninin bir U komsulugu vardir 6yle ki; x € G ve her u € U igin,

|f () = fxuw)| <e veya |[f(x) = f(ux)| <e (2.4)
dir (Tas, 2005).
Tammm 2.1.14. G herhangi bir lokal kompakt topolojik grup ve f, G fizerinde bir

fonksiyon olsun. Ve > 0 igin G iizerinde e birim elemaninin bir U komsulugu vardir 6yle

Ki; x € G ve her u € U i¢in;

IfGu™) —f(x)] <e (2.5)

dir (Tas, 2005).



Onerme 2.1.1. G bir topolojik grup, her @eG igin Ly:G — G Ve Ry: G - G dontsiimleri
birer homeomorfizma olsun. L, ve R, doniisiimlerinin tersi de birer homeomorfizmadir

(Hewitt and Ross, 1979)

Ispat: Ly:G — G Ve R,: G > G dontigtimleri stirekli iki doniistimdiir. Herhangi bir ¢ € G
i¢in L, ve R, doniigtimleri sitirekli olup bu donligimlerin ters dontisiimleri de siirekli olur
ve bu doniisimler ayni zamanda stirekli birer ters dontisime sahiptirler. L,-1 doniigimi

Ly 1, R -1 dOniisiimii de R, 1 siirekli bir tersi olur. Bu durumda;

Ly (Lq)—l(g)) =Ly(p7'g) =0(p'g) =g (2.6)

ve

Lo (L<p (9)) =Ly,-1(0g) = 0™ @g) = g 2.7

olur. Boylece sol doniistim bir homeomorfizmadir. Benzer sekilde sag doniisiimiin de

homeomorfizma oldugu gosterilebilir.

oluyorsa y izometrik immersiyon (metrik koruyan immersiyon) olarak tanimlanir
(Hewitt and Ross, 1979)

2.2. Banach Uzaylar: ve Banach Cebirleri

Bu calisma boyunca ele alinacak vektdr uzaylarmin kompleks sayilar cismi iizerinde

verildigi kabul edilecektir ve kompleks sayilar cismi de C ile gosterilecektir.

Tammm 2.2.1. C veya R {lizerinde tanimli bir lineer uzay (vektdor uzayi) X olsun.
I-ll: X = R fonksiyonu Vx,y € X ve a € C i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa, |||

fonksiyonuna X tizerinde bir norm ve (X, ||-]|) ikilisine de normlu uzay denir.



i. Jx||=0
ii. |x|=0ex=206
iii. x € X ve a skaleri i¢in, ||ax]|| < |a||lx]|
iv.  vx,y € Xicin, [Ix + yll < llxI[ + Iyl
Norm; x — ||x|| seklinde bir fonksiyondur (Tas, 2005).
Tamm 2.2.2. X normlu uzayinda bir {x,,} dizisi alalim. Eger,

IXn = x|l = 0, (n,m - c0) (2.9)

ise {x,} dizisine Cauchy dizisi denir. X normlu uzayinda her Cauchy dizisi bu uzayn bir

elemanina yakinsak ise X e bir Banach uzay denir (Tas, 2005).

X ve Y iki Banach uzayi olsun. T: X — Y doniistimii X den elde edilen her xeX igin Y nin
tek bir y = Tx elemanini kars1 koyarsa X tizerinde (Y de degerler alan) bir T operatorii
tanimlanmistir denir (Tag, 2005).

Tamm 2.2.3. T: X — Y operatorii X den elde edilen her x;,x, ve a, 8 € C olmak tizere,
sartin1 sagliyorsa, T operatoriine lineer operator denir (Tas, 2005).

Tamm 2.2.4. T: X — Y operatorii X den elde edilen her sinirli kiimeyi Y de baska bir
siirli kiimeye doniistiiriirse, T lineer operatdriine sinirh lineer operator denir. Bir baska
deyisle; Vx € X i¢in,

ITxlly < Clixllx (2.11)

olacak sekilde bir € > 0 sabiti varsa T ye simirh operator denir (Tas, 2005).



Tanmmm 2.2.5. T:X — Y sirli ve lineer operatér olsun. [|[Tx|ly < C|lx]||x esitsizligini
saglayan C sayilarinin infumumuna T operatoériiniin normu denir ve ||T|| ile gosterilir

(Tas, 2005).

IT|l = inf(C > 0 : [|Tx|ly < Cllx|lx} = sup L (2.12)
EEA

Tammm 2.2.6. Eger T: X — Y lineer operatérii i¢in n — o igin ||x, — x|| - 0 olmasi,
n — oo igin ||Tx, — Tx|| = 0 olmasin gerektirirse T operatoriine siirekli operator denir.
X uzaymi Y uzayma doniistiiren tim lineer ve siirlt operatorlerin kiimesini B(X,Y) ile

gosterelim (Tas, 2005).

Tamm 2.2.7. A kiimesi, C cismi lizerindeki bir lineer uzay olsun. Eger A X A dan A ya
tanimli olan ve (x,y) — xy olarak belirlenen doniisiim x,y,z € A ve a € C igin,
. x(yz) = (xy)z

ii. x(y+z)=xy+xz ve (x+y)z=xz+yz

. a(xy) = (ax)y = x(ay)
sartlarini sagliyorsa, bu uzaya bir 4 cebir adi verilir.

Iv. xy = yx ise degismeli cebir,

V. xe =ex =x olacak sekilde e € A varsa birimli cebir adm alir

(Tas, 2005).

Tamim 2.2.8. C tizerindeki bir (4, ||*]]) normlu lineer uzay1 eger,
i. A bir cebir,
ii. x,y € Aolmak iizere ||xy| < |lx|[lIyll

sartlarini sagliyorsa, A cebirine bir normlu cebir denir (Tas, 2005).

Tanmm 2.2.9. Eger (4, ||]]) normlu cebiri bir Banach uzay1 ise bu normlu cebire bir
Banach cebiri denir. Her x,y € A igin, xy = yx ise A cebirine degismeli cebir denir. A
Banach cebirinin ¢arpma islemine gore etkisiz elemanit varsa yani Vx € A i¢in
xe = ex = x olacak sekilde e € A varsa, A cebirine birimli cebir ve e elemanma da

cebirin birim elemani denir (Tag, 2005).



Omegin; B(X) de asagidaki sekilde bir carpma islemi tanimlanabilir.

(AB)(x) = A(Bx) A,B € B(X) (2.13)

ve

IABI < llAlllIBII (2.14)

esitsizliginden goriildiigii gibi bu carpma islemi siireklidir ve dolayisiyla B(X) bir
Banach cebiridir (Tas, 2005).
Biz bundan sonra ele alacagimiz biitiin Banach cebirlerin degismeli Banach cebiri

oldugunu kabul edecegiz.

Tamm 2.2.10. A birimsiz bir Banach cebiri olsun. A; de x € A ve a € C olmak tizere

(a, x) swrali ikililerin ciimlesi, yani
Aj=AXxC={(a,x):x€EA a€EC} (2.15)
olsun. Bu ciimle, x,y € A ve a,b € Cigin
Q) (x,a)+(,b)=(x+ya+b)
b) b(x,a) = (bx, ba)
c) (x,a)(y,b) = (xy + ay + bx,ab)
islemlerine gore bir cebirdir. A4,

G, )l = 11X + |al (2.16)

normuna gore bir Banach cebiridir. Bilindigi lizere A degismeli bir Banach cebiri ise

My, M4 nin tek nokta kompaktlamasidir.

My, = My + {0} (2.17)

olur (Tas, 2005).
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Tamm 2.2.11. A bir cebir ve A D [ verilsin. I lineer altuzayi, x,y € I oldugunda xy € I

ise bu I altuzayina altcebir denir (Tas, 2005).

Tanim 2.2.12. A bir komiitatif Banach cebiri olsun. a € A ve {e;} € A olmak iizere, A
Banach cebirinde ae; — a olacak sekilde bir (e;);e; ag1 varsa, (e;);e; agina bu cebirin
yaklasik birimi denir. Eger her i € I i¢in ||e;|| < C olacak sekilde bir C > 0 sabiti

mevcutsa (e;);e; Ye sinirh yaklasik birim adi verilir (Tas, 2005).

Tamm 2.2.13. A bir cebir ve I da bir altcebir olsun. x € A ve y € I i¢in xy € I oluyorsa,
I altcebirine ideal adi verilir. Eger burada I # A ve I # @ ise, I ideali has ideal olur.
Higbir ideali, bagka bir ideal tarafindan kapsanilmayan ideale maksimal ideal denir

(Tas, 2005).

G lokal kompakt bir grup ve A(g) sol Haar 6lgiimii olsun. L' (G) uzay birinci dereceden
mutlak degerce Haar Ol¢limiine gore Lebesque anlaminda integrallenebilir siirekli

fonksiyonellerin uzayi olsun. L'(G) uzay: f € L*(G) igin,
£y = J1f@®)ldAct) (2.18)

normu ile bir Banach uzayidir. L(G) yi asagidaki sekilde tanimlayacagiz. " * " ¢arpma

islemi ile bir Banach uzayidir. f, g € L'(G) igin
fxg) = [, fley gy)di(y) (2.19)

dir. Eger kompakt bir grup ise 1 < p < oo i¢in LP(G) uzay1 f € LP(G) igin,

Ifll, = (JIf @IPdA@®)) (2.20)
normu ile bir Banach cebiridir (Tas, 2005).
G lokal kompakt bir grup ve d(g) ise G de bir sol Haar &l¢iimii olsun. L*(G) uzay ile G

iizerinde Lebesque anlaminda d(g) Ol¢iimiine gore mutlak integrallenebilir

fonksiyonlarin uzaymi gosterelim. L' (G) uzay1 f € L'(G) igin,
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£l = J;1f (9)ldg (2.21)

normuna gore bir Banach uzayidir. L'(G) yi asagidaki sekilde tammlayacagiz. " *

carpma islemi ile bir Banach cebiridir. f, g € L'(G) igin,

(f *9)(s) = [, f(xg~Hh(g)dg (2.22)
(Tas, 2005).

Tamm 2.2.14. Bir C* —cebir, tlizerinde bir norm || - || ve bir involiisyon (yani * islemi)
tanimli olan bir kompleks Banach cebiri A olup, asagidaki iki kosulu saglar:

. Vab € Aigin(ab)* = b*a*

. Va € Aigin ||a*a|| = |al?

Bu ozellikler, C* —cebirlerini hem cebirsel hem de analitik yapilar1 bir araya getiren 6zel
bir cebir smifi haline getirir. Ozellikle bu norm kosulu, involiisyonun normla uyumlu
oldugunu garanti eder ve C* —cebirlerin Hilbert uzaylarindaki operatorlerle olan derin

iliskisini yansitir (Pedersen, 1979).

Tamm 2.2.15. Bir Banach cebiri A, zayif kompakt cebir olarak adlandirilirsa, bu cebirin
carpim islemi altinda belirli zayif topolojik kompaktlik kosullarin1 saglamasi gerekir. Bu
tiir cebirler, genellikle asagidaki 6zelligi tasir:

Her a € A icin sol carpma islemi L,: A — A, La(x) = ax, zayif operator topolojisi
altinda zayif olarak kompakt bir operatordiir. Yani L,, birim yuvarmn goriintiisiini

zay1f topolojide kompakt hale getirir (Ulger, 1990).

Tammm 2.2.16. Bir Banach cebiri A i¢in bir B cebirin “ara cebir” olarak
adlandirilabilmesi i¢in genellikle su kosullar1 saglamasi beklenir:
I. A, B’ nin yan ideali olmalidir. Bu, A’nin B’nin hem sol hem de sag carpimlari
altinda kapali oldugu anlamina gelir (yani, ba € Ave ab € Ahera € A, b € B).
Il.  A’nin yari-¢arpan uzayi ile B arasindaki doniisiimiin (genellikle ®p ile gosterilir)
bir izometri olmasi beklenir. Izometri, iki metrik uzay arasindaki mesafeyi

koruyan haritadir; bu baglamda normu korudugu anlamina gelir.
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Eger A simirhi bir ultra-yaklasik birime sahipse, bu ara cebirler genellikle A’nin yari-
carpan uzayr QM (A)’nin bir alt cebiri olarak kabul edilebilir. Bu durum, ara cebirlerin

A’nin carpan teorisiyle iliskisini ortaya koyar (Ulger, 1992).

Basit¢e ifade etmek gerkirse, ara cebirler, belirli bir cebir A ile daha genis bir cebirsel
yapt B arasindaki iliskiyi tanimlayan, carpanlar ve ideallerle ilgili 6nemli 6zelliklere

sahip o6zel cebirdir.
2.3. Dual Uzaylar

Tanm 2.3.1. X Banah uzayinda tanimh f: X — C doniisiimii X uzayindan elde edilen her

x,yvea,f € Cigin,

flax + By) = af (x) + Bf (¥) (2.23)

esitligini saglarsa, bu doniistime lineer fonksiyonel denir (Tas, 2005).

X bir Banach uzay1 ve f de X iizerinde tanimli bir lineer fonksiyonel olsun. Her x € X
icin |f(x)| < C||x|| olacak sekilde bir C > 0 sabiti varsa, bu fonksiyonele smmirh
fonksiyonel ad:r verilir. Yukaridaki esitsizligi saglayan C sabitlerinin supremumuna f

fonksiyonellerinin normu denir ve ||f]| ile gosterilir. Yani;

Ifll = sup LN (2.24)
lxli=e 1%

dir (Tas, 2005).

Tamim 2.3.2. X Banach uzayinda tiim siirli lineer operatorlerin kiimesine X uzayimin

dual uzay adi verilir. X* veya B(X) ile gosterilir (Tas, 2005).

Tanim 2.3.3. X, F cismi lizerinde bir normlu uzay ise X* in bir Banach uzay1 oldugunu

biliyoruz. X* bir Banach uzay1 oldugundan X* bir dual uzaya sahiptir ve bu dual uzay
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(X*)* = X** ile gosterilir. X** da bir Banach uzayidir. Bu yiizden X™* da bir duale

sahiptir. x € X ise x elemani, X** 1n bir X elemanini tanimlar. Yani; x* € X* i¢in,

T(x*) =x"(x) (2.25)

esitligi ile X: X* — F doniisimiinii tanimlar. O zaman her x € X igin, ||X]| = ||x|| olur.
x = X ile £: X - X doniistimiine, X in kendisinin ikinci dualinin i¢ine dogal gémmesi
denir (Tas, 2005).

Tamm 2.3.4. Genel olarak bilinmektedir ki; bir topolojik vektor uzayindaki topoloji, sifir
noktasinin komsuluklar1 (veya taban komsuluklari) ile belirlenir. X bir Banach uzayi
olmak {iizere, X de sifirn {x : ||x|| < &} komsuluklar1 ile olusan topolojiye Kuvvetli

topoloji denir (Tas, 2005).

Tamm 2.3.5. Kuvvetli topolojiye gore X de bir {x,} dizisinin x noktasina yakinsamasi
demek, ||x, —x|| » 0 olmasi demektir. Bu yakinsama kuvvetli yakinsama olarak

adlandirilir (Tas, 2005).

Tamm 2.3.6. Simdi de zayif topolojiyi (w — topoloji) tanimlayalim. Keyfi € > 0 ve
sonlu fi,f2, -, f[n €EX* igin X de {x: |f(x)] <e¢, .., |fn(x)] <€} komsuluklar: ile
olusan topolojiye zayif topoloji ve w — topoloji denir (Tas, 2005).

X den elde edilen her [x,} dizisinin x noktasina, zayif topolojiye gore yakinsamasi
demek, her f € X* i¢in f(x,) — f(x) olmasi demektir. Zayif (weak) topoloji bazen
o(X,X") ile de gosterilir (Tas, 2005).

Dual uzaylarda bu iki topolojinin yani sira daha zayif topolojilerden de bahsedilebilir. X

bir normlu uzay, X* bu uzayin duali olsun. Keyfi € > 0 ve sonlu x, ..., x,, € X™ i¢in;

= fGol <e .., If()l < e} (2.26)

X* da komsuluklariin belirttigi topolojiye zayif* topoloji veya weak™ topoloji denir
(Tas, 2005).
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Tamim 2.3.7. Yukaridaki zayif topolojiden de anlasilacagi gibi; X* da bir (f,,) dizisinin
f e zayif* topolojiye goére yakinsamasi demek, her x € X i¢in, f,(x) = f(x) olmasi
demektir (Tas, 2005).
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3. BANACH CEBIRLERININ iKiNCi BIRLESEN CEBIRLERI

Uciincii boliim iki alt boliimden olusmaktadir. Bu boliimde, bir Banach cebiri A’nin
Arens regiilerligini inceleyecegiz. Ozellikle A’ni Arens regiiler olmasi icin gerekli olan
karakterizasyonlar verecegiz. Ayrica A, Arens regiiler olan bir Banach cebiri ise, A’nin

herhangi bir kapal1 alt cebirinin de Arens regiiler oldugunu gosterecegiz.

A bir Banach cebiri ve A" ile A™ 'min sirasiyla birinci ve ikinci dual uzaylari olsun.
0: A - A™’a kanonik gomme islemini gosteriyoruz. A™ ftizerindeki iki Arens garpimi,

asagidaki kurallara gore agamali olarak tanimlanir.
Arens Carpimi Tamimlari: Asagidaki tanimlamalar A** {izerindeki Arens ¢arpimlarinin

asamalarini olusturur.

1) c,d €A, ¢ € A" olmak iizere;

(pAc,d) = ¢(cd) (3.1)

ise ¢ Ac € A" olur.

2) He A™, ¢ € A" ve c € A olmak iizere;
(HAp,c) =H(p Ac) 3.2)

ise bu durumda H A ¢ € A*olur.
3) D,H € A™ olmak lizere;

(HAD, @) = H(D A ¢) (3.3)
ise bu durumda (D A H) € A**olur. Bu tanimlar, bir Banach cebiri A’nin ikinci dual

uzayr A™ tlizerinde farkli Arens carpimlarini kurmak i¢in kullanilan temel adimlar

gostermektedir (Wong, 1994).
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A™, Arens ¢arpimi A altinda bir Banach cebiridir ve bu cebiri (A™,A) ile gosterecegiz.
Simdi diger Arens ¢arpimi olan A’ i¢in tanimlamalara gegelim.

1) c,d €A, ¢ € A" olmak lizere;

(cAp,d) = p(dc) (3.4)

ise bu durumda ¢ A’ ¢ € A*olur.

2) @ € A*ve D € A™ olmak lizere, ¢ A’D su sekilde tanimlanir;
(pA’D,c) = D(cA'p) (3.5)

ise @ A’D € A" olur.
3) D,H € A™ olmak tizere, D A’ H su sekilde tanimlanir;

(DA'H, ) = H(pA’D) (36)
ise bu durumda DA’H € A olur. A**, Arens ¢arpimi A’ islemi altinda bir Banach
cebiridir ve bu cebiri (4™, A’) ile gosterecegiz. Her iki Arens ¢arpimlari da A, A™ igine
kanonik gomiildiigiinde, A {izerindeki ¢arpma iglemini genisletir. A ve A’ ¢arpimlart A™
iizerinde birbirinden farklidir. Eger bu iki ¢carpim A™ iizerinde birbiriyle oOrtiisiiyorsa A
cebirine Arens reguler adi verilir (Wong, 1994).

3.1. Banach Cebirlerinin Arens Regiilerligi

Lemma 3.1.1. A bir Banach cebirive L,:A — A" operatdrii, soldan siirekli ve lineer bir

operatdr olsun. Vd € Ave ¢ € A*igin L,(d) =@ Ad ise p Ad € A" (Wong, 1994).

Ispat. L,:A - A%, c,d,z € Aolsun. L,(d) = ¢Ad oldugunu gsterelim.

(Lyd,c)=(d, Ly"c)=(d,cp) =@ Ad = L,d=¢pAd (3.7)
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bulunur (L(p*: L,'nin eslenegi). Sonug olarak; (eﬁ), A’nin siirhi yaklagik birim
elemani olsun L,: A — A" bir siirekli lineer dontisiimilyse L, (e/;. d) = @Ad oldugunu

gosterelim.

(L(p(eﬁ. d),z) = (ep.d, L(p*z) =(eg.d, z.p) = (d, zpeg) = (d, zp) = (pAd, z)
= Ly (eﬁ. d) =pAd (3.8)

olur (Wong, 1994).
Tamm 3.1.1. Her D € A™ igin D. L, ifadesi DL,(c) = (DAg)(c) ile tanimlanr.
Lemma3.1.2. Her D € A™ i¢in D. L, ifadesini;

D Ly,(x) = (DAgp,x) (3.9)
olarak tanimlarsak bu durumda D.L, = DA € A* olur (Wong, 1994).
Ispat. Ly: A - A" operatdrii soldan siirekli operatdr olsun. Vc € A igin; (D L,c,d) =
(Lyc,dD) = (@c,dD) = (DA, cd) = (D Ly,c,d) = (DAg,cd) = D.Lyc = (DAg)(c)
olup DAg € A" olur. Boylece D. L, A" iizerinde soldan siirekli bir operatér olur (Wong,
1994).
Ornek.3.1.1. L, : A™ — A* operatdriinii D € A™ igin;

L,(D) = DAg (3.10)

ile tammlayalm. Bu durumda L,":A™ — A" operatorii soldan siirekli bir lineer

operatordiir (Wong, 1994).

Ispat. (L,"(D),z) = (D, Lyz) =(D,pz) = (D.¢,z) » L, (D) = DAy elde edilir. Bu
durumda L," agikca A™ dan A*’ ya soldan siirekli bir operatordiir (Wong, 1994).
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Lemma 3.1.3. eg, A™’nin soldan zayif sirh yaklagik birimi olsun. Bu takdirde;

L,"(eg.D) = DA oldugundan DAg € A** olur (Wong, 1994).
Ispat. D € A i¢in;

(L(p*(eB.D),z) =(eg.D Lyz) = (eg. D, pz) = (D, (¢.z)eg) = (D, ¢.z) = (DA, z)
= L, (eg.D) = DAy (3.11)

ise DAg € A" olur.
Tamm 3.1.2. VD, H € A igin D L, operatGriini;

D L,"(H) = D(HAp) (3.12)
olarak tanimlayalim. Bu durumda D L,,* € A**olur (Wong, 1994).
Tamm 3.1.3. VD € A™ i¢in L, (D) = DL,," olararak tanimlanir (Wong, 1994).
Lemma 3.1.4. VD € A™ igin L, ": A — A™" operatoriinii;

L,”(D)=DL," (3.13)

ise L, (D) operatorii A™* den A™ siirekli bir operatordiir (Wong, 1994).
Ispat. L,™": A™* - A™* operatdriinii gdzOniine alalm. VD, H € A** i¢in;

(Ly""D,H) = (D, L,"H) = (D,He) = (9D, H) = (D. L,",H) = (L, "D, H)
=(D.L,"H)=> L,”".D=DL, (3.14)

*%

elde ederiz. Bu durumda L, agikga A*™* den A™"* iizerine siirekli bir sol operatordiir.

Yani L,™ € A** olur (Wong, 1994).

¢
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Teorem 3.1.1. A bir Banach cebiri i¢in bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:
I. A Arens regulerdir.
ii. V€A igin; 6(A"), A”’nin bir alt uzayr oldugunda L,"(4™), 6(A")
tarafindan kapsanir.
iii. V¢ € A"igin, L, zayif olarak kompaktir.
iv. DeA”™ ve {x,} A’da smrhi bir ag olsun. Eger 8(x,) = D ’ye zayif
yakinsiyorsa; @A’D, {¢ A x,} nin zayif limit noktasidir (Wong, 1994).

Ispat. (i) = (ii): (i) dogru kabul edelim. D, H € A** olsun. O halde,
L," (@) =D. L, (3.15)

dir ve (i) geregi;

D. L,"(H) = D ( L,"(H)) = D(HAg) = (DAH) ()

= (DA'H)@ = H(pA'D) = 6(pA'D)(H) (3.16)
olur. Bu nedenle;
D. L, =6(pA'D) € 6( A) (3.17)
olur ve boylece;
L,"@(D)=D. L, €6(4) (3.18)

olur. Bu da (ii)’yi ispatlar (Wong, 1994).

(if) = (iii)  : Bu sonug¢ dogrudan (Dunford and Schwartz, 1958)’den elde edilir.

(iii) = (iv) : L, ‘nin zayif kompakt oldugunu varsayalim. D, H € A**olsun. O zaman
Goldstine Teoremi (Dunford and Schwartz, 1958)’ne gore, A’da smirl bir {x,} agi
vardir. Oyleki 6(x,) = D zayif bir sekilde yakisar . Benzer sekilde, B(yﬁ) - H zayif
yakinsayacak sekilde sinirlt bir {yﬁ} ag1 mevcuttur. L, zayif kompakt oldugundan ve

baz1 h € A” igin;
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Ly (xg) = h (3.19)
zayi1f bir sekilde yakinsadigini varsayabiliriz. Dolayisiyla;
pAx, = h (3.20)
zay1if bir sekilde yakinsar (Wong, 1994). Bu nedenle,

lién D(pAx,) = D(h) = li[r?n B(yﬁ)h = li[rgn lién 9(y,;)(<pra)
= li[rgn licr{n go(xayﬁ) = li[gn lién(yﬁA’go) (xq)
= li[r?n lién B(xa)(y,;A'go) = lilgnH (yBA’go)

= lilgn(goA'H) (yﬁ) = limxﬁ(yﬁ)((pA’H) =D(pANH) (3.21)

olur. Bu nedenle ¢ A’H, {@pAx,}'nin zayif yaklasik limit noktast olur. Bu da (iv)’i
ispatlar (Wong, 1994).

(iv) = (i) : (iv)’in dogru oldugunu varsayalim. D, H € A**olsun. O zaman Goldstine
Teoremi geregi, A’da smirh bir {x,} ag1 vardir. Oyleki 8(x,) = D zayif bir sekilde
yaklagik yakinsar. @A’F, {@A x,}’ nin zayif yaklagik limit noktasi oldugundan sunu

varsayabiliriz;

D(p&'H) =1lim D(pAx,) = im(DAgp)(x4)

= Lim 0(x,)(DA@) = H(DA@) = DAH(¢p) (3.22)
olur. Bu nedenle;
(DA'H) (@) = H(pA'D) = DAH (o) (3.23)

olur ve boylece A Arens regulerdir (Wong, 1994).
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Sonug olarak; A Banach cebiri olsun ve A’dan A*’a olan her siirekli dogrusal T

dontistimii zay1f, kompakt olsun. Bu durumda A Arens regulerdir (Wong, 1994).

Ispat. Her Ly,(p € A*) zayif kompakt oldugundan, Teorem 3.1.1 ‘e gére A Arens
regulerdir. Simdi A, bir B * cebiri ve B * bir w * — cebiri olan Banach uzay1 B olsun. O
zaman (Akemann, 1967)’a gore, A’dan B’ye giden her siirekli dogrusal T doniistimii zay1f
kompaktir. Bu sonugtan, (Akemann, 1967)'den A’nin Arens reguler oldugu sonucu ¢ikar.
"Her A’dan B’ye giden her siirekli dogrusal T doniisiimiiniin zayif kompakt olmasi”
ozelligi ¢ok giiclii bir 6zelliktir. A’nin Arens reguler olmasi i¢in; sadece A*’daki tiim
@’ler i¢in L,’nin zayif kompakt oldugunu gostermemiz yeterlidir. Bu nedenle, bir

B * -cebirinin Arens reguler olmasi i¢in daha basit bir ispat bulunabilir (Wong, 1994).
3.2. Arens Reguler Bir Banach Cebirinin Alt Cebirleri

A Arens reguler bir Banach cebiri olsun. Bilindigi {izere, A’nin bir alt cebirinin Arens
reguler olamayabilecegi iyi bilinmektedir. Sonsuz; V, sonsuz bir abel, yerel kompakt
grubun grup cebiri olsun. Bu durumda V, bir A* — cebiridir. A’da V’nin yardimc: bir
norm altinda tamlamasi olsun. (Civin and Yood, 1961)'e gore IV Arens reguler degildir.

A, B * — cebiri oldugu i¢in A arens regulerdir (Wong, 1994). A bir Banach cebiri ve
V, A’nin kapal1 bir alt cebiri olsun. Vo € A* icin ¢y ’yi,

Py (x) = p(x) (3.24)

seklinde tanimlariz. Bu her x € V igin gecerlidir. Bu durumda ¢, € V*olur (Wong,
1994).

Teorem 3.2.1. V, A’nin kapal1 bir alt cebiri olsun. Eger A Arens reguler ise, VV de Arens
regulerdir (Wong, 1994).

Ispat. ¢ € V* olsun. Bu durumda ¢, = ¢ olacak sekilde bir ¢ € A* vardir. Her x € V,
h € A" igin;
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pv(x) = p(x) (3.25)
dir. D € V** olsun. Ve D’yi su sekilde tanimlayalim: D(h) = D(hv). . D € A** oldugu
aciktir. A Arens reguler oldugundan, Teorem 3.1.1°¢ gore Lz sol ¢arpim operatorii
A tizerinde zay1f kompakt bir operatordir (Wong, 1994). Simdi V’de sinirh bir {x,} agini
alalm. O zaman; Lp(x,) — h zayif olarak bir h € A* igin yakinsar.
oldugundan ve

((hAxq)y) = hy.xq 3.27)

olur. (hx,)y € V* oldugundan, su sonuca variriz;
D(hy) = D(h) = lim D (AAx,) = lim D ((EAxa)V) = limD(hAx,)  (3.28)
a a a

Bu nedenle, L, (x,) — hy zayif olarak yakinsar ve boylece Teorem 3.1.1'e gére V Arens

regulerdir. Bu da ispat1 tamamlar (Wong, 1994).
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4. ZAYIF ARENS REGULAR BANACH CEBIRLERINDE KUAZI
CARPANLAR

Bu bolim 5 alt boliimden olusmaktadir. Dordiincii bdliimde, zayif Arens regiiler
Banach cebirleri kavramimi tanimliyor ve Kkuazi ¢arpanlar (quasi-multipliers)
kavramini Banach cebirlerinin bu 6zel siifina genisletiyoruz. Diger hususlarin yani sira,
zay1f Arens regiiler bir Banach cebirinin A*’nin Arens regiilerligi ile A*’nin tiim bilinear
ve ayri ayri siirekli sag kuazi carpanlarinin olusturdugu uzay ile QM,(A*) uzay1
arasindaki iligkiyi inceliyoruz. Ayrica, QM,(A™) fzerindeki siki (strict) ve Kuazi-siki

(quasi-strict) topolojilerin ¢esitli 6zelliklerini belirliyoruz.

Bir kuazi-garpan kavrami, bir Banach cebiri tizerindeki ¢arpan (multiplier) kavraminin bir
genellestirilmis halidir. Bu kavram ilk olarak Akemann ve Pedersen (Akemann and
Pedersen, 1973) tarafindan C* —cebirleri igin tanitildi. Daha sonra McKennon
(Mckennon, 1977) ise tanimi, sinirli bir yaklagim birime (b.a.i.) sahip genel bir kompleks
Banach cebiri A i¢in asagidaki sekilde genisletti:

0: Ax A > A seklinde tanimlanan bilinner doniisiimii, eger hera,b,c,d € A i¢in
8(ab,cd) = ab(b, c)d esitligini sagliyorsa, A {izerinde bir kuazi ¢arpandir denir.

Simdi 6: Ax A —» A doniisiimiin bilineer oldugunu gosterelim.

. 6(a(x;+xy),y.d) = 6(ax;+ax,,y.d) = 0(axy,y.d) + 6(ax,,y.d)
a.0(xy,y)d = a.0(xz,y)d

1. 8(a(x x),yd) =« (8(ax,yd)) =« (a.0(x,y)d)

.  8(ax, (y; + v,)d) = 0(ax,y,d + y,d)
= B(ax,yld)+ H(Clx,yzd) = a(H(X,_'V1)d + e(x;YZ)d)

IV. 6(ax,xyd) = 9(oc yd, ax) = (X yd,ax) = x0(ax,yd) = € (a.0(x,y)d)

oldugundan bilineer doniisiim sartlar1 saglaniyor.
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V. O halde bu 6:4x A — A tanimli kuazi ¢arpimi bilineer dontisimiidir (Adib,
2013).

Bir Banach cebiri olan A i¢in, A* onun topolojik dualini temsil eder. A ve A* arasindaki
eslestirme (.,.) ile gosterilir. A’y1 her zaman dogal olarak A™* igine gémiilii olarak kabul
ederiz. Bu gomme islemi 6 doniistimii ile yapilir. c € A ve ¢ € A” i¢in (8(c), @) = (@, ¢)
seklinde tanimlanir (Adib, 2013).

Arens Carpimlari: Bir Banach cebiri A4 olsun. Ikinci dual A** {izerinde sirastyla birinci
ve ikinci Arens ¢arpimi olarak adlandirilan iki cebir ¢arpiminin varligi iyi bilinir. Bu
tezde temel olarak birinci Arens ¢arpimini kullandigimizdan tanimini verelim: ¢ € A,
@ € A* ve D,H € A*™ keyfi elemanlar olsun. Oncelikle ¢.c ve H.¢ yi asagidaki gibi

tanimlanir:

(p.c,d) = (p,cd) (4.1)

ve

(D.p,d) =(D,p.d) (4.2)

burada d € A keyfidir (Adib, 2013).

Simdi D ve H’nin birinci Arens ¢arpimi, A**’da eleman1 olan DAH olarak tanimlanir.

Burada ¢ € A" keyfiolup, (DAH, ¢ )=(D, H. ¢ ) dir (Adib, 2013).

Ikinci Arens garpimi A’ ile gosterdigimizden benzer sekilde tanimlariz. A bir Banach
uzay1 olmak iizere ¢ € A* ve D,H € A*™ keyfi elemanlar olsun. ikinci Arens ¢arpimi
tanimlama adimlar1 sunlardir:

I.  C.¢ ‘nintanimini ¢ € A ve ¢ € A" olacak sekilde,

(c.p,d) = (o, dc) (4.3)
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Ii.  @.D ‘nintanimmid € A, ¢ € A*ve D,H € A™ olacak sekilde ¢.D € A™,

(p.D,d) =(D,dop) (4.4)

iii. DA'H tammimda ¢ € A* ve D,H € A** igin ikinci Arens garpimi DA'H, A** da

sOyle bir elemandir,

(DA'H, @) = (H, D) (4.5)

olur (Adib, 2013).

Birinci (veya ikinci) Arens carpimiyla donatilmig A** uzayi bir Banach cebiridir ve A
onun bir alt cebiridir. Eger V D,H € A™* i¢in; DAH = DA’H esitligi saglaniyorsa A’ya
Arens reguler denir (Adib, 2013). Ornegin, her C*-cebiri Arens regulerdir (Civin and
Yood, 1961). Ancak, herhangi birc € Ave H € A™i¢in ;

HAc=HA'cve cAH = cA'H (4.6)

esitliklerinin gegerli oldugunu biliyoruz.

4.1. Zayif Arens Regiiler Banach Cebirleri

Zayif Arens regiiler Banach cebirleri, klasik Arens regiilerligi kavraminin bir
genellemesidir. Bir Banach cebiri A i¢in Arens regiilerligi, ikinci dual uzay1 A™* lizerinde
tanimlanan iki farkli carpimin (birinci ve ikinci Arens ¢arpimlar1) her zaman ayni sonucu
vermesi anlamina gelir. Matematikte, 6zellikle fonksiyonel analiz ve cebirsel analizde, bu

regiilerlik kosulu 6nemli 6zelliklerin belirlenmesinde kullanilir.

Zayif Arens regiilerligi ise bu kosulun daha esnek bir versiyonudur. Bu kavram, kuazi
carpanlar (quasi-multipliers) gibi genellestirilmis ¢arpan tiplerinin incelenmesine olanak

tanir ve Arens regiilerligi kadar kat1 olmayan bir ortamda cebirlerin yapisini arastirmay1
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saglar. Ornegin, bu tiir cebirler iizerinde tanimlanan bazi1 6zel topolojiler ve bu

topolojilerin cebirin diger 6zellikleriyle iliskisi incelenebilir.

Zayif Arens regiiler Banach cebirleri lizerine yapilan ¢alismalar, cebirin dual uzayinin A*
ve ikinci dual uzayinin A™ o6zellikleri ile cebirin kendi yapis1 arasindaki iligkileri daha
derinlemesine anlamamiza yardimci olur. Bu alan, 6zellikle C* —cebirleri, grup cebirleri

ve genel Banach cebirleri teorisinde yeni arastirma kapilar1 agmaktadir.

Bu calismanin amaci, ikinci duali karigik birim igeren bir Banach cebiri A’nin duali
A*’nin kuazi carpanlari iizerinde bazi yeni ifadeler sunmaktir. Aragtirmamizda Arens
regulerlik tizerinde durmuyoruz, bunun yerine Arens regulerlikten daha zayif bir kosulu
saglayan belli bir Banach cebiri {izerinde galisiyor ve sonuglarimizi C* —cebirlerine ve

kompakt bir grubun grup cebirine uyguluyoruz.

Tamim 4.1.1. Bir Banach cebiri A4 olsun. Eger her ¢€A* ve D, H € A™"igin

(D.¢).H =D.(¢.H) 4.7)

esitligini sagliyorsa, A’ya zayif Arens regiiler denir (Adib, 2013).

Elbette, her Arens regiiler Banach cebiri ayn1 zamanda zayif Arens regiilerdir. Ancak,
zayif Arens regiiler Banach cebirleri sinifi daha genistir. Ornegin, ikinci dualinde bir
ideal olan her Banach cebiri bu sinifa dahildir. Evet, bu ifade Banach cebirleri
teorisindeki 6nemli bir ayrimi vurgular: Zayif Arens regiiler Banach cebirleri simifi,
Arens regiiler cebirler sinifindan kesinlikle daha genistir (Adib, 2013).Bu ifadeyi ve
ardindaki mantig1 acalim: Arens Regiilerligi, bir Banach cebiri A’nin Arens regiiler
olmasi, A** bidual uzay lizerindeki iki Arens ¢arpiminin birbirine esit olmasi anlamina

gelir. Yani, tim D, H € A™ i¢in ;

DAH = DA'H (4.8)
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olur. Burada A birinci Arens ¢arpimini, A" ise ikinci Arens garpimini temsil eder. Bu,
bidual uzaydaki carpma isleminin hangi sirayla tanimlandigindan bagimsiz oldugu
anlamina gelir (Adib, 2013).

Zayif Arens Regiilerligi ise daha 6nce tartistigimiz gibi, bir Banach cebiri A’nin zayif
Arens regiiler olmasi, belirli bir "birlesimsel" 06zelligin saglanmasi demektir. Daha

spesifik olarak, tim @€A* ve D,H € A™ i¢in;

(D.9).H =D.(¢.H) (4.9

bu, birinci Arens ¢arpiminin belirli bir sekilde "kismi birlesimsel" oldugu anlamina gelir
ve agagidaki ifadeler gegerlidir:

e Arens regiilerlik, zayif Arens regiilerligi gerektirir. Eger bir cebir Arens regiilerse
(yani iki Arens ¢arpimi tamamen ayniysa), o zaman zayif Arens regiilerlik kosulu
otomatik olarak saglanir. Ciinkii Arens regiilerlik, carpimin her zaman ayni
oldugunu garanti eder, dolayistyla (D.¢).H ve D.(¢.H) ifadeleri (ki bunlar
aslinda Arens carpimlarinin gesitli uygulamalaridir) esit olacaktir (Adib, 2013).

o Zayif Arens regiilerlik, Arens regiilerligi gerektirmez. Iste dnemli ayrim burada
yatiyor. Zayif Arens regiiler olan ancak Arens regiiler olmayan Banach cebirleri
vardir. Bu tiir cebirler, yukaridaki ozel birlesimsel ozelligi saglarken, A™
iizerindeki iki Arens ¢arpiminin genel olarak esit olmamasi durumunu korurlar.
Yani, (D.p).H =D.(p.H) esitligi gecerliyken, genel olarak DAH = DA'H
olabilir (Adib, 2013).

Ornegin; Bu tiir drnekler, genellikle L!(G) gibi ayrik olmayan lokal kompakt gruplarin
grup cebirlerinde ortaya ¢ikar. Bu cebirler genellikle zayif Arens regiilerdir ancak Arens
regliler degildir. Bu durum, Arens carpimlarinin karmasik dogasmmi ve Banach

cebirlerinin yapilarindaki ince farklart gosterir (Adib, 2013).

Sonug olarak; bdylece, zayif Arens regiiler Banach cebirleri sinifi, Arens regiiler cebirler
sinifindan kesinlikle daha genistir ifadesi tamamen dogrudur. Bu, Arens regiilerligin daha
kisitlayici bir kosul oldugunu, zayif Arens regiilerligin ise daha genis bir Banach cebirleri
ailesini kapsayan daha zayif bir kosul oldugunu belirtir. Bu ayrim, Banach cebirlerinin

cebirsel ve analitik 6zelliklerini daha iyi anlamak i¢in dnemlidir (Adib, 2013).
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Onerme 4.1.1. A bir Arens regiiler Banach cebiri olsun. Eger 4, A** da bir ideal ise, bu
takdirde A , zayif Arens regiiler (Adib, 2013).
Ispat. D,H € A™ ve @€A*olsun.

((D.@).H,c) =(0(c),(D.@).H) =(HA'6(c),D. @)
=((HA'6(c))AD, ) = ( HA'(6(c)AD), )
=(0(c)AD,@.H) =(D.(@.H),c) (4.10)

¢ € A keyfidir (Adib, 2013).
4.2. Zayif Arens Regiiler Banach Cebirlerinde Kuazi(Yarir) Carpanlari

Onerme 4.2.1. A birimli bir Banach cebiri olsun. A Zayif Arens regiiler olmasi igin gerek

ve yeter sart Arens regiiler olmalidir (Adib, 2013).

Ispat: A’nin birimi e olsun. Bu durumda 6(e), hem(4**, A) hem de (4™, A’) igin birimdir.
A'nin zayif Arens regiiler oldugunu varsayalim. Herhangi D, H € A™ ve @eA" igin su

esitlikler gecerlidir:

(DAH, ) = (D,H.q) = (D & 6(e), H.0) = (0(e), (H.9).D) = (6(e),H.(¢.D)
=(0(e)A'H,p.D) = (H,p.D) = (DA'H, @) (4.11)

Bu da zayif Arens regiilerligin, Arens regiilerligi gerektirdigini gosterir (Adib, 2013).
4.3. A* Uzerinde Kuazi(Yar1) Carpanlar ve Ozellikleri

“A Kiimesinin Yar1 Carpanlar1 ve Ozellikleri” bashigi altinda, kuazi-carpanlar olarak
tanimliyoruz. Ozellikle, bir bilinear déniisiim olan @’nin belirli kosullar1 saglamasi
durumunda A* kiimesinin bir sag yar1 ¢arpani oldugu agiklaniyor. Tanimda verilen iki

esitlik, bu tiir bir yar1 carpanin temel 6zelliklerini belirliyor.
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Tamm 4.3.1. 8: A* X A™ — A" seklinde bir bilineer doniisiim, eger herhangi bir ¢ € A*
ve D,H € A™ i¢in asagidaki esitlikler saglaniyorsa, A*’nin bir yari c¢arpani olarak

adlandirilir:

0(D.p,H)=D.6(p,H) (4.12)

Ve

0{p, DAH) = 6{p,D)H (4.13)

olur (Adib, 2013).

Ornek 4.3.1. QM,(A*), A*in kiimesinin bilineer ve ayri ayri siirekli sag kuazi-
carpanlarinin  kiimesi olsun. QM,(A*)’nin bir lineer uzay oldugu agiktir. Ayrica,

asagidaki norm ile bir Banach uzayidir:

161l = sup{llé(p, D)II; @ € A%, D € A, lloll < 1,|ID]| < 1} (4.14)

(Adib, 2013).

Tammm 4.3.2. A herhangi bir Banach cebiri olsun. Bu durumda, bir R: A" - A”
doniisiimiine, eger tiim ¢ € A* ve H € A™ i¢in;

R(H.p) = H.R(@), esitligi saglaniyorsa, A" lizerinde bir sag ¢arpani olarak adlandirilir.
M, (A*) ile A" ilzerinde tim smirh lineer sag carpanlarin uzaymi gosteriyoruz.
Her D € A™ igin sag carpma operatori Rp.@= @.D’nin A* {izerinde bir sag carpan
oldugu agiktir (Adib, 2013).

Teorem 4.3.1. A bir zay1f Arens regiiler Banach cebiri ve A™ karma birim elemana sahip
olsun. Bu durumda, 6 € M,(A*), ¢ € A* ve D,H € A™ igin; Lg(D.p,H) = (6¢)D
ifadesi, M,.(A*)’dan ||L|]| < 1 normlu QM,.(A*)’ye bir lineer donlisiim tanimlar. Ayrica,
A™* bir birim elemana sahipse, bu durumda L bir 6rtendir (Adib, 2013).

Ispat. 8 € M,.(4%) keyfi olsun. Lg, A* X A™ — A*ya bir bilineer déniisiim oldugu ve || ]|
ile sinirh oldugu aciktir. c € A, @ € A* ve D, H € A™ i¢in asagidaki esitlikler gecgerlidir:
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Lo(D.9,H)=6(D.¢p).H=(D.6¢p).H=D(Op.H)=D.L(p,H) (4.15)

ve

Lo(, HAD) = (0.¢).(HAD).H = (8¢.H).D = Lg(¢, H).D (4.16)

Boylece, Lg € QM,.(A*) elde edilir. Tanimdan L: M,(A*) — QM,(A*) lineer oldugu
aciktir (Adib, 2013). Acgik¢a, |[Lgll < ||6]| olup bu da ||L|] < 1 oldugunu gosterir.
E € A*’nin  bir karma birimi olsun. Eger Lg = 0 ise, ¢ € A* igin; (6¢).D = 0 elde
ederiz ve sonug olarak 8 = 0 olur. E, A™ igin bir birim eleman oldugunu varsayalim.
Keyfi birn € M,.(A*)’yi alahm. ¢ € A%i¢in; 8¢ = n(p, E) esitliginin A*’1n simirl bir sag
carpan operatoriinii tanimladigr kolayca goriiliir. Lg(p, H) = (6¢).H = n(@,E).H
=n(p, EAH) = n(p,H) ecsitlikleri her ¢ € A* ve H € A™ i¢in gecerli oldugundan
dolay1 L’nin &rten oldugu sonucuna variriz (Adib, 2013).

Son olarak, E'nin normu bir olan A** i¢in karma birim oldugunu varsayalim. 6 € M,.(A*)
ve € > 0 keyfi olsun. Eger, |[@¢ || <1 ve [|6]| —& < ||8¢ || olacak sekilde bir ¢ € A"
varsa 0 zaman ||Lg|| = ||Lg (@, E)|l = ||8¢]l > ||6]] — € olur. Béylece, L bir izometridir
(Adib, 2013).

Uyan 4.3.1. Eger A zayif Arens regiiler bir Banach cebiri ve A™’nin bir birim elemant
oldugunu varsayalim. Keyfi n;, n, € QM,.(4") icin ny = Ly, Ve n, = Lg, esitliklerini
saglayan tek tiirlii belirlenmis 6; 6, € M, (A") ¢arpanlar1 olsun.

Bu durumda: n;A,n, = Lg, AyLg, = Lg,g, iyl tammlanmis bir ¢arpma islemi verir.

Buradan QM,.(A*)’nin birimli bir Banach cebiri oldugu kolayca goriliir (Adib, 2013).
@ Doniisiimiiniin  Tanimi: @: A" —>QM,.(4") donisimiini, H € A™ tarafindan

belirlenen A" {izerindeki sag ¢arpma operatorii Ry olmak lizere, ¢(H)=Lg, seklinde

tanimlayim. Bu durumda rastgele ¢ € A* ve D, H € A™ ig¢in;

@(D)(p,H)=(¢.D).H (4.17)
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A™ ile QM,(A*) arasindaki izomorfizm: Burada A™ile QM,(A") adili iki yapinin
asagidaki teoremin sartlart altinda birbirinin aynist oldugu anlamina gelir; cebirsel

islemler  agisindan  tamamen aymi  sekilde  davranirlar  (Adib,  2013).

Teorem 4.3.2. A zayif bir Arens reguler Banach cebiri ve A*™ birimli oldugunu

varsayalim. A* sagdan c¢arpanlara ayrilabiliyorsa bu durumda ¢ doniisimi,
A**dan QM,.(A") tizerine bir izomorfizmidir (Adib, 2013).

Ispat: Lineerlik ve siireklilik agik oldugundan sadece ¢’nin ¢arpimsalligmi kontrol
edecegiz. G G, € A™olsun. Teorem 4.3.1'e gore ¢(G,) = 65, Ve @(G;) = 65, olacak
sekilde 6, 0, € M, (A") vardir. Bu durumda, keyfi bir ¢ € A* ve D € A™ i¢in asagidaki

esitliklere sahibiz;

6, (¢).D=(¢.G;).D (4.18)

ve

62 (¢).D = (¢.G2).D (4.19)

Buradan da su cikar;

(9(GABY(G,))(p,D) = 65,.5,.(p, D)= 8, (81 (¢))AD = &, ¢.(G,AD)
= @(G1AGZAD) = (P(G1AGZ)(§0: D) (4.20)

Bu, ¢ bir homeomorfizm oldugunu gosterir. G € A™ igin ¢@(G) =0 oldugunu
varsayalim. Ciinkii 6 bire bir doniisiim oldugundan R; = 0 olmalidir. Dolayisiyla, her
@ € A" i¢in ¢ A G = 0 elde ederiz. A*’nin sagdan bir ¢arpan oldugu varsayimiyla G = 0
sonucuna variriz. Boylece, ¢ bire birdir. ¢ homeomorfizmi ayn1 zamanda orten bir
dontigimdiir. Eger m € QM,.(A*) ise;m =65 = BRQ*(E‘) = <p(9*(E)) olacak sekilde
0 € QM,(A") vardir (Adib, 2013).
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Teorem 4.3.3. A zayif Arens reguler bir Banach cebiri ve A**’nin birimi D oldugunu

varsayalim. Eger A** Arens reguler ise 0 zaman QM,.(A*) Arens regulerdir (Adib, 2013).

Ispat. @, Teorem 4.3.2 ispatinda bahsedildigi gibi bir doniisiim olsun. Dolayistyla ¢,
orten bir homeomorfizmdir. Elbette, ¢ #: (4™)** - (QM,(A")) de aym ozellige
sahiptir. B,C(QM,(4%)) olsun. B,C € (A™)" mevcuttur,

O zaman ¢ ** (B) = B, ¢ ** (C) = C oacak sekilde vardir. Boylece,
BAC = @ *x (B) A *x (C) = ¢ ** (BAC) = ¢ ** (BA'C) = BA'C (4.21)
olur (Adib, 2013).

Not 4.3.1. A'nin zay1f Arens reguler Banach cebiri olsun. VD,H € A™ ve 6 € QM,(4%)

icin asagidaki tanimlamalar1 yapalim;
(6AD)(@,H) = 6(¢, DAH) (4.22)
ve
(DAB)(p,H) = 6(p.D,H) (4.23)
DAB ve OAD ‘nin QM,(A")’in eleman1 oldugu kolayca goriliir (Adib, 2013).
4.4. QM,.(A*) Uzerinde Siki1 Topoloji (X)

Norm topolojisinin yant sira QM,.(4™) 'da iki kullanigh topoloji daha vardir. Bunlardan

ilki, X siki topolojidir. Bu topoloji agsagidaki yart normlar tarafindan belirlenir.
0 |0AH|(HE A™, 6 € QM,(A%)) (4.24)

Ikincisi, yari-sik1 topoloji (A)'dir. Bu topoloji asagidaki yar1 normlar tarafindan belirlenir

(Adib, 2013).
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6 - 116(p, Dl(p € A", H € A, 6 € QM,(4)) (4.25)
QM,.(A*) tizerinde norm tarafindan iiretilen topolojiyi 7 ile gosterelim (Adib, 2013).
Teorem 4.4.1. A zayif Arens reguler bir Banach cebiri ve A**’nin karma birime sahip
oldugunu varsayalim. Bu durumda (QM,.(4%), A), (QM,.(A*) 1), (QM,.(A™), a) ayn smirh
kiimelere sahiptir (Adib, 2013).
Ispat. 1 € u oldugundan A — sinirh kiimedir ve t —sinirhdir. QM,.(A*)'deki herhangi
bir A — sinirli kiime G olsun. Bu durumda her ¢ € A*ve 9 € A™ igin 6yle r = r(¢,9) >
0 sabiti vardir ki; V 6 € G igin;
16(p, I <7 (4.26)
olur. Her ¢ € A* ve 6 € G olacak sekilde By: A - A" doniisimii igin;
6,(9) = 6(ep,9) (4.27)
9 € A™ olarak tanimlayalim. Bu durumda;
G=1{0,:0 €G} < CL(A™ A" (4.28)
(4.26) ifadesine gore herhangi bir K € A™ igin;

16, &) = 116(p, Kl < (e, K) (4.29)

V 6 € G igin gegerlidir. Dolayisiyla G noktasal olarak sinirhidir. Tekdiize sinirlilik
prensibine gore ¢ = c(¥9) > 0 vardirki; V 6 € G igin;

65| < < (4.30)
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olur. Simdi A* iizerinde P = {pg : 6 € G} yar1 norm ailesini asagidaki gibi tanimlayalim.

Vo € A igin;

Po()=]|6, = sup 16,] = sup 16, )l (4.31)
I9ll=1 19]]=1

diistinelim. V 6 € G i¢in; pg, A* lzerinde siireklidir (Adib, 2013). Ciinkii, eger A*’da

{p,} S A* ve @, = @, ise 0 zaman;

| Po(0n) = Po(@o)| < Po(@n — @0) = sup [|6p,-, (9|
FE

= sup 16(pn = @0, DIl (432)
I19=1

olur. Ardindan (4.30) ifadesine gore P ailesi noktasal olarak sinirhidir (Adib, 2013).
B(@o,r)={p € A": |l — @y < r|l} seklinde birim yuvar ve k, > 0 seklinde V 6 € G,
@ € B(gy, 1) bir sabit vardir 6yle ki; p,,(g) < ko olur. Herhangi ||¢|| < 1 olan sabit bir

@ € A" icin;
g (@) = pe(rtp+r<po—<po) < Pe(T¢+¢g)+Pe(<Po) < % (4.33)
ve bu da sunu ima eder;
I6ll=  sup 116w, 9= sup polp) <=2 (4.34)
llolls,lI9lls1 llolls1

seklinde olur.A € a S 7 iliskisi vardir (Adib, 2013).

4.5. L1(G) Dualinin Kuazi Carpanlar

Son olarak kompakt bir grubun grup cebirini ele alalim. L'(G)’nin Arens reguler olmasi

i¢in G’nin sonlu olmas:1 gerek ve yeter kosuldur (Young, 1973). Ancak, L *(G) ikinci
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dualinde iki tarafli ideal oldugundan zayif Arens regulerdir (Watanabe, 1974). L1(G)* ve
L*(G) dualinin 6zdeslestirilecegini belirtmek gerekir (Adib, 2013).

M(G), G iizerindeki tiim sinirli reguler dlgiilerin convolustyon cebiri olsun. f € L'(G)

ve u € M(G)’nin convolusiyon ¢arpimi su sekilde verildigini hatirlayalim;
fou(x) = [, fxy Dduy) (4.35)

Elbette L (G), bir L*(G)Banach-bimodiildiir. Ancak, L*(G)uzay1 ayn1 zamanda dogal bir
Banach M(G) bimodiil yapisma da sahiptir. Aym sekilde L®(G)* = L*(G)** i¢in de
gecerlidir (Adib, 2013). Tiim bu modiil ¢arpimlarini * ile gosterecegiz.

Onerme 4.5.1. G kompakt bir grup ve A= L*(G) olsun. Bu durumda u € M(G),
@ € L”(G), F € L*(G)** i¢in deklem;

(0,(0,F) = (¢ *p) *F) (4.36)

denklemi M(G) ile QM,.(A*)' nin bir alt uzay: arasinda lineer bir izomorfizm tanimlar
(Adib, 2013).

Ispat. Modiil islemi tanimina gore (9;1 (0, F) = (¢ *p) *F) olduguna dikkat edin. Bu
tamimdan ve zayif Arens regulerligiden 6, € QM,.(L1(G)*) oldugu sonucuna variriz.
Elbette, 8 : M(G) » QM,.(L*(G)*) doniisiimii sinirl lineer bir doniisiimdiir. 8 nin birebir
oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten de, 6, = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda ttim

@ € L*(G), F € L*(G)**igin;
(o x W F=0 (4.37)

olur. L*(G) Banach cebiridir ve buradan ¢ * p = 0 sonucu ¢ikar. Ozellikle, L'(G)’nin
yaklasik birimi oldugunu her ¢ € Cy(G) igin; ¢ * u =0 olur. Olgii cebiri M(G),
Co(G)’nin duali oldugundan ve bir yaklasik birimi oldugundan u = 0 oldugu sonucuna

varilir (Adib, 2013).
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5. KUAZI (YARID)-CARPANLAR

Bir A cebiri tlizerinde yari-garpan 6, her a,x,y,b € Ai¢in 6(ax,yb) = ab(x,y)b
Ozelligini saglayan A X A’dan kendisine tanimli bir bilinear doniisiimdiir. Besinci
boliimde ise minimal yaklagimli birimlere sahip Banach cebirleri iizerindeki yari-
carpanlar teorisine bir giris yapilmakta ve C*-cebirleri ile grup cebirlerine uygulamalari

gelistirilmektedir.

Ronald Larsen’in degismeli Banach cebirlerindeki ¢arpanlar konusunu ele almaktadir. Bu
kavramin degismeli olmayan bir Banach cebirine genisletilmesi, her biri bazi kusurlara
sahip olabilecek olas1 bigimler anlatilmaktadir. Ilgili amag icin cok az sayida ¢ift ¢arpan
olabilir. Ne sol carpanlar ne de sag carpanlar ¢arpima gore simetri degildir.

Tim bu genellemeler, daha ileri bir genelleme olan yari-garpanin 6zel durumlaridir.
(Akemann and Pedersen, 1973)’in bir C* — cebiri yari-carpanlarinin, bidualin durum
uzay1 iizerinde zayif siirekli olan elemanlariyla tam olarak 6zdeslestirilebilecegini belirten
sonucu, yari-carpanin dogru genelleme olabilecegine dair en azindan bazi kanitlar

sunmaktadir.
Yari-carpanlarin baglica belirgin kusuru, en azindan baslangicta, bunlar1 birbiriyle
carpmanin bir yolunun goriinmemesidir. Bu kusur, bu tezde 6nemli bir Banach cebirleri

sinifi i¢in kismen giderilmistir.

Bu kisim genel bir tanimlamaya giristir ve bazi 6zel Banach cebirlerinin yari-

carpanlarinin bir incelemesidir.
Tamm.5.1. Herhangi bir R halkas1 veya cebiri igin, dyle ki tim a, b, ¢, d € R igin

0(ax,yb) = ab(x,y)b (5.1)
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kosulunu saglayan bir bilinear doniisiim 6’ye kuazi-g¢arpan diyecegiz. Topolojik bir R
halkas1 i¢in, QM(R) ifadesine tiim ayr1 ayri siirekli yari ¢arpanlari kiimesi olarak
gosterecegiz. (4, ||-]|) minimal yaklasik bir birime sahip Banach cebiri olsun. Her a € A

icin; lim||ax, — a|| = lim||x,a — a|| = 0 ve her « indeksi i¢in ||x,|| < 1 olacak sekilde
a a

bir {x,} ag1 vardir (Mckennon, 1977).

Tamim.5.2. Bir Banach cebiri A normel (topolojik olarak birimli) degilse, yani birim
eleman1 yoksa, bu durumda A’nin birim igeren en kiigiik cebirsel genislemesi olan ¢arpan
cebiri M(A) vardir ve bu cebir i¢inde A, ideal olarak yer alir.

Ozellikle, asagidaki ifade gecerlidir: Eger A yaklasik birime sahip bir Banach cebiri ise,
her siirekli dogrusal ¢arpan T: A — A ( yani hera,b € A igin T(ab) = T(a)b veya
T(ab) = aT(b)) bir sol veya sag carpma operatori seklinde ifade edilebilir. Bu
operatorler M(A) adi verilen bir Banach cebiri olusturur ve A € M(A) olacak sekilde

genigletilebilir (Hewitt and Cohen, 1957).

Teorem 5.1. 6: A X A — A ortak siirekli bir yari-carpandir ve asagidaki kosullar1 saglar.
Her a, b, c € A igin;

6(ab,c) = ald(b,c) ve 0(a,bc) =6(a,b)c (5.2)
gecerlidir (Mckennon, 1977).

Ispat. a,b,c € Ave a € Colsun. Hewitt-Cohen Carpanlara Ayirma Teoremi (Hewitt and
Ross, 1970), w,x,y,z € A igin;

a=wx,b=wy,c=wz (5.3)
secimini saglar. Bu durumda;

6(ab,c) = 0(awy,wz) = awb(y,w)z = ab(wy,wz) = af(b,c) (5.4)
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elde ederiz ki bu, (5.2)" nin ilk yarisin1 ispatlar; ikincisi benzer yapilir. Ayrica,(5.2)’den;
6(aa,b) = 6(awx,b) = awd(x,b) = ab(wx,b) = ab(a,b)ved(c,a + b)
=0(c,wx +wy) =[0(c,w)](x +y) =0(c,w)x +0(c,w)
=0(c,wx) + 0(c,wy) = 60(c,a) +0(c,b) (5.5)
elde edilir. Benzer sekilde;
6(a,ab) = ab(a,b) (5.6)
ve
6(a+ b,c) =0(a,c)+06(b,c) (5.7)
denklemleri de dogrulanir. Bu nedenle, 8 bilineardir. A’da x limitine sahip bir {x,,} dizisi

olsun. Bu durumda {x,, — x} = 0 yakinsaktir ve Hewitt-Cohen Carpanlara Ayirma

Teoremi lim ||z, || = 0 ve Vn € N i¢in;
n—->oo

Xp — X = ZZp (5.8)
olacak sekilde bir {z,,} dizisi ve z € A eleman1 vardir. O halde;

hmy16(a, x) = 6(a, x,) |=hmy |16 (a, x — X)) [|=limy, |16 (a, zz,,) ||

=1lim,||6(a,z)z,|| =0 (5.9

olur. Bu durumda lim6(x,,a) = 6(x,a). Bu da gosteriyor ki 6 ayri ayr1 siireklidir.
n

Simdi A’da limitleri sirasiyla x ve y olan {x,} ve {y,} dizileri olsun. Hewitt-Cohen
Carpanlara Ayirma Teoremi’ni bir kez daha kullanarak Vn € N i¢in, z.z, = x,, —x Ve

wW.W, =Yy, — Y Iise;

lim||z,|| = lim|lw,|]| =0 (5.10)
n—-oo n—-oo
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olacak sekilde A’da z,w elemanlarina yakinsayan {z,} ve {w,} dizilerini segelim.

Oyleyse;

T 10 e, i) = 0Ce )| = Ty | CFn =09 =) 000 2n) % 6Cin )

—20(x,y)

< Timp |10y — %,y = Y + Timy 16 (x, 3,) — 0(x, Y|
+im, |16 (xn, ¥) — 6 (e, Y|

=lim,||2,0(z, W)wy|| + 0+ 0 =0 (5.11)

dir. Boylece 6 ortak siireklidir. A {izerindeki kuazi ¢arpimlari kiimesini QM (A) ile
gosterilir. Her zamanki noktasal islemler altinda, QM (A) her 6 € QM (A) igin ||8]| degeri

bir lineer uzaydir.

I1611l; sup{ll6(a, b)ll:a,b € 4, ||all = ||bll = 1} (5.12)
olarak tanimlanacaktir.
Teorem 5.2. (QM(A), |||:]]]) stirekli Banach uzayidir (Mckennon, 1977).

Ispat. 6,q € QM(A) ve £ > 0igin 6yle a, b € A segelim ki ||al| = ||b]| = 1 ve
1(8 + q)(a,b)|| = |||16 + ql|| — € olsun. O zaman;

1611 + llqll = 116 (a, b)|I+lIq(a, b)|]
2 [0 +qa+b)ll> 16 +4qlll—¢  (5.13)

Bu durumda tiggen esitisizliginden ||-|]’in QM (A) tizerinde bir normdur. {6,,}, QM (A)

normlu uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. a, b € A igin,
limy, |16, (a, b) — 8¢ (a, b)|| < hmy|[6,, — Elllallllbll =0  (5.14)

oldugundan, 6(a, b) = lim 6, (a, b) A’nin tamhigin gosterir. Bu 8: A X A - A doniisiimii
n

gosteriyor ki 8 € QM(A) (5.1)’i saglar. € > 0 veher s,t € N olmak iizere s,t > n igin
I116s — 0.1l < €/2 olacak sekilde n € N olsun. ||a|| = ||b|| = 1 olacak sekilde a,b € A
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olsun. t >n ve [|6:(a,b) —0(a,b)|| < &/2 olacak sekilde t € N secelim. Boylece

Vs > nigin;

165(a, b) — 6(a,b)|| < [|6.(a,b) — Os(a,b)|| + 116,(a, b) — 6(a, bl
<|[16s =6l +e/2<e/2+¢/2=c¢ (5.15)

olur. n,a ve b’den bagimsiz oldugundan dolayi, her s > n igin |||65 — 6;||| < € olur
(Mckennon, 1977). Bu durumda QM (A) tamdir. Her bir a € A igin;

w:A - QM(A) (5.16)
fonksiyonu ve x,y € A;
[w(a)](x,y) = xay (5.17)

olacak sekilde tanimlansin. Tim a € A i¢in; |||al|| < ||a|| sagladig1 agiktir (Mckennon,

1977). Esitsizligin tersini gostermek i¢in asagidaki lemmaya ihtiya¢ vardir.

Lemma5.1. Eger {x,}, A icin sinirli yaklasik birim ise a € A igin lim||x,ax, — a|| = 0
a

olur (Mckennon, 1977).
Ispat. a = x.y olacak sekilde x, y € A olsun. Boylece;
11rnot”xaaxa —all = llmoc”xaxyxa — XgXy t+ XgXy — xy”
< hmg|lxgx|lllyxe — yll + imgllxgxy — x|
= |[x]l.0+0 (5.18)
olur (Mckennon, 1977).

Teorem 5.3. ¢ doniistimii, A’dan QM (4) igine lineer bir izometridir (Mckennon, 1977).

Ispat. Va € A icin ||a|| < ||¢,|| olur. Va € A ve {x,} A’da herhangi bir minimal yaklasik

birimi i¢in Lemma 5.1°den,;
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”a” = llrna”xaaxa” = llma”[(pa]: (xa,xa)” < ”l(pa”l (519)
olur. Devaminda ¢(A), QM (A)’nin alt uzay: olarak tanimlanacak. Boylece birkag gesit
alt uzay bulunmaktadir. A tlizerinde sol ve sag c¢arpanlarin Banach cebirlerini sirasiyla
LM(A) ve RM(A) olarak tanimliyoruz. Simdi y:LM(A) - QM(A) doniimiinii her
T € LM(A) ve x,y € A igin;

[y(D](x,y) = xT(y) (5.20)

olarak tanimlayalim (Mckennon, 1977).

Teorem 5.4. y doniisiimii, LM(A)’dan QM (A)’ya lineer bir izometridir (Mckennon,
1977).

Ispat. y'in lineer oldugu agiktir. T € LM (A) olsun. Ote yandan,

Iy (DIl =sup{llaTB)|I: llall = lIbll = 1} < sup{|IT(®): [Ibll = 1]} = [IT]|. (5.21)

Diger yandan, eger € > 0 ise, {x,} A'da minimal bir yaklagik birim ve

ITI =& <IIT() (5.22)

olacak sekilde a € A bir birim vektor ise o zaman,

Iy (DI = hm, Iy (T)] (e, @)l = T llx, T(@Il = IT@I > ITIl — e (5.23)

olur. Dolayisiyla;

Iy (O = NITI (5.24)

sonucu elde edilir. Bu da ispati tamamlar. Her x,y € A i¢in, [9(T)](x,y) = T(x)y ile

tanimlanan 9: RM(A) — QM (A) fonksiyonu bir lineer bir izometridir.
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Devaminda LM(Q) ve RM(Q) sirasiyla y(LM(Q)) ve 19(RM(Q)) alt uzaylariyla
Ozdeslestirilecektir (Mckennon, 1977).

Her (a,b) € AX A igin, QM(A) tzerindeki yari-normu, |0, = |16(a, b)|| olarak
tanimlayalim. Bu tanim, A tizerindeki tim 9(A) topolojisi 8 € QM (A) i¢in gegerlidir.
Boyle bir norma, kuazi (yarr)-norm adi verilir. QM (A) tizerindeki q(A) topolojisi,her
bir kuazi-normun siirekli oldugu en kati topoloji olup,buna kuazi-norm topolojisi adi

verilir.

Bir R halkasinin SRS < S kosulunu saglayan bir S alt halkasina kuazi-ideal denir. Sol ve
sag ideallerin her ikisi de kuazi-idealdir. Eger A, bir iist cebir B’nin bir ideali ise, 0 zaman

Vb € B, Vx,y € A i¢in;

[¢p5(D)](x,y) = xby (5.25)

seklinde tanimlanan ¢z: B - QM (A) lineer bir donlisiim vardir. Eger B ayni zamanda

norma sahip bir cebir ise ve iizerinde bu norm ||-|| ile sinirliysa ¢p5’nin normu artirmadigi
aciktir. {d)B_l(p): pE q(a)} topolojisi q(B,A) olarak gosterilecektir. B’deki bir ag

{bﬁ}’nin b € B elemanina q(B, A)-yakinsamas1 Vx,y € A igin;

lién”xbﬁy —xby|| =0 (5.26)

Olmasi ile miimkiindiir. Boylece, ¢5 tanim geregi, M(B) hem q(B,A) — q(A) hem
stirekli hem de norma gore siireklidir. ¢, nin, kendi goriintiisii tizerinde bir q(4,4) —

q(A) homeomorfizmi olduguna dikkat edin (Mckennon, 1977).

Teorem 5.5. V6 € QM (A) ve A’daki minimal sinirli yaklasik birim igin;
lim 0(xpx,) =0 (5.27)

q(A)’daki topolojisinde gegerlidir. Ozellikle A’nin birim yuvart QM (A)’nin birim
yuvarinda q(A) yogundur (Mckennon, 1977).
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Ispat. a,b € A olsun. O halde lim|lax, — al| = lim||x,b — b|| =0 olur. @ siirekli
a a

oldugundan;

0 = lim||8(ax,, x,b) — 0(a, b)|| = lim||ad(x, x,)b — 0(a,b)||
a a

= lim o]16 (xq, x2) — Ol (5.28)
a

dir. Boylece 6(x,, x,) ag1 A’nin birim yuvarinda q(A), 0’ya yakinsaktir. Eger [|6] < 1

ise, her 8(x,, x,) A’nin birim yuvarindadir (Mckennon, 1977).

Teorem 5.6. QM (A)’nin birim yuvarit ve QM (A)’nin kendisi, —q(A) tamdir (Mckennon,
1977).

Ispat. {6,}, QM (A)’da Cauchy ag1 olsun. Va, b € A i¢in, {6,(a, b)} ag1 ||-|| Cauchy dizisi
oldugundan, limit noktasi 6(a,b)’ye yakinsar. BoOylece tanimlanan 6:A X A — A
fonksiyonu agikga bir kuazi ¢arpandir ve {6, } nin bir q(A4) limitidir. Dolayisiyla QM (A),
q(A) — tamdir. Eger {6,}, QM (A) yuvarindaysa ve a, b € A birim vektor ise 0 zaman;

16(a, D)l = allfll, = lim o[Ball, <1 (5.29)

olur. Boylece |[|6]]] < 1°dir. Teorem 5.5 ve Teorem 5.6 gosteriyor ki QM (A), A’nin bir
q(A,A) — tamamlams1 olarak disiintilebilecegini gostermektedir. QM (A) aslinda
q(A, A)’ya bagh olmadigindan, bu durum QM (A)’nin cebirsel yerine topolojik olarak
tanimlanabilecegi anlamina geliyor (Mckennon, 1977). Yazar bu ikinci yaklagimi, esasen
keyfi (normsuz) halkalarda genisletebilecegi i¢in tercih etti. QM (A)’nin alt uzaylar1 olan
LM(A) ve RM(A) da A’nin tamamlanisidir, ancak bunlar biraz daha ince topolojilere
sahiptir.( Ornegin, (Mckennon, 1971)’e bakiniz.)

Teorem 5.7. B, A’da bir alt cebir ve kuazi ideal banach cebiri olsun. Bu takdirde ¢g,
B’den QM (A)’ya bir lineer izometri ve ancak asagidaki kosullar1 sagliyorsa gecerlidir
(Mckennon, 1977).

(i) (B, A) tamdir; B’nin birim yuvari By,

(ii) Vb € B igin||b|| = sup{|labc||:a,c € A;} burada A;, A’nin birim yuvaridir
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Ispat. Kosullarin gerekliligi Teorem 5.6 ve ||-|| tanimindan ¢ikar.B, (i) ve (ii) sartlarmi
sagliyor kabul edelim. Kosul (ii), ug’nin bir izometri oldugunu ima eder. Yalnizca
¢g’nin Orten oldugunu gostermemiz gerekiyor, normun da yapisini korudugundan
izometridir. Aslinda ¢g’nin, QM(A) birim yuvarinin sinir1 i¢ine oldugunu gostermek
yeterli olacaktir. O zaman 6 € QM (A) birim vektor olsun. Teorem 5.5’ten q(A), A,’de
q(A) limit-6 olan bir {yﬁ} agii verir. O zaman {yﬁ} ag1, q(A, A) Cauchy’dir. Dolayisiyla
q(B,A) Cauchy’dir. Ve (i) kosuluna gore, B;’de bir q(B,A) limit-b’ye sahiptir.

Yw, z € A igin;

10w, 2) — [p5(B)] (W, 2)|| < Timg||6(w, 2) — wypz|| + img|lwygz — [P (B)](W, 2)||

= limg||6 — y[;”i] + img||wygz — whz|| = 0 (5.30)

olur (Mckennon, 1977). Boylece 6 = ¢5(b). Dolayisiyla ¢ Ortendir. A bir n birimine

sahip ve 6 kuazi garpan ise, Vx,y € A igin;

[6(6(n,m))](x, ¥) = x6(n, )y = 6(x,y) (5.31)

olur. Bu durumda A, Q(A) ile ozdeslestirilebilir. A’daki {x,} smrl yaklagik birimi
VO € QM(A) ve a € A igin; {0(a,x,)} ve {8(x,, a)} aglan |.||’na goére Cauchy ise,
A’da ultra-yaklasik birim olarak adlandirilir (Mckennon, 1977).

Teorem 5.8. A’da {x,} sinirh yaklasik birimi bir ultra-yaklasik birimi olmasi i¢in gerek
ve yeter sart; Va € A, T € LM(A) sol carpanlar ve S € RM(A) sag carpanlar i¢in
{aT (x,)} ve {S(x,)a} aglar ||-||’na gére Cauchy’dir (Mckennon, 1977).

Ispat. Oncelikle {x,} 'nin ultra-yaklasik birim oldugunu kabul edelim ve keyfi a € 4,
T € LM(A) ve S € RM(A) g6z oniine alalim. Bu durumda {aT(x,)} = {[y(T)](a, x,)}
ve {S(xy,)a} = {[0(S)](x,, a)} ifadeleri elde edilir. Bu da tiim bu dizilerin bir Cauchy
dizisi oldugunu gosterir (Mckennon, 1977).

Simdi ise, {aT(x,)} ve {S(x,)a}nin Va € A, T € LM(A) ve S € RM(A) i¢in ||-||-Cauchy
oldugunu varsayalim. T € LM(A) ve S € RM(A) olsun.
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0 bir kuazi-garpan ve a da A’nin bir elemani olsun. a = b.c olacak sekilde b,c € A
secelim. Vx € Aigin T(x) = 0(c,x) ve S(x) = 6(x, b) olarak tanimlayarak T: A — A ve
S: A — A fonksiyonlarini belirleyelim. Bu durumda T bir sol ¢arpandir (T € LM(A) ) ve
S bir sag ¢arpandir (S € RM(A)). Ancak, her « indisi icin:

6(a,x,) = bO(c,x,) = bT(x,) (5.32)

ve
0(x,,a) =0(x,, b)c =S(x,)c (5.33)
olur. Dolayisiyla, {6(x,,a)} ve {06(a,x,)} aglarn [|-]| norma gore Cauchy'dir

(Mckennon, 1977).

Lemma 5.2. {x,}4er 4 i¢in bir ultra-yaklasik birim olsun. 8,n € RM(A) sag ¢arpanlar ve

a € A olmak iizere 1‘323 6(xp) = lim n(x,)a = lim n@(xs) a dir (Mckennon, 1977).

Ispat. £ > 0 olsun. I:Siem né(xg) a ifadesini d ile, liénn(xa)a ifadesini e ile gosterelim.
T aeT
Ve lﬁlgl H(Xﬁ)e ifaedesini de b ile gosterelim. Su kosullar1 saglayan o € T secelim.
T

Bu durumda;
160(x,)e — bl < €/4 ve ||nf(x,)a —d|| < /4. (5.34)
olur. Su kosullar1 saglayan y € t segelim;
In(xy)a —e|| < e/4li6l (5.35)
ve

|6 (xs)x, — 0Cxo)|| < /llnllllall) (5.36)
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olur. O zaman;

b —dll < 18(xs)e — bll + |0 (xs)n(x,)a — 6(x,)el|
+||n(6(xs)xya) — n(6(x,))al| + IIn6(x,)a —dll
<e/4+10(x )l ||n(x))a — el
+Hinll[|6 (xe)xy — 6(xo)||llall +

<E ELELE_ ¢ (5.37)
4 4 4 4
olur (Mckennon, 1977).

Teorem 5.9. A bir ultra-yaklasik birime sahip olsun. Bu durumda, 6: LM(A) - QM (A)
(sol carpanlardan yar1 carpanlara) ve u:RM(A) - QM(A) (sag carpanlardan yari
carpanlara) doniisiimleri ortendir. Ayrica, §71 *xpu ve pu~1*§ doniisiimleri izometrik

cebir, bir anti-izomorfizmlerdir (Mckennon, 1977).

Ispat. {x,} ultra-yaklasik bir birim olsun. p € QM(A)’da olsun. Va € A igin,

0(a) =limq(x,, a) olarak tanmimlayarak 6: A — A doniisiimiinii tanimlayalim. Eger
a
a,b € A ise 0 zaman 68(ab) = lim q(x,, ab) = limq(x,, a)b = 8(a)b olur. Buradan
a a
0 € LM(A) olurVa,b € A i¢in; 6g(a,b) = af(b) =lima q(x, b) = limq(ax, b) =
a a

q(a, b) esitligi gegerlidir. Boylece 69 = q olur ve § ortendir. y’nin da orten oldugu
benzer sekilde ispatlanir. Simdi 6,n € RM(A) (sag carpanlar) ve a € A olsun.
Lemma 5.2’ye gore asagidaki esitlikleri elde ederiz;

6™ (ug)8 ™ (un) (@) = 6 () lim iy, (xq, @) = 67" (g) limn(xq) @
= lién H(xﬁ) licrln n(xgy) a = liar)n n*60(x,)a

= 6" (unp) (@) (5.38)

olur. Simdi § 1 * u’nun bir cebir anti-izomorfizmi oldugu acik¢a goriilmektedir. Benzer
sekilde, u~'*§& bir cebir anti-izomorfizmi oldugu kanitlanir (Mckennon, 1977).

& ve u izometri oldugundan, § =1 * u ve u~1 * § izometridir.
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Boylece A, ultra-yaklasik birime sahip oldugundan QM(A) yari-¢arpanlar kiimesi iKi
farkl sekilde bir cebire doniistiirebilir. Ya 6’y1 ya da p’y1 izomorfizm yaparak, bir yari-
carpan g € QM(A) ve bira € A elemant igin;

lim q(xq, @) = [67*()](a) (5.39)
ve

limq(a, x4) =[x (@)](a) (5.40)

olur. Teorem 5.9’un tersi de dogrudur (Mckennon, 1977).

Teorem 5.10. Eger § ve u orten ve {x,} bir yaklasik birim ise bu durumda {x,} ultra-
yaklasik birimdir (Mckennon, 1977).

Ispat. Eger a € A ve q € QM(4) ise; [671(q)](a) = lim x,[6 " (q)](a) =lim q(x,, a)
a a
olur.Benzer olarak, [u~1(gq)](a) = limq(a, x,) elde edilir. Simdi B, A’nin kuazi ideali
a

oldugu ve ¢z nin bir izometri oldugu Banacah cebiri olsun. Bdyle bir B, A i¢in bir ara
cebir olarak adlandirilacaktir. (5.4) ve (5.5)’ten, eger b € B, a € A ve {x,} ultra-yaklasik

birim ise o zaman su esitlikler gecerlidir;

li(rlnllxaba —ball =0 (5.41)
Ve

licrlnllabxa —ab||=0 (5.42)

olur (Mckennon, 1977).

Teorem 5.11. B, A igin bir ara cebir olsun ve A’nin siurlt bir ultra-yaklasik birime sahip

oldugunu varsayalim. Bu durumda ¢ bir cebir homomorfizmdir (Mckennon, 1977).
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ispat. {xp}, A igin bir ultra-yaklasik birim olsun. a,b € B, x,y € A ve € > 0 alalim. Su

kosulu saglayan keyfi bir py indeksi segelim. p > p, i¢in;

[[#5(a) - ¢5(BI]1(x, ¥) — [p5 (@] (x, %,)[dp (D] (x,¥)|| <& (5.43)

(5.41) nolu denklemi kullanarak, ||x,by — by|| < € olacak sekilde p > p, indeks elde

edelim. Boylece, bu p igin;

[[#5(@). ¢5(BI1(x, ¥) — [ (@)](x, x,) (5 (0] (x,, ¥) |
< ||[¢)B(a). o (b)](x,y) — xaxp” + ||xapry — xaxppry”
+||[@5(@]1(x, %, )- [95(0)] (%, ) — [d5(a). 6 (D] Cx, ) |-
< |Ixall||by — x,by || + ||xax,||.|by — x,by|| + €
< ellxllllall + llxlllall]|x,||e + & (5.44)

elde edilir. €, x ve y keyfi olarak segersek;

¢g(a,b) = ¢pg(a). d(b) (5.45)

esitligi gegerlidir. Bundan boyle, A sinirli ultra-yaklasik bir birime sahip oldugunda,
A’nin ara cebirlerini QM (A)'nin alt cebirleri olarak kabul edecegiz (Mckennon, 1977).

Teorem 5.12. B ve A Teorem 5.11°deki gibi olsun. Bdoylece VO € QM (B) igin;
(A x A) c A olsun. Ayrica; eger 8 € QM(B), (A x A) iizerinde sifirlaniyorsa o zaman
0 = 0. Boylece QM(B), QM(A)’nin lineer uzay1 olarak tanimlanabilir (Mckennon,
1977).

Ispat. {x,}, Aigin smirli ultra-yaklasik birim olsun. 8 € QM(B) ve x,y € A olsun.

x=ab ve y=cdolacak sekilde a,b,c,d €A secelim. Lemma 5.1’den

0 = lim||x,a6(b,c)dx, — aB(b,c)d|| = lim||x,al(b,c)dx, — 0(x,y)|| olur. Eger A,
a a

B’nin kuazi ideali ve A tam oldugundan, 6(x,y) € A sonucu ¢ikar. Boylece

0(Ax A) c Aolur. 8 € QM(B)’nin A X A tizerinde 0 oldugunu varsayalim.



49

0 # 0 oldugunu kabul edelim ve 6(a, b) # 0 olacak sekilde a,b € B segelim. O zaman
x0(a,b)y # 0 olacak sekilde x,y € A vardir. (5.6) ve (5.7)’ye gore lim||xax, — xal|
a

= 0 = lim||x,by — by||. Herhangi bir &> 0 olsun. 6 ayr1 ayr siirekli oldugundan,
a

|6 (xa, by) — 6(xax,,, by)|| < € olacak sekilde a, vardir (Mckennon, 1977).

Simdi ||0(xax,,, by) — 0(xax,,, xaby)|| < € olacak sekilde a indeksi segelim. Buradan
da 0 # ||x8(a b)yll = 16(xa, by)|l < ||6(xax,,, x.by)|| + 2¢ sonucu gikar. & keyfi
secildiginden hem xax,, hem de x,by A’da oldugundan, 6’nin, A X A iizerinde 0
olmadigi sonucu ¢ikar. Dolayisiyla, eger A sinirli bir ultra-yaklasik birime sahipse ve B,
A’nin ara cebiri ise, 0 zaman QM (B), QM (A)’nin alt kiimesi olarak kabul edilebilir. Bu
boliimiin geri kalaninda, A’nin kendisi tizerinde degil, olduk¢a somut bir Banach cebiri
olan B’nin bir kuazi ideali olarak gerceklesen A’nin alt cebiri A4 lizerinde olacaktir. B,
ayn1 zamanda Banach uzay1 (E, ||-||z) Banach uzaymin yogun bir alt uzayi olan bir cebir

olsun; dyle ki Vb € B igin;
Ibllg = sup{@ax{||bx||g, |[xbllg}: x € E; N B} < o0 (5.46)

olur (burada Ej, E’nin birim yuvaridir) (Mckennon, 1977). (B, ||:llz)’nin normlu bir
cebiri oldugu ve sol ¢arpim islemini (B X E) U (E X B)’den E’ye tam olarak tek bir
sekilde stirekli lineer bir doniisiime genisledigi asikardir, burada B, E’nin bir Banach
cebiri tamliligmm1 gosterir. Bu durumda B’nin E ile uyumlu bir cebir oldugunu

soyleyebiliriz. Eger;
sup{Bax{||lax||g, ||xallzg}:x € E; N D} < (5.47)

ifadesi B’nin |||z yogun alt kiimesi olan bazi D i¢in sadece B’de bulunan a € E

elemanlari i¢in gerceklesiyorsa dylece B’ye D-maksimal diyecegiz (Mckennon, 1977).

Teorem 5.13. B bir Banach uzayi, E Banach uzay: ile uyumlu B-maksimal bir cebiri

olsun. O zaman B, ||||z + |I|lz normu altinda Banach cebiridir (Mckennon, 1977).
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Ispat. a, b € B igin;

llabllz + llablls < llallgliblle + llallsliblls < (lalls + llalle)Iblls + lIbllg) dyleki B,
lIllz + [I*]lg normu altinda normlu bir cebirdir. {b,,} dizisi, B’de ||-||z + |||z -Cauchy
dizisi olsun. O zaman {b,,} dizisi E’de |||z normuna gore limiti b’dir. Vx € E; N B igin;

||bx||z = lim||b,x|lg < sup,|lbnllgllx|lg < sup,llbn|lz olup ve benzer sekilde,
n

llxb||g < supl||bn||z elde edilir. Boylece b, (5.9) sartin1 saglar ve dolayisiyla B’dedir. Bu
nedenle B, ||'|lz + ||']|z tamdir. &’nin geri kalaninda B’nin Banach uzay1 (E, ||*||z) ile

uyumlu A-maksimal cebir olacaktir, ||-||z normu (5.8) deki gibi olacaktir. B’nin [|-||5
tamamlanmas1 B ile gosterilecek ve biz %(II-II g+ "llz) normu i¢in |||z yazacagiz

(Mckennon, 1977). Ayrica A asagidaki 6zelliklere sahip Banach cebiri olacaktir.

A, B iginde ||||p (5.48)
-kapal1 bir kuazi idealdir.

ABA, Ede |I'llg (5.49)

yogundur (Mckennon, 1977). Son olarak; (4, [Illz) nin asagidaki sartin saglayan {x,}

minimal yaklagik birime sahip oldugu varsayilacaktir (Mckennon, 1977). Va € A igin;
lign sup{max{llxaba — ba|lg, [labx, — abllg}: b €B,|bllg < 1} =0 (5.50)
elde edilir. A’nin B’deki kapanisi A ile gosterilecektir. (5.50)’den dolay1 Va € A igin;
lign sup{max{||x,ba — bal||g, |labx, — abl|g}:b € B,||bllz <1}=0 (5.51)

elde edilir (Mckennon, 1977). Ve yine Va € A igin;

lim||x,a — allg = 0 = lim||ax, — al|z (5.52)
a a
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dir. A’nin B igindeki kapanisi A ile gosterilecektir. (5.49)’dan anlasiliyor ki AE ve EA
||"llz’de yogundur. Dolayisiyla, Banach modiilleri i¢in Hewitt Carpanlara Ayirma
Teoremi;
E = AE = EA = AEA (5.53)
esitligini verir. Bu durumda (5.49) ile birlikte Vy € E;
lim|xqy — yllg = 0 = liml[lyx, — ylls (5.54)
Bu durumda (5.52) ve (5.54) ile birlikte Va € A4;

lim||x,a —allg = 0 = lim|lax, — al|z (5.55)
a - a -

elde edilir (Mckennon, 1977).

Teorem 5.14. A = AA = AA = AAA elde edilir. 4, A’nin ideali olduguna dikkat edelim
(Mckennon, 1977).

Ispat. x € A ve a € A olsun. Bu durumda ax € E’dir ve (5.47) ax igin gecerli

oldugundan, ax € Bsaglanir. Fakat (5.52) ve (5.54) sunlar1 ima eder;

liamllxaaxxa —ax|lp < licrlnllxaax —ax|lgllxllp + liénllaIIBIIxxa — x|l =0 (5.56)

(5.48)’e gore ax € A sonucu verir. Boylece AA © Aoldugunu gostermis olduk. A4 nin
A’da |||z -yogun olmasi (5.55)’den saglanir (Mckennon, 1977). Dolayisiyla Hewitt

Carpanlara Ayirma Teorem’inden AA = A oldugunu ima eder. AA = A benzer sekilde

ispatlanir. (5.48) ve (5.51)’den;

A, B’de ideal oldugu elde edilir. (5.57)
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Buradan da;
A’nin B’de bir ideal oldugunu gosterir. (5.58)
Va € AN A igin (5.52) ve (5.54)’den;

lim|[x,a —allg =0 (5.59)
o B

elde edilir. Boylece (5.48) ve (5.57)’den Va € A i¢in;

ANB=A (5.60)

elde edilir. B’nin alt kiimesi olan D igin, QM(E,Q) ifadesini Vx,y € E ve a,b €D
olmak tizere; 6(ax,yb) = af(x,y)b sartin1 saglayan tim bilineer ayr1 ayri siirekli

fonksiyonlar 6: E X E — E kiimesi olarak ifade ederiz. Basit bir limit ifadesinden;
QM(E,D) = QM(E, D) (5.61)

oldugunu gésterir (Mckennon, 1977). Burada D, D’nin ||-||z kapali bir lineer gerenidir.

Bu durumda Teorem 1°’den x,y € E, a€ A ve 6 € QM(E, D);
0(x,y)a =0(x,ya) ve ab(x,y) = 0(ax,y) (5.62)
esitlikleri saglanir. Burada 6’nin ayr ayr siirekli dolayisiyla;
1161llz = sup{ll&Cx, Yllg:x,y € E1} < oo (5.63)

Burada E;, E’nin ||||z -birim yuvaridir. QM (E,A) ‘nin |||z normu altinda Banach
uzay1 oldugu kolayca goriilebilir. D, B nin alt cebiri oldugundan QM(D, ||-|lz) yerine
kisaca QM(D) ile gdsterecegiz. Agikga goriilmektedir ki D, D ||*|lz-kapanist
ise, QM (D)’deki her 6 elemam1 QM (Q)’nin bir elemanina tam olarak tek bir sekilde
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genisletilebilir. Bu nedenle QM (D)’yi, QM (Q)’nin bir alt uzay1 olarak diisiinebiliriz
(Mckennon, 1977). V8 € QM(D) igin;

1611, = sup{ll6(a, b)lls: a, b € D; llalls, lIblls} < 1 (5.64).

Teorem 5.15. V6 € QM(E, A) icin; 0| puz € QM ((B,II-IIB)) ve 6 a4 € QM(A)
(Mckennon, 1977).

ispat. Vx €A vea,b € B icin;

16(a, b)xllg = 16(a, bx)llg < [lIO]lllllalllelllbxlle < l61llallllbllsllxle
ve benzer sekilde; [[x6(a, b)llz < [I6]lllllalllzllIbllglllxllz elde edilir. 6(a,b) i¢in
(5.47) sart1 saglanir. Dolayisiyla 6 (a, b) € B’dir.| 6 gy, ayr ayn siirekli olmasi, Kapali

Grafik Teoremi’nin basit bir sonucudur. Béylece; | 6 Bxg € QM ((E, ||-||§)) elde edilir
(Mckennon, 1977). x,y € A olsun. Teorem 5.15’ten x = cd olacak sekilde ¢ € A ve
d € A olsun. Yukaridaki ifadeden 6(x,y),6(d,y) € B oldugu ve dolayisiyla (5.58)’den
0(x,y) =c6(d,y) € A olur. Fakat (5.60)’dan x,y € Ave 8(x,y) oldugunu ima eder.
Simdi x,,y € Aolsun. A’da ||. ||z limiti x, olan bir {x,} dizisi oldugunu varsayalim.
€ > 0 olsun. Teorem 5.15’¢ gore ab =y olacak sekildle a€ A ve b €A vardir
(Mckennon, 1977). (5.51)’den sunu elde ederiz;

lién Sup;.lo=0”xa9(xn: y) - H(xn; y)”B
= lim sup;||1x,6 (x,, a)b — 0(x,, a)b|lg = 0 (5.65)
a

n=0,1,2...i¢in; ||x,0(x,, y) — 0 (xn, ¥)|lg < €/2 olsun (Mckennon, 1977).
Boylece;

Im||0 (x,, ¥) — 0(x0, Wz < Iml6(xp, ) — x40 (xn, Y) I 5
+10 Cxglxn — %0l Y5 + x50 (x0,¥) — 0 (x0, Y)lp < €/2
+@|l|9|||15|||xa|||5|||xn = xolllglllylllg +€/2 = €. (5.66)
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Béylece, 1lim||0(xp, y) — 6(xo,¥)llz = 0 olur. Lim||6(y, x,) — 6(y, xo)llz = 0 oldugu
n n

benzer sekilde kanitlanir. Boylece 8 € QM (A) olur (Mckennon, 1977).

Teorem 5.16. QM (A) ftzerindeki dogal kisitlama dontisimii, QM (é) lizerinde lineer
izometridir (Mckennon, 1977).

Ispat. 8 € QM(A) ve a,b € A olsun. Teorem 5.14’ten dolay1 a = dc olacak sekilde
c €A ve d €A vardir. Boylece; 8(a,b) = 0(dc,b) = dO(c,b) olur. Bu da, yine
Teorem 5.14’ten dolayr A’dadir. Bu durumda | 6 Axa €EQM (A ) oldugunu gosterir. Bu

kisitlama doniistimiiniin izometri oldugu agiktir (Mckennon, 1977).

Teorem 5.17. QM (E VA ) iizerinde A X A’ya kisitlanan dogal doniisim QM (é) izerinde

bir topolojik izomorfizmdir (Mckennon, 1977).

Ispat. S6z konusu doniisimiin QM (é) icine olmasi (5.61) ve Teorem 5.15°ten ¢ikar.
6 € QM(A) ve a,b €A clemanlarimi gdz oniine alalim. Teorem 5.14’ten, b = dc
olacak sekilde ¢ € A ve d € A vardir. (5.52) ve (5.46) denklemlerinden her a indisi igin

llx,lz < 1 oldugundan dolayz;

16(a, bl = 116(a, d)clly = lim]|6 (axqd)c],

= ligﬁllaH(xa,b)IlE < llallglliefllallblis (5.67)

olur (Mckennon, 1977). Béylece 6 sagdan ayri ayri ||-||g norm siirekli olur. Soldan ayr

ayri siirekliligi benzer sekilde ispatlanir. Boylece, tam olarak bir tane 6| E X E — E’ye
tamml1 ayr1 ayn siirekli bir genislemesi vardir. Boylece 6 € QM (E ,A) oldugu agiktir.
Dolayisiyla QM (E , A) elemanlarm1 A X A’ya kisitlayan bir ¢ dontsiimii Ortendir.
Boylece Teorem 5.16’nin bir sonucu olarak QM (A) tamdir. QM (E, A) tam oldugundan,

Kapal1 Grafik Teoreminden dolayr ¢’nin siirekli oldugunu gosterir. Ac¢ik Doniisiim

Teoreminden ¢ bir homeomorfizm oldugu ¢ikar (Mckennon, 1977).
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Teorem 5.18. w| QM(E,A) » EB*E ve 9| QM(B) » BA*4 kisitlama doniisiimleri
olsun. O halde w, QM (E) tizerine topolojik izomorfizm ve 9, QM (4) tizerine lineer bir

izometridir (Mckennon, 1977).

Ispat. 6, QM(Q) icine olmas1 Teorem 5.15’ten ¢ikar. w € QM(E) alalim ve a,b € A
olsun, (5.52)’ye gore;

lim|[6(a, b)—x46(a,b)||p = lim||6(a — xqa,b)llp =0 (5.68)
a a

oldugu i¢in (5.58)’e gore 6(a, b) € A olur. Ancak (5.60)’dan dolay1 6(a,b) € A olur.
Bu da 9‘nin QM(A) icine oldugunu gosterir. Teorem 5.17°den dolays; 6 | axa =9(6)
olacak sekilde 6 € Q(E,A) vardir. € >0 ve a,b € B olsun. (5.46)’dan dolay1; hem
160(a, b)x|lg = ||0(a,b)|lg — e hem de ||x0(a,b)|lz = 116(a, b)|lz — € olacak sekilde
x,y € E; vardir. (5.53)’ten dolay1 e.y = x olacak sekilde y € E ve e € A vardir

(Mckennon, 1977). Hewitt Faktorizasyon (Carpanlara Ayirma) Teoreminden, |le||z < 1

ve |lyllg < ||lx||g + € oldugunu varsayabiliriz. (5.46)’dan dolayz;

|5(a,b)||B—s

[8(a, el , = ||o(a b)e ||E = |[BCa, Y]] /Iyl = (5.69)

v
[Ivllg 1+¢

olur. Boylece (5.51) ile birlikte;

||§(a, b)||B —¢
1+¢

< ||§(a, b)e”B = li(rln”xag(a, b)e”B = ||8(x,a, be)||

< Im||[9(O)]llallxallzllallzlIblIzllellz < N9@)IlallallzlIblls  (5.70)

sonucunu verir. Buradan da anlasiliyor ki; w(@) € QM(E) ve |||a)(§)|||3 < [19(O)|l 4

oldugu anlasilir (Mckennon, 1977). Ters esitsizliginde gegerli oldugu asikardir.
Boylece, VO € QM (A) igin;

@), = 9@l - (5.71)



56

Teorem 5.17°den ¥ * w birebir drten oldugunu biliyoruz. w bire bir oldugu ve 9 ise érten
oldugu sonucu ¢ikar. Bu durumda w’nin bire bir oldugunu gosterebilirsek hem w’nin
hem de ¥’nin bire bir ve Orten oldugunu goérecegiz. Dolayisiyla (5.71) ve Teorem
5.17°den dolay1 9’nin bir izometri ve w’nin da topolojik izomorfizm oldugunu ima eder.
q € QM(B) ve q # 0 kabul edelim. q(r,t) # 0 olacak sekilde 7, ¢t € B olsun. Béylece
q(r,t)x # 0 ve xq(r,t) # 0 olacak sekilde x € E vardir (Mckennon, 1977). (5.46)’ya
gore baz1 s € A i¢in q(r, t)s # 0 oldugu ortaya ¢ikar. Boylece (5.51)’den dolayr;

0# llg(r, )sllp = limllxaq(r, )sllp = limllq(xar, ts)lls (5.72)

olacak sekilde baz1 {x,} ag1 i¢in; ||q(x,7, ts)|lg # O sonucu ortaya ¢ikar. Bu durumda,
[9(q)](x,r, ts) = q(x,7,ts) # 0 sonucu elde edilir. Boylece 9’nin bire bir oldugunu
gosterir (Mckennon, 1977).

Teorem 5.19. Z, {x,} agmi iceren ve hem de C’nin Z -maksimal hem de Z N E’nin
E’de yogun oldugu bir C alt kiimesi olsun. Bu durumda QM(E, g) = QM(E,Z)
(Mckennon, 1977).

Ispat. QM(E, g) (- QM(E, Z) oldugunun kanit1 C’nin Z’deki ||-|| -kapanisi olsun. Ve
6eQM(E Z ) olsun. Z minimal yaklagik birim elemanli Banach cebiri oldugundan ve
(5.16)’dan ZE ile EZ’nin E’de yogun oldugunu belirttiginden, Hewitt Carpanlara
Ayirma Teoreminden; E = ZE = EZ = ZEZ oldugunu gosterir (Mckennon, 1977).
Ayrica Teorem 5.1°1n ispatinda oldugu gibi x,y € E igin;

0(x,y)d = 0(x,yd) ve dOB(x,y) =6(dx,y) (5.73)

ve
1161l = sup{ll&(a,b)ll; a,b € E1} < o (5.74)

dir. Ve x € Z NE; vea,b € C olsun. Bu durumda;

16(a, b)xllg = 16(a, bx)|lg < [II6lllellallzlblislxllz < [6lllllalllblls  (5.75)
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olur ve benzer olarak;
Ix6(a, b)lle < ll16llellallzllblle (5.76)
olur. Dolayisiyla (5.47) denklemi saglanir (Mckennon, 1977).
0(a,b) €C (5.77)

ifadesinin tim a,b € C i¢in gegerli oldugunu gosterir. Simdi 6 € QM(E; Z), x,x €EE

ve ¢, c € C olsun. € > 0 olmak iizere; (5.49) ve (5.57) geregince dyle a, a € A secelim ki;

&

X—allgt+|x—a 5.78
| e ”_ —”E 8|||9|||E||c||C||£||£(||£||E+||x||5+||a||E+||g||E)+1 (5.78)
olsun. z, z € Z segelim Ki;
&
Iz = clle + |z — ¢l < 579)

E " slliollgllal (lclclalz+zl ;+lalc )+ (aaz)l +lco(aa)] +1
(5.73) ve (5.74) denklemlerinden sunu elde ederiz;

19 (cx, xc) — c(x, x)cl|, < [|6(cx, xc) — 6(ca, xc)||,
+|6(ca, xc) — 6(ca, ac)|, +[6(ca ac) - 6(ca, az)],
+||6(ca, az) - 6(za, az)|, +||z6(a, az) - c6(a, az)|,
+[[co(a.a)z - ct(a,a)c|, +||ct(a a)c - co(x, a)c]|,
+ [|co(x, a)e — co(x, x)cll,
< liellisliclclix = allgllx]l Nl
Hllellgllcliclallsllx - all llll. + llz = cllgl|6(a az)]|,
+lco(a @)l Nz = clig + liclclle]l Motz llall lla - xllg
+lellellell Motz Nxlzlla — x|,

< S i i i i i (5.80)
8 8 8 8 8 8 8 8
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Bu, 8 € QM(E;C) oldugunu gosterir (Mckennon, 1977).

Teorem 5.20. L'(G) grup cebiri minimal bir ultra-yaklasik birime sahiptir (Mckennon,
1977).

ispat. T € LM(L*(G)) igin herhangi bir minimal ultra-yaklastk birimi {ag} olsun.
Wendel Teoremi’ne gore; p € L'(G) olacak sekilde ¢ € M(G) vardir. T(p) = @ *p

olur. Bu durumda Vh € L'(G) igin;

m||h « T(ag) — h* ¢lly = lim||(h* ¢) — (A * @) * agll =0 (5.81)
a a

LY(G), M(G)’de bir ideal oldugundan {h = T(ag)} dizisi L'’de Cauchy dizisi olur.
K € RM(L*(G)) ise benzer sekilde Va € L*(G) igin;

lilgnllL(aB) xh—Axh| = liénllaB x Axh— Axh|
— ligl||/1 *h— Axh|| =0 (5.82)

Buradan da V h € L'(G) icin; {L(ag) * h} dizisi L'(G) Cauchy dizisidir. Bu durum,

Teorem 8’den dolay1 (ap)’nin ultra-yaklasik birim oldugunu gosterir (Mckennon, 1977).
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6. SONUCLAR VE ONERILER

6.1. Sonuclar

Bu tez calismasinda, Banach cebirlerinin Arens regiilerligi sistematik bigimde ele
almmis; Ozellikle ¢ift dual uzayda tanimlanan Arens carpimlar1 arasindaki Ortiisme
(esitlik) durumlari ayrintili olarak incelenmistir. Calismanin temel amaci, Arens
regiilerligi kavraminin Banach cebirlerinin yapisal 6zellikleri iizerindeki etkilerini

kavramsal ve uygulamali diizeyde ortaya koymaktir.

Tezin ilk bolimlerinde verilen temel tanim ve kavramlar, tigiincii, dordiincii ve besinci
boliimlerde detaylandirilan ileri diizey yapilart anlamada 6nemli bir temel olugturmustur.
Arens regiilerligin karakterizasyonlar1 sunulmus ve O6zellikle kapali alt cebirlerin bu
ozelligi korudugu gosterilerek onemli bir yapisal stabilite ortaya konmustur. Ayrica, zayif
Arens regiiler Banach cebirleri iizerinde tanimlanan kuazi ¢arpanlar ve bu ¢arpanlarin

olusturdugu uzaylarin topolojik 6zellikleri analiz edilmistir.

Calismada kuazi (yar1)-carpanlarin, klasik carpan kavraminin 6tesine gegerek Banach
cebirlerinde genisletilmis bir yapisal ¢ergeve sundugu goriilmiistiir. Bu baglamda,
yaklagik birimlere sahip Banach cebirleri ve L'(G) gibi grup cebirleri iizerinde yari-

carpanlarin davraniglar1 detaylandirilmis, 6rnekler ve teoremlerle desteklenmistir.

Elde edilen baglica sonuclar su sekilde 6zetlenebilir:
e Arens regiilerligi, Banach cebirlerinde ¢arpma isleminin ¢ift dual uzaya nasil
genisletilecegini belirleyen temel bir kriterdir.
e Bir Banach cebirinin Arens regiiler olmasi, kapali alt cebirleri i¢in de ayni
ozelligin saglandigini garanti eder.
e Zayif Arens regiiler Banach cebirlerinde kuazi ¢arpanlarin olusturdugu uzaylar,

cebirsel oldugu kadar topolojik olarak da anlamli yapilar tasimaktadir.
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Kuazi-siki topolojiler, bu ¢arpan uzaylari tizerinde saglanan siireklilik kosullarinin
daha derin analizine olanak tanimaktadir.

Yari-carpan kavrami, oOzellikle yaklasik birimi olmayan Banach cebirlerinde
carpan kavraminin zayiflatilmis ancak uygulanabilir bir versiyonu olarak iglevsel

goriinmektedir.

6.2. Oneriler

Bu c¢alisma kapsaminda ulasilan sonuglar temelinde, asagidaki akademik ve arastirmaya

doniuk Onerilerde bulunulabilir;

Arens regiilerlik kavrami, degigmeli olmayan Banach cebirleri 6zelinde daha fazla
arasgtirilmali ve ¢arpan teorisiyle iligkisi derinlestirilmelidir.

Kuazi c¢arpan uzaylar1 tizerinde tanimlanan topolojilerin, operator teorisi ve
harmonik analizdeki uygulamalari arastirilmaya aciktir.

Yari-garpanlar kavrami, C*-cebirleri disindaki yapilar i¢in de genellenerek daha
genis cercevelerde incelenebilir.

Bu c¢alisma, Banach cebirlerinin topolojik ve cebirsel yonlerinin birlikte ele
alimmasinin ne kadar verimli olabilecegini gostermistir. Bu baglamda, gelecekte
norm-topoloji uyumu igeren daha karmagsik yapilarin (6rnegin, modiiller veya
topolojik ciftler) incelenmesi onerilmektedir.

Tezde ele alinan sonuglarin, bilgisayarli cebir sistemlerinde (computer algebra
systems) sembolik analiz ve yapi tanima algoritmalarma entegre edilmesi

yoOniinde uygulamali arastirmalar yapilabilir.

Sonug olarak, bu tez ¢aligmasi Banach cebirlerinin Arens regiilerligi ile kuazi ve yari-

carpan kavramlarini biitlinciil bir bakis acistyla ele almis; bu yapilar arasindaki iliskilerin

hem teorik hem de uygulamali anlamda anlasilmasina katki saglamistir.
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