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OZET

BANACH UZAYLARI UZERINDEKI BiR BUCUK- GEGIiSLi VE YERELLESTIRME
OPERATOR CEBIRLERI

Elif DEMIR

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. Omer GOK

Bu calismada Banach uzaylari lizerindeki operator cebirlerinin gecisli ve yerellestirme
cebiri olma durumlari incelenmistir. Vladimir G. Troitsky tarafindan tanimlanmis olan
Banach uzaylarindaki minimal vektorler yontemi kullanilarak bir T operatoriniin

komutant kiimesi {T}C nin yerellestirme cebiri olmasiile T nin hiper degismez alt uzaya
sahip olmasi arasindaki iliski arastiriip, T operatériiniin adjointi T~ icin gerekli sartlar
incelenmistir. Buna ek olarak X', X Banach uzayinin topolojik duali olmak iizere bir

kompakt operator iceren A < B(X) cebirinin ve A" c B(X") dual cebirinin AT = B(X)
ifadesini saglamasi icin gereken kosullar arastirilmistir. Ayrica zayif kompakt bir
operator iceren A cebiri icin de benzer durumlar incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Operator cebiri, gegisli cebir, yerellestirme cebiri, minimal vektor,
hiper degismez alt uzay
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SESQUITRANSITIVE AND LOCALIZING OPERATOR ALGEBRAS ON BANACH
SPACES
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In this study, the conditions of the transitive and localizing operator algebras on
Banach spaces are investigated. By the minimal vectors method, which is defined by
Vladimir G. Troitsky, the connection between being a localizing operator algebra

of{T}c, which is the commutant set of the operator T, and having a hyperinvariant

subspace of T is searched for. Also required situations for T~ which is the adjoint
operator of T are dealed. In addition to this, for the topological dual space X  of a
Banach space X, some circumstances of an algebra A < B(X) and its dual algebra

* * . . . . —WoT
A < B(X), which contains a compact operator, to satisfy the equation A = B(X) are
investigated. Also, similar conditions are investigated for the algebra A which contains
a weakly compact operator.
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hyperinvariant subspace
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

“ Bir X Banach uzayi Gzerinde tanimh T: X — X surekli lineer operatéri X iginde asikar

olmayan, yani, {O} ve X ten farkl kapali degismez alt uzaya sahip midir? ” sorusu

degismez alt uzay problemi olarak bilinmektedir ve bir cok matematikginin tizerinde
cahistigl bir konudur. Kapali bir E < X alt uzayinin bir T operat6ri altinda degismez

kalmasi icin T(E) < E ifadesi saglanmalidir. Bunun yani sira eger kapali E X alt uzay1 T
operatori ile degismeli olan operatorlerin kiimesi olan komutant kiimesi {T}c altinda

degismez kaliyorsa E ye T- hiper degismez alt uzay denir. Eger X Banach uzayi ayrilabilir
degilse, yani, sayilabilir yogun bir alt kiimesi yoksa, bu uzay lzerindeki her operatér

asikar olmayan kapali bir degismez alt uzaya sahiptir.

Degismez alt uzay problemine iliskin elde edilmis bazi olumlu sonuglar bulunmaktadir.

En gbze carpani ise Lomonosov’ un degismez alt uzay teoremidir, [1].

Lomonosov’ un Teoremi: Bir Banach uzayi Gzerinde sirekli olan bir T operatori birim
operatorle bir carpimdan farkh olan bir S operatoriiyle degismeli ve S de sifirdan farkh
kompakt operatorle degismeliyse, T asikar olmayan bir kapali degismez alt uzaya

sahiptir.

Buna ek olarak, X bir kompleks Banach uzayi ise ve T operatorii birim operatorin bir
kati degilse o zaman T nin bir hiper degismez alt uzayi vardir, [1]. Hooker, reel durumda
da hiper degismez alt uzayin bulunabilecegini, ancak buna ek olarak T operatoriiniin bir

reel- indirgenemez kuadratik denklemi saglamamasi gerektigini ispatlamistir, [2]. Buna



ragmen, genelde reel ve kompleks Banach uzaylarinda degismez alt uzayl bulunmayan

operatorler mevcuttur, [3],[4].

Bir T operatoriiniin komutanti {T}C zayIf operator topolojisine gore (WOT) kapali bir

cebirdir ve {T}C nin gecisli cebir olmasi icin gerek ve yeter kosul T nin hiper degismez
alt uzaya sahip olmamasidir. [3],[4] e gbre Banach uzaylar Gzerindeki operatorlerin
zayif operator topolojisine gére yogun olmayan gecisli cebirleri mevcuttur. Buna
ragmen, bilinen bazi durumlar vardir ki cebirlerin gecislilik ile birlikte zayif operator
topolojisine gére yogun olma durumlari s6z konusudur. Ornegin, her kesin gegisli cebir
zayIf operator topolojisine gore yogundur, [5], [6]. Ayrica [1] in cebirsel versiyonu iddia

etmektedir ki A, kompleks bir Banach uzayi lzerinde kompakt operatdr iceren bir
—WOoT
gecisli cebirise ozaman A = B(X) olur.

Minimal vektoérler metodu Banach uzaylari Gzerinde ilk olarak Troitsky tarafindan
cahsilmistir, [7]. Ayrica Ansari ve Enflo tarafindan, bir Hilbert uzayr Ulzerindeki
operatorlerin belli siniflarina ait degismez alt uzaylarinin varligini ispatlamak icin
tanimlanmistir, [8]. Pearcy bu metodu Lomonosov’ un teoreminin bir versiyonunu
ispatlamak icin kullanmistir. Troitsky ise [9] u baz alarak bu metodun Banach

uzaylarinda uygulanacak sekilde bir versiyonunu sunmustur, [7].

1.2 Tezin Amaci

Biz bu calismada, bir A < B(X) cebirinin hangi kosullar altinda A= B(X) ifadesini
" —*WOT «

gercekledigini inceledik. Benzer sekilde A dual cebirinin A = B(X' ) ifadesini nasil

gerceklediginin lzerinde durduk. Buna ek olarak T operatoriinin komutant kiimesi

{T}c nin yerellestirme cebiri olmasi ile T nin hiper degismez alt uzaya sahip olmasi

arasindaki iliskiyi arastirdik ve bunu T operatériiniin adjointi T  icin de uyguladik.

Bunun igin de Banach uzaylar Uzerinde minimal vektér ve minimal fonksiyonel

metodunu kullandik, [7].



1.3 Hipotez

Bir T operatoriniin komutanti {T}C nin gecisli cebir olmasi icin gerek ve yeter kosul T

nin hiper degismez alt uzaya sahip olmamasidir. Ayrica {T}C bir yerellestirme cebiri ise
T bir hiper degismez alt uzaya sahiptir.

A, kompleks bir Banach uzayi lzerinde kompakt operator iceren bir gegisli cebir ise o
zaman KWOT: B(X) olur. Buna ek olarak, X bir reel Banach uzayi olmak Uzere B(X) in

kompakt operator iceren her bir bucuk- gecisli alt cebiri A igin KWOT: B(X) ifadesi

saglanir.



BOLUM 2

ON BILGILER

Bu boliimde calismamizin icinde yer alan temel tanim ve teoremleri verecegiz.

Tanim 2.1 K bir kiime ve K lizerinde toplama (+) ve carpma (.) islemleri tanimlansin.

Asagidaki aksiyomlari saglayan K kiimesine bir cisim denir.

i. Her x,y eK icin x+yeK ve xy eK.
ii. Her x,y €K iginx+(y+z)=(x+y)+z.

iii. K icerisinde bir tek sifir (0) elemani bulunabilir ki her xeK icin x+0=0+x=0

esitligi saglanir.

iv. Her x e K icin bir tek -x e K bulunabilir ki x +(-x)= 0 esitligi saglanir.

v. Her x,y eK igin x+y=y +x.

vi. Her x,y €K i¢in xy =yx.

vii. Her x, y,zeK iginx(yz)=(xy)z.

viii. Her x e K igin x.1 = x esitligini saglayan K nin bir tek 0 =1 (bir) elemani vardir.

ix. Her 0#xeK ya karsilik xx™ =1 esitligini saglayan K icinde bir tek x™* elemani

vardir.
X. Her x, y,zeK igcinx(y +z)=xy +xz, (y +z)x = yx +zx esitlikleri saglanr.

Reel sayilar kiimesi R yukaridaki aksiyomlari sagladigindan bir cisimdir.



Tanim 2.2 E bos olmayan bir kime ve K cismi R (reel sayilar kiimesi) veya C

(kompleks sayilar kiimesi) olsun.

+ExESE , (xy)ox+y,

KxE—>E , (ax)—ax,

doénistmleri ile toplama ve ¢arpma islemleri tanimlansin. Asagidaki kosullar saglansin.
i. Her x, y,zeE igin x+(y+z)=(x+y)+z,

ii. Her x, y €E icinx+y=y +x,

iii. Her x € E icin x + 0 = x esitligini saglayan E icinde bir tek O (sifir) elemani vardir.

iv. Her x € E igin x + (-x) = 0 esitligini saglayan bir tek -x € E vardir.

v. Her x e E i¢in 1.x = x.

vi. Her x €eE ve a,b €K icin (ab)x = a(bx).
vii. Her x, y €E ve aeK igina(x+y)=ax +ay.
viii. Her x e E ve a,beK igin(a+b)x=ax+bx.

Bu durumda E ye K Gzerinde bir vektor uzayi (lineer uzay) ve elemanlarina da vektor adi
verilir. K=R alinirsa E ye bir reel vektér uzayi ve K=C alinirsa E ye bir kompleks

vektdr uzay adi verilir.

Ornek 2.3 E=R", K= olsun.

X=(Xy X, ) » Y=(Y1,-Y, ) € E icin toplama islemini su sekilde tanimlayalim:
X+y=(X+Y,,.., X +V,)

Bir ac R sayisiile x=(x,,...,x, ) € E vektdriiniin garpimi

ax=(ax,..,ax,)

ile tanimlansin. Bu ¢arpma ve toplama tanimlariile R" bir vektor uzayidir.

Tanim 2.4 E bir vektor uzayi ve E icinde {xl,xz,...,xn} vektorlerin bir kiimesi olsun.



a,X, +a,x, +...+ax, =0 (2.1)

denkleminin ¢6zim kiimesinde hepsi birden sifir olmayan {al,az,...,an} sayilari varsa

X,,..,X, vektorlerine lineer bagimli, aksi halde lineer bagimsiz denir.

Tanim 2.5 E bir vektér uzayr ve z,x,,..,x, E i¢inde vektdrler olsun. Eger

n

Z=C X, +CX, +...+CX, (2.2)

olacak bicimde K cismi icinde c,,c,,...,c, sayillar varsa z ye x,,...,x, vektorlerinin bir

lineer kombinasyonu adi verilir.

F, E vektor uzayinin bir alt kiimesi olsun. E i¢cindeki her vektor F nin elemanlarinin bir

lineer kombinezonu ise F kiimesi E vektor uzayini gerer denir ve E = spanfF ile gosterilir.
Tanim 2.6 E ve F vektor uzaylari, T: E — F donlsimu asagidaki kosullari saglasin.
Herx,y € Eicin T (x +y) =T(x) + T(y)

Her x € Eve a € Kicin T(ax) = aT(x)

Bu durumda T donlsiimiine bir lineer operator denir.

Lineer operatorin tanimindan T(-x) = -T(x) ve T(0) = 0 olduguna dikkat edelim.

Tanim 2.7 E , F vektor uzaylarive T: E — F birebir, 6rten bir lineer operator olsun. T

nin tersi T ile ifade edilir ve

(1) T':F>E,

(2) Herx € Eigin T* (Tx) =x,
(3) Hery e Figin T(T'y) =y dir.

T:E — F birebir, 6rten lineer bir operatér ise T :F —E dénligimi de birebir, drten

lineer bir dontisimdadir.

Tanim 2.8 E, F, G vektor uzaylarive T: E — F, S: F—>G operatorler olsun. x € E igin
Tx € Foldugundan S( Tx ) € G dir. Eden G ye ( ST )x = S( Tx ) ile tanimli dontsiimiine S

ile T nin bileskesi denir ve ST ile gosterilir.



T:E—> F, S:F—>G birebir ve érten olsun. Tanimi kullanarak ( ST )'1 =T7S? elde
edilir.

Tanim 2.9 E, F vektor uzaylarive T : E — F lineer bir operator olsun.

CekT = T*({0}) = {x €E:Tx =0} kiimesine T nin sifir uzayi (cekirdegi) adi verilir.

Tanim 2.10 E bir K cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun.||-|| E->R, x —>|| X || seklinde
tanimh donlisime asagidaki kosullari saglarsa E Gzerinde bir norm adi verilir.

1. Her x €E igin || x || =20,

2. erve||x||=0<:>x=O,

7

3. Her xeE ve aeK igin” ax ||=|a||| X

4. Her x,y €E icin || X+y ||£|| X ||+|| y || (Uggen esitsizligi).
Bu durumda (E, ||.||) ciftine bir normlu vektér uzayl adi verilir. Uzerinde norm
tanimlanmis bir uzaya normlu uzay adi verilir.

Ornekler 2.11 Normlu uzaylar icin asagidaki drnekler verilebilir.

1. E=Rolsun. xe R icin || X || :|x| tanimi ile | , R Uzerinde bir norm belirtir.

2.1<p< wigin £ = {x=(xn):z‘xn
n=1

P
<oo} uzayini alalim ve E= £ olsun.

1

P
P .
X j tanimi ile |

n

, Ep Uzerinde bir norm belirtir.

n=1

K=(x) € £ igin x| = [z

Tanim 2.12 E, F normlu uzaylar, T : E — F lineer bir operatér ve x, € E olsun. Verilen
her € > 0 icin bir & > 0 sayisi bulunabildiginde || x-x,|| < 6 icin || Tx-Tx,[|< €

oluyorsa T lineer operatériine x, da surekli denir.

Tanim 2.13 E, F normlu uzaylar ve T : E — F lineer bir operator olsun. Her x € E igin

|| Tx || £ M || x || esitsizligini saglayan bir M > 0 sayisi varsa T lineer operatoriine sinirli

operator adi verilir.



Ornek 2.14 Sinirl dizilerin uzayr /= {x =(x,): sup|x,|< o } olmak Uzere
T:0,>40,

T(X, )X,y ) = (X +X,, X, +X5,.00) (2.3)

ile tanimli T operatoru lineer ve sinirhidir.

Tanim 2.15 E bir vektor uzayi ve K reel veya kompleks sayilarin cismi olsun. f : E — K

lineer operatoriine bir lineer fonksiyonel denir.

Teorem 2.16 E, F normlu uzaylar ve T : E — F lineer bir operator olsun. Asagidakiler

denktir [10].

(1) T operatéri x, € E de streklidir.
(2) T operatori her yerde sureklidir.
(3) T operatori sinirhidir.

ispat (1) = ( 2): T operatérii x, € E de siirekli ve € > 0 olsun. Bu durumda & > 0 sayisi
bulunabilir ki || x-x, || < 6 oldugunda || Tx-Tx, ||< € olur. Keyfi bir z € E alalim. Her
x € Eigin || x-z | <3 olsun. [[x, -(x-z+ X, )|| <& ve T nin lineer olmasindan

|| Tx-Tz || < ¢ elde edilir.

(2) = (3): T operatori her yerde stirekli oldugundan 6zellikle 0 € E icin de streklidir. O

halde ¢ = 1 igin bir 6 > 0 sayisi bulunabilir ki || x || < & oldugunda || Tx || <1

saglanir. y = 0 icin T( 0 ) = 0 oldugundan problem yoktur. y #0 kabul edebiliriz. Bu

) . 2
durum iciny = ”—X” olsun. Boylece || T(EY) || <1 oldugundan M = g secerek her
X

x € Eigin || Tx || < M|| x || saglandigindan T lineer operatoru sinirlidir.

(3) = (1): T lineer operatérinin sadece 0 da slrekli oldugunu gostermek yeterlidir.
€ > 0 verilsin. T nin sinirlihgindan bir M > 0 sayisi bulunabilir ki her x € E icin

|| Tx || < M|| x || olur. Yogunluk teoreminden dolayi bir & > 0 sayisi bulunabilir ki
0<0 < % saglanir. O halde || x || < 6 oldugunda || Tx || £ 6 M < ¢ elde edilir. Bu da

T lineer operatérunin surekliligini verir.



Tanim 2.17 (E, ||.||) normlu bir uzay olsun. f : N —E tanimli fonksiyonuna E iginde bir

dizi adi verilir. (f( n) ) = (x, ) ile gosterilir.
Tanim 2.18 (E, ||.||) normlu bir uzay ve (x ) E iginde bir dizi olsun.

limx,=x € E < Verilen her ¢ >0 igin bir n, sayisi bulunabilir ki n >n, oldugunda

I x,-x || < € saglanir. Bunu saglayan bir diziye yakinsak dizi adi verilir.

Tanim 2.19 (E, ||.||) normlu bir uzay ve (x_ ) E iginde bir dizi olsun. Verilen her £ >0 igin
bir n, sayisi bulundugunda her n, m >n, icin || x - x_ || < € oluyorsa (x,) dizisine E
icinde bir Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.20 (E, ||.||) normlu bir uzay olsun. Eger E icindeki her Cauchy dizisi E deki

norma gore yakinsak ise E uzayina bir Banach uzayi (veya tam uzay) denir.

Ornekler 2.21 Banach uzaylari icin asagidaki 6rnekler verilebilir.

1. 1< p< o igin {x=(xn) : an
n=1

P <oo} uzayi x =(x,) € £_ igin

Xn

Il (3

p
p . .
j normuna gore bir Banach uzayidir.

2. Sinirh dizilerin uzayr ¢ :{x:(xn): sup|xn|<oo} Uzerindeki supremum normuna

gore, yani, x =(x ) € ¢ igin

|| X || = sup|x, | normuna gore bir Banach uzayidir.

Tanim 2.22 X bir Banach uzayl olsun. X uzay! Uzerinde tanimh tim sirekli lineer
operatorlerin kiimesi B(X) ile gosterilir. Yani,

B(X) = {T | T:X — X siirekli, Iineer} seklindedir ve T, S € B(X) igin

(T+S)x)=T(x)+S(x),x e X (2.4)

olarak toplam tanimlansin.

K=R veya K=C olsun. Bira € Kve T € B(X) i¢cin carpimi ( aT )( x ) = aT( x ) olarak
tanimlansin. Bu ¢arpma ve toplama islemlerinin tanimlari ile B(X) bir vektor uzayidir.

9



ispat: (1) Her T, S, N e B(X) icin
[T+(S+N)I(x)=T(x)+(S+N)(x)
=T(x)+(S(x)+(N)(x))
=[ T(x)+S(x)]1+(N)(x), V xeX
O halde
T+(S+N)=(T+S)+N
ifadesi gergeklenmis olur.
(2) Her T, S € B(X) igin
(T+S)(x)=T(x)+S(x)
=5(x)+T(x)
=(S+T)(x), V xeX
O halde
T+S=S+T
ifadesi gergeklenmis olur.
(3) O(x) =0, V xeX. O halde sifir operatérii O, B(X) in sifiridir.
(4) Her TeB(X) igin -T € B(X) operatorii (-T)(x)=-T(x) esitligini saglar.

(5) Her TeB(X) icin (1.T )(x)=1.T(x) =T(x ), xeX oldugundan 1.T = T ozelligi

saglanir.

(6)a, b € K, T € B(X) ve xeX igin

[(ab)T](x)=(ab)T(x)
=a(bT(x))
=a(bT)(x)

Oldugundan

(ab)T=a(bT)

saglanir.
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(7)T,S € B(X), ae Kve xeXigin

[(a+b)T](x)=(a+b)T(x)
=aT(x)+bT(x)
=(aT+bT)(x)

oldugundan

(a+b)T=aT+bT

saglanir.

O halde B(X) bir vektor uzayidir.

Tanim 2.23 E ve F normlu uzaylar, T : E—F sinirh bir lineer operatér olsun. O zaman T

operatorinun normu || T || asagidaki birbirine denk esitliklerle verilir.
o| Tl =sup{lITx| : [Ix]I<1}
o Tl =sup{lITx| : [Ix]| =1}

T
o T =sup{ H:x:ﬁO,er}

o| Tl =inf{M>0: || Tx|| <M.|x]||,xeE}

Tanimdan, her xe X igin

Tl < [Tl (2.5)
esitsizligi gecerlidir.

B(X) uzayi || T || = sup || Tx || operatdr normu ile bir normlu uzaydir.

<1
Ispat: (1) Her T € B(X) igin, || Tx || = 0 olur. Tx € X ve X normlu uzay oldugu icin

|| T|| = 0saglanir.
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(2) TeB(X), || T || =0igin sup| Tx || = 0 olacagindan || Tx || = 0 olur. Tx € X ve X

II<1
normlu uzay oldugu icin her x € X i¢in Tx = 0 saglanir ki bu da T = 0 ( sifir operatori)

olur.
Tersine, T € B(X) ve T = 0 (sifir operatéri) igin || Tx || = 0 ve dolayisiyla sup || Tx || =0
[Ixll<1

olacagindan || T || = 0 elde edilir.
O halde her T € B(X) igin, ||T || =0 < T =0 saglanmis olur.
(3) Her T € B(X) ve a€K igin

| aT || = sup || (@T)x || = sup | a(Tx) ||
<1

[Ixll<1 [Ixll<
Burada a(Tx) € X ve X normlu uzay oldugu ve |a| >0 oldugu icin,

sup || a(Tx) || = sup |al.|| Tx ||

[Ixll<1 [Ixl[<1

= |al.sup || Tx ||

[
=a.|[ T
olur, boylece
[aT[[=a. T
saglanir.
(4) T, S € B(X) icin Ucgen esitsizligi saglanmalidir.

[T+ S =sup[ (T+S)x)|

Ills1
seklindedir.
| (T+ S)x) | =] T(x) + S(x) || ve T(x), S(x) € X ve X normlu uzay oldugundan
[T+ SO [ < IT0) ]+ 1] S(x) ]
olur. || x || £1 UGzerinden supremum alinirsa,

sup || T(x) + S(x) [| < sup [| T(x) [| + sup || S(x) || (2.6)

[xlI<1 lIxl[<1 lIxl[<1
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elde edilir ki béylece

[T+SI<IT+lSI

saglanir.

O halde B(X) normlu bir uzaydir.

Ayrica B(X) yukarda tanimlanan operatér normuna gore bir Banach uzayidir.

Teorem 2.24 E, F normlu vektdr uzaylari ve E den F ye tanimh tim sinirli lineer
operatorlerin uzay! B(E, F), operatdor normuna gore bir normlu vektor uzayidir. Eger F

bir Banach uzayi ise B(E, F) de bir Banach uzayidir [10].

Ispat: T € B(E, F) ve || T || = 0 olsun. Bir xeE igin,

I < ATl

esitsizliginden || Tx || = 0 elde edilir. O halde T = 0 operatoériddr.
xeE igin,

FCS+T)O) ([ (ES T+ TPl

oldugundan birim kiire Gizerinden supremum alinirsa

[S+T [ =sup || (S+T)(x)I<[SI+ITI (2.7)

lIx[I=1

Uggen esitsizligi elde edilir. acK ve Te B(E, F) i¢in

[ aT || = sup || aTx [| = [a].|| T ] (2.8)

[Ixll=1

elde edilir. O halde B(E, F) bir normlu uzaydir. Simdi F bir Banach uzay: ise B(E, F) nin bir

Banach uzayi oldugunu gorelim.

(T ) bu uzayda bir Cauchy dizisi ve € > 0 olsun. Bu durumda bir n, sayisi bulunabilir ki

hern,m2n, icin || T —T_|| < € saglanir. Bir xe E alalim. O zaman n, m>N i¢in
[ Tox =Tl = (T, =T x i

< AT =T A1l
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<l x|

olur. O halde (T x) F iginde bir Cauchy dizisidir ve F nin Banach uzayi olmasindan dolayi
(T x ) dizisi yakinsar. Bu dizinin limiti xeE keyfi oldugundan T: E —F tanimli bir

doénidsim igin lm T.x = Tx olsun. $imdi bu T dénisiiminin lineer ve sinirh oldugunu
gorelim.

T nin lineerligi:

X,y €Eigin

T(x+y)=IlimT (x+vy)

=limT x+ lim Ty

n—o0 n—o
=Tx+Ty
acKvexekEicgin

T(ax)=1limT (ax)

=alim T x

=a(Tx)
O halde T lineer bir operatordiir.
T nin sinirlihgr:
Her xeEve herne N icin

| Tox=Tx[[=lim || Tx- T x[|<ellx[,(n=zn,) (2.9)

olur. Dolayisiyla her xe E igin

[Tl - T T+ T < (e + (1T 1) x| (2.10)

olmasi T operatorindn sinirli olmasini gerektirir.

(T ) dizisinin T ye operatér normuna gore yakinsadigini gérelim.
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| T.-Tl=sup| Tx=Tx[<e,(n=n,) (2.11)

[IxlI=1
esitsizligi bize lm T =T yiverir. O halde B(E, F) bir Banach uzayidir.
Bu teoremin bir sonucu olarak, X Banach uzayi olmak Gzere B(X, X) = B(X) kiimesinin de
Banach uzayi oldugunu soyleyebiliriz.
Onerme 2.25 E, F, G normlu uzaylar, Te B(E, F) ve SeB(F, G) olsun. STeB(E, G) ve
ST <[ SI[.II'T[ olur[10].
Ispat: x, yeE icin
(ST)x+y)=S(T(x+y))=S(Tx+Ty)=S(Tx)+S(Ty)
oldugundan ST toplamsaldir. ac K ve her xe E i¢in
ST(ax)=S(aTx)=aST(x)
oldugundan ST lineerdir. Simdi ST nin sinirhligini gérelim. Her xe E i¢in
STl = FSCT) [[< ]S LT A1 x ]
oldugundan

| STl =sup [ (ST)x[[<[SI.IITI

<1
elde edilir.

Tanim 2.26 (E, ||.||) normlu bir uzay ve x, €E, r >0 olsun. x, merkezli r yarigaph kapal

yuvar, acik yuvar ve kire sirasi ile
(1) Blxo, rl={x: || x-x, || <r}
(2) B(xg, r)={x: || x-x,]| < r}
(3)S[xy, r1={x: [ x-%,| = r}
olarak tanimlanir.

Tanim 2.27 (E, ||.||) normlu bir uzay ve A < E olsun. Bir x,e E ver > 0 igin

A < B(x,, r) oluyorsa A kiimesine normlu uzayda sinirli bir kiime denir. O halde bir A
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kiimesinin sinirli olmasi igin gerek ve yeter kosul bir r > 0 sayisi bulunabilir ki hera € A

icin ||a||< r olmasidir. Béylece bir (x_ ) dizisinin sinirli olmasi igin gerek ve yeter kosulun

IIx, ]l <M, n=1,2,.. olacak bi¢cimde bir M > 0 sayisinin bulunabilmesidir.

Tanim 2.28 (E, ||.||) normlu bir uzay ve A  E olsun. (x_) A da herhangi bir dizi olsun.

Eger (x, ) dizisi A daki bir elemana yakinsiyorsa A kiimesine kapalidir denir.

Tanim 2.29 (E, ||.||) normlu bir uzay ve A — E olsun. E uzayinda A yi igeren tim kapali

kiimelerin koleksiyonunun kesisimine A nin kapanisi denir ve Aile gosterilir. A kiimesi

de kapal bir kiimedir.

Teorem 2.30 (E, ||.||) normlu bir uzay ve A — E olsun. A nin kapali olmasi igin gerek ve

yeter kosul A = A olmasidir [11].

Tanim 2.31 X bir normlu uzay, EcX ve 0<A <1 olsun. Herhangi x, y € E icin

AXx+(1- A)y €E oluyorsa E ye konveks kiime denir.

Tanim 2.32 X normlu bir uzay ve AcX olsun. A yi iceren bitin konveks kiimelerin
kesisimi A kiimesinin konveks kabugudur ve co(A) ile gosterilir. Benzer sekilde A vyi
iceren tim kapal konveks kiimelerin kesisimi A nin kapali konveks kabugudur ve co (A)
ile gosterilir.

Tanim 2.33 X normlu bir uzay, A < X ve x € X olsun. Eger A kiimesi x noktasinin bir
komsulugunu igeriyorsa yani, B( x, & ) A olacak sekilde bir 6 =5 (x) > 0 sayisi varsa x
noktasina A nin bir i¢c noktasi denir. A kiimesinin tim i¢ noktalarinin kiimesine de A nin
ici denir.

Ayrica, icine esit olan yani her noktasi i¢ nokta olan kiime agik kiimedir.

Tanim 2.34 X bir normlu uzay, p da bu uzayin agik alt kiimelerinin her hangi bir

toplulugu ve E — X olsun. Eger E = U A ise p topluluguna E nin bir agik 6rtlist denir.
Aep

Eger E kiimesinin her acgik ortlisliniin sonlu alt 6rtlsi varsa E ye kompakt bir kiime

denir.

Tanim 2.35 X bir Banach uzayi ve P: X—X olsun. P>= P kosulunu saglayan P sinirl

lineer operatdriine idempotent denir.
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Tanim 2.36 X bir vektor uzayl, Y ve Z de alt uzaylar olsun. Egerye Y ve z € Z iken

her xe X, x = y + z seklinde tek tiirli yazilabiliyorsa X e, Y ve Z alt uzaylarinin direkt

toplami denirve X =Y @ Z seklinde gosterilir.

Tanim 2.37 X bir vektdr uzayi olsun. x, € X igin H = x, + Cekh seklindeki kiimesine X
uzayinda x, elemani boyunca bir hiperdizlem denir. Burada HcX ve h X (izerinde

sifirdan farkli bir lineer fonksiyoneldir.

Tanim 2.38 L bir vektor uzayi, K bir cisim ve 1 L lizerinde bir topoloji olsun. Asagidaki

iki kosul saglaniyorsa (L, t) ciftine K izerinde bir topolojik vektor uzayi denir.
(1) (x,y) >x+y L xLden Lye surekli
(2) (A, x) > Ax  KxLden Lye sirekli

Tanim 2.39 L bir topolojik vektor uzayi ve A L olsun. Eger L de sifirin her komsulugu U

icin sonlu bir A; = Avarsave A c A+ U oluyorsa A ya total sinirl kiime denir.

Baska bir deyisle, her ¢ > 0 icin Ac UB(¢,x;) olacak sekilde L de bir sonlu sayida
i=1
X, ,X,,...,X, elemani varsa A kiimesine total sinirlidir denir.

Tanim 2.40 X, Y vektor uzaylar, T : X—Y bir operator olsun. Eger T operatoriniin

goriintl kiimesi sonlu boyutlu ise T ye sonlu rankli bir operator denir.
Eger T nin gorintl kiimesinin boyutu bir ise T ye rank- bir operator denir.

Tanim 2.41 (X, ||.]|) normlu uzayinda tanimli tim stirekli lineer fonksiyonellerin uzayina

X in topolojik duali denir ve X" ile gosterilir. X in topolojik duali X* bir Banach uzayidir.
Cunki X = B(X, K) seklindedir ve K reel veya kompleks sayilar kiimesi Banach uzayi

oldugundan X" da bir Banach uzayidir.

Ornekler 2.42 Bazi uzaylar ve dualleri su sekildedir.

xn

(1) ¢, ={x = (xn):i

< oo} uzayinin topolojik duali £_ uzayidir.
(2) c, ={x= (x,): limx_ :O} uzayinin topolojik duali ¢, uzayidir.
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Tanim 2.43 E, F normlu uzaylar ve T : E — F lineer sinirli bir operatdr olsun. O zaman T
operatériniin adjointi T, T': F —E seklindedir ve g € F igcin T'g = gT ile

tanimlanir.

g, h e F icin

T(g+h)(x)=(g+h)(Tx)=g(Tx)+h(Tx)=(T g+ Th)(x),xeE
oldugundan T toplamayi korur.

aeK,feF igin

T (af)(x)=(af)(Tx)=af(Tx)=aT f(x),x e E

olmasiT" in carpmayi korudugunu gosterir.

Boylece T~ lineer bir operatordiir.

lg(Tx)| < |l gll.]l Tx| esitsizliginden T'g € E" oldugu goriilr.

Teorem 2.44 E, F normlu uzaylarve T : E — F lineer sinirli bir operator olsun. O zaman
T operatoriiniin adjointiT", T : F* — E lineer, sinirh bir operatér ve || T || = || T || dir

[10].

ispat: T operatoriiniin lineer olmasindan adjoint operatorii T" lineerdir. 0 x € E igin
Hahn-Banach Teoreminin neticesinden bir ge F* bulunabilir ki T'g( x ) = || Tx |,

Il g || =1 saglanir. O halde

ITH<|TvelT =|—°|*lHJF;|| Tgll <1llgllTl
g||<
oldugundan || T || = || T'|| esitligi elde edilir.

E, F, G normlu uzaylar olsun. B(E, F) ve B(F, G) uzaylari su sekilde tanimlanir:
B(E, F) = {T | T:E— Fsinirli lineer operator} ve

B(F, G) {T|T:F—>Gsinirli lineer operatér}.

Te B(E, F) ve S € B(F, G) olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

(1) (ST)'=T's
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(2) (T+S) =T +§
(3)a € Kicin (aT) =aT’
(8) T nin tersi var ve E, F Banach uzaylari olsun. O zaman(T?) =(T)" dir.

Tanim 2.45 E bir normlu uzay olsun. E nin norm topolojisine gore duali E* olsun, yani

E” = B(E, K) dir ve K Banach uzayi oldugu icin E* da bir Banach uzayidir.
f, g € E icin

(f+g)(x)=f(x)+g(x),xeE

(af)(x)=af(x),x € E,a e K

|| £l = sup |f(x)]| seklinde tanimlanir.

[Ixl[<1

E* Banach uzayinin norm topolojiye gére duali E”=(E")" uzayina E uzayinin ikinci duali

denir. E” uzayi da bir Banach uzayidir. x € E olsun.
X:E —K, x(f)=f(x),feE

tanimini yapalm.

f, g € E icin
x(f+g)=(f+g)(x)=Ff(x)+g(x)=x(f)+x(g)
oldugundan X toplamayi korur.

aeKvefekE igin
x(af)=(af)(x)=af(x)=ax(f)

Bu nedenle x bir lineer fonksiyoneldir.

[%(CE) = 1FO] < [ F Ll x ], feE

oldugundan X bir siirekli lineer fonksiyoneldir, yani, X e E* dir ve || f || <1 lzerinden

supremum alinirsa || X || < x || bulunur. O halde
JIESE" , x—>J(x)=X

ile taniml dontislim lineerdir. Bunu goérelim:
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J(x+y)=(x+y)=x+y =J(x)+J(y) (2.12)
J(ax)=ax = ax =al(x) (2.13)

(x+y)(f)=f(x+y)=Ff(x)+f(y)=X (f)+ g (f)=(x+y)(f)
ax(f)="flax)=af(x)=ax(f).
Tanim 2.46 E normlu bir uzay ve E = E~ ise E uzayina refleksif bir uzay denir.

Ornek 2.47 1 < p < o igin ¢, bir refleksif uzaydir.

Tanim 2.48 Bostan farklh bir X kiimesi icinde < bagintisi asagidaki sartlari sagliyorsa

kismi siralama adini alir.

i) x<y vey<zise x<z dir.
ii) Her x e X igin x <x dir.
iii) x<yve y<x ise x=ydir.

Tanim 2.49 E bir reel vektér uzayl olsun. f, g € E olmak Ulzere asagidaki sartlar

saglaniyorsa E ye sirali bir vektor uzayi denir.

i. f<giseherheEicinf+h < g+hdir.
ii. 0 < ficin ve her 0 < areel sayisiicin 0 < af dir.
E" = {x e E:x >0} kiimesine E nin pozitif konisi denir.

Tanim 2,50 J=A c R ve A sirali bir vektér uzay! olsun. Her x€ A i¢cin x <y olacak
sekilde bir ye R varsa yeR ye A icin bir Ust sinir denir. Her xe A icinx<z, ze R
oldugunda y<z ise y ye A nin en kugik Gst sinir (supremumu) denir ve supA ile
gosterilir.

Tanim 2.51 Y #Bc R ve B sirali bir vektor uzayl olsun. Her xe B igin y <x olacak
sekilde bir y € R varsa B kiimesine alttan sinirli bir kime denir. Her xe B icin z<x,
ze R oldugunda z<y oluyorsa y ye B kiimesinin en biiyuk alt siniri (infimumu) denir

ve inf B ile gosterilir.
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Tanim 2.52 X bir Banach uzayi ve (X, ||.||, <) bir sirali vektér uzayi olsun.

| x| <|y|liken || x| <]y |l oluyorsa X uzayina Banach latis denir.
x, yeXigin inf {x,y} =x Ay ve sup{x,y}=xvy seklinde gsterilir.

Tanim 2.53 X bir Banach latis olsun. x Ay = 0 kosulunu saglayan her x, y € X" icin

| x+y| =|x] +] y]| oluyorsa X e AL-uzayi denir.

Tanim 2.54 X bir Banach latis olsun. x Ay =0 kosulunu saglayan her x, y € X" igin

| xvy || =max {[[x[.]|ly|l} oluyorsa X e AM- uzayi denir.

Tanim 2.55 X bir Banach uzayi ve X~ onun topolojik duali olsun. X teki bir ( x,) dizisinin

bir x € X elemanina zayif yakinsamasi x, ——x seklinde gosterilir ve her x € X icin

X (X,) = X (x) ifadesini saglamasi demektir.
Tanim 2.56 X bir Banach uzayi ve X~ onun topolojik duali olsun. X" uzayina ait bir (xn*)
dizisinin bir x € X’ elemanina zayif* yakinsamasi x."—%—>x" seklinde gdsterilir ve

her xe Xigin xn*( x) — x ( x ) ifadesini saglamasi demektir.

Tanim 2.57 X normlu bir uzay ve E X olsun. Eger E kiimesindeki her dizinin zayif"

yakinsak bir alt dizisi varsa bu kiimeye zayif- kompakt kiime denir.

Teorem 2.58 (Alaoglu Teoremi) X normlu bir uzay ve X~ dual uzayi olsun. O zaman X

uzayinin kapali birim yuvari zayif~ kompakttir [12].

Tanim 2,59 T: X — Y bir lineer operator, X ve Y normlu uzaylar olsun. X deki her sinirli
(xn) dizisi icin ( Tx, ) dizisinin Y de bir yakinsak alt dizisi varsa T ye bir kompakt operator

denir.

Ornek 2.60 T:¢, — ¢, sinirl operatéri T {an} = {n'lan} seklinde tanimlanmig olsun. T

bir kompakt operatordir.

Coziim: Her k € N igin T, € B(¢,) operatoriini su sekilde tanimlayalim:
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k_ -1
{bn—n a,, n<k

o0, . k} olmak tizere T, {a,} = {b';} olsun.

T, operatorleri lineer, sinirhidir ve sonlu rankhdir. Ayrica, bira € ¢, igin

I (T-T)a I

i la,

2
n=k+1 n

IA

(k+1)” i la |

kel
< (k+1)” |l alP

olur. Buradan,

IT,-T <(k+1)”

olur ve buradan || T,- T || =0 elde edilir. {Tk} sonlu rankli sinirli operatérlerin dizisi

oldugundan ve Te B( ¢, ) operatodriine yakinsadigindan T kompakttir.

Teorem 2.61 X, Y ve Z normlu uzaylar olsun. S : X —»Y ve T:Y —Z sinirl
operatorlerinden en az bir tanesi kompakt ise bileskeleri TS : X —Z de kompakt olur

[11].

ispat: {xn} X uzayinda sinirli bir dizi olsun. Eger S kompakt ise bir {xn(r)} alt dizisi vardir
ki {an(r)} yakinsaktir. T sinirli ve dolayisiyla strekli oldugundan {Tan(r)} de yakinsar.
Boylece TS kompakttir. S sinirli fakat kompakt degilse {an} dizisi sinirlidir. T kompakt

olacagindan, bir {an(r)} alt dizisi vardir ki {TSx } yakinsaktir. Boylece yine TS

n(r)

kompakt olur.

Tanim 2.62 X, Y Banach uzayi ve T: X — Y bir lineer operatér olsun. X deki her sinirli
( xn ) dizisi igin ( Tx, ) dizisinin Y de bir zayif yakinsak alt dizisi varsa T ye zayif kompakt

operator denir.
Tanim 2.63 X bir Banach uzayi, T: X— X bir lineer operatér ve x, € X olsun. Eger T,

lim =0 (2.14)

n
T X,
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kosulunu saglarsa x, da yari nilpotent denir.

Tanim 2.64 Bir X Banach uzayi i¢in B(X) sinirli lineer operatorler kiimesini ve onun bir A
vektor alt uzayini géz onilne alalim. S, T € A iken carpimlari (bileskeleri) ST € A

oluyorsa A ya bir operator cebiri veya B(X) in bir alt cebiri adi verilir.

Yardimci Teorem 2.65 X bir vektor uzayi, R, S, Te B(X) ve a K olsun. O halde asagidaki

6zellikler saglanir [11].
(1)R(ST)=(RS)T;
(2R(S+T)=RS+RT;
(3)(S+T)R=SR+TR;
(4), T=TI, =T;
(5)(aS)T=a(ST)=5(aT).

Listelenen bu bes 6zellik, bir vektdr uzayinin cebir olmasi icin saglamasi gereken ek

ozelliklerdir.

Tanim 2.66 X bir reel veya kompleks Banach uzayi ve Te B(X) olsun. Eger X de bostan
farkli kapali bir Y alt uzay! T(Y) Y olacak sekilde mevcutsa Y alt uzayina T- degismez

kapali alt uzay denir.

Tanim 2.67 X bir reel veya kompleks Banach uzayi ve T €B(X) olsun. T operatoriiniin

komutant kiimesi T ile degismeli olan operatorlerin kiimesidir, yani

{T} ={SeB(X): ST=TS} (2.15)

seklindedir.
Benzer sekilde S°, Sc B(X) kiimesinin komutantidir yani,

S°={AeB(X):V KeSigin AK=KA}

seklindedir.
{T}" kiimesi de B(X) in bir alt cebiridir. Giinkii her S,, S, € {T} icin S,S, € {T} olur.
Gergekten,
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(S,5,)T=5S, (S,T)=S, (TS,)=(S,T) S,=(TS,)S,=T(S, S,)
oldugundan
her s,,S, € {T} icin (S, S,)T=T(S, S,) elde edilirkibu da S, S, € {T}" anlamina gelir.

Tanim 2.68 X bir reel veya kompleks Banach uzayi ve Te B(X) olsun. Eger bir Y alt uzayi
{T}C kiimesindeki her operator altinda degismez kaliyorsa Y, T icin bir hiperdegismez

alt uzaydir.

Teorem 2.69 X bir Banach uzayi, T : X — X siirekli lineer operator ise Cek(T) ve T nin

gorintl kiimesi R(T) kiimeleri T- hiper degismezdir.
ispat: Cek(T) = {xeX:Tx=0} kiimesini géz oniine alalim. Bu kiimenin T- hiper

degismez olmasi icin T operatoriniin komutant kiimesi olan {T}c deki tim operatorler

altinda degismez kalmalidir.

Se {T}" alaim. O halde TS = ST seklindedir.

xe Cek(T) keyfi alalim.

xe Cek(T) oldugundan Tx =0 olur.
(TS)(x)=T(Sx)=S(Tx)=5(0)=0

Boylece T( Sx ) = 0 elde ettik bu da Sx € Cek(T) demektir.

O halde S(Cek(T)) < Cek(T) olur.

Benzer sekilde Se {T} icin S(R(T)) = R(T) oldugunu gérelim.

yeR(T) alalim. O halde, y = Tx olacak sekilde xeX vardir. Sy € R(T) oldugunu

gostermemiz yeterlidir.

Sy = S(Tx) = (ST)x olur.

Burada Se {T}" oldugundan,

(ST)x = (TS)x = T(Sx) olur.

Burada S operatori ayni zamanda B(X) uzayina ait oldugundan xe X i¢in Sx € X olacaktir.
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Sx = x, € X diyelim. O halde,

Sy = T(Sx) = Tx, , x, €X elde edildig§inden Sy €R(T) sonucuna varilir. Béylece R(T)

kiimesi T- hiper degismezdir.

Tanim 2.70 Sc B(X) olsun. Eger Sx ={Ax:A €S} kiimesi her 0=xeX i¢in X de yogun
ise, yani, Sx = X ise S kiimesi gecisli olarak adlandirilir.

Tanim 2.71 X ve Y Banach uzaylari olmak lzere T : X —Y bir operatér olsun. (x ) = X
icin, X uzayinda x, ——> 0iken lm || T x,| =0 oluyorsa, bagka bir deyisle, X uzayinda
X, ——>x iken Lm ITx,- Tx|| = 0 oluyorsa T operatériine bir Dunford- Pettis
operatori denir.

Tanim 2.72 X bir Banach uzayi, X" duali olsun. Eger (x ) = X ve x, — X" igin, X uzayinda
x, —%>0 ve X uzayinda x, —%—0 iken lm x, (x,)= 0 oluyorsa, veya baska bir

deyisle, X uzayinda x, —“—>x ve X' uzayinda x, —*—>x" iken x_(x,)= x"(x) oluyorsa
X uzayina Dunford- Pettis 6zelligine sahip denir.

Tanim 2.73 G (zerindeki ikili islem tanimlanmis bostan farkli bir kiime olsun. G kiimesi

her a, b, ¢ €G icin a(bc) = (ab)c kosulunu sagliyorsa G ye bir yari grup denir.
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BOLUM 3

YERELLESTIRME VE BiR BUCUK-GECIiSLi OPERATOR CEBIRLERI

Tanim 3.1 X bir Banach uzayi, A da B(X) in bir alt cebiri olsun. Eger X in, cebirin her
elemani altinda degismez kalan, asikar olmayan ( sifir ve X ten farkl ) degismez kapah

alt uzay yoksa A gecisli operator cebiri adini alir.

Tanim 3.2 X bir Banach uzay;, X" onun topolojik duali ve A da B(X)’ in bir alt cebiri
olsun. A nin dual cebiri A", B(X’) In bir alt cebiridir ve A daki operatérlerin

adjointlerinden olusur. Yani,

A= {T* eB(X') :TeA} (3.1)

seklindedir ve bir operator cebiridir.

ispat: Oncelikle her S,T e A" icin carpimlari ( bileskeleri ) S'T e A" olmaldir,
(T,S €A ). A bir cebir oldugundan her T, S €A icin TS € Ave S T = (TS)

oldugundan S" T € A" elde edilir.

Sonrasinda A" In Yardimci Teorem 2.65 deki kosullari sagladigini gérelim:
T,S,K e A" vea € Kigin,

Q) [T (SK))x)=(SK)X'T

X (KS)T

X K(ST)

=(ST) K x°
=(T"SHK x", herx e X
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O halde
F S K= (T SIK

elde edilir.

(2) [T (S+K) 1 x7) = (ST+K")x'T

X [(S+K)T]

X (ST+KT)

X (ST)+ x (KT)

(ST)" X"+ (KT)" x
=(T"S)x+(TK)x"
=(T'S+TK)x, herx eX

O halde

T(S+K)=T S +TK

elde edilir.

(B)[(S+K )T I(x)=T x (S+K)

=T [x (S+K)]

(T"X")(S+K)

X [T(S+K)]

X (TS+TK)

X (TS)+ x (TK)

(TS)" X"+ (TK)" x”

=(ST+K T)x', herx e X

O halde

27



(S+K)T =S T+K' T
elde edilir.
@) (L. T')x)=x" (Tl) , |, €A veherT eAigin Tl =I, T =T oldugundan;
=x (I,T)
=(T'1. )X, herx eX
Ohalde |, T'=T'I. ve
(L T)(x)=x (Tl)
=xT

* ok * *
T x,herx eX

benzer sekilde
(T )X = x (I, T)

X'T

T x,herx eX
Olacagindan
| T=T1.=T

elde edilir.

(5)[(aS)T1x)=T (x" (aS))

T (a(x's)

=T (ax’)sS

=(ax’)TS

=a(x (TS))

=a(S'T)x ,herx eX
Benzer sekilde,
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[(aS)TI(x)=T (X' (as))
=T (a(x’s))
=T (ax’)s
=(T (ax’))s
=(x'(aT))s
=S x'(aT)
=S (aT)x", herx e X’
O halde
(aS)T =a (S T)x =S (aT')
elde edilir.

Sonug olarak A" bir operatér cebiridir.

Tanim 3.3 X bir Banach uzayi, A da B(X) in bir alt cebiri olsun. Eger X uzayinda sifiri

(xni) dizisi ve A da || S, || <1 olacak sekilde (S,) dizisi varsa ve (S, xni) sifirdan farkl bir

vektore yakinsiyorsa A ya yerellestirme cebiri denir.

Onerme 3.4 T bire-bir ve kompakt bir operatér ise komutant kiimesi {T}C bir

yerellestirme cebiridir [13].

Teorem 3.5 X ve Y normlu uzaylar ; X', Y" dual uzaylar ve T : X —Y kompakt operatér
olsun. O zaman T operatériiniin Y uzayindan X' uzayina tanimli adjointi T~ da

kompakttir [14].

ispat: T kompakt oldugundan, X deki B kapali birim yuvari icin ﬁ kiimesi de Y de

kompakttir. Y* uzayindaki kapali birim yuvara ait {f,} dizisini géz éniine alalim.
A= {fnlﬁ ‘ne N} kiimesi sinirhdir ve her n e N igin

£ (y)-f(y) | <1ly-v.l
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oldugundan ayni zamanda A kiimesi icin sunlar séylenebilir. e>0 ve y, € ﬁ icin bir

O(g,y) >0vardir ki herfe A ve herye ﬁ icin,

ly-vy,| <8 iken | f(y)—"f(y,) | < € olur.

Boylece A kiimesi kompakttir. O zaman, {fn} dizisi bir {fnk} alt dizisine sahiptir ki,

{f l-—:ne N}, ﬁ de yakinsaktir. Fakat ;

e 'T(B)
| 76, - T8, 11 = sup{|(F, -£, (T |:x < BJ

olur. Bu nedenle {T*fnk}, X"uzayinda bir Cauchy dizisidir. X" uzayr tam oldugundan
{T*fnk} dizisi bu uzayda yakinsar. O halde T~ operatorii kompakttir.

Teorem 3.6 T operatori bir X Banach uzayi lzerinde bire-bir, 6rten ve kompakt, ek

olarak adjointi de bire-bir ve drten olsun. O zaman, {T*}c bir yerellestirme cebiridir.

ispat: T operatori kompakt ise adjointi olan T operatérii de Teorem 3.5 e gore

kompakttir. O halde Onerme 3.4 e gore {T*}C bir yerellestirme cebiridir.

Simdi minimal vektor ve minimal fonksiyoneller [7] lizerinde duralim.

X bir Banach uzayi, X* onun topolojik duali, T € B(X) ve adjonti T olsun. T
operatorinin hiper degismez alt uzaylariyla ilgilendigimizden, genelligi bozmaksizin,

bire-bir ve yogun gériintiiye sahip oldugunu farzedebiliriz. Aksi takdirde CekT ve

R(T"), T operatéri icin hiperdegismez alt uzaylardir. T operatériinin komutantini
{T*}c ile gosterelim.

Yardimci Ozellik 3.7 X bir Banach uzayi, X" onun topolojik duali, T € B( X ) ve adjonti

T olsun. X" dual uzayinda f, =0 fonksiyonelinive 0 < ¢ < || f, || sayisini sabitleyelim.
K= (T')*(BIf,,&]) = {(T')*f: f €BIf,ell = X' (3.2)

kiimesi konveks ve kapali bir kimedir.

Ispat: Konveks oldugunu gérmek icin;
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0<A<lve (T)'f ,(T)'f, e Kigin A(T)*f +(1-1)(T)*f, € Kolmaldrr.
Yani K kiimesinin tanimindan
Af+(1-X)f, € B[f,,e] olmaldir diyebiliriz. Baska bir deyisle
| Af+(1-A)f, -f| <e
saglanmalidir.
| Af+(1-A)f, -f || =|| Af+f -Af-f]
=|| Af-Af, + A f -Af+1f-f |

S” 7“1:1')”fo||'*'” 7"fo')”fz”"'H fz'fOH

M- fll+(1-2 )] £-f

IN

Ae+(1-A)e=¢

O halde K kiimesi konvekstir.

Simdi de K nin kapali oldugunu gosterelim. Bunun igin K =K olmalidir clinkd K cK

ifadesi her zaman saglanmaktadir.

= K alalim. O zaman lim Ily,-y |l =0 olacak sekilde (y,)cK dizisi vardir.

K= (T )" (B[f,,&]) oldugundan ¥V ne N igin (y, )= (T )*(f ) olmak tizere (f ) =B[f,,¢]

vardir.
Vne N igin(y,) = (T')*(f,) oldugundan (f ) = T (y,) olur.
B[f,, €] kapal yuvar oldugundan (f ) dizisi B[ f,, ¢ ] da yakinsar. f —f e B[f;,&] olsun.
[Ty, -fll=1l Ty, f+f-f]
<HTy- £+ F-F
(f)=T (y,)oldugundan || T'y_- f || =0 olur. O halde
I Ty, -l <lf-fl]

elde edilir. n— oo i¢gin limite gegilirse,
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0<lim| Ty -f| < lim|f-f]
olur. f —foldugundan lim || f -f || =0 olur, boylece
0<lim| Ty -f| <0

olur ki, bu da

lim|| Ty, -f[=0

olmasi demektir. Buradan Ty —f e B[f ,c] saglanir. (T')" sirekli oldugundan

y, = (T')*f olur.

f € B[f,, €] oldugundan (T")*f=y eK olur. Bdylece ye K iken y €K elde edilir ki, bu da

K=K demektir, yani K kiimesi kapalidir.

Buna ek olarak, T yogun gorintiye sahip oldugundan yani R(T") = X’ oldugundan

OgKdir.

0¢K glinkii 0eK = (T')*(B[f,,&]) olsaydi T 0 e B[f,,&] olurdu, T lineer operatdr
oldugundan T°0 = 0 € B[f,,€] sonucu cikar fakat 0¢B[f,,e] kabul etmistik. Bu

nedenle O K dir.

Ayni zamanda yine T~ yogun gériintiiye sahip oldugundan K= & dir.

Simdi minimal vektor tanimini verebiliriz.

K= (T*)'l(B[fO,a]) kiimesini ele alalim. zeKigcind = izremlf ||z|| olsun. Norm fonksiyonunun

ozelligindend >0 dir. zeK = (T)* (B[f,,€]) oldugundan

|| z || = sup | z(x) | seklindedir.

[IxiI<t

Tanim 3.8 X refleksif bir Banach uzayr ve K = (T*)"l(B[fo,s]) olsun. Yukaridaki
aciklamalara gore ||z ||= d olacak sekilde ze K mevcuttur. Bu sekildeki bir vektore f,, €

ve T  icin bir minimal vektor denir.
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Refleksif olmayan uzaylarda ise ||y|| < 2d olacak sekilde bir ye K her zaman bulunabilir.

Bu sekildeki bir y vektériine f, € ve T" icin bir 2- minimal vektor denir.

Tim minimal vektorlerin kiimesi KN B[ 0, d ] seklindedir. Genel olarak bu kiime bostan

farkli olmayabilir. Yani || z || = d olacak sekilde z vektéri her zaman bulunamayabilir.

Eger z bir minimal vektorse, zeK = (T*)'l(B[f0 ,e]) oldugundan T'z € B[f,,e] olur.

z, K daki minimal normun bir elemani oldugundan Tz eS[f,,e] olur. Cinki
T'z € B[f,,e] dur ve béylece | Tz - f || <& olur. zeK oldugundan z = (T')*f

seklindedir ve || z || = d kosulunu saglamaktadir.

[z [l =inf] ki =d
oldugundan T"z €S[f,,¢] olur.

T" operatorii bire-bir kabul edildiginden

T (B[0,d]) m B[f,,e]=T (B[0,d] n K) < SI[f,,¢] (3.3)

olur. Gergekten, K = (T*)'l(B[fO,s])oldugundan

T (K)=T (T')"(B[f,,&]) =B[f,,¢]

olur ve boylece

T(B[0,d]) N B[f,,e]=T (B[0,d]) » T (K)=T (B[0,d] N K)
saglanir.

z bir minimal vektérse zeK =(T')"(B[f,,¢]) oldugundan T z € B[f,,&] ve bdylece

Tz eS[f,,e]olur.

B[ 0, d ] n K tiim minimal vektérlerin kiimesi oldugundan ve Tz eS[f,,e]

oldugundan
T(B[0,d]) n B[f,,e]=T(B[0,d]) » T (K)=T (B[0,d] n K) < S[f,,¢]

ifadesi gerceklenmis olur.
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Yardimcr Ozellik 3.9 Yukarida tanimlanan T (B[ 0, d ]) ve B(f,, &) kimeleri iki ayrik

konveks kiimelerdir.
ispat: T'(B[ 0, d]) ve B(f,, &) kiimelerinin ayrik olduklarini gérelim,

te T (B[ 0, d ]) olsun. O zaman, t = T f, olacak sekilde f, € B[ 0, d ] seklindedir. Bu

ylzden || f || < dolur.
Egerte B(f,,&)olsaydi || t- f, || < £ olurdu.t= T f, idi, o zaman
ITf-fll <e

olmasi miimkiin degildir. Glinkii || f, || > & kabul etmistik. O halde te T (B[ 0, d ]) iken

te B(f,,€) olamaz.

O zaman T (B[ 0, d ]) ve B(f,,e) kiimeleri ayriktir. Bu kiimelerin konveks oldugunu

gorelim.

T'(B[0,d])= {T'f:feB[0,d]} seklindedir.

Tf, TfeT(B[0,d]) veOSA<ligin AT f+(1-A)T f €T (B[O, d])olmaldr.

Yani, A f+(1-1)f, € B[O, d]olmaldir.
f, f, e B[0,d]oldugundan || f, || <d ve || f, || <d seklindedir.

AR+ (-] < AIE ] +(1- )]

IN

Ad+(1-A)d=d

saglanir. O halde T" (B[ 0, d ]) konvekstir.

B(f,, €) acik yuvarinin konveks oldugunu gérelim.

f,f,eB(f,,e)ve 0<A<ligin A f +(1-L)f, € B(f,,e)olmalidir, yani,
| Af+(1-A)f,-f || <e

saglanmaldir.

f, f, e B(f,,&)oldugundan || f,-f || < € ve | f,- f | <& dur.
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|| }"f1+(1'7‘)fz'fo H = ||7"f1' )"fo+7\'fo+(1' )‘)fz'fo H

| A(f-f)+(1-A)f,-(1-A)f |

IA

)"H fl'fo H +(1' 7\')Hfz' fo H
<Ae+(1-A)e=c¢
O halde B(f,, € ) kiimesi konvekstir.

T (B[O, d]) ve B(f,,€) kiimelerinden en az biri bostan farkli ice sahiptir. Yani en az bir

tane i¢ noktaya sahiptir.

Teorem 3.10 A ve B iki ayrik bostan farkl kiimeler olsun. Eger iki kiimeden birinin igi
bostan farkliysa yani en az bir i¢c noktaya sahip ise bu kiimeler sifirdan farkli bir lineer

fonksiyonel tarafindan ayrilabilirler [15].

O zaman Yardimcr Ozellik 3.9 ve Teorem 3.10 a gére T (B[ 0, d ]) ve B(f,,&) bu

kosullari sagladigindan sifirdan farkli bir feX™ lineer fonksiyoneli tarafindan

ayrilabilirler. Yani, || f || = 1 olacak sekilde f lineer fonksiyoneli ve ¢ > O reel sayisi vardir

A

i < f >
ki f]T*(B[O,d]) < cve fly, ., 2 colur.

Tanim 3.11 Yukaridaki aciklamalara gére T (B[ 0, d ]) ve B(f,,€) kiimelerini ayiran f

lineer fonksiyoneline f;, & ve T igin bir minimal fonksiyonel denir.

*

Yardimci Ozellik 3.12 T operatériiniin ikinci adjointi T~ = (T) , y bir 2- minimal vektér

ve f bir minimal fonksiyonel olsun. O zaman asagidaki esitsizlik mevcuttur.
*x 1 *x
(T f)(y)ZEIIT IRIRA (3.4)

ispat: Oncelikle, yukaridaki aciklamalara gére f icin f(fo) > ¢ oldugunu iddia ediyoruz.

Gergekten, || f || £1 kosulunu saglayan her f igin
f,- ef € B[f,, €] dur. Clinkd,

[f-ef-foll=1[efl[=clfli<e
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saglanir. O zaman

f(f-ef)>c

olur. f lineer oldugundan,

f(f,)-f(ef) >c

ve

f(f) >c+ f(ef)

olur. Buradan || f || <1 igin supremum alinirsa

sup f(f,) > c+esup|f(f)]

lIfli<1 IIfli<1

olur.
sup | ?(f) | = f || ve sup 12(fo )= 1e(f0 ) oldugu g6z 6niline alinirsa,
[If]I<1 <1

f(f)>c+e|f] ¢

olur. Boylece %(fo) > ¢ saglanmis olur.

Buna ek olarak, T™ f = c hiper diizleminin K = (T')*(B[f,,&]) ve B[ 0, d ] kiimelerini
ayirdigini gosterelim.

f e B[0,d]icin TfeT (B[O,d])olacagindan ve f lineer fonksiyonelinin tanimindan
(T F)(f)=F(T"F)
=(Tf)(x)
=f(Tx) <c
elde edilir, (x €X).
fe K= (T)"(B[f,,&])icin T f € B[f,,¢] olacagindan
(TOE)F)=F(TF)=f(Tx) > ¢

olur. Boylece f I(T*)'l( > cve f |y, <csaglanmis olur.

B[fy ,€])
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|| f || £1 kosulunu saglayan her ficin fde B[ 0, d ] dir. Gergekten,
| fd || = d|| f||<d.1=d saglanir. O zaman (T~ f)(fd ) <c dir. Buradan
(T F)(fd)=F[T"(fd)]

= f[T7d(f)]

= fd(T'f) <c

ve béylece f(T'f) S% olur. Burada || f || £1 igin supremum alinirsa

sup | F(T°F) | SsupE

[Iffi<1 [Ifll<t

sup | (T F)(f) | s%

[Iffi<1
*x 2 (o
T f|| <= 3.5
| =S (3.5)

elde edilir.
Diger taraftan her 6>0icinf eK = (T*)'l(B[fo ,e])vardirki || f || <d+ & olur. Buradan

f
M <1 olur. O zaman

d+od

(T F)(f)

v

C

> ¢ | £l
~d+d

C
d+o

Inall

elde edilir. Burada || f || <1 i¢in supremum alinirsa

c
+90

TV > 3.6
| | S (3.6)

olur. (3.5) ve (3.6) ifadesinden
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*x 2 (o
T fl|=-= 3.7
| =5 (3.7)

elde edilir.

Her f eK = (T'Y*(B[f,,&])icin (T~ f)(f) > c oldugundan
(T"F)(f)>c=d|T"f|

olur.

y 2- minimal vektor oldugundan || y || <2d ifadesi saglanir.

1
ly|l £2dise2d > ||y || ve dZE || y || olacagindan,

sk 2 1 sk 2
(T Ay) =0T Fl Ay

esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.13 X bir Banach uzayi, X~ onun topolojik duali, T € B(X) yari- nilpotent
operatér ve T~ onun adjointi olsun. Eger {T*}c bir yerellestirme cebiriyse T™ in hiper

degismez alt uzayi vardir.

ispat: T € B(X) oldugundan adjointi T: X' — X" yani T" e B(X') olur. T operatorii

bire- bir ve goriintiisii yogun olsun, yani, R(T') = X alalim.

T" operatériiniin komutant kiimesi olan {T*}c su sekilde tanimlanir:

(T} ={seB(X):sT'=T's}.

T operatorii yari nilpotent oldugundan adjointi T~ da yari nilpotenttir.

0= f eX icinee(0,|f,||)veB=B[f,,c]olsun. € €(0, | f, ||) oldugundan
0<e< |[f,] olur.

0 ¢B ¢lnki eger 0B olsaydi || f, -0 || = || f, || < € olurdu fakat € < || f, || se¢mistik,

bu nedenle O ¢ B.

38



Her n 21 icin f,, & ve (T*)n icin 2- minimal vektér y, ve bir minimal fonksiyonel fn
secelim.

T" yari nilpotent oldugundan bir (yni) alt dizisi vardir ki,

Vo1l (3.8)
1y, |l
olur. Gergekten, aksi takdirde, bir & > 0 mevcut olurdu ki her n igin
1Yes |l 5
1y, |l
olurdu. Boylece;
1y, [l 281y, | 2. 28" [y, |l
olurdu. (") (y,,,) € (T)*(B) oldugundan;
*\N y 8”
1) vl 2 a2 22y 39)

n

*\N 8 *
olur. Buradan || (T ) || = Py olur,buda T operatorinin yari- nilpotentligi ile gelisir.

Her i igin H%m || = 1 oldugundan, Alaoglu Teoremine gore (%ni) dizisinin bir g € X~

elemanina zayif  yakinsadigini diisiinebiliriz. Yani, %ni Lyﬁ)g olsun.

Her n igin %n(f0 )> ¢ oldugundan g(f,)> ¢ olur. Ozellikle, g= 0 dir.

0

((T*)ni_1 yni_l) dizisini gdz 6niine alalim. Bu dizi B kiimesinde oldugundan, {T*}c

i=1

kiimesinde bir (K.) dizisi bulabiliriz ki || K || <1 ve K (T*)ni_1 (y,) sifirdan farkii bir
we X elemanina normda yakinsar, yani, K, (T* )ni_l (y,.,) — 5 w olur. Ciinkii teoremin

basinda {T*}C nin bir yerellestirme cebiri oldugunu kabul etmistik. Yani, X' uzayinda
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((T*)n'_l yn,—l) alt dizisi ve {T*}c cebirinde | K;[| <1 kosulunu saglayan (K;) dizisi
i=1

vardir ki

K (T) 7 (y,0) —s>w=0 (3.10)

olur.
V=T T'w ={5*T*w :S" € {T}}
kiimesini dikkate alalim. Y kiimesi X~ uzayinin bir lineer alt uzayidir.

Y nin bir lineer alt uzay oldugunu ispatlamak igin,
S;Tw,S,TweYve a,BeRiginasS, Tw+pS, T'w eY oldugu gésterilmelidir.
Burada SI,S; ve T operatorlerinin lineer olduklarini géz éniine almaliyiz.
aS, Tw+BS, Tw=(asS)Tw+(BS,)T'w
=(aS;+BS)T'w

Burada Y kiimesinin tanimi geregi a. S, +B S, € {T*}c olmalidr.
S, € {T*}C oldugundan,
S, T'=T S, olurve
(S)T=a(S, T)

=a (T'S;)

=T (aS;)
elde edilir. Yani, a. S, € {T*}c olur.
Benzer sekilde B S, € {T*}c elde edilir. O halde

(a0 S;+B S)T =(aS;)T+(BS,)T
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a(S; T)+B(S,T)

T(aS)+T(BS,)
=T (S, +BS,)
olur.

(S, +BS,)T =T (aS,+B S,) elde edildigine gére o S, +B S, € {T*}c dir. Boylece Y

nin lineer alt uzay oldugu ispatlanmis olur.

Bunun yani sira Y kiimesi {T*}c altinda degismez kalir. Bunu ispatlamak igin Y

kiimesinin {T*}c kiimesindeki her operator altinda degismez kaldigini géstermeliyiz.

Yani,
VS e {T*}c icin S'(Y) Y ifadesi saglanmalidir.
S e {T*}C alalim ve S'(S, T'w)e S (Y) elemanini inceleyelim.
Hedefimiz S (S, T"w) €Y oldugunu gdéstermektir. Bunun igin Y kiimesinin tanimi geregi
S'S, € {T*}c olmalidir.
S e {T*}C oldugundan S" T'= T° S saglanir. Ayrica S, T'w €Y oldugundan S, € {T*}c
dirve S, T'= T S olur. S" ve T operatérlerinin lineer olduklarini da g6z 6niine alarak;
(S°S;)T =T (S°S,) oldugunu gérelim.
(S'S)T'=S(S, T)

=S (T'S;)

=(S'T7)S,

=(T°S)s,

=T(S'S,;)
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Bu sekilde S'S; e {T} oldugunu yani, S'(S. T'w ) = (S'S.)T'w eV ifadesini elde

ettik. O halde V S e {T*}c icin S (Y) <Y olur ki boylece Y kiimesinin {T*}C altinda
degismez kaldigini soyleyebiliriz.

Y kiimesi asikar degildir ciinkii T operatérii bire-birdir ve 0= T'w €Y dir. Y< Cek(g)

oldugunu boylece Y nin bir T"- hiper degismez alt uzay oldugunu gosterecegiz.

S'e {T*}C alalim. g(S” T w) = 0 oldugunu géstermeliyiz.
*% 1 PN
(T HOy) 21T fLly | (3.11)

ifadesinden her i icin ((T** )nI fni )(y, )#0 olur. O zaman,
X"=span(y, ) ® Gek((T")"f,)

olur. Buradan S K,(y, ) = a,(y, ) + . yazilabilir. Burada o, € R ve r, € Cek((T**)ni f)

N

dir.

o, — 0 oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten,
(T7) £ S Ky ) = o ((T7) )y, (3.12)

olur. (3.11) ve (3.12) yi birlestirirsek

#x \N 2 * QL. s \N A
(T RS Kty D2 (T Ly, ) 3.13)
olur. Diger taraftan,
LT ) S Ky D I<I(TT) STy | (3.14)
olur. (3.13) ve (3.14) den,
|O(.|| *% ni.’l:_ < *% ny% *
ST Ay E< (T ST (3.15)
ve boylece,
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[Ny

oy [ <2 S7]J.
1Y

(3.16)

elde edilir.

V5
1Yy,

— 0 seklindeydi, o zaman,

[Ny
1Y I

lo, | <217 (3.17)

olur.

(3.12) esitliginden,

£, () Ky, ) =1 f (T) (v, ) |
<oy [ E 11(T7) (v, )
<lo, |.1.(||f, || + €)—>0

olur. O zaman,

£(T) SK(y,.)—0

sonucu ¢ikar.

Diger taraftan, S', K. € {T*}c oldugundan,

(T) S K y,a) = S TK(T)  (y,2) > T'w (3.18)

elde edilir. (%n ) dizisig € X elemanina zayif  yakinsadigindan,

b (T) S K (v, 1)) —8(S"T'W) (3.19)

N

ve buradan,

g(S" T'w) = 0 olur. Béylece Y = Cek(g) elde edilir ki, bu da Y nin bir T"- hiper degismez

alt uzay oldugunu gosterir.
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Boylece ispat tamamlanmis olur.

Tanim 3.14 X Banach uzayi ve S < B(X) olsun. Her sifirdan farkl ze X icin bir pozitif reel
C = C(z) mevcutsa dyle ki, z den lineer bagimsiz her x icin, her ye X ve her £ > 0 icin

AeS mevcutsa dyle ki, || Ax—y || <e ve || Az | < C. || z || oluyorsa S ye bir buguk-
gecisli cebir denir.
Teorem 3.15 X Banach uzayi olsun. {x,} =X ve {xn*} c X dizileri ile X te x, —*—>0 ve

X" uzayinda xn*—w—>0 ifadeleri saglansin. O zaman,
(1)S: ¢, ->X, S(o,,a,,...)= Zanxn ,

(2)T: X > c,, T(x)=(x(x),%(x) ,..)
operatorleri zayif kompakttir [16].

Teorem 3.16 X, Y Banach uzaylari ve T : X—Y siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman

asagidaki ifadeler denktir [16].
(1) T bir Dunford- Pettis operatoridir.

(2) T operatéri X in rolatif zayif kompakt alt kiimelerini Y nin norm total sinirli alt

kiimelerine tasir.

(3) Her Z Banach uzayl ve her S : Z—X zayif kompakt operatori igin TS operatori

kompakttir.

(4)S: ¢, > X her zayif kompakt operatorii icin TS operatori kompakttir.

Teorem 3.17 Bir X Banach uzayi icin su ifadeler denktir [16].

(1) X uzayi Dunford- Pettis 6zelligine sahiptir.

(2) X uzayindan herhangi bir Banach uzayina tanimh her zayif kompakt operator, zayif
kompakt kiimeleri norm kompakt kiimelere eslestirir.

(3) X uzayindan herhangi bir Banach uzayina tanimh her zayif kompakt operatér bir

Dunford- Pettis operatoridiir.
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(4) X uzayindan c, uzayina tanimli her zayif kompakt operatér bir Dunford- Pettis

operatorudir.

ispat (1) = (2): Y bir Banach uzayi olmak lizere T : X— Y bir zayif kompakt operatdr ve
W X uzayinin bir zayif kompakt alt kiimesi olsun. T(W) norm kapalidir. O zaman T(W)
nin kompakt oldugunu gostermek icin T(W) deki her dizinin normda yakinsak alt dizisi

oldugunu goéstermek yeterlidir.

{xn}gW olsun. Bir alt diziye gegerek, x, ——>x oldugunu farzedebiliriz. {Txn}

dizisinin Tx elemanina normda yakinsayan bir alt dizisi oldugunu iddia ediyoruz.
Hernigin f €Y' secelim &yle ki || f || =1 ve

| T(x,-x) || <2 (T(x,-x)) | (3.20)

saglansin.

T nin adjoint operatérii T': Y — X' de zayif kompakt operatér oldugundan, {f }
dizisinin bir {fkn} alt dizisi vardir oyle ki, T fkn —Y 5 f ifadesi X uzayinda saglanir.
Diger taraftan, X uzayinin Dunford- Pettis 6zelliginden

lim | T f_(x,-x) | =|f(0)]|=0 (3.21)

olur. Boylece (3.20) ifadesinden

lim || T(x,-x) || =0 (3.22)

saglanir. Yani, {Txn}dizisinin alt dizisi {Txk } Tx elemanina normda yakinsar.

(2) = (3): Teorem 3.16 dan elde edilir.

(3) = (4): X uzayindan herhangi bir Banach uzayina tanimli her zayif kompakt operator

bir Dunford- Pettis operatéri oldugundan, X ten ¢, uzayina tanimh her zayif kompakt

operator de bir Dunford- Pettis operatori olacaktir.

(4) = (1): X uzayinda x, ——>0 ve X" uzayinda xn*L)O oldugunu farz edelim.
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T(x) = (x,(X),%,(X) ,...)

seklinde tanimlanan T : X — ¢, operatdrini géz 6nine alalim. Teorem3.15 den T
operatori zayif kompakttir ve boylece hipotez geregi bir Dunford- Pettis operatoridiir.

Ozellikle, X uzayindaki x, —“— 0Qifadesi lim || Tx,_ || = 0 esitligini gerektirir.

|xn*(xn)| <||Tx, || esitsizliginden lim xn*(xn) = 0 elde edilir. Boylece X uzayinin
n—o0
Dunford- Pettis 6zelligine sahip oldugunu sdyleyebiliriz. ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.18 X, Y ve Z Banach uzaylari olmak tGzere S : X— Y, T : Y > Z zayif kompakt
operatorler olsun. Eger Y uzayl Dunford- Pettis 6zelligine sahip ise TS bir kompakt

operatorddr [16].

ispat: Teorem 3.17 den, Y uzayi Dunford- Pettis 6zelligine sahip oldugundan, Y
uzayindan herhangi bir Banach uzayina taniml her zayif kompakt operatér bir Dunford-
Pettis operatortdir. O zaman T bir Dunford- Pettis operatoridir. Teorem 3.16 dan,

S : X—Y zayif kompakt operatéri igin TS kompakttir.

Sonug 3.19 (Dunford- Pettis) T operatori AL veya AM uzayi izerinde bir zayif kompakt

operatdrise T> bir kompakt operatérdiir [16].

Teorem 3.20 X bir reel Banach uzayi olsun. Kompakt bir operatoér iceren her bir bucuk-

gecisli A < B(X) alt cebiri zayif operatoér topolojisine gore B(X) te yogundur, yani
—WOT
A =B(X)olur[13].

Sonug 3.21 X bir AL veya AM uzayi olsun. O zaman B(X) in bir zayif kompakt operator

iceren her bir bucuk- gecisli A alt cebiri zayif operator topolojisine gore B(X) te
o . —wort
yogundur, yani A = B(X) olur.

ispat: A bir bucuk- gecisli bir cebir ve T operatérii A cebirinde zayif kompakt bir

operatdr olsun. Sonug 3.19 a gére T bir kompakt operatérdiir. O halde A cebiri bir

kompakt operator icerdiginden Teorem 3.20 den AcB(X) alt cebiri zayif operator
topolojisine gore B(X) te yogundur, yani A = B(X) olur.

Teorem 3.22: X bir Banach uzayi olsun. Eger K, X uzayinin kompakt bir alt kiimesi ise o

zaman co(K) kiimesi de kompakttir [12].
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ispat: E(K) kiimesinin total sinirli oldugunu géstermek yeterlidir.

€ >0 olsun ve K kiimesinde x,,...,x, elemanlarini secelim ki

" 3
kelJBx;7)
=1

saglansin. C = co{xl,...,xn} olsun. C kiimesi kompakttir o halde vy,,...,y,, € C vektorleri

vardir ki,
ccl (y.,
i=1
— €
olur. Eger we co(K) ise bir z € co(K) vardir ki, || w—=1z || < Z olur. Boylece k, €K,

4
a, =20ve Zap =liginz= Zapkp olacaktir.

p=1

. € . .
Her k_ icin ||k, - x;, [l < 2 olacak sekilde bir x;, elemani vardir. Bu nedenle,
l {
z- Zapxj(p) =1l zap (kp_xj(p)) I
p=1 p=1

- ZOL Hk J(p)” < 4
zpapxj(p) € Coldugundan,
€
I Zp%xm- yill < 1
olacak sekilde bir y, vardir. Uggen esitsizligi gosterir ki,
E(K) C U B(yi;i) saglanir ve boylece E(K) kiimesi total sinirhdir.

i=1

Teorem 3.23 (Tyconoff Sabit Nokta Teoremi) V bir yerel konveks topolojik vektor uzayi
olsun. Bostan farkli kompakt ve konveks X<V igin f : X — X suirekli fonksiyonunun sabit

noktasi vardir.
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Yardimci Teorem 3.24 X bir reel veya kompleks Banach uzayi ve Ac B(X) alt cebiri icin
duali A" =B(X’) gecisli bir cebir olsun. O halde sifirdan farkli her kompakt K operatérii
icin bir Ae A" operatorii vardir ki AK kompakt operatérii sifirdan farkli bir sabit noktaya

sahiptir, yani, 0 #f € X" icin (AK)f = f olur.

ispat: A" = B(X") gecisli bir cebir ve K kompakt bir operatér olsun. || K || = 1 oldugunu
duslinebiliriz.

Bir f, € X segelim dyle ki || Kf, || > 1 olsun. f, merkezli kapal birim yuvara da U,
diyelim.

X" uzayindaki norm tanimina gére || f- f, || = sup|(f- f,)x| olacagindan,

[Ixfl<t

U, = {fex* : sup|(f—fo)x|sl}

<1
seklindedir.

0¢ U, cunki eger O U,olsaydi, || 0 - f, || = || f, || <1 olurdu. Fakat biz baslangicta

|| Kf, || >1ve || K| =1 oldugunu kabul etmistik.
T<[[ K Il <l KALI o IF =11

Buradan 1 < || f, || sonucuna ulasilir. O halde || f, || <1 ifadesi bir geligkidir. Boylece

0¢ U, diyebiliriz. Buradan yola ¢ikarak 0 ¢ K(U,) diyebiliriz.

A" bir cebir oldugundan A'f her f e X’ icin A"- degismezdir. Baska bir deyisle A'f
kapali kimesi A" cebirindeki her operatoriin altinda degismez kalir.

Her f# 0 igin A'f = {0} oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten, eger bir f 0 igin A'f ={0}
olsaydi, o zaman asikar olmayan kapal alt uzay {}\f: }\skaler}, A’ - degismez olurdu

fakat bu da hipoteze ters diiser ciinkii A" cebiri gegislidir yani cebirdeki tiim

operatorlerin ortak olarak degismez biraktigi asikar olmayan kapali bir alt uzay yoktur.

O halde her f# 0 igin ﬂ = X" olur.
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Her fe K(U,) igin bir Ae A" vardir ki, || Af- f, || < 1 olur. O zaman agik kiimelerin ailesi

olan

{feX | Af-f, 1]

AcA

kiimesi K(U,) kiimesinin bir agik 6rtiistidiir. Yani,

~

(U c U {fex | af-f, <1} (3.23)

AeA’

olur. K kompakt bir operatér oldugundan U, sinirli kiimesinin K altindaki gériintisiniin

kapanisi da kompakttir, yani K(U;) kiimesi de kompakttir. Kompakt kiime tanimindan

her acik alt ortslintin sonlu bir alt 6rtisi oldugunu bildigimizden,

ALA,,. . A, e A" operatérleri vardir ki,

3

KU) < U{fex :|Af-f,|<1} (3.24)

i=1

saglanir.

Sonrasinda heriigin f : X" —[0,00) surekli fonksiyonunu
f(z)=max{0, 1-||Az-f, |}

seklinde tanimlayalim.

f(z)>0olmasiicin gerek ve yeter kosul ||Az -f, |[< 1 olmasidir.

(3.24) ifadesinden her ze K(U,)) icin

flz)= ifi(z) >0 (3.25)

f(z)

olmaktadir ve boylece gi(z)=m fonksiyoneli K(U,) kiimesi Gzerinde her ze K(U,) igin
z

Zgi(z) = 1 kosulunu saglayan ve negatif olmayan bir fonksiyoneldir.
i=1

Ozellikle her fe U, igin Zgi(Kf)= 1 olur.

i=1
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Simdi ¢:U, — X" fonksiyonunu
0 (f) = D g (KHAKF
i=1
seklinde tanimlayalm. fe U, ve g (Kf)> 0 oldugundan AKf € U olur ve U, da konveks
bir kime oldugundan ¢ (U,) < U, olur.
¢ (f) ifadesi de AKf,AKf,.., A Kf vektorlerinin bir konveks kombinasyonu

oldugundan ve AKf € AK(U,) oldugundan ¢ (f), C = 5[ U AK(U,) ] kiimesine aittir.
i=1

Bu kiime norm sinirli bir kiimedir ve ayni zamanda AK operatérleri her i icin kompakt

oldugundan Teorem 3.22 ye gore C kompakt bir kiimedir. Béylece,

o(U,) = Cn Uy,

kiimesi de X  uzayinin bostan farkli ve konveks alt kiimesidir. Ayrica kompakt bir

kiimenin kapali bir alt kiimesi oldugundan kompakttir.
Tyconoff Sabit Nokta Teoremine gore

$:CNnU, > CNnUY,

fonksiyonu sabit bir noktaya sahiptir. Bu vektore u diyelim.

ue U,oldugundan ve 0 ¢ U, oldugunu bildigimizden u =+ 0 diyebiliriz.

Son olarak,

A= g(Ku)A € A’

i=1

operatorinil goziintne alalim.

AKu = i“gi(Ku)Ai Ku=¢(u)=u (3.26)

i=1

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Yardimci Teorem 3.25 X bir reel Banach uzayi olsun. K da X uzay! lzerinde sifirdan
farkli sabit vektore sahip bir kompakt operator olsun. O zaman K ile Uretilen B(X) in

diizgiin kapal alt cebiri sonlu rankl idempotent operatére sahiptir [13].

Onerme 3.26 X bir Banach uzayi ve Ac L(X) bir buguk- gecisli bir altcebir ise 0 zaman A

nin komutanti A asikardir [13].

ispat: A bir bucuk- gecisli bir cebir olsun fakat birim operatériin bir kati olmayan bir

S € A° mevcut oldugunu varsayalim. O zaman, sifirdan farkli bir ze X bulabiliriz ki Sz, z
elemaninin bir kati degildir. x = Sz diyelim. Bir bucuk- gecisli cebirin tanimindaki C = C(z)

olsun.

Il'y || >C|| S|.|| z || olacak sekilde y ¢R(S) secelim. A nin bir buguk- gegisliliginden, her

n € Nigin
1
| Ax=yll <=
n
ve
Azl <C][ z]]

olacak sekilde A €A vardir. Buradan, A x—y elde edilir. Béylece
A=yl
olur. Diger taraftan,
[AX [ =1 ASz
=|ISA,z|
<|Is.clfz]
olur ve boylece
Iy lI<Cli S {fz i
elde edilir ki bu bir celiskidir.

Onerme 3.27 A cebiri M_ (R) uzayinin bir alt cebiri olsun. Eger A bir buguk- gegisli bir
cebirse A= M_(R) olur [13].
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Ispat: A bir bucuk- gecisli cebir oldugundan Onerme 3.26 dan A° asikardir. Boylece
A= A" = M (R) olur.

Yardimci Teorem 3.28 S kompakt operatorlerin dizglin kapali ve pozitif reel sayilarla
carpim altinda kapali olan bir yari grubu olsun. Eger S, yari nilpotent olmayan bir
operatdre sahipse o zaman S, sifirdan farkli idempotent veya nilpotent olan sonlu

rankli bir operatore sahiptir [17].

Teorem 3.29 X bir reel Banach uzayi, X~ topolojik duali ve bir Ac B(X) alt cebiri icin

A’ cB(X’) bir kompakt operatér iceren bir buguk-gecisli dual cebir olsun. O zaman A"
* — wot .
B(X ) uzayinda yogundur, yani A =B(X ) olur.

ispat: Genelligi bozmaksizin A" cebirinin diizgiin kapali oldugunu distinebiliriz.
Yardimci Teorem 3.24 den, bir Ke A" kompakt operatorii vardir ki K sifirdan farkli bir

sabit vektore sahiptir. Yine Yardimci Teorem 3.25 den, A" cebiri sonlu rankli bir

idempotent P operatoriine sahiptir.

Y = R( P ) olsun. Yani, P nin goériintisi Y olsun. O halde Y nin boyutu sonludur, yani,
Boy(Y) < oo olur.

P A"P kisitlanis cebirinin Y de bir bucuk- gegisli oldugunu gosterecegiz. Gercekten,

z €Y aldigimizda, her f, g € X icin bir C vardir dyle ki, f ve z lineer bagimsizdir ve her

e >0icin bir A € A" operatorii vardir ki,

|| Af-g |/ <€ ve
| Az || <C. || z ||

olur. Ozellikle f, g €Y ise,

| PAPf—g| = | P(A"f-g) [ <||P]e (3.27)
ve

I PA"Pz | <||PJ.C.lz] (3.28)
elde edilir.

52



Onerme 3.27 ye gore PA'P nin kisitlanisi B(Y) nin tamamidir. O zaman PA'P ve
boylelikle A" ranki bir olan bir operatdre sahiptir. O halde Yardimci Teorem 3.28 den

A" cebiri sonlu rankli tim operatorlere sahiptir ve bdylece A", B(X') uzayinda

—woT

yogundur, yani A~ =B(X") olur.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Bu calismada bir X Banach uzayi Gzerindeki gecisli, bir bucuk- gecisli ve yerellestirme

operator cebirleri incelendi.

T operatorinin komutant kiimesi {T}C nin yerellestirme cebiri olmasi ile T nin hiper

degismez alt uzaya sahip olmasi arasindaki iliski arastirildi. {T}C nin yerellestirme cebiri
oldugu zaman T nin hiperdegismez bir alt uzaya sahip oldugu gerceginden yola cikarak
ve minimal vektorler metodu kullanilarak T nin adjoint operatoérii T  icin de benzer

sonuclar elde edildi. {T*}C nin yerellestirme cebiri olmasi durumunda T~ operatoriniin

de hiper degismez alt uzaya sahip oldugu gosterildi.

Buna ek olarak B(X) in bir A alt cebiri icin KWOT: B(X) ifadesini saglamasi icin gereken
kosullar tGzerinde duruldu. Kompakt bir operatoér iceren her bir bucuk- gecisli A < B(X)

alt cebirinin zayif operatér topolojisine gore B(X) te yogun oldugundan vyani

—WOoT

A = B(X) ifadesini gerceklediginden, X uzayinin bir AL veya AM uzayl olmasi
durumunda zayif kompakt bir operator iceren bir buguk- gecisli A cebirinin de bu

kosulu sagladigi elde edildi.

Ayrica, X~ X uzayinin topolojik duali olmak tzere, A nin dual cebiri A" =B(X") iin de

bu durum ile ilgili sonuglar elde edildi. Ozellikle, X reel bir Banach uzayi olmak lizere bir

* —wor * o. . Sy
buguk- gecisli A cebirinin de A = B(X ) kosulunu gergekledigi gosterildi.
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