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Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Lale CONA
2021, 64 sayfa

Bu tez calismasinda Banach uzaylardaki lineer smirli operatorlerin Weyl tipi
esitsizlikleri tizerine calisilmistir. Birinci boliimde gerekli temel kavramlar verilerek, ikinci
boliimde s-sayilariin aksiyomatik yapisi aktarilmistir. Ugiincii boliimde ise Weyl tipi
esitsizlikler hakkinda genel bir arastirma yapilmistir. Boylece bir biitiin olarak s-sayilarinin

aksiyomatik teorisi sunulacaktir.
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In this thesis, Weyl type inequalities of linear bounded operators in Banach
spaces have been studied. In the first chapter, the necessary basic concepts are given, and
in the second chapter, the axiomatic structure of s-numbers is given. In the third part, a

general research has been done on Weyl type inequalities. Thus, the axiomatic theory of s-
numbers as a whole will be presented.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Yapilan litaratiir taramasinda S-sayilari veya singililer sayilar (singuldre zahlen)
kavraminin ilk olarak E. Schmidt’ in non-selfadjoint integral operator teorisi alanindaki
(Schmidt, E., 1907) ¢alismasinda yer verildigi ve kullanilmaya baslandig1 goriilmektedir. J.
von Neumann ve R. Schatten’ in (Von Neumann, J. ve Schatten, R., 1948) ¢aligmasinda bu
kavramin Hilbert uzaymdaki lineer sinirli operatorlere iligkilendirilmesine yer verildigi
anlasilmistir. 1.Z. Gohberg ve M. G. Krein’ nin (Gohberg, 1.Z. ve Krein, M.G.,1971)
kitabinda Hilbert uzayinda operatorlerin s-sayilarinin miikemmel teorisine yer verilmistir.
Banach uzayinda s-sayilarinin birden fazla tanim segenegi oldugu bilgisine erigilmistir. Bu
kapsamda yapilan ilk ¢alismalar A. N. Kolmogorov (Kolmogorov, A.N., 1936) ve .M.
Gelfand’ a ait oldugu bilinmektedir.

A Pietsch’ in (Pietsch, A., 1963) bu calismasinda dncelikli olarak yaklasim sayilarina
yer verildigi goriilmiistiir.

s-sayilarmin Banach uzaylarindaki aksiyomatik teorisi ve incelenmesine ilk olarak
A.Pietsch’ in (Pietsch, A., 1974) makalesinde ve yazarin (Pietsch, A., 1980) ile (Pietsch,
A., 1987) kitaplarinda kapsamli ve sistematik olarak yer verildigi anlagilmistir.

Tarihsel siire¢ icerisinde konu hakkinda bir¢ok bilimsel c¢aligmanin yapildigi;
dizilerin ve fonksiyonlarin Hilbert uzayinda bazi operatorlerin  s-sayilarinin
hesaplanmasina kaynak olusturdugu tespit edilmistir. Yapilan kapsamli literatiir
taramasinda oOzellikle 1980°li yillardan sonra yapilan bilimsel c¢alismalarda Banach
uzaylarindaki lineer smirli operatorlerin s-sayilari, psevdo-S-sayilari, quasi-S-sayilari,
yaklasim sayilar1, Gelfand sayilari, Kolmogorov sayilari, entropi sayilart vs. ile 6zdegeri
arasindaki baglantinin arastirildigi; Hilbert uzaylarindaki meshur Weyl esitsizliginin
benzerlerinin Banach uzaylarinda, yeni tanimlanan s-sayilar igin genellemesi bu alanda
calisma yapan bilim insanlarinin ortak ¢alisma alanlar1 olmustur. (( Pajor, A. ve Tomczak-
Jaegermann, N., 1989), (Hinrichs, A., 2002)).

Biitiin bu bilgiler degerlendirildiginde Banach uzaylar da tanimli her bir operat6r
icin; yaklasim sayilari, Kolmogorov sayilari, Gelfand sayilart gibi bir s-say1 dizisi

tanimlanir.



Siirekli gelisen litaratiirde yapilan ¢aligmalarda, ¢ok noktali diferensiyel operatorler
teorisinin bir¢ok problemleri, katihal cisim fizigininin bir¢ok problemlerinde aragtirilan
sorular ancak Hilbert veya Banach wuzaylarmin direkt toplami iizerinde kolay
¢dziimlenebilecegi sonucuna varilmistir. (( Kochubei, A.N., 1979), (Barramov, E.,Oztiirk
Mert, R. ve Ismailov, Z.1., 2012)). Bu baglamda alana katki saglayabilecek Banach
uzaylarinin direkt toplami iizerinde tanimlanan direkt toplam operatoriiniin bazi s-say1
fonksiyonlar1 ile koordinat operatdrlerinin ayni tipteki s-say1r fonksiyonlari arasindaki
bagntilar lizerine arastirmalar yapilmistir.(( Ismailov, Z.I., Cona, L., Otkun Cevik, E.,
Giiler, B.O., 2014), (Ismailov, Z.I., Cona, L. ve Otkun Cevik, E., 2015), (ipek Al, P.
2020.))

1.2. Temel Kavramlar
Bu kisimda g¢alismanin konusu dahilinde yer alan 6nemli kavram ve sonuglara

verildi.

Tamm 1.2.1. (Metrik Uzay,(Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008 )) : X # @ ve

d:XxX->R, (x,y) > d(xy)

bir fonksiyon olsun. Eger d fonksiyonu V x,y, z € X i¢in

@  dl,y)=0;

(i) d(x,y) =0 © x =y (6zdeslik aksiyomu) ;
(i)  d(x,y) =d(y,x) (simetriklik aksiyomu) ;
(iv) d(x,y) <d(x,z)+d(zy) (icgen esitsizligi) ;

Ozelliklerini sagliyorsa d fonksiyonuna X tizerinde bir uzaklik fonksiyonu veya bir metrik,
bu durumda (X,d) ikilisine de metrik uzay adi verilir. Yukarida verilen (i)-(iv)

Ozelliklerine ise metrik aksiyomlar1 denir.

Ornek 1.2.1. (Bayraktar, M., 2006) : d:Rx R—> R, d(x,y) = |x — y| olarak

tanimlanan d fonksiyonu bir metriktir. Gosteriniz.



Coziim: Oncelikle Vx,yER icin d(x,y) < + o oldugu gosterilsin.
Vx,y €X icgin
dlx,y) = |x =yl <lx+y|l < x| +[y| <+oo

Vx,y,z€X igin

0) d(x,y) =0
(i) dx,y)=lx—y|l=0eo x—y=0 © x=y,
(i)  dly) =lx—yl= |-(y=x)|= |-y - x| = d(y,x),
(iv) dxy)=lx-yl=|x-z+z-yl
< lx—z|l +lz=yl

= d(x,z) +d(z,7y).

dir. O halde (R,d) bir metrik uzaydir. Bu metrige R nin alisilmis metrigi veya mutlak

deger metrigi denir.
Ornek 1.2.2. (Kreyszig, E., 1978): X # @ olmak iizere V x,y € X icin

0 , x=y
d(x,y)={1 XFYy

ile tanimlanan d fonksiyonu X iizerinde bir metriktir.

Coziim: d nin tanimindan (i),(ii) ve (iii) agiktir. (iv) igin x, y ve z € X olsun.

Eger x = y ise d(x,y) = 0 olacagindan
d(x,y) <d(x,z) +d(zv).
Eger x # yise d(x,y) = 1. Fakat x = y = z olamayacagindan
d(x,y) <d(x,z) +d(z,v).

Bu metrige diskret ya da ayrik metrik denir.



Tamim 1.2.2. (Bayraktar, M., 2006) : (X, d) bir metrik uzay, x, € X ve r > 0 bir reel

say1 olsun.
B, (x9) = B (x9,7) = {x €X: d(x,%) < r}(agikyuvar)
B, [xo] = B[xq,r] ={x €X: d(x,x,) <r}(kapalyuvar)

S(xy) = S(xg,1r)={x€X: d(x,xy) = 7} (yuvar yiizeyi )

olarak tanimlanir. Bu ti¢ durum da her birinde x, noktasina merkez, r ye ise yarigap

denir.

Ornek 1.2.3. (Bayraktar, M., 2006): (X, d) ayrik (diskret) metrik uzay ve x € X

olsun. B(x,r) bulunuz.

Coziim: Vx,y € X i¢in

acey) =1{ §’

)

xR X
ol
< <

ayrik (diskret) metrigin tanimindan

r > licinB(x,r)={y€eX: dxy) <r}=X
r < ligcinB(x,r)={ye X: dix,y)<r }= {y}
olup

Bx,r)={y€X: dxy)<r}= { {il(}' rr>sl1

dir.

Tamim 1.2.3. (Lineer Uzay(Vektor Uzayi), (Bayraktar, M., 2006): X # @ ve

F (R veya C) bir cisim olsun.

+HXXX->X, ((xy)-x+y,

FxX-X, (a,x) = ax,



doniistimleri ile toplama ve ¢arpma islemlerini tanimlayalim. Her x,y,z € X ve her a,y €

F i¢in asagidaki kosullar saglansin:

x+y=y+x,;

x+Wy+2)=Kx+y)+z;

Vx € X i¢in x + 0 = 0 esitligini saglayan bir tek 0 € X vardir ;

Vx € X i¢in x + (—x) = 0 esitligini saglayan bir tek —x € X vardir ;
Vx EXiginlx = x ;

(ay)x = a(yx) ;

alx+y)=ax+ay ;

O N o g bk~ w NP

(a+y)x=ax+yx .

Bu durumda X e F cismi iizerinde bir lineer uzay (vektor uzayi) adi verilir. F in
elemanlarina skaler X in elemanlarina ise vektor adi verilir. F = R alinirsa X e reel vektor

uzay1 ve F = C alinirsa X e kompleks vektor uzayi adi verilir.

Ornek 1.2.4. (Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008): S bir kiime ve X,
F(Rveya C) cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Bu takdirde F(S,X):={f|f:S —

X bir fonksiyon } olmak iizere F ailesi

f+9)@)=fl)+gkx), f,g€F(S,X),
(B =pf(x), BETF, feEF(S,X),

islemleri altinda bir lineer uzaydir.

Tammm 1.2.4. (Lineer Alt uzay,( Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008)): X bir
lineer uzay ve Y € X ,Y # @ olsun. Eger Y kiimesi X lineer uzay: iizerinde tanimlanan
cebirsel islemler altinda kendi basina bir lineer uzay olusturuyorsa Y ye, X de bir lineer alt

uzay denir.

Tammm 1.2.5. (Normlu Lineer Uzay, Bayraktar, M., 2006): X, F cismi lizerinde

tanimli bir vektor uzayi olsun.



Eger ||*||: X » R, x — ||x|| doniisiimii her x,y € X ve her a € [ i¢in

) lxll=0;
@ii) lxl[=0 & x=6;
(i) x|l = lafllx]l ;

(v) llx+yll < llxll + llyll (iggen esitsizligi) ;

Ozelliklerini sagliyorsa ||-|| doniisiimiine X lineer uzay1 lizerinde bir norm ve bu durumda
(X, |I)]D ikilisine de bir normlu lineer uzay veya normlu uzay adi verilir. Yukarida verilen

(1)-(iv) ozelliklerine ise norm aksiyomlar1 ad1 verilir.

Ornek 1.2.5. (Bayraktar, M., 2006): Eger X normlu uzay ise

d:XxX >R
(x,y) = d(x,y) =llx=yll

seklinde tanimlarsa bu fonksiyonun bir metriktir.

Coziim: V x,y,z € X i¢in

(i) lx — y|l = 0 oldugundan d(x,y) = 0 dir.
i) diy)=llx—-yll=0ex-y=0cx=y
(i) dC,y) =llx =yl =N1D@ -0l = =1y — x|l = d(y,x)
(iv) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) esitsizligi saglanir m1?
d(x,z) = |lx —zI|
=llx—y+y—zl
<llx =yl +lly —z|
d(x,z) <d(x,y)+d(y, z)

olup d bir metrik uzaydir. Bu yolla elde edilen d metrigine ||. || normunun indirgedigi

(dogurdugu, iirettigi) metrik denir.



Tamim 1.2.6. (Yakinsak Dizi,( Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008) ): (X, ||-|lx)

normlu uzay, (x,) < X bir dizi olsun. Eger x € X i¢in lim |[x, — x||x = 0 ise, (x,) € X
n—-oo

o .. . Il x :
dizisi x € X elemanina |||y normuna gére yakinsiyor denir. x,, —.xveya rlll—IEo Xp =X

notasyonlarindan biriyle gosterilir.

Ornek 1.2.6. (Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008): (f,,) < €([0,1], R) dizisi her
t € [0,1] i¢in

fL(®):=1t", n=1

seklinde  tammmlanmiyor.  (f,) dizisi  (C([0,1], R), |||, If1lL = follf(t)l dt, f €

C([0,1], R) normlu uzayinda f(t) = 0 noktasina yakinsaktir. Gosteriniz.

Coziim: (f,,) c €([0,1], R) dizisi ve her t € [0,1] igin

1 1
. 1 (clih)
Ifn = flli = | 1fn@® —f®l dt = | (" =0) dt = ———0
n+1 noow
0 0

oldugundan

lim [, = flls = 0.

Bu ise f,(t) =t™ n =1 dizisinin |-||; normuna gore f(t) =0 noktasina

yakinsadigini gosterir.

Tamim 1.2.7. (Cauchy Dizisi, (Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008)): (X, ||*|lx)
normlu bir uzay olsun.
(x,) € X dizisi bir Cauchy dizisidir & Ve >0 i¢in In, € N: VYm,n > n, igin

”xn - xm”X <e&.



Ornek 1.2.7. (Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008): (f,,) < €([0,1], R) dizisi her
t € [0,1] i¢in f,(t):=t" seklinde tamimlanmiyor. (f,) dizisi (C([0,1], R),|Il), IIfll1 =
foll f®| dt, f € C([0,1],R) normlu  uzaymmda bir Cauchy  dizisi  olup
(CO01L R, [Illeo)s If llo = supflf(O)]: t € [0,1]}, f € C([0,1],R) normlu uzaynda

bir Cauchy dizisi degildir. Gosteriniz.

Céziim: Ik olarak (f,) dizisinin (C([0,1],R), ||:|]|;) normlu uzayinda Cauchy dizisi

oldugu gosterilsin. n,m € N ve n > m olsun. Su halde n > m oldugu i¢in

1 1 <1
m+1 n+1 m

1 1
flt"—tml dtzf(tm—t") dt =
0 0

oldugu elde edilir. Eger her € > 0 i¢in n,: = [E]] + 1 alirsak her m,n > n, ic¢in ||f, —

fll1 < % <& oldugundan ||f;, — fixlli <& oldugu bilinir. Oyleyse (f,) dizisi

(€([0,1], R), ||*[l;) normlu uzayinda bir Cauchy dizisidir.
Simdi (f;,) dizisinin (C([0,1], R), ||*|lc) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi olmadig1
gosterilsin. Aksine (f;,) dizisinin (C([0,1],R), ||*|l) normlu uzaymnda bir Cauchy dizisi

oldugu varsayilsin. n,m € N ve n > m olsun. Bu halde n > m oldugu i¢in
lfn = fnllo: = sup{|t" = t™|: 0 <t <1} =sup{t" —-t™ 0<t <1}

esitligi elde edilir. Kolay hesaplamalar sonucu

m

sup{t™ —t": 0 <t <1} = (%)m (1 —ﬂ)

n

esitligi bulunur. Buradan

m

1o = fllor = (Z)" " (1= %)

n n

esitligine ulagilir. Burada m = k € N ve n = 2k € N alinirsa



k

I = fullen = ()" (1-5) =5 (1-3) =35

olur ki bu durumda ¢ = % igin % < % esitsizligine ulasilir. Bu ise bir g¢eliskidir. Dolayisiyla

(f) dizisi (€([0,1], R), ||||lc) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi degildir.

Tamm 1.2.8. (Banach Uzay (Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008) ): Eger bir
normlu uzayda her Cauchy dizisi bu normlu uzayda yakinsak ise bu uzaya tam normlu

uzay veya Banach uzay denir.

Tamm 1.2.9. (I, = ,(F) Uzay1 (Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008)) : p >0

i¢cin

L, = {x — (x,) € F: Z|xn|p < oo}
n=1

dizi uzayinda

® 1
3 e

seklinde tanimlansin. Burada

ep =1 igin,

dily x L, > R, d(x,y) = (T2, = yulPP;
e0<p<1 igin,
dily, Xl > R, d(x,y) = Xizalxn — yal?;
olup p nin durumuna gére her iki durumda da (1, d) metrik uzaydir.

Tamm 1.2.10. ( I4,1, Uzaylan (Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008) ):

l,uzayinda p = 1ve p = 2 icin 6zel halleridir.

9



I, ={x= (x,) € F*: ZIxnl <OOI

n=1

olup x,y € l;i¢in

d:ly xl; >R, dx,y) =zlxn—ynl,

n=1

seklinde taniml1 d dontistimii bir metrik olup (4, d) ayn1 zamanda bir Banach uzaydir.

I, = {x =(x,) € IF"":z:Ixnl2 < OOI

n=1

olup x,y € L, igin

> 1
d:l2 XlZ —)R, d(x;J’)=(ZIxn_yn|2> E:
n=1

seklinde tanimli d doniistimii bir metrik olup (I, d ) de bir Banach uzaydir.

Ornek 1.2.8. (Kreyszig, E., 1978): [,,(N), 1 < p < o lineer uzay

1
d P
Il = (va’) o x=Ga) €LY

normuna gore bir Banach uzayidir.

Ornek 1.2.9. (C([-1,1], R), ||:|l,) lineer uzay1 ||:|l;: C([-1,1],R) » R* U {0}, f €
C([-1,1], R)

Il = [2,1f GOl dx

normuna gore bir Banach uzay degildir.

10



Tamm 1.2.11. (ic Carpim Uzayi,(Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008)): X, C

kompleks sayilar cismi tizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger (+,-): X X X — C doniistimii

(i) Vx € Xicin (x,x) =0ve(x,x) =0 x=6;

(i)  Vx,y € X icin (x,¥) = (y,x) (kompleks eslenik) ;
(iii) Vx,y € Xvea € Fi¢in (ax,y) = a(x,y);

(iv) Vx,y,zeXi¢in(x+y,2)=(x2)+ (y2);

oOzelliklerini sagliyorsa (+,-) doniisiimiine X vektor uzay tizerinde bir kompleks i¢ ¢arpim
ve bu durumda (X, (-,)) ikilisine de bir kompleks i¢ carpim uzay1 (veya 6n Hilbert uzay1)
ad1 verilir.

Eger yukarida tanimlanmis olan doniisiimde C, kompleks sayilar cismi yerine R, reel
sayilar cismi alinirsa (X y (,)) ikilisine bir reel i¢ ¢arpim uzay1 adi verilir. Bu durumunda
her x,y € X i¢in (x,y) = (y, x) esitligi dogrudur.

Ayrica her x,y € X ve her a, § € F(C veya R) i¢in

1) (ax + By, z) = (ax,z) + (By, z) = a(x,2) + B(y,2) ;

@) (x,ay) = (ay,x) = aly,x) =aly,x) =alx,y);

@B) (x,ay + Bz) = (ay + fz,x) = a(y,x) + B(z,x) = a(y,x) + B(z,x)
=alxy) +B(x 2)

bagintilarinin dogrulugu elde edilir.

Ornek 1.2.10. (Kreyszig, E., 1978): F(R veya C) cisim olmak iizere (C[a,b],F)

stirekli fonksiyonlarin kiimesi

+:C[a,b] x C[a, b] = C[a, b], fo9)~-f+g
-:FxCla,b] > Cla,b], (af) - af,

olarak tanimlanan cebirsel islemlere gore bir lineer uzaydir.

Ayrica bu lineer uzay lizerinde
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b
. Detan = | FRITE dx

seklinde tanimlanan doniisiim ise bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur.

Tamm 1.2.12. (i¢ Carpimin Urettigi Norm,( Rynne, B.P. ve Youngson, M.A.,
2008)): (X, (7)) bir i¢ ¢arpim uzay1 ve x € X ise

1
llxIl = (x, x)2

seklinde tanimlanan fonksiyon X iizerinde bir norm olup bu norma i¢ ¢arpimin iirettigi

norm denir.

Tamim 1.2.13. (Hilbert Uzayi, (Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008)): Eger bir
i¢ carpim uzayi i¢ ¢arpimin lirettigi norma gore tam ise bu i¢ ¢arpim uzayina Hilbert uzayi

ad1 verilir.

Ornek 1.2.11.(Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008): (,)=1Iy,XIl,—
F(= Rveya C), (x,y) = Xi=1 XYk doniisiimii [, izerinde bir i¢ ¢arpim uzayidir ve bu i¢

carpima gore L, bir Hilbert uzayidir.

Tanim 1.2.14. (Kreyszig, E., 1978): X ve Y iki normlu lineer uzay olsun. S: D(S) c

X — Y olan her doniisiime bir operator adi verilir. Bu durumda

D(S) = {x € X: Sx tanimh} c X kiimesine S operatoriiniin tanim kiimesi,
R(S) :=5D(S) = {y = Sx: x € D(5)} c Y kiimesine ise S operatoriiniin deger kiimesi,
KerS := {x € X: Sx = 0} € X kiimesine de S operatoriiniin sifir kiimesi veya ¢ekirdegi

denir.

Tamm 1.2.15. (Pietsch, A., 1974): X ve Y iki Banach uzay ve S:D(S) c X - Y bir
operatdr olsun. S operatdriiniin goriintii kiimesinin boyutuna S operatdriiniin boyutu denir

ve rank(S) veya r(S) ile gosterilir. Yani r(S) = rankS = dim(Im(S) ).
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Tamm 1.2.16. (Lineer Operator, (Kreyszig, E., 1978)): X ve Y aym bir [F cismi
lizerinde iki lineer uzay, D(S), X de bir lineer alt uzay ve S: D(S) € X — Y bir operator
olsun. Eger her x,y € D(S) ve her a, 8 € F igin

S(ax + By) = aS(x) + BS(y)
ise, S operatoriine bir lineer operator denir.

Ornek 1.2.12. (Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008): S:Cgr[0,1] = R, S(f) =

) 01 f(x) dx seklinde tanimli doniisiim lineerdir. Her @, 8 € R ve f, g € Cg[0,1] i¢in

Saf +Bg) = f (af +Bg) () dx
0
- j (@)@ + BN dx
0
1 1
- f (@f)() dx + f Bg)(0) dx
0 0

=aff(x) dx+ﬁjg(x) dx
0 0

= aS(f) + p5(g),

oldugundan S lineerdir.

Ornek 1.2.13. S: Cg[a, b] » R, Sf(t) = max{f(t):t € [a, b]} seklinde tanimlanan

operator lineer degildir. Gosteriniz.
Coziim:
f:[1,5] - R, f(t)=tveg:[1,5] > R, g(t) =—t

seklinde tanimlanacak olursa f, g € Cg[1,5] igin
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S(f + g)(@) = max{(f + g)(©): t € [1,5]} = max{f(t) + g(t): t €[1,5]} =0
Sf(t) +Sg(t) = max{f(t): t € [1,5]} + max{g(t): t € [1,5]} =5+ (—-1) =4

olup

S(fF+9)(@©) # SF() + Sg(t)

oldugundan S operatorii lineer degildir.

Tammm 1.2.17. (Birim Operator, (Kreyszig, E., 1978)): S:X — X operatorii
verilsin. Vx € X i¢in S(x) = x ise S operatoriine 6zdeslik veya birim operator adi verilir. [
veya Iy seklinde gosterilir. (Bu tez cgalismasinda aksi bir durum belirtilmedik¢e birim

operatOr kisalik adina sadece [ ile gosterilecektir.)

Tamm 1.2.18. (Siirekli Operator, (Kreyszig, E., 1978)): X ve Y iki normlu uzay,
S:X - Y bir operatér ve xy € X olsun. Eger her € > 0 igin |[x — x,|| < § kosulunu
saglayan her x € X igin |[Sx — Sx,|| < € olacak sekilde bir § = §(g,x5) > 0 sayist
bulunabiliyor ise S operatoriine x, noktasinda siireklidir denir. S operatorii her x € X

noktasinda siirekli ise S ye siirekli operator denir.

Tamm 1.2.19. (Smirh Operator, (Kreyszig, E., 1978)): X ve Y iki normlu uzay ve
S: X — Y bir operator olsun. Eger her x € X i¢in ||Sx||y < M||x||x olacak sekilde sabit bir
M > 0 sayis1 varsa S operatoriine sinirli operator denir. X den Y ye tiim smirhi lineer
operatorlerin  olusturdugu aile L(X,Y), ozel olarak X =Y ise bu aile L(X) ile

gosterilecektir.

Tamm 1.2.20. (Kompakt Operator, (Kreyszig, E., 1978)): X ve Y iki Banach uzay1
veS € L(X,Y) olsun. Eger X deki her siirli kiimenin S altinda goriintiisiiniin kapanis1 Y
de kompakt ise S ye kompakt operator denir. Ayrica tiim kompakt operatorler kiimesi
S(X,Y) ={S € L(X,Y): S kompakttir} seklinde gosterilecektir.

Teorem 1.2.1. (Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008) : X ve Y iki Banach uzay1 ve
S € G(X,Y) olsun. Bu takdirde S sinirlidir. Yani S(X,Y) < L(X,Y).
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Tamm 1.2.21. (iteratif Kompakt Operator, (Pietsch, A., 1987) : S € L(X) olsun.
X Banach uzaymin kapali birim yuvar1 U olmak iizere € > 0 i¢in bir n iistli ve uq, ..., U, €

X elemanlar1 vardir 6yle ki eger S operatorii

k
S*U) < | Hun + €U},
hU "

sartin1 sagliyorsa S ye iteratif kompakt operator denir.

Tamim 1.2.22. (Riesz Operatorii, (Pietsch, A., 1987) : S € L(X) olsun. X Banach
uzaymin kapali birim yuvart U olmak iizere € > 0 i¢in bir n Ustli ve uy, ..., Uy €

X elemanlar1 vardir 6yle ki eger S operatorii

k
S*U) | |{up+e"U},
hU ’

sart1 saglaniyorsa S ye Riesz operatorii denir.

Onerme 1.2.1. (Pietsch, A., 1987): Bir S € L(X) Riesz operatoriidiir ancak ve ancak
her ¢ € Cigin &S itaratif kompakt operatordiir.

Onerme 1.2.2. (Pietsch, A., 1987): Her kompakt operatdr bir Riesz operatoriidiir.

Tamim 1.2.23. (Adjoint Operator, (Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008)): H ve
K kompleks Hilbert uzaylari ve S € L(H, K) olsun. Her x € H ve hery € K ig¢in

(le Y)K = (xl S*y)H
olacak sekilde bir tek S* € L(K,H) operatorii mevcuttur.

Tamm 1.2.24. (Selfadjoint Operator, (Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008)):
H kompleks Hilbert uzayi ve S € L(H) olsun. Eger

S*=S
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ise bu takdirde S operatoriine selfadjoint(6zeslenik) operatdr denir.

Tamm 1.2.25. (Pozitif Operator], (Rynne, B.P. ve Youngson, M.A., 2008)): H bir
Hilbert uzay1 ve S: D(S) € H — H bir lineer selfadjoint operator olsun. Eger her x € D(S)
icin (Sx,x)y = 0 ise S operatoriine pozitif operatér denir ve S = 0 sembolii ile gosterilir.

Eger S pozitif operatérii icin T? = S olacak sekilde bir T pozitif lineer operatdrii varsa, T

1
operatdriine S nin karekokii denir ve T = +/S veya T = Sz seklinde gosterilir.

Tanim 1.2.26. (Operatér Normu (Soykan, Y., 2008)): X ve Y normlu uzaylar
olsun. ||-||: L(X,Y) — R fonksiyonu

ISIl = sup [|Sx|l
lxll<1

ile tanimli ise ||| , L(X,Y) tizerinde bir norm tanimlar ve norma S nin operator normu
denir.
Tammm 1.2.27. (Dual Uzayr (Soykan, Y., 2008)): X normlu bir uzay olsun. X

tizerinde ki tiim sinirl lineer fonksiyonellerden olusan kiime

151 = sup T = sup 7o)

x#0 [lx]|=1

ile tanimlanan norma sahip olan, normlu bir uzay olusturur. Bu uzaya, X in dual uzay1 adi

verilir ve X' semboliiyle gosterilir.

Tamim 1.2.28. (Bidual Uzay (Soykan, Y., 2008)): X' niin dual Banach uzayina

bidual Banach uzay denir ve X"ile gosterilir.
Teorem 1.2.2. (Soykan, Y., 2008) X ve Y normlu uzaylar ve S € L(X,Y) olsun.
S'HHx)=f(Sx), x€X, feY'
olacak sekilde bir tek S’ € L(Y', X") operatorii vardir.

Tamim 1.2.29. (Dual Operator (Soykan, Y., 2008)) : X ve Y normlu uzaylar ve S €
L(X,Y) olsun. Teorem 1.2.2 i¢inde olusturulan S’ € L(Y', X") operatoriine S operatoriiniin

duali denir.
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2. s-SAYILARININ AKSIYOMATIK OZELLIKLERI

Yapilan c¢alismalar incelendiginde s-sayilarmin 1.Z Gochberg ve M.G.Krejn’in
kitaplarinda (Schmidt, E., 1907), Hilbert uzaylarinin spektral teorisinde 6nemli bir kaynak
olusturdugu goriilmektedir. Sonsuz boyutlu bir Hilbert uzayinda kendisine tanimli kompakt
bir S operatoriiriin s-sayisi olan s, (S), S operatoriiniin n.6zdegeri olarak tanimlanir.

Ote yandan s-sayillari operatdrlerin  L(H,H) halkalarindaki ideallerin
tanimlanmasinda kullanilabilir. S.,(H, H) kompakt operatorlerin kapali ideali olsun. Bu

takdirde J.V Neumann ve R.Schatten tarafindan

S,(H,H) = {s = SOO(H,H):ZSn(S)p < oo} . 0<p<ow,
1

gibi idealler ispatlandi. p = 1 i¢in biz operatdrlerin bir iz sinifini1 elde ederiz. p = 2 igin

(e;) ve (fi) keyfi tam ortanormal sistemleri i¢in
Z.k|(5€i;fk)|2 <
i,

esitsizligi ile Hilbert-Schmidt’ in bir ideali S, (H, H), karakterizasyonunu elde edilir.
Ik olarak Hilbert uzaylarinda ki operatdrlerin s-sayilarini1 karakterize eden teoremi

verilsin.

Teorem 2.1. (Pietsch, A., 1974).: S € L(H,H) ve |S| = +/S*S pozitif operatoriiniin

spektral dlgtimii P(.) olsun. Bu taktirde her s-say1 fonksiyonu igin

sp(S) = igf{a >0: dim(P(o,©)) <n}

dir.

Uyan 2.1. Hilbert uzaylarinda biitlin operatdrler sinifi iizerinde yalniz bir tek s-say1

fonksiyonu vardir. (Pietsch, A., 1980, Konig, H., 1986).



Banach uzaylarindaki operatorler i¢cin Hilbert uzayi olmasi durumundaki s-sayilart ile
Ortiisen say1 dizilerinin tanimlanmasinda birka¢ olasilik vardir. 1996 da Moscow
Kongresinde B.S Mitragin ve A.Pelczynski (Aksoy, Asuman G. ve Lewicki, G., 1997) bu
sayilar hakkinda bir rapor verildi. Neticede s-sayilarinin aksiyomatik teorisi A. Pietsch in

tanimladig1 manada kullanilacaktir.

Tamm 2.1. (Pietsch, A., 1980b) : Bir Banach uzaydan diger bir Banach uzayma

lineer smirh operatorlerin L uzayindan negatif olmayan sayilarin dizileri kiimesine

s:L - {s5,(8): 5,(85)=0, n=>1}

dontisiimii asagidaki sartlari sagliyorsa, “s-sayis1 fonksiyonu” veya “s-fonksiyonu” denir.

S€eLigin ||S|| =5:(8)=s,(85)=-=0

S,Te€Ligin s,(S+T)<s5,(5)+ Tl

T € L(Ey,E) , S€ L(E,F), R€L(F,Fy) icin s,(RST) < [IRlls,(S)IITI
Eger rank(S) < n ise s,(S) =0

Eger dim(E) = n ise s,(Iz) =1

a & L np e

Burada s, (S) sayisina S operatdriiniin n. S-sayust ad1 verilir.

Teorem 2.2. (Pietsch, A., 1974): S,T € L(E,F) igin

152.(S) = (M < lIS =Tl

oldugundan s-sayilar siirekli fonksiyonlardir.

Ispat: s-sayilarinin (2) dzelliginden ;

sn(8) = sp(S+T =T) < sp(T) + IS = Tl = 5,(S) = sp(T) < IS =Tl

sn(T) =sp(T+S = 8) <5y + IS =TIl = $p(T) = 5(S) < IS =TIl
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olup buradan

5,.(S) = (M < IIS =Tl

dir.
Teorem 2.3. (Pietsch, A., 1974): Eger s,,(S) = 0 ise bu takdirde rank(S) < n dir.
ispat: T € L(E,E,),S € L(Ey, F) ,R € L(F,E) icin (3) den
sn(RST) < [[Rllsn (IITII
olup

s,(RST) = 0

dir. Ayrica s,(RST) = s,(I) olup s,(Ig) = 0 olacagindan ( (5)de p=>q =q' =p’

Onermesi goz Ontine alinirsa ) dim(Iz) < n dir. O halde rank(RST) < n dir.

lleriki kistmlarda bazi dnemli ispatlar igin asagidaki lemmalar kullanilmaktadur.

Lemma 2.1. (Lokal refleksiftlik prensibi , Lindenstrauss, J. ve Rosenthal, H.P.,
1969) : M ,E" nin sonlu boyutlu bir alt uzay1 olsun. Eger ¢ > 0 ise bu taktirde Jz,E"
icine tamml1 E nin kanonikal doniisiimii olmak iizere V x € E N Jz1(M) i¢in

|RI| <1+¢€ ve Rjgx =x

olacak sekilde R € L(M,E) vardur.

Lemma 2.2. (Kato, T., 1966) : M ve N , dim(M) > dim(N) olacak sekilde E nin alt

uzaylar olsun. Bu takdirde x € M vardir dyle ki, ||QE x|| = ||x|| = 1. Burada Q%, E den

E /N ye kanonikal doniisiim.
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Lemma 2.3. (Kadec, M.I. ve Snobar, M.G., 1971): M ,dim(M) = n olmak lizere, E
nin bir alt uzay1 olsun. Bu takdirde bir P € L(E, E) projeksiyon vardir dyle ki,

M=PE)velPll<vn

dir.

2.1. Yaklasim ve izomorfizm Sayilar

Bu kisimda s-say1 fonksiyonlarinin iki 6nemli 6rnegi verilsin.
Tamm 2.1.1. (Pietsch, A., 1980b): V S € L(E, F) operatérleri i¢in yaklagim sayilari

a,(S) =inf{||S — A||: A € L(E,F),rank(A) < n}

olarak tanimlanir.

Teorem 2.1.1. (Pietsch, A., 1974.):

app : S = (an(5))

doniisiimii bir s-say1 fonksiyonudur.

Ispat: s-sayilarmin (3) ve (4). ozellikleri asikar oldugundan biz diger sartlari

ispatlayalim.

(1) S € L(E,F) olsun.

a,(S) = inf{||S — Al : A € L(E,F),rank(4) < 1} = ||S]|

a,(S) = inf{||S — Al : A € L(E,F),rank(A4) < 2}
= inf{lISIl,inf{lIS — All : A € L(E, F), rank(4) = 1}
= inf{||S — Al : A c L(E,F),rank(4) = 1}
< a.(S)
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Benzer sekilde incelemeler devam ederse;

IIS]| = a,(S) = a,(S) = a3(S)..=0

oldugu goriiliir.

(2) S,T € L(E,F) olsun.

a,(S+T)=inf{||S+T —A| : A €L(E,F) rank(4) < n}
< inf{||S— Al : A € L(E,F),rank(4) < n}
+inf{||T|| : A € L(E, F),rank(4) < n}

= a,(S) + Tl

(5) a,(Ig) <1 oldugu kabul edilsin. Bu takdirde yaklagim sayilarinin tanimindan
IlIz — Al < 1 ve rank(4) < n olacak sekilde A € L(E, E) vardir. Sonug olarak, Neumann
serisi vasitasiyla A = Iz — (I — A) yani A terslenebilir ve boylece rank(A) = n dir. Bu

ise bir geligkidir. O halde kabul yanlig olup s-sayilarinin (5) sart1 saglanir.

Teorem 2.1.2. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974.): Yaklasim sayilar1 en genis s-

sayilardir.

Ispat: S € L(E, F) olsun. Bu takdirde her bir s-sayis1 fonksiyonu ve rank(4) < n ile
verilen A € L(E,F) igin

5,(8) =s,(S+A—A)
< sp(A) + IS = All = IS — All

olup

sn(S) < IS — Al

dir. Boylece VS € L i¢in
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$n(8) < an(S)

bulunur. (Yukaridaki esitsizlikte her iki tarafin infimumu alinirsa sag taraf yaklasim

sayisini Verir).

Tammm 2.1.2. (Pietsch, A., 1980b): Herhangi bir S € L(E,F) operatorii eger
rank(S) < n ise bu takdirde Lemma 2.3 den X € L(G,E) ve B € L(F,G) operatorleri
icin bir G Banach uzay1 vardir dyle ki

I = BSXvedim(G) > n
dir. Bu durumda biitiin olasiliklarin {izerinden supremum alinirsa,

in(S) = sup{lIBII"*IIX1I"*}
bulunur. Bu seklide elde edilen i,,(S) e izomorfizm sayisi denir.
Teorem 2.1.3. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974):
iso: S = (i,(S))
doniisiimii bir s-say1 fonksiyonudur.

Ispat: s-sayilarinin diger 6zellikleri asikar oldugundan (2). 6zellik ispatlansin. Kabul
edelimki i,,(S+T) > ||T||. Eger 0 < € < i,(S+T) — ||T|| ise bu takdirde X € L(G,E)
ve B € L(F, G) gibi bir Banach uzay vardir dyle ki

I; =B(S+T)X,dim(G) =n
ve

IBITHIXIT = in(S+T) — e > ITII.

IBTX|| < 1 oldugundan BSX operatorii
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BSX =B(S+T)X —BTX =1; — BTX

terslenebilirdir.  I; = (I; — BTX)"'BSX ve l(I; — BTX) Y| < (1 —||BTX|)?!

oldugundan

in(S) = | — BTX)™'B|I 7 IX|I7*
> (1= IBTXIDIBIIH XN
> IBII7HIXI~ =T
>0, (S+T)—e—|T|
oldugu goriiliir. Sonug olarak,
in($+T)<i,(S)+|IT||+¢

bulunur.

Teorem 2.1.4. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974.): izomorfizm sayilar1 en kiigiik

s-sayilaridir.

Ispat: I; = BSX ve dim(G) = n olacak sekilde S € L(E,F),X € L(G,E) olsun. Bu

takdirde her bir s-sayis1 fonksiyonu i¢in

1 =s,Ug) < lIBllsn (DX

yazilabilir. Boylece VS € L i¢in

in(S) < sn(S)

dir.
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2.2. Injektiv s-Sayilari
Tamm 2.2.1. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974.): Bir s-say1 fonksiyonu eger
M, F nin bir alt uzay1 olmak iizere her S € L(E, M) igin

Sn(UmS) = sn(S)
ozelligini sagliyorsa injektiv adini alir. Burada J§; , M den F nin icine gdmme
dontistimudir.
Bagka bir ifadeyle s,(S) , S-say1 fonksiyonunun injektivligi, S nin tanim kiimesinin
tiimleyeni tizerine bagl degildir.
Tamm 2.2.2. (Pietsch, A., 1980Db, Pietsch, A., 1974.): V S € L(E, F) operatdrii igin
cn(8) = inf{llS/ill: codim(M) < n}
olarak tanimlanan s-say1 fonksiyonuna Gelfand sayist ad1 verilir. Bagka bir ifadeyle
cn(S) = inf{||S|lz: Z € E,codim(Z) < n}
dir.
Teorem 2.2.1.
gel:S = ¢, (S)
bir injektive s-say1 fonksiyonudur.
Ispat:

(1). S € L(E,F) igin

c,(S) = inf{l|S||y: M < E, codim(M) < 1} = ||S]|
c,(S) = inf{||S|ly: M < E, codim(M) < 2}

24



= inf{IISII,inf{IISIIM:M c E,codim(M) = 1}}
= inf{||S||y: M c E, codim(M) = 1}

olup buradan
ISII'= €1(S) = c2(S)

bulunur. Benzer sekilde devam edilirse

IIS]| = c1(S) = c,(S) = c5(85) = =0
oldugu kolayca goriiliir.

(2). S,T € L(E,F) igin

cn(S+T) =inf{l|[S+T|y: M c E,codim(M) < n}
< inf{|Sllyy + ITlly: M € E, codim(M) < n}
< inf{l|S|ly: M c E, codim(M) < n}
+inf{||T||y: M < E, codim(M) < n}
< ¢, (S) +inf{|IT||: M c E, codim(M) < n}
= ¢ () + IT]

(3). T € L(Ey,E),S € L(E,F) ,R € L(F, F,) i¢in

cn(RST) = inf{||RST||p: M < E,codim(M) < n}
< inf{lIRIImISIImIIT Il M < E, codim(M) < n}
< inf(IRNISIITII:M € E, codim(M) < n}
IRl cn (T

(4). rank(S) < n olsun.

cn(S) = inf{lIS|ly: M < E, codim(M) < n}

oldugu agiktir.
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(5). dim(E) = n olsun.

cng) = inf{l|lglly: M € E,codim(M) <n} =1
oldugu agiktir.
Yukaridaki maddelerden Gelfand sayilarinin bir s-say1 fonksiyonu oldugu goriiliir.

Gelfand sayilarinin injektivligi asagidaki agiklamalardan sonra ifade edilecektir.

Not 2.2.1. Eger bir keyfi E Banach uzaymin bir M alt uzayindan F nin igine tanimli
her S, dontisiimii i¢in ||S|| = ||S,|| olacak sekilde E den F nin igine bir S genislemesi varsa

F Banach uzayina genisleme 6zelligine sahiptir denir.

Teorem 2.2.2. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974.): Eger F genisleme 6zelligine
sahip ise bu taktirde VS € L(E,F) igin

Cn(S) = a,(S)

elde edilir.

Ispat: S € L(E, F) olsun. Kisim 2.1 de ki Teorem 2.1.2 den biliniyor ki a,(S) en

genis s-say1 fonksiyonu o halde

cn(S) < an(S)

dir. Eger € > 0 i¢in E nin bir M alt uzaym secelim 6yle ki

ISJEN < ¢, (S) + e ve codim(M) <n
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bulunur. Bu taktirde SJZ ninbir T € L(E, F) genislemesi vardir 6yle ki ||T|| = ||SJE ]l .
A = S — T olarak alinsin. Dolayisiyla Vx € M i¢in Ax = 0 oldugundan rank(4) <

n dir. Boylece,

a,($) < IS = Al =TI = ISJE' Il < cn(S) + €

bulunur.

Not 2.2.1. Her F Banach uzay1 bir F* genisleme 6zelligine sahip bir Banach uzayin

alt uzayidir. Jg° , F den F* igine gomme doniisiimii olarak tanimlanir.

Not 2.2.2. Gelfand sayilar1 injektive s-sayisidir.

cnUuS) = inf{l/yS/Z|I: Z < E, codim(Z) < n}
inf{ll/mISJZ|I: Z < E, codim(Z) < n}
Wi llinf{lISJZ1l:Z < E, codim(Z) < n}
= [/sllcn (S) S

= cn(S)

Teorem 2.2.3. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974.): VS € L(E,F) olsun. Bu
taktirde,

cn(S) = an(r'S)

dir.
Ispat: Gelfand sayilarinin injektivliginden ve Teorem 2.2.2 den
cn(S) = cnUr'S) = a,UF'S)
oldugu gortiliir.
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Teorem 2.2.4. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): Gelfand sayilar1 en genis
injektiv s-sayilaridir.

Ispat: S € L(E,F) olsun. Bu taktirde her bir injektive s-say1 fonksiyonu igin
asagidaki esitsizlik yazilabilir.

Sn(s) = SnUI?'OS) < an(llgos) = Cn(S)

dir. S € L(E, F) olsun. Bu taktirde injektivligin modiilii

Jj(8) = sup{e = 0: [ISXI| = ellXII}

olarak tanimlanir.

Lemma 2.2.1. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): S,T € L(E,F) olsun. Bu
taktirde

J(§+T) < j(S)+T|l.

Lemma 2.2.2. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): T € L(E,F) ve S € L(F,G)

olsun. Bu taktirde

JST) < ISl (T)

dir. Dahasi, eger T lizerine ise bu taktirde

JST) < jOHIITII

dir.

Tamm 2.2.3. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): V S € L(E, F) operatorii igin

Bernstain sayilari

un(S) = sup{j(S/yy) : dim(M) = n}
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olarak tanimlanir.
Uyari 2.2.1. Yukarida ki tanimda dim(M) = n olan tiim M alt uzaylarin iizerinden
supremum almak yeterlidir.
Teorem 2.2.5. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974):
bern : S = (u,(S))

bir injektive s-say1 fonksiyonudur.

Ispat: s-sayilarmin diger sartlar1 acik olup sadece (3). dzelligi incelenecektir. T €
L(E,, E),S € L(E,F) ,R € L(F, Fy) icin

U (RST) < |IR[[un(HITII
oldugunu gosterilsin. 0 < € < u, (RST) olsun. Bu taktirde E, in
u,(RST) — & < j(RST/,?)

ve dim(M,) = n olacak sekilde bir M, alt uzay: vardir. M = T (M) icine bir doniisiim ve

T, da T nin M, a kisitlamasi olsun. Bu taktirde

RST),2, = RSJiT, Ve IIToll < IITIl.
dir. Lemma 2.2.2. den

0 < up(RST) — & < j(RS]11To) < IIRSI3Tollj(To)
olup

Jj(To) >0
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dir. Boylece T, bire bir ve dim(M) > n oldugu elde edilir. Sonug olarak T, iizerine

oldugundan Lemma 2.2.2. den
un(RST) — & < jRSTI31To) < IR (SIIDIToll < [IRIlun (OIT|
saglanir.

Teorem 2.2.6. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): Bernstain sayilar1 en kii¢iik

injektiv s-sayilaridir.

Ispat: S € L(E,F) olsun. Her bir injektiv s-say1 fonksiyonu ve dim(M) = n igin
J(SJE) < 5,,(S) saglanir bu ise VS € L igin

un(S5) < 5,(5)

oldugunu ispat eder.
Ote yandan j(SJE) > 0 oldugu kabul edilsin. M, := S(M) olsun. Bu taktirde M,

igine bir doniisiim olarak goz oniine alinirsa S nin M ye kisitlanisi S, terslenebilirdir ve

1S Il = (ST ™"

dir. Boylece asagidaki sonugtan

1= 5,(Iy) < 5, (SIS
= S, (i, So) IS5 I
< sn (SIS I
< sa(S)j(SIi) ™

ispat tamamlanur.

30



2.3. Surjektiv s-Sayilari
Tamm 2.3.1. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): Bir s-say1 fonksiyonu eger E
nin bir béliim uzay1r E/N olmak tizere her S € L(E/N ,F) igin

Sn(SQN) = su(S)

sarti saglanmiyorsa surjektiv adm alir. Burada Q% , E den E/N nin igine kanonikal

doniisiimdiir.

Bagka bir ifadeyle surjektivligin anlami s,(S) S-sayilart S nin tanim kiimesi

tizerinden bagimsizdir.

Tamm 2.3.2. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): Vv S € L(E, F) operatorii igin

Kolmogorov sayilari

dn(S) = inf{llQySIl : dim(N) < n}

olarak tanimlanir.

Teorem 2.3.1. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974):

kol:S — d,(S)

bir surjektiv s-say1 fonksiyonudur.

Not. Eger E Banach uzayindan bir keyfi F Banach uzaymin bir F/N bolim uzay1

icine tanimli her S, doniisiimii ve € > 0 i¢in E den F ye ||S|| < (He)||S,|| olacak sekilde

S operatorii varsa E Banach uzayina baglantilik 6zelligine sahiptir denir.
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E So FIN

Not 2.3.1. Kolmogorov sayilari surjektiv s-sayilaridir. Gergekten;
dn (SQN) = inf{llQySQx Il : dim(M) < n}

< inf{llQnSIIQFI : dim(M) < n}

< inf{llQySll : dim(M) < n}

= dn(5)

elde edilir.

Teorem 2.3.2. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): Eger E baglantilik 6zelligini
sagliyorsaV S € L(E, F) i¢in

dn(S) = a,(S)

dir.

Ispat: S € L(E, F) olsun. a,(S) en genis s-sayis1 oldugundan d,(S) < a,(S) dir.

Eger € > 0 ise F nin bir N alt uzayi secilebilir 6yle ki Kolmogorov sayilarinin tanimindan
105 S|l < dn(S) + e ve dim(N) <n
dir. Bu taktirde E baglantilik 6zelligine sahip oldugundan QLS in ||T|| < (1 + &) ||QES||

seklinde T € L(E,F) ile bir baglantis1 vardir. A := S — T alinsin. Dolayisi ile her x € E
icin Ax € n den rank(A) < n dir. Boylece
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an(S) < IS —All = IT < (1 + &)(dn(S) + &)

olup bu ise ispat1 tamamlar.

Her E Banach uzay: baglantililik 6zelligine sahip bir E Banach uzaymin bir bdliim

uzayidir. E* den E nin iizerine tanimli bu kanonikal déniisiim Q2 olarak tanimlanur.

Teorem 2.3.3. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974):vS € L(E,F) olsun. Bu
taktirde,

dn(S) = an(SQE)

dir.

Ispat: Kolmogorov sayilarmin surjektifliginden ve Teorem 2.3.2 den

dn () = dn(SQE) = an(SQ)

oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.4. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): Kolmogorov sayilari en genis

surjektif s-sayilaridir.

Ispat: S € L(E, F) olsun. Bu taktirde her bir surjektif s-say1 fonksiyonu igin

Sn(S) = Sn(SQl:il') < an(SQl:il') = dn(S)

dir. S € L(E, F) olsun. Bu taktirde surjektifligin modiilii,

q(S) == sup{e = 0: S(Ur) > oUf}

olarak tanimlidir.
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Lemma 2.3.1. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): VS,T € L(E,F) olsun. Bu
taktirde,

q(S+T) < q(S) +ITI|.

Ispat: (S + T) > ||T|| oldugu kabul edilsin. Eger 0 < & < q(S+T) — ||T|| ise o :=
q(S + T) — € alinabilir. y € Ug olsun bu taktirde

il
Sxy+Txy = (e = ITIDy ve llxill < QT
72,

Sx, +Tx, =Tx; Vve x| <

T
Sxpi1 + Txni1 = Tty V& [1Xppall < ”%”

elde edilir. Su halde n = 1,2, ... i¢in

P <||T||>”‘1e — 7]
n —_—

0 0
dir. [|T]| < o den

olarak tanimlamak mimkin ve

Sx=(e—IITIDy ve llxll <1

dir. Buise S(Ug) 2 (0 — |IT|)Uf oldugunu ispatlar. Sonug olarak,

qS) ze— Tl =qS+T) =Tl -«

oldugu gortiliir.
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Lemma 2.3.2. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): T € L(E,F) ve S € L(F,G)

olsun. Bu taktirde

q(ST) < gIITII

dir. Ayrica eger S bire bir ise bu taktirde
q(ST) < lISllq(T)

dir.

Tammm 2.3.3. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): Vv S € L(E, F) operatorii igin

Mitiagin sayilari
v (S) = sup{q(QyS) : codim(N) = n}
olarak tanimhdir.

Uyani 2.3.1. Yukaridaki tanimda codim(N) = n olan biitiin N alt dizilerin tizerinden

supremum almak yeterlidir.
Teorem 2.3.5. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974):
mit : S - v,(S)

doniistimii bir surjektif s-say1 fonksiyonudur.

Ispat: S,T € L(E, F) i¢in v,(S + T) < v,(S) + ||T|| oldugu gosterilsin. £ > 0 olsun.

F nin

q(QE(S+T)) = v,(S+T) — e ve codim(N) =n

olacak sekilde bir N alt uzay1 vardir. Lemma 2.3.1 i kullanarak
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v (S+T)<q(QE(S+T)) +¢

< q(QnS) + IQNTIl + €
<v,(S)+IT|| +¢

oldugu elde edilir.

Teorem 2.3.6. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): Mitiagin sayilar1 en kii¢iik
surjektif s-sayilaridir.

2.4. Injektiv ve Surjektiv s-Sayilari.

s = (s,) bir injektiv ve surjektiv s-say1 dizisi olsun. Yukarida ki sonuglardan,
asagidaki mixing carpimsalligin saglandigi agik¢a goriilir. R € L(Xy, X;),S € L(Xy, X;) ve
T € L(X,, X3) igin

Sntm+1-2(TSR) < ¢ (T)sm(S)di(R).

Gergekten,;

Sntm41-2(TSR) = Spyms1-1-1(TSR)
< Spem-1(TS) s1-141-1(UR)
< cn(T). s (T) so(I) di(R)
= cn(T)sm(S)di(R).

Tammm 2.4.1. (Carl, B., 2009): Bir S € L(X,Y) operatoriiniin simetrik yaklagim

sayilari

t,(S) == a,(JSQ1), neN
olarak tanimlanir.

Simetrik yaklagim sayilari en genis surjektiv ve injektiv s-say1 dizisidir.(Pietsch, A.,
1980b., Carl, B. ve Stephani, J., 1990 )
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2.5. Dual s-Sayilari
Tamm 2.5.1. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): Her s-sayis1 fonksiyonun her

S € L i¢in dual s-sayis1 fonksiyonu s”

s (S):=sn(S"),

seklinde tanimlanabilir.

Teorem 2.5.1. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): S € L olsun bu taktirde

an(S) = an(S")

dir.

Uyant 2.5.1. C.V. Hutton yerel refleksiflik ilkesini kullanarak her S kompakt

operatorii igin

a,(8) = an(S")

ispatlamistir. Diger yandan C.V. Hutton I:l; — ¢, 6zdeslik doniisiimiiniin ve dualinin

yaklasim sayilarii n = 2,3, ... i¢in tam olarak

an() = 1ve an(l') =

hesaplamustir.

Teorem 2.5.2. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): S € L olsun bu taktirde

cn(8) = dp(S)

dir.
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Ispat: S € L(E,F) olsun. Duallikten codim(M) < n olan E nin altuzaylar1 M ve

dim(N) < nolan E’ dualinin alt uzaylar1 N alt uzaylar arasinda

M->N:={a€E:<x,a>=0Vx€ M},
N-oM: ={x€E:<x,a>=0Vac€N}

birebir bir eslesme vardir. Dolayisiyla

ISTEN = [|QE's'||,

olup asikar olarak Gelfand ve Kolmogorov sayilarinin tanimindan iddianin dogrulugunu

ispatlar.

Teorem 2.5.3. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): S € L ve S kompakt olsun bu
taktirde

dn(S) = cn(S).
Lemma 2.5.1. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): S € L olsun bu taktirde
J(8) = q(S") ve q(S) = j(S").
Teorem 2.5.4. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): S € L olsun bu taktirde
Un(8) = un(S").
Uyan 2.5.2. Burada her S € L igin

Un(S) = v, (S")

saglanip saglanmadigir bilinmiyor. Sonu¢ olarak asagidaki teorem asikar olarak ifade
edilebilir.

38



Teorem 2.5.5. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): S € L olsun

in(8) < in(S).

2.6. Hilbert Sayilar:

Tamim 2.6.1. (Bauhardt,W., 1977): V S € L(X,Y) operatorii igin Hilbert sayilar1 A €
L(l,,X) ve B € L(Y,l,) olmak lizere

h,(S): = sup{a,(BSA): ||A: I, » X|| < 1,||B:Y = L,|| < 1}

olarak tanimlanir.

Teorem 2.6.1. (Pietsch, A., 2007) : Hilbert sayilar1 en kiigiik s-sayilaridir.

Ispat: VS € L(X,Y) i¢in A € L(l,X) ve B € L(Y,1,) olmak iizere

an(BSA) = s,(BSA) < ||Bllsn (S IAl

boylece

hn($) < 5,(S)

oldugu goriiliir.

Not 2.6.1. Su halde VS € L(X,Y) i¢in Kisim 2.6 dan Teorem 2.6.1 ve Kisim 2.1 den
Teorem 2.1.2 ye bakilirsa

hn(S) < 5,(S) < an(S)

oldugu goriliir. Ayrica Bauhardt, (Bauhardt,W., 1977) h,, nin bir toplamsal s-sayis1 ve
h,(8") = h,(S) oldugunu gosterdi.
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2.7. s-Weyl Sayilan
Tamim 2.7.1. (s-Weyl Sayilari) (Pietsch, A., 1980a, Pietsch, A., 2007) : s = (s,,) bir
s-say1 dizisi ve S € L(X,Y) olsun. Burada [, klasik Hilbert dizi uzay1 olmak tizere n. s-

Weyl sayilart

sn(S, 12) = sup{s,(SA) : ||A:l; - X|| < 1}

olarak tanmimlanir. Bunlar bir s-say1 dizisi formundadir. Bu durumda s =a = (a,)
yaklasim sayilar1 alinacak olursa Pietsch (Pietsch, A., 1980a) tarafindan ifade edilen

meshur Weyl sayilar

X (S) = an (S, 1)

elde edilir. Yani Weyl sayilarini agik olarak ifade edecek olursak;

xn(S) = sup{an(SA): lA:l; = X|| < 13,

dir. Acik bir sekilde onlar en genis s-Weyl sayilaridir. Dahasi, bir s-Weyl say1 dizisi i¢in
asagida verilen mixing ¢arpimsallik mevcuttur. Yani S € L(X,Y) ve T € L(Y,Z) igin

Snam-1(TS, 13) < 5, (T, 13)x,(S)

dir. Gergekten;

Snam-1(TS, 13) = sup{spym-1(TSA): [|A: ; - X|| < 1}
< sup{s,(T) s, (SA): ||A: 1, - X|| < 1}
= sup{s,(TB):||B: 1, » Y| < 1}
sup{s,, (SA): ||A: 1, - X|| < 1}
= $p(T, 1) X% (S)

dir. Aslinda, eger A € L(l,,X) ise bu taktirde, mixing ¢arpimsalligindan dnceki esitsizligi

s-Weyl sayilarinin tanimini kullanarak;
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Snam—1(TSA) = spim-1(TSA,13) < 5,(T, ;) an(SA)

olarak hesaplanabilir. Sonug olarak, (s,,) = (h,,) olmasi halinde Hilbert sayilarinin mixing
carpimsallign S € L(X,Y), T € L(Y, Z) i¢in

hysm-1(TS) < hn(T) X (5)

olarak ve asagidaki formda

hpim-1(TS) = hpym-1(TS, 1) < hy (T, 13) X (S) = hyp(T) X (S)

elde edilir.

Tamim 2.7.2. (Pietsch, A., 2007) : s = (s,) bir s-say1 dizisi ve S € L(X,Y) olsun.

Burada [, klasik Hilbert dizi uzayini olmak tizere n. Chang sayilart
Yn(S) = sup{sp(BS) : [|B:Y - Ll <1}
olarak tanimlanir.

Ayrica Kisim 2.5 de ki tanimlar dikkatle incelenirse Weyl sayilar1 ve Chang

sayilarinin birbirinin dual ¢ifti oldugu goriiliir. Yani her S operatorii i¢in

xn(S') = yn(S) ve yn(S") = x,(S)
dir. Aslinda, x,, (S) injektif, y,(S) ise surjektiftir.

Weyl sayilar1 ve Chang sayilar1 hakkinda ayrintili bilgi i¢in (Pietsch, A., 1980b,
Pietsch, A., 1987) bakilabilir. Weyl ve Chang Hilbert uzaylarda ¢aligmalarini yiiriitmiis

olmalarina ragmen ileriki tiim gelismelerin yolunu a¢gmuslardir.

Not 2.7.1. Chang ve Weyl sayilarinin tanimina bakilacak olursa Hilbert sayilarinin

taniminin ikiye boliinmiis oldugu goriiliir.
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2.8. Bazi s-Sayilar1 Arasindaki Bagintilar

Yukarida agiklanan boliimlerden asagida ifade edilen teoremler elde edilir.

Teorem 2.8.1. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): S € L olsun. Bu taktirde

4 (S) 2 cn(8) = un(S) = in(S)
ve

an(S) = dy(S) = v, (S) = in(S)

dir.

Teorem 2.8.2. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): S € L olsun. Bu taktirde

dn(S) = un(S).

Ispat: S € L(E, F) olsun.

dn(S) = inf{llQyS|l : dim(N) <n}

ve

U (8) = sup{j(S/yy) : dim(M) > n}

oldugu i¢in

Q&SI = j (ST

esitsizligini gormek yeterlidir. j(SJE) > Ooldugu kabul edilsin. Eger M, := S(M) ise bu
taktirde dim(M,) = n dir. Sonug olarak b6liim 2 de ki Lemma 2.2 den

lQRSII = lISx]l = 1
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olacak sekilde bir x € M vardir. Su halde
1 =ISxIl = j(S/llxll ve 1 = [IQySxIl < QxS
esitsizliklerinden ispat tamamlanir.
Teorem 2.8.3. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): S € L olsun. Bu taktirde
cn(S) = v,(8).
Ispat: Teorem 2.8.2 ve Teorem 2.5.4 den
cn(8) = dp(S") = v, (S)
oldugu kolayca goriiliir.

Su halde suana kadarki tanimlanmis olan S-sayr fonksiyonlar1 i¢in asagidaki

diyagram verilebilir.

Cn(S) _— un(s)

/

an(S) in(S)

A (S)——————> v (S)

Teorem 2.8.4. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): S € L olsun. Bu taktirde e

pozitif bir sabit olmak iizere

a,(S) < e d,(S) ve ay(S) < e, (S).
Ispat: S € L(E,F) olsun. £ > 0 igin

IOFIl = d,,(S) + € ve dim(N) <n
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olacak sekilde F nin bir N alt uzaym segilebilir. Bu taktirde Lemma 2.3 den P €

L(F,F),N = P(F) olan bir porjeksiyon vardir ve ||P|| < (n — 1)1/2 dir. Ayrica
](y‘l'N) ::y_Py

den bir J € L(F / N F ) operatorii tanimlanabilir. Bu taktirde

1/2

V<Pl <1+®m-1"2<en”,
burada e = V2 dir.
S—PS=(z—P)S=JQ5S

den

an($) < IS = PSI < WIQYN < ™" (dn(S) + &)
elde edilir.
Uyan 2.8.1.
an($) < eqn®dy,(S)
esitsizliginin a < % i¢cin saglanip saglanmadigi bilinmemektedir.
Teorem 2.8.5. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): S € L olsun. Bu taktirde

U, (S) < n'2e,(S) ve v,(S) < n'/2i,(S).
Ispat: S € L(E,F) olsun. Eger 0 < & < u,,(S) ise

u, () — e < j(SJE) ve dim(M) =n
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olacak sekilde E nin bir M alt uzaym secilsin ve N := S(M) olsun. Bu taktirde j(SJ5) > 0
oldugundan S nin S, kisitlamas1 M den N ye {izerine doniistimii gbz Oniine alinacak olursa

terslenebilirdir ve
J(Shp) = lISg 17t
dir. PJE = Iy ve ||P|| < n'/? olacak sekilde P € L(E, F) olsun. Bu durumda
Iy = Sy 1PSJE
dir. Sonug olarak,
in(S) 2 IS5 PITHYEIT 2 n” Z2lIS5H 17 = 0™ 2 (un(S) - €)
elde edilir.
Teorem 2.8.6. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): S € L olsun. Bu taktirde
cn(8) < n?v,(S) ve d,(S) < n?v,(S).
Uyan 2.8.2. Muhtemelen
cn(S) < nvp(S) ve d,(S) < nu,(S).
esitsizlikleri de saglanir. [; den [, tizerine I 6zdeslik doniisiimii i¢in

Un (D) = v (1) = = Ve cy(I) = dy (1) =

N |-

dir. Fakat n nin en kiigiik {issii a = 1 i¢in bu imkansizdir.
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Teorem 2.8.7. (Pietsch, A., 1980b, Pietsch, A., 1974): S € L olsun. Bu taktirde

a,(S) < en3i, (S)

burada e pozitif bir sabittir.
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3. WEYL-TIiPi ESIiTSiZLIKLER ve OZDEGER DAGILIMLARI
Bu boliimde ilk olarak kompleks Banach uzaylarda ki kompleks 6zdegerler hakkinda

bilgi verilecektir.

3.1. Ozdeger Dizileri ve Klasik Sonuclar
S € L(X) bir Riesz operatorii olsun. Bu taktirde

m(A) = dim U{x €EX: (A —x =0}
k=0

sonlu cebirsel ¢okluklarla elde edilen o(S) spektrum da ki biitin 4 # 0 notktalar

Ozdegerlerdir. Asagidaki sartlar uygulanilarak (4,,(S)) 6z degerlerinin dizisi elde edilir:

(1). Her A # 0 06z degerler m(A) kez olusur. Bu durum o6zdegerlerin cebirsel

cokluklaria gore sayildigi sdylenerek agiklanir.

(2). 14 = -+ =2 |2,(S)] = - = 0.
Sonucu tek kilmak i¢in, ayn1 mutlak degere sahip A ve u 6zdegerleri,

0<argl) <arg(p) <2m

oldugunda A, 4 den 6nce gelecek sekilde diizenlenir.

(3). Sadece simirli sayida sifir olmayan 6zdegerlere sahip operatorler igin dizi sifirlar
eklenerek tamamlanir. Riesz teorisi n — o iken 1,(S) — 0 sdyler. Ozdegerlerin dagilimi
teorisinde “ 4,,(S) hangi hizda sifira yakinsar? ” sorusu ele alinir. En uygun dl¢limler bazi

p > 0 icin

sup nl/PIAn(S)I < o

veya



co

D PP < oo

n=1

olarak ifade edilir. Cok daha genel olarak biz U, 1, ; 6zdeger tipinin bir ideali olmak tizere,

eger her X Banach uzayi icin biitiin S € U(X) operatorleri Riesz ise

o0 Ya
120 (gl = (Z n/p Mn(an) <o
n=1

oldugunu soyleyebiliriz.

Optimalligin baslangici olarak [, , tipi 6zdegerlerden anlasilan 1, , da ki p ve q
parametrelerinin segilebilecek en kii¢lik parametreler olmasidir.

Eger U , L, 4 tipi 6zdegerlerin bir quasi-Banach ideali ise bu taktirde bir c =1 (X

lizerinden bagimsiz ) sabiti vardir 6yle ki S € U(X) i¢in
[22Nlpq | < clISIULL

Ozdeger dagilimlarinda klasik yaklasim sonsuz determinantlara dayanmaktadir.
Soyle ki siirpriz olmayan ilk sonuglar Fredholm’un (Fredholm, 1., 1903) makalesinde
detayli olarak icermektedir.

Bu alandaki s6z sahibi matematik¢ilerden A. Pietsch ye gore ikinci bir zarif sonug
icin (Weyl, H., 1949) kadar geriye gidilebilir. (Daha sonralart Weyl nin fikri gelistirildi
Kisim 3.2 de gelismelere yer verilecek.)

Schur’ un esitsizligi (Schur, 1., 1909)

1) b b
Y I OF < f f 1K (s, )2 dsdt
n=1 a a

ile serbest determinant devri basladi. Burada A,,(K)
b
Kop: f(2) - f K(s, t)f(t)dt
a
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integral operatoriiniin n. 6zdegeri olarak tanimlanir. Bir sonraki adimda, (Lalesco, T.,

1915) iki ¢ekirdegin bilesimi

b

K(s,t) = f A(s, )B(E, DdE

a

operatorlii goz oniline aldi. Lalesco iddia ediyor ki A ve B (siirekli mi ?) nin 6zellikleri

sipesifik olmaksizin K nin 6zdegerlerin dizisi toplanabilmeli.

3.2. s-Sayilar1 ve Oz Degerler Arasindaki Esitsizlikler

Bu kisimda 0 < p < oo olarak alinacak. Her S € G(H) kompakt operatoriiniin
0zdegerlerini Schmidt anlaminda yani operatoriin singiiler degerlerinin dizisi olarak
tanimlanacaktir (Schmidt, E., 1907). Her S € L(H) igin Sichmidt S operatoriiniin n.

singiiler degerini N € H alt uzay1 olmak {izere

sn(8) = inf |IS—All = dmlli(rlglkn{sup{llell:x €Nt |Ix]l = 1}}

rankA<n

olarak tanimlar. Schmidt ortaya koydu ki:

“Simdiye kadar ¢ekirdek simetrik olmadiginda 6zdegerlerin ve singiiler degerlerin
biiyiikliik siralar1 arasinda dogrudan bir baglant1 kuramadim.”

Bu konuda ilk genis sonu¢ Schmidt’ in doktora 6grencisi Chang tarafindan elde
edildi. O (Chang, S-H., 1949) da ispatladi ki her S Hilbert-Schmidt(integral) operatorii
igin (s,(S5)) € [, ise (1,(5)) € [, dir.

Daha sonra bu durum Weyl bir lineer doniisiimiin 6zdegerler iizerine (Weyl, H.,
1949) kisa bir not yayinladiginda dramatik olarak degisti. (Bir lineer doniisiimiin 6zdegeri
ve s-sayilari i¢in iki tiir esitsizlik vardir.) Weyl’ nin asil sonucu litariitiirde carpimsal Weyl

esitsizligi olarak bilinen asagida ki esitsizliktir.

k=112 ()] < TTk=1 5k (S) (D)

Bu esitsizligin toplamsal versiyonu ise agsagida ki gibi
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n n

DI < 5P, 0<p <o

k=1 k=1

toplamsal Weyl esitsizligi olarak bilinir.
Weyl esitsizliginin Banach uzaylar {izerinde Riesz operatorlerine genislemesi hemen

hemen 30 yili aldi. Markus/Matsaev (Markus, A.S. ve Matsaev, V.., 1971) de bir 6n

sonug ortaya koydu

" LI st 7
(;IAR(S)IP) <c, <Z a4, (S)? log (1 + m)) .

k=1

Daha sonra Konig (Konig, H., 1978) da ispatladi ki

CP_ A (IP) 7o < (T ar(S)P) /P )

Ayrica Kénig yukaridaki sonugta en iyi ihtimalle ¢, sabitinin 1 den genis oldugunu
ispatladi. Fakat p — 0 iken ¢, nin asimptotik davranis: hala bilinmiyor.

Daha sonra, Johnson/Konig/Maurey/Retheford (Johnson, W.B, Konig, H, Maurey,
B, Retherford, J.R., 1979) yukaridaki (2) sonucunu Gelfand ve Kolmogorov sayilar1 igin
dogruladilar.

John’un teoreminde (1) esitsizliginin

n n
[ [ =n"] Jaus
k=1 k=1
olarak saglandig1 goriiliir.
Yakin zamanda, Hinrichs (Hincichs, A., 2005) de 7, tizerindeki operatorler igin n'/2
faktoriintin gerekli oldugunu ispatladi. Su ana kadarki gelismeler de keyfi Banach uzaylari

tizerindeki operatorler icin faydali bir Weyl esitsizligi ortaya konamadi. Pietsch ise

(Pietsch, A., 1980) bu teorinin asagida ki en giiglii sonucunu elde etti
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n 1/n
Aon-a() < (]_[ xk<s>> .

k=1

Ayrica bu sonug Pietchs (Pietsch, A., 1987) goriiliir. Burada e nin yerine daha biiyiik
bir faktor ihtimali ile birlikte |A5,—1(S)| nin [1,(S)] ile yer degistirip degistirmeyecegi
bilinmiyor.

Ozdegerler ve entropi sayilar arasindaki bagint1 Carl tarafindan (Carl, B., 1981)

12 (S)] < 2en41(S)

ispatlandi. Farkli ispatlar Carl/Triebel (Carl, B. ve Triebel, H., 1980) ve Carl (Carl, B.,
1982) da verildi.

3.3. Banach Uzaylarda Weyl Tipi Esitsizlikler

Banach uzayinda operatdr teorisinin temel problemlerinden biri operatdrlerin
asimptotik 0zdeger dagilimlarini belirlemektir. Weyl tipi esitsizlikler bu problemlerin
¢oziimiine biiyiik katki saglar. Ozellikle bu esitsizlikler, ergodik teoride (Bandtlow O. F. ve
Giiven A., 2015) yapilan son c¢alismalarda genis bir kullanim alanina sahiptir. Dolayisiyla
Weyl sayilar1 6zdegerlerin asimtotik yaklasimlarinin arastirilmasi i¢in ¢ok 1yi bir arag
haline gelmistir. Daha kapsamli uygulama alanlar1 i¢in bkz. (Pietsch, A., 1987, Konig, H.,
1986a).

Klasik c¢arpimsal Weyl esitsizlikleri Kisim 3.2 i¢inde verilmistir. Kolmogorov
sayilart i¢cin H. Konig (Konig, H., 1986a, Konig, H., 2001) tarafindan giiglii bir sekilde
baslatilan ve daha sonra (Pietsch, A., 1980a, Pietsch, A., 1987 , Konig, H., 1986b, Konig,
H., Retherford, J.R. ve Tomczak-Jaegermann, N., 1980) de Weyl sayilarina A. Pietsch
tarafindan gelistirilen asagida ki esitsizlik kompleks Banach uzaylan iizerinde kompakt

S € L(X) operatorleri icin Weyl tipi esitsizlikleri ifade eder:

2n—1

[ [ 1)1 < vze [xuc
k=1 k=1
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Pietsch tarafindan tanitilan Weyl sayilart ve Weyl esitsizligi 6zdegerler baglaminda
¢ok onemlidir. Ciinkii 6zdegerlerin optimal asimptotik davranisini arastirmak i¢in Weyl
sayilarinin uygun s-sayilar1 oldugu kabul edilmektedir. Bu gercek, fonksiyon uzaylarinda
hareket eden integral operatorlerin 6zdeger dagilimlar1 iizerine yapilan kapsamli
caligsmalarin bir sonucu olarak dogrulanmistir. Arastirmacilar, Weyl sayilar1 yerine farkl s-
sayilarini alarak benzer esitsizlikleri elde ettiler. Fakat Weyl sayilar1 bazi anlamlarda bir
minimal ¢arpimsal s-say1 dizisidir (Carl, B. ve Hinrichs, A., 2007). Bu nedenle Weyl tipi
esitsizliklerde Weyl sayilar1 en ¢ok tercih edilen s-sayisidir. Bu esitsizlikler literatiirde
genel olarak Weyl tipi esitsizlikler olarak geg¢mektedir. (Pietsch, A.,1987. Konig, H.,
1986a, Weyl, H., 1949) calismalarinda birkag Weyl tipi esitsizlik gorebiliriz. Weyl tipi
esitsizliklerde sabitlerin optimalligi ¢ok onemlidir. Sonra H. K6ning bu esitsizlikte daha iyi
bir sabit elde etti (Konig, H.,1984. , Konig, H., 1986a. , Konig, H.,1986b. )Ayrica, bu
esitsizlikler, tek Ozdegerleri tahmin etmek icin olduk¢a faydalidir. Ornegin, Banach
uzaymdaki herhangi bir operatoriin ikinci, tglincli veya dordiincii Ozdegerlerini
hesaplarken kullanilirlar.

Ote yandan, Banach uzaylarinda Weyl tipi esitsizlikler gelistirmek i¢in mutlak p_
toplanabilmeye ihtiyag vardir. Ornegin niikleer operatdrlerin 6zdegerlerinin asimptotik
davranisinin  belirlenmesi mutlak p toplanabilen operatorlerinin  6zdegerlerinin  bir
uygulamasidir. Ozellikle, 2_toplanabilen operatdrler ile niikleer operatdrler arasinda
onemli korelasyonlar vardir (K6nig, H., 2001). Hilbert uzaylarindaki Weyl esitsizliklerini
2_toplanabilen operatorler teorisi ile birlestiren Pietsch (Pietsch, A., 1987), Weyl' in

esitsizliklerini Banach uzaylarina genisletti.

1 1

n p 1 n p
|2 (T)|P> < 25\/2_e< x (T)P>
(z k x

k=1

p_toplanabilen operatorlerinin  6zdegerleri p =2 igin p nci  Kkuvvetten mutlak
toplanabilirdir. Ayrica (Konig, H.,1986) de, p nci kuvvetten toplanabilir Weyl sayilarina
sahip operatorler, kompakt olmalar1 kosuluyla kesinlikle p nci kuvvetten toplanabilir
0zdegerlerine sahip olacaktir. Bu nedenle, S € L(X) operatoriiniin 6zdegerlerinin
asimptotik davranigini arastirmak icin s,(S) s-sayilarmin p-inci kuvvetten toplanabilir

olmas1 oldukga 6nemlidir.
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Simdi Banach uzaylarda ki ¢esitli Weyl tipi esitsizlikler ifade edilsin.
Ozellikle Carl tarafindan keyfi injektif ve surjektif s-say1 dizisi igin gesitli Weyl tipi
esitsizlikler elde edildi (Carl, B., 2009).

Teorem 3.3.1. 0 <4 <1 herhangi bir parametre ve bir X Banach uzay: lizerinde

herhangi bir S € L(X) Riesz operatérii i¢in ve n € N i¢in

1

1 . 1
(glai(s)l) sC(1+%1n(%)) gsi(s)

esitsizligi saglanir, burada ¢ > 1 bir mutlak sabit, ns; = [%] ([x] ile 1 < x < o0 igin x iNn

tam kism1 tanimlanir ve eger 0 < x < 1 ise [x]: = 1 aliriz ).

Weyl esitsizliklerini detayli incelemeye baslamadan dnce bizim bazi 6n hazirliga
thtiyactimiz var. Bu ylizden agikca s-sayilari ile bagli olan bir X Banach uzayindan bir Y

Banach uzayna tanimli olan S € L(X,Y) operatorii i¢in dyadic entrops sayist e, (S)

271—1

e (S):=infie=>0: 3Jy,,...,y,n—1€Y: S(By) S U ({y;} + €By)

=1

olarak tanimlanir.
(Defant, M., ve Junge, M., 1993) de ve ayrica (Carl, B., 1985, Gordon, Y., Kénig, H.,
Schiitt, C., 1987) de asagidaki sonug goriiliir.

Lemma 3.3.1. (Pisier, G., 1989b) : X weak cotype2 nin bir Banach uzay1 ve S €
L(l;,X) olsun. Bu taktirde k € N ve wC,(S)( X in weak cotype2) sabiti igin ¢ = 1 bir

mutlak sabiti vardir yle ki

a(S) < cwCy(X)(1 + InwC,(X))er(S).
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Dahasi biz G. Pisier (Pisier, G., 1989a, Pisier G., 1989b) in asagidaki kullanisl

sonucunu verelim.

Lemma 3.3.2. Herhangi bir oc> % icin a ve b(c) sabitleri vardir. Oyleki herhangi bir

n € N i¢in ve herhangi bir n-boyutlu (reel veya kompleks) E, Banach uzayiigin 1 < k <n
icin

&

max(d (), ¢ (™), e (), e (™)) < b() (7))

-1

2

olacak sekilde bir U : [} — E izomorfizmi vardir, burada b(«) < b (oc —%) ve by >

0 bir mutlak sabittir.

Teorem 3.3.2. (Carl, B., 2009): s = (s,,) bir injektif s-say1 dizisi olsun. Bu taktirde
herhangi bir 0 <8 <1 igin bir c(8) =1 sabiti vardir. Oyleki weak cotype2 nin
biitiin(kompleks) Banach uzaylari, V S € L(X) Riesz operatorleri ve V n € N igin

|

1

(ﬂul-(sn) < c(OWC(MN(1 +InwC, (X)) (1_[ s (s>> 6

i=1

esitsizligi saglanir, burada wC,(X), X in weak cotype2 sabitini, ng: = [12—8] ve ¢y = 1 bir

mutlak sabit olmak tizere c(6) < ¢y (1 + Z1n (2)) olarak tanimlanir.
1) S

Teorem 3.3.3. (Carl, B., 2009): s = (s,,) bir surjektif s-say1 dizisi olsun. Bu taktirde
herhangi bir 0 < § < 1 i¢in bir ¢(§) = 1 sabiti vardir 6yle ki weak cotype2 nin dual uzay1
olan biitiin (kompleks) X refleksiftlik Banach uzay: ve biitiin S € L(X) Riesz operatorleri,
vV n € N igin
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1
ng ns

(ﬂwsn) < c@WCENA +InwCaD| | [s:()
i=1

i=1

1

esitsizligi saglanir. Burada wC,(X"), X' nin weak cotype2 sabitini tanimlar. ng := %]

ve ¢ > 1 bir mutlak sabit olmak iizere c5 < ¢o (1 +31n (3)) d.

Teorem 3.3.4. (Carl, B., 2009): 0 < § < 1 olsun. Bu taktirde her (kompleks) Banach

uzay X, V S € L(X) Riesz operatorleri ve n € N i¢in 6zdegerler ve Weyl sayilari arasinda

1 1
2n n 1 ns ns
|zi(5)|) <2vzesz || [x5)

esitsizligi saglanir, burada ng: = [ﬁ] dir.

Uyanilar 3.3.1.

(). Eger 6§ =1 ve n yerine de 2n almirsa n € N i¢in Teorem 3.3.4 de ki Weyl
esitsizligi asagida ki gibi

1

1 1
(ﬂml-(sn)zn < 2VZe (]_[xim)n

=1 =1

Pietsch’in Weyl esitsizligine doniisiir.

(if). Eger n € N igin §, =% alinirsa, bu taktirde n > 2 igin Iﬁl =n—1 olmak

n

tizere Teorem 3.3.4 de ki Weyl esitsizligi
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1

|

n n ) n-1 n—-1
|/1i(5)|) < zmni( xi(5)>
(] L

i=1

olarak ifade edilebilir.
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4. BULGULAR
Bu tez calismasi kapsaminda, Banach uzaylardaki operatorlerin S-say1 fonksiyonlari

ve Weyl tipi esitsizlikleri ele alinmistir. Bu arastirmalar sonucunda

eDiziler ve fonksiyonlarin Hilbert uzayinda bazi operatorlerin s-sayilarinin
hesaplanmasina kaynak olusturdugu,

eBanach uzaylardaki operatorlerin birden fazla tanim segeneginin oldugu,

eBanach uzaylarda tanimli operatorler igin; Yaklasim sayilari, Kolmogorov
sayilari, Gelfand sayilar1 gibi bir ¢ok s-sayis1 dizisi tanimlandigi,

eOperatorlerin 6zdegerlerinin optimal asimptotik davranislar1 igin Weyl tipi

esitsizliklerin kullanigl araglar oldugu,

bilgilerine erigilmistir.



5. IRDELEME

Yapilan galismalarda s-sayilarinin literatiirdeki yeri ve énemi arastirildi. Oncelikli
olarak Banach uzaylarda s-sayilariin literatiirdeki gelisimi verilerek, aksiyomatik yapisi
tiirkceye kazandirildi. s-sayr ornekleri ve birbirleri arasindaki aglantilar literatiirdeki
gelisime gore siralandi. Ayrica uygulamali matematikte dnemli bir yere sahip olan Weyl

tipi esitsizlikler ifade edildi. Bu Weyl tipi esitsizliklerin optimalligi hakkinda bilgi verildi.



6. SONUCLAR
s-say1 fonksiyonunun giincel notasyonlarla genel aksiyomatik yapisi verildi.
Banach uzaylarda birgok farkli s-say1 6rnegi ifade edildi.
Banach uzaylar ve s-sayilari arasinda 6nemli bagintilar oldugu ortaya kondu.
Temel Weyl tipi esitsizligi ve farkli operatorler igin ¢esitli Weyl tipi esitsizlikleri

verildi.



7. ONERILER
Farkl1 operatorler ve s-sayilar1 alinarak Weyl tipi esitsizlikler elde edilebilir.
Weyl tipi esitsizliklerin optimalligi lizerine ¢alisilabilir.
Weyl tipi esitsizlikler yardimiyla Banach uzaylarda operatdr teorisinin asimtotik

0zdeger dagilimlar belirlenebilir.
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