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1. GIRIS

Uygulamadaki birgok 6nemli sorunun teorik olarak incelenmesi kismi diferansiyel
denklemler i¢in Cauchy probleminin ¢oziimiine indirgenir. Hiperbolik tiir (genellikle
dogrusal) denklemler i¢in Cauchy probleminin ¢dziimii literatiirde kronolojik olarak [2-10]
iyice 0grenilmistir. Formel olarak, Cauchy probleminin analizi i¢in uygulanan yontemleri iki
yere bdlebiliyoruz; bunlardan birisi varyasyon metotlari, ikincisi Fourier veya diger
dontistimleri kullanarak c¢oziimii elde edilen klasik yontemlerdir. [1,9,12,13]. Bu tiir
arastirmalarda, problemin ¢ézliimiiniin varligr ve tekligi, ¢oziimiinlin problemin baglangi¢
verilerden stirekli bagimliligini ifade eden formiiller elde edilmektedir. Bu ¢6ziimlerin, pratik

amaglar icin kullanildiklarinda siklikla bazi zorluklarla kars1 karsiya oldugu agiktir.

Pratik ve teorik acgidan yiiksek dereceli kismi diferansiyel denklemler i¢in kullanimi kolay
¢oziim formiilleri elde etmek Onemlidir. Bu tiir ¢oziimlerle problemi ¢dzmenin varligi ve
tekligini sorunu da incelenebilir. Buna ek olarak, bu tiir ¢ézlimler, diferansiyel denklemlere
uygulanabilir sayisal ¢oziim yontemleriyle elde edilen ¢dziimlerin degerlendirilmesine de

olanak tanir.

Bu tezde, dordiincii derece tiirevine gére homojen hiperbolik tip denklem i¢in yazilan Cauchy

probleminin ¢6zlimii i¢in D'Alambert tipi ¢oziimler elde edilmistir.

1.1 Bir Boyutlu ikinci Basamaktan Dalga Denklemi i¢in Cauchy Probleminin

Coziimii, D'alembert Formiilii
Bu kisimda R? Euclid uzayinda verilmis asagidaki

Ou_ 20%

—=a’, (1.1)
u(x,0) = ¢o(x), (1.2)
2 = 1) (1.3)



Cauchy probleminin ¢6ziimiinii arastiralim. Bu problemi ¢6zmek i¢in dalga denkleminin 2.
kanonik formunu kullanmak daha uygundur. Bu nedenle, (1.1) denklemine karsilik gelen

karakteristik denklemi

dx\? )
(E) —a =0

olarak yazalim. Bu denklemi dx — adt = 0 ve dx + adt = 0 seklinde parcaladiktan sonra

integrallersek x — at = c¢; ve x + at = c¢, buluruz. Simdi, (x,t) degiskenlerinden yeni (&, 7)
x—at=¢&vex+at=n (1.4)
degiskenlere doniis yapalim. Bu durumda (1.1) denklemi

0%u

P (1.5)
kanonik formunu alir. (1.5) denkleminin genel ¢oziimii
u,m =) +gm (1.6)

biciminde elde edilir. Burada f ve g keyfi siirekli diferansiyellenebilen herhangi bir

fonksiyonlardir. (1.6) ifadesindeki & ve 7 nin (1.4) deki degerleri yerine konursa,
u(x,t) = f(x —at) + g(x + at) (1.7)

alinz. Eger f ve g fonksiyonlarinin ikinci mertebeden siirekli tiirevleri varsa, u(t,x)
fonksiyonu (1.1), (1.2) probleminin ¢dziimii olabilir. (1.7) genel ¢oziimiiniin (1.2) baslangi¢

kosullarin1 korudugunu varsayarsak, bu taktirde f(x) ve g(x) fonksiyonlarini bulmak i¢in

f&x) +g(x) = @o (x),
) ) 1 (1.8)
fx) =g x)=-9:(x)
sistemini aliriz. (1.8) ifadesinin integrallenmesi sonucunda
f@) —9@) == f) @1(2)dz +c (1.9)

olur.

Bu durumda (1.8) in birinci denklemi ve (1.9) ifadeleri birlikte lineer cebirsel denklemler

sistemi olusturur. Bu sistemin ¢dziimleri,



@, 1 [
F) =255 [ +3

1 X
g(x>="’°(x)+—fo<p1<z)dz -

2 2a

dir. Bu ifadeler (1.7) de yerine koyulursa

@ o(x—at)+¢e o(x+at) + 1

u(t,x) = > p”

7% 01 (2)dz (1.10)

elde edilir. Eger, ¢, in ikinci mertebeden, ¢; in birinci mertebeden siirekli tlirevleri varsa,
elde edilen (1.10) ifadesi (1.1), (1.2) probleminin ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip
klasik ¢6ziimii olur. Bu ¢ozlimiin tekligi (1.10) in elde edilis yolundan goriiliir. Diger taraftan,
(1.10) ¢ozlimiiniin baslangi¢ fonksiyonlarina siirekli bagimli olmasini incelemek de 6nemli bir
olaydir. Bunun nedeni ise, genelde baslangi¢ fonksiyonlarinin deneysel yolla bulunmasidir.
Boylece, gercek degerlerinden ¢ok kiigiik farklilik gosterirler. Hadamard'in problemi kiigiik
degismeye ragmen c¢oziimiin ¢ok biiyiikk degisime ugrayabilecegini gostermistir. Bu ise

fiziksel bakimdan yanlis olabilir. Bu sorunun cevapi [4,9] detayli sekilde incelenmistir.

(1.10) ifadesi ile bulunan ¢oziime bir boyutlu dalga denklemi i¢in verilen Cauchy probleminin
D'Alembert ¢6ziimii, yani Cauchy probleminin D'Alembert ¢6zliimii veya D'Alembert formiili

denir.

1.2 Sabit Katsayih Lineer Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Bu boliimde bazi sinif lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini inceleyecegiz [13].

a 0
L(Z ) u=f(xy) (1.1)
denklemini g6zoniine alalim. Burada £ notasyonu
a 0 ot (a/
L(a,a)u=212jcij7(m)u (1.2)

seklinde yazilmis lineer operator, ¢;; ler ise bilinen sabitler olmaktadir. (1.1) e karsilik
gelen homojen denklemin, yani
a 0
L(ZZ)u=0 (13)
denkleminin herhangi keyfi elemanlar igeren ¢dziimiine, adi diferansiyel denklemlerde

oldugu gibi genel ¢oziim veya tamamlayic1 fonksiyon diyecegiz. Benzer olarak, (1.1)

denkleminin herhangi bir ¢oziimiine de 6zel integrali adin1 verecegiz.



Teorem 1.1 u(x,y) ve z;(x, y) sirastyla tamamlayici fonksiyon ve 6zel integral olsun. Bu
durumda u + z; denklemin genel ¢6ziimii olmaktadir.

Ispat. (1.1) ve (1.3) denklemleri ayni cinsten oldugundan u + z; genel ¢6ziim olur. Ayrica,

£(2,2)u=0ve £(2,2)2 = f(x)

ifadelerinden

£(5r) 2 = 1)

olur, yani u + z; (1.1) denkleminin ¢éztimiidiir.

Teorem 1.2 Eger uq, u,, ..., u, homojen denklemin ¢éziimleri ise

n

i=1
de homojen denklemin ¢dziimii olur.

Ispat. Teoremin ispat1 asagidaki

£ (aa aa)(c ) = (aa aay) =ak (aax aay>zui
ZC (ax 6y> =0

i=1

~
1l
Juy

esitliginden elde edilir.

Sonraki iglerimizde kolaylik saglamak i¢in

9 _p 2

dx " dy
ile gosterelim. L(D, D") lineer operatdrlerini asagidaki gibi siniflandiralim:
a) Eger a ve b sabitler olmak kosuluyla £(D,D") operatorii D + aD' + b gibi lineer
operatorlerin carpimi seklinde gosterilebilirse, bu taktirde £ ye indirgenebilir operator
denir.
b) L(D,D") operatorii D + aD' + b gibi operatorlerin ¢arpimi (faktorizasyonu) seklinde
ifade edilemezse, boyle operatorlere indirgenemeyen operatdr denir.
Ornek 1.1 D? — D'? indirgenebilirdir. Ciinkii,

p2—D'*=(D+D")(D-D"

seklinde yazilabilir. Fakat, D> — D' operatérii indirgenemeyendir.



1.3 indirgenebilir Denklemler

Teorem 1.3 Eger L(D,D') indirgenebilirse, bu taktirde lineer ¢arpimlarin siralamasi

onemli degildir.

Ispat. Eger
(arD + B D" +y;)(asD + BsD" +v5)
= (asD + BsD" + y5)(axD + BD" + vi) (1.4)
oldugunu gosterebilirsek, bu durumda herhangi bir indirgenebilir operator
L(D,D") =Ty (arD + B.D +v7) (1.5)

seklinde gosterilebilir. (1.4) {in ispat1 ise (1.4) esitliginin her iki tarafinin da
(@D + BrD" + ) (asD + BsD'" +vs) = ayasD* + (arfs + pras) DD’
+B,BsD'? + (ar¥s + vr@s)D + (Brvs + ¥B)D' + ¥i¥s
ifadesine esit oldugunu gostermek yeterlidir.
Teorem 1.4 Eger a,.D + B,.D' + y, ifadesi L(D,D") operatoriiniin faktorlerinden birisi ve
herhangi bir ¢,.(§) fonksiyonu ve a, # 0 i¢in

Yy
ur =e 4 ¢ (Brx — ary)
ifadesi L(D, D")u = 0 denkleminin ¢6ziimiidiir.
Ispat. n = 1 durumu icin
(a;D +BD" +y)u=0
denklemini acik sekilde yazarsak

u u
ara+ﬁra+yru= 0

olur. Karakteristik denklemi

dx dy du

ar ,Br —Vr
olarak yazabiliriz. Buradan

€1 =Brx —ayy

Y,
Cz=u_e ar

aralik integrallerini buluruz. Genel ¢6ziim
F(Cy,C) =0

veya

Y,
u=e % ¢(ﬁrx - ary)

olur.



Ispat1 gerceklestirmek icin u, icin yazilmis olan ifadeye sirasiyla D ve D’ tiirev

isleclerini uygularsak

d Y; I I ’
Du, = a_ur =——e¢ arx({br(ﬁrx —a,y) te arxqbr (Brx — a,y) B
x a,
Vr —Z—Tx /
= _a_ur + Bre % ¢, (Brx — ayy)
r
ve
/ —&x
D'u, = @ur = —aye % ¢, (ﬁrx - ary)

elde ederiz. Bulunan bu degerler (D + B,.D’ + y,-)u ifadesinde yerine konulursa
(a,.D+ B, D" +y)u=0 (1.6)
bulunur. Teorem 1.3 i kullanarak
L(D,D") = {lls=1(asD + BsD" + ys)}(a,D + D" + v )uy (1.7)
elde ederiz. (1.6) ve (1.7) den
L(D,Du, =0
oldugunu goriiriiz. Benzer yolla asagidaki teoremi de ispatlayabiliriz

Teorem 1.5 Eger B,.D' + y, ifadesi L(D,D") operatoriiniin herhangi bir faktorii ve ¢,.($)
herhangi bir fonksiyon, £, # 0 i¢in

id
ur = e A7 ¢ (Brx)
ifadesi L(D, D")u = 0 denkleminin ¢6ziimiidiir.
Not 1.1 Asagidaki denklemi
BrD"+y)u=0

g0z Ontine alalim.

Ju
.Bra-l'yru =0

denklemini degigkenlerine ayirirsak,



olur. Buradan

I
u=e P ¢ (Bx)
bulunur.
Bazi durumlarda £(D, D") operatoriiniin katli faktorleri de olabilir, yani faktorler
(arD + D" +y,)*

seklinde olabilir. Bu sekilde faktorleri olan denklemlerin ¢6ziimleri Teorem 1.4 ve Teorem

1.5 in uygulanmasi ile bulunur.
Ozel durumu inceleyelim. k = 2 olsun. Bu durumda denklemi
(a;D + B D' +y.)*u=0 (1.8)
seklinde yazariz.
(@D + Br-D" + v )u = U(x,y)
ile gosterirsek (1.8) ifadesi
(@D + B D" +y)U =0

olur. Teorem 1.4 e gore

_Yr
U, y) =e @ ¢.(Brx — ayy), a, #0

seklinde yazilir. Aradigimiz u(x, y) fonksiyonunu bulmak igin

_rr
(arD+ B D' +y)u=e arxqu(ﬁrx — a,y) (1.9)
kismi tiirevli denklemi ¢6zmemiz gerekmektedir. (1.9) denklemini agik bir sekilde yazarsak

ou Jdu ¥,
ara + ﬁr@ + Yru=e ar ¢r(,8rx - ary)

olur. Karakteristik denklemi ise



dx dy du

Ay ﬁ‘r

I
—Yute arxqbr(ﬁrx —a,y)
olmaktadur. ilk birinci aralik integrali

dx dy

Ay Br

denkleminden ¢; = f,x — a,-y olur. Simdi

dx _ du

ar

Ve,
—Yute ¢r(cl)
denklemini ¢ozelim.

Sonuncu denklemi u ya gore diizenlersek,

d r 1 Yy
d—:+Z—Tu=a—re ar” ¢, (cq) (1.10)

seklinde adi lineer diferansiyel denklem oldugu goriiliir. Bu denklemi ¢6zmek i¢in dnce

seklinde yazip, degiskenlerine ayristirma yontemini uygularsak, ¢ozimii

Y
u=ce ar”

seklinde buluruz. Buradaki integral sabitini gosteren ¢ yi x in bilinmeyen fonksiyonu olarak

diisiinlip, homojen olmayan denklemin genel ¢ozlimiinii

Yr

u=c(x)e ar (1.11)

seklinde arayalim. (1.11) den tiirev alirsak,

_Yr

d , o v
== (e e - ZTC(")" ar” (1.12)



elde ederiz. (1.11) ve (1.12) ifadeleri (1.10) denkleminde yerine yazilirsa

1
C’(x) = d)r (Cl)
ar
bulunur ve buradan c(x) bilinmeyen fonksiyonu

1
aT:BT

c(x) = f B, ()dE + ¢

olarak belirlenir. Burada c, integrasyon sabiti olmaktadir. c(x) fonksiyonu (1.11) de yerine

konursa, homojen olmayan (1.10) denkleminin genel ¢oziimi

ar

w1 7
h= e { ﬁr0f¢r(€)d€+c2}

Olur.

Teorem 1.6 (a,.D + B,.D' +y)" carpimi L(D,D') operatétiiniin  faktéric  ve

©Ory) Prys - Pr, herhangi bir fonksiyonlar olsun. Bu durumda

n

Vi -
exp (- 2x) Y x5 gy, (Brx - @,9)
T

s=1
ifadesi L(D, D") = 0 denkleminin ¢dziimii olmaktadir.
Bu teorem 5. teoremin genellestilmisi oldugundan onu ispatlamaya gerek kalmiyor.

Teorem 1.7 (B,D" +vy,)™ carpim L(D,D') operatdtiiniin faktorii ve @y, @r,, ..., @y,

herhangi bir fonksiyonlar olsun. Bu durumda

m

Vi _
exp (——Ty> E 257" pr (B, )
Br~ ) &
s=1
ifadesi L(D,D") = 0 denkleminin ¢dziimii olmaktadir.

Bu soylediklerimizi genellestirmis olursak asagidaki genel teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 1.8. Eger a, lerin hig biri sifir degilse ve

9



L(D' D’) = ?zl(arD + BrD’ + yr)m
operatorii dontstiiriiliirse,
u(x,y) = Xr=q €exp (_ Z_:x) 221;1 x5t (Prs(ﬁrx - a,y) (1.13)
L(D,D") = 0 denkleminin ¢6ziimii olmaktadir.

Ornekl. Asagidaki denklemin

64u+64u ) 0'u
ax*  dy* " ox2dy?

0

¢Ozimiinii bulalim.
Bunun i¢in denklemi
(D+DH*(D—-D"H? =0
gibi yazalim. (1.11) formdiiliine gore ¢coziimii
u(x,y) =x@1(x —y) + @2 (x —y) + xp1(x + y) + P (x + y)
kolayca buluruz. Burada ¢4, ¢, ¥, ¥, herhangi bir fonksiyonlardir.

(1) denklemin tamamlayici fonksiyonunu bulduktan sonra, ¢6ziimii tamamlamak i¢in yalnizca
0zel bir integral bulmamiz gerekir. Bu 6. teoremin kanitinda kullanilan benzer bir sekilde

bulunabilir.

Gergektende, eger

n
Uy = H(arD + ﬁrD’ + )/r)u
r=2

olarak gosterirsek u; fonksiyonunu asagidaki denklemden
6u1 6u1

0‘15"‘31@"‘}’1”1 =f(xy) (1.14)

bulmamiz gerekecektir.
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Ornek 1.2.

0°u  d%u
o a7 =Y

denkleminin ¢oziimiinii bulalim.

Denklemi (D —D')(D+D')u =x—y seklinde yazalm. (D + D')u =u; olsun. Bu

durumda (D — D")u; = x — y olur. Sonuncu denklemi

Ju; Oup
ox dy x—y

gibi yazip 6zel ¢6ziimii bulalim. Karakteristik denklem

dx dy duy

olur. Buradan¢; = x —y, vec, = u; — % (x — y)? elde ederiz. Denklemin genel ¢dziimii

1
u =5 @ =)+ flx-y)

olmaktadir. f = 0 alirsak 06zel ¢oziimii bulmus oluruz. Homojen denklemin de genel

¢OzUimiini

1
u=§(x—y)2+f(x—y)+g(x+y)

seklinde buluruz.
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2. 4.BASAMAGA GORE HOMOJEN HiPERBOLIK DENKLEM iCiN CAUCHY
PROBLEMININ DALAMBERT TURLU COZUMU

2.1 Karakteristik Denklem ve Coziimiin Genel Sekli

Asagidaki 4. basamaga gore homojen hiperbolik denklemi

64
t0 iz = @.1)
veya agik sekilde yazarsak
0*u 0*u o*u o*u 0*u N

G 5m v Ugmy T G mge T daat taga =0 2.17)

g0z Oniine alalim, burada q;’ler bilinen reel sabittir. (2.1) denklemini
k
TAED] = e(®) (k=123) 2.2)
t=0
baslangic kosullar1 ¢ercevesinde inceleyelim. (2.1),(2.2) probleminin ¢éziimiinii
u(x,t) = p(x + At) (2.3)

cinsinden arayalim. Burada, ¢ fonksiyonu 4 kez siirekli diferansellenebilen fonksiyondur. 4

ise bilinmeyen ve bulunulmasi gerekilen sabittir.

(2.3) ifadesindekini (2.1)’de yerine yazalim. Bunun i¢in 6nce gereken tiirevleri bulalim

a_u: ’az_u:AZ ,,’...’(T*_u:)'w IU’
at at2 at*
ou a*tu 4y
6x_(p""'6x4_<p ’
0%u 0*u
= 1" = 13"V .
otox ¢ ot3.0x 4

Elde ifadeler (2.1) de yerine konursa
ag @At + a1 9" 23 + a0 A% + az A + a9’ =0
veya,

@"V[agA* + a4 23 + a,A% + azd+ a,] =0 (2.4)
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elde edilir. Buradan,

@ (x+At) =0 (2.5)
ve,

[agA* + a; A3 + aA2 +azd+a,] =0 (2.6)
denklemlerini elde ederiz.

(2.5) denkleminden, ¢ = x + At dersek, @' (&) = 0 olarak yazabiliriz. Buradan 4 kez ¢'ya

gore integralleme yoluyla,

111

¢ =0
P =ci$ + oy,
P =c18P + 8% tezé+ ey
@(x+t) = ci(x + 1)3 + c,(x + At)? + c3(x + At) + ¢4

0zel ¢oziimlerini elde ederiz.

(2.6) denklemi goriildiigii gibi 4.dereceden cebirsel denklem olmaktadir. Bu denklemi
karakteristik denklem olarak adlandiracagiz. Cebirden bilindigi ilizere 4.dereceden denklemin

koklerinin sayis1 dortten fazla olamaz.
Aciktir ki, asagidaki durumlar ola bilir:
1°. denklemin bir birinden farkli dort reel kokleri vardir,

20. 1= A7  dort defa kath koktiir.
30. Al = Az B A3 = 14 yani Al ve AZ 2 katl1 kok olabilir.
4%, =2, = A3 £A,, yanid = A, tgdefa 1 =1, ise sade koktiir.

Bu durumlar1 ayr1 ayr1 inceleyelim.
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2.2 Sade Kokler Olan Durum

Varsayalim ki, (2.6) denkleminin 4 tane reel kokii vardir. Bunlar1 14, 1,, 13, ve 1, ile

gosterelim. Bu durumda, agiktir ki
QO(x+ A1t), @(x+ A1), @(x+ A3t), @(X+ A4t)

fonksiyonlar1 (2.1) denklemini korur. Gergekten de, once u = @ (x + At) olsun. Bu durumda

apAte" + a1 230" + axi@" + azdi@" + azp" =

= @V [agA] + o A3 + a2 + azAd; + a,] =0
olur. Benzer yolla diger fonksiyonlarinda (2.1) denklemini korudugunu gorebiliriz.
Gosterebiliriz ki,

u(x,t) = @1(x + A1t) + @, (x + A,t) + @3(x + A3t) + @, (x + 14t) (2.7)

fonksiyonu da (2.1) denklemini korur.

Simdi ¢4, @,, 3 ve ¢, fonksiyonlarmi oyle secelim ki, (2.7) ifadesi (2.2) baslangic
kosullarmi da korusun. Bunun icin (2.7) ni (2.2) de yerine yazalim. Once (2.2) baslangic

kosullarini agik sekilde yazalim:

k = 0’ u(xl O) = ¢0(X),

_ ou(x,0)
k=1  250_g (),
9%u (x,0)
k2 Do),
23u(x,0)
ki3 2= gu(x)

Bu ifadeler dikkate alinirsa

P1(x) + @2 (x) + P3(x) + @a(x) = Po(x),
Ap1(x) + ,05(x) + A3¢03(x) + A4 (x) = ¢p1(x),
220700 + 12205 (0) + A2 () + 44200 (1) = by (1), &P
201" () + 2,°05 (1) + 5% 05 () + A 0" () = $3(x)
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cebirsel denklemler sistemini elde ederiz. (2.8) denklemler sisteminin 2.denklemin 1 kez,

3.denklemini 2.kez, 4.denklemin 3 kez x’e gore integralleyerek
P1(x) + 92 (x) + 93(x) + P4 (x) = Po(x),

A @1(x) + 2202 (%) + A303(x) + 2404 (x) = fox $1(§)ds + Cyo,

X X
01(x) + 250, (%) + A303(x) + A, (x) = J d{f (0P (s;)df + C30 ¢ + C3y,
0 0

X X X
Bo1(0) + B39,(x) + B3(x) + 39, (x) = f dff dff $3(E)de1Choé? + C41é + Cyy
0 0 0

alinz. Burada Cyg, C3¢, C31,C49, C41 Ve C4, herhangi bir sabitlerdir.
X X X
R REGL R RCE A
0 0 0

[y de [ de J) 3 ()de = f (e — )2p5(8)d;

ifadelerini de dikkate alirsak ¢, @5, @3 ve ¢4 bilinmeyen fonksiyonlari i¢in agsagidaki

cebirsel denklemler sistemini

@1(x) + @o(x) + @3(x) + @u(x) = Po(x),
M101(0) + 25902 (%) + A303(x) + a9 (x) = [ p1(E)des Cao
B (x) + 390,(x) + B3 (x) + H3903(x0) + B30.(x) = [, (x = E)P2(E)dg + C30 + C4

1

W0, (0 + 230,00 + A, () + o, () + Ao, () = 2 J1 G = €)% 9, (§)dg + Cao® + Cinf + Cag

elde ederiz. Aciktir ki, sonuncu denklemler sisteminin tek bir ¢O0zlimiiniin varligi i¢in
bilinmeyenlerinin katsayilarindan olusmus determinantin sifirdan farkli olmasi gerekli ve

yeterli olmaktadir.

1 1 1 1

o2 2% (2.9)
xoB B A
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Bu determinant Wandermond determinantidir ve
A= (/11 - /12)- (/11 - /13)- (/11 - /14)- (/12 - /13)- (/12 - 14)- (13 - /14)

esittir.  A; (i = 1,2,3)’ler biri digerinden farkli oldugu i¢in sifirdan farklidir. Dolayisiyla,

sisteminin tek bir ¢6ziimii vardir. S6z konusu ¢oziimleri Cramer yontemiyle bulalim.

$o(x) 1 1 1
o #1(O)de + Cao P PO 2
91(x) = A fox XePo(§)ds + C30x + C34q 25 A3 2|7

3

%f;((x — &) $3()de + Caox? + Canx + Cup A3 A3 Ay

| bo(x) 1 1 1
b
NIRAGLE M A
TE| [ (- Oy (O)de 22 A"
I = 92 p3(9)de LR B
i0 1 1 1j
1 CZO )Ll /12 /13
A [Cox + Csq 22 22 2zl (2.10)
1 $o(x) 1 1
Moy i (8)dE A A
1
P,(x) == +
A [Je—O¢(O)dE A A
B =D dE A A
1 0 1 1
1 /11 CZO 13 /14
2|4 C30x + (31 VR 1D

BB Coox?+Cpyx+Cyy 23 23
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1 1
2
D3 (X) = Z AZ A%
VER
1 1
o x
NVE A3
A A
1
‘P4(X)ZZ
1 1
RN
al 22 23
VR E

$o(x) 1
IEAGLE Ay
[Fx-9¢,0de 2|

i =% (D)dy A
0 1
CZO 14-
C30x + C34 Ak
Ca0x% + Cyyx + Cyy A2
1 1 1 $o(x)
7 VR PR Jy $1()dé
BB B [a-0e0d|T
A3 B [[x-9e:(9)de
1 0
/13 CZO
A3 Cs0x + C3q
A3 Cuox?+ Cyyx + Cyy

Simdi, (2.10)-(2.13) formiillerindeki ikinci determinantlart inceleyelim.

0 1 1 1
C2o M A A3
S4= C30x + €34 A3 23 A *
Cyox? + Cy1x + Cyp A3 A3 A3
1 0 1 1
A C20 Az A4 N
M C30x + (3 A3 A4
A Chox?+Cpyx+Cyy A3 23
1 1 0 1
/11 AZ CZO )’4
2BoA C30x + Cs; 2T
A B Caox?+Cyux+Cyp A3

17
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1 1 1 0
M A A3 C20
A2 2% 22 C30x + C3q
B3 B A Cux?+ Cyx+Cyy

ifadelerini goz oniine alalim.

Lemma 2.1 f;;(y) = f;; (y1¥2), (i,j = 1,2) tamm bdlgesi D olan bir degerli fonksiyonlar,

A4, A, ise parametreler olsun. Herhangi bir y € D i¢in

0 1 1 0
A = + |: 0 2.14
2= f ) Al Tl fo0) 2.14)
olur. n = 3 olursa,
0 1 1 1 0 1
f20(y) Ay Azl + |4 f20(y) A3

froDA + f31(y) 25 A3 2 oM+ 3 (0) 43

1 1 0
A Ay f20(¥) =
A5 [z + f5::(0)

0- fé ::E — f20y) 11% /11:2)’ + 500 + f5:(0)] /112 /113 B
0- j% ;g + f0(y) Alg Alg — [f30() s + f3: (V)] /111 /113 +
fao(¥) /11% /11% + [f20() + f5:1(0)] |/111 /112| =

fzo(Y)[_ Al% /11§ + Alf /11_% - /11% /11%]
e+ A= Al Ll

= Lo+ +5 -7 -3+ 2]+

[f300)A1 + f3:(1[Az — A, — A3+ A4, + A, — 44] = 0.
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Teorem 2.1. f;;(y) = fi(y1,¥2,¥3,¥4); (i,j =1,4) tamm bolgesi D herhangi bir dort
degiskene bagli bir degerli fonksiyonlar olsun. Herhangi ye D ig¢in,

0 1 1 1
A, = f20(¥) Ay A3 Ay +
4T f:000)41 + f3:.(¥) /1% l% /1421
fao (Y)/ﬁ + fa1 (VA + fa2 (¥) /13 /13 Ai
1 0 1 1
M f20(¥) A3 Ay +
A f2000)A1 + f3:.(¥) 25 25
A3 froODA + fa DA + fr2 (V) 23 A3
1 1 0 1
M A f20(y) Ay +
A f:000)4 + f3:.(») 25
A? /13 fao (3’)/1% + a1 (WA + fa2(¥) /1?1-
1 1 1 0
M A A3 f20(y)
BB ox FroWAs + i1 () =0 @3

A A A fao DA + far DA + faa ()

Teoreminin ispatt n = 2 ve n = 3 durumlarinda oldugu gibi hesaplamalar yoluyla yani

timevarim yontemi ile elde edilebilir.

Bu durumda (2.1),(2.2) probleminin ¢6ziimii i¢in (2.7)’den elde ederiz

( ¢Po(x + A1)
jo T i@ Lo
uxt) =1 fxw(xult—fmz(f)df Bon ozt
4o
2] - sz
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¢Po(x + A1t)
X+t
1 [ e 11
A X+t ’ A3 Aq
2 f (X + Mt — )y (O)ds 12 A3
Ai 1 Ox+l t /1% /12
. f (x + Aot — £)2h,(£)dE
Po(x + A1)
x+Ayt
11 f $1(6)dE 1
2z Az x+lzt0 Ay
223 f (X + Lt -y (O)de X
/13 Agl 2+/'l t /L:i
; fo (x + At — )%, (6)dE
bo(x + A4t)
1 1 1 MY
w4 I pa()dg
.y (2.16)
BB [ - Oa(9)dE
3 3 3
AR LG - ©¢a(9)dE

(2.16) ifadesini (2.1),(2.2) probleminin A’Dambert ‘niin genisletilmesi olmaktadir.

Simdi (2.16) ifadesinden klasik telin titresim denklemi i¢in A’Dhambert formiiliinii elde

edelim. Bunun i¢in

azu _ 2 az_u
o= a (2.17)
u(x,0) = @q (x) (2.18)
u(x,

0 = 91(2) (2.19)

probleminin ¢6zlimii elde edelim. (2.17) denklemine karsilik gelen karakteristik denklemin

kokleri A;_a , A, = —a olur. Simdi, A determinant1 hesaplayalim. (2.9) formiiliinden

A=|1 1|=—2a¢0
a —a

20



aliriz. Bu durumda (2.16) formiilii

@o(x + at) 1 1 @olx—at)
_ = x+at x—at _
S A || O R R T AT
0 0

1 x+at x—at
= —ﬂ{—awo(x + at) — J;) »1(8) ds + JO @,(&)dé —apy(x — at)}

x—

1 1 x+at at
— - e lantta) —apo-adl -5 |- [ e@de+ [ ouoas]

2a

_@olx+at) + go(x —at) 1 (¥4
- . v3) e

seklini alir. Bu ise klasik A’Dlambert formiilii yani olmaktadir, [1,9,13].

2.3 Dort Defa Kath Kok Olan Durum

Bu boliimde (2.1) denklemine karsilik gelen karakteristik denklemin 4 kez katli kokii
oldugunu varsayalim.

Yukarida oldugu gibi (2.6) denklemini géz dniine alalim. Varsayalim ki, 4; (2.6) denkleminin
4 defa kath kokiidiir. Acikt1 ki, @q(x + A.t), te,(x + A:t), t2@s3(x + A1t), t3@ (x + A1t)
(2.1) denklemini saglamaktadir.

Gergekten de

M i, T By, T = By, T =gy

0% _ 4 W) & _ 52 (v) 03 _ 53 (w) 9 _ (w)

o P e T M P g T M P e T P
ifadeleri (2.1) yerine konursa,

W [agAt + a;A3 + a,2? + azA, +a,] =0
olur. Gosterelim ki,

U, = te,(x + A4t)
fonksiyonunun (2.1) denklemini saglamaktadir.
ou 0%u 3u o, 0%u v

——=tey; s =ty s =ter s =t
ot P2 9x2 P2 9x3 P2 x4 P2
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2

au ! u ! 2 " ! 2 "
T = Q2T Mt@y, o7 = M@+ @y + ATte; = 2405 + Ajtes;

at ot
631{ 2. .11 2 14 2. .11 3 nr 2. .11 3 nr
FrEin @y + At + 219, + Ate; = 34105 + Ajte;
a4u 2 .11 4 v
0%u 0*u

o*u
— 14 — 224,11 — 2134,V
st~ P2 g = M2 5, = Mtz

n

ao[423 9y + At 1+a,[AteW]+a,[Atey'] + as[Aite™] + aste™ =

@3 [4aods® + 3a,.2,° + 2a34; + az] + P [aodyt + a;A® + a4’ +azdy +a,] =0,

Benzer yolla to,(x + A.t), t2@3(x + At), t3¢,(x + A;t), fonksiyonlarinin da  (2.1)
denkleminin ¢6ziimleri oldugunu gdstermek olur. Burada ¢4, ¢,, @3 ve @, ,4 kez stirekli
diferansiyellenebilen herhangi bir fonksiyonlardir.

Aciktir ki, A; (2.6) denkleminin 4 kath koki ise, P,(4,) =0, P,(4;) =0,P,'(1;) =
0, P,"(A,) = 0 olmaktadir. Burada,

P; = 4ayA3 +3a,43 + 2a,4, + a; =0
Py = 12ayA? + 6a,1; + 2a, =0
P, = 24ayA, + 6a, =0
P, = 24a, # 0.
(1.11) formiiliine gore (2.1) denkleminin genel ¢6ziimii
u(x, t) = @1(x + A16) + te,(x + A,6) + t2@5(x + A,8) + t3@4(x + A4t) (2.20)
oluyor. Bilinmeyen ¢4, @,, @3 ve ¢, fonksiyonlar1 baslangi¢ kosullar kullanildiktan sonra
Pp1(x) = ¢o(x),
Ap1 + @2 (x) = ¢1(x),
A1 + 2495 + 203 = $2(x),
A" + 32295 + 6195 + 69, = $3(x)

cebirsel denklemler sisteminden bulunacaktir. Buradan,
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®1(x) = ¢po(x),
02(x) = Pp1(x) — Ao (),

p3(x) =

N[ =

[2(x) = 24905 (x) + 22205 (x) — 225 ()] =
~[2(x) — 249 (x) + 2265 ()]; 3.4)
0a(x) = [d3(x) — oy’ — 3120} — 619} =
= H{pa () = 295" () — 322(87 () — 295" (1)) — 61 [£ () — 22067 () + 225 ()]} =
= {5 (x) = P’ () = 32761 (x) + 32345 (x) —

— 61 [2 (43 — 2007 (1) + 245 (0)]}

{3 () + 2830y (x) — 321 (x) — 34y + 62701 — 346" (x)} =

1
¢ {#3(x) = 31¢5(x) + 312071 (x) — Ay (1)}
Elde edilen ifadeler (2.20) de yerine konursa

u(x,t) = ¢po(x + At) + t[p,(x + At) — Apo(x + A0)] +
2

+ % [P (x + At) — 221 (x + At) + A2y (x + AL)] +

3
+ % [3(x + At) — 345 (x + At) + 3227 (x + At) — A3y (x + At)] =

2 3
= ¢o(x + At) + tp;(x + At) +tzq,')2(x + At) +%q§3(x + At) —

3

At
—Atg (x + At) = A% 1 (x + At) ——= 5 (x + At) +

2¢2 n lz 3 n 133 nr
+ 2y (e +26) + U (x + A8 — - (x + A1)

veya

2 3
(2, £) = o (x + AL) + £y (x + L) + %qbz(x + a0+ %¢3(x +20)

2 3
—Altpo(x + At) + %gb;(x + At) + %d);(x + At)] +
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3

A2 A
+7[ 2y (x + At) + 31 (x + Ab)] 3 t3¢y’ (x + At)
alirz.

Taylor ac¢ilimini kullanarak, ¢6ziim i¢in

u(x,t) = §r=022{)t,¢“‘>(a(x ok = ﬁzozz{)t,w‘)(xut)(x— Ok (.21)

ifadesini elde etmis oluruz. Burada ¢ = x — At olmaktadir.
(2.21) formiiliiniin dogrulanmasi

Kosullar:¢p;_,(x) (j = 0,1,2,3) fonksiyonlar1 (6 — j). mertebeden siirekli
diferansiyellenebilen fonksiyonlar olmaktadir. (36) formiiliinden goriildiigii gibi bu ¢éziime

- A hiz1 ile Oy ekseninin sol tarafina dogru dagilan bir basit dalgay:

2

W(x,6) = o + E(-ABh + 1) + o G2 % — 2401 + ) +

t3
+te (=23¢y" + 32291 — 31¢; + ¢3)

u(x,0) = ¢o(x);

Ju
Frin APy — Ay + ¢ + t(= Py + A91) + t(A2pg — 2491 + ¢7)

2 2

t
_(13 ///_2/1(1) +/1¢2)+ ( 13 III+3/12 —3){¢)é+¢3)

+& (A‘* Y+ 33¢7]" — 31%¢5 + Ap3) t=0

Ju(x, 0)
ot

$1(x);

2

u
o7z = M1+ (GRG0 +A¢1) + t(= g + 2791 + Apg — 2

+py + t(A3PY — 2021 + Apy) + t(BPy’ — 222 + Ay) +

t2
7(/14@’,” = 22307 + 22¢5) + t(—23¢(" + 32%¢] — 3195 + P3)

2
—( AP 4+ 330 — 3229 + ApL) +
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t2
+> (=2*¢g” +323¢1" — 3%¢5 + Ag3) +

t3
+g (CA3G5 + 34T = 313¢Y" + ¢5);

t = 0 oldugunda

aZU(X, 0) ’ 2 4 7 124 !

o = AP — 225 + A1+ Apy — 200 + by = b
0%u 3 111 2 g1 3 g1 2 prr ! 3!
w:(pz‘l‘t[_l‘{ 0 +/1 1+/1 0 _2)' 1+A¢2+A 0o -

tz
—222¢1 + Apy — 3¢y’ + 32%2¢p) — 349, + p3] + 7(/14 v —

=23¢1" + 129y — 1oy + 31301 — 34295 + Ay — Aoy +

t3
+3A2¢p)" — 32295 + Ad3) + 3 (A5¢3 +32%p” — 323¢y" + A2¢p%) =

2

t
= da + t[=Ads + dsl + - [-27¢0" + 471" — 52%¢7 +24¢3)] +

t3

= (155 + 32%” — 3200y + 2263
aSu / ! 2 p 1 ! 4 410 3 117
FrEin Ay — Ay + 3 + t[-A%d7 + Adz] + (AP’ + 41°¢1" —

2

t
—5A2¢) + 2A¢p%) + > (=235 + 4A1* P — 535" + 22%2¢5) +
t2 t3
+ ?(—/’15¢>3 + 3% — 32305 + 129Y) + 3 (—2%¢§ + 3257 —
_3/14- év + /13 é/);

d03u

t = 0 oldugunda Pl ¢s(x) olur.
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24 Ay =24y, A3 = A4 yani 4 ve 4, 2 Kath Kok Olan Durum

Simdi varsayalim ki, A; ve 4, (2.6) denkleminin iki kez katl1 kokii olmaktadir. Bu durumda
¢Oziim

u (6, 1) = @11(x + 418), up(x,t) = tpp(x + A48,
U.3(x, t) = (p21(x + /12t) ve u4(x, t) = t(pzz(x + Azt)
fonksiyonlar1 (2.1) denkleminin ¢6ziimleri olur. Gergekten de,

6u1
ot

82u1 63u1 3 177 64u1 4 v

_ ' _ 12 _ _
= A1¢11 "oz T AMo11 N RE A o11 Yot Ao11

ou __ , 0*u _ ,, 0*u _ 4, d*u _
e P52 = Puigs T Puramga = P

64u1 13,4 34u1 124
arrox . MPIL Hrgye T M1P11

ifadeleri (2.1) denkleminde yerine konursa
apAto1l + a1 Al + a;A 1] + a0 + asef =
= Y laoAt + A3 + axA3 + azA, +a,] =0
olur. A; — karekteristik denklemin 2.kez katli kokii oldugundan
F'(1) = agAf + a; 23 + a,23 + azd; +a, =0
ve
F'(A)) = 4aoA3 + 3a,;42 + 2a,4; +a3; =0
olmaktadir.

Benzer yolla u, = tg,,(x + A;t) fonksiyonunun da (2.1) denklemini sagladigini
gosterebiliriz

d3u, 0%u,
— =t ,—=t = ”"—=t4;
Ox P12 9x2 P12 9x3 P12 x4 P12

ou, 0%u,

or - P + th 912, a0 2M191; + tA9"1y;
63u2 2,1 2.1 3 1 2,1 3 11

9t3 = 241017 + A1 917 + tA1017 = 341017 + A1901%;
a4u2 31 31 4, 4 3 ' 4 4
a4 = 31¢012 + A @15 + tA1 01, = 44701, + tAT Q1
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a4u 2 .11 3,.4 * " 2 4
930x 301912 + tA1 91> P Zox? 212 + tA1012,
a4u " 4
toxd P12 + tA10712,

Bu ifadeler denklemde yerine konursa,
ao[423 015 + tATe1,] + a1[3A7 015 + tA 01, + ax (22,07, + tA @1, ] +
as[oiy + thiof,] + astel, =
_ 4 4 3 2
= @7, tlagA] + a1 A7 + a,Af + azAy + a,] +
+(p1’2, [4‘a01‘{ + 3a11% + 2a2/11 + a3] = 0

olur. Benzer yolla, u; = @y1(x+ A,t), uy = @,,(x + A,t)’ninde (2.1) denklemini
korudugunu gosterebiliriz.

Aciktir ki, bu durumda (2.1) denkleminin genel ¢oziimii
ulx, t) = @11 (x + 4t) + te2(x + A1t) + @1 (x + A,t) + +tp,,(x + A,8)  (2.22)
seklinde olacaktir.

(2.22) ifadesindeki bilinmeyen ¢;;, (i, j = 1,2) fonksiyonlarin1 yine de (2.1) baslangig

kosullarindan bulabiliriz.

Gergekten de

u(x,0) = @11(x) + @21 (x) = o (x);

u
Frin A1 (x + A1) + @1(x + A1t) + tA1 1, (x + A4t) +

2021 (x + A2t) + @2z (x + A1) + tA05,(x + A1)
t = 0 olursa,
A@11(x) + @12(x) + @22(x) = 1 (x);

0%u
W = 111 (x + A1t) + 1 01,(x + A1t) + A1 91,(x + A4t) +

tllzfpilz(x + A4t) + 122(P£’1(x + At) + Azq’lzz(x + A1t) +

Ao (x + 4t + tA 205, (x + A,t);
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t = 0 olursa
A1 (x) + 22107, (x) + /122‘/’2’1(95) + 22,05, (x) = (%) ;

63
37 =212 (e + Ait) + 22,200 (x 4+ A1) + A 200, (x + A4t) +

2 1

FEAP @ (1,0 + 1,200 (x + A,t) + 20,705, (x + A,t) +

Z‘Pélz(x + At) + t/lz P25 (x + A5t);

t = 0 olursa

17011 (x) + 320" 015(0) + 22701 (x) + 322" 03 (x) = ¢5(x)
elde ederiz. Dolayisiyla ¢;;, (i, j = 1,2) fonksiyonlari
$11(x) + 921 (x) = ¢o(x),
21911 (%) + 22021 (%) + @12(¥) + @22(x) = ¢1 (%),
Aot () + 1,7 051 (0) + 22,07,(%) + 22,05, (x) = ¢, (x),
AP0l + 25051 () + 31, %931 + 34,705, (%) = $3(x)

cebirsel denklemler sistemi elde ederiz.

Bu sistemini ¢dzmek i¢in sistemin 1.denklemini 1 defa diferanselleyelim. Sonra 4.denklemi
2.kez, 3.denklemi ise 1.kez x’e gore 0’dan x’e kadar integralleyelim. Bu durumda
bilinmeyenler ¢1,(x),@5,(x), @12(x), @,2(x) olmak suretiyle asagidaki cebirsel
denklemler sistemini elde ederiz.

®11(x) + @21 (x) = Po(x),
A19011(X) + 2,021 (%) + @12(x) + @22 (X) = ¢4,

)112(P11(x) + /122(P'21(x) + 241 @12(x) + 22, @1(x) =
X
= f ¢2(X)dx + Czo,
0
1134011(95) + 1224051(95) + 321 @12(x) + 32, @21(x) =

X X
= f dxf ¢3 (X)dx + C30x + 631,
0 0
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Sistemin bas determinanti

1 1 0 0
ST T |
M2 0 24 22,7
2 A2 34, 34,

A=

1 0o o0 1 0 o0
=-2B4 1 1|+3[4L 1 1]|-
A2 21, 24, A2 21, 24,

1 1 0 1 1 0
34, |1 Az 1|+32, |4 A, 1]|=
L% 2 24 L% R 2M4

1 1
24, 24,

1 1
21, 24,

A, 1
22 22,

A
A

-2

+ A3

_311[

A, 1
22 24,

A1
2 21,

|

+23( 224, — 24¢) = 344[(22,% — 2,°) — (2444, — 4, %)] +
34[(24:2; — 2,%) — (242 = 4,%)] = =232, — A1) +
+225(Ay — A1) — 34,(A,° — 2444, + A,°) +

+312(2/1112 - Al - 112) = (/12 - Al)(_ZAl3 + 113) -

—3)11(12 - /11)2 - 3/12(12 - 31)2 = (/12 - /11)[2/13 - 2/12 -

=32, (A — A1) = 30,(A, — 4] = (A, — A)[225 + 34,° +
+3212; + 32, = (A, — 1)[223 +32,° + 344, — 243 — 34,7
= (AZ - Al)[AZZ(ZAZ + 3)_112(211 + 3)] * 0

olmaktadir.
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Cramer kuralina gore

bo
b1 1 0 0
! 1 ¥ /12 1 1
P11 (x) = A _I; P2dx + o0 /1% 201 24,
x x 23 34 34,
f dxf P3(x)dy + C30(x) + C34
0 0
$o(x)
$1(x) 1 0 0

>~

X
Az 1 1
.L(I)Z(X)dx /1% 211 212 +
x x 23 34 34,
[ e[ #se,
0 0

0 1 9 0
0 A1 1 2
Ll I 2 24 24, (210
bo
1 b1 0 0
, 1|4 * 1 1
921(0) = 7|52 jo P1dx + Czo 20, 24,
Ai X X 32,1 312
j dxj ¢P3(x)d, + C30x + C3q
0 0
$o
1 (o 0 0
1 {2, f x 1 1
:Z A% 0 ¢2(x)dx 211 212 +
Ai X X 3/11 312
[ | #scrds
0 0
/11 0 0 0
1 0 1 1
+ 52 Cao 20, 2,| %12

A% C30x + C31 311 312
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bo

1 1 b1 0
1 /11 AZ fx 1
=_ d
P =32 2 | P2(0dx 22,
/13 /13 X x 3/12
! ? f dxf ¢3(x)dy + C30x + C3q
0 0

bo
1 1 ¢1 0
1A A, fx 1
= Z /1% /1% 0 ¢2(x)dx 212 +

/13 /13 X X 3/12
! ? f dy f 3 (x)d,
0 0

1 1 0 0
+ M Ay 0 1
A 5 Cy 24,
23 ABGoxt (1 34
bo
1 1 0 $1
1 /11 AZ 1 jx
=_ d,+C
@22(x) A /1% /1% 21, . ¢, dy 20
/13 13 3/11 X x
! 2 j de P3(x)dy + C30x + C34
0 0
bo
1 1 0 ¢4
1A Ay 1 fx
— d
i B o ] e s
/13 13 3/11 x x
D [ | #5000
0 0
1 1 0 0
M Ay 1 0
+ /1% /1% 211 Cs0 (214)

3 A3 34 Gex+ (s

Elde ederiz. Simdi (2.11) — (2.14) determinantlarin1 hesaplayalim.

(2.11), (2.12), (2.13) ve (2.14) ifadelerindeki ikinci determinantlari sirasiyla
Lo, [20, I3 Ve 14 olarak gosterelim ve bu determinantlar1 hesaplayalim.
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0 I 0 o 1

A
10~ Cyo A3 2, 24, T F20(72
C30X + C31 /13 311 311

1 0 0 1 1
—(C30x + C3) A2 1 1[=Cyo 31, 34,
A5 24 21,
1 1
_(C3Ox + 631) 2&1 212
1
A T T
I20 = 2 C 22 21 = Cz() 2/11 2/12
& 20 ! 2l ACyox 4+ C3y 31, 34,

Ai C30x + C31 311 312

1 1 1 1
= —Cy 31, 3/12| + (C30x + C31) 20, 24|’
11 0 0
ok o 1 P
I30 = 22 22 C 21 = Cy |M 2 1|-—
1 5 20 2 BB 31
A3 GoxtG 24 1 2 2
1 1 0
A 1 A 1
—(C30x + C31) |11 Az 1]=20Cy [ /15 3.~ Aé 32 ] -
/ﬁ /1% 3/12 2 2 1 2
A, 1] 4 1
—(C30x + C31) [ 2 22, - 2 22, ],
1 1 0 0
o %o o 1 +o Y
140 = A% /1% 2/12 CZO = _CZO é g 1]+
33 34 Goxt (s A 3k
1 1 0
A 1 A 1
+(C3x + C3) |1 A2 1|=-Cy [ /1§ 32|~ Aé 31 ]
ﬂ% ﬂ% 212 2 2 1 2
L 1) o1
+(C3°x+c31)[15 21,1 7122 24, ] =

Hesaplamalardan goriildiigi gibi
L +1, =0,I3 +1, = 0(2.15) olur.

Simdi ¢11(x) ve @,;(x) fonksiyonlarini elde etmek igin (2.11) ve (2.12) ifadelerini x’e gore
0’dan x’e kadar integrallersek
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P11(x) == f[111(x)+110 fl11(f)df+ f110 X

P21(x) = %f;c(lm(f) + Ip0)dg = %foxlm(f)df + %foxlzodx

elde ederiz. Burada I;;(x)vely;(x) swrasiyla (2.11) ve (2.12) deki sirasiyla birinci
determinantlar1 gostermektedir. (2.15) den goriildiigi gibi %fox(lw + I,0)d,, = 0 olur. (2.17)

2.13), (2.14),(2.15), (2.16) ve (2.17) ifadelerini dikkate alarak

(2.4) ten ¢ozlim i¢in asagidaki gosterimi ifade ederiz.

1 x+A4t x+A1t
u(x, t) = Z [f 111(5)(1{ + t.l- I31(E)d§l +
0 0

x+A,t x+A,t
+ [ fo Ly (©)de +1 fo 141(f)dg] -

x+ﬂ,2t

= A{fx”lt[lu(f) + tl31(E)]ds + f [1:(5) + t141(f)]d$} (2.23)

Ornek 2
9%u 0%u 0%u
20 2o Tom = 0
*u(x,0)
— = )

probleminin ¢ézlimii (2.22) formiilii ile bulunabilir. Burada,

F(A)=2*—613+1312-121+4=0 ve A; = 2,1, = 1 olmaktadur.

0

11 1 |11 1
a=17 2 Al=|1 2 —2f-1 2 2=
L1 3 _al k13 =3l 33

=[(6+2+3)—(-2+6-3)]-[(-6-2+3)—(2-6-23)] =
=(11-1)—-(-54+7)=10-2=38

1 1 o 0
A= M Ay q 1|
T2 23 24 2| T
2 23 34 34

(A2 — 1)[A° (22, + 3)-2,7 (224 + 3)]
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A =1,1, =—1 olursa,

A=(-1-D[(-1D?@2.(-1) +3) - 12(2.1+3)] =

=-2[(-2+3)-(2+4+3)]=-2(1-5)=-2(-4) =8

Po(x)
1 d)l(x) 0 0
1 X
o =L || 8 + Ca 1 1
1 x 3 -3
f (x — 5)¢3(€)d$ + Ca1x + Cyo
0
. $o(©)
1 #:0 o o |1 0
_ 1k 1 1|, 0
-4 L¢xa% Lo
1 x 3 -3 1 Cax+ Cyp
L f(x—a%@m;
0
bo
) .4 1 0 0
=3 | 6@+ 111
x -1 3 -3
| =052 + G+
0
Bo
) _h 1 0 0 0 1
L f0¢2(5)d5 R L
x -1 3 -3 Cy1x+Cyp —1
IREEHIAGT
0
z" 1 0 0
e Tt -1 1 1
sl S, 92(9)ds 1 2 =2
3 -3

[ (x = Op3(O)de 1
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25 Ay =2;,= A3 #1;, yanid = A, iicdefa 4 = A4, ise Sade Kok Olan

Bu boliimde A; kokiiniin ii¢ defa kathi A, kokiiniin ise sade kok oldugunu varsayalim. Bu
durumda agiktir ki, uy = @1 (x + A;t) , Uy = t@1,(x + A1t) ,uz = t2@3(x + A;t) ve

Uy = @21(x + A,t) fonksiyonlart (2.1) denkleminin 6zel ¢oziimleri olacaktir. 3.boliimde
U, ,u, ve uz fonksiyonlarmi (2.1) denklemini korudugu ispatlanmistir. u, fonksiyonunun
(2.1) denklemini korudugu agiktir. (2.1) denklemi lineer oldugundan

u(x, t) = @11(x + A1) + to(x + 1,t) + t2@3(x + A1t) + @ (x + 15t) (2.24)

seklinde arayalim. Burada ¢;(x), @12(x), @13(x) ve @,1(x) simdilik bilinmeyen
fonksiyondur. S6z konusu fonksiyonlar1 bulmak i¢in (2.3) baslangi¢ kosullarin1 kullanalim.

®11(%) + @21 (x) = Po(x)

0
a_u = 1911 (x + A1) + @12 (x + A1t) + tA101,(x + A1t) +
t
2t@13(x + A4t) + t2 019013 (x + A1) + A, 05, (x + A,t)
olur. Buradan,

1911 (0) + @12(x) + 229051 (%) = ¢p1(x)

0%u
Frol o1 (x + 44t) + 01, (x + 44) + 197, (x + A48) +
+tA50)5 (x + At) + 2015 (x + At) + 264, 953(x + A18) +
+2tA 013 (x + A1) + 222075 (x + A1t) + A5 (x + A,t),

2301100 + 22,901,(x) + 2913(x + A1) + 595, (x) = ¢,(x), (4.4)

Son olarak
a3u 3 nr 2,11 !
Ersl = A1011(x + A1t) + A1 @15 (x + A1t) + 24, 913(x + A5t) +
2tA,003(x + A1t) + 2t220)5 (x + At) + 22,055 (x + At) +
2t (x + A1t) + 2t 275 (x + A1) + 2315 (x + A,t) +
B31(x + A,t)
buradan,

Boli(x) + 35015 (x) + 64,915(x) + 305 = ¢p3(x)

Dolayisiyla bilinmeyen fonksiyonlar i¢in asagidaki cebirsel sistemler denklemi olusturulur.

©11(x) + @21 (x) = Po(x)
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1011 + 912(x) + 2021 (x) = ¢1(x)
Boit + 22101, (X) + 3071 (x) = ¢, (x)
11 + 3 15(0) + 641913(x) + 23951 (x) = $3(x)
(4.6)’nin 1.denklemini diferanselleyelim.
P11+ @21 = Pg (%)
19011 + 912(x) + 4051 = d1(x)

A%‘Pﬁ + 24,91, (x) + A%(Plzll(x) = ¢, (x)
Bol1(x) + 35 ¢1,(x) + 64,913 + A5, = f ¢P3dy + Cy

Bilinmeyenlerin @1 (x) , 1,(x) , @13(x) , 931 (x) oldugunu kabul edersek
P11 (%) + 921 (%) = ¢g (x),
1911 + 912(x) + 2037 = ¢1(x)

/1%901’1 + 24191,(x) + /1%§0’2’1(x) = ¢,(x)
o1 (x) + 32591, + 641913 + A5 = f P3(x) dy + Cyo

elde ederiz. Sistemin bag determinanti

10 o 1 1 0 1
1o A s3gz [, 1 2
Alz A% 2/11 0 /1% (48) = (—1) 6/11 1 2] =

2 2
2B 3% 61 2 CUCCNG

_ 1 A A 1 5 N
= _6/11 (Az _/11)
olmaktadir.
nr (x)

1

L #100) >0
q)ll(x) = Z ¢2 (X) 2/11 0 /1% =
A

X
f ¢3dy + Cy 323 yES
0
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nr

(x)
y o o 1 o 0 o 1
¢1(x) 2 1
1 b, (x) 10 2 [0 1 0 2
Al 92 22, 0 22|tlo 24 o0 22
J. ¢sd, 31% 641 23 Cao 3/1% 61, /1%
0
0 0 0 1
o 1 o A 0 zi 0
l110 = 21 ;| =—=10 1 0 |=0
SR 2% 62
Cso ZA% 614 /1% Cao 1 64,
1 1
A 8 g A 1 0 1
I110 = AZ 0 0 AZ = C4,0 )'1 0 /12 =0
3 2 2Z 0 A3
Ai C4,0 611 A% 2 2
lll(x)
1 y 0 1
" _ 1 /11 ¢1Ex§ 0 AZ _
P12(x) = A 22 . ¢, (x 0 22| =
B[ 0+ i h1 22
0
_ 1 Al d)l(x) 0 AZ 1 Al 0 O
N L 0 2|Talz o o
B[ st 6k x| i G ok
0
1 0 0, (x) 1
1|4 1 $1(x) A
p13(x) = A |22 204 . $2(x) 22
A 223 f P3(x)d, + Cyp A3
0
L, 1
_ 1 Al 1 ¢1Ex3 Az
B [ gwd 2
0
1 0 0 1
1 Al 1 0 AZ
INEE 20 0 A3
Ao G gl
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142 (x)
10 o0 b1

114 1 0
A A )[%1 2, 0 ¢ (x) +

pe
B 3% 6k f%@@
0

I211(x)
1 1
0 0 1 0 1
A 1 0 A2 1 1 2
li30 = 22 24, 0 22| T~ Cao |11 2l =
! 2 2220 A3

A3 347 Cao A3

1 A
21, 22

A1
2 21,

] = — CaolA3 — 2222, + 245 = 2}] =

= Cao
= — Cy0(A5 — 22,1 + 23) = — Cpo(Ay — 21)?.

Asagidaki notasyonlari kabul edelim

b

f 1

| @ >0

0 2

L1 (x) = A ¢2(x) 224 0 22

X
f@@@ 3 64 23
0

1 o (x) 0 1
I 1 M $1(x) 0 Ay
121(%) ~ 22 ¢, (x) 0 2|
AT es(od, A4
1 0 0 (x) 1
1 A1 ¢1(x) Az
haiC) =212 24 (0 3|
O34 [Yh(0d, A
o (x)
L v o $1(0)
Lu@=—| L 0 @)
211(x) = Az 24 0 ¢ (x

pe
B3 64 f%m@
0

I131 = l131 = 131 = 0 oldugundan bilinmeyen @14 (x), ¢12(x), 913(x) vep,;(x)

fonksiyonlart i¢in
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X X
011(x) = f d{f [111(§)de + Ci11x + Ciqo
0 0

P

P12(x) = f 1121(5)‘1{ + Ci20,
0

913(x) = I13,(x) + l130,

P21(x) = f(jc de f(jc I211(§)ds + Co11x + Ca10=

= f (x — f)f I311(§)dg + Ca11x + Caq9
0 0

ifadelerini elde ederiz.Buldugumuz ifadelerini (2.24) de yerine yazarsak

x+11t

u(x, t) = j (x =& — 4)l111(§)dg + Ciqq(x + A18) + Ciq0 +
0

x+11t
+tf l121(E)de + Ciz0 + ly31(x + A4t) — Cyo(A, — A1)+
0

x+/12t
f (x =& = ,0)1511(§)ds + Co11(x + A5t) + Cpq0 =
0

x+),1t

x+/11t
= f (x =& —4)11(E)dg + tf l121(E)de + 1131 (x + A1) +
0 0

x+/12t
+f (x — & = ,0)1511(§)ds + Ci11(x + A18) + Co11(x + A51) +
0
Ci10 + Ciz0 + Ca19 — C4(Az — 44)?

x+Aqt
= f [(x —&—Mt)11(§)ds + “121(5)] ds + 13 (x + 448) +
0

x+/12t
] (= & = 1)1 (E)dg + P, Ag, Ay )
0
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SONUC

Tezde 4. basamaga gore homojen olan lineer kismi tiirevli diferansiyel denklem i¢in yazilmig
Cauchy probleminin ¢dziimii i¢in, karakteristik denklemin kdklerine bagli olarak D'Alembert

tiirlii kolay kullanilabilir ifadeler elde edilmistir.
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