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OZET

Kategori teoride, matematigin soyut bir dali olan kategorilerin bir denkligi, bu
kategorilerin "esasen ayni" oldugunu ortaya koyan iki kategori arasindaki bir
iliskidir. Matematigin bircok alaninda kategorik esdegerlik ornekleri vardir. Bir
denklik kurmak ilgili matematiksel yapilar arasinda giiclii benzerlikler gostermeyi
icerir. Bazi durumlarda, bu yapilar, yiizeysel veya sezgisel diizeyde ilgisiz
goriinebilir ve bu diisiinceyi olduk¢a giiclii hale getirir. Bu teoremlerin temel
anlamlarinin ¢eviri altinda korundugunu bilerek, farkli matematiksel yapilar
arasindaki teoremleri terciime etme firsat1 yaratir. Ornegin kategorik denklikler
kullanilarak bazi topolojik problemler cebirsel problemlere doniistiiriilebilir.

Bu tezde kategorilerinin denk olduklarmi gésterebilmek i¢in dolu, diizenli ve yogun
bir fanktorunun bulunmasinin yeterli oldugu gosterilmis ve bu sonug birgok drnekle
aciklanmistir. Daha sonra cebirsel yapilar icin p-kategorik denklik kavrami
hatirlatilmis ve p-kategorik denklikle ilgili bazi sonuglar elde edilmistir. Son olarak
bir kategori denkligi ile birimli eslenik fanktorlar arasindaki iliski gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler : Halka, Modiil, Kategorik Denklik
Sayfa Adedi : 35
Tez Yoneticisi : Yrd. Dog. Dr. Tungar SAHAN
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ABSTRACT

In category theory, an abstract branch of mathematics, an equivalence of categories
is a relation between two categories that establishes that these categories are
"essentially the same". There are numerous examples of categorical equivalences
from many areas of mathematics. Establishing an equivalence involves
demonstrating strong similarities between the mathematical structures concerned. In
some cases, these structures may appear to be unrelated at a superficial or intuitive
level, making the notion fairly powerful. It creates the opportunity to "translate"
theorems between different kinds of mathematical structures, knowing that the
essential meaning of those theorems is preserved under the translation. For instance
using categorical equivalences one can transform topological problems to algebraic
problems.

In this thesis it has been shown that it is enough to have a full, faithfull and dense
functor to show the equivalence of the categories, and this result is explained by
many examples. We then recalled the concept of p-categorical equivalence for
algebraic structures and obtained some conclusions about the p-categorical
equivalence. Finally, the relationship between a categorical equivalence and unitary
adjoint functors has been shown.
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1. GIRIS

Cebirlerin herhangi bir tiirii, objeleri o tiirden cebirler ve morfizmleri bunlarin

aralarindaki homomorfizmalar olan bir kategori olarak diisiintilebilir.

A ve B herhangi bir tiir cebir olmak {izere, eger 4 y1 B ye gotiirecek sekilde bu

tirleri treten bir kategorik denklik varsa, A4 ve B kategoriksel denk olarak

adlandirilir.

Kategorik dil yoluyla agiklanabilen tiim cebirsel kavramlar ve 6zellikler kategorik

denklik altinda korunur. Ornegin, kategoriksel denk olan A ve B cebirleri i¢in,

(i) A4 ve B nin endomorfizma yarigruplar1 izomorfiktir,
(ii) A4 ve B nin latis altgruplar1 izomorfiktir ve

(iii) A4 ve B nin latis kongriianslar1 izomorfiktir.

(Ispatlar igin, bakimz [1].) Ayrica, kategoriksel denklik limitleri korudugu igin,
kategorik olarak denk olan cebirlerin tiim karsilik gelen dogru kuvvetleri de
kategoriksel denktir. Eger bunlarm temel kiimeleri ve terim igslemleri ortiisiirse, bu iki

cebir terim-denk olarak adlandirilir. Eger C nin B ye terim-denk olacak sekilde 4 ya

izomorfik olan bir C cebiri varsa A4 ve B zayif izomorfiktir denir. R. Mc Kenzie [2]

ye gore, zayif izomorfik cebirler kategorik olarak denktir.

Cebirsel yapilar uzayi iizerine empoze edilebilir sekilde cesitli dogal denklik iligkileri
vardir. En can alic1 6rnegi cebirlerin izomorfizmalaridir. Ancak basit denklik ve
terim-denklik gibi diger iliskiler literatiirde siklikla goriiniir. Verilen bir =° denklik
bagintisi, onun hesaplanabilmesine gore arastrma yapmak dogaldir. Diger bir
deyisle, A4 ve B ‘yi giris olarak kabul eden bir algoritma mevcutsa, (Tipik olarak bazi
kosullar1 empoze edilerek) ve A4 = B nin saglanip saglanmayacagi belirler. Ayrica,
eger boylesi bir algoritma varsa, hesaplamay1 gerceklestirmek i¢in gereken siireye ne

tirde sinirlar eklenebilir?



V(A), A tarafindan iiretilen cebir tiiri olmak iizere, eger V' (A) ve V' (B)nin denkligi

s0z konusu ise A4 ve B ye kategorik olarak denktir denir. Bu iliski 4=cB seklinde

gosterilir.

Ave B nin herhangi bir sekilde ilgili olacagma dair higbir olasilik olmadigini
unutmaym. Goriinlise gore, sonlu cebir tiirleri i¢in bile =c bagintisinin karar
verilebilir olabilme olasilig1 goriinmemektedir. R. McKenzie (McKenzie 1996)
sayesinde kategorik denkligin yeni bir kategorizasyonunun temelini olusturdugu

ispatlanmistir. Genel itibariyle, algoritmamiz kiigiik cebirler i¢in bile pratik degildir.
[3]°de, Bergman ve Berman kategorik olarak denk cebirlerin kavramini tanimlar.

[4]°de, cebirlerin kategorik denkligi ile bu cebirlere karsilik gelen minimal bagintisal

kiimeler arasindaki iliskiyi ifade ediyoruz.

Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir. ilk boliimde, grup, halka ve modiil gibi cebirsel
yapilar hakkinda temel tanimlar ve teoremler verilmistir. ikinci bdliimde, kategori,
ikili kategori, carpim kategorisi ve kategori tiirleri hakkinda temel kurallar ve bilgiler
mevcuttur. Ugiincii bdliimde, sonlu gruplara atanan minimal baglantisal kiimeleri
aciklanmig ve kategorik cebir denkligi, denklik karakterizasyonu, Ornekler,
ozellikler, bagintililik, 6nermeler, teoremler ve basta kabul edilmis teorem hakkinda

baz1 tanimlar elde edilmistir.



2. ON BILGIiLER

Bu boliimde, cebirsel yapilarin ve teoremlerin aciklanmasi i¢in kullanilacak bazi

kavramlar verilecektir.
2.1 Baz1 Temel Kavramlar
Bir f ikili islemi, iki miktara veya x ve y ifadeleri i¢in uygulanan bir iglemdir.

Tanim 2.1.1. Bir ikili islem, bos olmayan 4 iizerinde bir f:A4xA4—> A
fonksiyonudur. Boylece

(i) f, 4 daki her eleman ¢ifti i¢in tanimlanir,
(ii) f, 4 nin elemanlarinin bazilarina 4 daki her bir eleman c¢iftini benzersiz

olarak eslestirir.

Ornek 2.1.2. ikili islem 6rnekleri, 4 iizerinde Ax A dan 4 ya kadar toplama (+),

cikarma (—), carpma (x) ve bolme (=) icerir[5].

Tamim 2.1.3. Bir Gkiimesi - islemi ile birlikte asagidaki dort sart1 saglamasi halinde

bir grup yapis1 olusturur ve (G,-) seklinde gosterilir[6].

(i) Kapahhk ozelligi: G deki her a,b elemaniicin ¢-be G dir.
(ii)  Birlesme ozelligi: G deki her a,b,c elemaniicin (a-b)-¢ = a-(b-c) dir.
(iii) Birim eleman: G deki her a elemam i¢in a-e=e-a=a olacak sekilde
biricik e elemani vardir. Bir grubun birim elemani genellikle 1 veya 1, ile
gosterilir.
(iv)  Ters eleman: G deki her a elemani igin, a-a'=a"a=e olacak sekilde G

de a' bir eleman1 vardur.

Bir islemin sonucu islemdeki elemanlarin sirasina baghdir. Baska bir deyisle, her
zaman a-b=b-a ifadesi dogru olmayabilir. Bu denklem her zaman tamsayilar
grubunda toplama altinda korunur, ¢iinkii a ve b tamsayilar1 i¢in a+b=>b+a dir.
a-b=b-a sartin1 saglayan gruplar abelyan grup olarak adlandirirlir. Asagidaki

bolimde agiklanan simetri grubu abelyen olmayan bir grubun Ornegidir.



G kiimesi (G,-) grubunun dayanak kiimesi olarak adlandirilir. Genellikle grubun
dayanak kiimesi G, (G,-) grubu i¢in bir kisa isim olarak kullanilir. Ayni1 dogrultuda,

“G grubunun bir alt kiimesi” veya “G grubunun bir elemani” gibi kisa ifadeler,

gercekte soylenmek istenenin ““ (G,-) grubunun dayanak kiimesi G nin bir
altkiimesi” veya “(G,-) grubunun dayanak kiimesi G nin bir elemani” oldugunda

kullanilir. Genellikle, metinde G nin grubu veya dayanak kiimesini isaret ettigini

agiktir.

Tammm 2.1.4. (G,-) ve (H,*) iki grup olmak iizere or: G — H fonksiyonu her

geGveheH igin
a(g-k) = a(g)*a(k)
sartii sagliyorsa bu fonksiyona grup homomorfizmi denir. [7]

Bu tanimlama her g € G i¢in

a(lg)=1y ve a(g)' =a(g™)

sonuclarint ortaya koyar. Grup homomorfizmleri, grup yapismni koruyan
fonksiyonlardir. Bdylece bir grup homomorfizmi, grup aksiyomlar: tarafindan

saglanan Gnin tiim yapisina uyar.

o: G— H ve B: H— G iki grup homomorfizmi olmak tizere
a(p(h) )=hve f(a(g)) =g

ise G ve H izomorfik olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.5. a: G — H grup homomorfizmi olmak tizere, @ nin ¢ekirdegi
ker(a)={ueG:a(u)=ey}

seklinde tanimli G nin elemanlarindan olusan bir kiimedir.

Tanim 2.1.6. o : G — H grup homomorfizmi olmak iizere, & nin goriintiisi
im(a)=a(G)={a(u):ueG}

seklinde tanimli H nin elemanlarindan olusan bir kiimedir.

Bir homomorfizmin ¢ekirdegi ve goriintiisli, onun bir izomorfizm olmaya ne kadar

yakin oldugunu 6lgmek icin yorumlanabilir. 1. izomorfizm teoremi bir grup
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homomorfizminin goriintiisi ¢« (G) nin bolim grubu G/kera  ya izomorfik

oldugunu ifade eder.

o nm ¢ekirdegi G nin ve ¢ nin goriintiisic H nin bir normal altgrubudur.

a(g eucg)=a(g)" -a)-a(g)
=a(g)’ ey -alg)
=a(g)!-alg)=¢y
o nin grup monomorfizmi olmasi i¢in gerek ve yeter sart kera = {e;} olmasidir,

yani, o birebirdir. Birebirlik dogrudan, ¢ekirdekte benzersiz bir elemanin oldugunu

verir ve ¢gekirdekteki benzersiz bir eleman birebirligi verir. Yani,

a(g) =alg,) < alg) -alg,) ' =ey,
S alg ng)_l =€y, (ker(a) :ec)
= 81°8,=¢€g

olup g, =g, dir [8,9].

Tamim 2.1.7. Bir H alt grubu, bir G grubunun i¢inde bulunan diger bir alt gruptan
daha biiyiik olan bir gruptur. Somut olarak, G nin birim elemani, H nin i¢inde de
bulunur. Ayni zamanda A,h, € H igin h -hy,h '€ H dir. O halde, H nin
elemanlar,, H ile kisitlanmis G {izerindeki islem ile birlikte bir grup yapisi

olustururlar. [7]

Tamm 2.1.8. (Boliim gruplar1) bazi durumlarda bir altgrubun eskiimelerinin kiimesi
bolim grubu veya faktor grubunu verecek sekilde bir grup yasasi belirlenmis
olabilir. Bunun miimkiin olabilmesi i¢in, altgrubun normal olmasi gereklidir.

Herhangi bir N normal altgrubu goz oniine alindiginda, boliim grubu
G/N={gN,geG}

seklinde tanimlanir. Bu kiime, her g,he G icin (gN)-(AN)=(g-h)N islemi ile

birlikte bir grup yapisi olusturur. [10]

Bu tanim, herhangi bir g elemani icin kendi eskiimesi gN ile iligkilendiren

G > G/ N fonksiyonunun bir grup homomorfizmi olmasini saglar. eN=N

eskiimesi bu grubun birim elemanidir. Ters eleman ise (gN) ' =(g )N dir.


https://en.wikipedia.org/wiki/Image_%28mathematics%29
https://en.wikipedia.org/wiki/Normal_subgroup
https://en.wikipedia.org/wiki/Normal_subgroup
https://en.wikipedia.org/wiki/Subgroup

2.2 Grup Ornekleri ve Grup Teorisi Uygulamalan

Bir eksik nokta diizleminin temel grubu eksik nokta cevresindeki dongiilerden

olusur. Bu grup tamsayilara izomorfiktir.

Gruplarin 6rnekleri ve uygulamalar1 oldukga fazladwr. Bir baslangic noktasi, yukarida
bahsedilen, grup islemine ek olarak toplama islemi ile birlikte tam sayilar kiimesi Z
grubudur. Eger toplama iglemi yerine, ¢carpma goz oniine alinirsa, carpimsal gruplar

elde edilir. Bu gruplar soyut cebirdeki onemli yapilari onciilleridir.

Gruplar ayrica birgok diger matematik alanlarinda da uygulanir. Matematiksel
nesneler genellikle kendilerini gruplar1 iliskilendirerek ve karsilik gelen gruplarin
ozellikleri arastirilarak incelenir. Ornegin, Henri Poincare temel gruplar1 arastirarak
cebirsel topolojinin temelini atmustir [10]. Bu baglant1 yoluyla, yakinsaklik ve
siireklilik gibi topolojikler dzellikler gruplarmn 6zelliklerine doniistiiriiliir. Ornegin,
temel grubun elemanlar1 dongiiler tarafindan temsil edilir. Silinmis bir noktali
diizlemin temel grubunun sonsuz dongiisel oldugu ortaya c¢ikar. Bu sekilde, temel

grup deligi algilar.

Daha giincel uygulamalarda, bu etki bir grup-teorik arka plan ile geometrik yapilari
olusturmak icin tersine donmiistiir. Benzer sekilde, geometrik grup teorisi hiperbolik
gruplarin incelenmesi gibi geometrik kavramlarmi kullanir [11]. Onemli bir bicimde

gruplar1 uygulayan daha ileri dallar cebirsel geometri ve say1 teorisi igerir [12].

Yukaridaki teorik uygulamalara ek olarak, bir¢ok pratik grup uygulamasi mevcuttur.
Kriptografi 6zellikle sonlu gruplar i¢in uygulandiginda, bilgisayar destekli gruplar
teorisinde elde edilen algoritmik bilgi birkimiyle birlikte soyut gruplar teorisi
birlesimine dayanir [13]. Gruplar teorisinin uygulamalar1 matematikle kisitli degildir.
Fizik, kimya ve bilgisayar bilimleri gibi bilimler bu yapidan faydalanir.

Tanim  2.2.1. (Devirli Gruplar) G bir grup ve aeG  olsun

(a)={xeG|x=a",neZ} kimesi, a tarafindan iiretilen devirli altgrup olarak
adlandirthr. Eger bir a €G eleman G =(a) olacak sekilde varsa G devirli grup
olarak adlandirilir. Bu durumda, a ya G nin bir tireteci denir. [7]

Birim ¢emberin 6. karmasik kokleri bir devirli grup olustururlar. Ayrica z bir

iireteg(ilk eleman)tir, fakat z? degildir, ¢iinkii z nin tek kuvvetleri z? nin bir

kuvveti degildir.



Bir devirli grup, elemanlarmin tamami belirli bir ¢ elemanmin kuvvetleri olan bir

- 2 - 2
gruptur. Carpimsal formda, grubun elemani ...,a3,a ,a ,aoze,a,a ,a3,...

seklindedir, burada @, a-a demektir ve a” ise a_l-a_l-a_l=(ax-a-a)_1

anlamina gelir. Boyle bir a elemani bir iireteg olarak adlandirilir veya grubun bir ilk
elemanidir. Toplamsal formda ise, bir elemanin {irete¢ olmasi i¢in grubun her bir

elemani ...,-a-a,-a,0,a,a + a,... seklinde yazilabilir olmasidir.

Yukarida agiklanan Z/nZ gruplarinda 1 elemani iiretegtir, bu ylizden bu gruplar
devirli gruptur. Gergekten, her eleman 1 lerin toplami olarak ifade edilebilir. »
elemani1 olan herhangi bir devirli grup bu gruba izomorftur. Devirli gruplar i¢in ikinci
bir drnek, birim ¢emberde z" =1sartin1 saglayan z karmasik sayilari i¢in n-ninci
karmagik koklerin grubudur. Bu sayilar,n = 6 icin bir diizgiin altigen tizerindeki
koseler olarak gorsellestirilebilir. Grup islemi karmasik sayilarin ¢arpmmidir. z ile
carpim saat yoniiniin tersine 60° lik bir doniise karsilik gelir [7]. Cisim teorisinde,

F,* grubu devirli grup olarak gosterilebilir. Ornegin  p=5 alinirsa,
31=3,32=9=4, 3’=2ve3*=1 oldugundan 3 bir iiretegtir.

Bazi1 devirli gruplar sonsuz sayida elemana sahiptir. Bu gruplar, sifirdan farkli her a
elemant i¢in, a’nin biitiin kuvvetleri farkhdir; “devirli grup” adina ragmen,

elemanlarin kuvvetleri devir yapmaz. Bir sonsuz devirli grup (Z,+) ya izomorftur
[7]. Bu yapilarin her ikisi de abelyan oldugu i¢in devirli gruptur.
Sonlu iiretecli abelyan gruplar, sonlu tiretecli abelyan gruplarin temel teoremi ve bu

durumunu yansitan grup ile iliskili merkez ve komiitatér gibi bir¢ok kavram ileri

boyutta arastirilmistir [9].

2.3 Halka

Tamm 2.3.1. Bir halka, ikili islemlerle donatilmig bir R kiimesidir. Yani,

1) 4+b R pin her sirali (959) cifti icin tanimlanr.

2) "+" 1y1 tammmhdir, yani, eger a+b=c; vea+b=c, ise ¢, =c, dir.

3) R toplama islemi altinda kapalidir. Yani, R nin herhangi a ve b elemanlar1
icin a+b nin degeri R nin bir elemanidir. Ayn1 sey ¢arpma igin de gegerlidir.
Kapalilik bir aksiyom olabilirdi, ancak, yalnizca, R iizerindeki ikili iglemlerin

yerine, daha biiyiik bir S kiimesinde "+" ve "-" fonksiyonlar1 kullanilmaktadir.
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"+" ve"-" halka aksiyomlar1 olarak adlandirilan asagidaki ii¢ sart1 saglar
[14,15,16].
(i) R toplama islemi altinda bir Abelyan gruptur, yani

e R dekiher a,b,c elemani i¢in, (a+b)+c=a+(b+c) (+ birlesmelidir).
e R dekiher a,b elemant i¢in, a+b=b+a (+ degismelidir).

e R deki her a elemanm i¢in, a+0=a olacak sekilde R de bir 0 elemani

vardir (0 toplamsal birimdir).

e R deki her a elemant icin, a+(—a) =0 olacak sekilde R de —a eleman:

vardir (—a burada a nim toplamsal tersidir).
(i) R carpma islemi altinda monoiddir, yani
e R dekiher a,b,c elemanii¢in, (a-b)-c=a-(b-c) (- birlesmelidir).

e R deki her a elemani i¢in, a-1=a vel-a=a olacak sckilde R de bir 1

elemani vardir (1 carpimsal birimdir).
(iii)  Carpmanin, toplama lizerine dagilma 6zelligi vardir:
e R dekiher a,b,c elemani igin, a-(b+c)=(a-b)+(a-c) (soldan dagilma).
e R dekiher a,b,c elemaniicin, (b+c)-a=(b-a)+(c-a) (sagdan dagilma).
Bir halkanin baz1 temel 6zelliklerini asagidaki sekilde siralayabiliriz:
e Toplamsal birim, her bir elemani toplamsal tersi, ve ¢arpimsal birim biriciktir.
e Bir R halkasindaki herhangi bir x elemani i¢in x0 =0=0x ve (—1)x = —x dir.

¢ 0 birim R halkasmin birim eleman1 olmak iizere 0 = 1 ise, boylece R yalnizca bir

elemana sahiptir ve bu halka sifir halkas1 olarak adlandirilir.
e Herhangi iki x ve y degiskeni i¢in xy = yx dir.
Ornek 2.3.2. Z, =1{0,1,2,3} kiimesi iizerinde;

o Z, deki X + ¥ toplami, x+y nin 4 ile boliimiinden kalandir. Ornegin, 2 +3 =1

ve 3+3=2,



o Z, deki X-y g¢arpimi, xy nin 4 ile bliimiinden kalandir. Ornegin, 2-3 =2 ve
3.3=1,
islemleri ile birlikte Z, bir halkadir. Eger x bir tamsayi ise, 4 ile boliindiigiinde x

nin kalan1 Z, tin bir elemanidir. Bu eleman genellikle “x mod4” veya ¥ ile

gosterilir. Z, te ¥ in toplamsal tersi —x tir. Ornegin, —3=—3=1dir.

Ornek 2.3.3. Reel sayilar kiimesi iizerinde 2x 2 lik matrislerin kiimesi

M,(R) = {[‘CZ 2) La,b,e,d R}

seklinde gosterilir. Matrislerde toplama ve carpma islemleriyle, bu kiime halka

I 0
aksiyomlarin1 saglar. (0 lj eleman1 bu halkanin carpimsal birimidir. Eger

0 1 0 1 0 0 1 0
A= ve B= alinirsa, AB = , BA= elde edilir. Bu
1 0 00 0 1 0 0

ornek bu halkanin degismeli olmadigini gosterir.

Daha genel olarak, herhangi bir R halkasi ve negatif olmayan 7 tamsay1 icin, R
den alinan elemanlarla 7xn lik matrislerinin halkas1 olusturulabilir.

Tanim 2.3.4. R bir halka ve S, R nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun.
Eger S altkiimesi R deki islemlere gore bir halka ise S ye R nin alt halkasi denir.

Diger bir deyisle, bos kiimeden farkli S kiimesi i¢in

x,ye S iken xy,x+y,—-xeS

ise S bir alt halkadir. Eger tiim halkalarin bir ¢arpimsal birime sahip olacagi

varsayilirsa, S ile R ayni birim elemanma sahip olmak zorundadir [17].

Ornek 2.3.5. 7 tamsayilar halkasi reel sayilar cismininde, Z[X] polinom
halkasinin da bir alt halkasidir (her iki durumda 7 , biiylik halkanin ¢arpimsal birimi
olan 1 1 igerir). Diger taraftan, ¢ift tamsayilar kiimesi 27 , 1 birim elemanini icermez
ve boylece alt halka olarak nitelendirilemez.

Tanimm 2.3.6. (R,+,) ve (S,®,*)1ki halka olmak iizere f:R — S fonksiyonu her

a,b e Ricin



D fla+b)=f(a)® (D)
(i)  f(a-b)=f(a)* f(D)
(i)  f(g) =1

sartlarin1 sagliyorsa f ye halka homomorfizmi denir.

Halka homomorfizmi islem koruyan bir fonksiyon olarak da diisiiniilebilir. Eger
birimli halkalar ile ¢alistyorsa, liclincii kosula bakmaya gerek yoktur. Eger 1, birebir
ve Orten ise izomorfizma olarak adlandmilir. R veS halkalar1 arasinda bir
izomorfizma varsa, R ile S izomorfiktir denir ve R~ S seklinde gosterilir. Ayni
halka arasindaki homomorfizme endomorfizm, ayni halka arasindaki izomorfizme

otomorfizm denir.
2.4 Modiil

Tamim 2.4.1. R bir halka, 1, carpimsal birim ve (M ,+) bir abelyan grup olsun.

RxM —> M

(r,m)>r-m
islemi her r,s € R ve x,y e M i¢in
i r&x+y)=r-x+r-y
i) (r+s)x=r-x+s-x
(iii) (rs)-x=r-(s-x)
@iv) lzp-x=x

sartlarin1 sagliyorsa M ye bir sol R—modiil denir ve M notasyonu ile gosterilir.

M tizerindeki halkanin igslemine skaler ¢arpim denir ve genellikle yanyana yazilir,
Oornegin re RvexeM i¢in rx seklindedir. Ancak burada onu halka c¢arpim
isleminden ayirmak icin 7-x olarak gosterilir. Ancak halkanin etkisinin sagdan
olmas1 durumunda, yani -: M xR — M iken yukarida verilen sartlar » ve s, x vey

nin sagida olacak sekilde yazilir.

Baz1 kaynaklarda modiil yapismni tanimlarken halkanin birimli olmasmi 6n sart

olarak kabul edip yukaridaki (iv) maddesini sartlarin icine dahil etmezler ve bu
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sekliyle olusturulan yapiy1 birimli sol R —modiil olarak adlandirirlar. Bu tezde tiim
halkalar ve modiillerin birimli oldugu kabul edilmektedir.

Eger her r ye karsilik gelen f. fonksiyonu ile birlikte skaler carpim f,.(x)=r-x
olacak sekilde verilirse, ilk sart f, nin bir grup homomorfizmi oldugunu gosterir ve
diger sartlar ise

f:R— End(M)

ref,

ile verilen fonksiyonun bir halka homomorfizmi oldugunu ifade eder [18]. Boylece
modiil, abelyan grup iizerine bir halka etkisi olarak diisiiniilebilir. Bu baglamda,
modiil teorisi vektor uzaylari lizerindeki grup etkileriyle veya benzer sekilde grup

halka etkileriyle ilgilenen temsil teorisini genellestirir.

Bir modiil hem sag hemde sol R—modiil ise bimodiil olarak adlandirirlir. Eger R
halkas1 degismeli ise sol R—modiil ile sag R-—modiil aymdir ve basit olarak

R—modiil olarak ifade edilir.

Ornek 2.4.2. S bos olmayan kiime, M bir sol R—modiil ve f:5 — M seklindeki

tiim fonksiyonlarin koleksiyonu M* olmak iizere, M* deki toplam ve ¢arpim islemi

her s €S igin
(f +8)(s)=f(s)+g(s) ve (rf)s) =1/ (s)
olarak alinirsa, M5 sol R —modiildiir.

Ozel olarak, eger R ise h: M — N R—modiilhomomorfizmlerinin koleksiyonu bir

R —modiildiir ( aslinda N nin bir alt modiiliidiir).

Tanim 2.43. M bir sol R—modiil v¢ N, M nin bir altgrubu olsun. Eger

neNvereR igin r-neN ise N ye M nin alt modiilii denir.

Verilen bir M modiiliiniin alt modiillerinin kiimesi + ve [ islemleri ile birlikte

modiil sartlarmi saglayan bir koleksiyon olustururlar. M nin N; < N, olacak sekilde

U, N,,N, alt modiilleri i¢in
(N +U)NIN, =N, +(UNN,)
dir.
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Eger M ve N sol R—modiil ise, her r,s € R ve m,ne M igin
f(r-m+s-n)y=r-f(m)+s-f(n)
ise f:M — N fonksiyonu R-—modiillerin bir homomorfizmidir.

Matematiksel nesnelerin herhangi homomorfizmi gibi, bu nesnelerin yapisini
koruyan yalnizca bir doniisiimdiir. Birebir ve orten olan modiil homomorfizmine
izomorfizm, bu modiillere izomorfik denir. Iki izomorfik modiil, yalnizca kendi

elemanlari i¢in gosterimle farklilasan tiim pratik amaglar i¢in aynidir.

Bir modiil homomorfizmi f:M — N nin ¢ekirdegi tiim elemanlar1 f tarafindan

sifira gonderilen M nin bir alt modiiliidiir.

Gruplar ve vektdor wuzaylarindaki izomorfizma teoremleri benzer sekilde

R —modiiller igin de gegerlidir.

Sol R-modiiller kendi modiil homomorfizmleri ile birlikte abelyan olan bir

kategori olusturur ve bu kategori R —Mod olarak gosterilir [18,19].
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3. KATEGORI TEORISi
3.1 Kategori

Kategori teorisi ilk olarak 1945 yilinda Eilenberg Samuel ve Saunders Mac Lane
tarafindan yazilan “Dogal Esitliklerin Genel Kurami1” isimli makalede goriildi [20].

Kategori “oklarla” baglanan “nesnelerden” olusan bir cebirsel yapidir. Bir kategori;

a) Birlesik bir sekilde oklar1 olusturma yetenegi

b) Her bir nesne i¢in bir birim okunun varligi

seklinde iki temel 6zellige sahiptir. Genel olarak, nesneleri ve oklar her tiirlii soyut
varliklar olabilir. Kategori kavrami matematiksel kuruluslar ve bunlarin iligkilerini
tanimlamak i¢cin temel ve soyut bir yol saglar. Bu kategori teorisinin ana fikri,
nesneler ve oklarm neyi temsil ettigi ve bu bagimsiz nesneler ve oklari, i¢indeki
terimlerin tlim matematigi genellemek istedigi bir daldir. Neredeyse modern
matematigin her dali kategoriler agisindan tarif edilebilir ve bunu yaparken
matematik sik sik goriiniiste farkli alanlar arasinda derin anlayis ve benzerlikleri
ortaya koymaktadir. Nesnelerin ayni koleksiyonu, oklarmm ayni toplanmasi ve
herhangi bir ¢ift okun diizeninin ayni yontemle iliskilendirilmis olmasi bu iki
kategorinin ayni olmasi anlamina gelir. iki kategori tam olarak ayni olmasa bile

kategorik olarak denk kabul edilebilir.

Tamm 3.1.1. Bir kategorinin bir¢ok esdeger tanimi vardir [21]. En sik kullanilan

tanim asagidaki gibidir. C ile gdsterilen bir kategoride;
@i ob (C) ile gosterilen objeler smifi,
@ii) hom(C) veya hom(4, B) ile gosterilen morfizmlerin(oklarin) sinifi,
(i) X,Y,Zeob(C)ve f:X > Y veg:Y —> Z olmak lizere

o:Mor(X,Y)xMor(Y,Z) —> Mor(X,Z)
(f.2) =gof

seklinde tanimli bir kompozisyon islemi var olmasi gerekir.

Bir kategoride asagidaki aksiyomlar saglanir.



(a) Kompozisyon isleminin birlesmeli olmasi gerekir. Yani, f:4— B,
g:B—>Cveh:C—> D i¢in ho(go f)=(hog)o fdi.
(b) Her feMor(4,B) 1i¢in birim morfizmi olarak  adlandirilan

feol,=1z0f=f olacak sekilde 1, ve 1; morfizmleri vardir.

Bu aksiyomlar sayesinde her bir obje i¢in bir birim morfizmin olmas1 gerektigi

asikardir.

Ornek 3.1.2. (a) SET ile gosterecegimiz kiimeler kategorisini ele alalim. Bu sistem,
objeleri A,B,C gibi kiimeler, mofizmleri f,g,h gibi fonksiyonlar ve

kompozisyonu bileske islemi olan bir kategoridir.

(b) GRP ile gosterecegimiz gruplar kategorisini ele alalim. Bu sistem, objeleri biitiin
gruplar, morfizmleri homomorfizmler ve kompozisyonu bileske islemi olan bir

kategoridir.

(¢) TOP ile gosterecegimiz topolojik uzaylar kategorisini ele alalim. Bu sistem,
objeleri biitlin topolojik uzaylar, morfizmleri stirekli fonksiyonlar ve kompozisyonu

bileske islemi olan bir kategoridir.

Tammm 3.1.3. Bir kategorinin objelerinin smifi bir kiime ise bu kategori kiiciik
(small), aksi halde biiyiik (large) olarak adlandirilir. Yerel kii¢lik kategori, tim A4, B
objeleri i¢in, morfizmler smifi hom(A4,B) olarak adlandirilan bir kiime olacak
sekildeki kategorilerdir. Matematikte bircok Onemli kategori, Ornegin kiimeler

kategorisi, her ne kadar kiiciik olmasa da, en azindan yerel olarak kiiciik

kategorilerdir [22].

Tanmm 3.1.4. Bir kategoride morfizmler yalnizca birim morfizmler ise bu tiir
kategorilere soyut kategori adi verilir. Verilen herhangi bir 7 kiimesi i¢in, objeler
olarak / nin elemanlarmna, morfizm olarak ise yalnizca birim morfizmlere sahip
olan kategoriler 7 tizerindeki soyut kategorilerdir. Soyut kategoriler kategorilerin en

basit turadur.

Ornegin, Ord ile gosterilen sirali kiimelerin kategorisi (P,<) bir soyut kategoridir.
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3.2 Yeni Kategorilerin Yapisi

Tanim 3.2.1. C herhangi bir kategori olmak iizere, objeleri C nin objeleri ile ayni,
oklar1 ise C nin oklarmin tersi almarak olusturulan kategoriye dual veya ters kategori

denir ve C* seklinde gosterilir.

Tamm 3.2.2. C ve D iki kategori olsun. Objeleri, biri C den digeri D den alinarak
elde edilen ikililer olan, morfizmleri ise morfizmlerinin birlesimlerinin ¢ifti ile
olusturulan kategoriye C ve D nin carpim kategorisi denir ve Cx D ile gosterilir.

Yani ¢arpim kategorisi
(i) A€0Ob(C)ve BeOb(D)iken (4,B)eOb(CxD)
(i) fi.g €Mor(C)ve fy.g, € Mor (D) iken (f;og,, fy°g,) € Mor (CxD)

seklindedir.

Bir kategorinin {X,}

., objelerinin carpimi da bir obje oldugu igin garpim

kategorisinin objesi P=]]X; dir. Diger taraftan {P:P — X,} morfizm ailesi

iel
olmak tizere her O objesi ve her iel i¢in p,oq=¢q; olacak sekilde bir tek

q : QO — P morfizmi vardir. Ayn1 zamanda ¢arpim izomorfizm farkiyla tektir.

Kiimeler kategorisinde ¢arpim kartezyen ¢arpimdir, gruplar kategorisinde ise ¢arpim

direkt carpimdrr. Her iki durumda da P =HXZ~ ve P:P— X, i-inci eleman

i i
iel

iizerinde izdlstimdiir. Detayl bilgi i¢in [23,24,25,26,27] kaynaklarina bakilabilir.

Tanim 3.2.3. C bir kategori ve f: 4 — B bir morfizm olsun. Eger;

(i) fog=foh iken g=h oluyorsa (soldan sadelesme 6zelligi varsa) f ye
monik (monomorfizm) denir.
(ii) gof =hof iken g =h oluyorsa (sagdan sadelesme Ozelligi varsa) f ye
epik (epimorfizm) denir.
(iii) / hem monik hem epik ise f* ye bimorfizm denir.
(iv) fog=I1zolacak sekilde g: B — 4 morfizmi varsa f ye dual kesit denir.
(v) gof =1,0lacak sekilde g: B — 4 morfizmi varsa f ye kesit denir.

(vi)  f hem kesit hem retraksiyon ise f ye izomorfizm denir [28].
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(vij A=Bise f ye endomorfizm denir. Endomorfizmler smifi End(A4) ile
gosterilir.
(vili) f hem endomorfizm hem izomorfizm ise f ye otomorfizm denir.

Otomorfizmler smift Aut(A) ile gosterilir [22].

Her retraksiyon epimorfizmdir ve her kesit moniktir. Ayrica asagidakiler denktir:

a) f monik ve dual kesittir.
b) 1 epik ve kesittir.

¢) f izomorfizmdir.

Morfizmler arasindaki iliskiler ( fg = 4 gibi) en uygun sekilde degismeli diyagramlar

ile gosterilebilir, burada nesneler noktalar olarak ve morfizmler oklar olarak temsil

edilir.
3.3 Kategori Tiirleri

Bir¢ok kategoride, 6rnegin Ab veya Vectx gibi, hom(4,B) homsetleri yalnizca

kiimeler degil abelyen gruplardir ve morfizmlerin kompozisyonu bu grup yapilariyla
uyumludur; 6rnegin bilineerdir. Boylesi bir kategoriye ontoplamsal kategori denir.
Ayrica, eger kategori tiim sonlu carpimlara ve escarpimlara sahipse toplamsal

kategori olarak adlandirilir.

Diger taraftan, eger tiim morfizmler ¢ekirdek ve es¢ekirdege sahip, tiim
epimorfizmler escekirdekler ve monomorfizmler ¢ekirdekler ise, ancak o zaman
abelyan kategoriden bahsedilebilir. Bir abelyen kategorinin tipik bir 6rnegi abelyen

gruplar kategorisidir.

Bir kategori tiim limitlere sahip ise tam (complete) olarak adlandirilir. Kiimeler,

abelyan gruplar ve topolojik uzaylar kategorileri tamdir.

Bir kategori sonlu direkt ¢carpimlara sahipse ve sonlu carpimda tanimli bir morfizm
yalnizca faktorlerden biri lizerinde tanimli bir morfizm tarafindan gdésterilebiliyorsa
bu kategori kartezyen kapali olarak adlandirilir. Kiimeler kategorisi kartezyen
kapaldir. Ayrica, topos kendi i¢inde tiim matematigin formiile edilebilecegi
kartezyen kapali kategorinin bir tiiridiir. Ayn1 zamanda, mantiksal teoriyi gostermek

icin kullanilabilir [20,22].
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3.4 Funktorlar

Tanim 3.4.1. C ve D iki kategori olsun. C deki objeleri D deki objelere, C deki
morfizmleri D deki morfizmlere doniistiiren ve

(D) F(feg)=F(f)F(g)

(i) F>,) =1
sartlarin1  saglayan F kuralina funktor denir [19]. Burada verilen sartlar

kompozisyonun ve birimin korunmas1 anlamina gelir.
Tanim 3.4.2. Bir F funktorunda oklarin yonii korunuyorsa, yani f:4 — B
morfizmi i¢in F( ) : F(A) — F(B) ise bu funktora kovaryant funktor denir.
Ornek 3.4.3. Her C kategorisi igin objeleri 1-(4)= A4 ve morfizmler 1-(f)=f
olan 1 :C — C birim fonktori vardir.
Ornek 3.4.5. C bir kategori ve D, C nin alt kategorisi olsun. D —C funktoru
indirgenmis 1¢ —D funktoruna kisitlanmasidir.
Ornek 3.4.6. 4 herhangi bir grup olmak iizere 4', 4 nin komiitatér grubu olsun,
yani; A'= {ghg_lh_1 g, he A} olmak {izere

F: Grp —> Grp

A b FA)=4"
S F(H=f"

seklinde tanimlanan funktora komiitator alt grup funktoru denir.

Tamm 3.4.7. F:C —D bir funktor olsun. Eger F':C® —D bir funktor ise F
funktoruna kontravaryant funktor denir.

Kontravaryant funktorun kompozisyon yoniinii ters dondiirdiigiine dikkat edilmelidir
[18]. Ayrica, diger funktorlar1 kontravaryant funktorlardan ayirt etmek igin kovaryant
funktorlar olarak adlandirilir. Kontravaryant funktorlar bazen esfunktor olarak da

adlandirilir.

Tamm 3.4.8. F,G : A—>B iki funktor olsun. Eger n : F — G doniisiimii

a) her A€Ob(A) igin n(A4): F(A) — G(A) bir morfizmdir,

b) f:4— A' morfizmi i¢in
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F(A) 2 6(a)

f"{ﬂl lf-'{ﬂ

F(A" - G(AN

diyagrami degismeli, yani G(f)on(A4)=n(4A")oF(f) ise n ye dogal doniisim
denir. Eger her A€ Ob (A) igin n(A) izomorfima ise  ye dogal izomorfizma denir

[29]
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4. KATEGORIKSEL DENKLIK
4.1 Kategorilerin Denkligi

Kategorilerin denkligi iki kategori arasindaki “temelde ayn1” anlaminda bir iligkidir.
Matematigin bir¢cok alanindan kategorik denklige ait sayisiz Ornekler vardir. Bir
denklik olusturmak 1ilgili matematiksel yapilar arasinda giiglii benzerlikler
gostermeyi icerir. Bazi durumlarda, bu yapilar yapay veya sezgisel bir seviyede
ilgisiz goriinebilir, fakat bu farkli matematiksel yapa tiirleri arasinda bu teoremlerin
temel anlamini yitirmeden, korundugunu bilerek teoremleri doniistiirme firsati sunar.
Eger bir kategori bir diger kategorinin dualine denk ise o zaman kategorilerin
dualliginden bahsedilebilir ve bu iki kategorinin dual olarak denk oldugu

sOylenebilir.

Kategorilerin esitligi dahil olan kategoriler arasinda bir funktordan olusur ve bunun
bir ters funktora sahip olmasi gerekir. Ancak genel durumun tersine, cebirsel
durumda izomorfizmler i¢in funktor ve onun tersinin bileskesi birim doniisiim
degildir. Bunun yerine, her nesnenin kendi kompozisyonu altindaki goriintiisiine
dogal izomorfik olmasi yeterlidir. Boylece izomorfizm altinda ters olan funktorlar
tanimlanabilir. Boylece kategorilerin izomorfik olma kavrami ortaya ¢ikacaktir ancak

bu denklik kavramindan ¢ok daha az kullanima sahiptir.

Tanmim 4.1.1. C ve D iki kategori, F':C—>D ve G :D—C iki funktor olsun. Eger
e:FG—lp ve n:lc = GF dogal izomorfizmalari varsa C ve D kategorileri denktir

denir. Burada I¢ ve Ip birim funktorlardir.

Ayrica eger F ve G kontravaryant ise kategorilerin dualliginden bahsedilebilir.
Diger taraftan aralarinda bir denklik varsa veya yukarida bahsedilen ters funktor ve
dogal izomorfizmler mevcutsa C ve D denktir denilebilir. Fakat unutulmamalidir ki
F in bilgisi G'yi ve dogal izomorfizmalar1 yeniden yapilandirmak igin yeterli

degildir baska durumlar da olabilir.



Tanim 4.1.2. C ve D iki kategori, /' :C—D bir funktor olsun. Eger asagidaki sartlar
saglaniyorsa C ve D denktir denir:

a) F tam (full) ise, yani ¢,c,€0b (C) igin tarafindan indirgenen
Homy(c;,c,) = Hom,(Fc;,Fc,) fonksiyonu ortendir,

b) F dizgin (faithful) ise, yani ¢,c, € Ob (C) i¢in tarafindan indirgenen
Hom(c;,c,) = Homp (Fc;,Fc,) fonksiyonu birebirdir,

¢) F yogun (dense) ise, yani c€ Ob(C) i¢in her bir d € Ob (D) objesi Fcnin
bir objesine izomorfiktir.

Bu kriter FG, GF ve birim funktor arasinda dogal izomorfizma ve G nin tersini

olusturmak gerekmedigi i¢in oldukca kullamigli ve yaygin olarak uygulanan bir
kriterdir. Ote yandan, yukaridaki &zellikler bir kategorik denkligin varligini garanti
etmesine ragmen eksik bilgileri vermez. Bunun i¢in farkh bir¢ok se¢enek vardir. Bu
durum sebebiyle, bazen bu o6zelliklere sahip bir fonktor kategorilerin zayif bir

denkligi olarak adlandirilir.
Ayrica adjoint (eslenik) funktorlar kavramina dair olan iliski su sekildedir:

Asagidaki ifadeler F':C—D ve G :D—C funktorlari i¢in denktir

a) FG denlpye ve Ic den GF ye dogal izomorfizma vardir,

b) F, G nin sol eslenik fuktorudur ve her ikisi de tam ve diizgiindiir,

¢) G, F ninsag eslenik ve her ikisi de tam ve diizgiindiir.

Boylece denkligin ¢ok zayif bir bigcimi olarak iki fonktor arasinda bir denklik iliskisi
izlenebilir. Denklikler i¢cin dogal doniisimler verildigi varsayildiginda, bu
formiilasyonlarin tiimii gerekli bilgilerin agik bir yapisina olanak saglar ve higbir
secim sartlarina ihtiyaglar1 yoktur. Burada kanitlanmasi gereken temel 6zellik bir
adjointin esiinitesinin bir izomorfizm olmasi1 i¢cin gerek ve yeter sart sag adjoint

funktorun tam ve diizgiin olmasidr.
Ornek 4.1.3.

1) Tek bir ¢ objesine ve 1, morfizmine sahip C kategorisi ile d, d, objeleri ve

l;, 1, 6:dy > d, ve 0:d, — d; morfizmlerine sahip D kategorisini ele
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alalm. F':c — d,; , D nin her iki objesinden ¢ ye ve tiim morfizmlerden 1, ye

G funktorlarina sahip oldugumuz i¢in C ve D denktir.
2) Tersine, tek bir objeli ve tek bir morfizmli C kategorisi, iki objeli ve iki birim
morfizmli H kategorisine iki obje izomorf olmadigindan denk degillerdir.

3) Tek ¢ objesine ve 1., f :c - cmorfizmlerine sahip C kategorisini ele alalim.
c ve fof =1 lzerinde 1, birim morfizmi olsun. Bu durumda C kategorisi
kendisine denktir. Bu denklik 7, funktoru ve kendisi arasindaki gerekli
izomorfizmler yerine 1, alnarak gosterilebilir. Diger taraftan, f, . den

kendisine bir dogal izomorfizma olusturur. Bundan dolayi, birim funktorlarin
kategorilerin denkliginde 6nemli bir rol oynadig1 asikardir.
4) Kiimeler kategorisi, kismi fonksiyonlar kategorisi ile denktir, fakat noktalanmig
kiimeler ve nokta-koruyan fonksiyonlar kategorileriyle izomorfik degildir [30].
5) C kategorisi olarak sonlu boyutlu reel vektor uzaylarini, D kategorisi olarak

reel matrislerin kiimesini ele alalm. G: D — C, 4, >R" funktorunu

tanimlayarak C ile D kategorilerinin denk oldugu gosterilebilir. Bu funktor
ayni zamanda tam, diizgiin ve yogundur.

6) Cebirsel geometrinin temel konularndan biri afin diizlem kategorisinin
dualitesi ve degismeli halkalar kategorisidir. G funktoru her degismeli halkay1
kendi spectrumuna birlestirir, bdylece halkanin asal idealleri vasitasiyla diizlem
tanimlanabilir. Onun eslenik funtoru olan G funktoru ise her afin diizlemi onun
genel boliim halkasina birlestirir. Boylece bu iki kategorinin denkligi kurulmus
olur.

7) Birimli ve degismeli C*— cebir kategorisi ile kompakt Hausdorff uzaylar
kategorisi kontravaryant olarak denktir. Bu duallik altinda her kompakt
Hausdorff uzayr X ile X iizerinde kompleks degerli siirekli fonksiyonlarin
cebiri iliskilidir ve her degismeli C*—cebir kendi maksimal idealler uzay1 ile
iligkilendirilebilir.

8) Lattice teoride topolojik uzaylarin smiflarina belirli siniflar1 baglayan temsil
teoremlerine dayal1 bir ¢cok duallik vardir. Muhtemelen bu tiirde en 1yi bilinen
teorem Stone dualliginin genel yapist i¢inde 6zel bir durumu olan Stone’nun
Boolean cebirleri temsil teoremidir. Her B Boolean cebirinden onun ultra

stizgeclerinin kiimesi iizerinde bir 6zel topolojiye funktor olusturulabilir.
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Tersine, herhangi bir topolojide onun hem kapali hem agik alt kiimeleri
Boolean cebirini verir. Bdylece Boolean cebirleri (homomorfizmleri ile)
kategorisi ile Stone uzaylar1 (slirekli fonksiyonlar ile) kategorisi arasinda bir
duallik elde edilir. Stone dualliginin diger bir durumu ise sonlu kismi siralar ve
sonlu dagitici kafesler iizerine olan Birkhoff’un temsil teoremi arasindadir.

9) Noktasiz topoloji’de, uzaysal lokallerin kategorisi Olgiili uzaylarin
kategorisinin dualine denktir.

10) R ve S iki halka olmak tizere R-Mod xS-Mod ile (R x S)-Mod denktir.
11) Herhangi bir kategori kendi iskeletine (skeleton) denktir.

Ozellik 4.1.4. Kategorilerin denkligi tiim kategoriksel ozellikleri korur. Eger
F:D— C bir denklik ise asagidaki 6zellikler dogrudur;

a) C kategorisinin bir ¢ objesinin baslangi¢ (terminal veya sifir) objesi olmasi igin
gerek ve yeter sart ¢ nin D kategorisinin baslangi¢ (terminal veya sifir) objesi
olmasidir.

b) C kategorisinde bir « morfizminin monomorfizm (epimorfizm veya
izomorfizm) olmasi i¢in gerek ve yeter sart D kategorisinde For morfizminin
monomorfizm (epimorfizm veya izomorfizm) olmasidir.

¢) H: 1—>C funktoru / limitine (veya kolimite) sahip olmasi igin gerek ve yeter
sart FH : 1—>D funktorunun F/ limitine (veya kolimite) sahip olmasidir. Bu
ozellik esitleyiciler, carpim ve kocarpim i¢in de uygulanabilir. Eger bu 6zellik
cekirdek ve kogekirdek icin uygulanirsa F denkliginin tam funktor oldugu

gortlebilir.
C nin bir kartezyen kapali kategori (veya topos) olmasi i¢in gerek ve yeter sart D
nin bir kartezyen kapali kategori (veya topos) olmasidir [27,31].

4.2 Kategoriksel Denklik fle Tlgili Tanim ve Ozellikler

A bir cebir olmak iizere 4 nin her bir elemani i¢in, 4 ya tiim sabit islemlere temel
islemleri ekleyerek elde edilen cebiri 4" ile gdsterecegiz. Boylece, 4™ nin terim

islemleri tam olarak A4 nin tiim polinomal islemleridir.

Tamim 4.2.1. A4 ve Biki cebir olmak iizere, eger A™ ve B' kategorik olarak denk ise

A ve B, p-Kkategorik denk olarak adlandirilir ve A=, B ile gosterilir.
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A sonlu cebir olmak tizere A iizerindeki her islem A4 nin bir polinom islemi ise 4
ya fonksiyonel olarak tam denir. Her bir asal cebir kategorik olarak iki elemanli

Boolean cebirine denk oldugundan asagidaki 6nerme yazilabilir.

Teorem 4.2.2. Her iki fonksiyonel olarak tam cebir p- kategorik olarak denktir.
Teorem 4.2.3. Kategorik denk olan cebirler p- kategorik olarak denktir [32].

4.3 Abelyen Gruplar

Sonlu abelyen gruplar i¢in p- kategorik denklik sart1 olagan kategorik denklik i¢in de

aynidir.

Teorem 4.3.1. p- kategorik olarak denk olan sonlu Abelyan gruplar izomorftur.

Ispat: 4 ve B iki sonlu Abelyan grup olmak iizere 4" =, B* oldugunu kabul

edelim. Bu durumda (4%)? =, (B")* dir. Kategorik olarak denk cebirlerin uyum

kafesleri izomorfiktir [33]. Denklik bagintilar1 yansima 6zelligine sahip oldugu i¢in

sabitler etkilenmez. Boylece,
Cond* = Con(A")* = Con(B*)* = ConB*

dir. Abelyen gruplar icin, altgruplar denklikler ile bire-birdir. Boylece altgrup kafes

eslesim kafesine izomorftur. Ayn1 zamanda SubA* = SubB® oldugundan 4 = B elde
edilir. Clinkii, bir sonlu Abelyan grup i¢in direkt kare alt grup kafesi izomorfizm

altinda grubu belirler [31].
4.4 Basit Abelyan Olmayan Gruplar ve Onlarin Genislemeleri

Sonlu basit Abelyan olmayan gruplar fonksiyonel olarak denktir [32]. Bdylece

Teorem 4.3.1 ile birlikte agagidaki dnermeyi verebiliriz.

Onerme 4.4.1. Her iki sonlu basit Abelyan olmayan gruplar p- kategorik olarak
denktir.

Fonksiyonel tamlik, sonlu basit Abelyan olmayan H grubunun elemanlarindan

olusan (g,...,g;) grubu ve H 1 farkli eleman ¢iftlerinden olusan (4,...,4; ) grubu
iciny, H" nin her 1<i<k i¢in #(h)=g; sartmm saglayan tek terimli isleminin

varligini gosterir.
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Alternatif 4, grubu n>35 icin basit Abelyan olmayan gruptur. Boylece m,n > 5i¢in
herhangi 4, ve 4, gruplar1 p- kategorik olarak denktir. Eger m#n ise A4, ve A,

gruplar1 kategorik olarak denk degildir. Ciinkii kategorik olarak denk sonlu gruplar
zayif izomorfiktir [33] oldugundan ayni1 boyuta sahiptir.

Eger bir grup bir eleman merkezine sahipse, merkezsiz olarak adlandirilir. Merkezsiz
olan sonlu Abelyan gruplar tarafindan fretilen sonlu basit Abelyan olmayan

gruplarm genislemelerini goz Oniine alalim. G bir grup olmak iizere eger H, G nin
normal alt grubu ve G/H =4 ise G ye H nin A tarafindan genislemesi adi
verilir.

A" bir cebir ve S onun alt cebiri olmak {izere her 1<i< j<k igin x; # x ; olacak

sekilde bir x =(x;,...,x,) €S varsa § ye diagonal olmayan denir [33].

Lemma 4.4.2. H sonlu basit Abelyan olmayan bir grup, G sonlu abelyen grup

tarafindan onun merkezsiz genislemesi ve k pozitif bir tamsay1 olsun. S, (G*)* nin
diagonal olmayan alt cebiri olsun. Bu durumda H ke S dr.

Ispat: (G+)k nin alt cebirleri, G* nm (a,...,a), ae G seklindeki tiim diagonal
elemanlar1 iceren alt gruplar1 olarak tam olarak ayni 6zelliklere sahiptir. Eger £ =1
ise (G")" nm altcebiri G* dir. k=2 alalim ve (G")* nin diagonal olmayan S alt
cebirini gz Oniine alalim. a #b olmak tizere S, (a,b) seklindeki ikililere sahiptir.
X #XxX, ve x,Xx,€H i¢in (x,x,)eS oldugunu gostermeliyiz. (x;,x,)¢&S

oldugunu kabul edelim.
(a,b)b b Y =(ab",bb™" ) = (ab7',1)
elemam S ye aittir ve x, := ab~' # 1d, ¢linkii a#b dir. Simdi her x € G igin
(30, D0, ) (g, 1) 7 (7, x 71 = (e 'x L)

elemanini S ye aittir ve G/H degismeli oldugundan x,xx, 'x™' € H dir. Bizim
celigkili varsayimimizdan dolay1 her x € G igin xoxx(fl)f1 =1 sonucu elde edilir.
Son esitlik x, n G nin merkezine ait oldugu anlamma gelir. Ancak, teorem geregi

G merkezsizdir, boylece x,=1 dir. O halde bu bir celiskidir. H altgrubu
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fonksiyonel olarak tam oldugu icin  x; #x, ve x;,x, € H olacak sekilde

(x,x,) €S elemaninin varlig1 H kes yi gerektirir.

Simdi, k>3 ve diagonal olmayan S <(G")* olsun. H*NS, (H")* nmn alt evreni
oldugu aciktir. Diger taraftan, k=2 i¢in kanitladigimizdan dolayr her 1<i< j<k
igin 2-kath izdiisgim (H*NS); =H> elde edilir. H fonksiyonel olarak tam
oldugundan H* bir ¢ogunluk terimine sahiptir. 1975’te, Baker vePixley, ¢ogunluk
terimine sahip sonlu bir 4 cebiri i¢in, A (k> 2) nin her alt cebirinin tamamen kendi
2-katli projeksiyonlarmin tiimii tarafindan belirlendigini kesfettiler [33]. Her

I<i< j<k igin H*, (H*)" ve (H"); nm alt evreni oldugundan H*NS=H*
olup H* = S elde edilir [33].
4.5 Kategoriksel Denklik

A bos olmayan bir kiime, her i € I ve bazi n; dogal sayilar1 igin f;, A" den 4 ya
fonksiyon ve F =< fiiiel >, A tzerinde smirlh sayida islemlerin bir dizisi olmak
iizere A =(4,F) bos kiimeden farkl bir cebirdir. Bu A kiimesi 4 nin evreni olarak

adlandirilir ve F in bilesenleri 4 nmn temel islemleridir. Diger taraftan bir cebirin
kardinalitesi onun evreninin kardinalitesidir. Eger bir cebirin kardinalitesi 1 den

biiytik ise bu cebir asikar degildir.

A4 nin benzerlik tipi her i € / i¢in f; nin temel islemlerinin »n;; rankin belirleyen N

fonksiyonudur. Eger /7 indis kiimesi sonlu ise 4 sonlu tiptedir.

A nm bir terim islemi A4 {izerinde, 4 nin temel ve projeksiyon islemlerinden
kompozisyon olusturulabilen bir islemdir. Bos olmayan bir 4 kiimesi {izerinde klon
A tizerindeki tiim projeksiyon islemlerini igeren ve kompozisyon altinda kapali olan
islemlerin bir ailesidir. Bdylece, bir 4 cebirinin terim islemlerinin kiimesi temel
islemleri igeren A tizerindeki en kiigiik klondur. Bu terim islemlerinin klonu CloA

ile 4 nin n-degiskenli terim islemlerinin kiimesi ise Clo, A ile gosterilir.

A bir cebiri olmak iizere, homomorfik goriintiiler, alt cebirler ve dogrudan ¢arpimlar

yardimiyla A tarafindan dretilen en kiiclik cebirlerin smifi V' (4) ile gosterilir.
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Birkhoff teoremine gore V'(A4), A lizerindeki her denklemi (birim) saglayan A4 ile
ayn1 benzerlik tiirtindeki tiim cebirlerin smifi ile aymidir.

V(4) smift biiylik (large) kategori olarak diisliniilebilir. Objeleri V(4) nin

elemanlar1, morfizmleri ise cebirler arasindaki homomorfizmalardir.

Herhangi bir ' =V (A4) degiskeni ve pozitif # tamsayisi i¢in, V' i¢in her zaman n
serbest lretec iizerindeki serbest cebir (free algebra) vardir ve bu cebir F,(n) ile
gosterilir. F,(n) nin bir somut temsili evren i¢in Clo,4 y1 alarak ve temel
islemlerini agik yontemle tanimlanmasimi saglayarak elde edilir. Sonug¢ olarak eger

A, k elemana sahipse F,(n) nin kardinalitesi en fazla K" dir [33].

Tanim 4.5.1. A ve C iki kategori olmak tizere S: A—C funktoruna, eger ST =1:C
—>C ve IS=1:A —> A olacak sekilde 7: C > A funktoru varsa kategoriler
arasindaki izomorfizm denir. Burada n:7 — ST ve &:TS —> [ birim dogal

doniisiimleri (T, S;77,£):C—>A y1 birlesmeli yapar. Bu durumda A ve C kategorileri

denktir denir.

Bir diger deyisle, bir S funktorunun iki tarafli tersi olan 7' funktoru S nin sol-

eslenigi olup 7' de S nin sag-eslenigidir.
Daha genel ve daha kullanigl olan bir ifade de sudur:

A ve C iki kategori ve S: A—C funktor olmak tizere 7: C—>A funktoru, ST =1:
C—>C ve TS =1: A—>A dogal izomorfizmleri varsa A ve C Kkategorileri denktir

denir.

C bir kategori ve A onun tam alt kategorisi olsun. Eger C nin her objesi A nin tam
olarak bir objesine izomorfise A ya C nin iskeleti (skeleton) denir. Diger bir deyisle
iki izomorfik obje 6zdes ise bu kategoriye iskelet ad1 verilir. Ayn1 zamanda, A, C ye
denktir ve K: A—C i¢ine funktor kategorilerin denkligini ifade eder. Bunun i¢in

her ¢ €C ye karsilik Tc € A objesi ile birlikte 6, : ¢ = Tc izomorfizminin secilmesi

yeterlidir.

Diger taraftan, 0:1 = KT olacak sekilde 7: C — A funktorunu olusturabiliriz.
Ayrica TK =1 olup K bir denkliktir. Ornegin, tiim sonlu kiimelerin kategorisi,

26



iskelet olarak tiim sonlu sayilar 0,1,2,...,n,... objeleriyle tam altkategorinin bir

iskeletine sahiptir. Burada 0 bos kiime ve her n €N igin n={0,1,...,n—1} dir.

Kategorilerin eslenik denkligi hem 7 :/ — ST birimi hem de &: 7§ — [ esbirimi
dogal izomorfizma ve I=ST,TS=1 olan (T,S;n,e): C = A birlesimidir. Bu
durumda, 77_1 ve & dogal izomorfizmalardir ve liggen &7 -Tn=1, Se-nS=1
Ozdesligi swrayiyla 7' 77_1 7T =1, n_lS .Se7' =1 olarak yazilabilir. Bu 6zdeslikler
&I > TS birim ve 7' : 1 — ST esbirim ile birlikte <S,T;n“,s“> :A—C nm bir
birlesim oldugunu gosterir. Bdylece (T,S;—,—) birlesim denkliginde 7: C — A

funktoru n birimi ile birlikte S: A—>C nin sol es funktorudur, ayn1 zamanda g !

ile birlikte 7', S nin sag es funktorudur.
Simdi denklikle alakali asagidaki temel teoremler verilecektir.
Teorem 4.5.2. S: A—C funktoru ile ilgili asagidaki ifadeler denktir.
(i) S kategorilerin bir denkligidir,
(i) S, <T ,S;n,g> :C—>A birlesme denkliginin bir pargasidir,
(iii) S tam ve diizgiindiir ve her c € C objesi baz1 a € A objeleri igin S ye
izomorftur.

Ispat: (iii) = i)) yi gosterelim. ST =/ olmasi her ceC objesi, bir a=Tce A

objesi i¢in ¢ = S(Tc) formunda oldugunu ifade eder. 8:7S = I dogal izomorfizmasi

her f:a —>a' i¢cin

TS(a) a
TS(f)‘ ‘f
TS(a") a

diyagrammin degismeli oldugunu verir. Boylece f =6, oTSf 096[1 olmast S nin

diizgiin olmasint gerektirir. Simetrik olarak, S7 =/ olmasi 7 nin diizgiin oldugu

anlamma gelir. S nin tam oldugunu gostermek icin herhangi 4:Sa —Sa' ve
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0, oTho0,”" kiimesini ele alalim. Bu durumda yukaridaki karede Sf, i ile yer

degistirir ve 7Sf = Th olur. T diizgiin oldugu i¢in Sf =/ olup S tamdir.

(iii) = ii))Bunun ispat1 i¢in S den sol 7' eslenik yapisini olusturmamiz gereklidir.

Her c €C objesi i¢in a, = Ij)c € A objesini ve 1, izomorfizmasini

midiate) (NIH] (== | ST ey
p Js;. g:Tyc—a
Sa

olacak sekilde segebiliriz. Her f:c— Sa fonksiyonu i¢in, S tam oldugundan
Y onC*1 bileskesi bazi g igin Sg formundadir. Ayn1 zamanda diizgin S
oldugundan g biriciktir. Diger bir deyisle, bir tek g icin f = Sgon, dir, boylece ¢
den S ye n,. evrenseldir. Bu yiizden, 7,, n:1 — ST dogal izomorfizmasmi elde
etmek i¢in bir tek sekilde 7: C —> A funktoru haline getirilebilir, bu durumda n
birim izomorfizmasi ile birlikte 7, S nin sol eslenigidir. Herhangi bir birlesim ile

oldugu gibi, yukaridaki diyagramda ¢ = Sa, f =1 koyularak Se¢,-ng =1 elde edilir.

1
Boylece, Se¢, :(175 ) terslenebilirdir. S tam ve diizgiin oldugu i¢in, ¢, esbirimi

de terslenebilirdir. Bu yiizden, (T, S;7,£):C—>A eslenik denkliktir.

Bu ispatta, A, C nin bir tam alt kategorisi ve S = K :A—C nin bir ek oldugu kabul
edilmistir. Her @ € A C objesi i¢in birim olarak a, =a = K a ve ng, segilebilir. Bu
durumda her @ i¢in K ¢, =1olup ¢, =1 dur.

Onerme 4.5.3. A, C nin bir tam alt kategorisi ve her ¢ € C objesi A nin bazi

objelerine izomorfik olsun. Bu durumda K :A —C bir denkliktir ve birimli eslenik

funktor (T,S;n,&):C—>A nin bir pargasidir. Boylece A, C de yanstyandr.

A, C nin iskeleti oldugunda, bu 06zellik zaten asikardir. Birimli eslenik funktor
(T,S;n,e):C—A varken, F:X—A funktoru G:A—X funktorunun sol-eslenik-
sol-tersi olarak adlandirilir. Bu anlamina G nin X in yansiyan bir A alt kategorisine

izomorf oldugu anlamma gelir. Fonksiyonel analizde, teoremlerin dualite durumu
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denklikler olarak karsimiza ¢ikar. Ornegin, kompakt Abelyan topolojik gruplar
kategorisi CAb olmak {izere P karakter grubu PG olan her G Abelyan topolojik
grubunu tim G—>R/Z siirekli homomorfizmalar1  olusturacak  sekilde
belirleyecegini kabul edelim. Pontrjagin Dualite Teoremine gére P:CAb—>Ab°P bir
kategoriksel denkliktir. Benzer sekilde, Gelfand-Naimark Teoremi her X kompakt
Hausdorff uzaymi onun kompleks degerli siirekli fonksiyonun Abelyan C*—cebirine
tastyan C funktorunun bir kategoriksel denklik oldugunu ifade eder (Negrepontis,
1971).

Ornek 4.5.4. G : A—X bir funktor olmak iizere, asagidaki ifadeler denktir.

(i) G sol-eslenik-sol-terse sahiptir,

(ii) Gsol eslenige sahiptir, tam, diizgilin ve birebirdir,

X in tam yanstyan bir Y alt kategorisi vardir ve K:Y —>X olmak lizere G=KH
olacak sekilde H :A=Y H izomorfizmi vardir [27].
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Kategori teorisinde iki kategori arasinda izomorfizm bulunmasi ¢ok 06zel, cok
kuvvetli ve ¢ok da kullanighh olmayan bir durumdur. Fakat iki kategorinin dogal
olarak denk olmasi hem daha zayif hem de ¢ok daha kullanish bir durumdur. Denk
kategorilerden birisindeki problemler digerlerinde daha kolay bir ¢dziime sahip
olabilir. Boylece eldeki problem denk kategorilere aktarilarak daha kolay ¢oziimler
elde edilebilir. Ornegin grup-grupoidlerin kategorisinde ¢oziilmesi istenilen bir
problem daha az karmasik bir yapiya sahip ve grup-grupoidlere denk olan

caprazlanmis modiillerin kategorisinde ele alabilir.

C ve D kategorilerinin denk olabilmesi i¢in FG =1, ve GF =1, olacak sekilde

F:C—>D ve G:D—C fanktorlar1 bulunmasi gerekir. Burada G:D—>C
fanktoruna F':C — D fanktorunun dogal tersi denir. Fakat bu sekilde F:C— D
fanktorunun dogal tersi olan G:D — C fanktorunu bulmak her zaman ¢ok kolay

olmayabilir.

Bu ¢alismada oncelikle C' ve D kategorilerinin denk olduklarini gésterebilmek igin
dolu, diizenli ve yogun bir F':C— D fanktorunun bulunmasmnin yeterli oldugu
gosterilmis ve bu sonug bazi 6rneklerle agiklanmistir. Bu 6rneklerden en ilging olani
aralarinda bir izomorfizm bulunmamasia ragmen tek objeli ve tek morfizmli bir

kategori ile iki objeli ve dort morfizmli bir grupoidin dogal olarak denk olmasidir.

Daha sonra cebirsel yapilar i¢in p-kategorik denklik kavrami hatirlatilmis ve
kategorik olarak denk olan cebirlerin aynt zamanda p-kategorik olarak da denk
olduklar1 gosterilmistir. Ayrica p-kategorik olarak denk olan Abelyan gruplarin

1izomorf olduklar1 kanitlanmistir.

Son olarak C ve D kategorileri i¢in S:C— D fanktorunun bir kategori denkligi

olmas1 i¢in gerek ve yeter sartm S:C — D nin (T,S;n,¢) birimli eslenik fanktorun

bir pargas1 oldugu gosterilmistir.



Yansiyan kategorilerde birimli eslenik fanktorlar altinda bazi problemlerde ihtiyag
duyulan 6zel obje ve morfizmler korundugu i¢in, daha sonraki arastirmalarda denk
oldugu bilinen kategoriler i¢in birimli eslenik fanktorun bulunmasi ve bdylece

yanstyan kategorilerin elde edilmesi faydali olabilir.
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