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OZET

BAZI DIFERANSIYEL DENKLEMLERI VE PANTOGRAPH
DENKLEMLERINI COZMEK ICIN BOUBAKER POLINOMLARINI VE
INTEGRALI BAZ ALAN YENI BiR KOLLOKASYON YONTEMI

Beyza CETIN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damsman: Prof.Dr. Suayip YUZBASI

Kasim 2025, 103 sayfa

Bu tez ¢alismasinda, baz1 diferansiyel denklemler ve pantograph denklemlerini ¢6z-
mek amaciyla Boubaker polinomlar: ve integrale dayali yeni bir kolokasyon yontemi su-
nulmaktadir. Yontemin ilk adimi olarak diferansiyel denklemdeki en yiiksek mertebeden
tiireve Boubaker polinomlarin1 baz alan sonlu bir seri ile yaklagim yaparak baglanir ve
bu yaklasim matris formunda ifade edilir. Ardindan bu yaklasimdan gerekli sayida in-
tegral alinarak problemdeki diger tiirevlerin ve bilinmeyen fonksiyonun matris formlari
bulunur. Diferansiyel denklem problemindeki kosullar yapilan yaklagimdan sonra her bir
integral alindiginda direkt olarak kullanilir. Bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerinin matris
formlar diferansiyel denklemde yerlestirildikten sonra esit aralikli kollokasyon nokta-
lar1 kullanilarak diferansiyel denklem problemi cebirsel bir denklem sistemine indirge-
nir. Diferansiyel denklem problemi lineer ise indirgenen cebirsel sistem lineer olurken
diferansiyel denklem problemi lineer olmayan oldugunda ise cebirsel sistem lineer ol-
mayan bir sisteme doniismektedir. Elde edilen cebirsel sistem coziilerek yaklasimdaki
bilinmeyen katsayilar elde edilir. Bu katsayilar ayn1 zamanda bilinmeyen fonksiyonun
coziim formundaki katsayilardir ve burada yerine yazilarak ¢oziim elde edilir. Bahsedi-
len bu yeni yontem bu tez ¢alismasinda, genellestirilmis lineer diferansiyel denklemle-
rine, birinci mertebeden pantograph denklemlerine, yiiksek mertebeden pantograph denk-
lemlerine, Lane—Emden diferansiyel denklemine, Riccati diferansiyel denklemine, multi-
pantograph denklemine ve lojistik nufiis modeli problemlerine uygulanmaktadir. Ayrica

rezidiiel fonksiyon kullanilarak bir hata problemi olusturulduktan sonra ayn1 yontem ile



bu hata problemi de ¢oziilerek hata tahmini yapilmaktadir. Yontemin ve hata tahmini
teknigini aciklamak ve etkinligini gostermek icin ornekler lizerinde uygulamalar yapilir.
Elde edilen sonuglar literatiirde bilinen yontemler ile karsilagtirilarak yontemin etkinligi

gosterilir.

ANAHTAR KELIMELER: Boubaker polinomlari, Diferansiyel denklemler, Kollokas-

yon yontemi, Pantograph denklemleri, Riccati denklemi.
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ABSTRACT

A NEW COLLOCATION METHOD BASED ON BOUBAKER POLYNOMIALS
AND INTEGRAL TO SOLVE SOME DIFFERENTIAL EQUATIONS AND
PANTOGRAPH EQUATIONS

Beyza CETIN

Master Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof. Dr. Suayip YOZBASI
July 2025, 103 pages

This study introduces a novel collocation approach utilizing Boubaker polynomials
and integration techniques to address differential equations and pantograph-type prob-
lems. Initially, the dominant derivative term in the equation is represented through a
truncated Boubaker polynomial series, and this representation is cast into matrix form.
Subsequently, successive integrations of the initial approximation are carried out to de-
rive the matrix expressions corresponding to the remaining derivatives and the unknown
function involved in the problem. After approximating the highest-order derivative, the
conditions specified in the differential equation are incorporated at each stage of integ-
ration. Once the matrix expressions of the unknown function and its derivatives are in-
serted into the original equation, the problem is transformed into a system of algebraic
equations by employing uniformly distributed collocation points. When the original dif-
ferential problem is linear, the resulting algebraic system also remains linear; in contrast,
a nonlinear differential problem yields a nonlinear algebraic system. Solving this system
provides the values of the unknown coefficients used in the approximation. These coef-
ficients simultaneously define the solution structure of the unknown function, and their
substitution into the approximate expression yields the final solution. This new method is
applied, in this thesis, to higher-order linear differential equations, first-order pantograph
equations, multi-pantograph equations, the Lane—Emden differential equation, the Riccati
differential equation, generalized pantograph equations, and the logistic population mo-
del problems. Additionally, after constructing a residual function and formulating an error

problem, this error problem is also solved using the same method to estimate the error.

il



To evaluate the method and its error estimation framework, it is applied to selected test
problems. The resulting solutions are benchmarked against well-known approaches from

the literature to assess its effectiveness.

KEYWORDS: Boubaker polynomials, Collocation method, Differential equations, Pan-

tograph equations, Riccati equation
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GIRIS B. CETIN

1. GIRIS

Diferansiyel denklemler, bir¢cok bilim dalindaki problemlerin bilesenler arasindaki
iligkiler yardimiyla tarif edilmesinde 6nemli bir ara¢ olarak matematiksel modelleme-
nin temelini olusturmaktadir. Miihendislik alaninda (Yan vd., 2023) yaygin kullanimu ile
bilinen matematiksel modelleme, son yillarda tip, biyoloji, iktisat gibi alanlarda da bircok
problemin kurulmasinda kilit rol oynamaktadir (Adel vd., 2020). Miihendislik alaninda,
uzayda bir cismin yerinin belirlenebilmesi i¢in gereken minimum koordinat sayisini ince-
leyen tek serbestlik dereceli sistemlerde (Milovanovic vd., 2022), tip alaninda HIV (Yiiz-
bas1 vd., 2022) ve COVID-19 (Ali vd., 2022) olarak bilinen koronaviriisiin yayilimi gibi
bircok alanda matematik modellemeden yararlanilir. Ayrica, av paylasimi yapan iki tiiriin
popiilasyon dinamikleri, sabit u¢ sicaklikli bir cubugun 1s1 dagilimi ve pazar davranisi ser-
gileyen tipik bir miisterinin tepkileri de matematiksel modellemenin ornekleri arasindadir
(Sulaimanva vd., 2022).

Matematiksel modeller ¢esitli parametreler yardimiyla kurulur. Bu parametreler prob-
lemde yiikseklik, 1s1, birey sayisi, hiz gibi bagimsiz degisken degerlerinden olugmaktadir.
Bu parametreler diferansiyel denklemler ve integral hesaplamalar1 yardimiyla modellenir.
Bu modellerin ¢oziimlerinin bulunmasi her zaman miimkiin degildir. Bu durumda ¢esitli
sayisal yontemlerden yararlanilarak yaklagsik ¢oziimler elde edilir. Matematik biliminde
kaydedilen giiclii ilerleme ile birlikte literatiirdeki bilinen yaklasim yontemleri yerini daha
karmasik ve daha faydali yontemlere birakmustir (Shoaib vd., 2021). Bu sebepten bu ko-
nuda calisan arastirmacilar yeni metotlar vasitasiyla bilim alanindaki modellere yeni say1-
sal yontemler gelistirmistir. Bu yaklasik ¢oziimlerin elde edilmesi bu problemler hakkinda
yorum yapmay1 saglamakta ve sonug olarak cesitli bilim dallarina fayda getirmektedir.
Bu sebeple diferansiyel denklemler ve onlarin matematiksel modelleri i¢in yeni sayisal
yontemlerin gelistirilmesi bilimde onemli bir yere sahiptir. Bu amagla literatiirde bircok
metot geligtirilmistir. Bu sayisal yontemlerin bazilari; Laguerre metodu, Bessel kollokas-
yon metodu, Adomian ayristirma metodu, Pell-Lucas metodu (Yiizbasi vd., 2020), Taylor
siralama metodu (Isik vd., 2013), Bernstein siralama yontemi (She vd., 2023), Hermit po-
linom yontemi (Yiizbasi vd., 2023), Chebyshev kollokasyon yontemi (Kumar vd., 2023),

Lagrange kollokasyon yontemi (Glimgiim vd., 2020), Galerkin tipi sayisal yontem (Dizic-
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heh vd., 2020) seklinde olup bu yontemler gelistirilmeye devam etmektedir. Bu yontem-
lerin tiimiiniin etkin bir sekilde kullanilabilmesi, bilgisayar programlarinin diferansiyel
denklemleri ve denklem sistemlerini hem daha hizli hem de daha giivenilir bir bicimde
cozebilmesini gerektirir (Mehdifar vd., 2021). Bu alanda en sik tercih edilen programlar
ise Matlab, Maple ve Mathematica’dir.

Ote yandan, ortogonal polinomlarin ve dzel fonksiyonlarin ¢arpimlarini iceren enteg-
rasyonlar, analiz, fizik ve mekanigin c¢esitli alanlarinda yaygin olarak kullanilan 6nemli
araglardir. Bu araglarin matematiksel modelleri, diferansiyel ve integral-diferansiyel denk-
lemler de dahil olmak iizere, denklemler ve denklem sistemlerinin ¢oziilmesinde etkin bir
sekilde kullanilir.

En yeni polinom dizileri, Prof Dr. Karim Boubaker’in 2007 yilinda 1s1 denklemini
cozerken verdigi Boubaker polinomlaridir. Boubaker polinomlari, piroliz sprey cihazinin
termal modelini veren bir fizik calismasinda 6nerilen bir polinom dizisinin bilesenleridir.
Belirli bir alan i¢indeki 1s1 transferi denklemini ¢6zmek icin matematiksel bir araci temsil
ederler. Boubaker polinomlarinin ortogonallestirilmesi literatiirde tartisitlmamistir (Khoso
vd., 2020). Bu tiir polinom dizilerinin uygulama alanlarinin ¢cogu ortogonal polinomlar
gerektirdiginden, Boubaker polinomlarinin ortogonalligi uygulama alanlarinin genisletil-
mesine katki saglayan etkili bir polinom olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Boubaker polinomlari, Shaikh ve Boubaker tarafindan acik birim diskte gercek poli-
nomlarin karmagik sifirlarinin sayisinin hesaplanmasina yonelik yeni bir sayisal yontem
gelistirmek icin kullanilmistir (Shaikh ve Boubaker 2016). Bu polinomlar ayn1 zamanda
tek dereceli tek serbestlik dereceli sistemlerin ¢oziimiinde (Yiizbasi vd., 2025), dogrusal
olmayan Volterra-Fredholm integral denklemlerini ¢c6zmek ve Boubaker-Turki polinom-
larim kullanarak homojen olmayan ikinci dereceden diferansiyel denklemleri ¢cozmek i¢in
de kullanmilmustir (Dada vd., 2008). Iyi bilinen Boubaker polinom genisleme semasi ve
ilgili Boubaker teoremi, Bakir kalay siilfiir ti¢lii malzemelerin 6nciil oraninin optimizas-
yonu icin yaygin olarak kullanilmistir. Boubaker polinomlarinin bazi yeni 6zellikleri ve
Love integral denkleminin yaklagik analitik ¢oziimiine uygulamalari sunulmustur (Milo-
vanovi¢ vd., 2012). Barry 2013’de m-Boubaker polinomlar i¢in Chebyshev’e bagli ho-
mojen olmayan ikinci mertebeden diferansiyel denklem formiile edilmistir. Boubaker po-

linomlarinin Lotka-Volterra denklemine uygulanmasi ve Routh-Hurwitz kriteriyle karar-
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lilik tartistlmistir (Dudey vd., 2010). Labiadh ve Boubaker Hedi vd., 2007, farkli analitik
ifadeler onermeye yonelik daha ileri ¢cabalara bir kaynak olarak Boubaker polinomlarina
yonelik Sturm-Liouville sekilli bir karakteristik diferansiyel denklem sunmustur. Ayrica
sinir deger problemlerinin sayisal ¢oziimii Boubaker polinomlarinin gelistirilmis bir ver-
siyonu kullanilarak elde edilmistir. (Ahmed 2020).

Bu calismada yer alan problem ve sistemlerin yaklagik ¢oziimleri i¢in sunulan yeni
yontem vasitasi ile daha verimli ve etkili sonuglar bulunabilmesi amaclanmigtir. Bu yon-
tem Boubaker polinomlar1 kullanilarak gelistirilmistir. Boubaker polinomlar1 giiniimiizde
farkli sayisal yontemlerde kullanilmis olup ¢esitli problemlerin yaklasik ¢oziimlerinin bu-
lunmasi baglaminda yararli calismalar bilime kazandirilmigtir. Bizim bu tez calismasinda
bu tez kapsaminda gelistirilen yontem literatiirdeki yontemlerden farkli olup, gelistirilme

asamalar1 bakimindan daha iyi sonug¢ vermesi saglanmigtr.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. On Bilgiler

Tamim 2.1. Bagimsiz degisken ile ona bagl degisken arasindaki iligkiyi ve bu iliskinin
tiirevlerini gosteren ifadeler, adi diferansiyel denklemler olarak bilinir. Tek bir bagim-
siz degisken iceren adi diferansiyel denklemler genel olarak asagidaki bicimde yazilir
(Ogunniran vd., 2020):

ft,o,0' 0", ...,c™)=0 (2.1)
Burada 0™, bagimli degisken olan o’mn, bagimsiz degisken t’e gire alinan n’inci tiire-

vini ifade etmektedir.

Tanim 2.2. Ayni bilinmeyenleri iceren birden fazla dogrusal denklemden olusan ifadeler
kiimesine dogrusal denklem sistemi denir. Genel olarak, i = 1,2,...  kvej=1,2,....,n

olmak iizere dogrusal denklem sistemi asagidaki bicimde ifade edilir (Boyce, 2021):

5171151 + 51,2t2 + ...+ 51,ntn = /31
€o1t1 + €20ta + ... + 20ty = By

8371151 + 53,2752 + ...+ 637ntn = 63

€k,1t1 + €k,2t2 + ..+ 5k,ntn = ﬁk,

Burada €, ; ve 3; reel katsayilar, t; ifadeleri ise sistemdeki bilinmeyenleri temsil etmek-

tedir.

Tammm 2.3. Uygulamalarda goriinen denklemler genellikle ikinci mertebeden denklem-
lerdir, ancak zaman zaman daha yiiksek mertebeli denklemler de ortaya cikar. Bu ne-
denle, modern fizik perspektifinden bakildiginda diinyanin "ikinci mertebeden" oldugu
genel olarak kabul edilir. Yiiksek mertebeden dogrusal adi diferansiyel denklemlere ilis-
kin temel sonuclar, esasen ikinci mertebeden denklemlerle aynidir; 2’nin yerine n gelir.
Onemli lineer bagimsizlik kavramu, ikiden fazla fonksiyon soz konusu oldugunda biraz
daha karmagik hale gelir (Teschl, 2012). Genel halde yiiksek mertebeden lineer diferan-

siyel denklemler
y™ 4+ S, (2)y™ ) 4+ S, o (x)y™ 2 4+ 4 Sy(z)y =0 (2.2)

4
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seklinde ifade edilir. Burada S;’ler x iizerinde tanimli fonksiyonlardir.

Tamm 2.4. Matris gosterimi, dogrusal denklem sistemlerinin farkli bir bicimde ifade
edilmesini saglayan bir yontemdir. €T = [3 ifadesi, lineer denklem sisteminin matris

biciminde gosterimidir (Anton, 2013). Bu baglamda:

€11 €12 --- €1n tl 61
€21 €22 ... E2p 12 By
€= |es1 €32 ... ea|, T=|tz3| ve B=|p,
€n1l €En2 -+ Enn tn Bn

Bu durumda genisletilmis katsayilar matrisi asagidaki gibi tamimlanir:

€11 €12 --- €&1n 51

€21 €22 ... Ea2n : ﬁQ
e | Bl = €31 €32 ... €5, = [s

_5n,1 €n2 -+ Enn N ﬁn_

Tamim 2.5. Denklem sistemlerinin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi belirlenirken determinant
veya tersinirlik kontrol edilir. A matrisi nxn boyutunda kare bir matris olmak iizere eger
AX = B sistemi her B € R" icin tekil ¢oziime sahipse bu durumda A tersinir matristir
(Strang, 2009). Coziimii bulmak icin bu denklem sistemi her iki taraftan A matrisinin tersi
ile carpilir yani

X=A"'B

ifadesi ile ¢coziim elde edilir.

2.2. Temel Klasik Polinomlar

Klasik polinomlar uygulamalarina gére bir¢cok yontemle tamimlanmistir. Boylece fonk-
siyonel siniflar olarak tanim ifadelerine ve uygulamalarina gore siralamak miimkiindiir.
Diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri olarak tanimlanan Gegenbouer ve Legendre poli-
nomlari, rekiirans formiilleriyle tamimlanan Fibonacci, Euler, Bessel ve Bernoulli poli-

nomlari, deger kiimesine gore tanimlanan Lagrange ve Newton polinomlar1 ve son olarak
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1yi bilinen trigonometrik iligkileri ile tanimlanan Chebyshev polinomlar1 bu siniflandirma

baglaminda 6rnek olarak verilebilir. (Szego, 1975).

2.3. Boubaker Polinomlari

Boubaker polinomlarinin karakteristik diferansiyel denklemi, seri ¢oziimii, ii¢ terimli
yineleme iligkisi ve iiretec fonksiyonu iyi bilinmektedir (Boubaker vd., 2007). Boubaker

polinomlarinin karakteristik diferansiyel denklemi
(22 — 1)(3x® + £ —2)y" +30(0x* + 30 — 2)y —L(20%2* + > — 60 +8)y =0 (2.3)
seklindedir (Davaeifar vd., 2017). Ayrica seri formu

L£/2] Y A ,
By(z) = Z(—l)%%)(g , y >W (2.4)

Jj=0

ve buradan hareketle Boubaker polinomlarinin ilk dort terimi asagidaki gibi elde edilir:

By(x) =1
Bi(z) ==z
By(z) = 2* + 2
Bi(z) =2+

I1k ii¢ terime ait rekiirans bagntist,
By(z) = xBj_1(x) — By_a(x), >3 (2.5)

seklinde elde edilmektedir. Uretec fonksiyonu olan fz(z,t) (Boubaker vd., 2007)

1+ 32

fe(z,t) = Trit—a)

(2.6)
seklindedir. Karakteristik differensiyel denklemi ise
A"+ By +Cry=0

seklindedir ve burada
A = (2o — )32 + 2 - 2),
B, = 3xz(t2® + 31 — 2),
C, = —7(37%2% + 7% — 67 + 8)

6
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ile tanimlanmigtir. Ayrica Boubaker polinomlar: ve Fermat polinomlar: olan F.(z) ara-

sindaki iligki

By(z) = — FT(Q‘/ZM)+\/§17_2 - (2\/5%

seklinde tanimlidir (Milovanovic vd., 2012).

), 7=0,1,2,---. (2.7)
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3. MATERYAL VE METOT

Bu tez kapsaminda birinci mertebeden pantograph denklemleri, birinci mertebeden
multi-pantograph denklemleri, Lane-Emden diferansiyel denklemi, Riccati diferansiyel
denklemi, lojistik popiilasyon modeli, yiiksek mertebeden lineer diferansiyel denklemler
ve genellestirilmis pantograph denklemleri ele alinacak ve bu denklemleri ¢6zmek i¢in
integral islemi ve Boubaker polinomlarina dayali olarak yeni bir kollokasyon yontemi

sunulacaktir.

3.1. Birinci Mertebeden Lineer Pantograph Diferansiyel Denklemi ve Kullamlacak

Yaklasim

[k olarak y(a) = y, kosulu altinda
y'(x) = ay(z) + By(qx) + f(x), 0<a<z<hbh, 0<qg<l1 (3.8)

lineer pantograph diferansiyel denklemi ele alinacaktir. Bu problem i¢in denklemin en
yiiksek mertebesi olan 3/ (x) ifadesine yaklasim yapilir. Bu yaklagim

y'(z) = ayBy(z) = B(x)A (3.9)

1=0

seklindedir ve burada By(x)’ler Denklem (2.4)) ile verilen Boubaker polinomlar1 terimle-

rini temsil eder (Yiizbasi vd., 2018) ve
L¢/2]

By(r) = Z(—l)f’(%)(@j ) T (3.10)
§=0
ve
T
A=lay a1 ay ... aN] : X(ac):[l r z? ... :L’N]

seklinde tanimhidir (Yiizbas: vd., 2018). (3.9) yaklasimindan integral alindiktan ve kosul-
lar kullanildiktan sonra bagiml degiskenin yaklasim formu bulunur. Ardindan gecikmeli
terimin matris formu bulunur. (3.9) yaklagimi, elde edilen bagiml degiskenin ve gecik-
meli terimin matris formlari diferansiyel denklemde yerine yerlestirildikten sonra kollo-
kasyon noktalar1 kullanilarak diferansiyel denklem problemi lineer cebirsel bir sisteme
indirgenir. Elde edilen cebirsel sistem ¢oziildiikten sonra katsayilar matrisi bulunur ve ba-

giml1 degiskenin matris formunda yerine yazilarak yaklasik ¢coziime ulasilir. YOntemin

8
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olusturulmasi Bulgular ve Tartismalar boliimiinde matrislere dayali olarak detayli olarak
aciklanacaktir. Burada ele alinan problem, tez yazar1 ve danigmani tarafindan bildiri metni

olarak sunulmustur (Yiizbasi vd., 2023).

3.2. Birinci Mertebeden Multi-Pantograph Gecikmeli Diferansiyel Denklemler ve
Kullanmilacak Yaklasim

Ikinci olarak birinci mertebeden multi-pantoghraf diferansiyel denklem ele almacak-

tir. Bu denklem

V(@) = f(@) +a()y(x) + > Bix)ylgr), a<z<b  0<g<l (G.1D)

i=1
seklinde olup f(x), a(z) ve 5(x) fonksiyonlar: bilinen fonksiyonlardir ve ¢; degeri ge-
cikme degeridir ve bu problem y(a) = y, kosulu altinda ele alinacaktir (Yiizbas1 vd.,

2018). Bu denklem icin
N
Yy (x) = Zang(:U) (3.12)
=0

birinci tiireve olan yaklagim formu ele alinacaktir. (3.12) yaklasimindan integral alinarak
ve baglangi¢ kosullar1 uygulanarak bagimli degiskenin yaklasik formu elde edilir. Ge-
cikmeli terimin matris formu da belirlendikten sonra, bu ifadeler diferansiyel denklemde
yerine konularak kollokasyon noktalar1 yardimiyla problem dogrusal bir cebirsel sisteme
indirgenir. Elde edilen katsayilar matrise yerlestirilerek yaklasik ¢6ziime ulasilir. Bu yak-
lagim, 3.1. boliimiinde ele alindig1 yontem dogrultusunda uygulanacaktir. Burada ele ali-
nan problem tez yazari ve danigmani tarafindan arastirma makalesi olarak yayimlanmigtir

(Yiizbagi vd., 2024).

3.3. Lane-Emden Diferansiyel Denklemleri ve Kullamlacak Yaklasim

Bu problemlerin devaminda astrofizikte siklikla kullanilan Lane-Emden diferansiyel

denklemi ele alinacaktir. Bu denklem asagidaki sekilde ele alinacaktir:

V(@) + Sy @)+ () = S, 0<w<h G.13)
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Bu denklem ¢/(0) = a ve y(0) = b kosullar ile ele alinacaktir (Yiizbast vd., 2011). Bu

denklem icin denklemin en yiiksek mertebeden olan ikinci tiireve olan yaklagim

N

yi(x) = aB() (3.14)

=0
seklinde yapilacaktir. (3.14) yaklagiminda bir kez integral alindiktan ve kosullar kulla-
nildiktan sonra bagimli degiskenin yaklasim formu bulunur. (3.14) yaklagimu ile birinci
tiirev ve bagimli degiskenin matris formunun diferansiyel denklemde yerine yerlestirildik-
ten sonra kollokasyon noktalar1 kullanilarak diferansiyel denklem problemi lineer cebirsel
bir sisteme indirgenir. Elde edilen cebirsel sistem ¢oziildiikten sonra katsayilar matrisi bu-
lunur ve bagiml degiskenin matris formunda yerine yazilarak yaklasik ¢oziime ulagilir.
Tez asamasinda tezdeki (3.13) problemi i¢in yontemin uygulanmasi aragtirma makalesi
olarak yayinlanmistir (Yiizbasi vd., 2025). Yontemin olusturulmasi Bulgular ve Tartig-

malar boliimiinde matrislere dayali olarak detayli olarak agiklanacaktir.

3.4. Popiilasyonun Lojistik Biiyiimesi Modeli ve Kullanilacak Yaklasim

Popiilasyon biyolojisinde matematiksel modellerin kullanilmasi uygulamali matema-
tik ve bilimde cok onemli bir role sahiptir. Bu modeller genellikle dogrusal olmayan dife-
ransiyel denklemlerden ve sistemlerden pratik olarak yararlanir. Matematik, fizik, biyoloji
ve kimya, canli sistemler {izerine yapilan arastirmalarda biitiinleyici bir bakis acisinin ge-
listirilmesi i¢in gereklidir. Her organizma ve cevresi arasinda biyotik etkilesimler vardir.
Bir tiiriin veya toplulugun biiylimesi ve gelecekte hayatta kalmasi bu etkilesimlere bagli-
dir. Belirli kosullar altinda hizli niifus artiglar niifus dinamikleriyle ilgilidir. Bu kisa sii-
rede popiilasyondaki birey sayisinin degismesi bazi etkilesimlerden kaynaklanmaktadir.
Bu etkilesimler, 6liim orani, hastalik, ireme, yiyecek tedariki, avcilar, rekabet ve sosyal
baglam gibi bir¢ok parametreyi igerir. Siirekli zaman yaklagiminda bir popiilasyondaki
bireylerin sayisi siirekli olarak degismektedir. Bir tiir ile cevresi arasindaki etkilesim, en
yaygin modelleme tiiriidiir. Son olarak popiilasyonun lojistik biiylimesi modeli ele alina-
caktir. Bu denklem

P=m(l-2), a<z<f (3.15)

baglangi¢ kosullar1 olan
p(0) = A (3.16)
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ile birlikte ele alinacaktir (Yiizbasi, 2016). Bu problem i¢in

N
Py(x) = aBy(x) (3.17)

=0
yaklasim formu iizerinden metot kurularak p(z) yaklagik ¢oztimii elde edilecektir (Yiiz-
bagst vd. 2024). (3.17) yaklasimindan integral alindiktan ve kosullar kullanildiktan sonra
bagimh degiskenin yaklagim formu bulunur. (3.17) yaklasimi, elde edilen bagimh degis-
kenin matris formunun diferansiyel denklemde yerine yerlestirildikten sonra kollokasyon
noktalar1 kullanilarak diferansiyel denklem problemi lineer olmayan cebirsel bir sisteme
indirgenir. Elde edilen cebirsel sistem ¢oziildiikten sonra katsayilar matrisi bulunur ve ba-
gimh degiskenin matris formunda yerine yazilarak yaklasik ¢oziime ulasilir. YOntemin
olusturulmasi Bulgular ve Tartismalar boliimiinde matrislere dayali olarak detayli olarak

aciklanacaktir.

3.5. Riccati Diferansiyel Denklemi ve Kullanilacak Yaklasim

Lineer olmayan bir diferansiyel denklem olan Riccati diferansiyel denklemi ele alina-
caktir. Dogrusal olmayan diferansiyel denklemler fizik, miithendislik ve uygulamali ma-
tematik basta olmak iizere bir¢cok alanda kullanilmaktadir. Bu nedenle son yillarda cesitli
problemlerin modellenmesinde 6nemli bir konuma sahiptir. Ornegin tip alaninda baz sal-
gin hastaliklarin yayilmasina yonelik olusturulan modellerde kullanilmistir. Fizikteki mo-
delleme problemlerinde ve dinamik modellerde de siklikla karsilasiyoruz (Wheeler, 2004;
Shadi vd., 2021). Astronomi ve uzay araci hareketleri icin ¢esitli modeller olusturulmus-
tur. Ayrica biyoloji, ekonomi ve iklim degisikligi konular1 dogrusal olmayan denklem
sistemi yardimiyla modellenmistir (Kengne, 2014; Hamouda vd., 2013). Lineer olmayan
bir adi diferansiyel denklem olan Riccati diferansiyel denklemi asagida sekilde tanimlan-

maktadir (El Gezery vd., 2025):

y'(z) = r(x)y*(x) + q(2)y(z) + p(z), a<z<B (3.18)

Denklem y(a) = y, kosulu ile birlikte ele alinacaktir. Bu denklem igin birinci tiireve

yaklagim
N

yn(x) = aBi() (3.19)

=0

11
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seklinde olacaktir (Yiizbag1 vd. 2024). (3.19) yaklagimi integral alindiktan ve baglangi¢
kosullar1 uygulandiktan sonra, bagimli degiskenin yaklagik ifadesi elde edilir. Bu mat-
ris formu, diferansiyel denkleme uygulanip kollokasyon noktalari araciligiyla problem,
lineer olmayan cebirsel denklemlerden olusan bir sisteme cevrilir. Elde edilen cebirsel
sistemin c¢oziilmesiyle katsayilar matrisi belirlenir ve bu katsayilar bagimli degiskenin
matris formuna yerlestirilerek yaklasik ¢6ziime ulasilir. Bu yontemin uygulanisi, Bulgu-

lar ve Tartismalar boliimiinde matris temelli olarak ayrintili bicimde sunulacaktir.

3.6. Yiiksek Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler ve Kullanilacak Yaklasim

Bu kisimda

> Pu(@)y9(z) = f(x) (3.20)

formundaki yiiksek mertebeden lineer diferansiyel denklem
yD(a)=X, i=0,1,2,..., m—1 (3.21)

kosulu altinda ele alinacaktir. Burada f(z) bilinen fonksiyon olup, \; reel sabitler ve
P,(z) bilinen z’e bagl ve ele alinan aralikta tanimli bir fonksiyondur. Boubaker kollo-
kasyon yonteminde ki amac, denklemini (3.21)) kosulu altinda ele alip, yaklasik
coziimlerini belirlemektir. N. mertebeden kesilmis Boubaker serisi cinsinden ¢6ziim elde

edilirken m. mertebeden tiireve yaklagim

N
v (@) =" arBy(x) (3.22)

seklinde olacaktir. (3.22) yaklasimi, yeterli sayida integral alindiktan ve baglangi¢ ko-
sullar1 uygulandiktan sonra bagimli de8iskenin ve ilgili tiirevlerinin yaklagsik ifadelerinin
elde edilmesiyle baglatilir. Yaklagimlar araciligiyla diferansiyel denklem matris formuna
cevrilir ve kollokasyon noktalarinin uygulanmasiyla problem, lineer cebirsel denklemlerle
ifade edilebilen bir sisteme indirilir. Edinilen sistemin ¢6ziilmesiyle yaklasik ¢6ziim belir-
lenir. Bu yontemin uygulanisi, Bulgular ve Tartismalar boliimiinde matris temelli olarak

ayrintili bigimde sunulacaktir.

12
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3.7. Genellestirilmis Pantograph Denklemi ve Kullanilacak Yaklasim

Ayrica literatiirde yer alan pantograph denklemlerinin daha genel bir formu, Sezer ve

arkadasglar1 (2005) tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmugtir:

m—1

J
ZZ Po(x) y® (gwa+B,)+f (z), —o<a<r<b<oo, 0<g¢g<L
i=0 k=0
(3.23)
Bu genel yapida, bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerinin hem 6l¢eklenmis (¢;;) hem de kay-
dirllmus (5,) argiimanlarla birlikte degerlendirilmesi s6z konusudur. Denklem, genellikle

asagidaki baslangic kosullar altinda incelenmektedir:
yD(a) =N, i=0,1,2,....,m—1. (3.24)

Bu calismada, s6z konusu diferansiyel denkleme yaklasim, en yiiksek mertebeden tiirev
y™(z) iizerinden kurulacaktir. Yaklastk ¢oziim, kesilmis Boubaker polinomlari serisi

kullanilarak asagidaki sekilde ifade edilecektir:

Mz

Qy B g (3 . 25)
=0
(3.23)) yaklagimindan gerekli sayida integral alindiktan ve kosullar kullanildiktan sonra di-

ger tiirevli terimler ve bagimli de8iskenin yaklagim formlari tiirlinden matris formu elde
edilir. Bu matris formlar1 ve segilen kollokasyon noktalari, diferansiyel denklem prob-
leminde kullanilarak ilgili problem lineer cebirsel denklem sistemine doniistiiriilecektir.
Bu caligmanin ilerleyen boliimlerinde her bir problem ic¢in yontemin uygulanma adimlari

detayl bir sekilde ele alinacaktir.

13
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4. BULGULAR VE TARTISMALAR

Bu béliimde oncelikle kollokasyon noktalarini tanimi verilip yontemin gerektirdigi
temel matris iligkilerini tanimlayarak ¢6ziim yonteminin nasil calistigini anlatacagiz. Bu
tezde ele alinan yedi farkli problem i¢inde matris iligkileri tanitilacak ve bu baglamda yon-
tem tiim problemler i¢in sistematik olarak kurulacaktir. Ayrica, rezidiiel tahmin yontemi
getirilerek yaklasik ¢oziimler iyilestirilir. Yontemin dogrulugunu ve etkinligini test etmek
amaciyla cesitli sayisal ornekler her problem i¢in verilerek, edinilem yaklasik ¢oziimler ve
rezidiiel veriler tablo ve grafikler halinde sunulacaktir. Ornek hesaplamalar bilgisayarda
Matlab programinda yazilmis bir program kullanilarak yapilacaktir. Ayrica sayisal 6rnek-
ler kullanarak yontemimizi diger yontemlerle karsilagtirilarak, aradaki sayisal farklar ile

yontemimizin kullanilabilirliginin gosterilmesi amaglanmugtr.

4.1. Kollokasyon Noktalari

Bir 6nceki boliimde tanitilan alt1 farkli diferansiyel denklem modeli i¢in yaklagik ¢6-
ziimler aranirken asagidaki /V kesme sinirina gore verilmis olan kollokasyon noktalari

kullanilacaktir. Bu kollokasyon noktalari

b—a
i i =0.1.--- . N 4.26
N j? ._7 ) ) ) ( )

xj:a+

seklinde olup j’nin artan degerleri i¢in artarak giden x; degerlerinden olusmaktadir (Yiiz-

bagi vd. 2018).

4.2. Yontem

4.2.1. Birinci Mertebeden Pantograph Diferansiyel Denklemi icin Yontemin Olus-

turulmasi

[k olarak y(a) = y, kosulu altinda
v (x) = ay(z) + By(qz) + f(2), 0<a<uz<b, 0<g<1 4.27)

lineer diferansiyel denklemi ele alinacaktir (Zhang, 2012). Bu problem icin gelistirilen

yontem tez agsamasinda bildiri olarak sunulmustur (Yiizbas1 vd. 2023). Bu denklem igin

14
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en yiiksek mertebeden tiireve yani birinci mertbeden tiireve yaklagim

N
Y(r) = aBi(z) = B(x)A (4.28)
1=0
seklindedir ve burada By(z)’ler Boubaker polinomlari terimlerini temsil eder ve ayrica
burada
B(2) = |By(z) Bi(x) Bu(a) ... By(w)| ve
A= |:a0 a; Qas ... GN]

seklinde vektorlerdir. Ayrica Boubaker polinomlarinin katsayilar matrisini NV tek sayilar

olmak {izere,

£20,0 0 0 o o 0 0

0 91,0 0 0 0

) L o

PN1,pN—-12 0 @N_1,¥ <o PN-10 0
0 P, N 0 o 0 PN

ve N cift sayilar olmak iizere

£0,0 0 0 0 0
0 £1,0 0 e 0 0
oo
0 pN_1’¥ 0 - PN-10 0

_@N,pNQ 0 pN,% 0 @N,O_

seklinde yazilir ve buradaki terimler i¢in baginti (Khoso vd., 2020)

n—4 et
pn,,u_<_1)'u( M) H(n_j>: nalu:()ala"'aN

|
H J=p+1

seklinde tanimlidir. Boubaker polinomlari icin

B(z) = X(x)C (4.29)

yyv(z) = X(2)CA (4.30)
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elde edilir. Burada metodu uygulamaya baslamak icin gerekli matris formlart bulunmusg

olur. i1k olarak yaklagimin matris formunun a’dan z’e integralini alinirsa

/ "y ()t = / "X (1)CA dt 431

formu elde edilir burada kosul olan y(a) = y, ifadesi kullanilirsa

y(x) =y, + [X(z) — X(a)|CA (4.32)
ulagilir, burada
X(z) = l v’ L ] (4.33)

X =zX(z)V (4.34)
seklinde ifade edilecek olup burada
-1 0 0 . 0 ]
041 0 . 0
V=10 0 3 0
000 NLH

seklinde tanimlanacaktir.
Sonrasinda (#.34) ifadesi denklem ({.32))’de yerine yazilirsa asagidaki denklem elde edi-
lir.

y(x) =y, + [2X(2)V — aX(a) V]CA. (4.35)
Burada amacimin a; katsayilarina erismek ve a; katsayilarim kullanarak yaklasik ¢6ziim
elde etmektir. Denklem @.35) i¢in # — x¢ doniigiimii yapilirsa

y(gx) = yo + [q2X(qz)V — aX(a)V|CA (4.36)

ulagilir. Buradaki X (gz) matrisi (Yiizbagi vd., 2024),

100 ... 0
0g 0 ... 0
Q@=100 ¢ ... 0
00 0 al
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yardimiyla
X(gr) = X(2)Q(q) (4.37)

seklinde ifade edilebilir. Elde edilen (4.37) ifadesi denklem {.36))’de yerine yazilirsa
y(qz) = ya + [q2X(2)Q(q)V — aX(a) VICA (4.38)

denkleminin elde edilcegi kolayca goriilebilir (Yiizbagt vd. 2024). Denklem (#.30)), (4.33)
ve (@.38)’ de elde ettigimiz ifadeleri (4.27) denkleminde yerine yazarsak

X(xz)CA = f(z) + a(uy + [zX(2)V — aX(a)V]CA) +
B(ya + [q2X(2)Q(q)V — aX(a)V]CA) (4.39)

ifadesini elde etmis oluruz. Eger elde edilen (4.39) denklemi diizenlenirse
X(0) — afeX(e) — X(@]V — BlarX(2)Qo) — X(a]V] & =

f(@) + aya + BYa (4.40)

ulagilir. Buradan denklem (#.26) tammlanan kollokasyon noktalart denklem (#.40)’de ye-

rine yazilirsa asagidaki denklem elde edilir.
X(2,) - ol X(a) - aX(a)]-Hle X(2,)Q0) - X(@]V|CA =

f(@5) + aya + Bya- (4.41)

Ayrica denklem (@.41)) matris formda agagidaki sekilde yazilir:

{X — a[XX — aX(a)]V — B[¢XXQ(q) — aX(a)}V} CA =F + Cy, + By,. (4.42)

Burada
X(z9) g 0 0 ... O a o4 f(zo)
X(z1) 0 z; 0 ... O o 64 f(zq)
X=|X()|.X=]0 0 2o ... 0[,C=la|l.,B=|8]|.F=]f(x)
_X(xN)_ 00 0 ... 2y ] 5] _f(a:N)_
Buradan temel matris denklemi {#.42))
WA =G veya W : G] (4.43)
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seklinde yazilir ve burada

G = F + Cy, + By, (4.44)

Ve

W = [X — a[XX — aX(a)]V — B[¢XXQ(q) — aX(a)]V]C (4.45)

seklindedir. WA = G lineer cebirsel sistem iizerinden islem yapilarak, bilinmeyenler
matris formu olan A = [ao a, as ... a N] matrisi hesaplanir. Ardindan A matrisi

denklem (4.35) de yerine yazilirsa aranan yaklagik ¢6ziim
y(x) = yo + [2X(2)V — aX(a)V]CA (4.46)

seklinde bulunmus olur (Yiizbas1 vd. 2024).

4.2.2. Birinci Mertebeden Multi Pantograph Diferansiyel Denklemi icin Yontemim

Olusturulmasi

Ikinci olarak birinci mertebeden pantograph diferansiyel denklem ele alinacaktir. Bu
denklem (Yiizbasi vd., 2018)

y(x) = f@) +a@)y() + Y Bi@)y(ar), a<w<b  0<g <1 (447)

i=1
seklinde olup f(z), a(z) ve B(x) fonksiyonlari [a, b] araliginda tanimli bilinen fonksi-
yonlardir ve ¢; degeri gecikme degeridir. yn(a) = y, kosulu altinda ele alinacaktir. Tez
asamasinda tezdeki (3.11)) problemi i¢in yontemin uygulanmasi aragtirma makalesi olarak
yaymlanmistir (Yiizbas1 vd., 2024). Ayrica pantograph denkleminin yiiksek mertebeden

formu

M
Y (x) = flz) + al@)y(@) + DY Bula)ylgwr), a<z<bh  0<g <1
' (4.48)
olan bu problemde birinci mertebeden pantograph denkleminde kurulan metotdan hare-
ketle genellestirilebilir. Birinci mertebeden pantoghraph denklemi i¢in

N

yy(z) = ay By () (4.49)
=0
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seklinde birinci mertebeden tiireve yaklasim yapilacaktir. Bu problemin temel matris form-

larini elde etmek i¢in ilk olarak {#.49) denkleminin matris formu su sekilde yazilir

yv(@) =) acBi(z) = Bx)A (4.50)

burada

B(r) = [Bo(z) Bilw) Bu(a) ... Bylx)| ve

A:[CLO a ay ... CLN:|

seklinde vektorlerdir. Bir onceki alt baglikta tanimi verilen Boubaker polinomlar1 katsa-

yilar matrisi kullanilarak bu ifade
yn(z) = X(2)CA (4.51)

seklinde bulunur. Bu ifadenin a’dan x’e integrali alinarak y ifadesinin de matris formu

bulunacaktir. Ik olarak denklem (4.51) ifadesinin tekrardan integrali a’dan z’e alinirsa

/ ()t = / "X (1)CA dt 4.52)

elde edilir, burada kosul olan yy(a) = y, ifadesini kullanirsak

yn(z) = yo + [X(2) — X(a)]CA (4.53)
bulunur. X matrisi
v 22 3 L N+1
X= [13 2 3 o NI

seklinde taniml1 bir vektor matris olur ve bu matris i¢in bagint1 olusturulacaktir. Asagida

taniml1 ) )
t 0 0 0
0 1%1 0 0
Vi=10 0 =5 0
00 0
matrisi yardimiyla X ifadesi
X = 2X(z2)Vy (4.54)

19



BULGULAR VE TARTISMALAR B. CETIN

formunda yazilabilmektedir. Denklem (4.53) ifadesinde (4.54) bagintis1 kullanilirsa
yn () = yo + [2X(2) V1 — aX(a)V1|CA (4.55)

ifadesi elde edilir. Ayrica pantograph denkleminde gecikme terimide yer almaktadir. Bu
sebepten gecikmeli terim olan y(g;x) ifadesi i¢in de matris form bulunmalidir. Bu amagla

(@.53) denkleminde = — ¢;= doniisiimii yapilirsa
yn(@7) = ya + [q:0X (i) V1 — aX(a)V1]CA (4.56)

ifadesine ulasilir. Ayrica burada X (¢;x) ifadesini (Yiizbas1 vd., 2024)

10 0 ... 0
0qg 0 ... 0
Q@) =10 0 ¢ ... 0
00 0 qy
matrisi yardimiyla
X(giw) = X(2)Q(a), (4.57)

seklinde yazmak miimkiindiir. (#.57) ifadesini denklem (4.56)’de yerine koyarsak
yn(@ir) = yo + [ X(2)Q(q;) V1 — aX(a)V1]CA (4.58)

denklemi elde edilmis olur. Bu buldugumuz matris bagintilar1 olan (#.57)), @.53)) ve (4.38)

ifadeleri (4.47) denkleminde yerlerine konulursa

X(2)CA = (o) + ala)(ya-+ [PX(2)V2 — X()VaIOA) +

Z@ + g2 X (2)Q(q:) V1 — aX(a)V1]CA) (4.59)

elde ederiz. (4.59) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa

X(z) — a(z)[zX(x) — aX(a)]Vy — ZB iz X (2)Q(q:) — aX(a)]V1|CA =

M
f(x) + o)y, + Z Bi(2)Ya (4.60)
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seklinde elde edilir. Burada (4.26) ile taniml1 kollokasyon noktalarini kullanirsak

X(0,) e X ) ~aX(@)]Va = 3 5,0 i X) Q)X (@]Va | O =

M

fa) +a(z)ya+ Y Bilw))a  G=0,1,--- N (4.61)
i=1
elde edilir. Bu sistemin temel matris denklemi seklinde ifadesi su sekildedir:

[X — K[XX — aX(a)]Vy — Z B[4 XXQ(q:) — aX(a)]V1] CA =

M
F+ Ky, + Y By (4.62)

i=1
Denklem (4.62) ifadesindeki matris formlar1 kollokasyon noktalarina bagli olarak agagi-

daki gibi yazabiliriz:
[ X(x0) | (a(z) 0 0 0 | [ (o) |
X(x1) 0 «fz) O 0 alxy)
X=|X(z) | , K= 0 0  «afzr) 0 K = a(zs) |
_X(:z:N) | I 0 0 0 ) a(xN)_ _a(:z:N)_
B 0] (8.(z) O 0 0 |
0 z; 0 0 0 Biz) 0 0
X(z) =10 0 0|, Bi=] 0 0 Bilx2) Sk
0 0 0 N | 0 0 0 Bilzn) |
-@(950) ] -f(xo) -
Bi(x1) f(z1)

_@(%\/) flzy)

Burada temel matris formundan hareketle (4.47) asagidaki formda kisaca yazilabilir:
W : G] (4.63)
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burada
— M —
G=F+Ky,+ > Bi(z)ya (4.64)
=1

Buradan hareketle asagidaaki formu elde ederiz:

W = | X - K[XX - aX(a)]Vy — ) Bi[¢:XXQ(q;) — aX(a)]Vl] C.  (4.65)

=1

4.63) sistemi ¢oziildiigiinde aranilan A = [ao a, as ... azv} matrisi bulunmus olur.

Bulunan bu A matrisi denklem (#.55)’de yerine yazilarak yaklagik ¢oziim
yn () = ug + [2X () V1 — aX(a)V1|CA (4.66)

seklinde bulunur. Tez asamasinda tez konusunun bu boliimiinde ele alinan multi-pantograph
denklem problemi i¢in yontemin uygulanmasinda tez yazari ve danismant tarafindan arag-

tirma makalesi iiretilerek yayinlanmistir (Yiizbasi vd. 2024).

4.2.3. Lane-Emden Diferansiyel Denklemleri icin Yontemin Olusturulmasi

Bu kesimde astrofizikte siklikla kullanilan Lane-Emden diferansiyel denklemi ele ali-

nacaktir. Bu denklem asagidaki sekilde tanimlanir (Yiizbas: vd., 2011):
V(@) + Sy @) r(aly(@) = @), 0<a<h (4.67)

Bu denklem y'(0) = a ve y(0) = b kosullari ile ele alinacaktir. Tez agamasinda tez-
deki (#.67) problemi i¢in yontemin uygulanmasi arastirma makalesi olarak yayinlanmugtir

(Yiizbasi vd., 2025). Bu problem i¢in yaklasik ¢6ziim formu

N
yn(x) = Zang(x) (4.68)
=0
seklinde ele alinacaktir. Bu ifade asagidaki sekilde yazilabilir:
N
y'(x) = aBi(z) = B(z)A, (4.69)
=0
Yukarida ilk alt baglikta ele alinan problemdeki Boubaker matris iliskisi kullanilirsa

y"(z) = X(z)CA (4.70)
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formu elde edilir. Buradan 3 ifadesinin matris formu bulunmasi amaciyla (4.69) denkle-

minin 0 dan z’e integrali asagidaki gibi alinir:
/ y'(v)dv = / X(v)CA dv,
0 0

jy,(f)_y,(()):/om [1 v oL, VN] dv CA,

Burada X matrisi

seklindedir. Ayrica

i 0 0 0
0 745 O 0
Vi=10 0 = 0
00 0 gy

seklinde elde edilir. i1k kosul olan 3/(0) = a denklem ’de yerine yazilirsa
y'(x) = a+2X(2)V,CA
bulunur. Elde edilen bu ifadenin tekrar integrali alinirsa
/:v y'(v)dv = /x[a +2X(v)V1CA] dv,
0 0

= y(x) =b+ax+ ZE2X(ZL‘)V2V10A

4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

ifadesi elde edilir. Elde edilen (4.70),(.73) ve {@.74) ifadeleri, denklem (.67)’de yerine

yazilirsa

X(m)GA—i—% [a+ 2X () ViGA]+7(z) [b+ ax + 2*°X(2) V2 V1CA] = f(z) (4.75)

edinilir burada denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

[X(x) + = [4X(2) V1] + (2)2*X (2) V2]CA = f(x) = Za = r(x)}
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ifadesine ulasilir. Lane-Emden diferansiyel denklemleri i¢cin = 0 noktasi tekil noktadir,

bu nedenle kollokasyon noktalar1 belilenirken ilk terim O yerine 0’a ¢ok yakin pozitif bir

say1 secilir. Kollokasyon noktalar1 denklem (4.76)’de yerine yazilirsa

(X (z;) + % [2;X () V1] + r(2;)23X (2;) V2 V1 ]CA = f(z;) — %a —r(x;)b (4.77)

J

sekinde denklem elde edilir ve buradan

[X +P [XXV;]| + RX’XV,V;]JGA =F — Pa — Rb—aR (4.78)

bulunur. Buradaki matrisler asagidaki gibi tanimlidir:

X(.Z‘o) Zo 0 0...0 7’(1’0) 0 0 0
X(ZL’l) 0 T 0...0 0 T’(ZL‘l) 0 0
X=|X(@x) [, X=]00z... 0| . R=| 0 0 r(@)... 0 |,
X(I‘N) 000 N 0 0 0 T’(JZN)
2 00 0 (o) a/xy
pr 0 r(xy) oy
P=1002 0. R=|r(z)| . P=|a/za],
_0 00 %_ _T(:EN)_ _oz/xN_
f(zo) %00. 0 %00.. 0
f(x1) 050... 0 050... 0
F=1|f(x2)|,V1=1]0035... 0 [,V2=1]0075... 0
| fzn)) 000 ... 7] 000 ... i3]
Buradan
T=F—Pa—-Rb—-aR (4.79)
ve
W = [X + P [XXV;] + RX*XV,V,]|G (4.80)
olmak iizere (4.67) denkleminin temel matris denklemi
(W T] (4.81)
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seklinde bulunur. Bu lineer cebirsel sistemin ¢oziilmesi ile A matrisi bulunur, bulunan bu
A matrisinin (.74) denkleminde yerine yazilmasi ile aranan yaklasik ¢oziim bulunmus
olunur.

4.24. Popiilasyonun Lojistik Biiyiimesi Modeli icin Yontemin Olusturulmasi

Bu boliimde tek tiirler icin siirekli popiilasyon modellinin yaklasik ¢oziimlerini elde
etmek amaciyla yeni ve etkili bir kollokasyon yontemi sunuyoruz. Popiilasyonun lojistik

biiyiimesi modeli ele alinacaktir. Bu model
— =7rp(l - 2), a<t<p (4.82)

denklemi ve

p(0) = A (4.83)

kosulu ile birlikte verilir (Yiizbas1 vd., 2020). Burada r ve K gergek sabitlerdir ve A

gercek ve uygun bir sabittir. p tiirlin popiilasyonunu, ¢ ise zamani temsil eder.

N
Py (t) = acBy(t) (4.84)
(=0

yaklasim formu iizerinden metot kurulacaktir. Bu yaklagim formu Onceki alt bagliklarda

ele alindig1 iizere su sekilde matris formunda yazilabilir:
p(t) = X(t)CA (4.85)

burada

T
A:[aoachQ...aN] ve X(t):[lttQtN}

seklindeki matrislerdir. Metodumuzu uygulamaya baslamak icin ilk olarak bu ifadenin

integrali alinmalidir. 0 da 2’e integral alinirsa asagidaki ifadeye ulagilir:

¢ ¢
/ p(v)dy = / X(v)CA dv, (4.86)
0 0

:>/0<5E)_P(0):/0t [11/V2...VN] dv CA,

= p(t) — p(0) = [X(t) — X(0)|CA. (4.87)
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Islem kolaylig1 saglamak ve ifadeyi daha diiziin bir halde yazmak amacigla asagidaki

bagint1 kullanilacaaktir. X matrisi i¢in

X(t) = tX(t)Vy (4.88)

100... 0
030... 0
Vi=100%... 0
000... o

seklinde tanimlanan matristir. Bulunan (4.88)) bagintis1 denklem (4.87)’de yerine konu-

lursa ve p(0) = A kullanilirsa
p(t) =X+ tX(t)V1CA (4.89)

denklemini elde ederiz (Yiizbas1 vd., 2024). Integral islemi yardimiyla elde edilen (4.85))-
(4.89) ifadeleri, denklem (4.82))’de yerine yazilirsa

X(H)CA — (A + tX(1)V1CA) + %(A FIX(OVICAZ =0 (4.90)
elde edilir. Elde edilen bu denklem diizenlenirse

X(t)CA — rtX(t)V,CA + %zAtX(t)VchJr 4.91)

r 2y _TA
o (IX(HVICAP =7A — 2

formuna ulagilir. (4.26)’de tanimlanan kollokasyon noktalar1 son denklemde yerine konu-

lursa
X(t;)CA — rt;X(t;,)VLCA + %QAth(tj)VlCAJr (4.92)
T rA
K<t]X(t‘7)VICA)2 =r\— ?

sistemine ulagilir. Bu denklemi asagidaki gibi matris formunda yazmak miimkiindiir:

[XC + rXXV;C + 2AKXXV;C - K(XXV;CA)’ ] A=+R+ K.  (4.93)
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Denklem (4.93))’deki matris formlar1 asagida verilmistir.
X(tg) to00...0
X(t1) 0t;0...0
X=|X(t) |, X=1]00t...0],
X(tn) 000...ty
r/K 0 0 ... 0 rA
0O r/K 0 ... 0 TA
K=|0 0 r/K... 0 |,R=]|rA|,
o 0 0 ...r/K rA
A0OO0...0 rA/K
0OAO0...0 rA/ K
A=100A..0|.K=|r\/K
000...A rA/ K
Sonug olarak bu cebirsel sistem kisaca soyle yazilabilir:
W : G] (4.94)
burada
G=R+K (4.95)
ve
W = XC +rXXV;C + 2A2KXXV;C — K(XXV;CA)? (4.96)

seklindeki ifadelerdir. Bu sistem ¢oziiliirse bilinmeyen katsayilar matrisi olan A bulunmusg

olur. Sonug olarak A katsayilar matrisi denklem (4.89) de yerine konulark aranan yaklagik

¢Oziim bulunmus olur.
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4.2.5. Riccati Diferansiyel Denklemi icin Yontemin Olusturulmasi

Bu kisimda lineer olmayan bir diferansiyel denklem olan Riccati diferansiyel denk-

lemi ele alinacaktir. Riccati diferansiyel denklemi
Y(2) =r(@)y*(2) + q(@)y(z) +pz), a<z<p (4.97)

seklinde olup bu denklem y(a) = y, kosulu ile birlikte ele alinacaktir (Kengne, 2014).

Bu denklem icin
N
Yn(r) = aBy(z) (4.98)
=0

seklinde birinci tiireve yaklagim yapilacaktir. Onceki alt bagliklarda ele alinan Boubaker

polinomlarinin matris formunda yararlanilirsa (4.98)) ifadesi asagidaki sekilde yazilabilir:
yy(z) = X(2)CA. (4.99)
Eger iki tarafin integrali a’dan e’e alinirsa

/x yn(r)dr = /x X(z)CA dr (4.100)
elde edilir ve buradan
yn(z) — y(a) = [X(z) — X(a)]CA (4.101)

bulunmus olunur. Buradaki X(x) ifadesi

.. 2 .3 N+1
2 3 N+1

seklinde tanimli matristir. (4.101) ifadesinde kosul olan y(«) = y, terimi yerine yazilirsa

yn () = yo + [X(2) — X(a)]CA (4.102)

halini almig olur. Bu ifadeyi daha basit halde yazmak ve kodlamay1 kolaylastirmak adina
bir takim bagintilardan yararlanilabilir. Bu baginti, X matrisini X and ve V; matrisi yar-

dimiyla yazilmasiyla tiretilen asagidaki bagintidir.

100... O

020... 0
~- x? a3 Nt 1
X2x53 .N+11:$[1xm2...x]\[ 005... 0

000 ... i
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Bu ifadeden asagidaki sonuca ulagilir:
X = 2X(z)CV;. (4.103)
(@.103)) denklemi yeniden diizenlenip (#.102)) ifadesi yerine yazilirsa
yn(T) = Yo + [2X(2) V1 — aX(a)V1|CA (4.104)

denklemine ulasilir (Yiizbasi vd., 2024). Buradan itibaren ele alacagimiz denklemlerin

daha kolay iglemlere tabii olmas1 amaciyla asagidaki karsilik kullanilacaktir.
Xo(z) = [2X(2) V1 — aX(a)V4]. (4.105)

Bulunan ifadeler olan denklem (#.99) ve denklem ( {.104), denkleminde yerine
konulur ve (.103)) kullanilirsa

X (2)CA = 7(2) [yo + Xao(2)CA] + ¢(2) [ya + Xao(z)CA] + p(x).  (4.106)
(@.106) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa agagidaki denklem elde edilir.
X(z)CA = r(2)y2 + 2r(2)yaXo(z)CA + 7(2)X (1) CAX o () CA+  (4.107)

q(2)ya + q(t) To(z)CA + p(1).

Ayrica denklem (4.26)’de tanimlanan kollokasyon noktalart en son elde ettigimiz denk-

lemde olan (4.107)’de yerine yazilirsa
X(z;)CA = r(z;)y2 + 2r(2)yaXa(z;)CA + 1(2;)To(z;) CAX, (n;)CA+ (4.108)

q(5)Ya + q(z;)Xo(7;) CA + p(z;)

elde edilmis olunur. Elde edilen (4.108)) denklemi diizenlenir ve matris formunda yazilirsa

asagidaki denkleme ulagilir:
XCA — 2y, RXCA - RXCAXCA — QXCA = Ry? + Qua +P.  (4.109)

Bu matris tanimlar1 bilinmeyen matris olan A matrisini bulmak i¢in bir sisteme doniistii-

riilebilir.. Eger sistemi ortak A parantezine alirsak
{Xc — 24, RXC — RXAXC — Qf(c} A=Ry2+Qu.+P (4.110)
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bulunacaktir ve bu sistem asagidaki cebirsel sistemem doniisecektir.
(W;Y] (4.111)
burada
Y =Ry + Qu. + P 4.112)
ve
W = XC — 2y,RXC — RXAXC — QXC 4.113)
seklinde tanimlanmaktadir. Buradaki matris formlar asagida verilmistir:
X(wo) Xa(l’g) Xa(l’o) 0 0
X(C(]l) Xa(xl) 0 Xa(l‘l) 0 0
X=|X(z) |  X=|Xaz) | . X=] 0 X () o |,
_X(xN) i Xa(x]v) ) i 0 0 XQ(Z’N)_
r(zg) O 0 0 r(z) q(xo)
0 r(xy) O 0 r(z q(zy)
R=| 0 0 r(x) 0 |.R= r(zs) Q= q(z2) | >
0 0 0 r(zn)| r(zy) | a(z) |
p(xo) q(zg) O 0 0 A0O0...0
p(x1) 0 q(z1) O 0 0AO0...0
P=|p@)|. Q=] 0 0 qla) 0 |\ A=][00A...0
p(zy) 0 0 0 . q(xn) 000...A

Burada A matrisinin ful boyutu (N + 1)? x (N + 1) seklindedir. Bu sistemin ¢oziimii-

niin ardindan bilinmeyen katsayilar matrisi olan A bulunmus olur. A matrisinin denklem

(@.104) de yerine konuymasiyla yaklasik ¢oziim bulunmus olur.

30



BULGULAR VE TARTISMALAR B. CETIN

4.2.6. Yiiksek Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklem icin Yontemin Olusturul-

masi

Bu boliimde [3.20] problemi i¢in 6nerilen metot olusturulacak olup gereken matris ilis-
kileri kurulacaktir. Ilk olarak yiiksek mertebeden lineer diferansiyel denklemindeki m.

mertebeden tiireve

N
y (@) =Y aBi(z) = B(z)A (4.114)

seklinde yaklasim yapilir. Burada
B(z) = [By(a) Bi(2) Balx) ... By(a)| ve

T
A= |:a0(l1 ag...aN}

seklinde vektorlerdir. Ayrica

seklinde ifade edilebilir. Burada C Boubaker polinomlar1 icin katsayilar matrisidir. Bu
matris formu kullanilarak

y\™ (2) = X(2)CA. (4.115)

Buradan integral alinarak daha diisiik mertebeden tiirevlerin matris formu elde edilecektir.

Bu amag i¢in simdi @.115) nin a’dan z’e integrali alinirsa

/x g™ ()dt = /IX(t)CA dt (4.116)

yazilabilir ve integral alindiktan sonra (3.20) denklemindeki ™~ (a) = A,,_; kosulu
yerine konulursa

y "D () = Aoy + [X(2) — X(a)]CA 4.117)

ifadesi elde edilir. Burada X matrisi

2 .3 N+1
— x T T
X x 3 " N+1]

seklinde olup bu matris i¢in bir bagint1 bulunacaktir. Bunun sebebi /. mertebeden olan

yaklagimi bulmak i¢in m — ¢ kez integral alinarak ¢. mertebeden y ifadesinin matris formu
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elde edilecektir. Bu sebeple

-z' 0 0 0 ]
05 0 0
Vi=10 0 z%z 0
00 0 ...7 +1N_
katsayilar matrisi olmak {izere
X = 2X(z2)Vy (4.118)

seklinde yazilabilir. Bu bagint1 sonraki integral alimlarindada kullanilacak temel bagnti-

dir. Bu bagintiy1 denklem (@.117)) de yerine yazarsak,
y ™V (z) = Ny + 2X(2)V,CA

formunu elde ederiz. Integral alma islemine devam edilerek, bilinmeyen fonksiyonun di-

ger tiirevlerine ulagilir. Ikinci integral sonucuda,
Y2 (2) = Az + Amorx + 22X (2)V; V,CA (4.119)

ifadesi elde edilir. Bu adimin ardindan genel bir ifade elde etmek miimkiindiir. Ugiincii

integral i¢in
2
Y E) = A + Aot + Anor 5+ "X (@) V1 V2 VaCA (4.120)

ifadesine ulagilir. Burada m — ¢ kez integral aliminin ardindan m — (m — {). yani /.

mertebeden tiirevin matris formu
m—1 r—¢ m—~
) — [L’— m—~{ )
y O () = Z; Ar TR X (x) (E VJ> CA (4.121)

seklinde elde edilir. Bu ifade problem (3.20)’de yerine yerlestirilirse,

m m—1 r—0 m—~{
> Pix) [ DA (rx_ ot 2™ X (z) (H V]-> CA = p(2) (4.122)
=0 r={ ) j=1

elde edilir ve sonrasinda kollokasyon noktalart olan (.26)) kullanilara k

m m—1 r—¢ m—{

xi m— .
E Pg(l’z) E )\Tm +LIZ‘Z EX(.Tl) <H VJ> CA :p(l'l), 7 :O,l,,N
£=0 r={ j=1

(4.123)
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denklemi elde edilir. Ardindan denklem

m m—1 S m—~{
XT—E v m—I~ = .
;Pg(l’z) ;Arm+x X(E[VJ> CA:P, Z:O,]_,?N
(4.124)
lineer cebirsel sistem haline ¢evrilir: Burada
o -
- . x o 0 --- 0
1 zg a3 - af™* ° ,
0 217" 0 0
_ 1oy 22 - 2t .
X = , X =10 0 a5t 0
lay a% -2t .,
- . I 0O 0 O Ty |
- 1 =t 00 0
p(o) o
(=) 0 2 0 0
~ P\T1 S m—
P=|"" "), X" ‘=] 0.0 ap* 0
p(xn)
- - 0 0 0 -2t
seklinde tanimlidir ve bu sistem asagidaki cebirsel sisteme doniisecektir:
[W; P] (4.125)
burada
m m— S T, m—{
W =Y P Z +Xm . (H ) C (4.126)
=0 ={ j=1

seklinde tanimlanmaktadir. Burada A matrisi sistemin ¢Oziimiiniin ardindan bulunmusg

olur. @.121) denkleminde integral alma islemine devam edilerek

m—1 r m
E z m | |
r=0 j=1

denklemine ulagilir. Bulunan A matrisi (4.127)’de yerine konulmasiyla yaklagik ¢oziim

bulunmus olur.
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4.2.7. Genellestirilmis Pantograph Diferansiyel Denklem icin Yontemin Olusturul-

masi

Son olarak genellestirilmis pantograph diferansiyel denklemi ele alinacaktir. Bu denk-

lem
m—1
(@) =33 Pula)y® que + By) + f(2),  a<z<b  0<g <l
i=1 k=0
(4.128)
seklinde tanimlanmais olup
yDa)=N, i=0,1,---,m—1 (4.129)

kosulu altinda ele alinacaktir. Bu diferansiyel denklemin en yiiksek mertebeden tiirevi

olan m. mertebeden tiireve v
v (x) = agBy() (4.130)
ifadesi ile yaklagim yapilacaktir. Bu denklenizo
N
v (x) = aBy(x) = B(x)A (4.131)
1=0
seklinde tanimli olup burada
B(r) = [Bo(x) Bi(x) By(x) ... BN(x)] ve
A= [ao a as ... aN]
seklinde vektorlerdir. Bu matris formu kullanilarak
v (z) = X(z)CA (4.132)
ifadesine ulasilir. Bu ifadenin bir kez interali alinarak
() = Ay + [#X(2) V1 — aX(a)V1]CA (4.133)

ifadesine ulagilir. Goriildiigii iizere burda elde edilen bagint1 bir 6nceki boliimde yiiksek
mertebeden diferansiyel denklemler icin elde edilen bagint1 formundadir. Benzer sekilde
(4.132) yaklasiminin m — k kez integral alinip baglangi¢ kosullar1 kullanilarak k. merte-

beden tiirevin matris formu

m—1 r—k m—k
(F)(y z m—
Y () = Z Ar T X (x) (E Vj) CA (4.134)
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seklinde elde edilir. Eger = yerine ¢;x + 3, yazilirsa, asagidaki denklem elde edilir:

m—1 m—k
q;r + ﬁz ok m—
N (47 + By) = > )\r% + (@i + By) "X (g + By (H )
r=~k ) J=1
(4.135)
Bu ifade denklem (#.128)’de yerine yazilirsa,
J m—1 m—1 \r—k
CA Z Pu Z A, (Ginw + sz?
i=1 k=0 r=k (r = k)t

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda denklem a§ag1daki bicime doniistiiriiliir:

m—1

(giwx + By) "
; & (r—k)!

m—k

J=1

Kollokasyon noktalart (4.26)) kullanilarak denklem

[X(m) =) Pl [Z A q’kx(;t%;)

i=1 k=0

m—k
+(Q7,kxz+ﬁzk)m X Qkaz—i_ﬁ@k (HV]) CA:f(xz)7 Z':O?lw"aN
7=1

olarak elde edilir. Bu sistem matris bigciminde

J m—1 m—1 r—k m—k
X . m—k~g T
X—Z P ZA(r_k)'—i-Xq XQ(} VJ) CA=F
i=1 k=0 r=k j=1
formundadir. Burada
i i L)Ba @Bk -~ B
1 2 .. N -
To %o o 0 Gir (?)Qikﬁik (]f)q@kﬁfi !
_ 1z 22 -zl _
X = ! 1. Q=10 o0 @ ()asr |
Loy 2% - o¥
0 0 0 q
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Plo(ZUo) Pn(xo) ce Pl,mfl<x0) f(xo)
P20(£E1) P21(5L’1) P2,mfl<x1) - f(xl)
P - ) F - )
Pyo(zn) Pr(zn) -+ Prm—1(zn) flxn)
(qikwo + By) " F 0 0 e 0
0 (qiew1 + By) ™" 0 e 0
X, "= 0 0 (qinwa + Big) " F -+ 0 :
I 0 0 0 o (ginrn + Byg)TF
(qikwo + By) ™" 0 0 T 0
0 (qikT1 + By) ™" 0 e 0
Xt = 0 0 (qinxa + Byp) ™ F - 0
I 0 0 0 o (gt B) ™

kollokasyon noktalarindan olusturulan matristir ve bu sistem asagidaki lineer cebirsel sis-
teme doniisecektir.

(W, F). (4.136)

Burada A matrisi sistemin ¢oziimiiniin ardindan bulunmus olur. A matrisinin

m—1 r m
y(z) =Y AT”;—, +2™X(2) (H Vj> CA (4.137)
r=0 ’ j=1

denkleminde yerine konulmasiyla yaklagik ¢o6ziim bulunmus olur.

4.3. Rezidiiel Hata Analizi

Bu boliimde ele alinan problemler icin rezidiiel hata analizi yapilacaktir. Ayrica tah-
mini hata ve iyilestirilmis hata fonsiyonlarinda yararlanilarak elde edilen yaklasik ¢6ziim-

lerden daha iyi ¢oziimler elde edilecektir (Yiizbasi vd., 2011).
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4.3.1. Birinci Mertebeden Pantograph Diferansiyel Denklem icin Hata Analizi

Bu kisimda birinci mertebeden pantograph diferansiyel denklemler i¢in hata tahmini
yapilacaktir (Bahsi vd., 2015). Pantograph tipinde ki birinci mertebeden diferansiyel denk-

lem olan (3.8)) problemi i¢in rezidiiel fonksiyon
R(z) =y () — alx)y(x) + By(qz) — f(z) =0 (4.138)
seklindedir. y(x) tam ¢oziimii yerine yaklasik ¢6ziim olan yy(x) yazilirsa
Ry(z) = yn(z) — a(z)yn () + B(z)yn(gz) — f(z) = 0 (4.139)
elde edilir.Elde edilen denklem (#.138)) ve denklem (#.139) taraf tarafa ¢ikarirsak
ely(z) = =Ry (z) + a(z)en(z) + Ben(z) =0 (4.140)

ulasiriz, burada
en(z) = y(z) — yn(x)

seklinde belirtilen hata fonksiyonudur. Denklem (4.140) icin baslangic kosullarini elde
edilir ¢iinkii yaklasik ¢6ziim bu baglangic kosullarini saglar. Bu sebeple

en(a) = y(a) —yn(a) = Yo — Yo = 0. (4.141)

Sonrasinda (#.140) ve (@.14T)) hata problemi 4.2.1 de agiklanan yontem ile M kesme

sinuri igin ¢oziilerek ey () igin ey p/(x) yaklasimi elde edilir. Bu ey j/(x) tahmini hata
fonksiyonudur. Daha sonra ise yy a () = yn(z)+en a(x) olarak iyilestirilmis bir ¢oziim

elde edebiliriz. Boylece iyilestirilmis ¢oziime ait gercek hatasi ise
Enu(r) =y(z) — ynvm ()

seklinde olur. Burada y(z) problemin tam ¢dziimiidiir. Bu tez ¢alismaas1 asamasinda tez
konusunda yer alan multi-pantograph denklem problemi i¢in yontemin uygulanmasi ¢alig-
masindan iiretilerek tez yazari ve danigsmani tarafindan arastirma makalesi bu hata analizi

kisminida icermektedir.
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4.3.2. Birinci Mertebeden Multi-Pantograph Diferansiyel Denklem icin Hata Ana-
lizi
Bu kisimda multi-pantograph diferansiyel denklemler icin hata tahmini yapilacaktir

(Yiizbas1 vd., 2024). Pantograph tipinde ki birinci dereceden diferansiyel denklem olan
denklem (3.13) i¢in rezidiiel fonksiyon

M

R(z) = (z) — a(a)y(x) = > Bi(x)y(gix) — f(x) =0 (4.142)

=1

seklindedir. y(x) yerine yaklagik ¢6ziim olan yy(x) yazilirsa

Ry (z) = yy(z) — a() ZB 2)yn(giz) — f(z) =0 (4.143)

elde edilir.Elde edilen denklem (#.142)) ve denklem (#.143) taraf tarafa ¢ikarirsak

ey(z) = —Ry(z) + ) + ZB v)en(giz) =0 (4.144)

ifadesine ulasiriz, burada

en () = y(z) — yn(z)
seklinde ifade edilen hata fonksiyondur. Denklem (4.144) i¢in baslangi¢ kosullarini elde
edilir ¢iinkii yaklasik ¢6ziim bu baglangic kosullarini saglar. Bu sebeple

enx(a) =y(a) —yn(a) = yo — ya = 0. (4.145)

Sonrasinda bu yaklagimi kullanarak iyilestirilmis ¢6ziime ulasiriz. Sonrasinda (4.144) ve
hata problemi 4.2.2 de aciklanan yontem ile M kesme siniri i¢in ¢oziilerek ey ()
icin ey /() yaklagimi elde edilir. Bu ey 5/(x) tahmini hata fonksiyonudur. Daha sonra
ise ynv v () = yn () +en () seklinde iyilestirilmis bir ¢oziim elde edebiliriz. Boylece

tyilestirilmis ¢oziime ait gercek hatasi ise

Enu(z) = y(x) — ynm(z)

seklinde elde edebiliriz. Burada y(x) problemin tam ¢6ziimiidiir. Bu tez ¢caligmasinda ele
alinan ¢oklu pantograph diferansiyel denklem problemi, tez kapsaminda gelistirilen yon-
temin uygulanabilirligini géstermek amaciyla hazirlanmis olup, ayni zamanda tez yazari
ve danigmani tarafindan yayimlanan arastirma makalesinde (Yiizbasi vd., 2024) detayh

olarak incelenmis ve bu hata tahmin analizine de yer verilmistir.
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4.3.3. Lane-Emden Diferansiyel Denklem icin Hata Analizi

Bu kisimda Lane-Emden diferansiyel denklemleri i¢in hata analizi yapilacaktir (Sa-
adeh vd., 2022). Bu denklem i¢in rezidiiel fonksiyon ve yaklasik ¢oziimiin yerine koyula-

rak ulagilacak olan fonksiyon
R(x) = y'(x) + ~y/(x) + r(x)y(z) = f(z) = 0, (4.146)

R (x) =y (@) + ~y (@) + r(@)yn(e) - /(@) (4.147)

seklindedir. Burada (#.146) ve (#.147) denklemleri taraf tarafa ¢ikartilarak

—Ry(z) = ey(z) + %e?v(x) + r(z)en(z) (4.148)
denklemini elde ederiz, burada

en () = y(z) — yn(z)

seklinde tanimli hata fonksiyonudur. Simdi denklem (4.148))’in kosullar1 incelenecektir.
Denklem (4.146) i¢in kosullar y/(a) = y; ve y(b) = y» olup denklem (4.147) igin kosullar
yy(a) = y1 ve yn(b) = yo seklinde olacaktir. Bu kosullar kullanilirsa hata denkleminin

kosullar1 €’y (a) = 0 ve ex(b) = 0 seklinde elde edilir. Buradan hata problemi

ex (@) + Sen(e) +r(v)en(r) = —Ry(x)

g (4.149)
ey(a) =0, en(b)=0

seklinde bulunur. Denklem (4.149) sunulan metot ile ¢oziiliirse ey, (x)’e olan yaklagim

M
e’](,yM(x) = ar By () (4.150)

w=0
seklinde elde edilebilir. Buradan da yontem (4.2.3)’de oldugu bilgi uygulanarak ey /()
ifadesi bulunur. yy(z) ve ey (), (M > N) fonksiyonlar: araciligiyla asagidaki gibi
tyilestirilmis ¢oziimii elde ederiz:
ynm(x) = yn(z) + en ().
Bu sayede iyilestirilmis ¢oziimiin hata fonksiyonu olan Ey j/(z) su sekilde bulunur:
EN7M(J,’) = GN(ZI}) - eN,M(x).
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4.3.4. Popiilasyonun Lojistik Biiyiimesi Modeli icin Hata Analizi

Bu alt baglikta popiilasyonun lojistik biiyiime denklemi icin hata analizi ele alina-
caktir. Bu denklem i¢in R(x) rezidiial fonksiyon ve yaklagik ¢oziimiin denklemde yerine

konulmasi ile elde edilen Ry ()

R(t) = (1)~ rp()(1 - 22) =0, (4.151)

Ru(t) = di(t) — ()1 — 220 @15

seklinde tanimlanabilir. Bu iki denklemi taraf tarafa ¢ikarirsak

r

—Ru(t) = (¢'(t) = pix (1)) = r(p(t) = P (1)) + 72 (p(1)* = px (1))
seklindeki denklem elde edilir. Burada
en(t) = plt) — py (1) (4.153)

ifadesi kullanilarak ve (4.153) ifadesinden hareketle p(t) = en(t) + py(t) ifadesi elde

edilmis olur. Bu ifade yerine yazilirsa

~R(t) = ey () = ren(t) + 2= (lex(t) + px (0 = P (1)

ulasilir. Buradaki bagint1 kullanilirsa
r
—Ru (1) = ey (1) —ren(t) + szen(t)’ + 2en()py (1)

ifadesine ulagilir. Gerekli diizenlemeler ve iglemler yapilirsa asagidaki denklem elde edil-

mis olur:

r

ey(t) = ren(t) — EGN(t)Q —2en(t)pn(t) — Ry (). (4.154)

Buna ek olarak p(0) = A kosulunu hem p(t) hemde p, (t) fonksiyonlart saglar, buradan
denklem i¢in baglangi¢ kosulu p(0) = 0 seklinde elde edilir. Sonrasinda bu kosul
ve (#.154) denkleminden olusan bu hata probleminin sunulan y6ntem ile A/ kesme sinurt
icin ¢oziilmesiyle ey y/(t) elde edilmis olur. Sonrasinda yy /() iyilestirilmis ¢oziim elde

edilir ve iyilestirilmis ¢oziimiin hatas ise
En(t) =y(t) —ynum(t)
seklinde bulunur.
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4.3.5. Riccati Diferansiyel Denklem icin Hata Analizi

Riccati diferansiyel denklemi (3.18) i¢in hata analizi bu bolimde ele alinacaktir (Yiiz-

basi, 2013). Riccati denklemi i¢in rezidiiel fonksiyon
R(z) =9/ (z) — r(2)y*(x) — q(z)y(x) — p(x) =0 (4.155)
seklindedir. Yaklagik ¢6ziim olan yy(x) ifadesi denklem ’de yerine yazilirsa
Ry(z) = yy(@) — r(@)yy(2) — g(z)yn(x) — p() (4.156)

ifadesi elde edilir. Denklem (@.153) ve (#.156)) taraf tarafa ¢ikarilirsa agsagidaki denklem

elde edilir:

—Ry(2) = y/(2) = yy(z) = r(2) [y*(@) — yy(2)] — a(@) [y(z) —yn(2)].  (4.157)
Dogrusal olmayan kismu diizenlersek ve ey (z) = y(z) — yn(2) ifadesini kullanirsak
—r(2) [y*(2) = yi (2)] = =r(@) [[en(@) + yn ()] = y¥ (2)]
= —r(z) [en(2)® + 2en(2)yn ()] (4.158)
elde edilmis olur. Burada diizenleme yapilirsa
—Ry(x) = ely(z) — 2r(z)yn(v)en(r) — r(z)ei (2) — q(a)en(z) (4.159)
elde edilir ve (4.139) denklemi diizenlenirse
ey (z) — [2ryn(z) + qlen(z) — r(z)ex (z) + Ry () (4.160)
ifadesi elde edilir. Ayrica y(«) = y, kosulu yy () ve y(x)’y1 saglar. Bu yiizden ey (o) =
0 ifadesi denklem (4.160)) ¢oziilerek ey (z) igin baglangis kosuludur. Daha sonra elde edi-
len bu hata problemi, se¢ilen M icin sunulan yontemle ¢oziilerek ey () igin ve ey ps(x)
yaklagimi elde edilir. yy(z) yaklasik ¢oziimii ve ey /() tahmini hata fonksiyonu ile
toplayarak, iyilestirilmis ¢6ziimii su sekilde elde ederiz:
ynm () = yn () + enn(z)
Buradan hareketle iyilestirilmis ¢oziim icin hata fonksiyonu
Enm(z) = ynvm(z) —y(z)

seklinde tanimlanir.
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4.3.6. Yiiksek Mertbeden Lineer Diferansiyel Denklem icin Hata Analizi

Bu alt baglikta yiiksek mertebeden lineer diferansiyel denklemler icin hata analizi
arastirtlacak ve rezidiial fonksiyonundan bahsedilecektir (Cetin vd., 2015). Yiiksek mer-

tebeden diferansiyel denklem i¢in rezidiial fonksiyon
R(z) = Pux)y(x) - f(x) =0 (4.161)
=0
seklindedir. y(x) yerine yaklagik ¢6ziim olan yy(x) yazilirsa
Ry(x) = Pi(x)yy(z) — f(z) = 0 (4.162)
=0
ifadesine ulagilir. Elde edilen denklem (4.161)) ve denklem (@.162) taraf tarafa ¢ikarirsak
e (z) = =Ry (2) + Y Pu(a)yy (z) = 0 (4.163)
=0
denklemine ulagiriz, burada
en(r) = y(r) — yn(x)
seklindeki fonksiyondur. Denklem #.163) i¢in homojen baslangic kosullar: elde edilir
clinkii yaklagik ¢oziim bu baglangic kosullarini saglar. Bu sebeple asagidaki kosullar elde
edilir:
ea)=0, i=1,23,---,m—1 (4.164)
Sonrasinda denklem (#.163), (4.164) kosulu altinda 6nerilen metodla ¢oziilerek ey ()
hata ifadesi igin ey /() yaklagim edinilir. Boylece (.47) icin yy a(z) = yn(x) +
en, v () seklinde iyilestirilmis ¢oziim elde edilir. Buradan hareketle iyilestirilmis ¢oziime
ait gercek hata fonksiyonu
Enu(z) =y(x) — ynu(z)

olur.

4.3.7. Genellestirilmis Pantograph Diferansiyel Denklem icin Hata Analizi

Bu kisimda yiiksek mertebeden pantograph gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in
hata tahmini yapilacaktir (Bahs1 vd., 2015). Genellestirilmis pantograph diferansiyel denk-

lemi icin rezidiiel fonksiyon

R(z) = y™(z) — Z Pi(2)y(qirzB;) + f(x) =0 (4.165)



BULGULAR VE TARTISMALAR B. CETIN

seklindedir. y(x) yerine yaklagik ¢6ziim olan yy(x) yazilirsa

J m—1

Ry(@) =y (@) = > Y Pul@)yn(quap;) + f(z) = 0 (4.166)

7=0 k=0

ifadesine ulasilir. Elde edilen denklem @ ve denklem (4.166) taraf tarafa ¢ikarirsak

en(z) = —Rn(x Z x)en(gnaB;) =0 (4.167)

=0 k=0

denklemini elde ederiz, burada

en(z) = y(z) —yn(2)

seklinde taniml1 hata fonksiyonudur. Yaklasik ¢oziim de ayn1 zamanda kosullar1 saglar bu

sebeple kosullar taraf taraf ¢ikartilirsa ve e () hata fonksiyonu kullanilirsa
eD)=0, i=1,2,3,---,m—1 (4.168)

homojen kosullar1 edinilir. Elde edilen hata problemi onerilem metodla ¢oziilerek ey ()
ifadesi icin ey j/(z) yaklasimi edinilir. Ayrica yy v (z) = yn(x) + enm(x) seklinde

iyilestirilmis yaklagik ¢oziimii elde edilir. Buradan hareketle Ey /() hata fonksiyonu

Enu(z) = y(x) — ynu(z)

seklinde olup buradaki yy () iyilestirilmis ¢6ziimii gostermektedir.

4.4. Niimerik Uygulamalar

Bu kisimda sunulan yontem ve hata tahmini yontemini agiklamak i¢in ele alinan prob-
lemler sayisal orneklere uygulanarak sonuglar tablo ve sekiller halinde verilmektedir. Ay-
rica literatiirdeki mevcut yontemlerin sonuglari ile karsilagtirmalar yapilir. Bu boliimde in-
celenen tiim problemler MATLAB(2021) programi vasitasiyla yazilan kodlar yardimiyla

cOziilmiigtiir.

4.4.1. Birinci Mertebeden Lineer Pantograph Denklemleri icin Uygulamalar

Ornek 4.1. Ilk olarak asagidaki homojen olmayan pantograph denklemini ele alalim. Bu

denklem
/ 3 4 3 3
y'(z) = 2y(z) — y(0.52) — =t +42® — 22+ 1, 0<a2<1 (4.169)
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seklinde tammli ve y(0) = 0 kosulu altinda ele alinacaktir. Bu denklem igin tam ¢oziim
y(z) = a* + x seklindedir. Burada oo = 2,8 = —1,q = 05 ve f(z) = —3a* +
43 — %x + 1 seklinde oldugu kolaylikla goriilebilir. Birinci mertebeden lineer pantograph
denkleminde bu parametreler ve tam ¢coziim belirtildigi sekilde secilerek denklemi
elde edilmistir N = 3 icin onerilen yontemin kullanilmast ile aranilan yaklasik ¢oziim

bulunacaktir. Bu amagla, ilk olarak a = 0,b = 0 ve N = 3 i¢in kollokasyon noktalart

1667 6667

50000 T 3 =1

ro=0, & ~ 10000’

olarak hesaplanir. Bu problem 1s1§inda temel matris denklemi olan denklem ({.43)
W =X — o[XX - 0X(0)]V — 8[(0.5)XXQ(0.5) — 0X(0)]V

seklinde yazilir ve burada

0 0 0 0
« _ |1 1667/5000 (1667/5000) (1667/5000)
1 6667,/10000 (6667/10000)2 (6667/10000)3
1 1 1 1 |
0 o 0 0 |
< _ |01667/5000 0 0
0 0  6667/10000 0
00 0 q
10 o o0 | o] [1/10] ]
Qmmz(nw)() 0 ,C:Z,B: Um7F:8wﬂw6
0 0 (052 0 2 1/10 65/81
0 0 0 (0.5 2| 1/10 | 25/16 |

seklinde hesaplanir. Sonrasinda G matrisi asagidaki sekilde hesaplanir:

1
809,/1296
65,/81
25,16
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Bu sayede artirilmis matris olan denklem [{#.43) asagidaki gibi elde edilmis olur:

1 0 0 o ;1
1/2 17/7219/216 161/5184 ; 809/1296
0 5/18 7/27 65/324 : 65/81

—1/2 1/8 3/8  33/64 ; 25/16

Bu sistemin ¢oziilmesiyle katsayilar matrisi A
T
A = [1 004 ]

seklinde hesaplanir. Son olarak A matrisinin (#.46) ¢iziim formunda yerine yazilmasu ile
aranan yaklagsik ¢oziim y3(x) = x* + x seklinde elde edilir. Kolayca gériilebilecegi iizere
bulunan yaklastk ¢oziim tam ¢oziim ile aynidir. Burada ele alinan problem, tez yazari ve

damsmani tarafindan bildiri metni olarak sunulmugstur (Yiizbasi vd., 2023).

Ornek 4.2. Ikinci olarak y(0) = 1 kosulu altinda (Sezer vd., 2008)

1
y%@::g%24—§é””yuym, 0<z<1 (4.170)

seklinde tanumi pantograph diferansiyel denklem ele alinacaktir. Bu denklem icin o =
1/2, B = (1/2)e*/?, q¢ = 1/2 ve f(x) = 0 seklindedir. y(z) = e denklemi bu prob-
lemi saglayan tam ¢oziimdiir. Ilk ornekte oldugu gibi matris islemleri yapilir ve [W : G]

artirtlnis matrisi hesaplanirsa

1 0 0 o ;1
1167/1588 887/2983 2958 /28435 529/14952 ; 433/397
1761/4057 354/685 211/546 329/1221 : 3276/2735
| 261/2972 733/1133  787/985  594/689 ; 984/743

[W; G|

elde edilir. Sistemi ¢ézer ve ¢iziimiinii (yani belirtilen katsayilart) denklemin {.46)) ¢coziim
formunda yerine koyarak N = 3 icin yaklasik ¢oziim elde edilir. Benzer sekilde N = 5
icin de yontem uygulanarak yaklasik ¢oziim bulunur. Sekil 4.1°de N = 5 i¢in bulunan
vaklasik ¢coziim ve tam ¢oziim karsilastirilir. Burada edinilen gorselde yaklasik ¢oziimiin

tam ¢oziime kayda deger olciide yakin oldugu gozlemlenebilmektedir.
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Tablo 4.1. Ger¢ek mutlak hata sonuglarinin Denklem (4.170) 6zelinde karsilastirilmasi.
Onerilen Taylor Galerkin Onerilen Taylor Legendre P.
Metot Metodu Metodu Metot Metodu Metodu

( Yiizbas1 vd., 2024)

(Sezer vd., 2008)

( Yiizbag1 vd., 2018)

( Yiizbag1 vd., 2024)

(Sezer vd., 2008)

(Jafari vd., 2021)

X N=17 N=17 N=T7 N=9 N=9 N=9
0,0 0 0 0 0 0 0
0,2 3.8504e-10  2,5600e-11  6.2610e- 09 3.4616e-13  2.2200-14 4.9000e-13
0,6 5.3296e-10  7.7700e-08  1.0810e-08 5.3334e-13  2.2200e-09 2.5040e-11
1,0 1.1523e-09  2.1200e-06  1.7880e-08 1.1186e-12  5.0100e-07 4.8860e-11
Sekil 4.1. Denklem (4.170) i¢in yaklagik ¢oziim olan y5(z) ve tam ¢6ziim olan y(z) fonksiyon-

larinin karsilagtirilmasi.

28

26T M

kesin ¢zlm

—sk— N=5 igin yaklagik ¢5zim |
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Tablo 4.2. Denklem (4.170) icin ger¢ek mutlak hatalar ile iyilestirilmis hatalarinn kargi-
lagtirilmasi (Yiizbasi vd., 2024).

Mutlak Hata lyilestirilmis Hata Mutlak Hata Iyilestirilmis Hata

X N=5 N=5M=6 N=17 N=7M=38
es(x) Es6(x) er(x) E; ()
0,2 3.2025e-07 1.1786e-08 3.8767e-10 1.1878e-11
0,4 2.9193e-07 1.2422¢-08 4.6122e-10 1.4833e-11
0,6 4.3395e-07 1.5130e-08 5.3296e-10 1.7940e-11
0,8 4.1912e-07 2.0137e-08 6.4202e-10 2.1432e-11
1,0 8.3366e-07 1.3246e-08 1.1314e-09 1.5813e-11

Tablo 4.1."de degisen N leri icin bulunan mutlak hatalar diger literatiirdeki metotlarla
karsilastirilmistir (Jafari vd., 2021, Yiizbast vd., 2018). Tablo incelendiginde onerilen
metodun kargilagtma yapilan Taylor metodundan (Sezer vd., 2008) ayni N degerleri icin
daha iyi performans verdigi goriilebilmektedir. Ayrica énemi vurgulanmasi gereken bir
diger konu [0, 1] deger araliginda inerilen metoddan elde edilen degerler arasinda tu-
tarlilik olmasidir. Bu durum x’in degisen degerleri icin etkili sonuclar elde edilecegini
vurgular. Tablo 4.1." den anlasilacag iizere onerilen yontemden elde edilen yaklasik ¢o-
ziimler tam ¢oziime oldukca yakin degeler olmus ve bu durum mutlak hatalardan gozlem-
lenmigtir. Burada goriildiigii iizere yaklasik ¢oziimden elde edilen sonucun etkinligi ko-
layca goriilebilmektedir. Ayrica Tablo 4.2°de mutlak hatalar ile birlkte iyilestirilmis hata
degerleride verilmistir. Burada iyilestirilmis hatalarin iyilestirilmemis hatalardan daha
kiiciik sonuglar verdigi goriilebilir. Iyilestirilmis sonuglar icin secilen yeni kesme sinirt
M, ilk sectigimiz kesme sinirt olan N’ den daha biiyiik secilmistir. Bunun sebebi daha
tutarli sonuglar elde etmek icindir. Burada ele alinan problem, tez yazar: ve danismani

tarafindan makale olarak yaymlanmustir (Yiizbast vd., 2024).

4.4.2. Birinci Mertebeden Multi-Pantograph Denklemleri icin Ornekler

Ornek 4.3. Iik olarak

5412

Y (z) = y(x) + 2y(0.2z) + 22 — =0

~3, 0<z<1 4.171)
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y(0) = 1 kogsulu altinda birinci mertebeden bir pantograph denklemi ele alinacaktir. Bu
denklem igin tam ¢éziim y(z) = x? + 1 seklinde olup burada o = 1, f = 2, ¢ = 0.2,
f(z) = 2z — 5422 /50 — 3 seklindedir. Birinci mertebeden multi-pantograph denkleminde
bu parametrler ve kesin ¢oziim belirtildigi sekilde secilerek denklemi elde edil-

mistir. Kollokasyon noktalarinin kiimesi N = 3 icin

I L. _ 1667 L. _ 0667 N
0= 17 5000 >~ 10000° 3

seklinde bulunur. Bu problem icin W ve G matrisleri denklem [{.63)) ve (#.64)’den hare-

ketle

VV:{X—lQXX—OX@ﬂV—BWQXXQ@%—ﬂXmﬂV%l
G=F+K+B

seklinde hesaplanir. Burada mevcut matrisler

0 0 0 0
|1 1667/5000 (1667/5000)2 (1667/5000)°
1 6667/10000 (6667/10000)? (6667/10000)% |
1 1 1 1
0 0 0 0 1000
_ 0 1667/5000 0 0 0100
X: 7K: )
0 0 6667/10000 0 0010
0 0 0 1 0001
1 0 0 0 1 2
0o/ o o | _ |1] - |2
Q(0.2) = K=||.B=|
0 0 (1/2° 0 1 2
00 0 (1/2)? 1 2
2000
0200
B = ,
0020
0002
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-3 0
—184/75 41)75

F = / G = /
~161/75 64,75
—52/25 23,25

seklinde bulunur, buradan hareketle gerekli islemler yapilarak asagidaki sistem elde edi-

lir:

1 0 2 0 .0
8/15 41/150 117798/10125 20741/67500 , 41/75
1/15 32/75 4834/10125 3788/5625 , 64,75
| —2/5 35/50  —52/375  3023/2500 , 23/25)

(WG| =

T
Bu sistemin ¢oziilmesiyle A = [0 20 0] bulunur ve denklem (4.46|)’da yerine yazilirsa

y(z) = 2* + 1 yaklasik ¢iziimii elde edilmis olur. Sonug olarak tam ¢oziim elde edilmis

olur.

Ornek 4.4. Ikinci olarak (Murayo vd., 2002)
u'(z) = —u(z) + 0.1u(0.27) — 0.1 "% 0<x<1 (4.172)

seklinde tanmimli homojen olmayn lineer pantograph denklemi y(0) = 1 kosulu altinda ele
alinacaknr. Bu denklem icin tam ¢oziim y(v) = e % seklindedir (Shadia, 1992). Denk-
lemdeki katsaylar o = —1, 3 = 0.1, ¢ = 0.2, a = 0, u, = 1 ve f(z) = —0.1e79%*
formundadir. Bu problem igin temel matris denklem ({4.65))’den hareketle

W =X — C[XX - 0X(0)]V — B[¢gXXQ(q) — 0X(0)]V

seklindedir. Onceki ornekteki yontemin prosediirii devam edilirse arttirilmis matris

1 0 0 o ;-1
134/101 809/2081 545/4413 87/2167 ; —6007/6046
663,/401 1539/1733 1352/2489 2483/7182 ; —712/721

| 99/50  749/500 1665/1249 T811/6249 ; —325/331 |

seklinde hesaplanir. Bu lineer cebirsel sistemin ¢oziilmesiyle A matrisi bulunmus olur.

Bulunan A matrisinin ¢éziim formu olan (#.46) 'da yerine yazilmastyla
ys3(z) = (2.5863e — 02)z* — (1.5517e — 01)z° + (4.9713e — 01)2* — x + 1
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Tablo 4.3. Yaklagik ¢oziimlerin, Ornek

rilmasi (Yiizbasi vd., 2024).

4.172) 6zelinde degerlendirilmesi ve karsilasti-

Tam Coziim  Onerilen Yontem Onerilen Yontem  Onerilen Yontem  Onerilen Yontem

x  ylx)=e" N =3 N=5 N=T7 N =10
0,0 1 1 1 1 1

0,2 8.1873e-01 8.1869e-01 8.1872e-01 8.1873e-01 8.1873e-01
0,4 6.7032¢-01 6.7027e-01 6.7031e-01 6.7032e-01 6.7032e-01
0,6 5.4881e-01 5.4880e-01 5.4880e-01 5.4881e-01 5.4881e-01
0,8 4.4933e-01 4.4930e-01 4.4934e-01 4.4932e-01 4.4933e-01
1,0 3.6788e-01 3.6781e-01 3.6757e-01 3.6788e-01 3.6788e-01

yaklasik ¢oziimii edinilir. Denklem (#.172)’nin N = 3,5,7,10 i¢in bulunan yaklagik ve

tam ¢oziim ifadeleri Tablo 4.1.de karsilastirtlarak verilmistir. Tablo 4.3.den goriilecegi

lizere yaklagsik ¢oziimiin dogrulugu N artikca artmaktadir.
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Sekil 4.2. Farkli N degerleri ile problem (4.172)) i¢in mutlak hatalarin kargilagtirilmasi.

M=3 icin mutlaka hata

]
10 i M =5 icin mutlak hata
| M=7 igin mutlak hata
——— . MN=10icin mutlzk hata
107
= - — {
+ =5—
st
=
10 L
10
M h A a,
1D-"“ --— £ &y e ;e — ey
L L L 4 L L L

Tablo 4.4.’de mutlak hatalarin farkli metotlarla birlikte karsilastirilmasina yer verilmigtir.
Bu metotlar Taylor metodu (Sezer vd., 2011), kollokasyon yontemi (Murayo vd., 2002) ve
Galerkin metodudur (Yiizbast vd., 2018). Karsilastirmalardan anlasilacagi iizere oneri-
len metot diger yontemlere gore daha etkili sonug¢ vermigstir. Burada ele alinan ornek tez

yazart ve damismani tarafindan arastirma makalesi olarak yayimlannustir (Yiizbast vd.,

2024).

Ornek 4.5. Bu alt bashgin son érnegi olarak asagidaki denklem ele alinacaktir (Murayo

vd., 2002).
q

y(x) = —y(x) + éu(qx) — ge_qx. 0<z<1 (4.173)
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Tablo 4.4. Ornek (4.172

nin kargilagtirmali degerlendirmesi.

“ye ait yaklagik ¢oziimlere karsilik gelen mutlak hata degerleri-

Taylor
Metodu

(Sezer vd., 2011)

Galerkin
Metodu

(Sezer vd., 2011)

Kollokasyon
Metodu

(Murayo vd., 2002)

Mevcut

Metot

(Yiizbas1 vd., 2024)

Mevcut

Metot

(Yiizbas1 vd., 2024)

X N =12 N=7 N=T7 N =12
271 1.24e-10 1.1625e-09 2.7190e-05 7.7571e-11 2.0435e-18
272 9.74e-11 1.6975e-09 1.080e-06 9.1539%¢-11 1.1967e-18
273 7.00e-11 1.8217e-09 3.8170e-08 1.3035e-10 5.4222e-17
24 9.14e-11 3.0370e-09 1.2690e-09 7.9933e-11 3.66089¢-17
27° 5.28e-11 2.6907e-09 4.0900e-11 3.0402e-11 4.0095e-18
276 1.95e-11 1.7620e-09 1.2000e-12 9.3013e-12 1.36660e-17

T

Bu problem y(0) = 1 kosulu ile verilmektedir, ¢ = 0.2 olarak alinacaktir ve y(z) = e~
tam ¢oziimiine sahiptir. Bu 6rnek homojen bir multi-pantograph denklemidir. N in farkl
degerleri ile yontem icin olusturulan kodlar yardumiyla yaklasik ¢coziimler bulunur. Bu-
radan onerilen yontem vasitasiyla ¢oziimler elde edilmis ve tablolarda karsilastirilma-
larda sunulmustur. Tablo 4.7.de farkli yontemlerden elde edilen sonuclar mevcut yon-
temle karsilastirilmustir. Fakli N degerleri icin yapilan karsilastirilmada yontemin etkin
ve uygulanabilir oldugu gozlemlenebilmektedir. Ayrica Tablo 4.4.’de N = 12 icin mevcut
yontemden elde edilen sonuglar Sezer metodundan (Sezer vd., 2011) N = 12 icin elde
edilen sonuclardan daha iyi sonu¢ vermistir. Bu durum, sunulan yontem ile daha diisiik
kesme sumirlart icin daha iyi sonuglar alinabilecegini gostermektedir. Ayrica bu gozlem-
ler Sekil 4.5. da gafik olarak gorsellestirilmistir. Burada onerilen yontem Taylor yontemi
(Sezer vd., 2011), kollokasyon yontemi (Muroya vd., 2002) ve Galerkin yontemiyle (Yiiz-
bast vd., 2018) aynt N degerleri icin karsilastirilnuistir. Tablo 4.8.’de tahmini hatanin
mutlak hatadan, iyilestirilmis hataninda tahmini hatadan daha diisiik oldugu goriilebilir.
Hata analizinin amaci daha tutarli ve uygulanabilir ¢oziimler elde edilmesidir. Bu durum
tablodan gozlemlenebilecegi iizere amagclandigr gibi sonuglar alinmis ve sayisal olarak
gozlemlenebilir hale getirilmistir. Burada ele alinan ornek tez yazari ve danismani tara-

findan arastirma makalesi olarak yayimlanmistir (Yiizbast vd., 2024).
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Tablo 4.5. Ger¢ek mutlak hata sonuclarinin, Denklem (4.173)) 6zelinde karsilagtiriimasi.

Mevcut Mevcut Mevcut Mevcut Taylor Taylor
Metot Metot Metot Metot Metodu Metodu

(Yiizbast vd., 2024)  (Yiizbasi vd., 2024)  (Yiizbasi vd., 2024)  (Yiizbasi vd., 2024)  (Sezer vd., 2011)  (Sezer vd., 2011)

X N=T7 N =10 N =12 N =13 N =10 N =12
21 7.75e-11 2.10e-15 1.64e-18 1.14e-18 2.00e-10 1.24e-10
272 9.15e-11 2.57e-15 1.15e-17 1.08e-17 0.97e-10 9.74e-11
273 1.29e-10 3.21e-15 3.81e-17 2.75e-17 1.00e-10 7.00e-11
24 7.62e-11 2.88e-15 1.18e-17 1.11-17 0.91e-10 9.14e-11
275 2.84e-11 1.33e-15 2.14e-17 2.18e-17 0.52e-10 5.28e-11

Muroya Sezer Kollokasyon Bessel Galerkin
Metodu Metodu Metod Metodu Metodu

(Muroya vd., 2003)  (Sezer vd., 2007) (Muroya vd., 2002)  (Yiizbasi vd., 2011)  (Yiizbas: vd., 2018)

N =13 N =10 N =13 N =10
2.19e-05 7.77e-16 1.40e-15 1.11e-16 1.96e-11
1.08e-06 I.11e-16 2.60e-14 I.11e-16 3.03e-11
3.81e-08 2.22e-16 1.40e-14 2.22e-16 2.08e-11
1.26e-09 0 3.20e-15 0 3.83e-11
4.09e-11 1.11e-16 1.40e-15 2.22e-16 4.11e- 11
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Tablo 4.6. Denklem (4.173)) i¢in gercek mutlak hatalarin ve tahmini hatalarin karsilagti-

rilmasi (Yiizbasi vd., 2024).

Mutlak Hatalar Tahmini Hatalar Iyilestirilmis Hatalar
X N=5 N =5 M=8 N=5M=28
les(2)] = y(x) — ys(2)| |€5.5(2)] |Es 5(2)]|

0,0 0 0 0

0,2 1.0050e-07 1.0050e-07 3.3318e-12

0,4 5.0761e-08 5.0758e-08 2.8007e-12

0,6 6.5433e-08 6.5431e-08 2.4017e-12

0,8 2.3293e-08 2.3291e-08 1.9496¢-12

1,0 1.2346e-07 1.2346e-07 1.9030ze-12
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Sekil 4.3. Farkli metotlarla N = 10 i¢in gercek mutlak hata fonksiyonlari ile yapilan karsilas-

tirma.

107

e

-
o
s

o .
E 10712 —8— Mevcut Metot
¥ —&— Taylor Metodu
& Kollokasyon Metadu
o —— Galerkin Matodu
(0] .
107
10714 il
/.:————‘? . —if)
15 i
10 E |

-16 L A

0.05 0.1 015 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.f

4.4.3. Lane-Emden Diferansiyel Denklemi icin Uygulamalar

Bu boliimde yontemin Lane-Emden denklemi iizerinde ki giivenirligini ortaya koy-
mak amaciyla cesitli uygulamalar yapilmistir. Elde edilen veriler farkli yontemlerle kar-

stlagtirilarak tablo ve grafiklerde bulunabilir.

Ornek 4.6. ik olarak,

2
y'(x)+ =y (z) +ylx) =6+ 120 +22+2° O0<a<1 (4.174)
xZ

denklemi ele alinacaktir. Bu denklem 1° + x? seklinde tam ¢éziimii polinom olan bir ¢o-
ziime sahiptir. Lane-Emden diferansiyel denkleminde bu parametrler ve kesin ¢oziim be-
lirtildigi sekilde secilerek denklemi elde edilmistir. Ayrica bu problem y(0) = 0
ve i (0) = 0 seklindeki kosullar altinda ele alinacaktir. Metoda bagslarken N = 1 igin
kollokasyon noktalart

{zo = 0.0001, ry =1}

seklinde elde edilir. Burada goriilecegi iizere ilk kollokasyon noktasi O yerine sifira yakin

55



BULGULAR VE TARTISMALAR

B. CETIN
Sekil 4.4. Denklem (4.173

icin tahmini hata ve gercek hata fonksiyonlarinin karsilastirilmasi.

1078

—*—Gergek Hata Fonk.gg(x) /

—&—TJahmini Hata Fonk. e (x)

Y(x)

bir nokta olarak secilmistir. Bunun sebebi Lane-Emden diferansiyel denkleminin singiiler
bir noktaya sahip olmasidir. Bu kollokasyon noktalart is1ginda

1 0.0001| _ 0.0001 0 10 - 0.0001 0
X = 7X = ) Lxa — Xp = aXb = )
1 1 0 1 10 0 1
.. 0.0001 20000 O 10 = 1] = 20000
b — ;P = 7R = 7R = 7P = )
1 0 2 01 1 1
4999/833 10 1/2 0
F= ,Vl - \%
20

y V2 — .
01/2 0 1/3
matrisleri elde edilmis olup buna bagl lineer sistem icin denklem ({#.80)’den W matrisi

W = [X + P [[XX — 0Xo] V1] + RX’XV,;V; — R0*X(V2 Vi —

RGXOX()Vl]G
ve buna bagl lineer cebirsel sistem

3 1/5000 ; 4999/833
(W; G| =

7/2 13/6 ; 20
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seklinde elde edilir. Bu sistemin ¢oziilmesi sonrasi

2
6

olarak bulunur. Bu bulunan bilinmeyen kaysayilar matrisi A yaklasik ¢oziim formu olan
denklem ([d.74) de yerine konularak yaklasik ¢oziim bulunur. Bu islem sonrast yaklasik
coziim yy (x) = 23 + 2% sekinde elde edilir ki buda tam ¢oziimiin kendisidir. Tez asama-
sinda tezdeki problemi icin yontemin uygulanmasi ve edinilen sonuclar arastirma

makalesi olarak yayinlanmistir (Yiizbast vd., 2025).

Ornek 4.7. Ikinci olarak asagidaki sekilde tamimli Lane-Emden diferansiyel denklemini
ele alalim (Yiizbagst vd 2011 ):

2
Y+ Y — 2(2952 +3)y =0, 0<z<l. 4.175)
x

Bu problem y(0) = 0 ve y'(0) = 0 kosulu altinda ele alinacaktir. Bu problemin tam
coziimii y(x) = e*” seklindeki iistel fonksiyondur. Onerilen yontem bu problem icin farkli
N degerlerinde ¢oziimlenerek tablo ve grafiklerle verilecektir N = 5,13,17 icin elde
edilen ¢oziimler Tablo 4.7 da verilmistir ve goriildiigii iizere elde edilen ¢oziim degerleri
tam ¢oziim degerlerine kayda deger sekilde yakin cikmustir. Ayrica artan N degerleri
icin tam ¢oziime daha yakin ¢oziimler elde edilmistir. Ayrica Gorsel 4.5.°de N = 5 icin

bulunan yaklasik ¢oziim ve tam ¢oziim degerleri karsilastirilnustir.
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Tablo 4.7. Denklem (4.175) icin elde edilen hata fonksiyonlarinin karsilastirilmasi.

Tam ¢oziim Yaklasik Coziim  Yaklagik Coziim  Yaklagik Coziim
x y(z) = e*” N=5 N =13 N =17

0,0 1 1 1 1

0,2 1.04081077419238 1.0408746253313 1.0408107742010 1.0408107741923
0,4 1.17351087099181 1.1735786881614 1.1735108710020 1.1735108709918
0,6 1.43332941456034 1.4334186990090 1.4333294145729 1.4333294145603
0,8 1.89648087930495 1.8965735095697 1.8964808793215 1.8964808793049
1,0 2.71828182845904 2.7185464738086 2.7182818284962 2.7182818284590

Sekil 4.5. Denklem (4.175)’nin tam ¢oziimii ile yaklagik ¢oziimler arasindaki farklarin incelen-

mesi.

0.05 - - - - - - - - - 1
—#— Yaklasik Gozlm (N=5)

M

A Kesin Gozim

0.08

0.25
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Tablo 4.8. Denklem (4.175)) icin sunulan yontem ve literatiirdki bagka yontemler ile elde

edilen yaklagimlarin hatalariin incelenmesi.

Mevcut Mevcut Laguerre Bessel
Metot Metot Metot Metot
(Yiizbasi vd., 2025) (Yiizbast vd., 2025) (Giirbiiz vd., 2014) (Yiizbas1 vd., 2011)
x N =12 N =13 N =12 N =13
0,0 0 0 1.23e-10 0
0,2 6.65¢e-11 8.67e-12 4.67e-07 2.17e-09
0,5 8.60e-11 1.12e-11 6.84e-07 2.94e-09
0,7 1.09e-10 1.43e-11 8.84e-07 3.78e-09
0,8 1.28e-10 1.65e-11 1.03e-06 4.41e-9
1,0 7.86e-11 3.72e-11 1.48e-06 2.70e-08
Mevcut Bernstein Taylor Laguerre
Metot Metot Metot Metot
(Yiizbas1 vd., 2025) (Isik vd., 2015) (Aslan vd 2015) (Giirbiiz vd., 2014)
x N =10 N =10 N =10 N =10
0,0 0 0 0 2.20e-10
0,2 3.82e-09 1.26e-07 1.66e-05 9.27e-05
0,5 4.78e-09 1.67e-07 2.29e-05 2.58e-03
0,7 6.13e-09 2.14e-07 2.92e-05 2.93e-03
0,8 6.95e-09 2.52e-07 3.72e-05 3.29e-03
1,0 4.12e-09 5.99¢-06 5.64e-05 5.65e-03
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Tablo 4.8., literatiirde ki diger metotlarla yapilan karsilastirmay: sunmaktadir. Burada
N = 10 i¢in yapiulan karsilastirmada Laguerre (Giirbiiz vd., 2014), Bernstein (Isik vd.,
2015), Bessel (Yiizbast vd 2011) ve Taylor (Aslan vd 2015) metotlariyla yapilan karsi-
lastirma mevcut metodun etkililigini gostermektedir. Ayni zamanda N = 12 ve N = 13
icin Laguerre ve Bessel metoduyla yapilan karsilastirmada mevcut metodun daha iyi so-
nug verdigi goriilebilir. Burada ki karsilastirmadan anlagsilabilir ki ayni N degerleri icin

farkli metodlar baglaminda mevcut metot daha iyi sonu¢ vermistir.
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Sekil 4.6. N = 8 ile Denklem (4.175) i¢in mutlak hata ve iyilestirilmis hata fonksiyonlarinin

karsilagtirilmasi.

41
10 —*—Mutlak Hata Fonksiyonu
o lyilestirilmis Hata Fonksiyonu
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Tablo 4.9. Gergek, tahmini ve diizeltilmis hata sonuclarinin Denklem (4.175]) 6zelinde
karsilagtiriimasi.
Mutlak Hatalar Tahmini Hatalar  Iyilestirilmis Hatalar

x N =4 N=4M=5 N=4M=5

0,2 6.3851e-05 7.3837e-05 9.9865e-06

0,4 6.7817e-05 7.6749¢-05 8.9319¢-06

0,6 8.9284e-05 1.0215e-05 1.2871e-05

0,8 9.2630e-05 1.0882e-04 1.6191e-05

1,0 2.6464e-04 2.7218e-04 7.5419e-06

N =10 N=10,M=11 N=10,M =11

0,2 3.8251e-09 4.3392e-09 5.1406e-10

04  4.3517e-09 4.9484e-09 5.9678e-10

0,6 5.3318e-09 6.0665¢e-09 7.3473e-10

0,8 6.9568e-09 7.9363e-09 9.7954e-10

1,0 4.1276e-09 6.3388e-09 2.2112e-10

Tablo 4.9.da farkli hata degerlerinin karsilastirilmasi goriilmektedir. Burada iki farklt N

degeri icin mutlak hata ve ayrica farkli M degerleri icin tahmini ve iyilestirilmis hata

degerleri karsilagtirilmistir. Burada tahmini hatamin gercek hatalara yakun oldugu ve

iyilestirilmis hatamn iyilestirilmis ¢oziimiin hatasindan daha kiiciik oldugu goriilmektedir.

Tez asamasinda tezdeki problemi i¢cin yontemin uygulanmast ve edinilen sonu¢lar

arastirma makalesi olarak yayinlannugstir (Yiizbagsi vd., 2025).
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Sekil 4.7. N = 6 ile Ornek (4.175) icin tahmini hata ve mutlak hata fonksiyonlarmin karsilasti-

rilmasi.
-5
10
3 T T T T T T T T T
—*— Mutlak Hata Fonksiyonu
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Ornek 4.8. Bu ornekte Lane-Emden diferansiyel denklemi asagidaki sekilde ele alinmak-
tadir (Caglar vd., 2006):

, 1 8 \?
Y+ Sy = , 0<z<1 (4.176)
x 8 — a2
Bu denklem, y(1) = 0 ve y'(0) = 0 baslangi¢ kosullariyla birlikte degerlendirilmistir.
Denklem icin analitik (tam) ¢iziim y(x) = 2log(7/8 — x?) seklindedir.
Mevcut yontem N = 2, 3 ve 5 icin uygulandiginda elde edilen yaklasik ¢oziimler

strastyla asagida verilmistir:
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100 , 17 5 56941 , 1663

1) = =0 3 T ores” T o2r
- Lo, 49 4 W 151962 , 1663
YW = 10153" T ar7s® T 22418" T 607849" 6227

ys(x) = 0.00007500550227 — 0.000007093725 + 0.001143587x5 — 0.015167025452"

4 0.0000734954x> — 0.2499999834822 — 0.267062785249.

Tablo 4.10’da, Denklem icin farkly yontemler kullanilarak elde edilen yaklasik

coziimlerle mutlak hata karsilagtirmalart sunulmugtur.

Tablo 4.10. Gergek, tahmini ve diizeltilmis hata sonuclarinin Denklem (4.175)) 6zelinde

karsilagtiriimasi.
Mevcut Mevcut Bessel Bessel Spline
Yontem YoOntem Yontem YoOntem Yontem
(Yiizbasgt vd., 2025) (Yiizbasi vd., 2013) (Caglar vd., 2006)

x N=T7 N =10 N=7 N =10 h =1/40
0,0 0 0 1.60e06 3.57e-09 6.00e-06
0,2 2.28e-09 4.80e-12 1.56e-06 3.88e-09 6.00e-06
0,4 2.91e-09 6.37e-12 1.57e-06 3.98e-09 4.00e-06
0,6 3.36e-09 7.37e-12 1.55e-06 4.05e-09 4.00e-06
0,8 3.86e-09 7.8%¢-12 1.55e-06 4.09e-09 4.00e-06
1,0 5.81e-09 7.83e-12 1.38e-06 4.03e-09 0

Bu tablo, mevcut yontemin hem N = 7 hem de N = 10 icin Bessel ve Spline yontem-
lerine gore daha hassas sonuglar verdigini gostermektedir. Denklem {@.170))’iin yaklasik

coziimiiniin analitik ¢oziimle karsilastirmast Sekil 4.8 'te sunulmustur.
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Sekil 4.8. N = 5 ile Ornek (4.176)) igin yaklagik ¢oziimiin tam ¢oziimle kargilastiriimas.

0.05

iy

—#—— Tam ¢6zim

N=>5 igin yaklagik ¢ozim /&

Benzer sekilde, tahmini hata fonksiyonu ile gercek hata fonksiyonunun karsilastirmasi

Sekil[d.9te sunulmustur.

Sekil 4.9. Ornek (4.176) icin tahmini ve gergek hata fonksiyonlarinin karsilagtirmas.
45 <107
—4— Gergek Hata Fonksiyonu estx) ﬁ'—
41 |4 Tahmini Hata Fonksiyonu e, (x) ;!Ii"
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Ayrica, Denklem icin cesitli hata degerleri (gercek, tahmini ve iyilestirilmis)
Tablo 4.11’de gosterilmistir.

Tablo 4.11. Denklem (4.176) icin hata karsilastirmalart.

Gergek mutlak hata Tahmini mutlak hata Iyilestirilmis mutlak hata
x N =14 N=4K=5 N=4K=5
lea(@)] = [y(z) — ya()| €4,5(7) Eys(r)
0,0 0 0 0
0,2 8.47e-07 9.89¢e-07 1.41e-07
0,4 1.79e-06 2.00e-06 2.10e-07
0,6 1.55e-06 1.80e-06 2.51e-07
0,8 2.44e-06 2.68e-06 2.47e-07
1,0 9.56e-07 1.38e-06 4.24e-07
N=7 N=7K=8 N=7K=38
lez7(z)| = [y(z) — yr ()] er3(2) Lr5(x)
0,0 0 0 0
0,2 2.28e-09 4.79e-08 2.74e-10
0,4 2.91e-09 2.90e-08 3.56e-10
0,6 3.36e-09 2.06e-08 4.07e-10
0,8 3.86e-09 2.34e-08 4.33e-10
1,0 5.81e-09 3.77e-08 2.61e-10

Son olarak, Sekil[d.10da gercek mutlak hata fonksiyonu ile iyilestirilmis hata fonksiyo-

nunun karsilastirmast gosterilmistir.
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Sekil 4.10. Ornek (4.176) igin ger¢ek mutlak hata fonksiyonu ile iyilestirilmis hata fonksiyonu-

nun karsilagtirilmast.

10710 i §— Gergek Hata Fonksiyonu E,(x) 3

lyilegtiriimig GozUmin Hata Fonksiyonu E5 E(x )

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

4.4.4. Popiilasyonun Lojistik Biiyiimesi Modeli icin Uygulamalar

Bu boliimde tek tiir popiilasyon modeli tizerinde durulmus olup, olusturulan yontem
yardimiyla bu sorun ¢oziilmiistiir. Ayrica sunulan hata tahmini kullanilarak daha iyi so-
nuglar elde edilmistir. Elde edilen bu veriler tablo ve grafikler yardimiyla yorumlanabilir

hale gelir.

Ornek 4.9. Bu ornekte asagidaki sekilde tamimli lojistik denklemi iizerinde durulacaktir.

dp

— = p(l — 0<x<l1.

dx Pl =7) - 4.177)
p(0) =2

Bu problem i¢in tam ¢éziim p(x) = % seklindedir (Pamuk, 2005). Ilk olarak N = 3

icin onerilen yontem vasitastyla ¢oziim aranacaknr. Ik olarak kollokasyon noktalarimin
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kiimesi N = 3 icin asagidaki sekilde hesaplanir.

1 2
zo =0, =3 Ty =3, xz3=1,.

Kollokasyon noktalari yardimiyla matris iliskileri

00 0 0 00 00 -1 0 0 0
11/3(1/3)* (1/3)*| - 01/3 0 0 0 -10 0
o (LB asEamr) oy Ko |
12/3 (2/3)% (2/3) 00 2/30 0 0 —10
11 1 1 00 0 1 0 0 0 -1
AO0O0O 1 —1 0
_|10A 00| _ I _ 1| 4 0
A 7]_:{,: ,K: 7G:
00AO 1 -1 0
000A 1 -1 0

seklinde elde edilir ve buradan artirilmis matris olan denklem (#.96))
[XT + rXXHT + 2AKXXHT - K(XXHTA)’] A=G+R+K

seklinde elde edilir. Bu lineer olmayan cebirsel sistem c¢oziilerek bilinmeyen katsayilar

matrisi olan A = [ag ay as (13] matrisi

T
A= [—2 929/182 —3385/578 993/400]
olarak hesaplanmir. Buradan elde edilen katsayilar
p(z) =2+ 2X(x)HTA (4.178)

coziim formunda yerinekonularak N = 3 icin yaklasik ¢oziim elde edilecektir. Bu yaklasik
coziim

ps(7) = 656/1057z* — 367/1882% + 2639/10342* — 22 + 2
elde edilir. Tablo 4.12.-4.15.de farkli metotlarla farkli N degerleri icin yapilan kargi-
lastirma goriilebilmektedir. Tablo 4.12. ve 4.13.’de yapilan karsilastirmalarda yontemin
uygulanabilirligi hakkinda giizel yorumlar yapmak miimkiindiir. Burada N = 3 i¢in yapi-
lan farkli metotlardan elde edilen hata degerlerinde Bessel (Yiizbasi, 2012) ve Pell-Lucas

(Yiizbasi vd., 2020) metotlarindan elde edilen degerler yakin olsada mevcut yontem daha
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iyi sonug¢ vermistir. Arica Adomian (Pamuk, 2005) metodundan daha iyi sonuclar elde
edilmistir. Ayrica N = 5 igin olusturulan Tablo 4.13., yontemin Galerkin (Yiizbas: vd.,
2017) yontemi icin de daha tutarli sonuclar verdigini gozler oniine sermistir. Ayrica N
degerleri biiyiidiikce ediniden hatalarin diger yontemlerdan daha iyi oldugu gozlemlen-

mektedir.

Tablo 4.12. Denklem (4.177)) tizerinde N = 3 icin farkli yontemlerin hatalar ile sunulan

yontemin hatalarinin kargilagtirilmasi.

Mevcut (Yiizbasi vd., 2020) (Yiizbasi, 2012) (Pamuk, 2005)

T Metot Pell-Lucas Metot Bessel Metot ~ Adomian D. Metot
0,0 0 1.0593e-06 0 0

0,2 5.6292e-03 9.8854e-03 9.8863¢-03 7.7608e-03
0,4 4.8137e-03 8.6300e-03 8.6310e-03 1.0145e-01
0,6 6.0687e-04 2.6572e-03 2.6560e-03 4.3418e-01
0,8 1.6225e-03 6.5266¢e-03 6.5282e-03 1.1884e+00
1,0 4.6791e-03 7.8721e-02 7.8723e-02 2.5587e+00

Tablo 4.13. Denklem (4.177)) tizerinde N = 5 icin farkli yontemlerin hatalar ile sunulan

yontemin hatalarnin kargilagtirilmasz.

Mevcut (Yiizbasi vd., 2020) (Yiizbasi1 vd., 2017) (Pamuk, 2005)

x Metot Pell-Lucas Metot Galerkin Metot Adomian D. Metot
0,0 0 4.6502e-08 0 0

0,2 3.6174e-04 6.2170e-04 3.1731e-04 6.4611e-04
0,4 1.3338e-04 1.7693e-04 2.4464e-04 3.3785e-02
0,6 1.5462e-04 3.2242e-04 5.3748e-05 3.2532e-01

0,8 3.0473e-05 2.1499¢-04 2.3628e-04 1.5830e+00

1,0 2.5614e-04 7.2039¢-03 4.7008e-08 5.3254e-00
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Tablo 4.14. Denklem (4.177) ve N = 6 i¢in farkli metotlarla yapilan kargilastirma.

Mevcut (Yiizbas1 vd., 2017) (Yiizbasi, 2012)  (Pamuk vd., 2010)
x Metot Galerkin Metot Bessel Metot ~ Homotopy P Metot
0,0 0 0 0 0
0,2 8.5586e-05 4.5167e-05 1.4442¢-04 1.8643e-04
0,4 4.3134e-05 6.0264e-05 6.9504e-05 1.9497e-02
0,6 2.8746e-05 6.9106e-05 3.9746e-05 2.8160e-01
0,8 3.2359e-05 5.6255e-05 1.1093e-04 1.8270e+00
1,0 3.3514e-05 5.7646e-10 2.2060e-03 7.6876e+00

Tablo 4.15. Denklem (4.177

tizerinde N = 8,10 icin farkli yontemlerin hatalar ile

sunulan yontemin hatalarinin kargilagtiritlmasi.

Mevcut  (Yiizbasi vd., 2017) (Pamuk, 2005) Mevcut  (Yiizbasi vd., 2017)
Metot Galerkin Metodu Adomian D. Metot Galerkin Metodu

x N =38 N =38 N =8 N =10 N =10
0,0 0 0 0 0 0

0,2 5.208e-06 2.969¢e-06 1.552e-04 4.033e-07 1.079e-05
0,4 3.502e-06 3.703e-06 6.492¢e-03 2.690e-07 1.810e-05
0,6 2.433e-06 2.805e-06 2.110e-01 1.842e-07 1.790e-05
0,8 1.680e-06 1.850e-06 2.433e+00 1.230e-07 1.402e-05
1,0 2.494e-06 6.069¢e-11 1.599e+00 2.011e-07 3.262e-10

70



BULGULAR VE TARTISMALAR B. CETIN

Tablo 4.14°de N = 6 icin ii¢ farki metot ile karsilastirmalar olusturulmustur. Burada li-
teratiirdeki diger etkili metotlardan daha iyi sonu¢ vermesi ayni zamanda metodun etkin-
ligini de gozler oniine sermektedir. Daha biiyiik N degerleri icin Tablo 4.15 olusturuldu.
N = 8ve 10 degerleri icin yontemimizin gercek hata degerleri diger yontemlerin gercek
hata degerlerine gore daha etkili sonuclar verdigi Tablo 4.15 de goriilmektedir. Burada
elde edilen sayisal degerlerin tablolar halinde verilmesinin ardindan bu degerler grafik-
ler vasitasiyla Sekil 4.11 de sunulmustur. Sekil 4.11(a)’da siyah grafik ¢izgisi ve 4.11(b)
grafiginde kirmizi grafik cizgisinden olusan mevcut yontem digerlerine gore sifira daha

yakin ¢ikmus ve bu durum tam ¢oziime yakinlik olarak yorumlanabilmektedir.

71



BULGULAR VE TARTISMALAR

B. CETIN

Sekil 4.11. Ornek

4.177

rinin karsilagtirilmasi.

kapsaminda, N = 5 durumunda hesaplanan mutlak hata fonksiyonla-

(@) N=5

0.4
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Sekil 4.12. Farkli NV degerleri kullanilarak elde edilen yaklasik ¢oziimlerin, Ornek (4.177)in tam

coziimil ile kargilagtirilmast.

o MN=2ign yaklasik ¢ozam

M=5 igin yaklasik ¢dozidm
#  N=7igin yaklagik ¢Szim
Kesin ¢dzlim

187

177

1571

141

13r1

_12 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Onerilen yontemin farkli N degerleri icin elde edilen hata fonksiyonlarimn karsilagsti-
rilmasi Sekil 4.12.’de verilmektedir. Sekil 4.12.’da N biiyiidiikce yaklasik ¢oziimlerin tam
coziime yaklastig1 goriilmektedir. Ayrica Sekil 4.12.de farkli N degerleri icin elde edi-
len hatalar karsilastirilnustir. N degeri artikca elde edilen hatalarin tutarliligi artmis
ve daha kiiciik hatalar elde edilmistir. Bu baglamda N degeri artikca bulunan yaklasik

coziimlerin degerlerinin tam ¢oziime daha da yaklastigi sonucunu ¢ikarmak miimkiindiir.
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Sekil 4.13. Ornek 4.177) igin farkli N degerlerinden elde edilen hata fonksiyonlarinin karsilas-

tirilmasi.

—H— N=3
—¥— N=5
—#— N=8
—#— N=10

MN=12

100

Ayrica tahmini ve iyilestirilmis hatalar bulunarak Tablo 4.16.’da sunulmustur. Bu amacla
tahmini hata degerlerinin gercek hata degerleri ile karsilastirilmast Tablo 4.16.’te ve-
rilmistir. Burada residiial fonksiyonu kullanildiginda elde edilen tahmini hatalarin daha
kiiciik oldugu goriilmektedir. Bu durum bizi tam ¢oziime yaklasmaya ve daha anlamli so-

nuglar almaya yoneltmektedir.
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Tablo 4.16. Gercek, tahmini ve diizeltilmis hata sonuclarinin Ornek (4.177) 6zelinde kar-
stlagtirilmasi.
Mutlak Hata Tahmini Hata Mutlak Hata Tahmini Hata
x N =3 N=3M=14 N =8 N=8M=9
es(x) es () ess(x) es7(x)
0,0 0 0 0 0
0,2 5.6292e-03 4.1745e-03 5.2088e-06 2.8828e-06
04 4.8137e-03 4.1892e-03 3.5029¢e-06 1.9716e-06
0,6 6.0687e-04 1.5356e-04 2.4339¢-06 1.3949¢-06
0,8 1.6225e-03 1.0756e-03 1.6809e-06 9.3277e-07
1,0 4.6791e-03 5.2046e-03 2.4945e-06 2.9423e-07

Sunulan grafikler ve tablolar, mevcut yontemin Ornek (4.177) iizerinde ki etkinligini, uy-
gulanabilirligini ve tutarliligini gostermektedir.
4.4.5. Riccati Diferansiyel Denklemleri icin Uygulamalar

bu boliimde Riccati diferansiyel denklemi i¢in Onerilen metodun uygulanabilirligi

farkli ornekler ile test edilecektir.
Ornek 4.10. [lk olarak asagida ki Riccati diferansiyel denklem problemi

y'(z) = y*(x) — 2y — 2t + 22° + 2
y(0) =0

0<z<1
(4.179)

seklinde ele alinacaknr. Denklemin tam ¢oziimii y(x) = x*’dwr. Problemin kosulu y(0) =
0 olarak verilmis olup buradan y(a) = 0 ve y, = 0 elde edilir. Bu drnek tez caligmast i¢in
ilgili parametreler secilerek uyarlanmistir. N = 1 icin yaklasik ¢oziim hesaplanacaktir,

N =1 i¢in kollokasyon noktalarinin kiimesi su sekilde hesaplanir:

{JZOZO, 172:1}
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Burada r(z) = 1, q(x) = —2 ve p(z) = —x* + 22* + 2z seklindedir. Bu parametreler
wiginda denklemindeki temel matris denkleminde yer alan

. |10l -~ |10 . |oT(®S 0 - |oT(0)S
T = R= T = T = :
01 01 0 1T(1)S 1T(1)S
~lAao|l . ol - =20
A= 7P = 7Q =
0 A 3 0 —2

matrisleri elde edilir. Dolayisiyla lineer cebirsel sistem ({.112) ve (#.113) denklemleri

isiginda
W =XC-RXAXC-QXC v Y=P
seklinde hesaplanir. Bu sistemin ¢oziilmesinin ardindan, A matrisi

A:
2

seklinde elde edilmis olur. Buradan tam ¢oziimle ayni olan yaklasik ¢éziim y(v) = z*

seklinde elde edilmig olur.
Ornek 4.11. Simdi ise;

y'(z) =2y(z) —y*(x) +1  0<z<1
y(0) =0

(4.180)

problemi ele alinacaktir ve bu problem i¢in tam ¢oziim y(x) = 1++v/2tanh [\/ix + %log gﬁ]

seklindedir (Yiizbasi, 2020). Denklemdeki parametrelerinr(z) = —1, q(z) = 2 ve p(x) =
1 seklinde oldugu goriiliir. Eger N = 3,5, 7 icin mevcut yontemle ¢oziimler su sekilde he-

saplanir:
ys3(z) = —463/11842* — 1039/951423 + 377/31423 + z,
ys(x) = 1333/31442° — 655/9792° — 1213/2437x* + 233/51323 + 697/7132° + z,

yo(x) = —828/200925+395 /33127 —599 /74325 —538 /181725 —461 /13842 +773/23802° +
811/81022% + .
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Yaklasik ¢coziimlerin uygulanabilirligini test etmek icin grafik ve tablolardan yararlanila-
rak ¢oziimler ve hatalar karsilagtirnilir. Ilk olarak Sekik 4.14. de tam ¢éziim ile N = 5 icin

bulunan yaklsik ¢oziim karsilastirilmasi yapilmisgtir.

Sekil 4.14. Ornek (4.180) igin yaklagik ¢oziim olan y5(z) ile tam ¢6ziim olan y(x) fonksiyonla-

rinin karsilagtirilmasi.

1.8

—#— Yaklagik ¢Gzlim
16 & Kesin gbzim

Sekil 4.14.’de goriilebilecegi iizere tam ¢oziim ve yaklasik ¢oziim ¢akisik goriiniimlii gra-
fikler olusturmugstur. Buradan anlagilabilecegi iizere N = b icin bulunan yaklasik ¢oziim
tam ¢oziime kayda deger oranda yakindir. Tablo 4.17’de bu iddia sayisal verilerle des-
teklenmektedir. N = 5 icin elde edilen degerler Bessel (Yiizbagsi, 2012), Chebyshev (Das-
croglu vd., 2011), Adomian (Adomian, 1994), Legendre (Yiizbast vd., 2020) ve Bernstein
yontemlerinden (Yiizbagsi, 2013) elde edilen hata degerleriyse karsilagtirilmistir. Bu kar-
stlagtirma sonrast mevcut yontemin digerlerinden daha iyi sonu¢ verdigi goriilmiistiir.

N = 8 igin onerilen yontem Homotopy metoduyla karsiastiriir. Bu karsiastirma sonrasi
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edinilen hata degerlerinin daha tutarli oldugu goriilmektedir. Ayrica N degeri biiyiidiikce

diger metotlar arasi yapilan karsilastirma daha etkili bir yorum yapmanuzi saglamistir.

N = 9igin elde edilen hatalar Legendre metoduyla (Yiizbast vd., 2020) karsilastirilmistir

ve burada hata degerleri arasinda ki saylar fark dahada gozlemlenebilir bir hal almistir.

N = 12 degeri icin de aynt durumdan soz etmek miimkiindiir. Ayrica bu tabloda verilen

sayisal degerler sonrasinda gorsel olarakta sunulmugtur.

Tablo 4.17. Ornek (4.180) ye ait gercek hata degerlerinin incelenmesi ve karsilagtirilmast.

Mevcut Bessel Chebyshev Adomian Legendre Bernstein

Metot Metodu Metodu Metodu Metodu Metodu
(Yiizbagi, 2012)  (Dasgioglu vd.,2011)  (Adomian, 1994)  (Yiizbagi vd., 2020)  (Yiizbast, 2013)

x N =5 N =5 N =5 N =5 N =5 N=5

0,0 0 0.2220e-15 0 0.1411e-15 0

0,2 0.2224e-03 0.6933e-03  0.1872e-02  0.3299e-03  0.6933e-03  0.6933e-03
0,4 0.1909e-03 0.6250e-03  0.1747e-02  0.2174e-02  0.6251e-03  0.6250e-03
0,6 0.2908e-03 0.9137e-03  0.2226e-02  0.2407e-02  0.9137e-03  0.9137e-03
0,8 0.1455e-03 0.3934e-03  0.2211e-02  0.3493e-01  0.3934e-03  0.3934e-03
1,0 0.5586e-03 0.7136e-02  0.1752e-02  0.1106e-00  0.7136e-02  0.7136e-02

Mevcut Mevcut Mevcut Homotopy Legendre Legendre

Metot Metot Metot Metodu Metodu Metodu
(Abbasbandy, 2006)  (Yiizbagi vd., 2020)  (Yiizbasi vd., 2020)

x N =8 N=9 N =12 N =38 N=9 N =12
0.0 0 0 0 0.1410e-15  0.6295e-13
0.2 0.1108e-04 0.2307e-06 0.1900e-07  0.3152e-06  0.3084e-05  0.4892e-07
0.4 0.1423e-04 0.2863e-06 0.2530e-07  0.5834e-03 0.4040e-05  0.6098e-07
0.6 0.1564e-04 0.3100e-06 0.2783e-07  0.1007e-01 0.4763e-05  0.1827e-06
0.8 0.1456e-04 0.2536e-06 0.1459e-07  0.7177e-01 0.9944e-05  0.3768e-05
1.0 0.6618e-04 0.1450e-05 0.1786e-06  0.3044e-00  0.1526e-03  0.3940e-04
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Sekil 4.15.°de N = 5 icin tabloda verilen sayisal degerler grafik halinde sunulmugtur. Bu
tezde yeni gelistirilen yontemin etkinligi ve uygulanabilirligi tartisilmakta olup, bu yon-
temle farkli diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢oziimleri bulunabilmektedir. Bu baglamda
verilen grafik ve tablolar etkili bir sekilde bunu gostermektedir. Sekil 4.15.’de farkli me-
totlarda yapilan karsilastirmaya (Yiizbasi, 2012), (Yiizbast vd., 2020), (Yiizbasi, 2013),
(Dascioglu vd., 2011), (Adomian, 1994), (Abbashandy vd., 2006) yer verilirken Sekil
4.16.de mutlak hata ile iyilestirilmis hata degerlerine yer verilmistir. Iyilestirilmis hata

bu gorselde hada deger oranda mutlak hatadan kiiciik gelmistir.

Sekil 4.15. Ornek (4.180) icin mutlak hata fonksiyonlarimin farkli metodlarla yapilan karsilagtir-

masi.

T T
| | =—8— Mevcut Matot
—&— Chebyshev Metodu
Adomian Metodu
—é&— Legendre Metodu

=
(=]
L

Gergek Hata
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Sekil 4.16. Ornek (4.180) icin gergek ve iyilestirilmis hata degerlerinin karsilastirmasi

102} —*— Mutlak Hata 1
Iyilegtiriimis Hata

1073 ¢ j

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.8 0.7 0.8 0.9 1

Ornek 4.12. Bir sonraki érnek su sekilde ele alimir (Yiizbagi vd., 2016):

r(n) = =2
-1 0<n<l.
a() == (4.181)
p(n) =0
a=0, y,=1

Bu parametreler kullamildiginda (@.112)) ve (d.113) denklemleri isiginda artirilnuig matris

su sekilde elde edilir:

W-—T_—2RT-RTAT-QT ve Y=R+Q+P. (4.182)

Ayrica, y(n) = fonksiyonu Denklem (4.181)’iin tam ¢éziimiidiir (Yiizbast vd.,

2—e
2016). [W; Y] sistemi ¢iziilerek istenilen N degeri icin yaklasik ¢oziim elde edilir. Bo-

liim 3’te sunulan yonteme gore elde edilen hata degerleri Tablo 5’te gosterilmistir. Bu

degerler, Taylor yontemi (Giilsu vd., 2006) ile N = 3, 4 ve 5 icin karsilastirilmistir.
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Sekil 4.17. Denklem (4.181) de elde edilen yaklasik ¢oziim ( N = 6 igin) ile tam ¢oziim kargi-

lagtirilmasi

b 1

% +— Tam gézlm

Yaklasik ¢oziim

0.95 2ok &0
0.9}
0.85 |

= 08
0.75}
0.7t
0.65 |
0.6 " L
1] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tablo 4.18. Denklem .181

icin gercek hata degerlerinin mevcut yontem ve Taylor yon-

temi (Giilsu vd., 2006) ile karsilastirilmasi

Mevcut Taylor
Yontem Yontemi
(Giilsu vd., 2006)

n N =4 N =5 N =6 N =4 N =5 N =6
0.0 0 0 0 0 0
0.1 4.4245e-04 1.4280e-04 4.4068e-05 | 3.999¢e-05 3.508e-06 2.941e-06
0.2 7.4081e-04 1.8086e-04 4.2793e-05 | 1.119e-02 1.523e-03 1.487e-03
0.3 5.9520e-04 1.1073e-04 2.4624e-05 | 7.645e-02 2.013e-02 1.971e-02
0.4 3.1224e-04 6.6491e-05 2.1567e-05 | 2.927e-01 1.143e-01 1.119e-01
0.5 1.7106e-04 7.3001e-05 2.1238e-05 | 8.184e-01 4.237e-01 4.148e-01
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Sekil 4.18. Ornek (4.4) i¢in N = 4,6, 9 ve 12 igin hata fonksiyonlarmin kargilagtirmasi

) —%—Gergek Hata Fonksiyonu N=4

10r < Gergek Hata Fonksiyonu N=6 | 1
Gergek Hata Fonksiyonu N=9

—+—Gergek Hata Fonksiyonu N=12

Hatalarin, N degeri arttikca azaldigi acikca goriilmektedir. N degeri ne kadar yiik-
sek secilirse, yaklasik ¢oziim tam ¢oziime o kadar yaklasmaktadir. Tablo 4.18 verileri
incelendiginde, onerilen yontemin daha tutarli sonuclar verdigi soylenebilir. Bu nedenle
onerilen yontem hem uygun hem de etkilidir. Sekil 4.18’de, tanimlanan yontemle elde edi-
len ¢oziimlere ait grafikler gosterilmistir. Sekil 4.19’°da ii¢ farkli hata fonksiyonu (gercek,

tahmini ve iyilestirilmis) gosterilmigtir.

82



BULGULAR VE TARTISMALAR

B. CETIN

Sekil 4.19. Ornek (4.4) igin hata fonksiyonlarinin karsilagtiriimasi

106}

107

0.2 0.3

Gergek hata fonksiyonu
+—— Tahmini hata fonksiyonu 1
lyilestirilmis gézim fonksiyonu

Tablo 4.19. Denklem (4.181

i¢in hata fonksiyonlarinin karsilastirilmasi.

Gercek mutlak hata Tahmini mutlak hata Iyilestirilmis mutlak hata
n N =4 N=4M=5 N=4M=5
0.0 0 0 0
0.2 7.4089e-04 5.5998e-04 1.8086e-04
0.4 3.1224e-04 2.2455e-04 6.6685e-05
0.6 2.2665e-04 1.4934e-04 7.7306e-05
0.8 2.7345e-04 2.5822e-04 1.5232¢-05
1.0 2.6276e-04 3.9008e-04 1.2806e-04
N =6 N=6M=T7 N=6M=17
0.0 0 0 0
0.2 4.2793e-05 3.2515e-05 1.0278e-05
0.4 2.1567e-05 1.5094e-05 6.4732e-06
0.6 1.4375e-05 1.0471e-05 3.9038e-06
0.8 1.6180e-05 1.3780e-05 2.4203e-06
1.0 1.6796e-05 2.5719e-05 8.9631e-06
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Tablo 4.20. Ornek (4.181) icin farkli X ve M degerleri icin CPU (Merkezi Islem Birimi)

sureleri.

(N, M) (4,5) (6,7)
CPU siiresi (saniye) 5.87  8.28

4.4.6. Yiiksek Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemleri icin Uygulamalar

Bu boliime yiiksek mertebeden diferansiyel denklemler icin uygulama ele alinip so-

nuclar iizerinde durulacaktir.

Ornek 4.13. Asagidaki sekilde verilen dordiincii mertebeden diferansiyel denklemi ince-

leyelim:

y W —5y = —5r° +25r2 +£120r, y(0) =0, %' (0)=0, y"(0)=—10, 3" (0)=0.

(4.183)
Bu problemin analitik ¢éziimii y(r) = r° — 5r? seklindedir ve bu 6rnek metodun uygulan-
masi i¢in uyarlanmigtir. Onceki boliimde gelistirdigimiz yontem uygulanarak, N = 5 icin
vaklasik ¢coziim elde edilmistir. Yaklasik ¢oziimii elde etmek icin bir lineer cebirsel sistem

olusturulmustur. Bu amagla, W ve ¥ matrisleri asagidaki gibi tanimlanabilir:

53 0 0 0 24 0

0 365 0 —120 0 120

-10 0 =5 0 0 0

W = , F=[01202500—5]. (4.184)
0 50 -5 0 0

0 0 0 0 =50

0 15 0 5 0 =5

Bu sistem coziildiigiinde, A matrisi asagidaki gibi elde edilir:
A=0 0 -5 0 0 1.

Bu matris, Denklem ‘ne yerlestirildiginde, elde edilen yaklasik ¢oziim ys(r) =

r® — 5r? olup, bu aym zamanda analitik ¢oziime esittir.
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Ornek 4.14. [lk olarak asagidaki yiiksek mertebeden diferansiyel denklem ele alinacaktr.
y" +2y" — 3y = 17e** + 10ze**,  y(0) = 0,v'(0) = 2,9"(0) = 5. (4.185)

Burada denklem icin tam ¢oziim e* + xe** seklindedir ve bu drnek metodun uygulanmast
icin uyarlanmigtir. N = 5,9 ve 13 icin elde edilen yaklasik ¢oziimler asagida verilmistir.
ys(z) = 0.6752° + 1.3752* + 2.166723 + 2.52% + 27 + 1,

yo(x) = 0.00642" +0.02542% +0.89092" +0.2682° +0.6752° + 1.3752* + 2.1667x3 +2.52% +
2¢ + 1

y13(z) = 0.00008z'3 + 0.000052'2 4 0.00028z!! + 00.00142'° + 0.0064z° + 0.025428 +
0.8909z" + 0.268x5 + 0.6752° + 1.3752 + 2.16672% + 2.52% 4 22 + 1.

Sekil 4.20. Ornek (4.185) i¢in yaklagik ¢6ziim ve tam ¢oziimiin karsilastiriimas.

11
0} —%— Tam gtzim L
—&— N=9 igin yaklagik ¢iziim &

ol £

X BzE

Sekil 4.20. da yaklagik ¢oziim ve gercek ¢oziim arasinda ki karsilagtirma gosterilmektedir.
Burada N =9 icin elde edilen yaklagik ¢oziimiin tam ¢oziime kayda deger olgiide yakin
oldugu goriilebilmektedir. Ayrica Tablo 4.18.’de yaklasik ¢oziim ve tam ¢oziim karsilasg-
tirldmasi sayisal veriler halinde verilmistir. Bu sayisal verilerden anlasilacagi iizere N

degeri artirlldikga elde edilen veriler tam ¢oziime daha da yakin hale gelmisgtir.
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Tablo 4.21. Ornek (4.185)’de N = 5,9, 13 durumlarina ait sayisal ¢oziimlerin tam ¢o-

ziimle olan uyumunun degerlendirilmesi.

Tam Coziim Yaklasik Coziim  Yaklasik Coziim  Yaklasik Coziim

x e + xe® N=5 N=9 N =13
0,0 1 1 1 1

0,2 1.519767697 1.5197493360 1.5197677002 1.5197677003
0,4 2.382041069 2.3807786880 2.3820409298 2.3820410905
0,6 3.814188954 3.7986880720 3.8141793472 3.8141890269
0,8 6.187966868 6.0937175040 6.1877872192 6.1879669851
1,0 10.10733792 9.7166669999 10.105583491 10.107336774

4.4.7. Genellestirilmis Pantograph Diferansiyel Denklem icin Uygulamalar

Ornek 4.15. Bu irnekte asagida verilen denklem énerilen yontem ile ¢éziimlenecektir.

m—1
y(m)(at):ZZHk(x)y(k)(qikx+ﬁ)+f(93), a<x<b, 0<gqg <1
i=1 k=0
(4.186)

seklindedir. Bu ornek icin m = 1 ve J = 2 alimirsa, denklem asagidaki bicimi alur:

y'(x) = Pu(z) y(quz + B) + Pu(2) y(guz + B) + f(2). (4.187)
Burada
Pii(x) = — e%z sin(%x) , Py (x) = 26_%36 cos(%x) sin(iaz) ,
G =3, G21 = 7§, p =0, flx)=0
Dolayistyla denklemi a¢ik bicimiyle
y'(@) = —y(2) + B (2) y(57) + Bo(@)y(32),  0<z <1 (4.188)

seklinde yazilabilir. Burada B,(z) = —e'/**sin(1/2x) ve B4(z) = 2e~3/4*cos(1/2z)sin(1/4x)
seklinde verilecektir. Bu probem i¢in tam ¢oziim y(x) = e *cos(x) seklinde olup bagslan-

gi¢ kosulu y(0) = 1 olarak ele alinacaktir (Kumbinarasaiah vd., 2023). Eger N = 3,5, 7

ve 10 i¢cin mevcut yontem kullanilarak yaklagik ¢oziimler asagidaki sekilde bulunur:

y3(x) = —0.091179911722* + 0.275532982823 + 0.0147035139822 — 1.0z + 1.0,
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ys(x) = —0.003122877625 + 0.0366097462° — 0.16854135x* + 0.3338878x3 —
0.00006750620922 — 1.0z + 1.0,

y7(7) = 0.000213142% — 0.00125582" — 0.0003282° + 0.0335242° — 0.16673x* 4 0.333352° —
9.794e — Tz? — 1.0x + 1.0,

ve

y10(r) = 1.9983e — 72'1 + 1.4181e — 6210 — 0.00004613x° + 0.000398742% — 0.001588527 +
5.2964e — 725 + 0.0333332° — 0.1666721 4 0.3333322 + 1.5904e — 1022 — 1.0z + 1.0.

Tablo 4.22."de bu yontemden elde edilen hata degerleri ve diger metotlarla karsilagti-
rilmasi goriilebilir. Buradaki hata degerlerine bakildiginda onerilen yontemin diger yon-
temlerden daha iyi ve tutarli sonug¢ verdigi goriiebilir. Tablo 4.22. bize etkili bir karsilas-
tirma sunmaktadir (Yu vd 2008),(Doha vd., 2017). Aynt N degerleri icin edinilen hata
degerlerinde etkililik ve uygulanabilirlik daha iyi goriilebilmektedir. N = 9 icin oneri-
len metot Taylor (Sezer vd 2007) metoduyla karsilastirilmis ve onerilen yontemden daha
kiiciik hata degerleri elde edilmistir. Buradan onerilen yontemin N = 9 icin tam ¢dziime
daha ¢ok yaklastigr sonucunu ¢itkarmak miimkiindiir. Ayrica kollokasyon metodu (Reuts-
kiy vd., 2015) ve Boubaker metodu (Akkaya vd., 2013) icin ayni N degeri icinde etkili
sonug alinmusti:. N = T degeri icin benzer karsilastirma yapilmistir: Ikinci basamaktaki
tabloda bu durum kolaylikla gozlemlenecegi iizere daha tutarli sonuglar elde edilmis-
tir. Sezer’in metodu (Sezer vd., 2008) ve Bessel metodunun (Yiizbasi, 2011) sonuclarina
bakildiginda onerilen metot ile daha uygulanabilir sonuclara ulasilmistir. Ayrica bu kar-
sulastirma Gorsel 4.21.’de de goriilebilmektedir. Gorsel 4.21°de goriildiigii iizere mevcut
metot daha stabil ve tutarli sonug vermistir.
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Tablo 4.22. Denklem (4.186))’ye ait gercek mutlak hata fonksiyonlarinin degerlendiril-

mesi ve kargilagtirilmasi.

Onerilen Onerilen Taylor Kollokasyon Boubaker
Metot Metot Metot Metot Metot
(Sezer vd 2007)  (Reutskiy vd., 2015)  (Akkaya vd., 2013)

X N=9 N =10 N=9 N=9 N=9
0 0 0 0 0 0
0.2 1.38e-12 1.45e-13 1.30e-09 3.20e-12 1.20e-11
04 1.09-12 1.15e-13 1.43e-07 2.30e-12 9.70e-12
0.6 8.06e-13 8.36e-14 2.05e-06 1.40e-12 7.20e-12
0.8 5.93e-13 5.30e-14 1.21e-05 5.50e-12 6.80e-12
1.0 1.6le-12 1.3e-13 4.00e-05 1.30e-12 5.60e-10
Onerilen Sezer Bessel Variational Iteration Jacobi
Metot Metodu Metodu Metodu Metodu
(Sezer vd., 2008)  (Yiizbasi, 2011) (Yu, 2008) (Doha vd., 2017)
X N=T7 N=T7 N=7
0 0 0 0 0 0
0.2 2.30e-09 9.93e-10 1.45e-08 5.65e-09 1.44e-06
04 1.72e-09 2.48e-07 1.11e-08 2.95e-07 6.06e-08
0.6 1.10e-09 6.22e-06 6.35e-09 2.72e-06 4.62e-07
0.8 6.14e-10 6.07e-05 8.8%-10 1.73e-05 8.72e-07
1.0 3.01e-09 3.53e-04 4.65e-07 3.80e-05 3.48e-06
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Sekil 4.21. Sunulan yontem ve bagka yontemler ile elde edilen hata fonksiyonlariin kargilagti-

rilmast.
—&—MN=9 Taylor Metodu
1074 | |[—+— M=% Boubaker Metodu ;
M=8 Kollokasyon Metodu - _—<
—#*—MN=9 Mevcut Meftot - o
e
108 T -
- -"P--
-
s
-
-
1078 E 1
3 P
&
e
- -f’
10-11} L - g
P
— } o L
e — i__ N
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 4.22. Denklem 4.186|) icin tam ¢6ziim ve yaklagik ¢6ziimiin karsilagtiriimasi.
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Tablo 4.23. Denklem (4.186)’in (N, M) = (3,4), (5, 6) i¢in mutlak, tahmini ve iyilesti-

rilmis hatalarin karsilastirilmasi.

Mutlak Hatalar Tahmini Hatalar lyilestirilmis Hatalar
X N =3 N=3M=4 N=3M=4
lea(@)] = [y(x) — ya()] es.4(x) Eya(x)
0,2 2.3586¢-04 2.2821e-04 7.6545e-06
0,4 2.4681e-04 2.4289¢e-04 3.9208e-06
0,6 3.7683e-05 3.4691e-05 2.9920e-06
0,8 8.5340e-05 8.1377e-05 3.9631e-06
1,0 2.9047e-04 2.9751e-04 7.0375e-06
N=5 N=5M=6 N=5M=6
les(2)] = |y(x) — ys(2)] es.6(z) Es6(x)
0,2 3.9608e-07 3.4587e-07 5.0209e-08
0,4 1.9571e-07 1.6489¢e-07 3.0802e-08
0,6 2.1266e-07 1.9092e-07 2.1732e-08
0,8 5.3704e-08 2.9601e-08 2.4103e-08
1,0 2.9937e-07 3.3407e-07 3.4693e-08

.Tablo 4.23.deki karsilastirmada farkli hata degerleri iizerinde durulmustur. Bu hata de-
gerleri mutlak, tahmini ve iyilestirilmis olmak iizere ii¢c asamada vrilmistir. Ilk asamada
N = 3ve M = 4,5 icin yapilan karsilastirma tablonun ikinci asamasinda N = 5 ve

M = 6, 8 i¢cin yapilmistir.
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5. SONUCLAR

Bu calismada, yedi farkl diferansiyel denklemin ¢oziimii icin Boubaker polinomlarini
kullanan yeni bir yaklasim yontemi sunulmaktadir. Bu problemler, literatiirde yer alan
cesitli ve iyi bilinen denklemlerin yani sira hem lineer hem de lineer olmayan varyas-
yonlartyla yontemimizin gesitliligini ve etkililigini gostermektedir. Yontem, her problem
icin ayr1 ayr1 detayli bicimde agiklanmig ve ilgili matris iligkileri adim adim tanitilmig-
tir. Hata analizi kisminda ise rezidiiel fonksiyon yardimiyla her problem i¢in tahmini ve
tyilestirilmis hata degerleri incelenmistir. Mevcut yontemin daha iyi anlagilmasi ve uy-
gulanabilirliginin degerlendirilmesi amaciyla, ele alinan her bir problem daha 6nce farkl
yontemlerle ¢oziilen orneklerle karsilastirilmis ve sonuglar tablo ve grafikler halinde su-
nulmustur.

Ik olarak birinci dereceden pantograph denklemi ele alinmis ve hem polinom hem
de iistel tam c¢oziime sahip iki farkli 6rnek iizerinde yontem uygulanmistir. Sekil 4.1°de,
mevcut yontem ile tam ¢oziimiin karsilastirmasi verilmistir. Ikinci 6rnekte elde edilen so-
nuglar Tablo 4.1°de sunulmus olup, yontemin etkililigi ve uygulanabilirligi burada agikca
goriilmektedir. Ayrica Sekil 4.2°de, farkli /V degerleri icin elde edilen sonuglarin grafik-
sel gdsterimi yontemin yakinsama davranigini ortaya koymaktadir. Bu 6rneklerde yontem
farkli tiirde denklemler i¢in detayli olarak uygulanmig ve diger metotlarla karsilastirila-
rak etkililigi tartistlmistir. Sonraki drneklerde tahmini ve iyilestirilmis hata degerlerinin
mutlak hatalarla karsilagtirilmas1 yapilmistir. Boliim 4.4.3’te Lane—Emden diferansiyel
denklemi iizerinde uygulamalar gerceklestirilmistir. Bu tiir denklemler, bilimsel modelle-
mede yaygin olarak kullanildig1 gibi, astrofizik alaninda da siklikla karsimiza ¢ikmaktadir.
Bu nedenle verilen ornekler, yontemin bu tiir denklemler {izerindeki basarisini gostermek
acisindan onemlidir. I1k olarak polinom ¢6ziimlii bir 6rnek ele alinmis ve tam ¢oziime ula-
stlmistir. Ardindan, iistel tam ¢oziimlii ikinci bir ornek iizerinde caligilmis ve Tablo 4.8’de
farkli metotlarla karsilastirma yapilmistir. Bu karsilastirmanin ardindan, tahmini ve iyi-
lestirilmis hata fonksiyonlarinin mutlak hatalarla iligkisi sunulmus ve iyilestirilmis hata-
larin tam ¢oziime daha yakin sonuglar verdigi gozlemlenmistir. Sonrasinda popiilasyonun
lojistik biiyiime modeli incelenmistir. Elde edilen verilerle dort farkli tablo hazirlanmig

ve karsilastirmalar detayli bir bicimde sunulmustur. Onerilen metodun etkililigi, uygula-
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nabilirligi ve tutarlilig: literatiirdeki dier yontemlerle kapsamli bicimde karsilagtirilarak
tartisilmistir. Bu kargilagtirmalar yontemin giiclii yonlerini agik¢a ortaya koymaktadir. Ar-
dindan, diferansiyel denklemler icinde en bilinen lineer olmayan tiirlerden biri olan Ric-
cati denklemi ele alinmigtir. Riccati denklemi i¢in ilk olarak polinom ¢6ziimlii bir 6rnek
tizerinde tam ¢oziime ulasilmig; ardindan logaritmik ve trigonometrik fonksiyonlar iceren
bir bagka 6rnek incelenmis ve sonuglar literatiirdeki diger yontemlerle karsilagtirilmistir.
Bu kargilagtirmalar grafiklerle de desteklenmistir. Son olarak yiiksek mertebeden bir di-
feransiyel denklem ornegi ele alinmistir. Tiim bu 6rnekler, 6nerilen yontemin etkililigini
ve genel uygulanabilirligini agik bicimde ortaya koymaktadir. Gelistirilen bu yeni yon-
tem, farkl: tiirde diferansiyel denklemlere uygulanabilmesi ve sagladig: yiiksek dogruluk

sayesinde 6zgiin ve yenilik¢i bir yaklagim olarak degerlendirilebilir.
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