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1. GİRİŞ 

Geometrik modellemelerde amaç bir cismin ya da nesnenin matematiksel yapısını 

oluşturup bilgisayarda çeşitli programlar ve algoritmalar beraberinde şekiller ile 

görselleştirilmesidir. Bilgisayarların her geçen gün gelişmesiyle de beraber bu 

modellemelerde optimum seviyelere doğru hareket etmektedirler. Matematik 

modellemelerle elde edilen tasarımların alt yapısını parametrik eğri ve yüzeyler 

oluşturmaktadır. Bunlardan; Bezier yüzeyleri ve eğrileri, B-spline yöntemleri, NURBS 

eğrileri uygulaması yaygın olarak kullanılan önemli bir alana sahiptir. 

Bernstein polinomlarıyla tanımlanan Bezier yüzeyleri ve eğrilerine Paul De- 

Casteljau ve Pierre Bezier öncülük etmiştir. Bu eğriler ve yüzeyler otomotiv sanayisinden 

uçak sanayisine, mühendislikten tıp alanına kadar geniş yelpazede kullanıldığından 

sürekli geliştirilerek çalışmaya devam etmektedir. Endüstriyel tasarımlarda kullanılan 

Spline’ lar noktalar kümesi tarafından belirlenen düzgün bir eğri oluşturmak için 

kullanılan esnek bir şerittir. Çok sayıda ağırlıklar şerit boyunca yayılmasıyla sabit 

konumda duran bir eğri oluşturmaktadırlar. Yine modellemelerin alt yapısında kullanılan 

NURBS yüzeylerinin ve eğrilerinin invaryantlarının tanımlanmasıyla yüzey ve eğrilerin 

önemli özelliklerinden Gauss eğriliği, burulma, asal eğrilik, eğrilik ve daha fazla yapı 

tanımlanmaktadır. En temel örnek olarak bir arabanın dizaynında rüzgâr direncinden 

yakıt tüketimine kadar etkili olan aerodinamik kavisler, kıvrımlar bu eğri ve yüzeylerin 

sahip olduğu özellikler ile tanımlanmaktadırlar. 

Uzayda 2-parametreli doğruların ailesi, doğrusal kongrüans veya doğru 

kongrüansı olarak adlandırılır. R3 de doğru kongrüansları, doğru geometrisinin klasik bir 

alanıdır. Bununla birlikte son zamanlarda projektif diferansiyel geometri, hesaplama ve 

görüntüleme teknikleri, … gibi farklı alanlarda da kullanıldığı görülmektedir (Garcia ve 

Sotomoyar,2000). Ayrıca günümüzde doğruların diferansiyel geometrisi geniş olarak 

ürünlerin dizaynı, imalatı, hareket analizlerinde, katı cisim simülasyonlarında ve objelerin 

modellenmesinde kullanılmaktadır (Gray 2006). 

Doğru kongrüansındaki tüm doğruları kesen yüzeye taban yüzey yada referans 

yüzey  veya dayanak yüzeyi denir.  Yüzey üzerinde alınan bir eğri boyunca devam eden 

doğru kongrüansının doğruları uzayın ya da elde edilen regle yüzeyin doğrularının 1-

parametreli ailesidir. Taban yüzeyinin normallerini, doğru kongrüansındaki doğruların 

doğrultmanları yerine alırsak elde edilen doğru kongrüansına, normaller kongrüansı 
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denir. Bundan dolayı normaller kongrüansı, doğru kongrüanslarının özel bir sınıfını 

oluşturur. Ayrıca normaller kongrüansları yüzeylerin klasik diferansiyel geometrisinde 

önemli rol oynarlar (Öztürk, 2011). 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

Dual sayılar 19. Yy da Clifford tarafından bulunmuş ve kinematik uygulamaları 

daha sonra Study ve Kotelnikov tarafından genelleştirilmiştir. Ayrıca dual sayılar cebiri 

ve dönüşüm uygulamaları Müller (1963), Köse (1974), Bottema ve Roth (1979) 

çalışmalarında kullanılmıştır  (Sarıoğlu,2003). 

Doğru kongrüansları üzerine ilk çalışma Kummer in “Allgemeine Theorie der 

Grandlinigen Strahen System” isimli kitabında verilmiştir. Diğer yandan doğrularla bir 

yüzeyi diğer bir yüzeye dönüştürmek için kullanılan klasik metotlarda doğru kongrüansı 

kullanılmaktadır (Blaschke 1945). 1875 yıllarında Backlund and Bianchi böyle bir 

dönüşümü doğru kongrüansları ile vermiştir ve buna Backlund Dönüşümü denilmiştir 

(Öztürk, 2011). 

Regle yüzeyler ve doğru kongrüansları dual S2  küresi üzerinde birim dual eğriye 

karşılık gelir. (Guegenheimer, 1977). Böylece bir doğrusal yüzeyin oluşturulması, 

karşılık gelen birim dual kürenin bulunması problemine dönüşür. Minkowski uzay zaman 

geometrisinin zamanla gelişimi ile Study teoremi ile 3- boyutlu  dual uzay ve timelike ya 

da spacelike doğrular kümesi arasında da birebir eşleşme ifade edildi. Böylece   𝑅ଵ
ଷ , 3 

boyutlu Minkowski uzayındaki timelike yönlenmiş doğrular ile 3- boyutlu Lorentz 

uzayında 𝐻଴
ଶ birim hiperbolik küre yüzeyi üzerindeki noktalar arasında da bir eşleşme var 

olduğu (Uğurlu ve Çalışkan, 1996) da gösterilmiş oldu (Kazaz ve ark. 2008). 

Regle yüzeyler matematik alanının dışında mekanik, robotik ve diğer bazı endüstri 

alanlarında da tasarım amacıyla kullanılmaktadır. Bu sebeple, makine mühendisleri, 

bilgisayar bilimciler vb. alanlardaki bilim adamları bu yüzeyleri incelemişlerdir.  

Bunların bazıları bu yüzeylerin diferansiyel geometrik özelliklerini incelerken diğerleri 

de uygun bir gösterimini araştırmıştır. 

Regle yüzeyler ve doğru kongrüansları ile ilgili olarak J. Hoschek (1973), bu 

yüzeyleri sınıflandırmak için bu yüzeylere ait integral invaryantları tanımlamıştır. Gürsoy 

(1979) çalışmada dual uzayda 1- parametreli kapalı küresel eğriler için bir integral 

invaryant olan dual açılım açısını tanımlamıştır. Böylece bu kapalı eğriler üzerinde 

Holditch teoremi ve bu kapalı eğrilerin sınırladığı bölgenin alanının dual açılım açısı ile 

ilişkileri ve bu ilişkilerin reel büyüklüklerle karşılığı (Gürsoy 1990a, 1990b) ile (Abdel-

Baky ve Hacısalihoğlu, 1998) de çalışılmıştır. (Eralp, 2009). Doğru kongrüansları ile 

daha spesifik çalışmaları Hacısalihoğlu (1983), Öztürk (2011), Taş (2016), Yılmaz A. 

(2018) vermişlerdir.  
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Bilgisayar destekli tasarımda önemli bir kavram olan Bezier eğrileriyle pek çok 

çalışma yapılmıştır. Örnek birkaç çalışmayı ifade etmek gerekirse, Samancı, Çelik ve 

İncesu (2015), Evren (2020), Samancı (2018), Farouki, Szafran ve Biard, (2009); 

Hoschek, (1992); Incesu ve Gursoy, (2004); İncesu, (2003); Juhász, (1999); Liu, ve Wang 

(2002); Piegl ve Tiller, (1999) Kılıçoğlu ve Şenyurt (2020) bunlardan bir kaçıdır. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1 Temel Tanım ve Teoremler 

E2 iki boyutlu Öklid uzayında 𝐴 = (𝑎ଵ, 𝑎ଶ) ve 𝐵 = (𝑏ଵ, 𝑏ଶ) olmak üzere toplama 

ve çarpma işlemleri aşağıdaki gibi tanımlansın: 

+: 𝐸ଶ × 𝐸ଶ → 𝐸ଶ

(𝐴, 𝐵) ⇢ 𝐴 + 𝐵 = (𝑎ଵ + 𝑏ଵ, 𝑎ଶ + 𝑏ଶ)
 

. : 𝐸ଶ × 𝐸ଶ → 𝐸ଶ

(𝐴, 𝐵) ⇢ 𝐴. 𝐵 = (𝑎ଵ𝑏ଵ, 𝑎ଵ𝑏ଶ + 𝑎ଶ𝑏ଵ)
 

E2  kümesi bu işlemler altında dual sayılar kümesi olarak tanımlanır ve  𝔻 ile 

gösterilir.  𝐴 = (𝑎, 𝑎∗) ∈ 𝔻  keyfi elemanı  

                               𝐴 = 𝑎(1,0) + 𝑎∗(0,1)       

Biçiminde yazılabilir. Burada (1,0) elemanına reel birim, (0,1) elemanına da dual 

birim denir ve dual birim 𝜀 ile gösterilir.  Açıkça görülebilir ki 𝜀ଶ = 0 dır. Keyfi  (𝑟, 0) 

elemanı 𝑟 ∈ 𝑅 elemanına izomorftur. Böylece  𝐴 = (𝑎, 𝑎∗) dual eleman 𝑎, 𝑎∗ ∈ 𝑅 olmak 

üzere 𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗ biçiminde gösterilebilir. Eğer  𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗ dual sayısı verildiğinde a  

ve  𝑎∗ sayılarına A nın sırasıyla reel ve dual kısmı diye adlandırılır. Bir  𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗ dual 

sayısının eşleniği 𝐴̅ = 𝑎 − 𝜀𝑎∗  sayısıdır.  

𝑈௜ ∈ 𝔻 olmak üzere Bir 𝑈෡ = (𝑈ଵ, 𝑈ଶ, 𝑈ଷ) ∈ 𝔻ଷ  vektörüne dual vektör denir.  

𝑈෡ = 𝑈 + 𝜀𝑈∗ ve 𝑉෠ = 𝑉 + 𝜀𝑉∗  dual vektörleri için iç çarpım  

〈𝑈෡, 𝑉෠〉 = 〈𝑈, 𝑉〉 + 𝜀(〈𝑈∗, 𝑉〉 + 〈𝑈, 𝑉∗〉) 

biçiminde tanımlanır buna göre ve reel kısmı sıfırdan farklı olan (𝑈 ≠ 0) bir 𝑈෡ = 𝑈 +

𝜀𝑈∗  dual vektörün normu da   

 ฮ𝑈෡ฮ = ඥ〈𝑈෡, 𝑈෡〉 = ඥ〈𝑈, 𝑈〉 + 2𝜀〈𝑈, 𝑈∗〉 = ‖𝑈‖ + 𝜀
〈௎,௎∗〉

‖௎‖
= 𝑢 + 𝜀𝑢∗ ∈ 𝐷   

biçimindedir. (Hacısalihoğlu,1983).   

Birim dual küre üzerindeki her bir  𝑈ෙ = 𝑈̇ + 𝜀𝑈̇∗ (𝑈 ≠ 0) vektörü R3 de 

yönlenmiş bir doğruya bire bir olarak karşılık gelmektedir. (Hacısalihoğlu,1983)  

Bu bölümdeki tanım ve teoremlerin bir çoğu (Yılmaz A.,2018) den alınmıştır. 
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3.1.1 Yüzey 

  Eğer  𝑟௨ ∧ 𝑟௩ ≠ 0 olacak şekilde, 𝑆 ⊂ 𝑅𝟛 kümesinin bir alt kümesi için  

𝑟: 𝑈 ⊂ 𝑅𝟚 ⟶ 𝑆 ⊂ 𝑅𝟛 

şeklinde tanımlanmış, diferansiyellenebilir ve birebir bir fonksiyon varsa bu fonksiyona 

𝑆’nin düzgün bir parametrizasyonu denir.  

Ayrıca 𝑟ିଵ: 𝑟(𝑈) → 𝑈 fonksiyonu sürekli olduğunda ve 𝑆 ⊂ 𝑅𝟛 kümesinin her 

noktasının, böyle bir düzgün parametrizasyonla örtülebilen bir komşuluğu varsa, 𝑆 

kümesine R𝟛 içinde bir yüzey adı verilir (Shifrin, 2011). 

3.1.2 Yüzeyin Birim Normal Vektörü 

Eğer S kümesi R𝟛 içinde bir yüzeyse ve 𝑅 = 𝑟(𝑢଴, 𝑣଴) ∈ 𝑆 olacak şekilde  

𝑟: 𝑈 ⊂ 𝑅𝟚 ⟶ 𝑆 ⊂ 𝑅𝟛 

şeklinde düzgün bir parametrizasyon tanımlıysa, bu durumda 𝑟௨ ve 𝑟௩ vektörleri, 𝑅 

noktasında yüzeye teğet olan 𝑇ோ(𝑆) düzlemini oluşturur. Bu teğet düzleme dik olan ve 

aşağıda verilen vektör  

𝑼 =
𝑟௨ ∧ 𝑟௩

‖𝑟௨ ∧ 𝑟௩‖
 

birim vektördür ve bu vektöre yüzeyin birim normal vektörü adı verilir (Shifrin, 2011). 

3.1.3 Darboux Çatısı 

M düzgün bir yüzey ve 𝛼: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝑀 düzgün parametrizasyonlu birim hızda bir 

eğri olsun. Eğrinin teğet vektör alanı 𝑇 = 𝛼ᇱ(𝑠) ile gösterilsin. Ayrıca U, M yüzeyinin 

birim normal vektörü olmak üzere,  

{𝑇, 𝑈, 𝐵 =  𝑇 ∧ 𝑈} 

kümesi Darboux çerçevesi olarak tanımlanır. α eğrisi boyunca Darboux çatısı için türev 

formülleri aşağıdaki gibidir: 

 

Burada: 

 Κg: Geodezik eğrilik, 

 Κn: Normal eğrilik, 

 Τg: Geodezik burulma 
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İfadeleridir. Ayrıca, α eğrisinin geodezik eğriliği κg aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

𝜅௚  =  ⟨𝑈 ∧ 𝑇, 𝑇′ ⟩ 

Özel Durumlar: 

1. Eğri, yüzey üzerinde asimptotikse: κn = 0 olur. 

2. Eğri, yüzey üzerinde geodezikse: κg = 0 olur. 

3. Eğri, yüzeyin eğrilik çizgisi ise: τg = 0 olur (O’Neill, 1996). 

3.1.4  Doğrultman Vektörü 

Parametrik doğrulardan oluşan bir aileyi içeren yüzeyler, regle yüzey olarak 

adlandırılır. Regle yüzeyler genel olarak şu şekilde ifade edilir: 

𝑋(𝑠, 𝑣) = 𝜎(𝑠) + 𝑣 𝛽(𝑠) 

Burada, σ(s) ifadesi yüzeyin dayanak eğrisini temsil ederken, β(s) vektörü ise σ(s) 

noktasındaki yüzeyin doğrultman vektörü olarak adlandırılır (Gray, 2006). 

3.1.5 Özel Regle yüzeyler 

𝑀 ⊂ 𝐸ଷ bir yüzey ve σ: I ⊂ R → E diferansiyellenebilir düzgün bir eğri olsun. Bu 

eğrinin Frenet çatısı  {𝑇ఙ, 𝑁ఙ , 𝐵ఙ, 𝑘ఙ , 𝜏ఙ} Buna göre: 

1. Eğer regle yüzey aşağıdaki biçimde verilmişse  

𝑋(𝑠, 𝑣) = 𝜎(𝑠) + 𝑣𝑇ఙ(𝑠) 

bu yüzeye M’ye teğet regle yüzey denir. 

2. Eğer regle yüzey aşağıdaki şekilde tanımlanırsa 

𝑋(𝑠, 𝑣) = 𝜎(𝑠) + 𝑣𝑁ఙ(𝑠) 

bu yüzeye M’ye normal yüzey adı verilir. 

3. Eğer regle yüzeyin parametreleştirmesi 

𝑋(𝑠, 𝑣) = 𝜎(𝑠) + 𝑣𝐵ఙ(𝑠) 

şeklinde yapılmışsa, bu durumda M’ye binormal yüzey denir. 

4. Sabit bir q ∈ E3 vektörü için, eğer regle yüzey 

𝑋(𝑠, 𝑣) = 𝜎(𝑠) + 𝑣𝑞 

biçiminde ifade ediliyorsa bu yüzey M, silindirik yüzey olarak adlandırılır. 
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5. Sabit bir p ∈ E3 noktası için, regle yüzey 

𝑋(𝑠, 𝑣) = 𝑝 + 𝑣𝛽(𝑠) 

biçiminde ifade ediliyorsa bu yüzey M, koni yüzeyi olarak adlandırılır. 

3.1.6 Boğaz Noktası 

 Bir regle yüzeyin X (s, v) parametreleştirmesinde, ardışık iki doğrultmanın ortak 

dikmesinin esas doğrultu üzerindeki izdüşümüne boğaz (striksiyon) noktası adı verilir 

(Hacısalihioğlu, 2000). 

3.1.7 Yüzeyin Boğaz Eğrisi 

Bir regle yüzeyin X (s, v) parametreleştirmesinde, ana doğru boyunca yüzeyin 

oluşumu sırasında boğaz noktalarının geometrik yerini gösteren eğriye yüzeyin boğaz 

eğrisi denir (Hacısalihioğlu, 2000). 

𝜎(𝑠) = 𝛼(𝑠) + 𝑣𝛽(𝑠) (3.1.) 

şeklinde yazılabilir. Burada α(s) dayanak eğrisinin yer vektörü, β(s) ise doğrultu 

vektörüdür. 

Şimdi X (s, v) regle yüzeyinde σ (s) ve σ (s) + dσ (s) olmak üzere iki komşu noktayı 

ele alalım. Bu iki noktanın doğrultuları üzerinde ayakları olan P ve Q noktaları alınsın. P 

ve Q arasındaki ortak dikme PQ ile gösterilsin. Eğer PQ doğrusu, boğaz eğrisine teğet 

olursa, aşağıdaki koşul sağlanır: 

⟨𝛽ᇱ(𝑠), 𝑃𝑄⟩ = 0, ⟨𝛽(𝑠) + 𝛽ᇱ(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑃𝑄⟩ ≥ 0 

Bundan hareketle şu eşitlik elde edilir: 

⟨𝛽ᇱ(𝑠), 𝑇ఙ⟩ = 0, ⟨𝛽(𝑠), 𝑇ఙ⟩ + ർ𝛽ᇱ(𝑠),
𝑑𝛼

𝑑𝑠
඀ = 0 

Sonuç olarak, boğaz eğrisinin parametre değeri 

𝑣 = −
⟨𝑇ఙ, 𝛽ᇱ(𝑠)⟩

⟨𝛽ᇱ(𝑠), 𝛽ᇱ(𝑠)⟩
 

şeklinde bulunur. Bu değerin (3.1.) denkleminde yerine yazılmasıyla 

𝜎(𝑠) = 𝛼(𝑠) −
⟨𝑇ఙ , 𝛽ᇱ(𝑠)⟩

⟨𝛽ᇱ(𝑠), 𝛽ᇱ(𝑠)⟩
 𝛽(𝑠) 

elde edilir. Böylece boğaz eğrisinin parametrik ifadesi ortaya konmuş olur. 

3.1.8 Doğru Kongrüansı 

 𝑌(𝑢, 𝑣, 𝑤): 𝑈 × 𝑅 → 𝐸ଷ,  (𝑢, 𝑣, 𝑤) ↦ 𝑌(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝑥(𝑣, 𝑤) + 𝑢𝑑(𝑣, 𝑤) 
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dönüşümüyle tanımlanan E3 uzayında elde edilen Y (u, v, w) ailesine kongrüans adı verilir. 

Burada Y (u, v, w) bir doğru ailesini belirtmektedir. Dolayısıyla, E3’te iki bağımsız 

parametreye bağlı doğru ailesi bir doğru kongrüansı olarak adlandırılır. 

Bu durumda x (v, w) kongrüanstaki doğruların kesiştiği taban yüzeyini 𝑥(𝑈) gösterir. 

Ayrıca 

𝑑: 𝑈 ⊂ 𝑅𝟚 ⟶ 𝐸ଷ 

dönüşümü ile tanımlanan d ( v, w ) kongrüansın ana doğrularının birim yön vektörlerinden 

oluşan bir aileyi temsil eder. Parametre uuu ise, taban yüzeyindeki 𝑥(𝑈) noktası ile doğru 

üzerindeki Y (u, v, w) noktası arasındaki uzaklığı belirtir (Biran, 1970) 

 Y (u, v, w) doğru kongrüansı için: 

i. Eğer d (v, w) sabit bir vektör ise, Y (u, v, w) doğru kongrüansını oluşturan doğrular 

paralel olur. 

ii. Eğer d (v, w) sabit değilse, bu durumda Y (u, v, w) doğru kongrüansındaki doğrular 

paralel değildir (Öztürk, 2011). 

3.1.9 Kapalı Regle Yüzeyin Açılım Uzunluğu 

𝑌(𝑢, 𝑣, 𝑤): 𝑈 × 𝑅 → 𝐸ଷ,  (𝑢, 𝑣, 𝑤) ↦ 𝑌(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝑥(𝑣, 𝑤) + 𝑢𝑑(𝑣, 𝑤) 

dönüşümüyle verilen doğru kongrüansında, taban yüzeyi 𝑥(𝑈)’nün birim normal vektörü 

n (v, w) olmak üzere: 

i) Eğer ∀(𝑣, 𝑤) ∈ 𝑈 ൴ç൴n 𝑑(𝑣, 𝑤) = 𝑛(𝑣, 𝑤) ൴se 𝑌(𝑢, 𝑣, 𝑤) kongrüansının 

ortogonal yörünge eğrisi, kongrüans ekseni 𝑛(𝑣, 𝑤)’yi dik kesen bir eğridir. Bu durumda, 

taban yüzeyi 𝑥(𝑈) üzerindeki kapalı bir 𝜑(𝑣, 𝑤) eğrisi boyunca hesaplanan uzunluk, 

kapalı regle yüzeyin açılım uzunluğu 

𝑙 = න ⟨𝜑(𝑣, 𝑤), 𝑛(𝑣, 𝑤)⟩
ఝ

 

olarak tanımlanır. 

  ii) Eğer ∀(𝑣, 𝑤) ∈ 𝑈 ൴ç൴n 𝑑(𝑣, 𝑤) ≠ 𝑛(𝑣, 𝑤) için olursa, 

𝑌(𝑢, 𝑣, 𝑤) kongrüansının ortogonal yörünge eğrisi bu kez kongrüans ekseni 𝑛(𝑣, 𝑤)’yi 

dik keser. Aynı şekilde, taban yüzeyi 𝑥(𝑈)  üzerindeki kapalı bir 𝜑(𝑣, 𝑤)  eğrisi boyunca 

elde edilen uzunluk yine kapalı regle yüzeyin açılım uzunluğunu verir ve şu şekilde 

tanımlanır: 

ℓ = න ⟨𝜑(𝑣, 𝑤), 𝑑(𝑣, 𝑤)⟩
ఝ

 

(Öztürk, 2011). 
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3.1.10 Kapalı Regle Yüzeyin Açılım Açısı 

 𝑌(𝑢, 𝑣, 𝑤): 𝑈 × 𝑅 → 𝐸ଷ,  (𝑢, 𝑣, 𝑤) ↦ 𝑌(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝑥(𝑣, 𝑤) + 𝑢𝑑(𝑣, 𝑤) 

dönüşümüyle verilen doğru kongrüansında, taban yüzeyi 𝑥(𝑈)’nün birim normal vektörü 

𝑛(𝑣, 𝑤) olmak üzere: 

i) ∀(𝑣, 𝑤) ∈ 𝑈 ൴ç൴n 𝑑(𝑣, 𝑤) = 𝑛(𝑣, 𝑤) olduğunda, 𝑌(𝑢, 𝑣, 𝑤) kongrüansı taban 

yüzeyi 𝑥(𝑈) üzerinde tanımlanmış parametre eğrilerinden bir eğrilik doğrusu oluşturur. 

Bu durumda kongrüansın açılım açısı, taban yüzeyi 𝑥(𝑈) üzerinde tanımlı kapalı bir 

𝜑(𝑣, 𝑤) eğrisi boyunca elde edilen kapalı regle yüzeyin açılım açısıdır ve şu şekilde 

tanımlanır: 

𝜌 = − න det[𝜕𝑥, 𝜕ଶ𝑥, 𝑛]
ఝ

 

ii) ∀(𝑣, 𝑤) ∈ 𝑈 ൴ç൴n 𝑑(𝑣, 𝑤) ≠ 𝑛(𝑣, 𝑤) olduğunda, 𝑌(𝑢, 𝑣, 𝑤) kongrüansının 

açılım açısı, ana doğrularının birim yön vektörü 𝑑(𝑣, 𝑤) olan doğruların, kongrüansın 

ekseni boyunca bir periyot sonra ilk konumuna göre yaptığı açı olarak tanımlanır. Bu 

durumda açılım açısı: 

𝜌 = − න det[𝜕𝑥, 𝜕ଶ𝑥, 𝑑]
ఝ

 

şeklinde ifade edilir (Öztürk, 2011). 

3.1.11  Kongrüansın Boğaz Yüzeyi 

𝑌(𝑢, 𝑣, 𝑤): 𝑈 × 𝑅 → 𝐸ଷ,  (𝑢, 𝑣, 𝑤) ↦ 𝑌(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝑥(𝑣, 𝑤) + 𝑢𝑑(𝑣, 𝑤) 

şeklinde verilen, paralel olmayan bir doğru kongrüansında 

⟨𝜕𝛼(𝑣, 𝑤), 𝜕𝑑(𝑣, 𝑤)⟩ = 0 

koşulunu sağlayan bir α = (v, w) yüzeyi vardır. Bu durumda doğru kongrüansı yeniden 

parametrelenerek 

𝑌(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝛼(𝑣, 𝑤) + 𝑢𝑑(𝑣, 𝑤) 

şeklinde yazılabilir. Burada α (v, w) yüzeyine, 𝑌(𝑢, 𝑣, 𝑤) kongrüansının boğaz yüzeyi adı 

verilir. Bu yüzey şu şekilde ifade edilir: 

𝛼(𝑣, 𝑤) = 𝑥(𝑣, 𝑤) −
⟨𝜕𝑥(𝑣, 𝑤), 𝜕𝑑(𝑣, 𝑤)⟩

|𝑑(𝑣, 𝑤)|ଶ
 𝑑(𝑣, 𝑤) 

(Öztürk, 2011). 
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3.1.12 Doğru Kongrüansın Dağılma Parametrisi  

𝑌(𝑢, 𝑣, 𝑤) taban yüzeyi boğaz yüzeyi olan, paralel olmayan bir doğru kongrüansı 

olsun. Bu doğru kongrüansının dağılma parametresi şu şekilde tanımlanır: 

𝜌(𝑣, 𝑤) =
⟨𝜕𝛼(𝑣, 𝑤) ∧ 𝑑(𝑣, 𝑤),  𝜕𝑑(𝑣, 𝑤)⟩

|𝑑(𝑣, 𝑤)|ଶ
=

𝑑𝑒𝑡 ൫𝜕𝛼(𝑣, 𝑤),  𝑑(𝑣, 𝑤),  𝜕𝑑(𝑣, 𝑤)൯

|𝑑(𝑣, 𝑤)|ଶ
 

(Öztürk, 2011). 
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4. ARAŞTIRMA SONUÇLARI ve TARTIŞMA 

 Bu tezde genel formatı  

            𝑋(𝑡, 𝑣, 𝑤) = 𝛼(𝑡, 𝑣) + 𝑤𝛽(𝑡, 𝑣)    (1) 

biçiminde verilen bir doğru kongrüansında dayanak yüzeyi 𝛼(𝑡, 𝑣) ve doğrultman vektörü   

𝛽(𝑡, 𝑣)   nin özel durumları ile küresel dual eğrilerin özel hallerine ait doğru kongrüansları 

ele alınacaktır. 

4.1 Dayanak Yüzeyi için Özel Koşullar 

  4.1.1. Dayanak Yüzeyi 𝜶(𝒕, 𝒗) nin (n,m) tipli bir Bezier Yüzeyi Olması ve 𝜷(𝒕, 𝒗) 

nin de Bu Yüzeyin Normal Vektörü Olması Durumu  

Bu durumda 𝛼(𝑡, 𝑣) dayanak yüzeyi kontrol noktaları  

൥
𝑃଴଴ ⋯ 𝑃௡଴

⋮ ⋱ ⋮
𝑃଴௠ ⋯ 𝑃௡௠

൩ 

biçiminde verilen bir Bezier yüzeyi olsun. Buna göre 

                   𝛼(𝑡, 𝑣) = ∑ ∑ 𝑃௜௝ . 𝐵௜
௡(𝑡)𝐵௝

௠(𝑣)௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  (2) 

Olsun. Bu yüzeyin herhangi bir (𝑡, 𝑣) noktasındaki normal vektörü de  

                  𝛽(𝑡, 𝑣) = 𝑁(𝑡, 𝑣) =
ఈ೟(௧,௩)×ఈೡ(௧,௩)

‖ఈ೟(௧,௩)×ఈೡ(௧,௩)‖
 (3) 

olur. Bezier yüzeylerinde kısmi türev ifadeleri dikkate alındığında (3) ifadesi  

                  𝛽(𝑡, 𝑣) =
ൣ∑ ∑ 𝑃𝑖𝑗

(1,0).𝐵𝑖
𝑛−1(𝑡)𝐵𝑗

𝑚(𝑣)𝑚
𝑗=0

𝑛−1
𝑖=0 ൧×ൣ∑ ∑ 𝑃𝑖𝑗

(0,1)𝐵𝑖
𝑛(𝑡)𝐵𝑗

𝑚−1(𝑣)𝑚−1
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 ൧

ฮൣ∑ ∑ 𝑃𝑖𝑗
(1,0).𝐵𝑖

𝑛−1(𝑡)𝐵𝑗
𝑚(𝑣)𝑚

𝑗=0
𝑛−1
𝑖=0 ൧×ൣ∑ ∑ 𝑃𝑖𝑗

(0,1)𝐵𝑖
𝑛(𝑡)𝐵𝑗

𝑚−1(𝑣)𝑚−1
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 ൧ฮ

 (4) 

olur. Buna göre (1) kongrüansı için şu teorem verilebilir: 

Teorem 4.1:  𝛼(𝑡, 𝑣) dayanak yüzeyi kontrol noktaları {𝑃଴଴, . . , 𝑃௡଴, . . , 𝑃଴௠, . . 𝑃௡௠} 

biçiminde verilen bir Bezier yüzeyi ve 𝛽(𝑡, 𝑣) doğrultmanı da bu yüzeyin normal vektörü 

olan bir doğru kongrüansı verilsin.  Yani (2) ve (4) sağlayan (1) kongrüansı verilsin. Buna 

göre  
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a) 𝑡 = 0, 𝑣 = 0 𝑖ç𝑖𝑛   𝑋(0,0, 𝑤) = 𝑃଴଴ + 𝑤
∆೔௉బబ×∆ೕ௉బబ

ฮ∆೔௉బబ×∆ೕ௉బబฮ
 

b) 𝑡 = 0, 𝑣 = 1 𝑖ç𝑖𝑛   𝑋(0,1, 𝑤) = 𝑃଴௠ + 𝑤
∆೔௉బబ×∆ೕ௉బ(೘షభ)

ฮ∆೔௉బబ×∆ೕ௉బ(೘షభ)ฮ
 

c) 𝑡 = 1, 𝑣 = 0 𝑖ç𝑖𝑛   𝑋(1,0, 𝑤) = 𝑃௡଴ + 𝑤
∆೔௉(೙షభ)బ×∆ೕ௉బబ

ฮ∆೔௉(೙షభ)బ×∆ೕ௉బబฮ
 

d) 𝑡 = 1, 𝑣 = 1 𝑖ç𝑖𝑛   𝑋(1,1, 𝑤) = 𝑃௡௠ + 𝑤
∆೔௉(೙షభ)೘×∆ೕ௉೙(೘షభ)

ฮ∆೔௉(೙షభ)೘×∆ೕ௉೙(೘షభ)ฮ
 

dır. Burada  ∆௜𝑃௜௝ = 𝑃(௜ାଵ)௝ − 𝑃௜௝   ve  ∆௝𝑃௜௝ = 𝑃௜(௝ାଵ) − 𝑃௜௝ dir.  

İspat: Bezier yüzeylerinde son nokta interpolasyon ve son nokta teğet özellikleri 

dikkate alınarak kolayca bulunacaktır. İlgili özellikler için (İncesu, 2003) incelenebilir. 

4.1.2 Dayanak Yüzeyi (n,m) tipli bir Bezier Yüzeyi Olan Doğru Kongrüansında De 

Casteljau Algoritması   

Kontrol noktaları ൛𝑃௜௝ൟ i = 0,…,n , j = 0,…, m olan bir Bezier yüzeyi verilsin. 

Yüzeyin herhangi bir (𝑡଴, 𝑣଴) noktasındaki değerini, yüzey üzerindeki koordinat 

eğrilerini bulmak ya da bu eğrilerin yüzeyi ayırdığı alt yüzeyleri elde edebilmek için 

yüzeyin kontrol noktalarına de Casteljau algoritması uygulanır.    𝑡଴, 𝑣଴ ∈ [0,1]  olsun.  

Önce 𝑡଴ ∈ [0,1] için  𝛼(𝑡଴, 𝑣) koordinat eğrisini ve bu eğrinin yüzeyi ayırdığı iki ayrı 

Bezier yüzeyini bulalım. Bunun için her bir j değerine karşılık gelen kontrol noktalarına 

ayrı ayrı de Casteljau algoritması uygulanır. j = 0 için kontrol noktaları  

{𝑃଴଴, 𝑃ଵ଴, 𝑃ଶ଴ … , 𝑃௡଴} dır. Bu mnoktalara ve diğer j değerlerine karşılık gelen noktalara 

algoritmayı uygularsak, 

𝑗 = 0 →          

𝑃଴଴
଴ 𝑃ଵ଴

଴ ⋯ ⋯ 𝑃௡଴
଴

𝑃଴଴
ଵ 𝑃ଵ଴

ଵ ⋯ 𝑃(௡ିଵ)଴
ଵ

⋮
𝑃଴଴

௡
⋮

 

benzer şekilde  

𝑗 = 1 →          

𝑃଴ଵ
଴ 𝑃ଵଵ

଴ ⋯ ⋯ 𝑃௡ଵ
଴

𝑃଴ଵ
ଵ 𝑃ଵଵ

ଵ ⋯ 𝑃(௡ିଵ)ଵ
ଵ

⋮
𝑃଴ଵ

௡
⋮

  , 

I 

I
I 
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… 

𝑗 = 𝑚 →          

𝑃଴௠
଴ 𝑃ଵ௠

଴ ⋯ ⋯ 𝑃௡௠
଴

𝑃଴௠
ଵ 𝑃ଵ௠

ଵ ⋯ 𝑃(௡ିଵ)௠
ଵ

⋮
𝑃଴௠

௡
⋮

  , 

Bulunur. Burada uygulanacak olan algoritma  

                𝑃௜௝
௞ = 𝑃௜௝

௞௧ = (1 − 𝑡଴)𝑃௜௝
௞ିଵ + 𝑡଴𝑃௜(௝ାଵ)

௞ିଵ  (5) 

dır ve 𝑃௜௝
଴ = 𝑃௜௝ dir.  

Bu algoritma ile 𝛼(𝑡, 𝑣) Bezier yüzeyi üzerinde 𝑡 = 𝑡଴  sabit tutulup 𝑣 boyunca 

alınacak 𝛼(𝑡଴, 𝑣)  eğrisi yine bir Bezier eğrisidir. Bu eğrinin kontrol noktaları  

൛ 𝑃଴଴
௡௧ , 𝑃଴ଵ

௡௧ , 𝑃଴ଶ
௡௧ , … , 𝑃଴௠

௡௧ ൟ 

dir. Açıktır ki de Casteljau algoritması ile 𝛼(𝑡଴, 𝑣)  koordinat eğrisi, 𝛼(𝑡, 𝑣) Bezier 

yüzeyini iki ayrı Bezier yüzeyine ayıracaktır. Bu Bezier yüzeylerinin kontrol noktaları 

yukarıdaki algoritmada I yönündeki noktalar birinci yüzeyini; II yönündeki noktalar da 

ikinci Bezier yüzeyini oluşturacaktır. (şekil 1) Buna göre elde edilecek Bezier 

yüzeylerinin kontrol noktaları  

I yüzeyi:                         

𝑃଴଴
଴ 𝑃଴଴

ଵ … 𝑃଴଴
௡

𝑃଴ଵ
଴ 𝑃଴ଵ

ଵ ⋯ 𝑃଴ଵ
௡

⋮
𝑃଴௠

଴
⋮

𝑃଴௠
ଵ

⋱
…

⋮
𝑃଴௠

௡

 

Ve  

II yüzeyi:                        

𝑃଴଴
௡ 𝑃ଵ଴

௡ିଵ
… 𝑃௡଴

଴

𝑃଴ଵ
௡ 𝑃ଵଵ

௡ିଵ
⋯ 𝑃௡ଵ

଴

⋮
𝑃଴௠

௡
⋮

𝑃ଵ௠
௡ିଵ

⋱
…

⋮
𝑃௡௠

଴

 

olur.  Şimdi her iki yüzeye de 𝑣଴  noktasında tekrar bir de Casteljau algoritması 

uygularsak bu defa dört ayrı Bezier yüzeyi elde edilecektir. Her bir i değeri için bu 

algoritmayı uygulayalım: 
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I yüzeyi için: 

𝑖 = 0 →          

൫𝑃଴଴
଴൯

଴
൫𝑃଴ଵ

଴൯
଴

⋯ ⋯ ൫𝑃଴௠
଴൯

଴

൫𝑃଴଴
଴൯

ଵ
൫𝑃଴ଵ

଴൯
ଵ

⋯ ൫𝑃଴(௠ିଵ)
଴൯

ଵ

⋮

൫𝑃଴଴
଴൯

௠
⋮

= 𝑃଴଴
଴,௠௩

 

benzer şekilde  

𝑖 = 1 →          

൫𝑃଴଴
ଵ൯

଴
൫𝑃଴ଵ

ଵ൯
଴

⋯ ⋯ ൫𝑃଴௠
ଵ൯

଴

൫𝑃଴଴
ଵ൯

ଵ
൫𝑃଴ଵ

ଵ൯
ଵ

⋯ ൫𝑃଴(௠ିଵ)
ଵ൯

ଵ

⋮

൫𝑃଴଴
ଵ൯

௠
⋮

= 𝑃଴଴
ଵ,௠௩

 

⋮  

𝑖 = 𝑛 →          

(𝑃଴଴
௡)଴ (𝑃଴ଵ

௡)଴ ⋯ ⋯ (𝑃଴௠
௡)଴

(𝑃଴଴
௡)ଵ (𝑃଴ଵ

௡)ଵ ⋯ ൫𝑃଴(௠ିଵ)
௡൯

ଵ

⋮
(𝑃଴଴

௡)௠
⋮

= 𝑃଴଴
௡,௠௩

 

II yüzeyi için: 

𝑖 = 0 →          

(𝑃଴଴
௡)଴ (𝑃଴ଵ

௡)଴ ⋯ ⋯ (𝑃଴௠
௡)଴

(𝑃଴଴
௡)ଵ (𝑃଴ଵ

௡)ଵ ⋯ ൫𝑃଴(௠ିଵ)
௡൯

ଵ

⋮
(𝑃଴଴

௡)௠
⋮

= 𝑃଴଴
௡,௠௩

 

benzer şekilde  

𝑖 = 1 →          

൫𝑃ଵ଴
௡ିଵ൯

଴
൫𝑃ଵଵ

௡ିଵ൯
଴

⋯ ⋯ ൫𝑃ଵ௠
௡ିଵ൯

଴

൫𝑃ଵ଴
௡ିଵ൯

ଵ
൫𝑃ଵଵ

௡ିଵ൯
ଵ

⋯ ൫𝑃ଵ(௠ିଵ)
௡ିଵ൯

ଵ

⋮

൫𝑃ଵ଴
௡ିଵ൯

௠
⋮

= 𝑃ଵ଴
(௡ିଵ),௠௩

 

⋮  

1 
2 
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𝑖 = 𝑛 →          

൫𝑃௡଴
଴൯

଴
൫𝑃௡ଵ

଴൯
଴

⋯ ⋯ ൫𝑃௡௠
଴൯

଴

൫𝑃௡଴
଴൯

ଵ
൫𝑃௡ଵ

଴൯
ଵ

⋯ ൫𝑃௡(௠ିଵ)
଴൯

ଵ

⋮

൫𝑃௡଴
଴൯

௠
⋮

= 𝑃௡଴
଴,௠௩

 

Burada da yine 1 ve 2 yönündeki noktaları ayırırsak, bunlar sırasıyla 𝐼ଵ, 𝐼ଶ,  𝐼𝐼ଵ ve 

𝐼𝐼ଶ Bezier yüzeylerinin kontrol noktaları olacaktır. ൫𝑃௜௝
௞൯

௨
  ifadesini 𝑃௜௝

௞,௨௩   biçiminde 

gösterirsek, bu dört alt Bezier yüzeylerinin kontrol noktaları   

I1   yüzeyi:                       
𝑃଴଴

଴,଴௩ 𝑃଴଴
ଵ,଴௩ 𝑃଴଴

௡,଴௩

⋮ ⋮ ⋮
𝑃଴଴

଴,௠௩ 𝑃଴଴
ଵ,௠௩ 𝑃଴଴

௡,௠௩
 

I2 yüzeyi:                        
𝑃଴଴

଴,௠௩ 𝑃଴଴
ଵ,௠௩ 𝑃଴଴

௡,௠௩

⋮ ⋮ ⋮
𝑃଴௠

଴,଴௩ 𝑃଴௠
ଵ,଴௩ 𝑃଴௠

௡,଴௩
 

II1 yüzeyi:                      
𝑃଴଴

௡,଴௩ 𝑃ଵ଴
௡ିଵ,଴௩ 𝑃௡଴

଴,଴௩

⋮ ⋮ ⋮
𝑃଴଴

௡,௠௩ 𝑃ଵ଴
௡ିଵ,௠௩ 𝑃௡଴

଴,௠௩
 

ve  

II2 yüzeyi:                        
𝑃଴଴

௡,௠௩ 𝑃ଵ଴
௡ିଵ,௠௩ 𝑃௡଴

଴,௠௩

⋮ ⋮ ⋮
𝑃଴௠

௡,଴௩ 𝑃ଵ଴
௡ିଵ,଴௩ 𝑃௡௠

଴,଴௩
 

Olur. Buradaki algoritma da   

               𝑃௜௝
௞,௨௩ = ൫𝑃௜௝

௞൯
௨

= 𝑃௜௝
௞,௨ିଵ(1 − 𝑣଴) + 𝑃௜(௝ାଵ)

௞,௨ିଵ(𝑣଴)௩௩  (6) 

dır ve 𝑃௜௝
௞,଴௩   ifadesi de (5) teki gibi 𝑃௜௝

௞,଴௩ = 𝑃௜௝
௞௧ = 𝑃௜௝

௞  dir. Açıktır ki 𝛼(𝑡଴, 𝑣଴) noktası 

bu algoritmaya göre  

𝛼(𝑡଴, 𝑣଴) = 𝑃଴଴
௡,௠௩  (7) 

dir. 

Buna göre aşağıdaki teorem verilebilir: 
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Şekil 4.1 Bezier yüzeyinde Subdivision  

Teorem 4.2:  𝛼(𝑡, 𝑣) dayanak yüzeyi, kontrol noktaları  

൥
𝑃଴଴ ⋯ 𝑃௡଴

⋮ ⋱ ⋮
𝑃଴௠ ⋯ 𝑃௡௠

൩ 

biçiminde verilen bir Bezier yüzeyi ve 𝛽(𝑡, 𝑣) doğrultmanı da bu yüzeyin normal vektörü 

olan bir doğru kongrüansı verilsin.  Yani (2) ve (4) sağlayan (1) kongrüansı verilsin. Buna 

göre 𝑡଴, 𝑣଴ ∈ [0,1] için doğru kongrüansı 

𝑋(𝑡0, 𝑣0, 𝑤) = 𝑃00
𝑛,𝑚𝑣

+ 𝑤
∆௜ 𝑃00

𝑛,𝑚𝑣
× ∆௝ 𝑃00

𝑛,𝑚𝑣

ฮ∆௜ 𝑃00
𝑛,𝑚𝑣

× ∆௝ 𝑃00
𝑛,𝑚𝑣

ฮ
 

dir. Burada  

∆௜ 𝑃00
𝑛,𝑚𝑣

= 𝑃10
𝑛−1,𝑚𝑣

− 𝑃00
𝑛,𝑚𝑣

   ve  ∆௝ 𝑃00
𝑛,𝑚𝑣

= 𝑃01
𝑛,𝑚−1𝑣

− 𝑃00
𝑛,𝑚𝑣

  biçimindedir. 
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4.1.3 Dayanak Yüzeyi (n,m) tipli bir Bezier Yüzeyi Olan Doğru Kongrüansında 

Koordinat Regle Yüzeyler   

            𝑋(𝑡, 𝑣, 𝑤) = 𝛼(𝑡, 𝑣) + 𝑤𝛽(𝑡, 𝑣)     

biçiminde verilen bir doğru kongrüansında dayanak yüzeyi 𝛼(𝑡, 𝑣) , kontrol noktaları 

൛𝑃௜௝ൟ i = 0,…,n , j = 0,…, m olan bir Bezier yüzeyi ve doğrultmanı da . Yüzeyin normali 

olan doğru kongrüansı göz önüne alınsın. 𝑡଴, 𝑣଴ ∈ [0,1] olmak üzere 𝛼(𝑡଴, 𝑣) ve 𝛼(𝑡, 𝑣଴) 

eğrileri dayanak yüzeyi üzerinde alınan koordinat eğrileridir. 𝛼(𝑡, 𝑣) yüzeyi Bezier 

yüzeyi olduğundan bu koordinat eğrileri de birer Bezier eğrisidir. Buna göre 𝑋(𝑡଴, 𝑣, 𝑤) 

ve  𝑋(𝑡, 𝑣଴, 𝑤) regle yüzeyleri de koordinat regle yüzeyleridir.  

 

Şekil 4.2 Dayanak yüzeyi Bezier yüzeyi olan doğru kongrüansında koordinat regle 

yüzeyler  

𝛼(𝑡଴, 𝑣) ve 𝛼(𝑡, 𝑣଴) koordinat eğrilerinin kontrol noktaları sırasıyla, 

൛ 𝑃଴଴
௡௧ , 𝑃଴ଵ

௡௧ , 𝑃଴ଶ
௡௧ , … , 𝑃଴௠

௡௧ ൟ 

ve  

{ 𝑃଴଴
௠௩ , 𝑃ଵ଴

௠௩ , 𝑃ଶ଴
௠௩ , … , 𝑃௡଴

௠௩ } 

dir. Burada 𝑃௜௝
௡௧   ve 𝑃௜௝

௠௩  noktaları de Casteljau algoritması ile elde edilen noktalardır. 

Bu algaritmaya göre 

𝑃௜௝
௡௧ = (1 − 𝑡଴)𝑃௜௝

௡ିଵ + 𝑡଴𝑃௜(௝ାଵ)
௡ିଵ  
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ve 

𝑃௜௝
௠௩ = (1 − 𝑣଴)𝑃௜௝

௡ିଵ + 𝑣଴𝑃(௜ାଵ)௝
௡ିଵ  

dır.  

Doğru kongrüansının dayanak yüzeyi üzerindeki koordinat eğrileri tercih 

edildiğinde kongrüansın doğrultmanı olan yüzeye ait normal vektörü de koordinat 

eğrisinin Frenet çatısındaki normal vektörü konumunda olacaktır. O halde 𝛼 bir koordinat 

eğrisi ve 𝛽 da o eğrinin normali ise elde edilecek regle yüzeyler 

                𝑋(𝑡଴, 𝑣, 𝑤) = 𝛼(𝑣) + 𝑤𝛽(𝑣)      ve         𝑋(𝑡, 𝑣଴, 𝑤) = 𝛼(𝑡) + 𝑤𝛽(𝑡)  

Olur. Her iki durumda da ‖𝛼ᇱ‖ = 𝑟 olmak üzere 𝛽 = 𝑁 olduğundan ve  

 〈𝛼ᇱ, 𝛽ᇱ 〉 = 〈𝑟𝑇, −𝑟𝜅 T + rτB〉 = −𝑟ଶ𝜅   olacağından 𝛼 koordinat eğrilerinin aynı 

zamanda regle yüzeyin striksiyon eğrisi olmadığı görülür. Bu nedenle bu verilen 

koordinat eğrileri yardımıyla bir striksiyon eğrisi bulabiliriz. Bunun için eğrinin Frenet 

çatı ve türev formullerinden  

𝜎 = 𝛼 −
〈𝛼ᇱ, 𝛽ᇱ 〉

‖𝛽ᇱ‖ଶ
𝛽 

yani 

                                                          𝜎 = 𝛼 +
఑

఑మାఛమ
𝑁 (8) 

elde edilir.  

Kontrol noktaları {𝑏଴, … , 𝑏௡} olan bir 𝐵(𝑡) Bezier eğrisinde ( t ∈ [0,1] ) son nokta 

teğet özelliğine göre  𝐵(0) = 𝑏଴ ve 𝐵(1) = 𝑏௡ dir. Son nokta teğet özelliklerine göre de 

𝐵′(0) = 𝑛∆𝑏଴ ve 𝐵′(1) = 𝑛∆𝑏௡ିଵ dir. Burada ∆𝑏௜ = 𝑏௜ାଵ − 𝑏௜ dir. Bu özelliklere göre 

birim normal vektör 𝑁(0) =
∆௕భ

‖∆௕భ‖
csc 𝜑 −

∆௕బ

‖∆௕బ‖
cot 𝜑  dir. Burada 𝜑 açısı ∆𝑏଴ ile ∆𝑏ଵ 

arasındaki açıdır. Benzer şekilde 𝑁(1) =
∆௕೙షభ

‖∆௕೙షభ‖
cot 𝜓 −

∆௕೙షమ

‖∆௕೙షమ‖
csc 𝜓 dir. Burada da 𝜓 

açısı ∆𝑏௡ିଵ ile ∆𝑏௡ିଶ arasındaki açıdır.  (Samancı, Çelik, İncesu, 2015)  

Eğrilikler ise  𝜅(0) =
௡ିଵ

௡

‖ ∆௕బ×∆௕భ‖

‖ ∆௕బ‖య
  ve 𝜏(0) =

௡ିଶ

௡

ୢୣ୲ ( ∆௕బ,∆௕భ,∆௕మ) 

‖ ∆௕బ×∆௕భ‖మ
 dir. Benzer 
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şekilde 𝜅(1) =
௡ିଵ

௡

‖ ∆௕೙షభ×∆௕೙షమ‖

‖ ∆௕೙షభ‖య
   ve   𝜏(1) = −

௡ିଶ

௡

ୢୣ୲ ( ∆௕೙షభ,∆௕೙షమ,∆௕೙షయ) 

‖ ∆௕೙షభ×∆௕೙షమ‖మ
  dir. 

(Samancı, Çelik, İncesu, 2015)  

Şimdi yukarıdaki 𝛼 koordinat eğrisinin  t  yada v  ye bağlı olmasına göre son nokta 

teğet ve son nokta interpolasyon özellikleri kullanılarak aşağıdaki özellikler ifade 

edilebilir.  

Teorem 4.3:  𝑋(𝑡, 𝑣, 𝑤) = 𝛼(𝑡, 𝑣) + 𝑤𝛽(𝑡, 𝑣)  doğru kongrüansının dayanak 

yüzeyi, kontrol noktaları ൛𝑃௜௝ൟ i = 0,…,n , j = 0,…, m olan bir Bezier yüzeyi olsun. 𝑡଴, 𝑣଴ ∈

[0,1] olmak üzere bu yüzey üzerinde alınan 𝛼(𝑡଴, 𝑣) ve 𝛼(𝑡, 𝑣଴) koordinat eğrilerinin ve 

kongrüansın doğrultman vektörünün bu eğrilere göre ifadesi olan  𝑁(𝑣)  ve  𝑁(𝑡)  

vektörleri olmak üzere sırasıyla  𝑋(𝑡଴, 𝑣, 𝑤) = 𝛼(𝑣) + 𝑤𝑁(𝑣)  ve               𝑋(𝑡, 𝑣଴, 𝑤) =

𝛼(𝑡) + 𝑤𝑁(𝑡)  koordinat regle yüzeyleri için striksiyon eğrileri 𝜎(𝑣) ve 𝜎(𝑡) olmak 

üzere; 

a) 𝜎(𝑣 = 0) = 𝑃଴଴
௡௧ +

௠(௠ିଵ)ฮ∆ೕ ௉బబ
೙೟  ฮ

య
ฮ∆ೕ ௉బబ

೙೟  ×∆ೕ ௉బభ
೙೟ ฮ

య
ቈ

∆ೕ ುబభ
೙೟

ቛ∆ೕ ುబభ
೙೟ ቛ

ୡୱୡ ఝି
∆ೕ ುబబ

೙೟

ቛ∆ೕ ುబబ
೙೟ ቛ

ୡ୭୲ ఝ቉

(௠ିଵ)మฮ∆ೕ ௉బబ
೙೟  ×∆ೕ ௉బభ

೙೟ ฮ
ర

ା(௠ିଶ)మฮ∆ೕ ௉బబ
೙೟  ฮ

ల
ฮ∆ೕ ௉బమ

೙೟  ฮ
మ

௖௢௦మథ
 

dır. Burada ∆௝ 𝑃௜௝
௡ =௧ 𝑃௜(௝ାଵ)

௡ − 𝑃௜௝
௡௧௧   ve 𝜑 açısı ∆௝ 𝑃଴଴

௡௧  ile ∆௝ 𝑃଴ଵ
௡௧  arasındaki açı; 𝜙 

açısı da ∆௝ 𝑃଴଴
௡௧  × ∆௝ 𝑃଴ଵ

௡௧   ile ∆௝ 𝑃଴ଶ
௡௧  arasındaki açıdır.  

b) 𝜎(𝑣 = 1) = 𝑃଴௠
௡௧ +

௠(௠ିଵ)ቛ∆ೕ ௉బ(೘షభ)
೙೟  ቛ

య
ቛ∆ೕ ௉బ(೘షభ)

೙೟  ×∆ೕ ௉బ(೘షమ)
೙೟ ቛ

య
൥

∆ೕ ುబ(೘షభ)
೙೟

ቛ∆ೕ ುబ(೘షభ)
೙೟ ቛ

ୡ୭୲ ఝି
∆ೕ ುబ(೘షమ)

೙೟

ቛ∆ೕ ುబ(೘షమ)
೙೟ ቛ

ୡୱୡ୲ ఝ൩

(௠ିଵ)మቛ∆ೕ ௉బ(೘షభ)
೙೟  ×∆ೕ ௉బ(೘షమ)

೙೟ ቛ
ర

ା(௠ିଶ)మቛ∆ೕ ௉బ(೘షభ)
೙೟  ቛ

ల
ቛ∆ೕ ௉బ(೘షయ)

೙೟ ቛ
మ

௖௢௦మథ
 

dır. Burada ∆௝ 𝑃௜௝
௡ =௧ 𝑃௜(௝ାଵ)

௡ − 𝑃௜௝
௡௧௧   ve 𝜑 açısı ∆௝ 𝑃଴(௠ିଵ)

௡௧  ile ∆௝ 𝑃଴(௠ିଶ)
௡௧  arasındaki 

açı; 𝜙 açısı da ∆௝ 𝑃଴(௠ିଵ)
௡௧  × ∆௝ 𝑃଴(௠ିଶ)

௡௧   ile ∆௝ 𝑃଴(௠ିଷ)
௡௧  arasındaki açıdır.  

c) 𝜎(𝑡 = 0) = 𝑃଴଴
௠௩ +

௡(௡ିଵ)ฮ∆೔ ௉బబ
೘ೡ  ฮ

య
ฮ∆೔ ௉బబ

೘ೡ  ×∆೔ ௉భబ
೘ೡ ฮ

య
ቈ

∆೔ ುభబ
೘ೡ

ቛ∆೔ ುభబ
೘ೡ ቛ

ୡୱୡ ఝି
∆೔ ುబబ

೘ೡ

ቛ∆೔ ುబబ
೘ೡ ቛ

ୡ୭୲ ఝ቉

(௡ିଵ)మฮ∆೔ ௉బబ
೘ೡ  ×∆೔ ௉భబ

೘ೡ ฮ
ర

ା(௡ିଶ)మฮ∆೔ ௉బబ
೘ೡ  ฮ

ల
ฮ∆೔ ௉మబ

೘ೡ  ฮ
మ

௖௢௦మథ
 

dır. Burada ∆௜ 𝑃௜௝
௠௩ = 𝑃(௜ାଵ)௝

௠௩ − 𝑃௜௝
௠௩   ve 𝜑 açısı ∆௜ 𝑃଴଴

௠௩  ile ∆௜ 𝑃ଵ଴
௠௩  arasındaki açı; 𝜙 

açısı da ∆௜ 𝑃଴଴
௠௩  × ∆௜ 𝑃ଵ଴

௠௩   ile ∆௜ 𝑃ଶ଴
௠௩  arasındaki açıdır.  

d) 𝜎(𝑡 = 1) = 𝑃଴௠
௡௧ +
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௡(௡ିଵ)ฯ∆𝑖 𝑃(𝑛−1)0
𝑚𝑣

 ฯ
య

ฯ∆𝑖 𝑃(𝑛−1)0
𝑚𝑣

 ×∆𝑖 𝑃(𝑛−2)0
𝑚𝑣

ฯ
య

൦
∆𝑖 𝑃(𝑛−1)0

𝑚𝑣

ฯ∆𝑖 𝑃(𝑛−1)0
𝑚𝑣

ฯ
ୡ୭୲ ఝି

∆𝑖 𝑃(𝑛−2)0
𝑚𝑣

ฯ∆𝑖 𝑃(𝑛−2)0
𝑚𝑣

ฯ
ୡୱୡ୲ ఝ൪

(௡ିଵ)మฯ∆𝑖 𝑃(𝑛−1)0
𝑚𝑣

 ×∆𝑖 𝑃(𝑛−2)0
𝑚𝑣

ฯ
ర

ା(௡ିଶ)మฯ∆𝑖 𝑃(𝑛−1)0
𝑚𝑣

 ฯ
ల

ฯ∆𝑖 𝑃(𝑛−3)0
𝑚𝑣

ฯ
మ

௖௢௦మథ

 

dır. Burada ∆௜ 𝑃௜௝
௠௩ = 𝑃(௜ାଵ)௝

௠௩ − 𝑃௜௝
௠௩   ve 𝜑 açısı ∆௜ 𝑃(௡ିଵ)଴

௠௩  ile ∆௜ 𝑃(௡ିଶ)଴
௠௩  arasındaki 

açı; 𝜙 açısı da ∆௜ 𝑃(௡ିଵ)଴
௠௩  × ∆௜ 𝑃(௡ିଶ)଴

௠௩   ile ∆௜ 𝑃(௡ିଷ)଴
௠௩  arasındaki açıdır.  

Striksiyon eğrisinin (8) ifadesi ve doğru kongrüansının koordinat regle yüzeyine 

ait dağılma parametresi ifadesi dikkate alındığında Frenet formüllerinden  

𝜌 =
det ൫𝛽(𝑡), 𝛽ᇱ(𝑡), 𝜎ᇱ(𝑡)൯

‖𝛽ᇱ(𝑡)‖ଶ
=

det (𝑁, 𝑁′, ቂ𝛼 +
𝜅

𝜅ଶ + 𝜏ଶ 𝑁ቃ
ᇱ
)

‖𝑁′‖ଶ
=

𝜏

(𝜅ଶ + 𝜏ଶ)
 

olur. Yine son nokta teğet ve son nokta interpolasyon özellikleri kullanılarak aşağıdaki 

özellikler ifade edilebilir. 

Teorem 4.4:  𝑋(𝑡, 𝑣, 𝑤) = 𝛼(𝑡, 𝑣) + 𝑤𝛽(𝑡, 𝑣)  doğru kongrüansının dayanak 

yüzeyi, kontrol noktaları ൛𝑃௜௝ൟ i = 0,…,n , j = 0,…, m olan bir Bezier yüzeyi olsun. 𝑡଴, 𝑣଴ ∈

[0,1] olmak üzere bu yüzey üzerinde alınan 𝛼(𝑡଴, 𝑣) ve 𝛼(𝑡, 𝑣଴) koordinat eğrilerinin ve 

kongrüansın doğrultman vektörünün bu eğrilere göre ifadesi olan  𝑁(𝑣)  ve  𝑁(𝑡)  

vektörleri olmak üzere sırasıyla  𝑋(𝑡଴, 𝑣, 𝑤) = 𝛼(𝑣) + 𝑤𝑁(𝑣)  ve 𝑋(𝑡, 𝑣଴, 𝑤) = 𝛼(𝑡) +

𝑤𝑁(𝑡)  koordinat regle yüzeyleri için dağılma parametreleri 

a) 𝜌(𝑣 = 0) =
௠(௠ିଵ)ฮ∆ೕ ௉బబ

೙೟ ฮ
య

ฮ∆ೕ ௉బభ
೙೟ ฮ

మ
ฮ∆ೕ ௉బమ

೙೟ ฮ ୡ୭ୱ థ ୱ୧୬ ఝ

(௠ିଵ)మฮ∆ೕ ௉బభ
೙೟ ฮ

ఱ
ୱ୧୬ల ఝା(௠ିଶ)మฮ∆ೕ ௉బబ

೙೟ ฮฮ∆ೕ ௉బమ
೙೟ ฮ ୡ୭ୱ థ ୡ୭ୱ ఝ

 

dir. Burada ∆௝ 𝑃௜௝
௡ =௧ 𝑃௜(௝ାଵ)

௡ − 𝑃௜௝
௡௧௧   ve 𝜑 açısı ∆௝ 𝑃଴଴

௡௧  ile ∆௝ 𝑃଴ଵ
௡௧  arasındaki açı; 𝜙 

açısı da ∆௝ 𝑃଴଴
௡௧  × ∆௝ 𝑃଴ଵ

௡௧   ile ∆௝ 𝑃଴ଶ
௡௧  arasındaki açıdır. 

b) 𝜌(𝑣 = 1) =
ି௠(௠ିଵ)ቛ∆ೕ ௉బ(೘షభ)

೙೟ ቛ
య

ቛ∆ೕ ௉బ(೘షమ)
೙೟ ቛ

మ
ቛ∆ೕ ௉బ(೘షయ)

೙೟ ቛ ୡ୭ୱ థ ୱ୧୬ ఝ

(௠ିଵ)మቛ∆ೕ ௉బ(೘షమ)
೙೟ ቛ

ఱ
ୱ୧୬ల ఝ   ା  (௠ିଶ)మቛ∆ೕ ௉బ(೘షభ)

೙೟ ቛቛ∆ೕ ௉బ(೘షయ)
೙೟ ቛ ୡ୭ୱ థ ୡ୭ୱ ఝ

 

dır. Burada ∆௝ 𝑃௜௝
௡ =௧ 𝑃௜(௝ାଵ)

௡ − 𝑃௜௝
௡௧௧   ve 𝜑 açısı ∆௝ 𝑃଴(௠ିଵ)

௡௧  ile ∆௝ 𝑃଴(௠ିଶ)
௡௧  arasındaki 

açı; 𝜙 açısı da ∆௝ 𝑃଴(௠ିଵ)
௡௧  × ∆௝ 𝑃଴(௠ିଶ)

௡௧   ile ∆௝ 𝑃଴(௠ିଷ)
௡௧  arasındaki açıdır.  

c) 𝜌(𝑡 = 0) =
௡(௡ିଵ)ฮ∆೔ ௉బబ

೘ೡ ฮ
య

ฮ∆೔ ௉భబ
೘ೡ ฮ

మ
ฮ∆೔ ௉మబ

೘ೡ ฮ ୡ୭ୱ థ ୱ୧୬ ఝ

(௡ିଵ)మฮ∆೔ ௉భబ
೘ೡ ฮ

ఱ
ୱ୧୬ల ఝା(௡ିଶ)మฮ∆೔ ௉బబ

೘ೡ ฮฮ∆೔ ௉మబ
೘ೡ ฮ ୡ୭ୱ థ ୡ୭ୱ ఝ
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dır. Burada ∆௜ 𝑃௜௝
௠௩ = 𝑃(௜ାଵ)௝

௠௩ − 𝑃௜௝
௠௩   ve 𝜑 açısı ∆௜ 𝑃଴଴

௠௩  ile ∆௜ 𝑃ଵ଴
௠௩  arasındaki açı; 𝜙 

açısı da ∆௜ 𝑃଴଴
௠௩  × ∆௜ 𝑃ଵ଴

௠௩   ile ∆௜ 𝑃ଶ଴
௠௩  arasındaki açıdır.  

d) 𝜌(𝑡 = 1) =
ି௡(௡ିଵ)ቛ∆೔ ௉(೙షభ)బ

೘ೡ ቛ
య

ቛ∆೔ ௉(೙షమ)బ
೘ೡ ቛ

మ
ቛ∆೔ ௉(೙షయ)బ

೘ೡ ቛ ୡ୭ୱ థ ୱ୧୬ ఝ

(௡ିଵ)మቛ∆೔ ௉(೙షమ)బ
೙ೡ ቛ

ఱ
ୱ୧୬ల ఝ   ା  (௡ିଶ)మቛ∆೔ ௉(೙షభ)బ

೙ೡ ቛቛ∆೔ ௉(೙షయ)బ
೙ೡ ቛ ୡ୭ୱ థ ୡ୭ୱ ఝ

 

dır. Burada ∆௜ 𝑃௜௝
௠௩ = 𝑃(௜ାଵ)௝

௠௩ − 𝑃௜௝
௠௩   ve 𝜑 açısı ∆௜ 𝑃(௡ିଵ)଴

௠௩  ile ∆௜ 𝑃(௡ିଶ)଴
௠௩  arasındaki 

açı; 𝜙 açısı da ∆௜ 𝑃(௡ିଵ)଴
௠௩  × ∆௜ 𝑃(௡ିଶ)଴

௠௩   ile ∆௜ 𝑃(௡ିଷ)଴
௠௩  arasındaki açıdır.  

4.2 Dual Küresel Eğriler ve Karşılık Gelen Doğru Kongrüansları 

  𝜙෠: 𝐷 ⟶ 𝒟ଷ  Olarak tanımlanan bir  𝜙෠(𝑡 + 𝜖𝑡∗)  dual eğrisinin taylor açılımları 

dikkate alınarak elde edilecek ifadesi  

 𝜙෠(𝑡̂) = 𝜙෠(𝑡 + 𝜖𝑡∗) = 𝜙(𝑡) + 𝜖൫𝜙∗(𝑡) + 𝑡∗𝜙′(𝑡)൯    (9)  

yazılabilir. Burada   𝜙(𝑡) ve 𝜙∗(𝑡) eğrileri  𝜙෠(𝑡 + 𝜖𝑡∗)  dual eğrisinin 𝑡∗ = 0 anındaki 

konum eğrisinin reel ve dual kısımlarını ifade eder. Yani  

𝜙෠ᇱ(𝑡 + 𝜖𝑡∗)ห
௧∗ୀ଴

= 𝜙(𝑡) + 𝜖𝜙∗(𝑡)  

dir.  

Örnek olarak 

𝜙෠(𝑡̂) = (𝑎଴ + 𝜖𝑎଴
∗) + (𝑎ଵ + 𝜖𝑎ଵ

∗)(𝑡 + 𝜖𝑡∗) + (𝑎ଶ + 𝜖𝑎ଶ
∗)(𝑡 + 𝜖𝑡∗)ଶ 

biçiminde ikinci dereceden dual polinom eğrisi olsun. Bu eğri 

𝜙෠(𝑡̂) = (𝑎଴ + 𝑎ଵ 𝑡 + 𝑎ଶ𝑡ଶ) + 𝜖[(𝑎଴
∗ + 𝑎ଵ

∗𝑡 + 𝑎ଶ
∗𝑡ଶ) + 𝑡∗ (𝑎ଵ + 2𝑎ଶ𝑡)] 

biçiminde yazıldığında  

𝜙(𝑡) = 𝑎଴ + 𝑎ଵ 𝑡 + 𝑎ଶ𝑡ଶ 

𝜙∗(𝑡) = 𝑎଴
∗ + 𝑎ଵ

∗𝑡 + 𝑎ଶ
∗𝑡ଶ 

dir. Benzer şekilde (9) ile verilen  𝜙෠(𝑡̂) nin türev ifadesi de  

𝜙′෡ (𝑡̂) = 𝜙෠′(𝑡 + 𝜖𝑡∗) = 𝜙′(𝑡) + 𝜖 ቀ𝜙∗ᇱ(𝑡) + 𝑡∗𝜙′′(𝑡)ቁ  (10) 

dır. (Aydın, 2025) Buna göre bir dual değişkenli eğrinin birim dual küre üzerine izdüşüm 

eğrisi ise  

𝜙෨(𝑡̂) =
థ෡ (௧መ)

ฮథ෡ (௧መ)ฮ
=

థ(௧)

‖థ(௧)‖
+ 𝜖 ቆ

థ∗(௧)ା௧∗థᇱ(௧)

‖థ(௧)‖
−

〈థ(௧),థ∗(௧)ା௧∗థᇱ(௧)〉

‖థ(௧)‖య
𝜙(𝑡)ቇ  (11) 

biçimindedir. Bu eğrinin reel ve dual kısımları  

            𝑈(𝑡, 𝑡∗) =
థ(௧)

‖థ(௧)‖
     ve   𝑈∗(𝑡, 𝑡∗) =

థ∗(௧)ା௧∗థᇱ(௧)

‖థ(௧)‖
−

〈థ(௧),థ∗(௧)ା௧∗థᇱ(௧)〉

‖థ(௧)‖య
𝜙(𝑡) (12) 
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dir.  Kinematikte temel teoremlerden biri olan E Study teoremine göre birim dual küre 

üzerindeki her bir nokta reel uzayda bir yönlendirilmiş doğruya karşılık geldiğinden (11) 

ile verilen birim dual küresel eğrisi de reel de bir doğru kongrüansına karşılık gelir. Buna 

göre bu eğrinin karşılık geldiği doğru kongrüansının dayanak yüzeyi ve doğrultman 

vektörü  

𝛼(𝑡, 𝑡∗) = 𝑈(𝑡, 𝑡∗) × 𝑈∗(𝑡, 𝑡∗) 

𝛽(𝑡, 𝑡∗) = 𝑈(𝑡, 𝑡∗) 

dir. (Incesu, 2022) Buna göre (11) dual küresel eğrisinin karşılık geldiği doğru kongrüansı  

𝑋(𝑡, 𝑡∗, 𝑤) = 𝛼(𝑡, 𝑡∗) + 𝑤𝛽(𝑡, 𝑡∗) 

                          𝑋(𝑡, 𝑡∗, 𝑤) = ቀ
థ(௧)

‖థ(௧)‖
×

థ∗(௧)ା௧∗థᇱ(௧)

‖థ(௧)‖
ቁ + 𝑤

థ(௧)

‖థ(௧)‖
 (13) 

olur. Burada 𝜙 ve 𝜙∗ reel değerli eğrilerdir.  

4.2.1 Dual Polinom Eğrilerin Dual Küresel İzdüşüm Eğrileri ve Karşılık Gelen 

Doğru Kongrüansları  

𝜙෠(𝑡̂) = (𝑎଴ + 𝜖𝑎଴
∗) + (𝑎ଵ + 𝜖𝑎ଵ

∗)(𝑡 + 𝜖𝑡∗) + (𝑎ଶ + 𝜖𝑎ଶ
∗)(𝑡 + 𝜖𝑡∗)ଶ 

Biçiminde kuadratik Polinom Eğri olsun. Burada D3 dual uzayda bir eğri olduğundan 𝑎௜, 

𝑎௜
∗ ∈ 𝑅ଷ ve 𝑡, 𝑡∗ ∈ 𝑅 dir. Bu eğriyi (9) formatında yazarsak,  

𝜙(𝑡) = 𝑎଴ + 𝑎ଵ 𝑡 + 𝑎ଶ𝑡ଶ 

𝜙∗(𝑡) = 𝑎଴
∗ + 𝑎ଵ

∗𝑡 + 𝑎ଶ
∗𝑡ଶ 

yazabiliriz. Buna göre bu eğrinin dual küresel izdüşüm eğrisi, 

𝜙෨(𝑡̂) =
(𝑎଴ + 𝑎ଵ 𝑡 + 𝑎ଶ𝑡ଶ)

ට∑ (𝑎଴௜ + 𝑎ଵ௜  𝑡 + 𝑎ଶ௜𝑡ଶ)ଷ
௜ୀଵ

+ 𝜖

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

(𝑎଴
∗ + 𝑎ଵ

∗𝑡 + 𝑎ଶ
∗𝑡ଶ) + 𝑡∗(𝑎ଵ + 2𝑎ଶ𝑡)

ට∑ (𝑎଴௜ + 𝑎ଵ௜  𝑡 + 𝑎ଶ௜𝑡ଶ)ଷ
௜ୀଵ

−
〈(𝑎଴ + 𝑎ଵ 𝑡 + 𝑎ଶ𝑡ଶ), (𝑎଴

∗ + 𝑎ଵ
∗𝑡 + 𝑎ଶ

∗𝑡ଶ) + 𝑡∗(𝑎ଵ + 2𝑎ଶ𝑡)〉

ቈට∑ (𝑎଴௜ + 𝑎ଵ௜  𝑡 + 𝑎ଶ௜𝑡ଶ)ଷ
௜ୀଵ ቉

ଷ
(𝑎଴ + 𝑎ଵ 𝑡 + 𝑎ଶ𝑡ଶ)

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

biçimindedir. Karşılık gelen doğru kongrüansı ise   

𝑋(𝑡, 𝑡∗, 𝑤) = ቆ
(𝑎଴ + 𝑎ଵ 𝑡 + 𝑎ଶ𝑡ଶ)   × [(𝑎଴

∗ + 𝑎ଵ
∗𝑡 + 𝑎ଶ

∗𝑡ଶ) + 𝑡∗(𝑎ଵ + 2𝑎ଶ𝑡)]

∑ (𝑎଴௜ + 𝑎ଵ௜  𝑡 + 𝑎ଶ௜𝑡ଶ)ଷ
௜ୀଵ

ቇ + 𝑤
(𝑎଴ + 𝑎ଵ 𝑡 + 𝑎ଶ𝑡ଶ)

ට∑ (𝑎଴௜ + 𝑎ଵ௜  𝑡 + 𝑎ଶ௜𝑡ଶ)ଷ
௜ୀଵ
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dir. 

Örnek: 𝑎଴ = (1, −1,1), 𝑎ଵ = (2,1, −1), 𝑎ଶ = (1,0,1), 𝑎଴
∗ = (0, −1,2), 𝑎ଵ

∗ = (−1,1,0), 

𝑎ଶ
∗ = (1,1,1) olsun. Buna göre polinom eğri, 

𝜙෠(𝑡̂) = (1 + 2𝑡 + 𝑡ଶ, −1 + 𝑡, 1 − 𝑡 + 𝑡ଶ) + 𝜖[(−𝑡 + 𝑡ଶ, −1 + 𝑡 + 𝑡ଶ, 2 + 𝑡ଶ) + 𝑡∗(2 + 2𝑡, 1, −1 + 2𝑡)] 

dir.  Bu eğrinin küresel izdüşüm eğrisi 

𝜙෨(𝑡̂)

=
(1 + 2𝑡 + 𝑡ଶ, −1 + 𝑡, 1 − 𝑡 + 𝑡ଶ)

√2𝑡ସ + 2𝑡ଷ + 10𝑡ଶ + 3

+ 𝜖

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑡 + 𝑡ଶ, −1 + 𝑡 + 𝑡ଶ, 2 + 𝑡ଶ) + 𝑡∗(2 + 2𝑡, 1, −1 + 2𝑡)

√2𝑡ସ + 2𝑡ଷ + 10𝑡ଶ + 3

−
〈ቀ1 + 2𝑡 + 𝑡2, −1 + 𝑡, 1 − 𝑡 + 𝑡2

ቁ , [(−𝑡 + 𝑡ଶ, −1 + 𝑡 + 𝑡ଶ, 2 + 𝑡ଶ) + 𝑡∗(2 + 2𝑡, 1, −1 + 2𝑡)]〉

ൣ√2𝑡ସ + 2𝑡ଷ + 10𝑡ଶ + 3൧
ଷ

(1 + 2𝑡 + 𝑡ଶ, −1 + 𝑡, 1 − 𝑡 + 𝑡ଶ)
⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

=
(1 + 2𝑡 + 𝑡2, −1 + 𝑡, 1 − 𝑡 + 𝑡2)

√2𝑡4 + 2𝑡3 + 10𝑡2 + 3
+ 𝜖

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑡 + 𝑡ଶ, −1 + 𝑡 + 𝑡ଶ, 2 + 𝑡ଶ) + 𝑡∗(2 + 2𝑡, 1, −1 + 2𝑡)

√2𝑡4 + 2𝑡3 + 10𝑡2 + 3

−
(2𝑡ସ + 𝑡3 − 𝑡 + 1) + 𝑡∗(4𝑡ଷ + 3𝑡ଶ + 10𝑡)

ൣ√2𝑡4 + 2𝑡3 + 10𝑡2 + 3൧
ଷ

(1 + 2𝑡 + 𝑡2, −1 + 𝑡, 1 − 𝑡 + 𝑡2)

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

Olur. Buna göre doğru kongrüansı 

𝑋(𝑡, 𝑡∗, 𝑤) = ቆ
(1 + 2𝑡 + 𝑡2, −1 + 𝑡, 1 − 𝑡 + 𝑡2)   × [(−𝑡 + 𝑡ଶ, −1 + 𝑡 + 𝑡ଶ, 2 + 𝑡ଶ) + 𝑡∗(2 + 2𝑡, 1, −1 + 2𝑡)]

2𝑡4 + 2𝑡3 + 10𝑡2 + 3
ቇ

+ 𝑤
(1 + 2𝑡 + 𝑡2, −1 + 𝑡, 1 − 𝑡 + 𝑡2)

√2𝑡4 + 2𝑡3 + 10𝑡2 + 3
 

biçimindedir. 

Bu dayanak yüzeyi üzerinde koordinat eğrileri alırsak bu durumda koordinat regle 

yüzeyler; 

𝑡 = 0  için 

𝑋(0, 𝑡∗, 𝑤) = ൬
(−1,3𝑡∗ − 2,3𝑡∗ − 1

3
൰ + 𝑤

(1, −1,1)

√3
 

biçiminde bir regle yüzey ifade edecektir. Bu yüzey bir düzlemdir. Çünkü dağılma 

parametresi ve Gauss eğriliği sıfırdır. Şimdi, 

𝑡∗ = 0  için  
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𝑋(𝑡, 0, 𝑤) = ቆ
(−𝑡ସ  + 𝑡ଷ − 1, −4𝑡ଷ − 𝑡ଶ − 5𝑡 − 2, 𝑡ସ + 2𝑡ଷ + 4𝑡ଶ − 2𝑡 − 1 )  

2𝑡ସ + 2𝑡ଷ + 10𝑡ଶ + 3
ቇ

+ 𝑤
(1 + 2𝑡 + 𝑡ଶ, −1 + 𝑡, 1 − 𝑡 + 𝑡ଶ)

√2𝑡ସ + 2𝑡ଷ + 10𝑡ଶ + 3
 

Olur. Bu regle yüzeyin dayanak eğrisi 𝛼 bir striksiyon eğrisi oluşturur mu? Bu sorunun 

cevabı maalesef oluşturmazdır. Çünkü 〈𝛼ᇱ, 𝛽ᇱ〉 ≠ 0 dır. O halde bu eğri yardımıyla bir 

striksiyon eğrisi bulalım.  

𝜎 = 𝛼 −
〈𝛼ᇱ, 𝛽ᇱ〉

‖𝛽ᇱ‖
𝛽 

= ൬
(−𝑡

4
 + 𝑡

3
− 1, −4𝑡

3
− 𝑡

2
− 5𝑡 − 2, 𝑡

4
+ 2𝑡

3
+ 4𝑡

2
− 2𝑡 − 1 ) 

2𝑡4 + 2𝑡3 + 10𝑡2 + 3
൰ 

−

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡−10𝑡ଵ଴ + 58𝑡ଽ +  60𝑡଼ + 372𝑡଻ + 307𝑡଺ + 150𝑡ହ +  631𝑡ସ − 153𝑡ଷ + 93𝑡ଶ − 36𝑡 − 27

ൣ√2𝑡ସ + 2𝑡ଷ + 10𝑡ଶ + 3൧
଻

√22𝑡଼ + 6𝑡଻ + 62𝑡଺ − 88𝑡ହ −  67𝑡ସ + 132𝑡ଷ + 132𝑡ଶ + 36𝑡 + 54

ൣ√2𝑡ସ + 2𝑡ଷ + 10𝑡ଶ + 3൧
ଷ

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

.
(1 +

√

Olarak yazılabilir. 𝑡 = 0 alınırsa striksiyon eğrisinin konumu 

𝜎(0) = ൬
−1

3
+

1

18√3
,
−2

3
−

1

18√3
,
−1

3
+

1

18√3
൰ 

Olur. 

4.3 Dual Doğrular ve Karşılık Gelen Doğru Kongrüansları 

Dual uzayda tanımlı bir 𝐿 dual doğrusu verilsin bu doğrunun doğrultmanı 𝐷ሬሬ⃗ = 𝑑 +

𝜀𝑑∗ሬሬሬሬ⃗  olsun ve doğrunun geçtiği herhangi bir nokta 𝐴መ = 𝐴 + 𝜀𝐴∗  olsun. (şekil). L 

doğrusunun üzerindeki keyfi bir nokta  𝑋෠ = 𝑋 + 𝜀𝑋∗ olmak üzere  

𝑂෠𝑋෠ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑂෠𝐴መሬሬሬሬሬ⃗ + Λ 𝐷ሬሬ⃗  

yazılabilir. Burada Λ = λ + ελ∗  ∈ 𝔻. Buna göre keyfi 𝑋෠ vektörü 

𝑋෠ = 𝑋 + 𝜀𝑋∗ = ൫𝐴 + λ𝑑൯ + 𝜀൫𝐴∗ + λ𝑑∗ሬሬሬሬ⃗ + λ∗𝑑൯ 

Dir. Burada reel ve dual kısımlar ayrılırsa  

                                 𝑋 = 𝐴 + λ𝑑       and            𝑋∗ = 𝐴∗ + λ𝑑∗ሬሬሬሬ⃗ + λ∗𝑑 
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Olur. Eğer 𝑋 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ; 𝑋∗ = (𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗); 𝑑 = (𝑑ଵ, 𝑑ଶ, 𝑑ଷ); 𝑑∗ሬሬሬሬ⃗ = (𝑑ଵ
∗, 𝑑ଶ

∗, 𝑑ଷ
∗); 𝐴 =

(𝑎, 𝑏, 𝑐) ve 𝐴∗ = (𝑎∗, 𝑏∗, 𝑐∗) biçiminde ifade edilecek olursa  𝐿 dual doğrusu parametrik 

olarak λ, λ∗  ∈ 𝑅 olmak üzere 

          𝑥 =  𝑎 + λ𝑑ଵ                                𝑥∗ = 𝑎∗ +  λ𝑑ଵ
∗ + λ∗𝑑ଵ 

          𝑦 =  𝑏 + λ𝑑ଶ            ve                𝑦∗ = 𝑏∗ +  λ𝑑ଶ
∗ + λ∗𝑑ଶ                       (14) 

          𝑧 =  𝑐 + λ𝑑ଷ                                 𝑧∗ = 𝑐∗ +  λ𝑑ଷ
∗ + λ∗𝑑ଷ 

Bu (14) denklemi 𝐴መ = 𝐴 + 𝜀𝐴∗ dual noktasından geçen ve 𝐷ሬሬ⃗ = 𝑑 + 𝜀𝑑∗ሬሬሬሬ⃗   dual vektörüne 

paralel olan L  doğrusunun parametrik denklemidir. Her bir denklemden : 

𝜆 + 𝜀𝜆∗ =
𝑥 − 𝑎

𝑑ଵ
+ 𝜀 ቆ

𝑥∗ − 𝑎∗

𝑑ଵ
−

(𝑥 − 𝑎)𝑑ଵ
∗

𝑑ଵ
ଶ ቇ =

𝑦 − 𝑏

𝑑ଶ
+ 𝜀 ቆ

𝑦∗ − 𝑏∗

𝑑ଶ
−

(𝑦 − 𝑏)𝑑ଶ
∗

𝑑ଶ
ଶ ቇ

=
𝑧 − 𝑐

𝑑ଷ
+ 𝜀 ቆ

𝑧∗ − 𝑐∗

𝑑ଷ
−

(𝑧 − 𝑐)𝑑ଷ
∗

𝑑ଷ
ଶ ቇ 

İfadeleri yazılabilir.  

 

Şekil 4.3  D^3 te L doğrusu 

Eğer Λ = λ + ελ∗ = 0 seçilirse  (λ = λ∗ = 0) bu durumda  𝑋෠ = 𝑋 + 𝜀𝑋∗ ve 𝐴መ =

𝐴 + 𝜀𝐴∗   noktaları 𝐿  de çakışık olur.  

Eğer  λ = 0 ve λ∗ ≠ 0 ise  bu durumda yalnızca  𝑋෠ = 𝑋 + 𝜀𝑋∗ ve  𝐴መ = 𝐴 + 𝜀𝐴∗ 

noktalarının reel kısımları çakışıktır.  (i.e. 𝑋 = 𝐴 ) ve 𝑋෠ in dual kısmı ise 𝐴∗ noktasından 

geçen ve  𝑑  yönündeki doğrunun üzerinde bulunur. Yani    

λ∗ =  
𝑥∗−𝑎∗

𝑑ଵ
=

𝑦∗−𝑏∗

𝑑ଶ
=

𝑧∗−𝑐∗

𝑑ଷ
 

dir.  

Eğer   λ∗ = 0 and λ ≠ 0 seçilirse  

λ =  
𝑥 − 𝑎

𝑑ଵ
=

𝑦 − 𝑏

𝑑ଶ
=

𝑧 − 𝑐

𝑑ଷ
=  

𝑥∗−𝑎∗

𝑑ଵ
∗ =

𝑦∗−𝑏∗

𝑑ଶ
∗ =

𝑧∗−𝑐∗

𝑑ଷ
∗  

sağlanır. Bunun anlamı 𝐴  dan geçen 𝑑  yönündeki 𝑙ଵ doğrusu ile 𝐴∗  dan geçen 𝑑∗ሬሬሬሬ⃗  

vektörüne paralel olan 𝑙ଶ doğrusunun yönlenmeleri ve hızları aynıdır.  
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Şimdi  𝐷ଷ uzayında verilen   𝒮መ଴ = 𝒮଴ + 𝜀𝒮଴
∗ , 𝒮መଵ = 𝒮ଵ + 𝜀𝒮ଵ

∗ , 𝒮መଶ = 𝒮ଶ + 𝜀𝒮ଶ
∗  

noktaları doğrudaş olsun. Bu durumda 𝑂෠𝒮መప
ሬሬሬሬሬሬ⃗  , ( 𝑖=0,1,2 ) vektörleri lineer bağımlıdır. Bu 

durumda 𝐺 = 𝑑𝑒𝑡൫𝒮መ଴ , 𝒮መଵ , 𝒮መଶ൯  determinant değeri sıfır olur. determinant özelliklerinden 

bu  determinant aşağıdaki gibi yazılabilir. Yani  

   𝐺 = 𝑑𝑒𝑡൫𝒮መ଴ , 𝒮መଵ , 𝒮መଶ൯ 

       = 𝑑𝑒𝑡(𝒮଴ , 𝒮ଵ , 𝒮ଶ) + 𝜀[𝑑𝑒𝑡(𝒮଴
∗ , 𝒮ଵ , 𝒮ଶ) + 𝑑𝑒𝑡(𝒮଴ , 𝒮ଵ

∗ , 𝒮ଶ) + 𝑑𝑒𝑡(𝒮଴ , 𝒮ଵ , 𝒮ଶ
∗)] 

            + 𝜀ଶ[𝑑𝑒𝑡(𝒮଴
∗ , 𝒮ଵ

∗ , 𝒮ଶ) + 𝑑𝑒𝑡(𝒮଴ , 𝒮ଵ
∗ , 𝒮ଶ

∗) + 𝑑𝑒𝑡(𝒮଴
∗ , 𝒮ଵ , 𝒮ଶ

∗)] +  𝜀ଷ𝑑𝑒𝑡(𝒮଴
∗ , 𝒮ଵ

∗ , 𝒮ଶ
∗) 

𝜀ଶ = 0  olduğundan 

𝐺 = 𝑑𝑒𝑡(𝒮଴ , 𝒮ଵ , 𝒮ଶ) + 𝜀[𝑑𝑒𝑡(𝒮଴
∗ , 𝒮ଵ , 𝒮ଶ) + 𝑑𝑒𝑡(𝒮଴ , 𝒮ଵ

∗ , 𝒮ଶ) + 𝑑𝑒𝑡(𝒮଴ , 𝒮ଵ , 𝒮ଶ
∗)] = 0 

Veya dual ve reel kısımları ayrı ayrı olarak  

𝑑𝑒𝑡(𝒮଴ , 𝒮ଵ , 𝒮ଶ) = 0 

𝑑𝑒𝑡(𝒮଴
∗ , 𝒮ଵ , 𝒮ଶ) + 𝑑𝑒𝑡(𝒮଴ , 𝒮ଵ

∗ , 𝒮ଶ) + 𝑑𝑒𝑡(𝒮଴ , 𝒮ଵ , 𝒮ଶ
∗) = 0 

Yazılabilir. Burada şu teorem ifadesi verilebilir. 

Teorem 4.5: Eğer  Dଷ de    𝒮መ଴ = 𝒮଴ + 𝜀𝒮଴
∗ , 𝒮መଵ = 𝒮ଵ + 𝜀𝒮ଵ

∗ , 𝒮መଶ = 𝒮ଶ + 𝜀𝒮ଶ
∗  üç 

nokta doğrudaş ise   

              i) 𝑑𝑒𝑡(𝒮଴ , 𝒮ଵ , 𝒮ଶ) = 0 (15) 

               ii) 𝑑𝑒𝑡(𝒮଴
∗ , 𝒮ଵ , 𝒮ଶ) + 𝑑𝑒𝑡(𝒮଴ , 𝒮ଵ

∗ , 𝒮ଶ) + 𝑑𝑒𝑡(𝒮଴ , 𝒮ଵ , 𝒮ଶ
∗) = 0  

sağlamalıdır. 

𝐿  dual doğrusu verilsin. 𝐿 doğrusunun birim dual küre üzerine izdüşüm eğrisi 𝛾ො 

olsun. Bu izdüşüm ile 𝐿 üzerindeki   𝑋෠ = 𝑋 + 𝜀𝑋∗ noktası birim dual küre üzerindeki 𝛾ො  

eğrisi üzerinde 𝑋෠଴ = 𝑋଴ + 𝜀𝑋଴
∗ noktasına projektif olur. (Şekil.)  böylece şu teorem 

yazılabilir. 

Teorem 4.6: 𝐷ሬሬ⃗ = 𝑑 + 𝜀𝑑∗ሬሬሬሬ⃗  yönündeki 𝐴መ = 𝐴 + 𝜀𝐴∗ dan geçen  𝐿 doğrusu verilsin.  

Bu takdirde 𝐿 doğrusu üzerindeki  𝑋෠ = 𝑋 + 𝜀𝑋∗ noktası birim dual küre üzerindeki 𝛾ො  

eğrisinin 𝑋෠଴ = 𝑋଴ + 𝜀𝑋଴
∗  noktasına projektif olur. Yani   

𝑋଴ =
𝑋

‖𝑋‖
 

𝑋଴
∗ =

𝑋∗

‖𝑋‖
−

〈𝑋, 𝑋∗〉𝑋

‖𝑋‖ଷ
 

sağlanır. 

Proof: Birim dual vektör tanımdan kolayca görülebilir. 

 (14) parametrik denkleminden şu teorem verilebilir: 
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Teorem 4.7: 𝐷ሬሬ⃗ = 𝑑 + 𝜀𝑑∗ሬሬሬሬ⃗  yönündeki 𝐴መ = 𝐴 + 𝜀𝐴∗ dan geçen  𝐿 doğrusu verilsin 

Eğer  X = (x, y, z) ; X∗ = (x∗, y∗, z∗); dሬ⃗ = (dଵ, dଶ, dଷ); d∗ሬሬሬ⃗ = (dଵ
∗, dଶ

∗, dଷ
∗); A = (a, b, c) 

ve A∗ = (a∗, b∗, c∗) biçiminde yazılırsa L doğrusu üzerindeki X෡ = X + εX∗  noktasının 

birim dual küre üzerindeki 𝛾ො  eğrisinin 𝑋෠଴ = 𝑋଴ + 𝜀𝑋଴
∗  noktasına projektif ise bu 

takdirde  

          𝑋଴(𝜆, 𝜆∗) =
(௔ାఒௗభ,௕ାఒௗమ,௖ାఒௗయ)

ඥ(௔ାఒௗభ)మା(௕ାఒௗమ)మା(௖ାఒௗయ)మ
  

          𝑋଴
∗(𝜆, 𝜆∗) =

(௔∗ା ఒௗభ
∗ାఒ∗ௗభ,௕∗ା ఒௗమ

∗ାఒ∗ௗమ,௖∗ା ఒௗయ
∗ାఒ∗ௗయ)

ඥ(௔ାఒௗభ)మା(௕ାఒௗమ)మା(௖ାఒௗయ)మ
    

−
[(𝑎 + 𝜆𝑑ଵ)(𝑎∗ +  𝜆𝑑ଵ

∗ + 𝜆∗𝑑ଵ) + (𝑏 + 𝜆𝑑ଶ)(𝑏∗ +  𝜆𝑑ଶ
∗ + 𝜆∗𝑑ଶ) + (𝑐 + 𝜆𝑑ଷ)(𝑐∗ +  𝜆𝑑ଷ

∗ + 𝜆∗𝑑ଷ)]

[(𝑎 + 𝜆𝑑ଵ)ଶ + (𝑏 + 𝜆𝑑ଶ)ଶ + (𝑐 + 𝜆𝑑ଷ)ଶ]ଷ/ଶ
(𝑎 + 𝜆𝑑ଵ, 𝑏 + 𝜆𝑑ଶ, 𝑐 + 𝜆𝑑ଷ) 

Sağlanır. 

İspat: E. Study  teoremi ile birim dual küre üzerindeki her bir nokta  reel 3- uzay 

𝑅ଷ te bir yönlenmiş doğruya karşılık geldiğinden bu 𝐿 doğrusu da bir doğru kongrüansına 

karşılık gelecektir. Bu kongrüans   

  (İncesu,2022) den de görüleceği gibi her  λ, λ∗  ∈ 𝑅   için 𝛼 dayanak eğrisi ve  𝛽 

doğrultman vektörü 

 𝛼(λ, λ∗) =
௑×௑∗

‖௑‖మ
    and   𝛽(𝑡) = 𝑋଴  

biçiminde ifade edilebilir. λ, λ∗, 𝜈 ∈ 𝑅 olmak üzere karşılık gelen doğru kongrüansı    

Μ(λ, λ∗, 𝜈) = 𝛼 + 𝜈𝛽(𝑡) =
௑×௑∗

‖௑‖మ
+ 𝜈

௑

‖௑‖
 

elde edilir.  Böylece şu teorem verilebilir: 

Teorem 4.8:  𝐷ሬሬ⃗ = 𝑑 + 𝜀𝑑∗ሬሬሬሬ⃗  yönündeki 𝐴መ = 𝐴 + 𝜀𝐴∗ dan geçen  𝐿 doğrusu 

verilsin.  Bu takdirde 𝐿 doğrusu üzerindeki  𝑋෠ = 𝑋 + 𝜀𝑋∗ keyfi noktalarına 𝑅ଷ te karşılık 

gelen doğru kongrüansı   

        Μ(λ, λ∗, 𝜈) =
(௔ା஛ௗభ ,   ௕ା஛ௗమ ,   ௖ା஛ௗయ) × (௔∗ା ஛ௗభ

∗ା஛∗ௗభ  ,  ௕
∗ା ஛ௗమ

∗ା஛∗ௗమ  ,  ௖∗ା ஛ௗయ
∗ା஛∗ௗయ)

(௔ା஛ௗభ)మା(௕ା஛ௗమ)మା(௖ା஛ௗయ)మ +

                                       +𝜈 
(௔ା஛ௗభ,௕ା஛ௗమ,௖ା஛ௗయ)

ඥ(௔ା஛ௗభ)మା(௕ା஛ௗమ)మା(௖ା஛ௗయ)మ
 

biçimindedir. 

Bu doğru kongrüansını  

Μ(λ, λ∗, 𝜈) = ൫Μଵ(λ, λ∗, 𝜈), Μଶ(λ, λ∗, 𝜈), Μଷ(λ, λ∗, 𝜈)൯ 

Biçiminde yazarsak bu durumda kongrüansın koordinat  

Μଵ(λ, λ∗, 𝜈) =
(𝑏𝑐∗ − 𝑐𝑏∗) + 𝜆(𝑏𝑑ଷ

∗ − 𝑑ଷ 𝑏
∗ + 𝑐𝑑ଶ

∗ − 𝑑ଶ𝑐∗) + λ∗(𝑏𝑑ଷ − 𝑐𝑑ଶ) + 𝜆ଶ(𝑑ଶ𝑑ଷ
∗ − 𝑑ଷ𝑑ଶ

∗)

(𝑎 + λ𝑑ଵ)ଶ + (𝑏 + λ𝑑ଶ)ଶ + (𝑐 + λ𝑑ଷ)ଶ

+
𝜈(𝑎 + λ𝑑ଵ)

ඥ(𝑎 + λ𝑑ଵ)ଶ + (𝑏 + λ𝑑ଶ)ଶ + (𝑐 + λ𝑑ଷ)ଶ
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Μଶ(λ, λ∗, 𝜈) =
(𝑐𝑎∗ − 𝑎𝑐∗) + 𝜆(𝑐𝑑ଵ

∗ − 𝑑ଵ𝑐∗+𝑑ଷ 𝑎
∗ − 𝑎𝑑ଷ

∗) + λ∗(𝑐𝑑ଵ − 𝑎𝑑ଷ) + 𝜆ଶ(𝑑ଷ𝑑ଵ
∗ − 𝑑ଷ

∗𝑑ଵ)

(𝑎 + λ𝑑ଵ)ଶ + (𝑏 + λ𝑑ଶ)ଶ + (𝑐 + λ𝑑ଷ)ଶ

+
𝜈(𝑏 + λ𝑑ଶ)

ඥ(𝑎 + λ𝑑ଵ)ଶ + (𝑏 + λ𝑑ଶ)ଶ + (𝑐 + λ𝑑ଷ)ଶ
 

Μଷ(λ, λ∗, 𝜈) =
(𝑎𝑏∗ − 𝑏𝑎∗) + 𝜆(𝑎𝑑ଶ

∗ − 𝑑ଶ 𝑎
∗ + 𝑑ଵ𝑏∗ − 𝑏𝑑ଵ

∗) + λ∗(𝑎𝑑ଶ − 𝑏𝑑ଵ) + 𝜆ଶ(𝑑ଵ𝑑ଶ
∗ − 𝑑ଵ

∗𝑑ଶ)

(𝑎 + λ𝑑ଵ)ଶ + (𝑏 + λ𝑑ଶ)ଶ + (𝑐 + λ𝑑ଷ)ଶ

+
𝜈(𝑐 + λ𝑑ଷ)

ඥ(𝑎 + λ𝑑ଵ)ଶ + (𝑏 + λ𝑑ଶ)ଶ + (𝑐 + λ𝑑ଷ)ଶ
 

dır. Bu kongrüansın dayanak yüzeyini kuadratik yüzey olarak seçersek bu kongrüans 

kabaca aşağıdaki gibi çizilebilir.  (fig.2). 

 

Şekil 4.4 𝐿 ye karşılık gelen  Μ(λ, λ∗, 𝜈) doğru kongrüansı 

Şekilde, koordinat regle yüzeyler gösterilmiştir. Bunlar 𝜆∗ = 0  için yeşil renk ile 

Μ(λ, 𝜈) regle yüzeyi, ve 𝜆 = 0  için mavi renk ile verilen Μ(𝜆∗, 𝜈) regle yüzeyleridir. 

Pembe renk ile verilen vektör ise 𝐿 üzerindeki 𝐴መ noktasına karşılık gelen vektördür. Yani  

𝜆 = 0  ve 𝜆∗ = 0  . 

Örnek: dሬ⃗ = (1, −1, 2);   d∗ሬሬሬ⃗ = (−1, 1, −1); A = (0,2,1) ve A∗ = (−1,0,4) 

verilsin. Bu takdirde  Dሬሬ⃗ = dሬ⃗ + εd∗ሬሬሬ⃗  yönünde  A෡ = A + εA∗ dan geçen L doğrusuna karşılık 

gelen doğru kongrüansının koordinat fonksiyonları: 

Μଵ(λ, λ∗, 𝜈) =
8 + 3𝜆 + 5λ∗ − 𝜆ଶ

(λ)ଶ + (2 − λ)ଶ + (1 + 2λ)ଶ
+

λ𝜈

ඥ(λ)ଶ + (2 − λ)ଶ + (1 + 2λ)ଶ
 

Μଶ(λ, λ∗, 𝜈) =
−1 − 7𝜆 − λ∗ − 𝜆ଶ

(λ)ଶ + (2 − λ)ଶ + (1 + 2λ)ଶ
+

𝜈(2 − 2λ)

ඥ(λ)ଶ + (2 − λ)ଶ + (1 + 2λ)ଶ
 

Μଷ(λ, λ∗, 𝜈) =
2 + 𝜆 − 2λ∗

(λ)ଶ + (2 − λ)ଶ + (1 + 2λ)ଶ
+

𝜈(1 + 2λ)

ඥ(λ)ଶ + (2 − λ)ଶ + (1 + 2λ)ଶ
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Şekil 4.5   L  dual doğrusuna karşılık gelen doğru kongrüansının dayanak yüzeyi  

 biçimindedir. 
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

5.1 Sonuçlar 

Bu çalışmada bir doğru kongrüansında dayanak yüzeyinin bir (n,m) tipli Bezier 

yüzeyi olması durumu ve bu durumda doğrultmanlarında yüzeye ait normal vektör olması 

durumu incelenmiş bu kongrüansın başlangıç noktaları verilmiş dayanak yüzeyi üzerinde 

alınan koordinat eğrilerinin herhangi bir noktadaki de Casteljau algoritması verilmiş, bu 

koordinat eğrileriyle oluşan regle yüzeyler incelenmiştir. Ayrıca kinematikte sıklıkla 

kullanılan dual değişkenli eğriler alınmış bu eğrilerin birim dual küre üzerine yansıma 

eğrileri oluşturulmuş özel olarak bu eğriler polinom eğrilerden seçilmiş ve bu eğrilere 

karşılık gelen doğru kongrüansı incelenmiştir. Son olarak dual uzayda verilen bir 

noktadan geçen ve bir doğrultuya paralel olan dual doğrular incelenmiş bu doğruların 

birim dual küre üzerine yansıma eğrileri yine verilmiş bu yansıma eğrisine karşılık gelen 

doğru kongrüansları verilerek incelenmiştir. 

5.2 Öneriler 

Bu çalışmada ifade edilen doğru kongrüansları dikkate alınarak karşılık gelen 

regle yüzeylerin kapalı olma durumları ve bir yörünge yüzeyi olma durumları da dikkate 

alınarak daha genel sonuçlar elde edilebilir. Bu kapalı regle yüzeylere ait Frenet vektör 

alanları ve bu alanların oluşturduğu kapalı yörünge yüzeyleri açılım açıları ve açılım 

uzunlukları olarak incelenebilir. 
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