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OZET
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Osman KAYNUN
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Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dog. Dr. Muhsin INCESU

Bu tezde dayanak yiizeyi ve dogrultman vektoriiniin 6zel yiizeyler ve vektorler oldugu dogru
kongriianslari ile dual degiskenli D3 teki dual egrilere 6zellikle dual polinom egrilere ve bunlarin 6zel bir
hali olan dual dogrulara karsilik gelen kongriianslar ele alinmis ve irdelenmistir.

2025, 34 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Bezier Yiizeyleri, Frenet vektor alanlari, dogru kongriiansi, dual dogrular,
dual egriler
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ABSTRACT

MS THESIS

ON SOME LINE CONGRUENCES

Osman KAYNUN

Mus Alparslan University
Natural and Applied Science
Department of Mathematics

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Muhsin INCESU

In this thesis, the line congruences for which the directrix surface and the director vectors are
special surfaces and vectors are discussed and examined. Also in this thesis the line congruences
corresponding to the dual curves with the dual variables especially dual polynomial curves in D? and the

dual lines, which are a special case of them, are discussed and examined.

2025, 34 Pages
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1. GIRIS

Geometrik modellemelerde amag bir cismin ya da nesnenin matematiksel yapisini
olusturup bilgisayarda c¢esitli programlar ve algoritmalar beraberinde sekiller ile
gorsellestirilmesidir. Bilgisayarlarin her gegen giin gelismesiyle de beraber bu
modellemelerde optimum seviyelere dogru hareket etmektedirler. Matematik
modellemelerle elde edilen tasarimlarin alt yapisini parametrik egri ve yiizeyler
olusturmaktadir. Bunlardan; Bezier yiizeyleri ve egrileri, B-spline yontemleri, NURBS

egrileri uygulamasi yaygin olarak kullanilan 6nemli bir alana sahiptir.

Bernstein polinomlariyla tanimlanan Bezier yiizeyleri ve egrilerine Paul De-
Casteljau ve Pierre Bezier onciiliik etmistir. Bu egriler ve ylizeyler otomotiv sanayisinden
ucak sanayisine, miithendislikten tip alanina kadar genis yelpazede kullanildigindan
siirekli gelistirilerek calismaya devam etmektedir. Endiistriyel tasarimlarda kullanilan
Spline’ lar noktalar kiimesi tarafindan belirlenen diizgiin bir egri olusturmak igin
kullanilan esnek bir serittir. Cok sayida agirliklar serit boyunca yayilmasiyla sabit
konumda duran bir egri olusturmaktadirlar. Yine modellemelerin alt yapisinda kullanilan
NURBS yiizeylerinin ve egrilerinin invaryantlarinin tanimlanmasiyla yiizey ve egrilerin
onemli Ozelliklerinden Gauss egriligi, burulma, asal egrilik, egrilik ve daha fazla yap1
tanimlanmaktadir. En temel 6rnek olarak bir arabanin dizayninda riizgar direncinden
yakit tiilketimine kadar etkili olan aerodinamik kavisler, kivrimlar bu egri ve ylizeylerin
sahip oldugu 6zellikler ile tanimlanmaktadirlar.

Uzayda 2-parametreli dogrularin ailesi, dogrusal kongriians veya dogru
kongriiansi1 olarak adlandirilir. R3 de dogru kongriianslari, dogru geometrisinin klasik bir
alamdir. Bununla birlikte son zamanlarda projektif diferansiyel geometri, hesaplama ve
gorilintiileme teknikleri, ... gibi farkli alanlarda da kullanildig1 goriilmektedir (Garcia ve
Sotomoyar,2000). Ayrica giinlimiizde dogrularin diferansiyel geometrisi genis olarak
tiriinlerin dizayni, imalati, hareket analizlerinde, kat1 cisim simiilasyonlarinda ve objelerin
modellenmesinde kullanilmaktadir (Gray 2006).

Dogru kongriiansindaki tiim dogrular1 kesen yiizeye taban yiizey yada referans
yiizey veya dayanak yiizeyi denir. Yiizey iizerinde alinan bir egri boyunca devam eden
dogru kongriiansinin dogrular1 uzayin ya da elde edilen regle yiizeyin dogrularinin 1-
parametreli ailesidir. Taban yiizeyinin normallerini, dogru kongriiansindaki dogrularin

dogrultmanlar1 yerine alirsak elde edilen dogru kongriiansina, normaller kongriiansi



denir. Bundan dolay1 normaller kongriiansi, dogru kongriianslarinin 6zel bir sinifim
olusturur. Ayrica normaller kongriianslar ylizeylerin klasik diferansiyel geometrisinde

onemli rol oynarlar (Oztiirk, 2011).



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Dual sayilar 19. Yy da Clifford tarafindan bulunmus ve kinematik uygulamalari
daha sonra Study ve Kotelnikov tarafindan genellestirilmistir. Ayrica dual sayilar cebiri
ve doniisiim uygulamalar1 Miiller (1963), Kose (1974), Bottema ve Roth (1979)
caligmalarinda kullanilmistir (Sari08lu,2003).

Dogru kongriianslart iizerine ilk ¢aligma Kummer in “Allgemeine Theorie der
Grandlinigen Strahen System” isimli kitabinda verilmistir. Diger yandan dogrularla bir
ylizeyi diger bir yiizeye doniistiirmek i¢in kullanilan klasik metotlarda dogru kongriiansi
kullanilmaktadir (Blaschke 1945). 1875 yillarinda Backlund and Bianchi boyle bir
doniisiimii dogru kongriianslar1 ile vermistir ve buna Backlund Doniigiimii denilmistir
(Oztiirk, 2011).

Regle yiizeyler ve dogru kongriianslar1 dual S? kiiresi iizerinde birim dual egriye
karsilik gelir. (Guegenheimer, 1977). Boylece bir dogrusal yiizeyin olusturulmasi,
karsilik gelen birim dual kiirenin bulunmas1 problemine doniisiir. Minkowski uzay zaman
geometrisinin zamanla gelisimi ile Study teoremi ile 3- boyutlu dual uzay ve timelike ya
da spacelike dogrular kiimesi arasinda da birebir eslesme ifade edildi. Béylece R; , 3
boyutlu Minkowski uzayindaki timelike yonlenmis dogrular ile 3- boyutlu Lorentz
uzayinda HZ birim hiperbolik kiire yiizeyi {izerindeki noktalar arasinda da bir eslesme var
oldugu (Ugurlu ve Caligkan, 1996) da gosterilmis oldu (Kazaz ve ark. 2008).

Regle yiizeyler matematik alaninin disinda mekanik, robotik ve diger bazi endiistri
alanlarinda da tasarim amaciyla kullanilmaktadir. Bu sebeple, makine miihendisleri,
bilgisayar bilimciler vb. alanlardaki bilim adamlar1 bu yiizeyleri incelemislerdir.
Bunlarin bazilar1 bu yiizeylerin diferansiyel geometrik 6zelliklerini incelerken digerleri
de uygun bir gosterimini aragtirmistir.

Regle yiizeyler ve dogru kongriianslar1 ile ilgili olarak J. Hoschek (1973), bu
ylizeyleri siniflandirmak i¢in bu yiizeylere ait integral invaryantlar1 tanimlamistir. Giirsoy
(1979) calismada dual uzayda 1- parametreli kapali kiiresel egriler icin bir integral
invaryant olan dual acilim agisini tanimlamistir. Boylece bu kapali egriler iizerinde
Holditch teoremi ve bu kapal1 egrilerin sinirladigi bélgenin alaninin dual agilim agisi ile
iliskileri ve bu iligkilerin reel biiyiikliiklerle karsilig1 (Giirsoy 1990a, 1990b) ile (Abdel-
Baky ve Hacisalihoglu, 1998) de calisilmistir. (Eralp, 2009). Dogru kongriianslar1 ile
daha spesifik calismalar1 Hacisalihoglu (1983), Oztiirk (2011), Tas (2016), Yilmaz A.
(2018) vermislerdir.



Bilgisayar destekli tasarimda 6nemli bir kavram olan Bezier egrileriyle pek ¢ok
calisma yapilmistir. Ornek birkac calismay: ifade etmek gerekirse, Samanci, Celik ve
Incesu (2015), Evren (2020), Samanci (2018), Farouki, Szafran ve Biard, (2009);
Hoschek, (1992); Incesu ve Gursoy, (2004); Incesu, (2003); Juhasz, (1999); Liu, ve Wang
(2002); Piegl ve Tiller, (1999) Kiligoglu ve Senyurt (2020) bunlardan bir kagidir.



3. MATERYAL ve YONTEM
3.1 Temel Tanim ve Teoremler

E? iki boyutlu Oklid uzayinda A = (a4, a,) ve B = (b4, b,) olmak iizere toplama
ve carpma islemleri agagidaki gibi tanimlansin:
+:E? X E? > E?
(A, B) > A + B = (a1 + bl’ az + bz)
:E? X E%? > E?
(A, B) > A.B = (albl, albz + azbl)
E? kiimesi bu islemler altinda dual sayilar kiimesi olarak tanimlanir ve DD ile

gosterilir. A = (a,a*) € D keyfi eleman

A =a(1,0) + a*(0,1)

Bigiminde yazilabilir. Burada (1,0) elemanina reel birim, (0,1) elemanina da dual
birim denir ve dual birim ¢ ile gosterilir. Agikga goriilebilir ki €2 = 0 dir. Keyfi (r, 0)
eleman1 r € R elemanina izomorftur. Boylece A = (a,a”) dual eleman a, a* € R olmak
tizere A = a + €a” bi¢ciminde gosterilebilir. Eger A = a + €a” dual sayis1 verildiginde a
ve a” sayilarina 4 nin sirastyla reel ve dual kismi diye adlandirilir. Bir A = a + €a” dual
sayismin eslenigi A = a — a* sayisidir.
U; € D olmak iizere Bir U = (U, U,, U3) € D3 vektoriine dual vektor denir.
U=U+¢eU*veV =V + eV* dual vektorleri i¢in i¢ arpim

(O,7) =(U, V) + e((U*, V) + (U, V"))

bigiminde tanimlanir buna gore ve reel kismu sifirdan farkli olan (U # 0) bir U = U +

gU* dual vektoriin normu da

(u,ur)

=u+4+esu*€D
il

||| = V(U, 0y = J(U,U) + 2&(U, U*) = |[U|| + ¢

bicimindedir. (Hacisalihoglu,1983).

Birim dual kiire iizerindeki her bir U = U+ eU* (U # 0) vektorii R® de
yonlenmis bir dogruya bire bir olarak karsilik gelmektedir. (Hacisalihoglu,1983)

Bu béliimdeki tanim ve teoremlerin bir cogu (Yilmaz A.,2018) den alinmistir.



3.1.1 Yiizey

Eger 1, AT, # 0 olacak sekilde, S © R? kiimesinin bir alt kiimesi i¢in
rrUcR*—>ScR?
seklinde tanimlanmis, diferansiyellenebilir ve birebir bir fonksiyon varsa bu fonksiyona
S’nin diizgiin bir parametrizasyonu denir.
Ayrica r~1:r(U) » U fonksiyonu siirekli oldugunda ve S c R?® kiimesinin her
noktasinin, bdyle bir diizglin parametrizasyonla ortiilebilen bir komsulugu varsa, S

kiimesine R? icinde bir yiizey ad1 verilir (Shifrin, 2011).

3.1.2 Yiizeyin Birim Normal Vektorii

Eger S kiimesi R? iginde bir yiizeyse ve R = 7 (uy, vy) € S olacak sekilde
rUcR*—>ScR?
seklinde diizgiin bir parametrizasyon tanimliysa, bu durumda r, ve r, vektorleri, R
noktasinda yiizeye teget olan Tz (S) diizlemini olusturur. Bu teget diizleme dik olan ve

asagida verilen vektor

AT,

lIn Al

birim vektordiir ve bu vektore yiizeyin birim normal vektori adi verilir (Shifrin, 2011).

3.1.3 Darboux Catis1

M diizgiin bir yiizey ve a: I € R - M diizgilin parametrizasyonlu birim hizda bir
egri olsun. Egrinin teget vektor alan1 T = a'(s) ile gosterilsin. Ayrica U, M yiizeyinin
birim normal vekt6rii olmak iizere,

{T,UB =T AU}
kiimesi Darboux cergevesi olarak tanimlanir. a egrisi boyunca Darboux ¢atisi i¢in tiirev

formiilleri asagidaki gibidir:

T 0 kg K| |T

Ul=1|-k 0 1| |U

B’ —Kkn —Ty O B
Burada:

e K, Geodezik egrilik,
e K,: Normal egrilik,

e T, Geodezik burulma



Ifadeleridir. Ayrica, a egrisinin geodezik egriligi x, asagidaki sekilde tanimlanir:
kg = (U AT,T")
Ozel Durumlar:
1. Egri, ylizey lizerinde asimptotikse: kn = 0 olur.
2. Egri, ylizey lizerinde geodezikse: kg= 0 olur.

3. Egri, ylizeyin egrilik ¢izgisi ise: 1= 0 olur (O’Neill, 1996).

3.1.4 Dogrultman Vektorii

Parametrik dogrulardan olusan bir aileyi igeren yiizeyler, regle yiizey olarak
adlandirilir. Regle yiizeyler genel olarak su sekilde ifade edilir:
X(s,v) =a(s) +vB(s)
Burada, o(s) ifadesi yiizeyin dayanak egrisini temsil ederken, f(s) vektori ise o(s)

noktasindaki yiizeyin dogrultman vektorii olarak adlandirilir (Gray, 2006).

3.1.5 Ozel Regle yiizeyler

M c E3 bir yiizey ve o: I € R — E diferansiyellenebilir diizgiin bir egri olsun. Bu
egrinin Frenet ¢atist {T,, Ny, By, k, T} Buna gore:

1. Eger regle yiizey asagidaki bigimde verilmisse

X(s,v) = a(s) + vT,(s)
bu yiizeye M’ye teget regle yiizey denir.

2. Eger regle yiizey asagidaki sekilde tanimlanirsa

X(s,v) =a(s) + vN,(s)
bu yiizeye M’ye normal yiizey adi verilir.

3. Eger regle ylizeyin parametrelestirmesi

X(s,v) = a(s) + vB,(s)

seklinde yapilmissa, bu durumda M’ye binormal yiizey denir.
4. Sabit bir g € E® vektorii igin, eger regle yiizey

X(s,v) =a(s) +vq
biciminde ifade ediliyorsa bu ylizey M, silindirik yiizey olarak adlandirilir.



5. Sabit bir p € E° noktasi i¢in, regle yiizey

X(s,v) =p +vB(s)

biciminde ifade ediliyorsa bu ylizey M, koni yiizeyi olarak adlandirilir.

3.1.6 Bogaz Noktasi

Bir regle yiizeyin X (s, v) parametrelestirmesinde, ardisik iki dogrultmanin ortak
dikmesinin esas dogrultu {izerindeki izdiisiimiine bogaz (striksiyon) noktasi adi verilir

(Hacisalihioglu, 2000).

3.1.7 Yiizeyin Bogaz Egrisi

Bir regle yiizeyin X (s, v) parametrelestirmesinde, ana dogru boyunca yiizeyin
olusumu sirasinda bogaz noktalarinin geometrik yerini gosteren egriye ylizeyin bogaz
egrisi denir (Hacisalihioglu, 2000).

o(s) = a(s) + vB(s) (3.1.)
seklinde yazilabilir. Burada o(s) dayanak egrisinin yer vektori, f(s) ise dogrultu

vektorudur.

Simdi X (s, v) regle yiizeyinde o (s) ve o (s) + do (s) olmak {izere iki komsu noktay1
ele alalim. Bu iki noktanin dogrultular tizerinde ayaklar1 olan P ve Q noktalar1 alinsin. P
ve Q arasindaki ortak dikme PQ ile gosterilsin. Eger PO dogrusu, bogaz egrisine teget

olursa, asagidaki kosul saglanir:

(B'(s),PQ) =0, (B(s) + B'(s)ds,PQ) = 0

Bundan hareketle su esitlik elde edilir:

da

BT =0, (BELTo)+(F ()7 =0

Sonug olarak, bogaz egrisinin parametre degeri

_ (TBG)

(B'(s), B'(s))

seklinde bulunur. Bu degerin (3.1.) denkleminde yerine yazilmasiyla
(Ts, B'(s))

(B'(s), B’ (s))

elde edilir. Bdylece bogaz egrisinin parametrik ifadesi ortaya konmus olur.

o(s) = a(s) — B(s)

3.1.8 Dogru Kongriiansi

Y(u,v,w):U XR = E3, (u,v,w) » Y(w,v,w) =x(v,w) +ud(v,w)



doniisiimiiyle tanimlanan E* uzayinda elde edilen Y (, v, w) ailesine kongriians ad1 verilir.
Burada Y (u, v, w) bir dogru ailesini belirtmektedir. Dolayisiyla, £*’te iki bagimsiz
parametreye bagli dogru ailesi bir dogru kongriiansi olarak adlandirilir.
Bu durumda x (v, w) kongriianstaki dogrularin kesistigi taban yiizeyini x(U) gosterir.
Ayrica
d:U c R*> — E3
dontisiimii ile tanimlanan d ('v, w ) kongriiansin ana dogrularinin birim yon vektorlerinden
olusan bir aileyi temsil eder. Parametre uuu ise, taban yiizeyindeki x (U) noktasi ile dogru
tizerindeki Y (u, v, w) noktas1 arasindaki uzakligi belirtir (Biran, 1970)
Y (u, v, w) dogru kongriiansi i¢in:
i.  Egerd (v, w) sabit bir vektor ise, Y (u, v, w) dogru kongriiansini olusturan dogrular
paralel olur.
ii.  Egerd (v, w) sabit degilse, bu durumda Y (u, v, w) dogru kongriiansindaki dogrular

paralel degildir (Oztiirk, 2011).

3.1.9 Kapah Regle Yiizeyin Ac¢ilim Uzunlugu

Y(u,v,w):U X R - E3, (w,v,w) » Y(u,v,w) = x(v,w) + ud(v,w)
dontisiimiiyle verilen dogru kongriiansinda, taban yiizeyi x (U)’niin birim normal vektori
n (v, w) olmak tizere:

i) Eger V(v,w)€Uigind(v,w)=n(v,w)iseY(u,v,w) kongriiansinin
ortogonal yoriinge egrisi, kongriians ekseni n(v, w)’yi dik kesen bir egridir. Bu durumda,
taban yiizeyi x(U) tizerindeki kapali bir ¢ (v, w) egrisi boyunca hesaplanan uzunluk,

kapali regle yiizeyin a¢ilim uzunlugu
= j (p(v,w),n(v,w))
1)

olarak tanimlanir.

i) Eger V(v,w) € U icin d(v,w) # n(v,w) igin olursa,
Y (u, v, w) kongriiansinin ortogonal yoriinge egrisi bu kez kongriians ekseni n(v, w)’yi
dik keser. Ayni sekilde, taban yiizeyi x(U) tizerindeki kapali bir ¢ (v, w) egrisi boyunca
elde edilen uzunluk yine kapali regle yiizeyin acilim uzunlugunu verir ve su sekilde

tanimlanir;
£ = f (p(v,w),d(v,w))
@

(Oztiirk, 2011).
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3.1.10 Kapali Regle Yiizeyin Ac¢ilim Acisi

Y(u,v,w):UXR - E3, (wv,w)e Y(w,v,w) =x,w)+ud(v,w)
dontisiimiiyle verilen dogru kongriiansinda, taban yiizeyi x(U) niin birim normal vektorii
n(v, w) olmak lzere:

i) V(v,w) € U i¢in d(v,w) = n(v,w) oldugunda, Y (u, v, w) kongriians1 taban
yiizeyi x(U) lizerinde tanimlanmis parametre egrilerinden bir egrilik dogrusu olusturur.
Bu durumda kongriiansin ag¢ilim agisi, taban yiizeyi x(U) lizerinde tanimli kapali bir
@(v,w) egrisi boyunca elde edilen kapal regle yiizeyin agilim agisidir ve su sekilde

tanimlanir;
p= —f det[0dx, 0%x,n]
@

ii) V(v,w) € Ui¢ind(v,w) # n(v,w) oldugunda, Y (u,v,w) kongriiansinin
acilim agis1, ana dogrularinin birim yon vektorii d(v, w) olan dogrularin, kongriiansin
ekseni boyunca bir periyot sonra ilk konumuna gore yaptigi aci1 olarak tanimlanir. Bu
durumda agilim agist:

p= —fdet[ax,azx, d]
1)

seklinde ifade edilir (Oztiirk, 2011).

3.1.11 Kongriiansin Bogaz Yiizeyi

Y(u,v,w):UXR = E3, (w,v,w)»Ywv,w) =x(v,w) +ud(v,w)
seklinde verilen, paralel olmayan bir dogru kongriiansinda
(0a(v,w),dd(v,w)) =0
kosulunu saglayan bir o = (v, w) ylizeyi vardir. Bu durumda dogru kongriians1 yeniden
parametrelenerek
Y(u,v,w) = a(v,w) + ud(v,w)
seklinde yazilabilir. Burada a (v, w) ylizeyine, Y (u, v, w) kongriiansinin bogaz yiizeyi adi
verilir. Bu yiizey su sekilde ifade edilir:

(0x(v,w),dd(v,w))
|d (v, w)|?

d(v,w)

a(v,w) = x(v,w) —

(Oztiirk, 2011).
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3.1.12 Dogru Kongriiansin Dagilma Parametrisi

Y (u, v, w) taban yiizeyi bogaz yiizeyi olan, paralel olmayan bir dogru kongriiansi
olsun. Bu dogru kongriiansinin dagilma parametresi su sekilde tanimlanir:

(da(v,w) Ad(v,w), dd(v,w)) det (aa(v, w), d(v,w), dd(v, W))
|d(v,w)|? - |d(v,w)|?

p(v,w) =

(Oztiirk, 2011).
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4. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA
Bu tezde genel formati
X(t,v,w) = a(t,v) + wB(t,v) (1)

bi¢iminde verilen bir dogru kongriiansinda dayanak ylizeyi a(t, v) ve dogrultman vektorii
B(t,v) nin 6zel durumlar ile kiiresel dual egrilerin 6zel hallerine ait dogru kongriianslari

ele alinacaktir.
4.1 Dayanak Yiizeyi icin Ozel Kosullar

4.1.1. Dayanak Yiizeyi a(t, v) nin (n,m) tipli bir Bezier Yiizeyi Olmasi ve B(t,v)

nin de Bu Yiizeyin Normal Vektorii Olmasi Durumu
Bu durumda a(t, v) dayanak yiizeyi kontrol noktalart

[Poo o P

Pom * Pam
bi¢ciminde verilen bir Bezier ylizeyi olsun. Buna gore
a(t,v) = Teo X7 Py B (DB (v) 2)
Olsun. Bu yiizeyin herhangi bir (t, v) noktasindaki normal vektorii de

a(tv)xa,(t,v)

t,v) =N(t,v) = 3

L) (tv) llere (t,v) Xy, (V)| ®)

olur. Bezier yiizeylerinde kismi tiirev ifadeleri dikkate alindiginda (3) ifadesi
B(t,v) = [Zi20 Xio Py M0 B 0B )| X[ B X150t Py O DB (0B (v)]

| 4)

[Zi 2o Py 0B @B )| X[ Eilo X' Py @V BE 0B )|
olur. Buna gore (1) kongriiansi i¢in su teorem verilebilir:

Teorem 4.1: «a(t,v) dayanak yiizeyi kontrol noktalar1 {Py, .., Pno,--» Pom, - - Pam}
bigiminde verilen bir Bezier yiizeyi ve B (t, v) dogrultmani da bu yiizeyin normal vektori
olan bir dogru kongriiansi verilsin. Yani (2) ve (4) saglayan (1) kongriiansi verilsin. Buna

gore
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AtPyox A Py
[|aiPgoxAT Py ||

a) t=0,v=0i¢cin X(0,0,w) =Pyy+w

AiPOO XAjPO(m_l)
[|ATPooXAT Po(m—1)

b) t=0,v=1icin X(0,1,w) =Py, +w

AiP(n—1)0><AjPoo
AP (r—1)0 X AT Poo |

¢)t=1Lv=0icin X(1,0,bw) =P, +w

AiP(n—l)mXAan(m— 1)
147 (n—1ym XA Prgm-1) |

dt=1Lv=1licin X(1,1,w) =P, +w

dir. Burada ALPU = P(i+1)j — Pl] Ve AJPU = Pi(j+1) — Pl] dir.

Ispat: Bezier yiizeylerinde son nokta interpolasyon ve son nokta teget 6zellikleri

dikkate alinarak kolayca bulunacaktir. ilgili dzellikler i¢in (incesu, 2003) incelenebilir.

4.1.2 Dayanak Yiizeyi (n,m) tipli bir Bezier Yiizeyi Olan Dogru Kongriiansinda De

Casteljau Algoritmasi

Kontrol noktalar {Pi j} 1=0,...,n,j=0,..., m olan bir Bezier ylizeyi verilsin.
Yiizeyin herhangi bir (ty, vy) noktasindaki degerini, yiizey lzerindeki koordinat
egrilerini bulmak ya da bu egrilerin yiizeyi ayirdig: alt yiizeyleri elde edebilmek igin
yiizeyin kontrol noktalarina de Casteljau algoritmasi uygulanir.  ty, vy € [0,1] olsun.
Once t, € [0,1] icin a(ty, v) koordinat egrisini ve bu egrinin yiizeyi ayirdig iki ayr
Bezier ylizeyini bulalim. Bunun i¢in her bir j degerine karsilik gelen kontrol noktalarina
ayrt ayrt de Casteljau algoritmast uygulanir. j = 0 ic¢in kontrol noktalar
{Pyo, P19, P2g -+, Pno} dir. Bu mnoktalara ve diger j degerlerine karsilik gelen noktalara

algoritmay1 uygularsak,
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0 0 0
POm le an

j =-m-o POTn1 P1m1 P(n—l)m1
Pom"
Bulunur. Burada uygulanacak olan algoritma

P = 'Plj = (1—to)P§™" + toPii (5)

dir ve Pl-(;- = P;; dir.

Bu algoritma ile a(t, v) Bezier yiizeyi lizerinde t = t, sabit tutulup v boyunca

almacak a(t,, v) egrisi yine bir Bezier egrisidir. Bu egrinin kontrol noktalari
t t t t
{ “Plo, "Pgy, PGy, ) PO}

dir. Aciktir ki de Casteljau algoritmasi ile a(ty,, v) koordinat egrisi, a(t,v) Bezier
ylizeyini iki ayr1 Bezier yiizeyine ayiracaktir. Bu Bezier yiizeylerinin kontrol noktalari
yukaridaki algoritmada I yoniindeki noktalar birinci yiizeyini; II yoniindeki noktalar da
ikinci Bezier ylizeyini olusturacaktir. (sekil 1) Buna gore elde edilecek Bezier

ylizeylerinin kontrol noktalari

Py’ Poo’ Poo™
Iy‘hzeyr PO].O P0.11 POln

POmO POml POmn
Ve

POOn Plon_1 PnOO

n n-1 0

11 yﬁzeyi: P01 P11' Pnl

POmn len—l anO

olur. Simdi her iki yiizeye de v, noktasinda tekrar bir de Casteljau algoritmasi
uygularsak bu defa dort ayr1 Bezier yiizeyi elde edilecektir. Her bir i degeri i¢in bu

algoritmay1 uygulayalim:
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I yiizeyi i¢in:

(POOO)O (Pmo)o (POmO)O
i=0- (Po®)" (Pu®)
| : :
(Pooo)m = 1]Poodm
benzer sekilde
(Pool)o (P011)0 (POml)O
1 1
i=1- (Poo')” (Pos')” - (Po(m—1)1)1
(P 001)m = 1;.Polém
(Poo™°®  (Por™°® = o (Po™)°
i=n-— (Poon)1 (130171)1 (Po(m—l)n)1
(P, oo-n)m = V}J o%m
11 yiizeyi igin:
(Poo™®  (Por™°® o o (Po™)°
i=0- (Poo™' (Pt - (Po(m—l)n)1
(Pog™™ = "RS"
benzer sekilde
(Plon_l)o (Plln_l)o (len_l)o
i=1- Po™™) (P (Pl(m—l)n_l)l

(Plon._l)m = VP1(.51_1)'m
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0 0 0
(PnOO) (Pnlo) (anO)
0\1 0! 1
i=n- (PnO ) (Pnl ) (Pn(m—l)o)
(Pnoo)m = vPr?ém
Burada da yine 1 ve 2 yoniindeki noktalar1 ayirirsak, bunlar sirasiyla 14, I,, I1; ve
11, Bezier yiizeylerinin kontrol noktalar1 olacaktir. (Pi ]-k)u ifadesini ”Pi’f'u bigiminde

gosterirsek, bu dort alt Bezier yiizeylerinin kontrol noktalari

0,0 1,0 n,0
vp vp vp

00 00 00
I yuzeyi: : : :
vpOm vplm vpnm
POO POO POO
vpOm vplm vpnm
POO POO POO
I yuizeyi: : : :
vp0,0 vpl,0 vpn,0
POm POm POm
vpn,0 vpn—1,0 vp0,0
POO P10 PnO
II; yuzeyi: : : 4
vpnm vpn—-1m vpOm
POO P10 PnO
ve
vpnm vpn—-1m vpOm
POO PlO PnO
I ylizeyi: : : :

vpn,0 vpn—1,0 vp0,0
POm P10 an

Olur. Buradaki algoritma da

u - —
"Ryt = (Py*)" = "R = vo) + PP (v0) (6)

L

dir ve "P*° ifadesi de (5) teki gibi "Pi']f’o = tPi'j- = Pi'j- dir. Agiktir ki a(t,, v,) noktasi

bu algoritmaya gore
a(to,vo) = "oy (7
dir.

Buna gore asagidaki teorem verilebilir:
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Sekil 4.1 Bezier yiizeyinde Subdivision

Teorem 4.2: «a(t,v) dayanak yiizeyi, kontrol noktalari

[Poo P

Pom = Paum
bi¢iminde verilen bir Bezier yiizeyi ve B(t, v) dogrultmani da bu yiizeyin normal vektorii
olan bir dogru kongriiansi verilsin. Yani (2) ve (4) saglayan (1) kongriiansi verilsin. Buna
gore ty, vy € [0,1] i¢in dogru kongriiansi

[ VN, i v.on,
At Pyt X A PGyt

YA P T R

X(ty, vo,w) = vpg'(;n +

dir. Burada

ivpnm _ Vpn-1m _ vpnm jvpnm _ Vpnm-1 _ vpnm ... )
A" "Pyy = P, — Pyy ve A Py = Py — Py, bigimindedir.
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4.1.3 Dayanak Yiizeyi (n,m) tipli bir Bezier Yiizeyi Olan Dogru Kongriiansinda
Koordinat Regle Yiizeyler

X(t,v,w) = a(t,v) + wB(t,v)

bi¢iminde verilen bir dogru kongriiansinda dayanak yiizeyi a(t,v) , kontrol noktalari
{Pl- j} 1=0,...,n,j=0,..., m olan bir Bezier ylizeyi ve dogrultmani1 da . Yilizeyin normali
olan dogru kongriians1 g6z oniine alinsin. ty, vy € [0,1] olmak tizere a(ty, v) ve a(t, vy)
egrileri dayanak yiizeyi lizerinde aliman koordinat egrileridir. a(t,v) ylizeyi Bezier
yiizeyi oldugundan bu koordinat egrileri de birer Bezier egrisidir. Buna gore X (t,, v, w)

ve X(t, vy, w) regle yiizeyleri de koordinat regle yiizeyleridir.

Sekil 4.2 Dayanak ylizeyi Bezier yiizeyi olan dogru kongriiansinda koordinat regle

ylizeyler

a(ty, v) ve a(t, vy) koordinat egrilerinin kontrol noktalar1 sirasiyla,
{ Py, *PYy, Py, .., P

ve
{vegs, VPR, VPR, ..., VPI}

dir. Burada tP{}- ve "Pi’}l noktalar1 de Casteljau algoritmasi ile elde edilen noktalardir.

Bu algaritmaya gore

‘Pl = (1 - to)P ' + toPlti)
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ve
PPt = (1 —vo)P Tt + UOP(1+1)]
dir.

Dogru kongriiansinin dayanak yiizeyi Tlzerindeki koordinat egrileri tercih
edildiginde kongriiansin dogrultmani olan yiizeye ait normal vektorii de koordinat
egrisinin Frenet ¢catisindaki normal vektorii konumunda olacaktir. O halde a bir koordinat

egrisi ve § da o egrinin normali ise elde edilecek regle yiizeyler
X(to,v,w) = a(w) +wp() ve  X(t,vo,w) = a(t) + wp(t)
Olur. Her iki durumda da ||a'|| = r olmak iizere f = N oldugundan ve

(a’,B')=(rT,—rk T+ rtB) = —r?k  olacagindan « koordinat egrilerinin ayni
zamanda regle yiizeyin striksiyon egrisi olmadigir goriliir. Bu nedenle bu verilen
koordinat egrileri yardimiyla bir striksiyon egrisi bulabiliriz. Bunun i¢in egrinin Frenet

cat1 ve tiirev formullerinden

A p >ﬁ
1872
yani
o=ua-+ KZK?N (8)
elde edilir.

Kontrol noktalari {by, ..., b, } olan bir B(t) Bezier egrisinde (t € [0,1] ) son nokta
teget 6zelligine gore B(0) = by ve B(1) = b,, dir. Son nokta teget 6zelliklerine gore de
B'(0) = nAb, ve B'(1) = nAb,,_, dir. Burada Ab; = b;,, — b; dir. Bu 6zelliklere gore

Ab,

birim normal vektér N(0) = 15, CSCP IIAboll

——cot¢ dir. Burada ¢ agis1 Ab, ile Ab;

Abp_y

b, j COtY — “Abn 2” —1=2_cscp dir. Burada da

arasindaki acidir. Benzer sekilde N(1) =

acis1 Ab,,_; ile Ab,,_, arasindaki agidir. (Samanci, Celik, Incesu, 2015)

n—1 || AbgxAb || n-2 det ( Abg,Aby,Ab
— L ve1(0) =— (250Ab12b2) 4ir. Benzer

Egrilikler ise x(0) = TITNE n |l AbyxAby |12
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sekilde x(1) = %W ve (1) =

_ n- 2det(Abn 1,Abp_2,Aby_3)

dir.
| Aby—1 XAby 5 ||?

(Samanci, Celik, incesu, 2015)

Simdi yukaridaki a koordinat egrisinin ¢ yada v ye bagli olmasina gore son nokta
teget ve son nokta interpolasyon Ozellikleri kullanilarak asagidaki ozellikler ifade

edilebilir.

Teorem 4.3: X(t,v,w) = a(t,v) + wB(t,v) dogru kongriiansinin dayanak
ylizeyi, kontrol noktalar1 {Pl- j} 1=0,...,n,]=0,..., molan bir Bezier ylizeyi olsun. t,, v, €
[0,1] olmak tizere bu yiizey tizerinde alinan a(t,, v) ve a(t, vy) koordinat egrilerinin ve
kongriiansin dogrultman vektoriiniin bu egrilere gore ifadesi olan N(v) ve N(t)
vektorleri olmak tizere sirasiyla X (to, v,w) = a(v) + wN(v) ve X(t,vy,w) =
a(t) + wN(t) koordinat regle yiizeyleri igin striksiyon egrileri o(v) ve a(t) olmak
lizere;

A tp A tpl
||’”‘||S(p||”"||

m(m-1)||aJ g, ” lla7 tpgy xad tPo1|| cote

tpn
a) o(v=0)= "P,
) o ) o0 * (m-1)2[|aJ P xAJ tpgl1||4+(m_2)2”N PY, ” llaJ tpg, ” cos?¢

dir. Burada A/ Pfj = ¢ i) P}

;i Ve @ agisl AN EPR ile AV tPY arasindaki aci; ¢

acist da AJ 'PIY x AV TPY ile AV tPY, arasindaki acidir.

b) clv=1)= P}, +

3| aJ Po(m 1 ) PO

m(m—l)”AJ' tpgl(m_l) ||3||Aj fpgl(m_l) xaJ tpgl(m_z)” a7 o Bom 1)” cote [a e (m 2)” csct g

(=12 (| Py XD Py | (=202 | Py || a7 ¢Pgim- 3>|| cos?¢

dir. Burada A/ tPZ}' = ! i’bm Pj

5 ve @ agist A tPgl(m_l) ile A/ tPgl(m_z) arasindaki

act; ¢ agis1 da A/ ‘P o(m—-1) X AN tpgl(m_z) ile A/ tPgl(m_3) arasindaki agidur.

P10 AL VpTL

n(n-1)||a! P{G ” [|at VPEG xA! UP10|| ” 2T 7P| csco ot e

coto
¢ o(t=0)= P} +

(n—1)2||al PRI xal PP *+ (n—2)2|at YRR ||°||at PR [P cos2 ¢

dir. Burada A °P[}' = "P{l ;= P}

T ve @ agist AT VP ile A" PJ arasindaki ag1; ¢

acist da A VPR x AL VP ile A VPJ% arasindaki agidir.

d) ot=1)= ‘P§, +



21

n(n—l)”Ai P, 0”3HA1‘ pm ol VP 0”3 A" Pl 10 coter A P-2y0 esct
— — — i U iV
oy oy G e =

(2| P 1y < Pl +n-2r2A P10 HGHA" P 731—3)0”2”524’

dir. Burada A’ P = VP4 — VP

T ve @ agist AT VPl ile AT P, arasindaki

agt; ¢ agist da A" "P_yyo X AYUPR_ . ile AT VP _ sy, arasindaki agidur.

Striksiyon egrisinin (8) ifadesi ve dogru kongriiansinin koordinat regle ylizeyine

ait dagilma parametresi ifadesi dikkate alindiginda Frenet formiillerinden

det (B0, B (0),0'(D)  det (V.N' |a + s N)) .

18" IN']|? (k2 +12)

olur. Yine son nokta teget ve son nokta interpolasyon 6zellikleri kullanilarak asagidaki

ozellikler ifade edilebilir.

Teorem 4.4: X(t,v,w) = a(t,v) + wB(t,v) dogru kongriansinin dayanak
yiizeyi, kontrol noktalar1 {Pi j} 1=0,...,n,j=0,..., molan bir Bezier yiizeyi olsun. ty, v, €
[0,1] olmak tizere bu yiizey tizerinde alinan a(ty, v) ve a(t, vy) koordinat egrilerinin ve
kongriiansin dogrultman vektoriiniin bu egrilere gore ifadesi olan N(v) ve N(t)
vektorleri olmak tizere sirasiyla X(to, v,w) = a(v) + wN(v) ve X(t,vy,w) = a(t) +

WN (t) koordinat regle yiizeyleri i¢in dagilma parametreleri

m(m-)||a) P\ a7 tr3 ||’ [la) tPE || cos ¢ sin @

(m-1)2||aJ tP611||55in6(p+(m—2)2||Aj Pl |l|ad tPy|| cos @ cos @

a) plv=0)=

dir. Burada A/ tP[} =1 iG+1) — ‘Pl ve @ agis1 AJ 'PY ile AJ 'P}, arasindaki ac1; ¢

ij

acist da A/ 'Rl x AJ 'PY ile AJ TP, arasindaki agidir.

—m(m—l)“Af tP&m_l)”3”Ai tPgL(m_Z)HZHAI' tPgL(m_3)|| cos ¢ sin ¢

b) plv=1)=

(m—1)2||Aj tP&m_Z)HssinG(p + (m—2)2||Aj tPg(m_l)””Aj tPél(m_”” cos ¢ cos @

dir. Burada A/ ‘P = * iG+1) — ‘Pl ve ¢ agisi A ngl(m_l) ile AJ tPg‘(m_z) arasindaki

agt; ¢ agisida AV ¢ om-1) X A tPg‘(m_z) ile A/ ngl(m_3) arasindaki agidur.

n(n-1)||at *pR|°[|al "PTR|1(|AT YPIE| cos ¢ sin @
n—1)2||At "P1"3||5 siné o +(n—2)2||at PRR||||AL YPIE|| cos ¢ cos ¢

c) p(t=0)=(
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dir. Burada A' °PJ}' = PPl 1y — P ve @ agisi AU VPG ile AT VP]j arasindaki ac1; ¢

acist da A VPR x AL VP ile A' VPR arasindaki agidir.

. 3 . 2y .
—n(n—l)”A‘ "Pgll_l)O” ”N "P(T,',Ll_z)()” ”N "P(’;’;_g)O” cos¢psing

d p(t=1) =

(n—1)2||Ai vP(’}l—z)o”S sin ¢ + (n—2)2||Ai "P(’}l_l)()” ”Ai "P(’}l_3)0” cos ¢ cos @

dir. Burada A" VP = VPl ; — VP[T ve @ agisi AT PP ile AT VP, arasindaki

agt; ¢ agist da A' "P_yyo X AYUPR_ . ile AT VP _ sy, arasindaki agidur.

4.2 Dual Kiiresel Egriler ve Karsilik Gelen Dogru Kongriianslar:

¢:D — D3 Olarak tamimlanan bir @(t + €t*) dual egrisinin taylor acilimlari
dikkate alinarak elde edilecek ifadesi

(B = Pt +et”) = p(6) + (¢ (V) +t'¢' () ©)

yazilabilir. Burada ¢ (t) ve ¢*(t) egrileri @(t + et*) dual egrisinin t* = 0 anindaki

konum egrisinin reel ve dual kisimlarini ifade eder. Yani

¢'(t+etD)|._ =@ +ep*(®)

dir.
Ornek olarak
P = (ag + €ap™) + (a; + €a”)(t + et™) + (a, + €ay*)(t + et*)?
bi¢iminde ikinci dereceden dual polinom egrisi olsun. Bu egri
P = (ag+ a; t +ayt?) +€[(ay” + a;"t +ay*t?) +t* (a; + 2a,t)]
bi¢ciminde yazildiginda
o) =ag+a;t+ayt?
o (t) = ap* + a;t + a,’t?
dir. Benzer sekilde (9) ile verilen ¢(£) nin tiirev ifadesi de
§B)=¢(t+et)=¢') +e(d”(®) +¢"(®)) (10)
dir. (Aydin, 2025) Buna gore bir dual degiskenli egrinin birim dual kiire {izerine izdiisiim

egrisi ise

zony _ 9D _ _o® ¢ D+ D) _ (B(D.0" D)+ $r()
¢ (0) = ( - ¢(t)> (11)

N ECITC] 6@l TOE

bicimindedir. Bu egrinin reel ve dual kisimlari

n_ oD i SO (DO O+ B1(D)
Ut = Ve Ut =—25; TGIE ¢(®) (12)
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dir. Kinematikte temel teoremlerden biri olan E Study teoremine gore birim dual kiire
tizerindeki her bir nokta reel uzayda bir yonlendirilmis dogruya karsilik geldiginden (11)
ile verilen birim dual kiiresel egrisi de reel de bir dogru kongriiansina karsilik gelir. Buna
gore bu egrinin karsilik geldigi dogru kongriiansinin dayanak yiizeyi ve dogrultman
vektorii
a(t,t*) =U(t, t*) x U (¢, t")
B, t*) = UL t")
dir. (Incesu, 2022) Buna gore (11) dual kiiresel egrisinin karsilik geldigi dogru kongriiansi
Xt tw) =a(tt) +wp(tt")

p) ¢ D)+t (1) @)
X
le@ll lp @Il ) + le@ll (13)

olur. Burada ¢ ve ¢* reel degerli egrilerdir.

X(t, tw) = (

4.2.1 Dual Polinom Egrilerin Dual Kiiresel izdiisiim Egrileri ve Karsihik Gelen

Dogru Kongriianslari
o) = (ag + €ay”) + (a; + ea”)(t + et™) + (a, + €a,”)(t + et*)?

Bigiminde kuadratik Polinom Egri olsun. Burada D? dual uzayda bir egri oldugundan a;,

a;* € R3 ve t,t* € R dir. Bu egriyi (9) formatinda yazarsak,

¢(t) = Qo + a, t+ aztz
d)*(t) = ao* + al*t + az*tz

yazabiliriz. Buna gore bu egrinin dual kiiresel izdiigiim egrisi,

(ag + a; t+ a,t?)

JZ?zl(aOi +ay; t+ apt?)

¢ =

[ (ap* + a*t +ay"t?) + t*(a; + 2a,t) ]
JZ?:l(aOi +ay t+at?)

_{ag +ai t+axt?), (ao" + ai"t +ay't?) +t7(ay + 2a,1))

3
[\/21‘3:1(‘101' +agt+ azl'tz)]

+e€

(ag+a;t+ aztz)‘

bicimindedir. Karsilik gelen dogru kongriiansi ise

(ag+ ay t + ayt?) x[(ap* + a*t +a,*t?) +t*(aq + 2a2t)]> N (ag +a; t + a,t?)
w

X(t, tw) = (
Tiii(ag +ay; t+ ayt?) JZ3 (ag; + ay; t+ azt?)
i=1\"0i 1i 21




24
dir.

Ornek: ap = (1,-1,1),a, = (2,1,-1),a, = (1,0,1), ay” = (0,—-1,2), a;* = (—1,1,0),

a,” = (1,1,1) olsun. Buna gore polinom egri,
PO =Q+2t+t3-1+t,1—t+t>) +e[(—t+t3 -1+t +t%2+t>)+t*(2+2t,1,—1+ 2t)]
dir. Bu egrinin kiiresel izdlistim egrisi

Q)
(@42t +tA -1+ 1 -t + 1)
B V2t* +2t3+10t2 + 3
[ (—t+t?,-1+t+t32+t)+t"(2+2t,1,—1+2¢t)
V2t* + 23+ 10t2 + 3
+f| ((1+2t+t2,—1+t,1—t+t2),[(—t+tz,—1+t+t2,2+tz)+t*(2+2t,1,—1+2t)])

- A+2t+t%,-1+t,1—-t+t?)

[V2er ¥ 20 + 1062 + 3]

(—t+t%-1+t+t32+t3)+t*(2+2t,1,-1+2¢t)

[ ]
| Va2tt + 26% + 1062 + 3 |
+E| (t* + £ —t + 1) + t* (463 + 3t2 + 100) |

(A+2t+%-1+t1—t+1t?)
V2t* + 263 + 1082 + 3

(A+2t+%-1+t1—t+1t?)

[Vae* + 26 + 1062 + 3]3

Olur. Buna gore dogru kongriiansi

. A42t+5-1+t1—t+t?) X[(—t+t3-1+t+t%2+t2)+t*(2+2t1,-1+2t)]
X(t, t*w) = o 3 2
t* + 2t° + 10t + 3

A+2t+%,-14+t1—t+1t%)
V2t* + 263 + 1062 + 3

bigimindedir.

Bu dayanak yiizeyi iizerinde koordinat egrileri alirsak bu durumda koordinat regle

ylizeyler;

t =0 i¢in

(-1,3t* —2,3t" — 1 (1,-1,1)
) w2

X(0,t*w) = ( - =

biciminde bir regle yiizey ifade edecektir. Bu yiizey bir diizlemdir. Ciinkii dagilma

parametresi ve Gauss egriligi sifirdir. Simdi,

t* =0 igin

1
|
J
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(—t* +t3—1,-4t3 -2 -5t —2,t* + 263+ 4t2 -2t — 1)
X(t0,w) =
2t* +2t3 +10t2 + 3
(A+2t+t%-1+t,1—t+1t3)

V2t4 4+ 2t3 4+ 10t2 + 3

Olur. Bu regle ylizeyin dayanak egrisi « bir striksiyon egrisi olusturur mu? Bu sorunun
cevabi maalesef olugturmazdir. Ciinkii (', 8’) # 0 dir. O halde bu egri yardimiyla bir
striksiyon egrisi bulalim.

(a', B")

A VTR

((—t4 +t3—1,—4-t3—t2—5t—2,t4+2t3+4t2—2t—1))

2t + 263 + 1062 + 3

—10t19 + 58t° + 60t® + 372t7 + 307t® + 150> + 631t* — 153t3 + 93t? — 36t — 27
[V2e* + 263 + 1062 + 3] 1+
V22t8 + 6t7 + 62t6 — 88t5 — 67t* + 132t3 + 132t2 + 36t + 54 '
[V2t* + 2¢% + 10¢2 + 3]

Olarak yazilabilir. t = 0 alinirsa striksiyon egrisinin konumu

© <—1+ 1 -2 1 -1, 1)
o =\ =5 T T =y 5 - =
3 18V3'3 18V3 3 18V3

Olur.

4.3 Dual Dogrular ve Karsilik Gelen Dogru Kongriianslari

Dual uzayda tanimli bir L dual dogrusu verilsin bu dogrunun dogrultman D=d+
ed* olsun ve dogrunun gectigi herhangi bir noktaAd = A + eA* olsun. (sekil). L
dogrusunun iizerindeki keyfi bir nokta X = X + eX* olmak iizere

0% =0A+AD
yazilabilir. Burada A = A + eéA* € ID. Buna gore keyfi X vektorii
R=X+eX*=(A+Ad) + (4" +Ad” +1*d)
Dir. Burada reel ve dual kisimlar ayrilirsa

X=A+Ad and X* = A" +Ad" + \'d



26

Olur. Eger X = (x,,2) ; X* = (x*,¥%,2°); d = (dy,dp,d3); d* = (di",dy",d3"); A =
(a,b,c) ve A* = (a*, b*, c*) bi¢ciminde ifade edilecek olursa L dual dogrusu parametrik

olarak A, A* € R olmak tlizere

xX= a+Ad; x*=a*+ Ay +1d,
y = b+ d, ve y* = b* + Ad," + A°d, (14)
z= c+\ds 25 = c" + Ads” + A\ds

Bu (14) denklemi A = A + £A* dual noktasindan gegen ve D=d+ed" dual vektoriine

paralel olan L dogrusunun parametrik denklemidir. Her bir denklemden :

- ‘—a' (x-a)d;"\ _y—b ‘—b* (y-b)d,'
AHA*:xdaH(x a a)1>=y +g<y & )2)
1

dy d,* dy dy d,*
z—c z*—c* (z-o0o)d3"
_ +£< ( 3 3>
d3 d3 d3

Ifadeleri yazilabilir.

Sekil 4.3 D3 te L dogrusu

Eger A = A+ eX* = 0 segilirse A=A =0)budurumda X = X + eX* ve A =
A+ €A" noktalar1 L de cakisik olur.

Eger A =0ve A" # 0 ise budurumda yalmzca X =X + eX* ve A = A +A*
noktalarinin reel kisimlar ¢akisiktir. (i.e. X = A ) ve X in dual kismi ise A* noktasindan

gecen ve d yoniindeki dogrunun iizerinde bulunur. Yani

YTTa T T q
dir.
Eger A" = 0 and A # 0 segilirse
x—a y—b z—c x'—-a y'-b" z'-c
dq da ds dy” dy’ ds’

saglanir. Bunun anlam1 A dan gegen d yoniindeki [; dogrusu ile A* dan gegen d*

vektoriine paralel olan [, dogrusunun yonlenmeleri ve hizlar1 aynidir.
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Simdi D3 uzayinda verilen Sy =8y +&8,°, 8, =8 +&85,,8, =8, + &8,

noktalar1 dogrudas olsun. Bu durumda F& , (1=0,1,2) vektorleri lineer bagimlidir. Bu
durumda G = det(SO ,S1 ,52) determinant degeri sifir olur. determinant 6zelliklerinden
bu determinant asagidaki gibi yazilabilir. Yani
G =det($y,5:,3,)
=det(Sy,S8;,8;) +eldet(Sy",81,8,) +det(Sy,8,",8,) +det(Sy,8;,8,")]
+ 2[det(Sy",8,",8,) + det(Sy, S, ,8,") + det(Sy",81,8,7)] + 3det(S,",8,7,5,7)
£? = 0 oldugundan
G = det(Sy,S8:,8,) + e[det(S,",8,,8;) +det(Sy,8:",S,) +det(Sy,85,,5,)]=0
Veya dual ve reel kisimlar1 ayr1 ayr1 olarak
det(Sy,81,8,) =0
det(S,",8,,8;) +det(S,,8,",8,) +det(Sy,8;,5,") =0

Yazilabilir. Burada su teorem ifadesi verilebilir.

Teorem 4.5: Eger D3de Sy, =38, +&S,",8, =8 +&85,°,8, =8, + &8, ii¢
nokta dogrudas ise

i) det(Sy,81,5,) =0 (15)
i) det(Sy",81,8,) + det(Sy,8,",8,) +det(Sy,8,,5,") =0

saglamalidir.

L dual dogrusu verilsin. L dogrusunun birim dual kiire iizerine izdiisiim egrisi y
olsun. Bu izdiisiim ile L iizerindeki X = X + £X* noktas1 birim dual kiire {izerindeki 7
egrisi ilizerinde X, = X, + £X," noktasma projektif olur. (Sekil.) bdylece su teorem
yazilabilir.

Teorem 4.6: D = d + ed* yoniindeki A = A + A" dan gegen L dogrusu verilsin.
Bu takdirde L dogrusu iizerindeki X = X + £X* noktas1 birim dual kiire iizerindeki

egrisinin X, = X, + €X,” noktasima projektif olur. Yani

P
X1l
Xt = X (XXX
X lxI°

saglanir.
Proof: Birim dual vektdr tanimdan kolayca gortilebilir.

(14) parametrik denkleminden su teorem verilebilir:
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Teorem4.7: D = d + ed* yoniindeki A = A + €A dan gegen L dogrusu verilsin
Eger X = (x,y,2) ;X" = (x",y",2);d = (d1,d5,d3); & = (d1",d;",d5 ); A = (a,b,¢)
ve A* = (a%,b*,c*) bigiminde yazilirsa L dogrusu iizerindeki X = X + eX* noktasinin
birim dual kiire iizerindeki # egrisinin X, = X, + €X,” noktasina projektif ise bu

takdirde

o~ (a+Adq,b+Ady,c+21d3)
Xo(4,A) = J(@+1d1)2+(b+1d)%+(c+Ad3)2
(a*+ Ady"+A%dq,b* + Ady " +A*dy,c* + Ad3 +A*d3)
V(@+Ad)2+(b+21d3)%+(c+Ad3)?
[(@a+2d)(@ + Ad," + 2°dy) + (b + Ady)(b* + Ad," + A°d,) + (¢ + Ady) (c* + Ad3™ + 1*d3)]

- [(a+Ady)2 + (b + 2dp)% + (c  Ad;)2]772 (@+Ady, b+ Adz, ¢ +Ad;)

Xy (A2 =

Saglanir.
Ispat: E. Study teoremi ile birim dual kiire iizerindeki her bir nokta reel 3- uzay
R3 te bir yonlenmis dogruya karsilik geldiginden bu L dogrusu da bir dogru kongriiansina

karsilik gelecektir. Bu kongriians

(Incesu,2022) den de goriilecegi gibi her A, A* € R icin a dayanak egrisi ve S
dogrultman vektori

XxX*

a(M,A%) = e

and B(t) =X,

biciminde ifade edilebilir. A, A*,v € R olmak iizere karsilik gelen dogru kongriiansi

XxX* X

M@, A%v) = a +vB(0) = TRt

elde edilir. Boylece su teorem verilebilir:

Teorem 4.8: D =d + ed* yoniindeki A = A + eA* dan gecen L dogrusu
verilsin. Bu takdirde L dogrusu iizerindeki X = X + eX* keyfi noktalarma R te karsilik

gelen dogru kongriiansi

__(a+Ady, b+Ady, c+Ad3) x (a*+Ady"+A*dy , b*+Ady"+A"d, , c*+ Ad3"+)"d3)

MO\’ A, v) (a+Ad)2+(b+Ad2)2+(c+Ad3)? +
(a+Adq,b+Ady,c+Ad3)
J(@a+id1)2+(b+Ad3)2+(c+Ad3)?
bi¢imindedir.

Bu dogru kongriiansini
M(}\'I )\*r V) = (Ml ()\1 }\*r V), MZ (}\'I )\*1 V)’ M3 ()\1 }\*r V))

Bi¢iminde yazarsak bu durumda kongriiansin koordinat
(be* = cb™) + Albds" — ds b* + cdy” — dyc™) + X' (bd; — cdy) + 22(dyds” — dsdy”)
(@ +Ad)? + (b +Ady)? + (c + Ads)?
+ v(a+2Ad;)
J@+2ad)2+ (b +2Ady)? + (¢ + Ad3)?

M; (A A5 v) =
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(ca* —ac*) + A(cd;” —dic*+dza* — ady") + A" (cd, — ady) + A2(dsd," — ds"dy)

Mo ANv) = (@a+Ad)? + (b + Ady)? + (c + Ady)?
N v(b + Ady)
J@@+2Ad)? + (b +2Ad,y)? + (c + Ad;)?
My ) = (ab* — ba*) + A(ad,” — dy a* + dyb* — bd,") + X*(ad, — bd,) + 22(d,d," — dy"dy)
3 ] ’ -

(a+2Ady)?+ (b +Ady)?% + (c + Ad3)?
+ v(c +Ad3)
J@+2ad)? + (b +2Ady)? + (¢ + Ad3)?

dir. Bu kongriiansin dayanak yiizeyini kuadratik ylizey olarak segersek bu kongriians

kabaca asagidaki gibi ¢izilebilir. (fig.2).
M(\,v)

Sekil 4.4 L ye karsilik gelen M(A, A%, v) dogru kongriiansi

Sekilde, koordinat regle yiizeyler gdsterilmistir. Bunlar A* = 0 i¢in yesil renk ile
M(A,v) regle yiizeyi, ve A = 0 i¢in mavi renk ile verilen M(1*, v) regle ylizeyleridir.
Pembe renk ile verilen vektor ise L iizerindeki A noktasina karsilik gelen vektordiir. Yani
A=0ved =0 .

Ornek: d=(1,-1,2); d =(-1,1,-1); A=(021) ve A* = (—1,0,4)
verilsin. Bu takdirde D = d + ed* yoniinde A = A + £A* dan gegen L dogrusuna karsilik

gelen dogru kongriiansinin koordinat fonksiyonlari:
8+ 31+ 51" — A2 Av

e N I ) N 7V AN TGV G S E e T
ML O ) e e S v(2 -2
2\UY V) =
M2+ C=D2+1+20%  [Q)2+ 2 =02+ (1 +2))2
My, 2% v) = 2+A1-2\ v(1 + 21)

M2+ @22+ A+ 2 JOr 4 GNP+ A2
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05
Sekil 4.5 L dual dogrusuna karsilik gelen dogru kongriiansinin dayanak yiizeyi

bigimindedir.

30
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu caligmada bir dogru kongriiansinda dayanak yiizeyinin bir (n,m) tipli Bezier
ylizeyi olmasi durumu ve bu durumda dogrultmanlarinda yiizeye ait normal vektér olmasi
durumu incelenmis bu kongriiansin baglangi¢ noktalar1 verilmis dayanak yiizeyi izerinde
alinan koordinat egrilerinin herhangi bir noktadaki de Casteljau algoritmas1 verilmis, bu
koordinat egrileriyle olusan regle ylizeyler incelenmistir. Ayrica kinematikte siklikla
kullanilan dual degiskenli egriler alinmig bu egrilerin birim dual kiire iizerine yansima
egrileri olusturulmus 6zel olarak bu egriler polinom egrilerden se¢ilmis ve bu egrilere
karsilik gelen dogru kongriiansi incelenmistir. Son olarak dual uzayda verilen bir
noktadan gecen ve bir dogrultuya paralel olan dual dogrular incelenmis bu dogrularin
birim dual kiire lizerine yansima egrileri yine verilmis bu yansima egrisine karsilik gelen

dogru kongriianslar1 verilerek incelenmistir.

5.2 Oneriler

Bu calismada ifade edilen dogru kongriianslar1 dikkate alinarak karsilik gelen
regle yiizeylerin kapali olma durumlari ve bir yoriinge yiizeyi olma durumlar1 da dikkate
alinarak daha genel sonuclar elde edilebilir. Bu kapali regle ylizeylere ait Frenet vektor
alanlar1 ve bu alanlarin olusturdugu kapali yoriinge ylizeyleri agilim agilart ve agilim

uzunluklar: olarak incelenebilir.
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