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  bir yarıgrup ve     olsun.  Eğer         oluyor ise   ye   de bir 

quasi-idempotent eleman denir. Bu kavram gruplarda involüsyon kavramına denk 

gelmektedir.     ve     olmak üzere (               ) derecesi   ve 

  olan iki eleman tarafından üretilen altgrupların yapısı hakkında neredeyse hiçbir 

Ģey söylememiz mümkün değildir. Ancak, bir grupta iki quasi-idempotentin 

dihedral altgrubu ürettiği bilinmektedir. Quasi-idempotentler grup takdimleri için 

de önemli bir kavramdır. Çünkü, gruplarda quasi-idempotentlerin tersleri de 

kendileri olup bir takdimde üreteç olan bir quasi-idempotentin tersine ihtiyaç 

yoktur. Bu nedenlerle bazı grup ve yarıgruplardaki quasi-idempotentlerin yapısını 

belirlemek önemli bir araĢtırma konusudur. 

              ve          {       } kümesi üzerindeki kısmi 

dönüĢümler yarıgrubu, (tam) dönüĢümler yarıgrubu, bire-bir kısmi dönüĢümler 

yarıgrubu, permüstasyonlar grubu (  inci simetrik grup) ve alterne grup olsun. Bu  

çalıĢmada            yarıgrupları ile    ve    grupları içindeki quasi-

idempotentlerin cebirsel yapılarını  inceleyen ve bu yarıgrupların (minimal) quasi-

idempotent  üreteç kümelerini inceleyerek quasi-idempotent  ranklarını belirleyen  

çalıĢmaları derleyerek yarıgrup araĢtırmacılarının bilgisine sunduk. 

 

Anahtar Kelimeler:  DönüĢüm yarıgrupları, idempotent, quasi-idempotent, 

doğuray kümesi, rank. 
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 Let   be a semigroup and    . If        , then     is called a 

quasi-idempotent.. This concept corresponds to the concept of  involution in 

groups.  Although there appears to be almost nothing  that can be said about the 

structure of a subgroup generated by two elements of given orders     and 

    in any case other than          , two quasi-idempotent in any group 

generate a dihedral subgroup. Moreover quasi-idempotents  also have an important 

role for group presentation, since there is no need to use the inverse of any 

generators in relations since the inverse of any involution is itself. Hence 

determining the structure of quasi-idempotents in certain groups and semigroups  is 

an  important research topic.  

 Let   ,       ,    and    be the partial transformation semigroup,  (full) 

transformation semigroup, symmetric inverse semigroup, the symmetric group and 

the alternating group on    {     }  In this study we present the compilation of 

some studies which examine the algebraic structure of quasi-idempotents in   , 

      ,    and   , and which obtaine the quasi-idempotent rank of these 

semigroups by using the (minimal) quasi-idempotent generating sets to the 

researchers. 

 

Key words:  Transformation semigroups, idempotent, quasi-idempotent, 

generating set, rank. 
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GENĠġLETĠLMĠġ ÖZET 

  

   bir yarıgrup ve     olsun.  Eğer           oluyor ise     

elemanına     nin bir idempotent elemanı denir. S yarıgrubundaki idempotentlerin 

kümesi      ile gösterilir. Eğer         oluyor ise   ye   nin bir quasi-

idempotenti denir. S yarıgrubundaki quasi-idempotentlerin kümesi      ile 

gösterilir.  

  , boĢ olmayan bir   kümesi üzerinde tanımlı bağıntılar yarıgrubu ve 

     olsun. Eğer        için |  |    oluyor ise   ya   üzerinde bir kısmi 

dönüĢüm denir.    yarıgrubundaki kısmi dönüĢümlerin oluĢturduğu küme     

bileĢke iĢlemiyle bir yarıgruptur ve yarıgruba X üzerindeki kısmi dönüĢümler 

yarıgrubu denir.      kısmi dönüĢümünü   (        
  

               
 

) 

formunda gösterebiliriz.      kısmi dönüĢümünün tanım kümesi ve görüntü 

kümesi sırasıyla        {                  } ve          

{                  } Ģeklinde tanımlanır.  

       olsun. Eğer,                 için           iken         

oluyor ise     ya   üzerinde bir kısmi bire-bir dönüĢüm denir.    üzerindeki tüm 

kısmi bire-bir dönüĢümlerin kümesini      ile gösterelim.     bileĢke iĢlemiyle bir 

yarıgruptur ve  bu yarıgruba X  üzerindeki kısmi-bire-bir dönüĢümler yarıgrubu 

(simetrik inverse yarıgrup) denir. Eğer       için |  |    ise   ya   üzerinde 

bir (tam) dönüĢüm denir.   üzerindeki tüm dönüĢümlerinin oluĢturduğu kümeyi 

   ile gösterelim.     bileĢke iĢlemiyle bir yarıgruptur ve yarıgruba  X  üzerindeki 

(tam) dönüĢümler yarıgrubu denir.      olsun. Eğer   hem bire-bir hem de 

örten ise   ya   üzerinde bir permütasyon denir ve   üzerindeki tüm 

permütasyonların kümesi    ile gösterilir.    bileĢke iĢlemi ile bir grup olup bu 

gruba   üzerindeki simetrik grup (permütasyon grubu) denir. 

 Eğer   bir sonlu küme ise genelliği bozmaksızın       {       } 

sonlu kümesi ele alınır. Bu durumda                 yerine sırasıyla            
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   yazılır.     için    üzerindeki çift permüstasyonların  kümesi    bileĢke 

iĢlemiyle    nin altgrubu olup bu gruba   inci Alterne grup denir  

  bir yarıgrup ve       olsun.   nin   kümesini içeren 

altyarıgruplarının arakesiti de   kümesini içeren bir altyarıgrup olup bu 

altyarıgruba   nin   tarafından doğurulan (üretilen) altyarıgrubu denir ve  〈 〉  

ile gösterilir. Eğer  〈 〉    oluyor ise     e     nin bir doğuray kümesi  

denir. 〈 〉    olacak Ģekilde   yarıgrubunun bir sonlu    alt kümesi mevcut ise   

ye sonlu doğuraylı yarıgrup denir. Eğer   sonlu doğuraylı yarıgrup ise         

   { | |   〈 〉                } pozitif tamsayısına   nin rankı denir. Eğer   

yarıgrubu sadece quasi-idempotentlerden oluĢan (sonlu) bir küme tarafından 

doğuruluyor ise   ye (sonlu) quasi-idempotent doğuraylı yarıgrup denir ve   nin 

quasi-idempotent rankı             { | |    〈 〉                    } 

olarak tanımlanır. 

Bu çalıĢmada              ve    ve bazı altyarıgrupları içindeki quasi-

idempotentlerin cebirsel yapılarını inceleyen ve bu yarıgrupların (minimal) quasi-

idempotent  doğray kümelerini inceleyerek quasi-idempotent  ranklarını belirleyen  

çalıĢmaları derleyerek yarıgrup araĢtırmacılarının bilgisine sunduk. 

3. bölümde,      için       {                       

               } Ģeklinde tanımlanarak, idempotent olmayan bir      

elemanının bir quasi-idempotent olması için gerek ve yeter koĢulun           

için       olması ve                 için           veya     

     olması” olduğu gösterildi. Buradan yararlanarak, idempotent olmayan bir 

     elemanının bir quasi-idempotent olması için gerek ve yeter koĢulun   nın 

her bir orbitinin “1-devir veya  -devir (ağaç eklenmeden), uzunluğu   veya 3 olan 

bazı ağaçlar eklenmiĢ  -devir veya  -devir veya tek kökü olan   veya   uzunluklu 

ağaç” formlarından biri Ģeklinde olması olduğu sonucuna ulaĢıldı. Bunun aĢikar bir 

sonucu olarak, idempotent olmayan bir      elemanının bir quasi-idempotent 

olması için gerek ve yeter koĢulun   nın her bir orbitinin “ -devir veya  -devir 
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(ağaç eklenmeden) veya uzunluğu   veya   olan bazı ağaçlar eklenmiĢ  -devir 

veya  -devir” formlarından biri Ģeklinde olması olduğu elde edildi. Daha sonra  

idempotent olmayan      elemanının bir quasi-idempotent olması için gerek ve 

yeter koĢulun “her bir orbitinin en fazla 2 uzunluklu olması” olduğu gösterildi. 

Ayrıca,          olması için gerek ve yeter koĢulun “  nın ayrık   - devirler 

Ģeklinde yazılabiliyor olması” olduğu ispatlanarak    de tanımlanan bazı özel 

quasi-idempotentler ile üretilen altyarıgruplar için elde edilen sonuçlar verildi. 

4. bölümde,      ,           herhangi bir sıralı  -li ve       

      için (    ) bir 2-devir olmak üzere                                    

           [[       ]]  {
               (  

 
  

 
  )                        

               (    

 

    

 

)                        
  

Ģeklinde yeni bir notasyon tanımlandı.      ve            

 

   [[       ]][[       ]]  

               [[       ]][[       ]] (        ve     ; 

   [[       ]]      , 

  [[       ]]; 

   [[       ]], 

        [[     ]]  

   [[     ]], 

  [[     ]]                                                                                                       

   [[     ]], 

      [[     ]]. 
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Ģeklinde verilen n tane formdan biri olmak üzere    〈        〉 olduğu ve 

buradan da qrank(  ) {
              
              
              

  olduğu ispatlandı. Daha sonra,     

 ,             bir sıralı  -li ve         için        bir  -devir olmak üzere  

[[       ]]
 
 {

               (    
 

    
 

)    ç      ğ      ı  

               (    
 

    
 

)          ğ      ı  
 

Ģeklinde notasyon tanımlandı.      için          

  

{
 

 
     [[     ]]                       
     [[     ]]                         

     [[     ]]                       
 

  

{
 
 

 
       

   

 
 
   

 
                       

     [[     ]]                         

      
   

 
 
   

 
                       

 

  

{
 
 

 
 
         [[       ]]                       
         [[     ]]                       
     [[     ]]                       
     [[     ]]                       

 

Ģeklinde verilen quasi-idempotentler olmak üzere    〈     〉 olduğu ve buradan 

da      için qrank(  )=3 olduğu gösterildi. Benzer Ģekilde 

            {
               
               
               

                                    {
               
               

 

          {
               
               

 

olduğu gösterildi.  
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1. GĠRĠġ 

 

Yarıgrup teorisi 1900’ lü yılların baĢında ortaya çıkmıĢ ve 1940’lı yıllarda 

Clifford ve Dubreil tarafından yayımlanan makalelerle önem kazanmıĢtır. Bu 

dönemden itibaren çalıĢmalar hızla artarak 1950’li yılların sonuna doğru yarıgrup 

teorisi cebir araĢtırmacılarının ilgisini çeken önemli bir alt dal haline gelmiĢtir. 

       bir grupoid olsun. Eğer “ ” ikili iĢlemi   üzerinde birleĢme 

özelliğine sahip ise, yani            için 

 

(        )              

 

ise       ikilisine bir yarıgrup denir.   bir yarıgrup ve         olsun. Eğer 

      ise     ye     nin altyarıgrubu denir ve       Ģeklinde gösterilir.    bir 

yarıgrup ve     olsun.  Eğer           oluyor ise     elemanına     nin bir 

idempotent elemanı denir. S yarıgrubundaki idempotentlerin kümesi      ile 

gösterilir. Eğer         oluyor ise   ye   nin bir quasi-idempotent elemanı 

denir. S yarıgrubundaki quasi-idempotentlerin kümesi      ile gösterilir.  

Quasi-idempotent kavramı gruplarda involüsyon kavramına denk 

gelmektedir. Ġnvolüsyonların sonlu basit grupların sınıflandırılmasında kullanıldığı 

iyi bilinmektedir. Isaacs (2008) da vurgulandığı gibi,      ve     olmak üzere 

(               ) derecesi   ve   olan iki eleman tarafından üretilen 

altgrupların yapısı hakkında neredeyse hiçbir Ģey söylememiz mümkün değildir. 

Ancak, bir grupta iki quasi-idempotentin dihedral altgrubu ürettiği bilinmektedir. 

Quasi-idempotentler grup takdimleri için de önemli bir kavramdır. Çünkü, 

gruplarda quasi-idempotentlerin tersleri de kendileri olup bir takdimde üreteç olan 

bir quasi-idempotentin tersine ihtiyaç yoktur. Bu nedenlerle bazı grup ve 

yarıgruplardaki quasi-idempotentlerin yapısını belirlemek önemli bir araĢtırma 

konusudur. 
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              boĢtan farklı bir küme olmak üzere     in her bir   alt kümesine   

üzerinde bir bağıntı denir ve   üzerindeki tüm bağıntıların kümesi    

 {        } bileĢke iĢlemi ile bir yarıgruptur.     olsun.   elemanının 

görüntü kümesi     {           } Ģeklinde tanımlanır. 

     olsun. Eğer        için |  |    oluyor ise   ya   üzerinde bir 

kısmi dönüĢüm denir.    yarıgrubundaki kısmi dönüĢümlerin oluĢturduğu küme 

    bileĢke iĢlemiyle bir yarıgruptur ve yarıgruba X üzerindeki kısmi dönüĢümler 

yarıgrubu denir.      kısmi dönüĢümünü  

 

  (
        

  
    

           

 
) 

 

formunda gösterebiliriz.      kısmi dönüĢümünün tanım kümesi ve görüntü 

kümesi, sırasıyla 

 

       {                  } 

         {                  } 

 

Ģeklinde tanımlanır.  

       olsun. Eğer,                 için           iken         

oluyor ise     ya   üzerinde bir kısmi bire-bir dönüĢüm denir.    üzerindeki tüm 

kısmi bire-bir dönüĢümlerin kümesini      ile gösterelim.     bileĢke iĢlemiyle bir 

yarıgruptur ve yarıgruba X  üzerindeki kısmi-bire-bir dönüĢümler yarıgrubu 

denir. 

      olsun. Eğer       için |  |    ise   ya   üzerinde bir (tam) 

dönüĢüm denir.   üzerindeki tüm dönüĢümlerinin oluĢturduğu kümeyi    ile 

gösterelim.     bileĢke iĢlemiyle bir yarıgruptur ve yarıgruba  X  üzerindeki (tam) 

dönüĢümler yarıgrubu denir. 
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      olsun . Eğer   hem bire-bir hem de örten ise   ya   üzerinde bir 

permütasyon denir ve   üzerindeki tüm permütasyonların kümesi    ile gösterilir. 

   bileĢke iĢlemi ile bir grup olup bu gruba   üzerindeki simetrik grup 

(permütasyon grubu) denir.   

Eğer   bir sonlu küme ise genelliği bozmaksızın       {       } 

sonlu kümesi ele alınır. Bu durumda                   yerine sırasıyla 

                 yazılır. 

                    kümesi üzerindeki bire-bir örten dönüĢümlerden oluĢan simetrik 

inverse yarıgrup olmak üzere    de tanım (görüntü) kümesinde en fazla     tane 

eleman olan tüm kısmi 1-1 dönüĢümlerin kümesi     olsun; 

 

    {     |      |     }        

 

    in dönüĢümlerin bileĢkesi iĢlemiyle    nin bir altyarıgrubu olduğu açıktır. 

     olmak üzere             için      oluyorsa   ya sıra azaltan kısmi 

bire-bir dönüĢüm;             için      oluyorsa   ya sıra arttıran kısmi 

bire-bir dönüĢüm denir.     deki tüm sıra azaltan kısmi bire-bir dönüĢümlerin 

kümesi   
  ve     deki tüm sıra arttıran kısmi bire-bir dönüĢümlerin kümesi   

  

olsun. 

 

  
  {                         } 

  
  {                          } 

 

  
   ve   

  ,     yarıgrubunun bir altyarıgrubudur ve    
  ile   

  yarıgrupları 

izomorfiktir.  

     ve               birbirinden farklı elemanlar olmak üzere her 

             için           ,          ve her      {            } 

için        ise    ya bir  -devir denir; ve              Ģeklinde yazılır. 2-
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devir transpozisyon olarak da adlandırılır. Özel olarak birim permütasyon       

          olarak da ifade edilebilir.         için eğer  {          }  ve  

{          }  iki ayrık küme ise             ve             devirlerine ayrık 

devir denir. Her permütasyon ayrık devirlerin çarpımı Ģeklinde yazılabilirdir. 

Ayrıca her devir de transpozisyonların çarpımı Ģeklinde yazılabilirdir.            

Gerçekten de,      için  

 

                              

 

Ģeklindedir. Dolayısıyla her permütasyon transpozisyonların çarpımı Ģeklinde 

yazılabilirdir.  Bir permütasyonun transpozisyonların çarpımı Ģeklinde yazılıĢı tek 

türlü değildir, ancak sayısı aynıdır. Eğer bir permütasyon tek sayıda 

transpozisyonun çarpımı Ģeklinde yazılabiliyorsa bu permütasyona tek 

permütasyon, çift sayıda transpozisyonun çarpımı Ģeklinde yazılabiliyorsa bu 

permütasyona çift permütasyon denir.    deki tüm çift permütasyonların kümesi 

   ve tek permütasyonların kümesi    ile göterilir.      için    üzerindeki çift 

permüstasyonların  kümesi     bileĢke iĢlemiyle    nin altgrubu olup bu gruba 

  inci alterne grup denir . Ayrıca |  |  
  

 
 dir. 

 

   bir yarıgrup ve       olsun.   nin   kümesini içeren 

altyarıgruplarının arakesiti de   kümesini içeren bir altyarıgrup olup bu 

altyarıgruba   nin   tarafından doğurulan (üretilen) altyarıgrubu denir ve  〈 〉  

ile gösterilir. Eğer  〈 〉    oluyor ise     e     nin bir doğuray kümesi  

denir. 〈 〉    olacak Ģekilde   yarıgrubunun bir sonlu    alt kümesi mevcut ise   

ye sonlu doğuraylı yarıgrup denir. Eğer   sonlu doğuraylı yarıgrup ise 

 

           { | |   〈 〉                } 
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pozitif tamsayısına   nin rankı denir. Eğer   yarıgrubu sadece quasi-

idempotentlerden oluĢan (sonlu) bir küme tarafından doğruluyor ise   ye (sonlu) 

quasi-idempotent doğuraylı yarıgrup denir ve   nin quasi-idempotent rankı 

 

            { | |    〈 〉                    } 

 

olarak tanımlanır. 

Cebirsel teorilerde önemli problemlerden biri onları belirli özelliklerle 

ifade edebilecek yöntemler bulmak ve böylece onları sınıflandırabilmektir.  Bu 

amaçla, (varsa) sonlu doğuray kümesi bulma ve bu kümelerin eleman sayılarının 

minimumunu bularak minimal doğuray kümesini ve böylece rankını belirleme 

problemi birçok çalıĢmanın temelini oluĢturmuĢtur. ÇalıĢmalar ilerledikçe özel 

elemanlarla elde edilen doğuray kümeleri ve özel rankları da ilgi çekmiĢtir. 

(Örneğin, idempotent rank, nilpotent rank,       -rank, …)  

Cayley Teoremi’nden, her sonlu grubun sonlu bir küme üzerindeki 

permütasyonlar grubu     nin bir altgrubuna izomorf oduğu iyi bilinmektedir. 

Cayley Teoremi’nin bir benzeri olarak, her sonlu yarıgrup sonlu bir küme 

üzerindeki tam dönüĢümler yarıgrubu     nin bir altyarıgrubuna izomorftur. Ayrıca 

   ,      { } de       olacak Ģekildeki dönüĢümlerden oluĢan    
   altyarıgrubuna 

izomorftur. Wagner-Preston Teoremi gereği de her inverse yarıgrup  sonlu bir 

küme üzerindeki bire-bir kısmi dönüĢümler yarıgrubu     nin bir altyarıgrubuna 

izomorftur. Dolayısıyla,   ,   ,   , ve     nin ve altyarıgruplarının doğuray 

kümelerini ve ranklarını bulma konusu yarıgrup teorisinde baĢlı baĢına bir 

araĢtırma konusu olmuĢtur. 

Bu çalıĢmada              
      ve    içindeki quasi-idempotentlerin 

cebirsel yapılarını inceleyen ve bu yarıgrupların (minimal) quasi-idempotent  

doğuray kümelerini inceleyerek quasi-idempotent  ranklarını belirleyen  bazı 

çalıĢmaları (Garba ve Imam (2016), Umar (1993), Bugay  (2019), Bugay  (2020a),  
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Bugay  (2020b), Bugay  (2021) ) derleyerek yarıgrup araĢtırmacılarının bilgisine 

sunduk. 
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

2.1. Yarıgruplar 

Tanım 2.1.1.   boĢ olmayan bir küme olmak üzere 

 

         

 

Ģeklinde tanımlı bir “ ” fonksiyonuna   üzerinde bir  ikili iĢlem denir.         

için bu iĢlem        ile gösterilir. Eğer      üzerinde bir ikili iĢlem ise        

ikilisine de bir grupoid denir. 

      bir grupoid olsun. Eğer “ ” ikili iĢlemi   üzerinde birleĢme özelliğine 

sahip ise, yani            için 

 

(        )              

 

ise       ikilisine bir yarıgrup denir. Burada iĢlemin sembollerin sağına yazılmıĢ 

olduğuna dikkat ediniz. Eğer yukarıdaki eĢitlikte          için        yerine 

    yazarsak eĢitlik 

 

                

 

Ģeklinde olup cebirsel yapılarda daha yaygın olarak kullanılan birleĢme özelliği 

formuna dönüĢmüĢ olur. Bu durumda        yerine       yazacağız. Eğer   

üzerinde tanımlı ikili iĢlem belli ise kolaylık olması açısından       yerine kısaca   

ve     yerine de kısaca    yazacağız.  

 

Tanım 2.1.2. Bir   yarıgrubu üzerindeki ikili iĢleme göre değiĢme özelliğine sahip, 

yani   
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       için       

 

oluyorsa bu   yarıgrubuna değiĢmeli yarıgrup denir. 

 

Örnek 2.1.3.    üzerinde           ile tanımlanan   iĢlemi için 

 

                                                         

                                                                    

                                                                    

                                                                   

 

olduğundan   iĢlemi   üzerinde birleĢme özelliğine sahiptir. Ayrıca, 

 

                                                       

 

olduğundan   iĢlemi   üzerinde değiĢme özelliğine sahiptir. O halde  , bu iĢlemle 

bir değiĢmeli yarıgruptur. 

 

Tanım 2.1.4.   bir yarıgrup ve     olsun. Eğer       için      oluyor ise   

ye   nin sol sıfır elemanı denir. Eğer       için      oluyor ise   ye   nin sağ 

sıfır elemanı denir. Eğer      için         oluyor, yani     hem sol hem 

de sağ sıfır eleman ise   ye   nin bir sıfır elemanı denir ve tektir (teklik Önerme 

2.1.5’ te gösterilmiĢtir). Bu teklikten dolayı sıfır elemanı     ile gösterilir. 

 

Önerme 2.1.5. Bir   yarıgrubunun sıfır elemanı varsa tektir. 

Ġspat.           nin iki sıfır elemanı olsun.       ( , sıfır eleman) ve        

(  , sıfır eleman) olduğundan      olur.   
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Tanım 2.1.6.   bir yarıgrup ve     olsun. Eğer       için      oluyor ise   

ye   nin sol birim elemanı denir. Eğer      için      oluyor ise   ye   nin 

sağ birim elemanı denir. Eğer      için         eĢitliği sağlanıyor ise, 

yani       hem sol hem de sağ birim eleman ise   ye   nin birim elemanı denir 

ve tektir (teklik Önerme 2.1.7 de gösterilmiĢtir).  Bu teklikten dolayı 1 ile 

gösterilir. 

 

Önerme 2.1.7. Bir   yarıgrubunun birim elemanı varsa tektir. 

 

Ġspat.   ve   ,   nin iki birim elemanı olsun.   birim eleman olup        ve    

birim eleman olup       olduğundan      olur.   

 

Tanım 2.1.8.   bir yarıgrup olsun. Eğer   nin birim elemanı varsa   ye bir monoid 

denir. Ayrıca, 

 

                                       {
                            

  { }                          
 

 

kümesi üzerinde tanımlanan 

                                     

                    {

                       
                             
                            
                         

 

 

iĢlem ile bir monoiddir. Bu monoide    ye gerekirse birim eleman eklenerek elde 

edilen monoid denir. 
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Tanım 2.1.9.   bir yarıgrup ve     olsun. Eğer         oluyor ise 

  elemanına   nin bir idempotent elemanı denir.   yarıgrubundaki tüm 

idempotentlerin kümesi      ile gösterilir.  

 

Tanım 2.1.10.   bir yarıgrup ve     olsun. Eğer         oluyor ise 

  elemanına   nin bir quasi-idempotent elemanı denir. BaĢka bir ifade ile, kendisi 

idempotent olmayıp karesi idempotent olan elemana quasi-idempotent eleman 

denir.   yarıgrubundaki tüm quasi-idempotentlerin kümesi      ile gösterilir.  

 

Tanım 2.1.11.   bir yarıgrup olsun. Eğer   nin tüm elemanları birer idempotent 

eleman ise    ye bir band denir. Eğer   yarıgrubu hem değiĢmeli  hem de bir band 

oluyor ise   ye bir yarılatis denir. 

 

Örnekler 2.1.12. Bazı monoid örnekleri: 

1)        sıfır elemanı içermeyen ve birim elemanı “0” olan değiĢmeli bir 

monoiddir. 

2)        sıfır elemanı “0” ve birim elemanı “1” olan değiĢmeli bir monoiddir. 

3)         modülo   toplaması ile sıfır elemanı içermeyen ve birim elemanı 

“0” olan değiĢmeli bir monoiddir. 

4)         modülo   çarpması ile sıfır elemanı “0” ve birim elemanı “1” olan 

değiĢmeli bir monoiddir. 

5)    {       }  olsun.           {   }   olarak alalım. Her        

   için 

                                {   {   }  }     {     }, 

                                {     {   }}     {     } ve 

                             {   }     {   }       

 

olduğundan    bir değiĢmeli yarıgrup olur. Her      için 
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      {   }    

 

olup    nin her elemanı bir idempotent eleman olur. Böylece    bir değiĢmeli band 

olup    bir yarılatistir. Bu yarılatise   inci dereceden zincir denir. Ayrıca, her 

      için 

 

      {   }    

 

olup        yarıgrubunun birim elemanıdır. Her      için 

 

      {   }    

 

olup        yarıgrubunun sıfır elemanıdır.  

 

Tanım 2.1.13.    boĢ kümeden farklı herhangi bir küme olsun.   kümesi 

 

          için       

 

Ģeklinde tanımlanan ikili iĢlem ile bir yarıgruptur. Bu yarıgruba sol sıfır yarıgrup 

denir ve    ile gösterilir.    deki her eleman sol sıfır elemandır. Ayrıca   in her 

elemanı bir sağ birim elemandır. 

   sonlu bir küme ise | |    olmak üzere     yerine     yazılır. 

 

Tanım 2.1.14.   boĢ kümeden farklı herhangi bir küme olsun.   kümesi 

 

           için       

  



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER                                              Gizem KUTLU 

12 

Ģeklinde tanımlanan ikili iĢlem ile bir yarıgruptur. Bu yarıgruba sağ sıfır yarıgrup 

denir ve    ile gösterilir.    deki her eleman sağ sıfır elemandır. Ayrıca   in her 

elemanı bir sol birim elemandır. 

            sonlu bir küme ise | |    olmak üzere    yerine     yazılır. 

 

Tanım 2.1.15.   boĢ kümeden farklı herhangi bir küme ve       olsun.   kümesi 

 

         için       

 

Ģeklinde tanımlanan ikili iĢlem ile bir yarıgrup olup bu yarıgruba sıfır yarıgrubu 

denir ve      ile gösterilir. Dikkat edilirse       için         olup   bir sıfır 

elemandır.  

  sonlu bir küme ise | |    olmak üzere     yerine    yazılır.  

 

Tanım 2.1.16.   bir monoid ve     olsun. Eğer        olacak Ģekilde bir  

      var ise     ye   nın sol tersi;        olacak Ģekilde       varsa  

    ye   nın sağ tersi denir. Eğer   nın hem sağ hem de sol tersi var ise   ya bir 

birim (unit) (tersinir eleman) ve       elemanına da    elemanının tersi denir.  

  nin tüm birimlerinin kümesi      ile gösterilir. 

 

Tanım 2.1.17.     bir yarıgrup olsun. Eğer her      için        ve        ise  

   ye bir grup denir.   

Aslında bu tanıma denk olan aĢağıdaki tanım daha çok kullanılmaktadır. 

 

Tanım 2.1.18.    bir yarıgrup olsun. Her       için 
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olacak Ģekilde bir       varsa, ve her bir      için 

  

            

 

olacak Ģekilde bir       var ise   ye bir grup denir. Burada     ye grubun 

birim elemanı,       ye de   elemanının tersi denir. 

 

Tanım 2.1.19.   bir yarıgrup ve       olsun. Eğer     deki ikili iĢleme göre 

kapalı, yani           için      (      oluyor ise   ye   nin bir 

altyarıgrubu denir ve     Ģeklinde gösterilir. 

 Açık olarak      olup     dir. 

 

Tanım 2.1.20.   bir yarıgrup ve  ,   nin boĢtan farklı bir alt kümesi olsun. Eğer  

                için     , yani      oluyor ise   ya   nin bir sol ideali;  

eğer                 için     , yani      oluyor ise   ya   nin bir sağ ideali 

denir. Eğer      ve      ise   ya   nin ideali denir ve     Ģeklinde gösterilir. 

  Açık olarak          olup      dir. 

 

Tanım 2.1.21.   ile   iki yarıgrup ve         bir fonksiyon olsun. Eğer her 

        için  

 

               

 

ise    ye bir yarıgrup homomorfizmi denir. Eğer   ile   iki monoid ve          

bir fonksiyon  iken 

 

        için                  ve          
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oluyor ise   ye bir monoid homomorfizmi denir. 

 

Tanım 2.1.22.   ile   iki yarıgrup ve        bir yarıgrup homomorfizmi olsun.  

 

1) Eğer   bire-bir ise   ye bir monomorfizm denir. 

2) Eğer   örten ise   ye bir epimorfizm denir. 

3) Eğer   bire-bir ve örten ise, baĢka bir ifadeyle   hem monomorfizm hem 

de epimorfizm ise   ye bir izomorfizm denir. Eğer   den   ye bir 

izomorfizm mevcut ise   ile   ye izomorfik yarıgruplar denir ve         

Ģeklinde gösterilir 

4) Eğer  ,   den   ye bir homomorfizm ise   ye endomorfizm denir. 

5) Eğer  ,   den   ye bir izomorfizm ise   ye bir otomorfizm denir. 

  

2.2.  Doğuray Kümeleri 

 

Tanım 2.2.1.   bir yarıgrup ve       olsun.   nin   kümesini içeren alt 

yargruplarının arakesiti de   kümesini içeren bir altyarıgrup olup bu altyarıgruba   

nin   tarafından doğurulan (üretilen) altyarıgrubu denir ve  〈 〉  ile gösterilir. 

Tanımdan 

 

〈 〉   {           } 

〈 〉  {                                  } 

 

olduğu kolayca gösterilebilir. Eğer  〈 〉    oluyor ise     kümesine     nin bir 

doğuray kümesi ve eğer   bir sonlu küme ise     kümesine     nin bir sonlu 

doğuray kümesi denir. Eğer   {          } Ģeklinde sonlu bir küme ise 

〈 〉  〈{          }〉 yerine 〈          〉  yazılır. Eğer    { }  ise           
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〈 〉  〈{ }〉 yerine 〈 〉 yazılır. Bu durumda 〈 〉 altyarıgrubuna tek doğuraylı 

(monogenic) altyarıgrup denir.  

 

Teorem 2.2.2. Zorn Lemması:   boĢ olmayan sıralı bir küme olsun.   in tam 

sıralı her alt kümesi alttan sınırlı ise   in en az bir minimal elemanı vardır.  

 

Ġspat.  AkkaĢ, Hacısalihoğlu, Özel, Sabuncuoğlu (1998), 2. Teorem sayfa:115’ e 

bakınız.   

 

Tanım 2.2.3.   bir yarıgrup ve     olsun. 

 

〈 〉  {      }  {         } 

 

kümesi sonsuz sayıda farklı eleman içeriyor (diğer bir ifade ile            ) 

ise  〈 〉 ya sonsuz monogenic yarıgrup denir. Aksi halde {      } kümesi sonlu 

olur. Bu durumda       olacak Ģekilde farklı iki pozitif tamsayı mevcut olup 

 

  {                      } 

 

kümesi boĢ küme değildir. Zorn Lemması’ndan   kümesinin minimum elemanı 

mevcuttur.          ise  

 

  {                     } 

 

kümesi de boĢ küme olmayıp benzer Ģekilde minimum elemanı mevcuttur. 

         ise  

 

〈 〉  {                                 } 
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olur. Bu durumda   ye   in indeksi ve   ye de    in periyodu denir. Bu 

monogenic yarıgrup         ile gösterilir. O halde  

 

〈 〉          {                                 } 

 

olur ve bu yarıgrup       elemanlıdır. 

 

Teorem 2.2.4.   bir yarıgrup,     ve   in indeksi  , periyodu   olsun.      

{           } elemanları 

 

               ve                

 

olacak Ģekilde seçilirse 

 

   {                } 

 

kümesi r elemanlı, birim elemanı      olan ve       tarafından doğurulan bir 

devirli gruptur.  Bu gruba 〈 〉 nin çekirdek grubu denir. 

 

Ġspat. Howie (1995),  sayfa 10’a bakınız.   

               

Tanım 2.2.5.   bir yarıgrup olsun. Her     için 〈 〉 monogenic yarıgrubu sonlu 

ise    ye periyodik yarıgrup denir. Her sonlu yarıgrup periyodiktir.  

 

Tanım 2.2.6. Eğer   sonlu doğuraylı bir yarıgrup ise 

 

           { | |   〈 〉                } 
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pozitif tam sayısına   nin rankı denir. Eğer   idempotentlerden oluĢan sonlu bir 

küme tarafından doğruluyor ise   nin idempotent rankı 

 

             { | |    〈 〉                    } 

 

olarak tanımlanır. Bu tanımlamalardan açıkça görüleceği üzere         

          dir. Benzer Ģekilde bir çok özel doğuray kümesi ve rankı tanımlanabilir. 

 

2.3. Bağıntı ve Denklik 

Tanım 2.3.1.   ve   boĢ olmayan iki küme olmak üzere  

                                 

                                             {             } 

 

kümesine   ile   nin kartezyen çarpımı denir. 

  

Tanım 2.3.2.   ve   boĢ olmayan iki küme olsun.     nin her bir   alt kümesine 

  ten   ye bir bağıntı denir.     in her bir   alt kümesine ise   üzerinde bir 

bağıntı denir ve   üzerindeki tüm bağıntıların kümesi 

 

    {        } 

 

ile gösterilir. Ayrıca       olmak üzere          elemanı kısaca     Ģeklinde de 

gösterilebilir. 

               de bir bağıntı olup bu bağıntıya   üzerinde boĢ bağıntı denir.     de  

bir bağıntı olup bu bağıntıya   üzerinde evrensel bağıntı denir.        

{          } kümesi de bir bağıntı olup bu bağıntıya   üzerinde birim bağıntı 

denir. Ayrıca       olmak üzere 
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                                           = {                 }  

      

olarak tanımlanan         bağıntısına   nun ters bağıntısı (tersi) 

denir.                      

 

                                                                  

                                          
      

       
     

   

 

olduğu açıkça görülür.        için  

 

 dom( ) ={                   } kümesine   bağıntısının tanım 

kümesi, 

          {                   } kümesine   bağıntısının görüntü 

(imaj) kümesi, 

     {            } kümesine     in   altındaki görüntü 

kümesi,  

      {            } kümesine     in   altındaki ters-görüntü 

kümesi 

 denir. 

         Tanımlardan yola çıkılarak her        için eğer     ise  

 

              ve              ve              

 

olduğu açıkça görülür.  

 

Tanım 2.3.3.     bir küme olsun.                              

 

          {                                         } 
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Ģeklinde tanımlanan (ikili iĢlem) bileĢke iĢlemi ile bir yarıgrup olup bu yarıgruba X 

üzerindeki bağıntılar yarıgrubu denir.                     ise 

                    

               ve               

 

olur. 

 

Tanım 2.3.4.   boĢtan farklı bir küme ve      olsun. 

      ise   ya yansımalı bağıntı, 

       ise   ya simetrik bağıntı, 

           ise   ya ters simetrik bağıntı ve 

        ise   ya geçiĢmeli bağıntı  

denir. Eğer   bağıntısı yansımalı, simetrik ve geçiĢmeli bir bağıntı ise   ya   

üzerinde bir denklik bağıntısı denir.  ,   kümesi üzerinde bir denklik bağıntısı ve 

    olmak üzere  

 

x   {           } 

 

kümesine x in denklik sınıfı ve   in tüm denklik sınıflarının    

        

 
 ⁄  {      } 

 

ailesine ise   in   ile elde edilen bölüm kümesi denir. 

 

Önerme 2.3.5.  ,   üzerinde bir denklik bağıntısı olsun. O halde         ⁄  

için ya         ya da       olur. 

 

Ġspat. KarakaĢ (2008), Ders 1, Teorem 1’e bakınız.  
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Önerme 2.3.6. {      },   üzerindeki denklik bağıntılarının bir ailesi olsun. Bu 

durumda  {      } kümesi de X üzerinde bir denklik bağıntısıdır. 

 

Ġspat.  AkkaĢ, Hacısalihoğlu, Özel, Sabuncuoğlu (1998), 513. AlıĢtırmalar 19’ a 

bakınız.   

 

Önerme 2.3.7.       bir dönüĢüm olsun.         üzerinde bir denklik 

bağıntısıdır. 

 

Ġspat.  Howie (1995),  Proposition 1.4.7' ye bakınız.   

 

Tanım 2.3.8.       bir dönüĢüm olsun.        e     nin çekirdeği (kernel) 

denir ve          ile gösterilir. 

 

Tanım 2.3.9.   boĢtan farklı bir küme ve     üzerinde bir bağıntı olsun. O halde            

      dir ve    üzerinde   yi içeren en az bir denklik bağıntısı var olur. 

Böylece   yi içeren denklik bağıntılarının ailesi boĢ kümeden farklı olup   yi 

içeren denklik bağıntılarının arakesitine   tarafından doğurulan denklik 

bağıntısı denir ve    ile gösterilir. 

 

   = {                                           } 

 

olur. Bu denklik bağıntısı   yi içeren en küçük denklik bağıntısıdır. Ayrıca  

 

1)            , 

2)   denklik bağıntısı ise       ve 

3)                 

olduğu kolayca görülür.  
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Tanım 2.3.10.   , boĢ olmayan bir    kümesi üzerinde bir yansımalı bağıntı olsun. 

O halde  

              

                     

 

olup genel olarak 

 

               

 

olduğu elde edilir. Bundan yararlanarak   üzerinde     bağıntısı  

 

   ⋃   

    

 

olarak tanımlanır.  

Önerme 2.3.11. Yukarıda tanımlanan       üzerinde R yi içeren en küçük 

geçiĢmeli bağıntıdır. 

 

Ġspat. Howie (1995), Lemma 1.4.8’e bakınız.  

 

Önerme 2.3.12.  , boĢ olmayan herhangi bir   kümesi üzerinde herhangi bir 

bağıntı olsun. O zaman    [        ]
  olur. 

 

Ġspat. Howie (1995), Proposition 1.4.9’a bakınız.  

 

2.4. Green Denklik Bağıntıları 

  bir yarıgrup olmak üzere   nin bir   elemanını içeren en küçük sol, sağ 

ve iki taraflı idealleri sırasıyla  
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       { }  {          } 

       { }  {          } 

                { }  {             } 

 

formundadır. 

 

Tanım 2.4.1.    yarıgrubu üzerinde tanımlanan  

 

                                                               

            

                

 

bağıntılar birer denklik bağıntısıdır. Burada tanımlanan  ,  ,    denklik 

bağıntılarına sırasıyla sol-Green bağıntısı (  Green), sağ-Green bağıntısı 

(  Green) ve   Green bağıntısı denir.  

 

Önerme 2.4.2.   bir yarıgrup ve       olsun. 

 

1)          ve      olacak Ģekilde        vardır. 

2)          ve      olacak Ģekilde        vardır. 

3)           ve       olacak Ģekilde            vardır. 

 

Ġspat. Howie       , Proposition        e bakınız.   

 

Önerme 2.4.3.   yarıgrubu üzerinde yukarıda tanımlanan   ile   bağıntıları 

değiĢmeli, yani           dir. 

 

Ġspat. Howie       , Proposition        e bakınız.   
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Tanım 2.4.4.   yarıgrubu üzerinde yukarıda tanımlanan   ile   bağıntılarının 

arakesiti de bir denklik bağıntısı olup 

                                          

                                                                   

 

olarak tanımlanır. Bu   denklik bağıntısına   Green denklik bağıntısı denir.  

  yarıgrubu üzerinde     yi içeren en küçük denklik bağıntısı 

    

          

 

olup     bağıntısına da   Green denklik bağıntısı denir.  Burada 

              ve        

 

olup  

                   =      

 

olduğundan 

 

            ⋃ [                      ]
 

      

      ⋃                

              [                ]  [                       ]    

              [                       ]             

              [         ]             

            [                ]  

                   

        

               

olur. 
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Önerme 2.4.5.   bir grup ise               olur. 

 

Ġspat.         için  

 

                     

                     

 

olup          ve          olacak Ģekilde              olacak 

Ģekilde       bulunmuĢ olur. O halde         için     olup       olur. 

Benzer Ģekilde        olup               elde edilir.  

 

Önerme 2.4.6.   bir değiĢmeli yarıgrup ise           olur. 

 

Ġspat.         için     olsun. O halde              olacak Ģekilde 

       vardır.   değiĢmeli olduğundan aynı zamanda              olup 

    olur. Böylece     olduğu açıkça görülür. Benzer Ģekilde     olup 

          olduğu elde edilir.   

 

Önerme 2.4.7.   bir periyodik yarıgrup ise     olur. 

 

Ġspat. Howie       , Proposition        e bakınız.   

 

Tanım 2.4.8.   -Green denklik bağıntısı ile elde edilen denklik sınıflarının kümesi  

 
 ⁄  ile gösterilir. Benzer Ģekilde           -Green denklik bağıntıları ile elde 

edilen denklik sınıflarının kümeleri    ⁄    ⁄    ⁄    ⁄   ile gösterilir.   

  elemanını içeren             -Green denklik sınıfları ise                   

Ģeklinde gösterilir.  Bu notasyonlarla 
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            ve 

          

 

olur. Bir  -Green denklik sınıfının ayrık  -Green  sınıfı ve ayrık  - Green  

sınıflarının birleĢimi Ģeklinde olduğu bilinmektedir. Böylece bir   sınıfı, her satırı 

bir  - Green sınıfını, her sütunu ise bir  -Green denklik sınıfını ve her hücresi de 

bir  -Green denklik sınıfını temsil eden bir yumurta kutusu (eggbox) Ģeklindedir. 

 

Da   La      

       

Ra

 
 Ha

     

       

       

ġekil 2.1. Bir  -Green denklik sınıfının yumurta kutusu formu 

 

Teorem 2.4.9. (Green Teoremi)   bir yarıgrup ve        olsun. 

1.          
 ⁄  ise      ve      olacak Ģekilde        vardır. 

 

                                         

                                               

 

dönüĢümleri bire-bir, örten ve birbirlerinin tersidir. Ayrıca           bir   sınıfını  

bir    sınıfına götürür. 

 

2.          
 ⁄  ise      ve      olacak Ģekilde        vardır. 
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dönüĢümleri bire-bir, örten ve birbirlerinin tersidir. Ayrıca    ve   , bir   sınıfını  

bir    sınıfına götürür. 

 

Ġspat. Howie       , Lemma       ve Lemma      ’ ye bakınız.   

 

Sonuç 2.4.10.   bir yarıgrup ve     elemanları için    ve    aynı   Green 

denklik sınıfında iki   sınıfı olsun. O zaman |  |  |  | olur. 

 

Ġspat. Howie       , Lemma      ’ e bakınız.   

 

Sonuç 2.4.11.       ve | |    ise | | ve | | sayıları | | sayısını böler.   

 

Teorem 2.4.12.    bir yarıgrup olmak üzere   de bir   yarıgrubunun   sınıfı ise 

       veya      olup   ,   nin bir altgrubudur. 

 

Ġspat. Howie       , Theorem        e bakınız.   

 

2.5. Bazı DönüĢüm Yarıgrupları 

Tanım 2.5.1.   boĢtan farklı bir küme         olsun. Eğer  

 

                                                     için |  |     

 

oluyor ise   ya bir kısmi dönüĢüm denir. Tüm kısmi dönüĢümlerin oluĢturduğu 

kümeyi    ile gösterelim.      ise            olur. Ayrıca,      kısmi 

dönüĢümünü  
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  (
        

  
    

           

 
) 

 

formunda gösterebiliriz.  

Eğer       ve          ise bu dönüĢüme boĢ dönüĢüm denir ve   ile 

gösterilir.      kısmi dönüĢüm ve     olsun.   elemanının görüntü kümesi,  

      in tanım kümesi ve       in görüntü kümesi, sırasıyla 

 

   {           } 

       {                  } 

         {                  } 

 

Ģeklinde tanımlanır. Ayrıca      ve           için      ise   elemanına   

nın bir sabit noktası, aksi durumda   elemanına   nın bir sabit olmayan noktası 

denir.   kısmi dönüĢümünün sabit noktalarının kümesi ve sabit olmayan 

noktalarının kümesi, sırasıyla 

 

       {              } 
         {              }

 

 

Ģeklinde tanımlanır. 

 

Önerme 2.5.2.        için                ve              olur. 

 

Ġspat.          ve           olsun. Bu durumda         olacak Ģekilde 

     var olup               olduğundan              ve    

       olduğu sonucuna varılır. Böylece                olduğu elde edilir. 
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 Ayrıca,                       ise         olacak Ģekilde      

var olup               olduğundan         olur. Böylece        

      olduğu elde edilir. ■ 

 

Tanım 2.5.3.      için          oluyorsa   ya   üzerinde bir (tam) 

dönüĢüm veya fonksiyon denir.   üzerinde tanımlı tüm dönüĢümlerin oluĢturduğu 

kümeyi    ile gösterelim.  

 

Önerme 2.5.4. Tüm kısmi dönüĢümlerin kümesi   , bağıntıların bileĢke iĢlemi ile 

tüm bağıntılar yarıgrubu    in bir altyarıgrubudur. Tüm dönüĢümlerin kümesi   , 

bağıntıların bileĢke iĢlemi ile tüm kısmi dönüĢümlerin yarıgrubu    in bir 

altyarıgrubudur.  

 

Ġspat. Herhangi         için                    ve       için 

|  |    |  |    dir. Buradan           ve |   |    olduğu kolayca 

görülür. O halde       olduğu elde edilir. 

Herhangi         için                 ve       için |  |  

|  |    dir. Böylelikle           olur. Herhangi bir     elemanını için 

         olduğundan         olacak Ģekilde bir     vardır. Ayrıca 

          olup         olacak Ģekilde bir     vardır. Böylece  

 

                      

 

                            olduğu elde edilir. O halde   

        olup       olduğu elde edilir.   

         

Tanım 2.5.5.    yarıgrubuna   üzerindeki kısmi dönüĢümler yarıgrubu ve    

yarıgrubuna   üzerindeki (tam) dönüĢümler yarıgrubu denir. 
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Tanım 2.5.6.      olmak üzere  

 

       {
                                    

              
)} 

 

kümesine   kısmi dönüĢümünün çekirdek kümesi denir. 

 

Tanım 2.5.7.       için 

 

        {                 } 

 

kümesine     dönüĢümünün çekirdek kümesi denir. 

 

Tanım 2.5.8.       olsun. Eğer                 için           iken  

       oluyor ise     ya bir kısmi bire-bir dönüĢüm denir.    üzerindeki tüm 

kısmi bire-bir dönüĢümlerin kümesini      ile gösterelim.  

      olsun. Eğer   hem bire-bir hem örten ise   ya   üzerinde bir 

permütasyon denir. BaĢka bir ifade ile;       için |    |    oluyor ise   ya 

  üzerinde bir permütasyon denir.   üzerindeki tüm permütasyonların kümesi    

ile gösterilir. 

 

Önerme 2.5.9.     dönüĢümlerin bileĢke iĢlemi ile    in bir altyarıgrubudur.  

 

Ġspat. Bire-bir dönüĢümlerin bileĢkesi de bire-bir olup sonuç açıktır.   

 

Önerme 2.5.10.      dönüĢümlerin bileĢke iĢlemi ile    in bir altgrubudur. 

 

Ġspat. Howie (1995), sayfa 6’ ya bakınız.   
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Tanım 2.5.11.    yarıgrubuna   üzerindeki kısmi bire-bir dönüĢümler yarıgrubu 

veya simetrik inverse yarıgrup denir.     grubuna da   üzerindeki simetrik grup 

(permütasyon grubu) denir.  

Tanımlardan dolayı  

 

               

 

olduğu açıktır. 

                

         Eğer   bir sonlu küme ise genelliği bozmaksızın       {       } sonlu 

kümesi ele alınır. Bu durumda                   yerine sırasıyla 

                   yazılır. 

     Böylelikle                 olup aralarındaki bu iliĢkiyi aĢağıdaki 

Hasse Diyagramı ile verebiliriz. 

 

              

 

                 

 

                                        

 

 

        

ġekil 2.2. DönüĢüm Yarıgruplarının Hasse Diyagramı 

 

Ayrıca,      dönüĢümünü de  

 

  (
 

  
 
 

  
 
 

 
 
 

  
) 
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formunda temsil edebiliriz.  

 

Önerme 2.5.12.       kısmi dönüĢümünün bir idempotent eleman olması için 

gerek ve yeter koĢul   nın       ya kısıtlanıĢının       üzerinde birim dönüĢüm 

olmasıdır. Buna denk olarak,        kısmi dönüĢümünün bir idempotent eleman 

olması için gerek ve yeter koĢul her         için      olmasıdır. 

 

Ġspat.          kısmi dönüĢümü bir idempotent olsun. Farz edelim ki bir 

        için      olsun. O halde         için      olup 

           

                                                                  

 

elde edilir. Bu durum ise   nın idempotent olması ile çeliĢkilidir. O halde     

      için      olmalıdır. 

                   kısmi dönüĢüm ve            için      olsun. O halde 

                 için 

        

                                                            

 

olup                  için      olacak Ģekilde bir         var ve 

 

                                                                 

 

olduğundan   bir idempotenttir.   

 

Tanım 2.5.13. (Cayley Teoremi) Eleman sayısı   olan sonlu bir yarıgrup    veya 

     in bir altyarıgrubuna izomorftur. 
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Ġspat. Ganyushkin, Mazorchuk       , Theorem      ’ e bakınız. 

 

Teorem 2.5.14.  ,    ve    yarıgruplarından herhangi biri ve         olsun. O 

halde  

 

1.                      ve              , 

2.                    , 

3.                   ve               , 

4.       |     |  |     | dir. 

 

Ġspat. Ganyushkin, Mazorchuk       ,Theorem        e bakınız.   

 

   kısmi dönüĢümler yarıgrubunda     tane D–Green denklik sınıfı var 

olup       için 

 

   {     |     |   } 

 

Ģeklindedir.    dönüĢümler yarıgrubunda ise   tane D–Green denklik sınıfı var 

olup       için 

 

   {     |     |   } 

 

Ģeklindedir.  

 

Tanım 2.5.15.     olmak üzere   farklı nesneyi   tane özdeĢ kutuya kutular boĢ 

kalmayacak Ģekilde dağıtmanın sayısına 2. Tip Stirling Sayısı denir ve        ile 

gösterilir. O halde  
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∑      (  

   
)       

     

 

olur. Ayrıca,                   ve         olmak üzere  

 

                          

 

indirgeme bağıntısı ile elde edilir. 

 

Önerme 2.5.16.          için      de (      için     de)  bir      sınıfı 

 

 ( 
 
)  tane    Green denklik sınıfı 

         tane    Green denklik sınıfı 

 ( 
 
)         tane    Green denklik sınıfı içerir. 

 

Ġspat. Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Proposition 4.6.3,  Proposition 4.6.4 ve 

Proposition        e bakınız.   

 

Önerme 2.5.17.    (     yarıgrubunun bir     sınıfında her bir    Green denklik 

sınıfı     tane eleman içerir. 

 

Ġspat.  Ganyushkin, Mazorchuk       , Proposition        ya bakınız.           

 

Tanım 2.5.18.       ve               birbirinden farklı elemanlar olmak 

üzere her              için           ,          ve her   

   {            } için        ise    ya bir  -devir denir ve              

Ģeklinde yazılır. Özel olarak bir 2-devir transpozisyon olarak da adlandırılır. 

Ayrıca, birim permütasyon                  olarak da ifade edilebilir. 
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         için eğer  {          }  ve  {          }  iki ayrık küme ise  

           ve             devirlerine ayrık devirler denir. 

    üzerindeki permütasyonlar grubu   , ayrık devirlerin çarpımı Ģeklinde 

yazılabilirdir. Ayrıca her devir de transpozisyonların çarpımı Ģeklinde 

yazılabilirdir.  Gerçekten de     için  

 

                              

 

Ģeklindedir. Dolayısıyla her permütasyon transpozisyonların çarpımı Ģeklinde 

yazılabilirdir. Bir permütasyonun transpozisyonların çarpımı Ģeklinde yazılıĢı tek 

türlü değildir, ancak sayısı aynıdır. Eğer bir permütasyon tek sayıda 

transpozisyonun çarpımı Ģeklinde yazılabiliyorsa bu permütasyona tek 

permütasyon, çift sayıda transpozisyonun çarpımı Ģeklinde yazılabiliyorsa bu 

permütasyona çift permütasyon denir.    deki tüm çift permütasyonların kümesi 

   ve tek permütasyonların kümesi    ile göterilir. (Bakınız: Asar, Arıkan, Arıkan 

(2009), Teorem 1.3.8, Teorem 1.3.9, Teorem 1.3.10, Teorem 1.3.11, Teorem 

1.3.13, Teorem 1.3.14) Örneğin;    { },     {             },                          

   {                                                                    

           }. 

 

Önerme 2.5.19.     için    üzerindeki çift permüstasyonların  kümesi     

bileĢke iĢlemiyle    nin altgrubudur. Ayrıca |  |  
  

 
 dir.    

Ġspat. Asar, Arıkan, Arıkan (2009), Teorem 1.3.15’ e bakınız.   

 

Tanım 2.5.20.    grubuna   inci alterne grup denir. 

 

Teorem 2.5.21.     〈    〉    〈         〉  ve          
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   〈           〉 

dir. 

 

Ġspat. Howie (1995), Exercises 1.9: 6’ ya bakınız.   

 

Teorem 2.5.22.     için              olur. 

 

Ġspat. Howie (1995), Exercises 1.9: 6’ ya bakınız.   

 

Yarıgruplarla ilgili daha ayrıntılı tanım ve bilgiler için ilgili kaynaklara 

(örneğin, Howie (1995), Ganyushkin Mazorchuk (2009)) ve  gruplarla ilgili daha 

ayrıntılı tanım ve bilgiler için ilgili kaynaklara (örneğin; Asar, Arıkan, Arıkan 

(2009),  Isaacs (2008)) bakınız. 

 

2.6. Grafikler ve Diyagramlar 

Bir grafik, köĢeler kümesi denen boĢ olmayan sonlu bir kümeden ve 

kenarlar listesi denen ve köĢelerin sırası önemli olmayan ikililerinin listesinden 

oluĢan yapıya denir.    bir grafik olsun. Genel olarak,    nin köĢelerinin kümesi  

      ile ve kenarlarınn listesi       ile gösterilir. Ayrıca     iki köĢe olsun. Bu 

köĢeleri birleĢtiren bir kenar varsa bu kenar {   } ile gösterilir. Eğer   de   ve   

köĢelerini birleĢtiren çok kenar varsa bu kenarlara katlı kenar denir.  Bir kenarın 

iki ucu aynı köĢe olduğunda bu kenara halka denir.  ,  halka ve katlı kenar 

içermiyor ise bu grafiğe basit grafik denir.   grafiği tek parça ise   ye bir 

bağlantılı grafik,  tek parça değilse   ye bağlantısız grafik denir. 

Bir yönlü grafik veya diyagram (directed graph, digraph) ise köĢeler 

kümesi denen boĢ olmayan sonlu bir küme ve yönlü kenarlar listesi (oklar) denen 

sıranın önemli olduğu ikili köĢelerin listesinden oluĢur.   bir yönlü grafik olsun.   
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nin köĢelerinin kümesi       ile ve okların listesi  ⃗     ile gösterilir. Ayrıca     

köĢelerini birleĢtiren ok       veya      ile gösterilir. 

             bir (yönlü) grafik ve                 olsun. Eğer 

 

           

 

Ģeklinde kenarlarından (oklarından) elde edilen bir dizi varsa bu diziye uzunluğu 

    olan bir yol denir ve           ile gösterilir. Bir yolda tüm kenarlar (oklar) 

farklı olduğunda bu yola bir iz ve aynı zamanda tüm köĢeleri farklı olduğunda da 

bir (yönlü) patika denir. 

               için farklı köĢelerin            yönlü patikasına    den    

ya yönlü patika denir. Buna ek olarak, eğer           ⃗     ise         

      Ģeklindeki patikaya    den    e kapalı (yönlü) patika veya   uzunluklu 

devir ( -cycle) denir. Özel olarak     ise       devrine 1-devir denir ve      

ile gösterilir. 

 

Örnek 2.6.1. AĢağıda verilen    diyagramını ele alalım. 
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 Yukarıdaki    diyagramı için       {       } ve  ⃗      

{                                                       } dir. Dikkat edilirse  

 

               

 

 uzunluğu 5 olan bir yönlü patikadır, 

 

            

 

uzunluğu 3 olan (kapalı yönlü patika) bir devirdir ve            ile gösterilir. 

Ayrıca       -devirdir.                                                                                            

 

Tanım 2.6.2.                uzunluklu bir yönlü patika olsun. Eğer 

 ⃗     {                           } kümesinde       için    lerden 

birini içeren herhangi bir yönlü kenar yoksa bu patikaya  -uzunluklu bir 

zincir ( -zincir) denir ve [       ] ile gösterilir. 

           Eğer         ⃗     veya         ⃗     olacak Ģekilde        yoksa   

ya  -zincir denir ve [ ] ile gösterilir. 

 

Örnek 2.6.3. AĢağıda verilen    diyagramını ele alalım. 
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Yukarıdaki    diyagramı için       {              } ve  ⃗      

{                       } dir. Dikkat edilirse             uzunluğu 4 

olan bir zincirdir ve [           ] ile gösterilir. Ayrıca [  ] bir  -zincirdir. 

 

Tanım 2.6.4.    ve    iki diyagram olsun. Eğer               ise    ve    

diyagramları ayrık diyagramlardır denir. Bir diyagramdaki yönler ihmal edilerek 

elde edilen grafik karĢılığı bir bağlantılı grafik ise bu diyagrama bağlantılı 

diyagram denir. Ayrıca herhangi bir bağlantılı diyagramın yönleri ihmal edilerek 

elde edilen grafik karĢılığında bir devir yoksa bu diyagrama (yönlendirilmiĢ) ağaç 

denir. 

 

Tanım 2.6.5.   bir sonlu ağaç (sonlu sayıda köĢesi ve yönlü kenarı olan ağaç) 

olsun. O halde          vardır öyle ki         ⃗     olacak Ģekilde        

yoktur. Bu durumdaki        ye bir kök denir.   ağacında yönlü bir patika varsa 

tüm yönlü patikaların maksimum uzunluklu olanının uzunluğuna   ağacının 

boyutu (uzunluğu) denir. Aksi takdirde bu ağaç sadece kökten oluĢuyor olup bu 

ağacın uzunluğunu   olarak tanımlayacağız. 
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Tanım 2.6.6.  Herhangi bir      için    diyagramını  

 

                     =       

 ⃗     ={                         } 

                                                                                                                     

olarak tanımlayalım. 

 

Örnek 2.6.7.   (
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
) için    diyagramı  

 

                                   

 

                 

 

                             3  

                                                           

  

 

                    5                                           7 

Ģeklinde olur. Dikkat edilirse    diyagramı bağlantılı olmayan bir diyagramdır.  

       

Örnek 2.6.8.    (
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
) için    diyagramı 
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Ģeklinde olur. Dikkat edilirse    diyagramı uzunluğu 3 olan bağlantılı bir ağaçtır ve 

bu ağacın tek kökü         dir. 

 Ganyushkin ve Mazarchuk (2009) da belirtildiği gibi    diyagramı 

bağlantılı alt diyagramların (bağlantılı bileĢen) ayrık bileĢkesi Ģeklindedir. Her bir 

bağlantılı bileĢene  -nın bir orbiti denir. Bir      kısmi dönüĢümünün orbit 

yapısı    dönüĢümünün yapısı hakkında önemli bilgiler sağlamaktadır. Bir       

dönüĢümünün orbitlerinin 3 tipte olduğu bilinmektedir. Bunlar: 

 

              1.   Devirler 

              2.   Ağaçlar eklenmiĢ devirler 

              3.   Tek köklü ağaçlar  

 

 ġeklindedir. Özel olarak      ise   dönüĢümünün orbitleri iki tiptedir. Bunlar: 

             1.   Devirler 

             2.  Ağaçlar eklenmiĢ devirler 

  

Örnek 2.6.9.   (
 
 
  
 
   
  

 
 
  
 
   
 
  
 
 
 
   
 

)     elemanının orbit yapısı 
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  8 

 3 

 4 7 

 5 

       1                 2  9 

 6 

 

 

Ģeklindedir. 

            Grafik ve diyagramlarla ilgili olarak bu tezde verilmeyen tanım ve temel 

bilgiler için ilgili kaynaklara (örnek olarak, Wilson, Watkins (1990); Wilson 

(2010)) bakılması tavsiye edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         

1 
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3. BAZI DÖNÜġÜM YARIGRUPLARINDA QUASĠ-ĠDEMPOTENTLER 

 

Bu bölümde Umar (1993), Garba ve Imam (2016) ve Bugay (2020b) 

makalelerinde elde edilen önemli sonuçları derleyeceğiz. 

 

3.1.    de Quasi-idempotentler 

 

      için  

 

     {                                     } 

 

olarak tanımlansın. BaĢka bir ifade ile;          diyagramındaki tüm devirler 

üzerindeki köĢelerin oluĢturduğu kümelerin birleĢimi olsun. Bu notasyonla, 

idempotent olmayan bir      dönüĢümünün ne zaman bir quasi-idempotent 

olduğunu veren aĢağıdaki önermeyi inceleyelim. 

 

Önerme 3.1.1.      idempotent olmayan bir eleman olsun.   nın bir quasi-

idempotent olması için gerek ve yeter koĢul 

 

1.          için       olması 

2.                 için           veya           

 

olmasıdır. 

 

Ġspat. (        bir quasi-idempotent ve               E         ise 

zaten                       K                    olsun.   bir quasi-

idempotent olup                     
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eĢitlikleri elde edilir.        olduğundan       olacak Ģekilde      var 

olup ya        ya da       olur. 

Eğer       ise                         olup        

  olur. Bu durum      olması ile çeliĢir. O halde       olduğu elde edilir. 

ġimdi de               için ele alalım. Eğer            ise 

yapacak bir Ģey yoktur. Eğer            ise             olur. Aksi halde, 

yani             ise             olur ve bu durumda          olup bu 

durum   nın quasi-idempotent olması ile çeliĢirdi. Üstelik   bir quasi-idempotent 

olduğundan (   )   =         olup          olur. 

 ( )      idempotent olmayan bir eleman olsun, öyle ki          

için      ;                 için           veya          olsun. 

              için         olduğu açıktır. ġimdi          

düĢünelim. Eğer        ise       olup     (   )         elde edilir. 

Eğer                 ise hipotezden dolayı            veya     

     olur.           olması durumunda         olduğu açıktır. Öte 

yandan          olması durumunda da hipotezden dolayı (   )   =     olup 

   =     olduğu elde edilir. Böylece         olup   bir quasi-

idempotenttir.   

 

Sonuç 3.1.2.      idempotent olmayan bir eleman olsun.   nın bir quasi-

idempotent olması için gerek ve yeter koĢul   nın her bir orbitinin  

 

1. 1-devir veya  -devir (ağaç eklenmeden) 

2. Uzunluğu   veya 3 olan bazı ağaçlar eklenmiĢ  -devir veya  -devir 

3. Tek kökü olan   veya   uzunluklu ağaç  

formlardan biri Ģeklinde olmasıdır.   
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Örnek 3.1.3.      (
 
 
   
 
  
 
  
 
 
 
  
 
   
 
  
 
  
 
  
 

)          nin orbit yapısı: 

 

     1                       2 

   

                                                                                             9  

           3                                                   7 

                       10 

                      4                                          6 

                                                                                           8 

 

                5 

 

Sonuç 3.1.4.      idempotent olmayan bir eleman olsun.   nın bir quasi-

idempotent olması için gerek ve yeter koĢul          için       ve     

        için          olmasıdır.   

 

Sonuç 3.1.5.      idempotent olmayan bir eleman olsun.   nın bir quasi-

idempotent olması için gerek ve yeter koĢul   nın her bir orbitinin  

 

1.  -devir veya  -devir (ağaç eklenmeden) 

2. Uzunluğu   veya   olan bazı ağaçlar eklenmiĢ  -devir veya  -devir 

 

formlardan biri Ģeklinde olmasıdır.   
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3.2.        
  (  

 ) daki Quasi-idempotentler 

  

                      kümesi üzerindeki bire-bir örten dönüĢümlerden oluĢan simetrik 

inverse yarıgrup olmak üzere    de tanım (görüntü) kümesinde en fazla     tane 

eleman olan tüm kısmi 1-1 dönüĢümlerin kümesi     olsun; 

 

    {     |      |     }        

 

    in dönüĢümlerin bileĢkesi iĢlemiyle    nin bir altyarıgrubu olduğu açıktır. 

     olmak üzere           için      oluyorsa   ya sıra azaltan kısmi 

bire-bir dönüĢüm;           için      oluyorsa   ya sıra arttıran kısmi 

bire-bir dönüĢüm denir.     deki tüm sıra azaltan kısmi bire-bir dönüĢümlerin 

kümesi   
  ve     deki tüm sıra arttıran kısmi bire-bir dönüĢümlerin kümesi   

  

olsun. 

 

  
  {                       } 

  
  {                        } 

 

  
  (  

 ),     yarıgrubunun bir altyarıgrubudur.  

 Umar (1993) de   
  (  

 ) daki quasi-idempotentleri; Garba ve Imam (2016) 

da    deki quasi-idempotentleri karakterize etmiĢtir. Bu bölümde ilgili 

çalıĢmalardaki önemli sonuçları derleyeceğiz. 

 

Önerme 3.2.1. Ġdempotent olmayan      elemanının bir quasi-idempotent 

olması için gerek ve yeter koĢul her bir orbitinin en fazla 2 uzunluklu olmasıdır. 
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Ġspat.          bir 3-devir (        ) orbitine sahip olsun. O halde 

      (        ) 3-devir orbitine sahip olacak ve böylece    idempotent 

olamayacaktır. 

 Benzer Ģekilde,      bir 3-zincir [        ] orbitine sahip olsun. O 

halde       [     ] zincir orbitine sahip olacak ve böylece    idempotent 

olamayacaktır. 

 Bu iki durumda da       olup   bir quasi-idempotent olamayacaktır. 

Benzer Ģekilde     için de gösterilebilir. 

          de                    farklı elemanlar olmak üzere    , 

(        [ ]  [     ] devir ve zincir orbitlerini düĢünelim. 

 

                  

   
     olup    

      
        

      

   
     olup    

      
        

      

             olup    ,                

       ve    
            olup    

      
             

                 olup    
     

           

 

olacağından sonuç açıktır.   

 

Sonuç 3.2.2.      
 
  olması için gerek ve yeter koĢul   nın ayrık  -devirlerin 

(genel olarak  -devirler ihmal edilir),  -zincirlerin, en az bir  -devir ve/veya  -

zincirin çarpımı Ģeklinde yazılabiliyor olmasıdır.   

 

Örnek 3.2.3.    (
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
)     [ ]    [  ]  [ ]    [  ]          
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ġimdi de   
  ve   

  deki quasi-idempotentleri inceleyelim. Öncelikle 

gereken bazı önemli bilgileri ve notasyonları verelim. 

 

Önerme 3.2.4.   
  ve   

  yarıgrupları izomorfiktir. 

 

Ġspat.     
  için  ̅    

  dönüĢümü  

  

                              ̅            +1         (          ) 

 

Ģeklinde tanımlansın. Bu notasyonla  

 

     
    

 ,        ̅ 

 

Ģeklinde tanımlanan dönüĢümün iyi tanımlı, 1-1 ve örten olduğu açıktır. Ayrıca 

      
  için 

 

        ̅̅̅̅   ̅ ̅           

 

olup   bir yarıgrup izomorfizmidir.   

                             

 Bu önermenin açık bir sonucu olarak bundan sonra   
  için elde edilen her 

sonucun   
  daki karĢılığı açıkça elde edilebilir. 

 

Önerme 3.2.5.     
  bir quasi-idempotent ise       tür. 

 

Ġspat.     
  ve           olsun. O halde  
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olacağından       tür.  

 

                için           {                  } tanımını hatırlayalım. 

Buradan       |        | olarak tanımlanır. Bu notasyonlarla   
  deki quasi-

idempotentler aĢağıdaki önermede karakterize edilmiĢtir. 

 

Önerme 3.2.6.     
  olsun. AĢağıdakiler birbirine denktir. 

 

1.   bir quasi-idempotenttir. 

2.             ise            

3.                     

4.                  

 

Ġspat.           
  bir (idempotent olmayan) quasi-idempotent ve   

          iken            olsun. O halde      olup   bire-bir olduğundan 

        dir. Böylece            olduğu elde edilir. Ancak      bir 

quasi-idempotent olup her bir orbitinin uzunluğu en fazla 2 olabileceğinden 

      olmasını gerektirecek olup bu durum           olması ile çeliĢir. O 

halde            dır. 

          (2   )       için                     olsun.               olup 

     olacak Ģekilde            vardır. Ancak (2) den dolayı       

        olup bu durum           olması ile çeliĢir. O halde           

          dir. 

         (3   )                   olsun.          olup      olacak Ģekilde  

         vardır.             olup y         olacağından (3) ten dolayı 

             olacaktır. O halde             olup      ve      olacaktır. 

Bu durum             olması ile çeliĢiyor olup                  olduğu 

elde edilir.  
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          (4   )                ve y         olsun. O halde          ve 

             olup ya           ve        ya da            dır. 1. 

durumda            ve       olur. 2. durumda da              olur. 

Böylece her            için       olacaktır. Her iki durumda da    bir 

idempotent olup       olduğu elde edilir.  

 

Sonuç 3.2.7.     
  idempotent olmayan bir eleman ve |     |  |      |  

    olmak üzere   nın bir quasi-idempotent olması için gerek ve yeter koĢul 

s      olmasıdır.   

 

Sonuç 3.2.8.     
  idempotent olmayan bir eleman olsun.        ise   bir 

quasi-idempotenttir.   

 

              
  bir quasi-idempotent ve |     |  |      |      ise        

   { },          { },      ve             { } için      olacak 

Ģekilde        vardır. Bu durumda    ( 
 
)  (   ) Ģeklinde ifade edilebilir. 

Böylece aĢağıdaki sonuç kolayca elde edilir. 

 

Sonuç 3.2.9.      {      
   |     |     } olmak üzere  

 

|    |  (
 

 
)  

      

 
 

 

olur   

 

3.3.    deki Quasi-idempotentler 

           bir quasi-idempotent olsun. O halde         olup    bir grup 

olduğundan bu eĢitlik     olmak üzere      olmasına denktir. BaĢka bir ifade 



3. BAZI DÖNÜġÜM YARIGRUPLARINDA QUASĠ-ĠDEMPOTENTLER Gizem KUTLU 

51 

ile      elemanının bir quasi-idempotent olması için gerek ve yeter koĢul   nın 

derecesinin   olmasıdır; yani 

                                          

        | |  2 

 

olmasıdır. Bu aynı zamanda         olması demektir. Dolayısıyla    

grubunda quasi-idempotent ve involüsyon kavramları denk kavramlardır.  

Daha da genel olarak, quasi-idempotent kavramı tüm gruplarda involüsyon 

kavramına denk gelmektedir. Ġnvolüsyonların sonlu basit grupların 

sınıflandırılmasında kullanıldığı iyi bilinmektedir. Isaacs (2008) da vurgulandığı 

gibi,      ve     olmak üzere (               ) derecesi   ve   olan 

iki eleman tarafından üretilen altgrupların yapısı hakkında neredeyse hiçbir Ģey 

söylememiz mümkün değildir. Ancak, bir grupta iki quasi-idempotentin dihedral 

altgrubu ürettiği bilinmektedir. Quasi-idempotentler grup takdimleri için de önemli 

bir kavramdır. Çünkü, gruplarda quasi-idempotentlerin tersleri de kendileri olup bir 

takdimde üreteç olan bir quasi-idempotentin tersine ihtiyaç yoktur. Bu nedenlerle 

bazı grup ve yarıgruplardaki quasi-idempotentlerin yapısını belirlemek önemli bir 

araĢtırma konusudur. 

Bu tezimizin diğer bölümlerinde olduğu gibi bu bölümde de quasi-

idempotent terimini kullanacağız. 

 

Önerme 3.3.1.       idempotent olmayan bir permütasyon olmak üzere   nın bir 

quasi-idempotent olması için gerek ve yeter koĢul   nın ayrık   - devirler Ģeklinde 

yazılabiliyor olmasıdır.  (Genel olarak   - devirler ihmal edilir.) 

Ġspat.                   olduğundan sonuç açıktır.   

 

Önerme 3.3.2. Herhangi farklı iki quasi-idempotent           için 
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Ġspat. ( )           için          olsun. O halde  

 

                    

 

olup iddia doğrudur. 

          ( )           için       olsun. Ġlk olarak      olduğunu kabul 

edelim. O halde              olup       olurdu. Ancak           olup 

      olduğundan     olurdu ki bu     olması ile çeliĢir. O halde 

kabulümüz yanlıĢ olup      dur. Ayrıca,                                         

 

                                                   

                                                       

         

                                                         

        

                                                   

    

 

olur. O halde          dir.  

 

Önerme 3.3.3.        olsun. O halde                        baĢka bir ifade 

ile                                        

 

Ġspat.                  olsun. O halde           olup             

     olduğundan           dır. 
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             olsun. O halde       olacak Ģekilde        vardır. 

Eğer            ise yapacak bir Ģey yok. Eğer            ise          olup 

     dir. O halde 

                         

                   

 

olup             olur. O halde  

 

                            

 

olur.  

 

Önerme 3.3.4.      için aĢağıdakiler geçerlidir.  

 

1.          ise        için     -devir olamaz. 

2.   bir  -devir değil ise        için    da bir  -devir olamaz. 

        bir  -devir ise          için      (   )               ve 

        için      (   )    olur. 

 

Ġspat. 1.      ve        için          olsun. O halde        için 

 

                                                                   

         

                                                              … 

                                                              i 

 

olup             olacaktır. Ancak,      bir  -devir iken          olmak 

zorunda olup    bir  -devir olamaz. 
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           2.   bir  -devir olmasın. Eğer           ise 1. den dolayı sonuç açıktır. 

Kabul edelim ki          olsun. O halde   nın ayrık devirlere ayrılıĢında 

uzunluğu 1 den büyük olan en az iki ayrık devir vardır. Genelliği bozmaksızın bu 

iki ayrık devir (      ve                    )             

         olmak üzere      Ģeklinde olsun. {       }  {        }    

olduğunu hatırlayalım. Ayrık devirlerin çarpımı değiĢmeli olup        için  

 

                                                        =     =       

 

olur.         için    
     (           ) olup  

 

   
     

       
     {        } 

 

 ve         için    
     (           ) olup  

 

   
     

       
      {       } 

 

olduğundan    bir  -devir olamaz. 

3.           bir  -devir iken      olup         için      

olduğundan      (  )    olur. Eğer        ise      dur. Kabul edelim ki 

            olsun. O halde  

 

                                 
                

           

                                     
          

       
           

                                     
         

 =       
            . 

 . 
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ve benzer Ģekilde devam edilirse          için            olup       olur. 

Bu durum      olması ile çeliĢir. O halde    (  )    olup      (  )     

         olduğu elde edilir.  

 

Tezin bundan sonraki kısmında kullanacağımız yeni bir notasyon 

tanımlayalım:       olmak üzere         herhangi bir sıralı  -li olsun. Bu 

durumda             için (    ) bir 2-devir olmak üzere  

                                    

           [[       ]]  {
               (  

 
  

 
  )                              

               (    

 

    

 

)                           
  

 

Ģeklinde tanımlayalım. Örneğin; 

 

 [[           ]]               

 [[              ]]=             olur. 

 

Önerme 3.3.5.      herhangi bir   devir (   ) olmak üzere 

 

                            {                            } 

 

kümesi tanımlansın. O halde  

 

                     min(      {
               
                

 

olur. 
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Ġspat.               herhangi bir  -devir olsun.     için          

      olup      alınarak min(        olduğu görülür.     için   

        olsun.         olduğu açıktır. Dolayısıyla  min(        dir. ġimdi 

  [[       ]] ve   [[       ]] alalım.            ve      olduğu 

kolayca görülmektedir. Dolayısıyla min(        dir.  

 

Dikkat 3.3.6. Herhangi bir            için  
     ve       olup      

   için 

 

          =            

                                                           

                                                    

                                                   

 

olur. Dolayısıyla       nın derecesi ile       nın derecesi aynıdır. 

 

Önerme 3.3.7. Herhangi             için 

 

〈   〉  {                                 } 

 

olacak Ģekilde        vardır. 

 

Ġspat.            ve   {                               } olsun. 

  〈   〉 olduğu açıktır. ġimdi 〈   〉    olduğunu gösterelim.   〈   〉 olsun. 

           olup         olduğundan  
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olacak Ģekilde      ve                         tamsayıları vardır. Eğer 

 ,   -nın derecesi ise    nın da derecesi   olup        Ģeklindedir. O halde 

     için 

 

                                                     

                                                              

               

 

                                        

                  

                                            

 

olur. Ayrıca         ve               olduğundan     olur. O 

halde 〈   〉    olduğu elde edilir.  

 

Dikkat 3.3.8.               bir   -devir iken              olup      

de bir  -devirdir. Dikkat 3.3.6’ dan dolayı          ve      için       nın 

bir  -devir olması için gerek ve yeter koĢul       nın da bir  -devir olmasıdır.  

 

Teorem 3.3.9. Herhangi iki           için 〈   〉 nın bir  -devir içermesi için 

gerek ve yeter koĢul    (Dikkat 3.3.8’ den dolayı    ) nın bir  -devir olmasıdır. 

 

Ġspat. ( )         
 
  için    bir  -devir ise zaten    〈   〉 olup 〈   〉 bir 

 -devir içerir. 

                        için 〈   〉 bir  -devir      içeriyor olsun.        

için                 olup  

 

(                      
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olur. Benzer Ģekilde; 

    

                                     
 
                

                                                                

              

                                    =     

                                    =    

                                    =   

 

olup hem        hem de        bir  -devir olamaz. O halde Önerme 3.3.7.’ den 

〈   〉 nın bir    -devrini içermesi için gerek ve yeter koĢul          veya 

         olacak Ģekilde        tamsayısının var olmasıdır. Dolayısıyla    

(ve dolayısıyla   ) bir  -devirdir.  

 

Önerme 3.3.10. Herhangi iki           için    bir  -devir ise  

 

〈   〉  {                  } 

 

Ģeklindedir. 

 

Ġspat.           için    bir  -devir olsun.         olup         

           olduğundan 
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                                                     =          =           

                                                                               

                                                                          
 

                                                                          

                                                                         

 

olur.        bir  -devir olup derecesi   olduğundan Önerme 3.3.7 de bu 

eĢitlikler kullanılırsa  

 

〈   〉  {                  } 

 

olduğu elde edilir.   

 

Önerme 3.3.11.     olmak üzere           ve            Ģeklinde 

bir  -devir olsun. O halde         olmak üzere         için          

〈   〉 dir. 

 

Ġspat.                ve            Ģeklinde  -devir olsun. Ġlk olarak 

Önerme 3.3.10. dan dolayı 〈   〉  {                  } olduğunu 

hatırlayalım. Ayrıca,  

 

                                    

 

olduğundan     için, yani         〈   〉 olduğunu göstermek yeterlidir.  

        〈   〉 olduğunu kabul edelim. 
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    olsaydı               olurdu, 

         olsaydı     
 
         olurdu. 

 

Ancak     olup 1. durumda         
 
  ve 2. durumda        

 
  olurdu 

ve bu durum           olması ile çeliĢirdi. Dolayısıyla     
 
    ve 

         dir. Ayrıca,    bir  -devir olup           için            

   olduğundan                       olduğundan              dir. 

Kabul edelim ki               olacak Ģekilde         var 

olsun. Bu durumda 

 

      (
  

    
 
         
       

   
    

      
 

  

       
) 

 

olduğundan  

 

  (
    

  
 
    

  
 
       

         
  
            

                      
  
      

    
 
       

  
) 

 

olmak zorunda kalır. (Burada                                  

                  Böylece    
          olup         olduğundan 

      yani      olur. Ancak      olduğunda    
     olacaktır ve bu 

durum      
 
  olup      olması ile çeliĢir. Dolayısıyla           için 

de               olup iddia sağlanır.   

 

Önerme 3.3.12.             
 
  ve      

 
     Ģeklinde  -devir olsun. 

O halde         için           

 

shift    {       }    
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shift    {       }    

 

olur. 

 

Ġspat.             
 
  ve      

 
     olsun. 

 

                                    

 

olup     için göstermek yeterlidir. Kabul edelim ki {     }         olsun.   

  
 
     olduğundan  

                                            (         

                     

    

 ve              olup  

  

                            (               

                   

 

olduğundan  

 

   
                

 

olur. Bu durum         olması ile çeliĢir.  

              ġimdi {     }         olduğunu kabul edelim.      
 
     

olduğundan  

 

(         
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(         

 
 ve              olup 

 

                                         (           , yani (         

                                         (           , yani (         

 

olduğundan  

 

    
                

 

olur. Bu durum       
 
  olması ile çeliĢir. Böylece {     }         ve 

{     }         olduğu elde edilir.   

 

Sonuç 3.3.13.     ve            herhangi bir  -devir olsun. O halde 

       
 
  için     

 
     olması için gerek ve yeter koĢul   ve   nın  

 

   [[         ]][[         ]]  

               [[         ]][[         ]] (        ve     ; 

   [[         ]]        , 

  [[         ]]; 

   [[         ]], 

        [[       ]]   

   [[       ]], 

  [[       ]]                                                                                                   

   [[       ]], 

        [[       ]]. 

 

   tane formdan biri olmalarıdır.   
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4. QUASĠ-ĠDEMPOTENT DOĞURAY KÜMESĠ VE RANKI  

 

Yarıgrupları bazı özel cebirsel yapılarına göre sınıflandırmak ve onları 

sonlu Ģekilde ifade edebilecek yöntemler bulmak Yarıgrup teorisindeki önemli 

problemlerden biridir. Bunlardan biri doğuray kümesi bulma ve bu kümelerin 

eleman sayılarının minimumunu bularak minimal doğuray kümesini ve böylece 

rankını belirleme problemidir ve birçok çalıĢmanın temelini oluĢturmuĢtur. 

ÇalıĢmalar ilerledikçe özel elemanlarla elde edilen doğuray kümeleri ve özel 

rankları da ilgi çekmiĢtir. Örneğin, birçok yarıgrubun idempotent doğuray 

kümeleri, nilpotent doğuray kümeleri, (   ) –patika doğuray kümeleri (varsa) 

belirlenerek idempotent rank, nilpotent rank ve (   ) – rankları hesaplandı (örnek 

olarak; Ayık, Ayık, Ünlü, Howie (2008); Ayık, Bugay (2014); Garba (1994); 

Gomes, Howie (1992); Howie (1978); Howie, Mcfadden (1990)).  

Biz de bu bölümde quasi-idempotent doğuray kümesi ve quasi-idempotent 

rankı kavramlarını tanımlayacağız. Ayrıca bazı dönüĢüm yarıgruplarının quasi-

idempotent doğuray kümesi ve quasi-idempotent rankını inceleyen özellikle Bugay 

(2020a) ve Bugay (2020b) çalıĢmalarda elde edilen önemli sonuçları 

araĢtırmacıların bilgisine sunacağız. 

   bir yarıgrup,   〈 〉 ve          ise   e   nin bir quasi-

idempotent doğuray kümesi denir.   sonlu quasi-idempotent doğuray kümesine 

sahip bir yarıgrup olmak üzere  

 

                              {| | 〈 〉          } 

 

pozitif tamsayısına da   nin  quasi-idempotent rankı denir. 
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4.1.     nin Quasi-idempotent Rankı 

ncelikle    〈    〉    〈         〉        için 

   〈           〉 olduğunu ve  

 

rank(  ) = {
              
              

 

 

olduğunu  ve ayrıca, 

 

                 

 

olup          olması için gerek ve yeter koĢul   nın ayrık   - devirler Ģeklinde 

yazılabiliyor olması (Genel olarak   - devirler ihmal edilir.) olduğunu hatırlayalım. 

 

Teorem 4.1.1.     olmak üzere Sonuç 3.3.13’ de verilen    tane formdan biri 

Ģeklinde olan             için    〈          〉 olur. 

 

Ġspat. Sonuç 3.3.13’ de verilen    tane formdan biri Ģeklinde olan             

için      
 
     ve    〈                〉 olduğundan sonuç açıktır.  

 

Teorem 4.1.1’ in özel bir durumunu aĢağıdaki sonuçta verelim. 

 

Sonuç 4.1.2.     ve           aĢağıda verilen n tane formdan biri olmak 

üzere    〈        〉 dır. 
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   [[       ]][[       ]]  

               [[       ]][[       ]] (        ve     ; 

   [[       ]]      , 

  [[       ]]; 

   [[       ]], 

        [[     ]]  

   [[     ]], 

  [[     ]]                                                                                                       

   [[     ]], 

      [[     ]]. 

 

Sonuç 4.1.3. qrank(  ) {
             
             
             

  dir. 

 

Ġspat.    〈    〉    〈         〉                  (  ) olup rank(  )   

ve rank(  )   olduğundan sonuç açıktır. 

             olsun. Bir gruptaki iki quasi-idempotent dihedral altgrubu üretiyor 

olduğundan qrank(  )    olduğu açıktır. Ayrıca Sonuç 4.1.2. den qrank(  )   

olup qrank(      olduğu elde edilir.  

 

4.2.     nin Quasi-idempotent Rankı 

            〈     〉 ve     için   tek doğal sayı iken    〈            〉 

olduğu,   çift doğal sayı iken    〈            〉 olduğu ve ayrıca, 

 

rank(  ) = {
              
              

 

 



4. QUASĠ-ĠDEMPOTENT DOĞURAY KÜMESĠ VE RANKI        Gizem KUTLU 

 

66 

olduğu bilinmektedir. (Örneğin; Dey, Wiegold (1971).) 

            Bu bölümde kullanacağımız yeni bir notasyon tanımlayalım:       ve 

            herhangi bir sıralı  -li olsun.         için        bir  -devir 

olmak üzere  

 

[[       ]]
 
 {

               (    
 

    
 

)    ç          ı  

               (    
 

    
 

)              ı  
 

 

Ģeklinde tanımlansın.      için    nin quasi-idempotent doğuray kümelerini 

bulalım. 

 

                                                

                                     {                          }  ve  

                                 〈     〉  {                            }        

 

(Klein-4 grubu) olup       ve    quasi-idempotent doğuraylı değildirler. ġimdi 

    için inceleyelim. 

 

Teorem 4.2.1.     için          aĢağıda verilen quasi-idempotentler olmak 

üzere    〈     〉 dır.      
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{
 

 
     [[     ]]                       
     [[     ]]                         

     [[     ]]                       
 

 

  

{
 
 

 
       

   

 
 
   

 
                       

     [[     ]]                         

      
   

 
 
   

 
                       

 

 

  

{
 
 

 
 
         [[       ]]                       
         [[     ]]                       
     [[     ]]                       
     [[     ]]                       

 

 

Ġspat. [[     ]]
 
 {

             (
 

 
 
   

 
)                        

             (
   

 
 
   

 
)                    

   

olduğuna dikkat edelim. 

 

1. durum:                 ise  

 

                                                  ve                   

 

olur. 

 

2. durum:                 ise 
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            ve    (12…n) 

olur. 

 

3. durum:                 ise 

 

            ve            

 

olur. 

4. durum:                 ise 

 

            ve     (12…n) 

 

       olur.   

  tek doğal sayı iken    〈            〉 ve n çift doğal sayı iken 

   〈            〉 olduğundan sonuç açıktır.  

 

Sonuç 4.2.2.     için qrank(  )=3 olur. 

 

Ġspat.       olsun.       (  ) için      ve bir gruptaki iki quasi-

idempotent dihedral grubu üretiyor olup qrank(  )    olduğu açıktır. Ayrıca 

Teorem 4.2.1. den dolayı qrank(  )    olduğu görülür. Böylece için qrank(  )=3 

olduğu elde edilir.  

 

4.3.                  Quasi-idempotent Rankı 

                    elemanının ayrık devirlerin (genel olarak  -devirler ihmal edilir.) 

ve zincirlerin bir çarpımı Ģeklinde yazılabilir olduğu bilinmektedir. Ayrıca, 

 

                                 ‖  ‖  (
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 
 
)  ve [ ]  (

 
 
 
 
 
 
 
 
   

 
 
) 
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olmak üzere     〈     ‖  ‖〉,    〈     ‖  ‖ [ ]〉      〈            [ ]〉 

ve      için       〈           ‖  ‖〉     〈            ‖  ‖ [ ]〉   ve   

    〈            [ ]〉  olup  

                               

rank(  ) = rank(  )  {
           
           

 

 

rank(  )  {
           
           

 

 

olduğu iyi bilinmektedir. (Örneğin, Howie (1995), Exercises 1.9: 7, 12;  Exercises 

5.11:  6.) 

 

Önerme 4.3.1.   ve         , Sonuç 4.1.2’ deki   tane formdan biri Ģeklinde 

olmak üzere 

 

    〈     [  ]〉 

    〈          [  ]〉 

    〈     [  ]    〉 (   ) 

 

olur. 

Ġspat.     [  ]  [ ]  ve                olup     〈     [  ]〉 ve     

〈          [  ]〉 olduğu görülür.     ve   ve          Sonuç 4.1.2’ de 

verilen   tane formdan biri Ģeklinde olsunlar. O halde   

 

    [  ]  [ ] 

          

 

olup     〈     [  ]    〉 olduğu elde edilir.  
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            Dikkat edilirse  

 

                                    {    } ve 〈    〉     

                                    {     [  ] [  ]} ve 〈     〉     

 

olup    ve    quasi-idempotent doğuraylı değildirler.     için inceleyelim. 

Notasyonda kolaylık sağlaması için 

 

[    |  ]  (
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  

 
 
)        

 

alalım. 

 

Önerme 4.3.2.  ,          Sonuç 4.1.2’ de verilen   tane formdan biri Ģeklinde 

olmak üzere  

 

   〈          [    |  ]〉 

   〈     [    |      ]〉   (   ) 

 

Ģeklindedir. 

 

Ġspat.                ve     [    |  ]  ‖  ‖ olup 

   〈          [    |  ]〉  olduğu açıktır.     olsun.      [    |  ]  ‖  ‖ 

olup 〈   {[    |  }]〉     ve dolayısıyla    〈         [    |  ]〉 olduğu 

elde edilir.  

 

Önerme 4.3.3.  ,         , Sonuç 4.1.2’ de verilen   tane formdan biri Ģeklinde 

olmak üzere  
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   〈          [  ] [    |  ]〉 

   〈     [  ] [    |  ]     〉   (     

 

Ģeklindedir. 

 

Ġspat.                     [  ]  [ ] ve     [    |  ]  ‖  ‖ olup    

〈          [  ] [    |  ]〉 olduğu açıktır.     olsun.     [  ]  [ ] ve 

     [    |  ]  ‖  ‖ olup 〈   {[    |  }]〉     ve dolayısıyla    

〈     [  ] [    |   ]     〉 olduğu elde edilir.  

 

          ġimdi yarıgrup teorisinde çok iyi bilinen bir özelliği hatırlayalım. 

 

Önerme 4.3.4.   bir sonlu yarıgrup ve  ,   nin bir alt yarıgrubu olmak üzere    , 

  nin bir ideali olsun. O halde bir       için   〈 〉 iken   〈   〉 olur. 

 

Ġspat.     olsun.     olup         olacak Ģekilde      ve           

vardır. Kabul edelim ki         için      ve dolayısıyla         olsun. O 

halde           bir ideali olduğundan              olur ki bu     

olması ile çeliĢir. O halde kabülümüz yanlıĢ olup         için      

olduğundan        olur. O halde   〈   〉 olur. Ayrıca 〈   〉     olup 

  〈   〉 olduğu elde edilir.  

Bu önermenin açık biri sonucu olarak:    bir sonlu yarıgrup,  ,    nin bir 

altyarıgrubu ve         nin bir ideali iken    nin herhangi bir doğuray kümesi,   

nin herhangi bir doğuray kümesinden en az bir tane fazla eleman içermek 

zorundadır. Dolayısıyla, 
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olur. Benzer Ģekilde,        quasi-idempotent doğuray kümesine sahiplerse  

 

                    

 

olacaktır. 

 

Teorem 4.3.5.                  {
               
               
               

   

 

                                       {
               
               

   

 

                                       {
               
               

 . 

 

Ġspat. Önerme 4.3.1, Önerme 4.3.2 ve Önerme 4.3.3' ten dolayı      ve   

  için sonuç açıktır.      olsun.         ;          ve          

olup yukarıda verilen hatırlatmadan dolayı  

 

                      

                      

                      

 

olup Önerme 4.3.1, Önerme 4.3.2 ve Önerme 4.3.3’ ten sonuç elde edilir.    

 

4.4.       Bazı Ġdeallerin Quasi-idempotent Rankları 

 

                      ve         için  
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     {      |     |   }  

                                                        

 

        ve         için  

 

              

 

olarak tanımlansın.              ve            olduğuna dikkat 

edelim.           için              ve |     |    olduğundan        

  olup         dir. Ayrıca         ,      için |      |    ve |      |    

olup             olacağından         nin bir idealidir. Benzer Ģekilde       ve 

      de    grubunun birer idealidir. 

                 ġimdi bu bölümde kullanacağımız temel özellikleri hatırlayalım: 

        olması için gerek ve yeter koĢul   nın ayrık 2-devirlerin çarpımı 

Ģeklinde yazılabiliyor olmasıdır;          olması için gerek ve yeter koĢul   nın 

çift sayıda ayrık 2-devirlerin çarpımı Ģeklinde yazılabiliyor olmasıdır. 

 

Önerme 4.4.1.      ve         olmak üzere           için  

 

1.                     

2.                       

3.         |     |  |     | 

4.                                       

 

Ġspat. Ganyushkin, Mazorchuk (2009), Theorem 4.5.1’ in sonucudur.   

 

           Bu önermenin açık bir sunucu olarak,      ve         olmak üzere 

     de     tane    sınıfı vardır. Bunlar             
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   {       |     |   } 

 

Ģeklindedir.         için      ve        {       } olsun. O 

halde   yı 

 

  (
              
        

) 

 

veya kısaca  

 

  (
     

       
) 

 

Ģeklinde yazarız. 

 

Önerme 4.4.2.              ve         için    〈    〉 dır. 

 

Ġspat.   (
     

       
)     olsun.             olup      

   {       } ve      {         } vardır. Bu notasyonlarla  

 

  (
      
      )       

  (
       

        
)       

 

Ģeklinde tanımlansın.      olduğundan   〈    〉 olup    〈    〉 olduğu 

elde edilir.   

 

Sonuç 4.4.3.              için      〈  〉     
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Sonuç 4.4.4.              ve          olsun.   kümesinin      nin 

bir doğuray kümesi olması için gerek ve yeter koĢul    〈 〉 olmasıdır.  

     

                      için |      |     {           } olup         için 

⋃   
 
    ile      sınıfındaki elemanları üretemeyiz. O halde      nin minimal 

doğuray kümelerini incelemek istiyorsak    sınıfını üretmemiz gerekli ve yeterli 

olduğundan sadece    sınıfının alt kümelerini düĢünmemiz gerekmektedir. 

 

Teorem 4.4.5.              ve 

            

                     {

 [  ]                 

 [  ][ ] [ ]                 

      [   ] [ ]                     

    

 

olmak üzere    〈   { }〉 dir. 

 

Ġspat.              olmak üzere             {       } ve 

         {         } olsun. Bu notasyonlarla  

 

  (
     

   
    

       

     
)     

 

          

{
 
 

 
 (

  
     

)                      

(
  
     

    
   
       

)                      
 

 

ve    ,         ise  
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  (
          
                    

) 

 

olarak tanımlansın. Her durumda         ve       olup    〈   { }〉 

olduğu elde edilir.  

 

Sonuç 4.4.6.     ve         ve     , Teorem 4.4.5’ te tanımlanan 

eleman olmak üzere       〈             〉 Ģeklindedir. 

Ġspat.      〈  〉    〈   { }〉 ve    〈           〉 olup sonuç açıktır.   

 

           Daha önce verdiğimiz iyi bilinen bir özelliği hatırlayalım.   bir sonlu 

yarıgrup ve  ,   nin bir alt yarıgrubu olmak üzere    ,   nin bir ideali olsun. O 

halde bir       için   〈 〉 iken   〈   〉 olur. 

 

Sonuç 4.4.7.     ve         için             {
     
     

 Ģeklindedir. 

 

Ġspat.                      nin bir idealidir. Yukarıdaki hatırlatmadan dolayı 

                       olduğunu biliyoruz. Ayrıca            ve     

için            olup       〈      〉 ve     için       〈             〉 

olduğundan sonuç açıktır.  

  

            ġimdi de daha önce tanımladığımız bir notasyonu ve           

elemanlarını hatırlayalım:        olmak üzere           herhangi bir sıralı 

 -li olsun. Bu durumda             için (    ) bir 2-devir olmak üzere  

                                    

[[       ]]  {

               (  
 
  

 
  

)                                 

               (    
 

    
 

)                            
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Ģeklindedir. Ayrıca,      ve            herhangi bir  -devir olsun. O halde 

          için            olması için gerek ve yeter koĢul   ve   nın 

aĢağıda verilen   tane formdan biri olmalarıdır. 

 

   [[         ]][[         ]]  

               [[         ]][[         ]] (        ve     ; 

   [[         ]]        , 

  [[         ]]; 

   [[         ]], 

        [[       ]]   

   [[       ]] 

               [[       ]]                                                                               

   [[       ]], 

        [[       ]]. 

 

Bu notasyonlarla  

 

   〈        〉 ve  qrank(  ) {
             
             
             

   

 

olduğunu biliyoruz. 

 

Sonuç 4.4.8.         için               {
               
              
              

 . 

 

Ġspat.       〈      〉        için       〈           〉,            

    için       〈          〉 olduğu açıktır. Ayrıca                      nin 
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ideali olup yukarıdaki hatırlatmadan dolayı       (     )               

olduğundan sonuç açıktır.  

 

Teorem 4.4.9.     ve         için  

 

             {
[  ][ ] [ ]                                      
     [   ] [ ]                               

 

 

olarak tanımlanıyor olmak üzere    〈   { }〉 dir.  

 

Ġspat.     ve         ve      olsun. Teorem 4.4.5’ te tanımlanan 

       ile       olduğunu hatırlayalım.     ve     iken 

 

                                   {
                
                       

                                   {
               
                       

 

Ģeklinde tanımlanırsa          ve         olur. 

               ve         için  

 

                                    {
                 

                      

                                    {
                 
                      

 

Ģeklinde tanımlanırsa          ve  
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  {
                                        

                      ğ             
   

 

olur. Her durumda    〈   { }〉 olduğu elde edilir.   

 

Sonuç 4.4.10.     için  

 

         {

〈       〉                   
〈                〉                 ı               
〈                〉       ç          ı               

 

 

olur. 

 

Ġspat.    〈     〉                ı ise    〈              〉 ve   

  ç          ı ise    〈              〉 olduğunu biliyoruz. Ayrıca Teorem 

4.4.9’ dan    〈   { }〉 olup sonuç elde edilir.   

 

Sonuç 4.4.11.     için              {
                           
                             

  

 

Ġspat.              ,       nin bir ideali olup                        

olduğu elde edilir. Ayrıca, 

 

                                                 {
         
         

 

 

olup Sonuç 4.4.10’ dan dolayı sonuç elde edilir.   

 

            ġimdi de baĢka bir notasyonu hatırlayalım:        ve             

herhangi bir sıralı  -li olsun.         için        bir  -devir olmak üzere  
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[[       ]]
 
 {

               (    
 

    
 

)    ç      ğ      ı  

               (    
 

    
 

)          ğ      ı  
 

 

Ģeklindedir. Ayrıca Teorem 4.2.1’den  

 

  

{
 

 
     [[     ]]                       
     [[     ]]                         

     [[     ]]                       
       , 

 

  

{
 
 

 
       

   

 
 
   

 
                       

     [[     ]]                         

      
   

 
 
   

 
                       

         ve 

 

  

{
 
 

 
 
         [[       ]]                       
         [[     ]]                       
     [[     ]]                       

     [[     ]]                       

 

 

olmak üzere    〈     〉 olduğunu ve Sonuç 4.2 2’ den     için qrank(  )=3 

olduğunu biliyoruz. 

 

Sonuç 4.4.12.     ve          için                . 

 

Ġspat.     ve          için       〈       〉 olur. Ayrıca         

      ve         dir.                      nin bir ideali olup ilgili 
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hatırlatmadan       (     )                olur. Böylece                 

olduğu elde edilir.   

 

4.5.  Quasi-idempotent ĠliĢkili Ranklar 

          bir yarıgrup ve       belirlenmiĢ bir alt küme olsun. Eğer   〈   〉 

olacak Ģekilde       varsa   kümesine modülo   ile   yarıgrubunun bir 

iliĢkili doğuray kümesi denir. Modülo   ile   yarıgrubunun sonlu bir iliĢkili 

doğuray kümesi varsa S nin iliĢkili rankı 

 

               {| | 〈   〉    | |   } 

 

Ģeklinde tanımlanır. 

         Bu kavramlar özel olarak quasi-idempotent elemanlar için de  Ģöyle 

uyarlanmıĢtır:    bir yarıgrup ve       belirlenmiĢ bir alt küme olsun. Eğer 

  〈   〉 olacak Ģekilde          varsa   kümesine modülo   ile 

  yarıgrubunun bir iliĢkili quasi-idempotent doğuray kümesi denir. Modülo   ile 

  yarıgrubunun sonlu bir iliĢkili quasi-idempotent doğuray kümesi varsa S nin 

iliĢkili quasi-idempotent rankı 

 

                 {| | 〈   〉           | |   } 

 

Ģeklinde tanımlanır. 

 

               ve         olmak üzere  

 

      {     |     |   } 

     {     |     |   } 
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Ģeklinde tanımlanır.            yarıgrubunun ve       de    yarıgrubunun alt 

yarıgrubu olduğu açıktır. Gerçekten de             (     ) için |    |  

|   |    olduğundan sonuç açıktır. Bu altyarıgruplar ele alınarak         

için  

 

             

               

             

               

 

Ģeklinde tanımlanır. Ayrıca 

 

                                                                  

 

eĢitliğinin tamsayı çözümlerinin kümesi       olmak üzere |     |        olarak 

tanımlanır. Yiğit, Ayık ve Ayık (2017) 

 

                                                                             

                                       ∑  

   

   

        

                                            

                                       ∑  

   

   

       

 

                                        

olduğunu gösterdi. Bugay (2020a) modülo    ile       nin iliĢkili rankını ve iliĢkili 

quasi-idempotent rankını; modülo    ile    nin iliĢkili rankını ve iliĢkili quasi-

idempotent rankını elde etti. ġimdi bu sonuçları verelim. 

Sonuç 4.5.1.         için 
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      (        )         (        )    

 

Ģeklindedir. 

 

Ġspat.         için       〈   { }〉 ve         olup Sonuç 4.4.7 ve 

Sonuç 4.4.8’ den sonuç elde edilir.  

 

Sonuç 4.5.2.     ve         için       (        )         ve 

        için        (        )    dir. 

 

Ġspat.     ve         için       〈   { }〉 ve         olup Sonuç 

4.4.10 ve Sonuç 4.4.12’ den sonuç elde edilir.   
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