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S bir yarigrup ve e € S olsun. Eger e # e? = e* oluyor ise e ye S de bir
guasi-idempotent eleman denir. Bu kavram gruplarda involiisyon kavramina denk
gelmektedir. m > 1 ve n = 1 olmak iizere (m = n = 2 haricinde) derecesi m ve
n olan iki eleman tarafindan iiretilen altgruplarin yapist hakkinda neredeyse hicbir
sey sOylememiz miimkiin degildir. Ancak, bir grupta iki quasi-idempotentin
dihedral altgrubu trettigi bilinmektedir. Quasi-idempotentler grup takdimleri i¢in
de onemli bir kavramdir. Ciinkii, gruplarda quasi-idempotentlerin tersleri de
kendileri olup bir takdimde iireteg olan bir quasi-idempotentin tersine ihtiyag
yoktur. Bu nedenlerle baz1 grup ve yarigruplardaki quasi-idempotentlerin yapisini
belirlemek 6nemli bir aragtirma konusudur.

Py, Tn, In, S ve A, X, ={1,2,...,n} kiimesi Ttzerindeki kismi
donisiimler yarigrubu, (tam) doniisiimler yarigrubu, bire-bir kismi doéniisiimler
yarigrubu, permiistasyonlar grubu (n inci simetrik grup) ve alterne grup olsun. Bu
calismada PB,, T,, I, Vyangruplarni ile S, ve A, gruplarnn igindeki quasi-
idempotentlerin cebirsel yapilarini inceleyen ve bu yarigruplarin (minimal) quasi-
idempotent irete¢ kiimelerini inceleyerek quasi-idempotent ranklarimi belirleyen
calismalar1 derleyerek yarigrup arastirmacilarinin bilgisine sunduk.

Anahtar Kelimeler: Déniisim  yarigruplari, idempotent, quasi-idempotent,
doguray kiimesi, rank.
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Let S be a semigroup and e € S. If e # e? = e*, then e € S is called a
quasi-idempotent.. This concept corresponds to the concept of involution in
groups. Although there appears to be almost nothing that can be said about the
structure of a subgroup generated by two elements of given orders m =1 and
n =1 in any case other than m = n = 2, two quasi-idempotent in any group
generate a dihedral subgroup. Moreover guasi-idempotents also have an important
role for group presentation, since there is no need to use the inverse of any
generators in relations since the inverse of any involution is itself. Hence
determining the structure of quasi-idempotents in certain groups and semigroups is
an important research topic.

Let P, T, I,, Sy and A,, be the partial transformation semigroup, (full)
transformation semigroup, symmetric inverse semigroup, the symmetric group and
the alternating group on X,, = {1, ..., n}. In this study we present the compilation of
some studies which examine the algebraic structure of quasi-idempotents in B,
T, I,, S, and A,, and which obtaine the quasi-idempotent rank of these
semigroups by using the (minimal) quasi-idempotent generating sets to the
researchers.

Key words: Transformation  semigroups, idempotent,  quasi-idempotent,
generating set, rank.



GENISLETILMIS OZET

S bir yarigrup ve e €S olsun. Eger e?=cee=-e oluyor ise e
elemanina S nin bir idempotent elemam denir. S yarigrubundaki idempotentlerin
kiimesi E(S) ile gosterilir. Eger e # e? = e* oluyor ise eye S nin bir quasi-
idempotenti denir. S yarigrubundaki quasi-idempotentlerin kiimesi Q(S) ile
gosterilir.

By, bos olmayan bir X kiimesi iizerinde tanimli bagintilar yarigrubu ve
@ € By olsun. Eger V x € X i¢in |xa| < 1 oluyor ise a ya X iizerinde bir kismi
doniisiim denir. By yarigrubundaki kismi doniigiimlerin olusturdugu kiime P,

bileske islemiyle bir yarigruptur ve yarigruba X tizerindeki kismi doniisiimler

x€dom(a) xEXn\dom(a))

yarigrubu denir. a € Py kismi doniisimini « = b

formunda gosterebiliriz. @ € Py kismi doniistimiiniin tanim kiimesi ve goriintii
kiimesi sirasiyla dom(a) = {x € X:3y € Xicinxa =y} ve im(a) =Xa =
{y € X:3x € X i¢cin xa = y} seklinde tanimlanir.

a € Py olsun. Eger, V x1,x, € dom(a) i¢in xja = x,a iken x; = x,
oluyor ise a Yya X iizerinde bir kismi bire-bir doniisiim denir. X {izerindeki tiim
kismi bire-bir dontisiimlerin kiimesini Iy ile gosterelim. I, bileske islemiyle bir
yarigruptur ve bu yarigruba X tizerindeki kismi-bire-bir doniisiimler yarigrubu
(simetrik inverse yarigrup) denir. Eger V x € X i¢in |xa| = 1 ise a ya X iizerinde
bir (tam) doéniisiim denir. X {izerindeki tim doniisiimlerinin olusturdugu kiimeyi
Ty ile gosterelim. T, bileske islemiyle bir yarigruptur ve yarigruba X iizerindeki
(tam) doniisiimler yarigrubu denir. a € Ty olsun. Eger a hem bire-bir hem de
orten ise @ ya X lizerinde bir permiitasyon denir ve X {izerindeki tiim
permiitasyonlarin kiimesi Sy ile gosterilir. S, bileske islemi ile bir grup olup bu
gruba X tizerindeki simetrik grup (permiitasyon grubu) denir.

Eger X bir sonlu kiime ise genelligi bozmaksizin X = X,, = {1,2,...,n}
sonlu kiimesi ele alimr. Bu durumda Py, Iy, Ty, Sy yerine sirasiyla By, I,, Ty,



S, yazilir. n > 2 i¢in X,, lzerindeki ¢ift permiistasyonlarin kiimesi A4, bileske
islemiyle S,, nin altgrubu olup bu gruba n —inci Alterne grup denir

S bir yarigrup ve @*X <SS olsun. S nin X kiimesini igeren
altyarigruplarinin arakesiti de X kiimesini iceren bir altyarigrup olup bu
altyarigruba S nin X tarafindan dogurulan (iiretilen) altyarigrubu denir ve (X)
ile gosterilir. Eger (X) =S oluyor ise X e S nin bir doguray kiimesi
denir. (X) = S olacak sekilde S yarigrubunun bir sonlu X alt kiimesi mevcut ise S
ye sonlu dogurayh yarigrup denir. Eger S sonlu dogurayl yarigrup ise rank(S) =
min{ |[X| : (X) = Sve X € S sonlu} pozitif tamsayisina S nin ranki denir. Eger S
yarigrubu sadece quasi-idempotentlerden olusan (sonlu) bir kiime tarafindan
doguruluyor ise S ye (sonlu) quasi-idempotent dogurayh yarigrup denir ve S nin
quasi-idempotent ranki qrank(S) = min{ |X|: (X) =Sve X € Q(S) sonlu}
olarak tanimlanir.

Bu ¢alismada B, T,,, I,,, S, Ve A, ve baz altyarigruplar igindeki quasi-
idempotentlerin cebirsel yapilarini inceleyen ve bu yarigruplarin (minimal) quasi-
idempotent dogray kiimelerini inceleyerek quasi-idempotent ranklarini belirleyen
calismalar1 derleyerek yarigrup arastirmacilarinin bilgisine sunduk.

3. bolimde, a € P, i¢in K(a) = {x € dom(a): xa® = x olacak
sekilde k € Z*var} seklinde tanmimlanarak, idempotent olmayan bir a € B,
elemaninin bir quasi-idempotent olmasi igin gerek ve yeter kosulun "V x € K(a)
icin xa? = x olmasi ve V x € dom(a) — K(a) i¢in xa & dom(a) veya xa? €
K(a) olmas1” oldugu gosterildi. Buradan yararlanarak, idempotent olmayan bir
a € P, elemaninin bir quasi-idempotent olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun @ nin
her bir orbitinin “1-devir veya 2-devir (aga¢ eklenmeden), uzunlugu 2 veya 3 olan
bazi agaglar eklenmis 1-devir veya 2-devir veya tek kokii olan 1 veya 2 uzunluklu
aga¢” formlarindan biri seklinde olmasi oldugu sonucuna ulasildi. Bunun agikar bir
sonucu olarak, idempotent olmayan bir @ € T,, elemaninin bir quasi-idempotent

olmas i¢in gerek ve yeter kosulun a nin her bir orbitinin “1-devir veya 2-devir
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(aga¢ eklenmeden) veya uzunlugu 2 veya 3 olan bazi agaglar eklenmis 1-devir
veya 2-devir” formlarindan biri seklinde olmasi oldugu elde edildi. Daha sonra
idempotent olmayan a € I,, elemaninin bir quasi-idempotent olmasi igin gerek ve
yeter kosulun “her bir orbitinin en fazla 2 uzunluklu olmasi1” oldugu gosterildi.
Ayrica, @ € Q(S,) olmasi igin gerek ve yeter kosulun “a nin ayrik 2 - devirler
seklinde yazilabiliyor olmasi” oldugu ispatlanarak S, de tamimlanan bazi 6zel
quasi-idempotentler ile iiretilen altyarigruplar i¢in elde edilen sonuglar verildi.

4. boliimde, 2 < m < n, (b, ..., by,) herhangi bir sirali m-li ve i # j,1 <

i,j <migin (bibj) bir 2-devir olmak tizere
(b1by)(byby_q) ... (bﬂbﬂ+1> ;  mift dogal say1
2 7z

(Mbmx@ﬁmﬂ)mﬁwimﬂg; m tek dogal say1

2 2

[[by, ..., bm]] =

seklinde yeni bir notasyon tanimlandi. n > 4 ve a, 8 € Q(S,,)

e a=][[1,.. . k+1]|[lk+2..n]]
B =1 ...k+2]][[k+3,..n]](1<k<n-—4ven=5);
o a= [[1,... n+2]](n— 1n),
g =1ll1,..,n—1]];
e = [[1,... n—l]],
B =1 ...nl];
e a=][[1,..n]]
B =2, ..,nl];
e a=][[2..,n]]
B =(12)[[3,...,nl]



seklinde verilen n tane formdan biri olmak tizere S, = ((12),a, 8) oldugu ve

1, n=2ise
buradan da grank(S,)= {2, n = 3ise oldugu ispatlandi. Daha sonra, 4 < m <
3, n=>4ise

n, (by, by ..., byy) bir sirali m-live 1 < i,j < m igin (b;b;) bir 2-devir olmak {izere

(b1bm)(bybp_1) - (bm_—zbm_+4), m cift dogal say1
7 2

[[b1, .., bl =
).

(i) (o) -+ (bn=sbmss
2 2

m tek dogal say1

seklinde notasyon tanimlandi. n > 5i¢ina, B vey

((13) [[4, ., n]]* n=0 mod 4 ise
o _{(12) [[4, ...,n]] n=12 mod 4 ise
B I

k(12) [[4,...,n n=3 mod 4 ise
( n+2n+6 _ _
(23) ( 5 > ) n=0 mod 4 ise
g = (13) [[4, ..., n]] n=12 mod 4 ise
n+3n+5 _ )
(13) ( > > ) n=3 mod 4 ise
\
(1In)(23) [[4, ...,n —1]] mod 4 ise
1(14)(23) [[5, ..., n]] mod 4 ise
‘}/ =

mod 4 ise
mod 4 ise

24) [[5, ..., n]]
l(14) 5, ..., n]]

S 3= =S
Hene e m
wWN RO

seklinde verilen quasi-idempotentler olmak tizere A,, = {(a, 8, y) oldugu ve buradan

da n = 5 i¢in grank(4,,)=3 oldugu gosterildi. Benzer sekilde

2 n =2 ise 3 n =3 ise
grank (I,) = {3 n =3 ise qrank(T,) = {4 n ; 4 ise
4 nx>4ise B

4 n =3 ise
qrank(£,) = {5 n>4 ise

oldugu gosterildi.

VI
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1. GIRIS Gizem KUTLU

1. GIRIS

Yarigrup teorisi 1900’ lii yillarin basinda ortaya ¢ikmis ve 1940’1 yillarda
Clifford ve Dubreil tarafindan yayimlanan makalelerle 6nem kazanmistir. Bu
donemden itibaren calismalar hizla artarak 1950’li yillarin sonuna dogru yarigrup
teorisi cebir arastirmacilarinin ilgisini geken 6nemli bir alt dal haline gelmistir.

(S,¢) bir grupoid olsun. Eger “¢” ikili igslemi S {izerinde birlesme

Ozelligine sahip ise, yani V x,y,z € S igin

()b, 2)p = (x, (v, 2)P)b

ise (S, @) ikilisine bir yarigrup denir. S bir yarigrup ve @ # T S S olsun. Eger
T2CT ise T ye S nin altyarigrubu denir ve T < S seklinde gosterilir. S bir
yarigrup ve e € S olsun. Eger e? = ee = e oluyor ise e elemanma S nin bir
idempotent eleman1 denir. S yarigrubundaki idempotentlerin kiimesi E(S) ile
gosterilir. Eger e #+ e? = e* oluyor ise e ye S nin bir quasi-idempotent elemam
denir. S yarigrubundaki quasi-idempotentlerin kiimesi Q (S) ile gosterilir.
Quasi-idempotent kavrami gruplarda involiisyon kavramima denk
gelmektedir. involiisyonlarin sonlu basit gruplarin smiflandiriimasinda kullamldig
iyi bilinmektedir. Isaacs (2008) da vurgulandigi gibi, m = 1 ve n > 1 olmak lizere
(m = n = 2 haricinde) derecesi m ve n olan iki eleman tarafindan firetilen
altgruplarin yapis1 hakkinda neredeyse hicbir sey soylememiz miimkiin degildir.
Ancak, bir grupta iki quasi-idempotentin dihedral altgrubu iirettigi bilinmektedir.
Quasi-idempotentler grup takdimleri i¢in de o6nemli bir kavramdir. Ciinkd,
gruplarda quasi-idempotentlerin tersleri de kendileri olup bir takdimde tirete¢ olan
bir quasi-idempotentin tersine ihtiyag yoktur. Bu nedenlerle bazi grup ve
yarigruplardaki quasi-idempotentlerin yapisimt belirlemek Snemli bir arastirma

konusudur.



1. GIRIS Gizem KUTLU

X bostan farkli bir kiime olmak tizere X X X in her bir p alt kiimesine X
iizerinde bir bagmti denir ve X iizerindeki tim bagintilarin kiimesi B, =
{p:p € X XX} bileske islemi ile bir yarigruptur. x € X olsun. x elemaninin
goriintii kiimesi xa = {y € X: (x,y) € a} seklinde tanimlanir.

a € By olsun. Eger V x € X i¢in |xa| < 1 oluyor ise @ ya X tizerinde bir
kismi doniisiim denir. By yarigrubundaki kismi doniisiimlerin olusturdugu kiime
P, bileske islemiyle bir yarigruptur ve yarigruba X iizerindeki kismi doniisiimler
yarigrubu denir. @ € Py kismi doniisiimiinii

. (x €dom(a) xE€ Xn\dom(a)>
xa -

formunda gosterebiliriz. @ € Py kismi doniisiimiiniin tanim kiimesi ve goriintii

kiimesi, sirasiyla

dom(a) = {x € X:3y € X icin xa = y}
im(a) = Xa = {y € X:3x € X icin xa = y}

seklinde tanimlanir.

a € Py olsun. Eger, V x1,x, € dom(a) i¢in xja = x,a iken x; = x,
oluyor ise a ya X iizerinde bir kismi bire-bir doniisiim denir. X {izerindeki tiim
kismi bire-bir dontigiimlerin kiimesini Iy ile gosterelim. I, bileske islemiyle bir
yarigruptur ve yarigruba X {izerindeki kismi-bire-bir doniisiimler yarigrubu
denir.

a € Py olsun. Eger V x € X i¢in |xa| = 1 ise a ya X lizerinde bir (tam)
doniisiim denir. X tizerindeki tiim donistimlerinin olusturdugu kiimeyi Ty ile
gosterelim. T, bileske islemiyle bir yarigruptur ve yarigruba X {izerindeki (tam)

doniisiimler yarigrubu denir.



1. GIRIS Gizem KUTLU

a € T, olsun . Eger a hem bire-bir hem de orten ise a ya X iizerinde bir
permiitasyon denir ve X tizerindeki tiim permiitasyonlarin kiimesi S, ile gosterilir.
S, bileske islemi ile bir grup olup bu gruba X iizerindeki simetrik grup
(permiitasyon grubu) denir.

Eger X bir sonlu kiime ise genelligi bozmaksizin X = X, ={1,2,...,n}
sonlu kiimesi ele alinir. Bu durumda By, Py, Iy, Tx, Sy yerine sirastyla
By, Py, I, Ty, Sy yazilir.

I,, X, kimesi iizerindeki bire-bir 6rten doniigiimlerden olusan simetrik
inverse yarigrup olmak tizere I,, de tanim (goriintii) kiimesinde en fazla n — 1 tane

eleman olan tiim kismi 1-1 doniigiimlerin kiimesi S1,, olsun;

Sly={a € l,:|dom()| <n—-1}=1,-S,

SI, in donistimlerin bileskesi islemiyle I,, nin bir altyarigrubu oldugu agiktir.
a € I,, olmak lizere V x € dom(a) i¢in xa < x oluyorsa a ya sira azaltan kismi
bire-bir doniisiim; V x € dom(«) i¢in xa > x oluyorsa a ya sira arttiran kismi
bire-bir doniisiim denir. SI,, deki tiim sira azaltan kismi bire-bir doniigiimlerin
kiimesi I,; ve SI, deki tiim sira arttiran kismi bire-bir doniisiimlerin kiimesi I}

olsun.

I, ={a € SI;:x € dom(a) i¢cin xa < x}

It ={a € SI,:x € dom(a) i¢in xa = x}

I; ve I}, SI, yarigrubunun bir altyarigrubudur ve I, ile I} yarigruplan
izomorfiktir.

a € S, Ve a4,as, ..., a; € X, birbirinden farkli elemanlar olmak iizere her
i=1,2,..,k—1 i¢in aq;a=a;;q, a,a=a; ve her x € X,;\{ay,a,,..,a;}

icin xa = x ise «a ya bir r-devir denir; ve a = (a,a, ‘- a;) seklinde yazilir. 2-

3



1. GIRIS Gizem KUTLU

devir transpozisyon olarak da adlandirilir. Ozel olarak birim permiitasyon & = (i)
(V1 <i<n)olarak da ifade edilebilir. k,t € Z* i¢in eger {ay,a,,..,a;} ve
{by, by, ..., b} iki ayrik kiime ise (a;a, ..ay) ve (byb,..b;) devirlerine ayrik
devir denir. Her permiitasyon ayrik devirlerin ¢arpimi seklinde yazilabilirdir.
Ayrica her devir de transpozisyonlarin carpimi seklinde yazilabilirdir.

Gergekten de, r = 3 i¢in

(q1a; ...a,) = (a1a3)(aia3) - (a,ay)

seklindedir. Dolayistyla her permiitasyon transpozisyonlarin carpimi seklinde
yazilabilirdir. Bir permiitasyonun transpozisyonlarin ¢arpimi seklinde yazilis1 tek
tirli degildir, ancak sayis1 aymidir. Eger bir permiitasyon tek sayida
transpozisyonun ¢arpimi  seklinde yazilabiliyorsa bu permiitasyona tek
permiitasyon, cift sayida transpozisyonun carpimi seklinde yazilabiliyorsa bu
permiitasyona ¢ift permiitasyon denir. S,, deki tiim ¢ift permiitasyonlarin kiimesi
A, ve tek permiitasyonlarin kiimesi B,, ile goterilir. n = 2 icin X,, ilizerindeki ¢ift

permiistasyonlarin  kiimesi A,, bileske islemiyle S,, nin altgrubu olup bu gruba

n —inci alterne grup denir . Ayrica |4, | = ”;!dir.

S bir yanigrup ve @#XESS olsun. S nin X kiimesini igeren
altyarigruplarinin arakesiti de X kimesini iceren bir altyarigrup olup bu
altyarigruba S nin X tarafindan dogurulan (iiretilen) altyarigrubu denir ve (X)
ile gosterilir. Eger (X) =S oluyor ise X e S nin bir doguray kiimesi
denir. (X) = S olacak sekilde S yarigrubunun bir sonlu X alt kiimesi mevcut ise S

ye sonlu dogurayh yarigrup denir. Eger S sonlu dogurayli yarigrup ise

rank(S) = min{ |X| : (X) = Sve X € S sonlu}
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pozitif tamsayisina S nin ranki denir. Eger S yarigrubu sadece quasi-
idempotentlerden olusan (sonlu) bir kiime tarafindan dogruluyor ise S ye (sonlu)

quasi-idempotent dogurayh yarigrup denir ve S nin quasi-idempotent ranki

grank(S) = min{ |X]| : (X) =SveX < Q(S) sonlu}

olarak tanimlanir.

Cebirsel teorilerde 6nemli problemlerden biri onlari belirli 6zelliklerle
ifade edebilecek yontemler bulmak ve boylece onlar1 siniflandirabilmektir. Bu
amagla, (varsa) sonlu doguray kiimesi bulma ve bu kiimelerin eleman sayilarinin
minimumunu bularak minimal doguray kiimesini ve bdylece rankini belirleme
problemi birgok calismanin temelini olusturmustur. Calismalar ilerledik¢e 6zel
elemanlarla elde edilen doguray kiimeleri ve Ozel ranklart da ilgi g¢ekmistir.
(Ornegin, idempotent rank, nilpotent rank, (m,r)-rank, ...)

Cayley Teoremi’nden, her sonlu grubun sonlu bir kiime {izerindeki
permiitasyonlar grubu S, nin bir altgrubuna izomorf odugu iyi bilinmektedir.
Cayley Teoremi’nin bir benzeri olarak, her sonlu yarigrup sonlu bir kiime
iizerindeki tam doniisiimler yarigrubu T, nin bir altyarigrubuna izomorftur. Ayrica
Py, Txnugoy de O = 0 olacak sekildeki doniisiimlerden olusan B, altyarigrubuna
izomorftur. Wagner-Preston Teoremi geregi de her inverse yarigrup sonlu bir
kiime {izerindeki bire-bir kismi doniisiimler yarigrubu I, nin bir altyarigrubuna
izomorftur. Dolayisiyla, B, Ty, I, Ve S, nin ve altyarigruplarinin doguray
kiimelerini ve ranklarmi bulma konusu yarigrup teorisinde basli basina bir
arastirma konusu olmustur.

Bu calismada P,, T, I, I, S, ve A, icindeki quasi-idempotentlerin
cebirsel yapilarini inceleyen ve bu yarigruplarin (minimal) quasi-idempotent

doguray kiimelerini inceleyerek quasi-idempotent ranklarmi belirleyen bazi

calismalar1 (Garba ve Imam (2016), Umar (1993), Bugay (2019), Bugay (2020a),
5
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Bugay (2020b), Bugay (2021) ) derleyerek yarigrup arastirmacilariin bilgisine

sunduk.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Yangruplar

Tanim 2.1.1. S bos olmayan bir kiime olmak tizere
P:SXxS§S->S

seklinde taniml1 bir “¢” fonksiyonuna S tizerinde bir ikili islem denir. V x,y € S
icin bu islem (x,y)¢ ile gosterilir. Eger ¢, S lizerinde bir ikili islem ise (S, ¢)
ikilisine de bir grupoid denir.

(S, @) bir grupoid olsun. Eger “¢” ikili islemi S iizerinde birlesme 6zelligine

sahip ise, yani V x,y,z € S i¢in

()b, 2)p = (x, v, 2)P)b

ise (S, ¢) ikilisine bir yarigrup denir. Burada islemin sembollerin sagina yazilmig
olduguna dikkat ediniz. Eger yukaridaki esitlikte V x,y € S i¢in (x,y)¢ yerine

x -y yazarsak esitlik

x-y)z=x-(y2)

seklinde olup cebirsel yapilarda daha yaygin olarak kullanilan birlesme &zelligi
formuna dontismiis olur. Bu durumda (S,¢) yerine (S,) yazacagiz. Eger S
tizerinde taniml1 ikili iglem belli ise kolaylik olmasi agisindan (S,") yerine kisaca S

ve x + y yerine de kisaca xy yazacagiz.

yani
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Vx,y € Sigin xy = yx

oluyorsa bu S yarigrubuna degismeli yarigrup denir.

Ornek 2.1.3. Z iizerinde x * y = x + y — 1 ile tanimlanan * islemi icin

x*x(yxz)=xx(y+z-1)
=x+y+z-1-1
=x+y—-1+z-1
= (x+y)*z

oldugundan * islemi Z iizerinde birlesme 6zelligine sahiptir. Ayrica,

xxy=x+y—-1l=y+x—1=yx*x

oldugundan * islemi Z iizerinde degisme 6zelligine sahiptir. O halde Z, bu islemle

bir degismeli yarigruptur.

Tamm 2.1.4. S bir yarigrup ve e € S olsun. Eger Vx € S i¢in ex = e oluyor ise e
ye S nin sol sifir elemani denir. Eger Vx € S i¢cin xe = e oluyor ise e ye S nin sag
sifir elemam denir. Eger Vx € S i¢in ex = xe = e oluyor, yani e € S hem sol hem
de sag sifir eleman ise e ye S nin bir sifir elemam denir ve tektir (teklik Onerme

2.1.5’ te gosterilmistir). Bu teklikten dolayz sifir eleman1 "0" ile gosterilir.

Onerme 2.1.5. Bir S yarigrubunun sifir elemani varsa tektir.
Ispat. 0 ve 0’, S nin iki sifir elemani olsun. 00’ = 0 (0, sifir eleman) ve 00" = 0’

(0', sifir eleman) oldugundan 0 = 0’ olur. m
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Tanim 2.1.6. S bir yarigrup ve f € S olsun. Eger Vx € S i¢in fx = x oluyor ise f
ye S nin sol birim elemam denir. Eger Vx € S i¢in xf = x oluyor ise f ye S nin
sag birim elemam denir. Eger Vx € S i¢in fx = xf = x esitligi saglamyor ise,
yani f € S hem sol hem de sag birim eleman ise f ye S nin birim elemam denir
ve tektir (teklik Onerme 2.1.7 de gosterilmistir). Bu teklikten dolayr 1 ile

gosterilir.
Onerme 2.1.7. Bir S yarigrubunun birim eleman varsa tektir.

Ispat. 1 ve 1’, S nin iki birim eleman1 olsun. 1 birim eleman olup 11’ = 1’ ve 1’

birim eleman olup 11" = 1 oldugundan 1 = 1’ olur. m

Tamm 2.1.8. S bir yarigrup olsun. Eger S nin birim elemani varsa S ye bir monoid

denir. Ayrica,

gl — { S, S bir monoid ise
~1Su {1}, Sbirmonoid degilse

kiimesi Uzerinde tanimlanan

ef, e+ 1,f+ lise

=1i
Ve, f € Stigin ef = ];' ;=1i1::
1, e=f=1ise

islem ile bir monoiddir. Bu monoide § ye gerekirse birim eleman eklenerek elde

edilen monoid denir.
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Tammm 2.1.9. S bir yarigrup ve e € Solsun. Eger e? = ee =e oluyor ise
eclemanmna S nin bir idempotent elemam denir. S yarigrubundaki tiim

idempotentlerin kiimesi E(S) ile gosterilir.

Tamm 2.1.10. S bir yarigrup ve e € Solsun. Eger e # e? = e* oluyor ise
e elemanina S nin bir quasi-idempotent elemani denir. Bagka bir ifade ile, kendisi
idempotent olmayip karesi idempotent olan elemana quasi-idempotent eleman

denir. S yarigrubundaki tiim quasi-idempotentlerin kiimesi Q(S) ile gosterilir.

Tamm 2.1.11. S bir yarigrup olsun. Eger S nin tiim elemanlar1 birer idempotent
eleman ise S ye bir band denir. Eger S yarigrubu hem degismeli hem de bir band

oluyor ise S ye bir yarilatis denir.

Ornekler 2.1.12. Bazi monoid 6rnekleri:
1) (Z,+) sifir elemani icermeyen ve birim elemani “0” olan degismeli bir
monoiddir.
2) (Z,.) sifir elemani “0” ve birim elemani “1” olan degismeli bir monoiddir.
3) (Z,,®) modiilo n toplamasi ile sifir eleman1 igermeyen ve birim elemani
“0” olan degismeli bir monoiddir.
4) (Z,,®) modilo n ¢arpmasi ile sifir elemani “0” ve birim eleman1 “1” olan
degismeli bir monoiddir.
5 X, =1{12,..,n} olsun. C,, = (X, min{u, v}) olarak alalim. Her u, v,z €
X, i¢in
(uv)z = min{min{u, v}, z} = min{u, v, z},
u(vz) = min{u, min{v, z}} = min{u, v, z} ve

uv = min{u, v} = min{v, u} = vu

oldugundan C,, bir degismeli yarigrup olur. Her u € X, i¢in

10
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uu = min{u,u} =u
olup C,, nin her elemani bir idempotent eleman olur. Boylece C,, bir degismeli band
olup C, bir yarilatistir. Bu yarilatise n inci dereceden zincir denir. Ayrica, her
u € X, icin

un = min{u,n} =u
olup n, C, yarigrubunun birim elemanidir. Her u € X,, i¢in

ul = min{y,1} =1
olup 1, C,, yarigrubunun sifir elemanidir.
Tanmm 2.1.13. X bos kiimeden farkli herhangi bir kiime olsun. X kiimesi

V x,y €X i¢in xy =x
seklinde tanimlanan ikili islem ile bir yarigruptur. Bu yarigruba sol sifir yarigrup
denir ve Ly ile gosterilir. Ly deki her eleman sol sifir elemandir. Ayrica X in her
elemani bir sag birim elemandir.
X sonlu bir kiime ise |X| = n olmak {izere Ly yerine L, yazilir.

Tamim 2.1.14. X bos kiimeden farkli herhangi bir kiime olsun. X kiimesi

V x,y€E€X icin xy =y

11
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seklinde tanimlanan ikili islem ile bir yarigruptur. Bu yarigruba sag sifir yarigrup
denir ve Ry ile gosterilir. Ry deki her eleman sag sifir elemandir. Ayrica X in her
elemani bir sol birim elemandir.

X sonlu bir kiime ise |X| = n olmak tizere Ry yerine R,, yazilir.

Tamm 2.1.15. X bos kiimeden farkli herhangi bir kiime ve z € X olsun. X kiimesi

Vx,y€X igin xy =2z

seklinde tanimlanan ikili islem ile bir yarigrup olup bu yarigruba sifir yarigrubu
denir ve Zy ile gosterilir. Dikkat edilirse V x € X i¢in xz = zx = z olup z bir sifir
elemandir.

X sonlu bir kiime ise |X| = n olmak {izere Zy yerine Z,, yazilir.

Tamm 2.1.16. S bir monoid ve a € S olsun. Eger a~la = 1 olacak sekilde bir
a~l €S var ise a”! ye a nin sol tersi; aa~! = 1 olacak sekilde a~! € S varsa
a~! ye a nin sag tersi denir. Eger a nin hem sag hem de sol tersi var ise a ya bir
birim (unit) (tersinir eleman) ve a~! € S elemanma da a elemaninin tersi denir.

S nin tiim birimlerinin kiimesi U (S) ile gosterilir.
Tamm 2.1.17. S bir yarigrup olsun. Eger her x € S i¢in Sx =S ve xS =3 ise
S ye bir grup denir.

Aslinda bu tanima denk olan asagidaki tanim daha ¢ok kullanilmaktadir.

Tamim 2.1.18. S bir yarigrup olsun. Her a € S i¢in

ea=ae=a

12
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olacak sekilde bir e € S varsa, ve her bira € S i¢in

olacak sekilde bir a=! € S var ise S ye bir grup denir. Burada e € S ye grubun

birim elemam, a~! € S ye de a elemaninn tersi denir.

kapali, yani Vu,v € T igin uv € T (T?> € T) oluyor ise T ye S nin bir
altyarigrubu denir ve T < S seklinde gosterilir.
Acik olarak S% € Solup S < S dir.

Tamim 2.1.20. S bir yarigrup ve I, S nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger

Vs€eS veVa€ligin sa €1, yani SI €1 oluyor ise I ya S nin bir sol ideali;

egerVs €S veVa€liginas € I, yani IS S I oluyor ise I ya S nin bir sag ideali

denir. Eger ST S I ve IS < I ise I ya S nin ideali denir ve I 2 S seklinde gosterilir.
Acik olarak SS=S2c SolupS =2 S dir.

Tamim 2.1.21. S ile T iki yarigrup ve ¢:S — T bir fonksiyon olsun. Eger her

u,v €S i¢in

(uv)¢ = (up)(ve)

ise ¢ ye bir yarigrup homomorfizmi denir. Eger S ile T iki monoidve ¢:S - T

bir fonksiyon iken

Vu,v € Sigin (uv)p = (up)(vep) ve 1s¢p =14

13
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oluyor ise ¢ ye bir monoid homomorfizmi denir.

Tamim 2.1.22. S ile T iki yarigrup ve ¢: S = T bir yarigrup homomorfizmi olsun.

1) Eger ¢ bire-bir ise ¢p ye bir monomorfizm denir.

2) Eger ¢ orten ise ¢ ye bir epimorfizm denir.

3) Eger ¢ bire-bir ve orten ise, bagka bir ifadeyle ¢p hem monomorfizm hem
de epimorfizm ise ¢ ye bir izomorfizm denir. EgerS den T ye bir
izomorfizm mevcut ise S ile T ye izomorfik yarigruplar denirve S = T
seklinde gosterilir

4) Eger ¢, S den S ye bir homomorfizm ise ¢ ye endomorfizm denir.

5) Eger ¢, S den S ye bir izomorfizm ise ¢ ye bir otomorfizm denir.

2.2. Doguray Kiimeleri

Tamm 2.2.1. S bir yarigrup ve @ # X € S olsun. S nin X kiimesini igeren alt
yargruplarinin arakesiti de X kiimesini i¢eren bir altyarigrup olup bu altyarigruba S
nin X tarafindan dogurulan (iiretilen) altyarigrubu denir ve (X) ile gosterilir.

Tanimdan

X)=n{T <S: XcT}

(Xy={x1x-xp: NEZL" ve x1,%5,..., %, €EX}

oldugu kolayca gosterilebilir. Eger (X) = S oluyor ise X kiimesine S nin bir
doguray kiimesi ve eger X bir sonlu kiime ise X kiimesine S nin bir sonlu
doguray kiimesi denir. Eger X = {xq,x,,...,x,} seklinde sonlu bir kiime ise

(X) = ({x1,x2, ..., xp}) yerine (xq,x,,..,%,) yazilir. Eger X ={x} Iise

14
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(X) = ({x}) yerine (x) yazilir. Bu durumda (x) altyarigrubuna tek dogurayh

(monogenic) altyarigrup denir.

Teorem 2.2.2. Zorn Lemmasi: X bos olmayan sirali bir kiime olsun. X in tam

siral her alt kiimesi alttan sinirli ise X in en az bir minimal elemani vardir.

Ispat. Akkas, Hacisalihoglu, Ozel, Sabuncuoglu (1998), 2. Teorem sayfa:115° ¢

bakiniz. m

Tamm 2.2.3. S bir yarigrup ve x € S olsun.

(x) ={x,x% ..} ={xk: keZ"}

kiimesi sonsuz sayida farkli eleman igeriyor (diger bir ifade ile x* = x! = k =)
ise (x) ya sonsuz monogenic yarigrup denir. Aksi halde {x, x?, ...} kiimesi sonlu

olur. Bu durumda x* = x! olacak sekilde farkli iki pozitif tamsay1 mevcut olup

A={keN: x*=x' vek#1€eN}

kiimesi bos kiime degildir. Zorn Lemmasi’ndan A kiimesinin minimum elemani

mevcuttur. min(4) = m ise

B={keN: x™*=x™m (keN)}

kiimesi de bos kiime olmayip benzer sekilde minimum elemani mevcuttur.

min(B) = r ise

3 m-1 ,m

(x) = {x,x2,x3, ..., x™ 1 x™ xm+1

m+r—1 }

, X e, X

15
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olur. Bu durumda m ye x in indeksi ve r ye de x in periyodu denir. Bu

monogenic yarigrup M, ,-(x) ile gosterilir. O halde

<x> — Mm,r(x) — {x’xz,x3’ "”xm—l’xm' xm+1’ m'xm+r—1 }

olur ve bu yarigrup m + r — 1 elemanlidir.

Teorem 2.2.4. S bir yarigrup, x € S ve x in indeksi m, periyodu r olsun. k,l €

{0,1,2, ..., — 1} elemanlar1
m+k=0 (modr)vem+1=1 (modr)
olacak sekilde segilirse
K, = {x™ x™m*t1 . xMmtr-1}

kiimesi r elemanli, birim eleman1 x™** olan ve x™*! tarafindan dogurulan bir

devirli gruptur. Bu gruba (x) nin ¢ekirdek grubu denir.
Ispat. Howie (1995), sayfa 10’a bakiniz. m

Tamim 2.2.5. S bir yarigrup olsun. Her x € S igin (x) monogenic yarigrubu sonlu

ise S ye periyodik yarigrup denir. Her sonlu yarigrup periyodiktir.
Tamm 2.2.6. Eger S sonlu dogurayli bir yarigrup ise

rank(S) = min{ |X| : (X) = Sve X < S sonlu}

16
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pozitif tam sayisina S nin ranki denir. Eger S idempotentlerden olusan sonlu bir

kiime tarafindan dogruluyor ise S nin idempotent ranki

idrank(S) = min{ |X| : (X) =SveX <€ E(S) sonlu }

olarak tanimlanir. Bu tanimlamalardan agikga goriilecegi tiizere rank(S) <

idrank(S) dir. Benzer sekilde bir ¢ok 6zel doguray kiimesi ve ranki tanimlanabilir.

2.3. Bagint1 ve Denklik

Tanim 2.3.1. X ve Y bos olmayan iki kiime olmak iizere

XxY={(yrxeX yeY}

kiimesine X ile Y nin kartezyen ¢arpim denir.

Tamm 2.3.2. X ve Y bos olmayan iki kiime olsun. X X Y nin her bir p alt kiimesine
X ten Y ye bir bagint1 denir. X X X in her bir p alt kiimesine ise X iizerinde bir

bagint1 denir ve X tizerindeki tiim bagintilarin kiimesi

By = {p:pS XXX}

ile gosterilir. Ayrica p € By olmak iizere (s,t) € p eleman kisaca spt seklinde de
gosterilebilir.

@ de bir bagint1 olup bu bagintiya X iizerinde bos bagint1 denir. X X X de
bir baginti olup bu bagmntiya X iizerinde evrensel bagmti denir. A,_1, =
{(x,x):x € X} kiimesi de bir bagint1 olup bu bagintiya X iizerinde birim baginti

denir. Ayrica p € B, olmak tizere

17
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p~t ={(x,y) €X xX: (y,x) € p}

olarak tamimlanan p~! € By bagmtisna pnun ters bagmtis1 (tersi)

denir. ¥ pq, pa, ..., pn € By icin
(pH7t

(propaoopn)™t = py

=p

_10...op2

oldugu agik¢a goriiliir. p € By i¢in

e dom(p) ={x € X:3y€X,(x,y) €p} kimesine p bagintisinin tanim
kiimesi,

e im(p)={y €X:3x€X, (x,y) € p} kimesine p bagmtismin goriintii
(imayj) kiimesi,

e xp={yeX: (x,y) €p} kiimesine x € X in p altindaki goriintii
kiimesi,

e yp l={x €X:(x,y) € p} kilmesine y € X in p altindaki ters-goriintii
kiimesi

denir.

Tanimlardan yola ¢ikilarak her a, § € By i¢in eger @ < f3 ise

dom(a) € dom(B) ve im(a) S im(B)vea S = a tcp?!

oldugu agik¢a goriiliir.

Tamm 2.3.3. X # @ bir kiime olsun. By lizerinde V «, € By i¢in

aoc f=af ={(xy)EXxX:3z€Xicin(x,z) € ave (z,y) € B}

18
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seklinde tanimlanan (ikili iglem) bileske islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba X

tizerindeki bagmtilar yarigrubu denir. Vo, o, f € By icin a € [ ise

aocog S foc ve cgoaCoof

olur.

Tamim 2.3.4. X bostan farkli bir kiime ve p € By olsun.

o A, C p ise p ya yansimahl baginti,

. p = p~Lise p ya simetrik bagint,

. pNp~1 CAyisepya ters simetrik bagint1 ve
o pop S pise pyagecismeli baginti

denir. Eger p bagintis1 yansimali, simetrik ve gecismeli bir baginti ise pya X
tizerinde bir denklik bagintis1 denir. p, X kiimesi tizerinde bir denklik bagintisi ve

x € X olmak iizere
xp={y €X:(x,y) € p}
kiimesine X in denklik simifi ve X in tiim denklik siniflarinin
X/p = {xp:x € X}
ailesine ise X in p ile elde edilen boliim kiimesi denir.

Onerme 2.3.5. p, X iizerinde bir denklik bagintis1 olsun. O halde xp,yp € X/p
icinyaxp Nyp = @ yadaxp = yp olur.

Ispat. Karakas (2008), Ders 1, Teorem 1’e bakiniz. m
19
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Onerme 2.3.6. {p;:i € I}, X iizerindeki denklik bagntilarmin bir ailesi olsun. Bu

durumda N {p;: i € I} kiimesi de X {izerinde bir denklik bagintisidir.

Ispat. Akkas, Hacisalihoglu, Ozel, Sabuncuoglu (1998), 513. Alistirmalar 19° a

bakiniz. m

Onerme 2.3.7. ¢: X — Y bir doniisiim olsun. ¢ o ¢~1, X iizerinde bir denklik

bagintisidir.
Ispat. Howie (1995), Proposition 1.4.7' ye bakiniz. m

Tanim 2.3.8. ¢: X — Y bir doniisiim olsun. @ o =1 e ¢ nin ¢ekirdegi (kernel)
denir ve ker(¢) ile gosterilir.

Tamm 2.3.9. X bostan farkli bir kiime ve R, X iizerinde bir bagint1 olsun. O halde
R € X x X dir ve X tizerinde R yi iceren en az bir denklik bagintis1 var olur.
Boylece R yi igeren denklik bagintilarinin ailesi bos kiimeden farkli olup R i
iceren denklik bagmtilarinin arakesitine R tarafindan dogurulan denklik

bagintis1 denir ve R€ ile gosterilir.

R® =n {p: R S p ve p, X lizerinde bir denklik bagintisi}

olur. Bu denklik bagntisi R yi igeren en kii¢iik denklik bagintisidir. Ayrica

1) R=0Q = R¢=A,,
2) R denklik bagintisi ise R® = R ve
3) RE=(R71)°

oldugu kolayca gortiliir.
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Tamm 2.3.10. R, bos olmayan bir X kiimesi tizerinde bir yansimali bagint1 olsun.
O halde

R=Ayc R SR-R=R?
R?=A4- R?>C R- R?Cc R®

olup genel olarak

oldugu elde edilir. Bundan yararlanarak X iizerinde R bagntisi

R® = UR”
nez+

olarak tanimlanir.
Onerme 2.3.11. Yukarida tanimlanan R%, X iizerinde R yi igeren en kiiciik

gecismeli bagitidir.
ispat. Howie (1995), Lemma 1.4.8’¢ bakiniz.m

Onerme 2.3.12. R, bos olmayan herhangi bir X kiimesi iizerinde herhangi bir

bagimti olsun. O zaman R® = [R UR™1 U Ay]® olur.
ispat. Howie (1995), Proposition 1.4.9’a bakiniz. m
2.4. Green Denklik Bagintilar

S bir yarigrup olmak iizere S nin bir a elemanini igeren en kiigiik sol, sag

ve iki tarafli idealleri sirasiyla
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Sla=Sau{a}={xa: xeS'}
aS' =aSu{a} = {ax: x € S'}
Stast =SaSuaSuSau{a} = {xay: x,y € S}

formundadir.
Tamim 2.4.1. S yarigrubu iizerinde tanimlanan
alb & Sta =S
aRb < aS! = bS?
aJb & StaSt = S1ps?
bagintilar birer denklik bagintisidir. Burada tamimlanan £, R, J  denklik
bagintilarina sirasiyla sol-Green bagintisi (£ —Green), sag-Green bagintisi
(R —Green) ve J —Green bagintis1 denir.
Onerme 2.4.2. S bir yarigrup ve a, b € S olsun.
1) aflb © a = xbve b = ya olacak sekilde x,y € S? vardur.
2) aRb & a = bx ve b = ay olacak sekilde x,y € S* vardur.
3) aJb < a = xbyve b = uav olacak sekilde x,y,u, v € St vardur.

Ispat. Howie (1995), Proposition 2.1.1" e bakiniz. m

Onerme 2.4.3. S yarigrubu iizerinde yukarida tamimlanan £ ile R bagmtilari

degismeli, yani Lo R = R o L dir.

Ispat. Howie (1995), Proposition 2.1.3’ e bakiniz. m
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Tammm 2.4.4. S yarigrubu iizerinde yukarida tanimlanan £ ile R bagntilarinin

arakesiti de bir denklik bagintisi olup

H=LNR

olarak tanimlanir. Bu H denklik bagintisina H —Green denklik bagintis1 denir.

S yarigrubu iizerinde £ U R yi igeren en kiiciik denklik bagintisi

D= (LU R)®

olup D bagintisina da D —Green denklik bagintis1 denir. Burada
(LUR)=(LUR)1veA,CLUR

olup
(LUR)ULUR)TUA,=LUR

oldugundan

D=L URC=Upegt[L UR)UL UR)TUA "
=Unet(L U R)"
=(LURU[LUR)e LURJUI(LUR)o(LUR)o(L UR)]U...
=(LURU[LoLHUKL-RURLUR-R]UKL UR)3U..
=(LURU[LULR)UR]U((L U R)3U ..
=(LoR)U[(L UR)Z?o(LUR)..
=(LoR)U(LoR)..

=LoR=Ro L

olur.
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Onerme 2.4.5. Shirgrupisse H =L=R=D=J =S xS olur.
Ispat.V a,b € S icin

a=ae=a(bth)=(ab V)b
b =be =b(ata) = (ba Ya

olup x=ab '€S ve y=ba ' €S olacak sekilde a = xb ve b = ya olacak
sekilde x,y € S bulunmus olur. O halde V x,y € S i¢in aLb olup L = S X S olur.
Benzer sekilde R = SXSolupH =L =R =D =J =S5 xS elde edilir.m

Onerme 2.4.6. S bir degismeli yarigrupise X = L =R =D = J olur.

Ispat.Va,b €S icin alLb olsun. O halde a = xbveb = ya olacak sekilde
x,y € St vardir. S degismeli oldugundan aynm1 zamanda a = bx ve b = ay olup
aRb olur. Boylece L € R oldugu agikga goriliir. Benzer sekilde R € L olup
H =L=R =D = J oldugu elde edilir. m

Onerme 2.4.7. S bir periyodik yarigrup ise D = J olur.
Ispat. Howie (1995), Proposition 2.1.4" e bakiniz. m

Tamm 2.4.8. J-Green denklik bagintisi ile elde edilen denklik siniflarinin kiimesi

S / J ile gosterilir. Benzer sekilde D, £, R ve H -Green denklik bagmtilar ile elde

edilen denklik simflarmm kiimeleri S /D , S / L S / R S / i ile gosterilir. a €
S elemanini igeren J, D, L, R ve H -Green denklik siniflari ise J,, Dy, Ly, Ry Ve Hy,

seklinde gosterilir. Bu notasyonlarla
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H,S L, €D,
H, SR, S D, Ve
H, =L, NRy,

olur. Bir D-Green denklik smifinin ayrik £-Green sinifi ve ayrik R- Green
siiflarinin birlesimi seklinde oldugu bilinmektedir. Boylece bir D sinifi, her satirt
bir R- Green sinifini, her siitunu ise bir £-Green denklik simifin1 ve her hiicresi de

bir #-Green denklik sinifini temsil eden bir yumurta kutusu (eggbox) seklindedir.

Da La

Sekil 2.1. Bir D-Green denklik sinifinin yumurta kutusu formu

Teorem 2.4.9. (Green Teoremi) S bir yarigrup ve a,b € S olsun.

1. (a,b)€ERE S/R ise as = b ve bt = a olacak sekilde s,t € ST vardur.

PsiLlq = Lp pe:lp = Lo

X = XS y -yt

dontigiimleri bire-bir, 6rten ve birbirlerinin tersidir. Ayrica pg ve pg, bir H —sinifini

bir H —smifina gotiriir.

2. (a,b)ELE S/L ise sa = b ve th = a olacak sekilde s, t € S* vardir.
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/‘lS:Ra _)Rb /‘{K:Rb —)Ra

X = SXx y -ty

dontigiimleri bire-bir, drten ve birbirlerinin tersidir. Ayrica A ve A, bir H —sinifin1

bir H —smifina gotiirir.

Ispat. Howie (1995), Lemma 2.2.1 ve Lemma 2.2.2” ye bakiniz. m

Sonu¢ 2.4.10. S bir yarigrup ve a,b elemanlan icin H, ve Hp aym1 D —Green
denklik sinmifinda iki H sinifi olsun. O zaman |H,| = |Hp| olur.

Ispat. Howie (1995), Lemma 2.2.3’ ¢ bakiniz. m

Sonu¢ 2.4.11. L,R < D ve |D| < oo ise |L| ve |R| sayilar1 |D| sayisini boler. m

Teorem 2.4.12. S bir yarigrup olmak iizere H de bir S yarigrubunun H —smiufi ise
H?> N H = @ veya H?> = H olup H, S nin bir altgrubudur.

Ispat. Howie (1995), Theorem 2.2.5. e bakiniz. m

2.5. Baz1 Doniisiim Yarigruplari

Tanim 2.5.1. X bostan farkli bir kiime ve a € By olsun. Eger

Vx€Xigin|xa| <1

oluyor ise a ya bir kismi déniisiim denir. Tim kismi doniistimlerin olusturdugu
kiimeyi Py ile gosterelim. a € Py ise @ € dom(a) S X olur. Ayrica, a € Py kismi

doniistimiind
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_ (x €dom(a) x € X,\dom(a)
*= ( xa - )

formunda gosterebiliriz.
Eger @ € Py ve dom(a) = @ ise bu doniisime bos doniisiim denir ve @ ile
gosterilir. @ € Py kismi doniisim ve x € X olsun. x elemaninin goriintii kiimesi,

a € Py in tamim kiimesi ve a € Py in goriintii kiimesi, sirasiyla

xa ={y€X:(x,y) € a}
dom(a) = {x € X:3y € X icin xa = y}
im(a) = Xa = {y € X:3x € X icin xa = y}

seklinde tanimlanir. Ayrica @ € Py ve x € dom(a) i¢in xa = x ise x elemanina
nin bir sabit noktasi, aksi durumda x elemanina a nin bir sabit olmayan noktasi
denir. a kismi doniisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi ve sabit olmayan

noktalarinin kiimesi, sirasiyla

fix(a) = {x €dom(a):xa = x}
shift(a) = {x € dom(a): xa # x}

seklinde tanimlanir.
Onerme 2.5.2. a, B € Py i¢in dom(ap) S dom(a) ve im(af) < im(B) olur.
Ispat. a, € Py ve x € dom(af) olsun. Bu durumda x(af) = y olacak sekilde

y € X,, var olup x(aB) =y = (xa)f oldugundan xa € dom(f) € X,, ve x €

dom(a) oldugu sonucuna varilir. Boylece dom(af) € dom(a) oldugu elde edilir.
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Ayrica, a, B € Py icin x € im(ap) ise y(aB) = x olacak sekilde y € X,
var olup y(aB) = x = (ya)B oldugundan x € im(B) olur. Boylece im(af) <
im(B) oldugu elde edilir. m

Tammm 2.5.3. @ € Py i¢in dom(a) = X oluyorsa a ya X iizerinde bir (tam)
doniisiim veya fonksiyon denir. X tizerinde taniml tiim doniistimlerin olusturdugu

kiimeyi Ty ile gosterelim.

Onerme 2.5.4. Tiim kismi doniisiimlerin kiimesi Py, bagimtilarin bileske islemi ile
tiim bagintilar yarigrubu By in bir altyarigrubudur. Tiim doniisiimlerin kiimesi Ty,
bagintilarin bileske islemi ile tim kismi doniistimlerin yarigrubu Py in bir

altyarigrubudur.

Ispat. Herhangi a, € Py icin dom(a) € X, dom(f) =X ve Vx € X icin
|xal <1, |xB| < 1dir. Buradan dom(aB) € X ve |xafB| <1 oldugu kolayca
goriiliir. O halde aff € Py oldugu elde edilir.

Herhangi a, 8 € Ty i¢in dom(a) = dom(B) = Xve Vx € X i¢in |xa| =
|xB| = 1dir. Boylelikle dom(af) € X olur. Herhangi bir x € X elemanin1 igin
x € dom(a) oldugundan (x,y) € a olacak sekilde bir y € X vardir. Ayrica
y € dom(p) olup (y,z) € B olacak sekilde bir z € X vardir. Boylece

xy)e(,z) =(x,2) €Eaf

ve x € dom(af) olup X € dom(af) oldugu elde edilirr O halde X =
dom(ap) olup aB € Ty oldugu elde edilir. m

Tamm 2.5.5. Py yarigrubuna X iizerindeki kismi déniisiimler yarigrubu ve Ty

yarigrubuna X iizerindeki (tam) doniisiimler yarigrubu denir.
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Tanim 2.5.6. @ € Py olmak {izere

(x,y) € X X X:(x,y € dom(a) ve xa = ya) veya
(x,y € X\dom(a) )}

ker(a) 2{
kiimesine a kismi doniisiimiiniin ¢ekirdek kiimesi denir.
Tamm 2.5.7. @ € Ty igin

ker(a) ={(x,y) € X X X: xa = ya}

kiimesine a doniisiimiiniin ¢ekirdek kiimesi denir.
Tamm 2.5.8. @ € Py olsun. Eger V x4,x, € dom(a) i¢in x;a = x,a iken
x; = X, oluyor ise a ya bir kismi bire-bir doniisiim denir. X tizerindeki tiim
kismi bire-bir dontisiimlerin kiimesini Iy ile gosterelim.

a €T, olsun. Eger @ hem bire-bir hem 6rten ise a ya X iizerinde bir
permiitasyon denir. Baska bir ifade ile; V x € X i¢in |xa™1| = 1 oluyor ise a ya
X lizerinde bir permiitasyon denir. X iizerindeki tiim permiitasyonlarin kiimesi S,
ile gosterilir.

Onerme 2.5.9. Iy déniisiimlerin bileske islemi ile Py in bir altyarigrubudur.
Ispat. Bire-bir doniisiimlerin bileskesi de bire-bir olup sonug agiktir. m

Onerme 2.5.10. Sy déniisiimlerin bileske islemi ile I in bir altgrubudur.

Ispat. Howie (1995), sayfa 6’ ya bakiniz. m
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Tamm 2.5.11. [y yarigrubuna X iizerindeki kismi bire-bir déniisiimler yarigrubu
veya simetrik inverse yarigrup denir. Sy grubuna da X tizerindeki simetrik grup
(permiitasyon grubu) denir.

Tanimlardan dolay1

Sx < Ty, Iy < Py < By

oldugu agiktir.

Eger X bir sonlu kiime ise genelligi bozmaksizin X = X,, = {1,2, ..., n} sonlu
kiimesi ele almir. Bu durumda By, Py, Ty, Iy, Sy yerine sirasiyla
By, Py, Ty, I, Sy yazilir.

Boylelikle S,, © Ty, I, € P, S B, olup aralarindaki bu iliskiyi asagidaki

Hasse Diyagramu ile verebiliriz.

Sekil 2.2. Déniisiim Yarigruplarimin Hasse Diyagrami

Ayrica, a € T,, donisiimiinii de

_(1 2 .. n)
= la 2a ... na
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formunda temsil edebiliriz.

Onerme 2.5.12. «a € P, kismi déniisiimiiniin bir idempotent eleman olmas igin
gerek ve yeter kosul @ nin im(a) ya kisitlaniginin im(a) tizerinde birim doniisiim
olmasidir. Buna denk olarak, «a € P, kismi doniistimiiniin bir idempotent eleman

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her x € im(a) i¢in xa = x olmasidir.

Ispat. (=) a € P, kismi doniisiimii bir idempotent olsun. Farz edelim ki bir

x € im(a) i¢in xa # x olsun. O halde x # y € X,, i¢in ya = x olup
ya? = (ya)a = xa # x = ya
elde edilir. Bu durum ise a nin idempotent olmasi ile geliskilidir. O halde V x €
im(a) i¢in xa = x olmalidir.
(&) a € B, kismi doniisim ve V x € im(a) i¢in xa = x olsun. O halde
V x € im(a) € dom(a) igin
xa? = (xa)a = xa
olup V y € dom(a)\im(a) igin ya = x olacak sekilde bir x € im(a) var ve
ya? = (ya)a = xa = x = ya

oldugundan « bir idempotenttir. m

Tamm 2.5.13. (Cayley Teoremi) Eleman sayis1 n olan sonlu bir yarigrup T, veya

T4 in bir altyarigrubuna izomorftur.
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Ispat. Ganyushkin, Mazorchuk (2009), Theorem 2.4.3” e bakiniz.

Teorem 2.5.14. S, T,, ve P, yarigruplarindan herhangi biri ve «a, € S olsun. O
halde

aRf < ker(a) = ker(f) ve dom(a) = dom(p),
alB < im(a) =im(B),

aHp < im(a) = im(B) ve ker(a) = ker(p),
aDf < |im(a)| = |im(B)| dir.

> w e

Ispat. Ganyushkin, Mazorchuk (2009),Theorem 4.5.1' e bakiniz. m

P, kismi doniigiimler yarigrubunda n + 1 tane 2—Green denklik smifi var

olup0 <k <nigin

Dy ={a € B, : [im(a)| = k}

seklindedir. T,, doniisiimler yarigrubunda ise n tane 2-Green denklik sinifi var

olup1l <k <nigin
Dy ={a €T, : |im(a)| = k}
seklindedir.
Tamm 2.5.15. n > k olmak iizere n farkli nesneyi k tane 6zdes kutuya kutular bos

kalmayacak sekilde dagitmanin sayisina 2. Tip Stirling Sayisi denir ve S(n, k) ile
gosterilir. O halde
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S, k) = =2k o(=1)7 (5, ) k="

olur. Ayrica, S(n,1) =S(n,n) =1 ve 1 <k <n olmak lizere
Sm+1,k)=Snk—1)+kS(n, k)

indirgeme bagntisi ile elde edilir.

Onerme 2.5.16. 0 <k <n icin P, de (1 <k <nigin T, de) bir D, smnifi

° (:) tane £ —Green denklik sinifi

e S(n,k) tane R —Green denklik sinifi
. (Z) S(n, k) tane H —Green denklik sinifi igerir.

Ispat. Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Proposition 4.6.3, Proposition 4.6.4 ve
Proposition 4.6.5' € bakiniz. m

Onerme 2.5.17. P, ( T;,) yarigrubunun bir D sinifinda her bir 7 —Green denklik

sinift k! tane eleman igerir.
Ispat. Ganyushkin, Mazorchuk (2009), Proposition 4.6.6’ ya bakiniz. m

Tanimm 2.5.18. «a € S, ve a4,a,, ..., a; € X, birbirinden farkli elemanlar olmak
tizere her i=1,2,..,k—1 i¢gin aq,a=a;., aya=a, Ve her x€
X,\{ay,a,,..,a; }igin xa =x ise a ya bir r-devir denir ve a = (a,a, - ay)
seklinde yazilir. Ozel olarak bir 2-devir transpozisyon olarak da adlandirilir.

Ayrica, birim permiitasyon € = (i) (V 1 < i < n) olarak da ifade edilebilir.
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k,t € Z* igin eger {aq,ay,...,ar} ve {by,by,...,b:} iki ayrik kiime ise
(a1ay---ag) ve (biby---by) devirlerine ayrik devirler denir.

X, tizerindeki permiitasyonlar grubu S,,, ayrik devirlerin ¢arpimi seklinde
yazilabilirdir. Ayrica her devir de transpozisyonlarin c¢arpimi seklinde

yazilabilirdir. Gergekten de r > 3 igin

(a1ay -+ a,) = (agaz)(aia3) -+ (a,ay)

seklindedir. Dolayisiyla her permiitasyon transpozisyonlarin carpimi seklinde
yazilabilirdir. Bir permiitasyonun transpozisyonlarin ¢arpimi seklinde yaziligi tek
tiirli degildir, ancak sayis1 aymidir. Eger bir permiitasyon tek sayida
transpozisyonun ¢arpimi  seklinde yazilabiliyorsa bu permiitasyona tek
permiitasyon, cift sayida transpozisyonun carpimi seklinde yazilabiliyorsa bu
permiitasyona ¢ift permiitasyon denir. S,, deki tiim ¢ift permiitasyonlarin kiimesi
A, ve tek permiitasyonlarin kiimesi B,, ile goterilir. (Bakiniz: Asar, Arikan, Arikan
(2009), Teorem 1.3.8, Teorem 1.3.9, Teorem 1.3.10, Teorem 1.3.11, Teorem
1.3.13, Teorem 1.3.14) Omegin; A, ={c}, A;= {g(123),(132)},
A, ={g,(12)(34),(13)(24), (14)(23),(123),(124),(134),(234), (132),(142),
(143), (243)}.

Onerme 2.5.19. n > 2 icin X, iizerindeki ¢ift permiistasyonlarn kiimesi A,
bileske islemiyle S, nin altgrubudur. Ayrica |4, | = n;!dir.

Ispat. Asar, Arikan, Arikan (2009), Teorem 1.3.15” e bakiniz. m
Tamm 2.5.20. A,, grubuna n —inci alterne grup denir.

Teorem 2.5.21. S, = ((12)),S; = ((13),(23)) ve n = 3 i¢in
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Sp=((12),(12 ...n))
dir.

Ispat. Howie (1995), Exercises 1.9: 6> ya bakiniz. m

Teorem 2.5.22. n = 3 igin rank (S,) = 2 olur.

Ispat. Howie (1995), Exercises 1.9: 6’ ya bakiniz. m

Yarigruplarla ilgili daha ayrintili tanim ve bilgiler i¢in ilgili kaynaklara
(6rnegin, Howie (1995), Ganyushkin Mazorchuk (2009)) ve gruplarla ilgili daha
ayrintili tanim ve bilgiler igin ilgili kaynaklara (6rnegin; Asar, Arikan, Arikan

(2009), lsaacs (2008)) bakiniz.

2.6. Grafikler ve Diyagramlar

Bir grafik, koseler kiimesi denen bos olmayan sonlu bir kiimeden ve
kenarlar listesi denen ve koselerin sirast 6nemli olmayan ikililerinin listesinden
olusan yapiya denir. I1 bir grafik olsun. Genel olarak, II nin kdselerinin kiimesi
V(1) ile ve kenarlarinn listesi E (IT) ile gosterilir. Ayrica u, v iki kdse olsun. Bu
koseleri birlestiren bir kenar varsa bu kenar {u, v} ile gosterilir. Eger I1de u ve v
koselerini birlestiren ¢ok kenar varsa bu kenarlara kath kenar denir. Bir kenarin
iki ucu aymi kose oldugunda bu kenara halka denir. TI, halka ve katli kenar
icermiyor ise bu grafige basit grafik denir. I1 grafigi tek parca ise II ye bir
baglantih grafik, tek parca degilse I ye baglantisiz grafik denir.

Bir yonlii grafik veya diyagram (directed graph, digraph) ise koseler
kiimesi denen bos olmayan sonlu bir kiime ve yonlii kenarlar listesi (oklar) denen

siranin 6nemli oldugu ikili koselerin listesinden olusur. I bir yonlii grafik olsun. I1
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nin koselerinin kiimesi V(1) ile ve oklarin listesi E (IT) ile gosterilir. Ayrica u, v
koselerini birlestiren ok (u, v) veya u — v ile gosterilir.

[T bir (yonlii) grafik ve uq, uy, ..., u, € V(II) olsun. Eger
ul—)uz—)...—)uk

seklinde kenarlarindan (oklarindan) elde edilen bir dizi varsa bu diziye uzunlugu
k — 1 olan bir yol denir ve u u, ... uy ile gosterilir. Bir yolda tiim kenarlar (oklar)
farkl oldugunda bu yola bir iz ve ayn1 zamanda tiim koseleri farkli oldugunda da
bir (yonlii) patika denir.

k > 2 igin farkli késelerin uy = u, = -+ = u; yonlii patikasina uq den uy
ya yonlii patika denir. Buna ek olarak, eger (uy,u;) € E(II) ise uy » uy — - —
uy — uy seklindeki patikaya u, den u; e kapah (yonlii) patika veya k uzunluklu
devir (k-cycle) denir. Ozel olarak k = 1 ise u; — u, devrine 1-devir denir ve (u,)

ile gosterilir.
Ornek 2.6.1. Asagida verilen I1; diyagranmini ele alalim.

a;

as ay
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Yukaridaki T, diyagrami i¢in V(I;) = {ay,..,as} ve E(I;) =

{(ay,a,), (ay,as3),(as, ay), (aq, as), (as, as), (as,a,), (aq, ag)} dir. Dikkat edilirse
as — a4 — az — a4 — ay
uzunlugu 5 olan bir yonlii patikadir,
a, —a, —az; —aq

uzunlugu 3 olan (kapali yonli patika) bir devirdir ve (aq,ay, as) ile gosterilir.

Ayrica (ag) 1-devirdir.

Tamm 2.6.2. u; = u, = -+ > u, k — 1 uzunluklu bir yonli patika olsun. Eger
E(I) — {(ug, up), (Ug, Uz), ..., (Up—1,uy)} kiimesinde 1 < i < k i¢in u; lerden
birini igeren herhangi bir yonlii kenar yoksa bu patikaya k-uzunluklu bir
zincir (k-zincir) denir ve [uy, ..., u;] ile gosterilir.

Eger (u,v) € E(IT) veya (v, u) € E(IT) olacak sekilde v € V(IT) yoksa u

ya 1-zincir denir ve [u] ile gosterilir.

Ornek 2.6.3. Asagida verilen I1, diyagramini ele alalim.
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Qg

Yukaridaki I1, diyagrami icin V(II,) = {ay, ay,as, a,, as} ve E(Il,) =
{(ay,a,), (ay,az3), (as, a,)} dir. Dikkat edilirse a; — a, — a; — a4 uzunlugu 4

olan bir zincirdir ve [a,, a,, as, a,] ile gosterilir. Ayrica [as] bir 1-zincirdir.

Tamm 2.6.4. T1; ve II, iki diyagram olsun. Eger V(I1;) N V(I1,) = @ ise I1; ve I,
diyagramlar1 aynk diyagramlardir denir. Bir diyagramdaki yonler ihmal edilerek
elde edilen grafik karsiligi bir baglantili grafik ise bu diyagrama baglantili
diyagram denir. Ayrica herhangi bir baglantili diyagramin yo6nleri ihmal edilerek
elde edilen grafik karsiliginda bir devir yoksa bu diyagrama (yonlendirilmis) agac

denir.

Tanimm 2.6.5. y bir sonlu aga¢ (sonlu sayida kosesi ve yonlii kenart olan agac)

olsun. O halde 3 u € V(y) vardrr dyle ki (u, v) € E(y) olacak sekilde v € V(y)
yoktur. Bu durumdaki u € V(y) ye bir kok denir. y agacinda yonlii bir patika varsa
tim yonlii patikalarin maksimum uzunluklu olaninin uzunluguna y agacinin
boyutu (uzunlugu) denir. Aksi takdirde bu aga¢ sadece kokten olusuyor olup bu

agacin uzunlugunu 1 olarak tanimlayacagiz.
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Tamm 2.6.6. Herhangi bir a € P, i¢in [, diyagramini

V(Te)=Xy
E(T)={(u,v) € X, X X,:u € dom(a),ua = v}

olarak tanimlayalim.

Ornek 2.6.7. a = (; g i 411 i E Z E) i¢in [, diyagrami
T, 2

S
@

5 7

seklinde olur. Dikkat edilirse I, diyagrami baglantili olmayan bir diyagramdir.

1234

Ornek 2.68. B = (355

) i¢in Iz diyagrami
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seklinde olur. Dikkat edilirse Tz diyagrami uzunlugu 3 olan baglantili bir agactir ve
bu agacn tek kokii 4 € V(I) dir.

Ganyushkin ve Mazarchuk (2009) da belirtildigi gibi [z diyagrami
baglantili alt diyagramlarin (baglantili bilesen) ayrik bileskesi seklindedir. Her bir
baglantili bilesene a-nin bir orbiti denir. Bir a € B, kismi doniisiimiiniin orbit
yapisi a doniigiimiiniin yapist hakkinda 6nemli bilgiler saglamaktadir. Bir « € B,

doniigiimiiniin orbitlerinin 3 tipte oldugu bilinmektedir. Bunlar:

1. Devirler
2. Agaglar eklenmis devirler
3. Tek kokli agaglar

Seklindedir. Ozel olarak a € T, ise a déniisiimiiniin orbitleri iki tiptedir. Bunlar:
1. Devirler

2. Agaglar eklenmis devirler

123456789

Ornek 2.6.9. a = (21 5566 94—

) € Py elemaninin orbit yapisi
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seklindedir.

Grafik ve diyagramlarla ilgili olarak bu tezde verilmeyen tanim ve temel
bilgiler i¢in ilgili kaynaklara (6rnek olarak, Wilson, Watkins (1990); Wilson
(2010)) bakilmasi tavsiye edilir.
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3. BAZI DONUSUM YARIGRUPLARINDA QUASI-IDEMPOTENTLER

Bu boéliimde Umar (1993), Garba ve Imam (2016) ve Bugay (2020b)

makalelerinde elde edilen 6nemli sonuglar1 derleyecegiz.

3.1. P, de Quasi-idempotentler

a € P, igin

K(a) = {x € dom(a): xa* = x olacak sekilde k € Z*var}

olarak tamimlansin. Bagka bir ifade ile; K(a), T, diyagramindaki tim devirler
tizerindeki koselerin olusturdugu kiimelerin birlesimi olsun. Bu notasyonla,
idempotent olmayan bir a € B, do6niisiimiiniin ne zaman bir quasi-idempotent

oldugunu veren asagidaki 6nermeyi inceleyelim.

Onerme 3.1.1. a € P, idempotent olmayan bir eleman olsun. a nmn bir quasi-

idempotent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1. Vx € K(a)i¢in xa? = x olmasi

2. Vx €dom(a) — K(a) i¢in xa ¢ dom(a) veya xa? € K(a)

olmasidir.

Ispat. () a € P, bir quasi-idempotent ve x € K(a) olsun. Eger xa = x ise
zaten xa? = x oldugu agiktir. Kabul edelim ki xa # x olsun. a bir quasi-
idempotent olup a # a? = a* oldugundan;

5 — yq? = -
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xa? = xa* = xab =

esitlikleri elde edilir. x € K(a) oldugundan xa* = x olacak sekilde k € Z* var
olupya xa? = x yadaxa® = x olur.

Eger xa® = x ise xa? = xa®(a?) = xa® = xa® = xolup xa = xa3 =
x olur. Bu durum xa # x olmast ile gelisir. O halde xa? = x oldugu elde edilir.

Simdi de x € dom(a) — K(a) igin ele alalim. Eger xa ¢ dom(a) ise
yapacak bir sey yoktur. Eger xa € dom(a) ise xa? € dom(a) olur. Aksi halde,
yani xa? ¢ dom(a) ise xa* € dom(a) olur ve bu durumda xa? # xa* olup bu
durum a nin quasi-idempotent olmast ile gelisirdi. Ustelik a bir quasi-idempotent
oldugundan (xa?) a?= xa* = xa? olup xa? € K(a) olur.

(&) a € P,, idempotent olmayan bir eleman olsun, dyle ki V x € K(a)
icin xa? = x; V x € dom(a) — K(a) i¢in xa & dom(a) veya xa? € K(a) olsun.
Vy€X,—dom(a) icin ya?=ya* oldugu agiktir. Simdi y € dom(a)
diisiinelim. Eger y € K(a) ise ya? =y olup ya* =(ya?) a? = ya? elde edilir.
Eger Vy € dom(a) — K(a) ise hipotezden dolay1 ya € dom(a) veya ya? €
K(a) olur. ya ¢ dom(a) olmasi durumunda ya? = ya* oldugu agiktir. Ote
yandan ya? € K(a) olmas1 durumunda da hipotezden dolay1 (ya?) a?=ya? olup
ya*=ya? oldugu elde edilir. Boylece a # a?=a* olup «a bir quasi-

idempotenttir.m

Sonu¢ 3.1.2. a € P, idempotent olmayan bir eleman olsun. a nin bir quasi-

idempotent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul @ nin her bir orbitinin

1. 1-devir veya 2-devir (aga¢ eklenmeden)
2. Uzunlugu 2 veya 3 olan bazi agaglar eklenmis 1-devir veya 2-devir
3. Tek kokii olan 1 veya 2 uzunluklu agag

formlardan biri seklinde olmasidir. m
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12345678910

Ornek3.1.3. «a = (33 4547 6 —8 —

) € Q(Pyp) nin orbit yapist:

Sonu¢ 3.1.4. a € T,, idempotent olmayan bir eleman olsun. @ nin bir quasi-
idempotent olmasi icin gerek ve yeter kosul V x € K(a) igin xa? = x ve V x €

X, — K(a) i¢in xa? € K(a) olmasidir. m

Sonu¢ 3.1.5. a € T,, idempotent olmayan bir eleman olsun. @ nin bir quasi-

idempotent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul @ nin her bir orbitinin

1. 1-devir veya 2-devir (agag¢ eklenmeden)

2. Uzunlugu 2 veya 3 olan baz1 agaglar eklenmis 1-devir veya 2-devir

formlardan biri seklinde olmasidir. m
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3.2. I, , I (I})) daki Quasi-idempotentler

I,, X, kiimesi {izerindeki bire-bir 6rten doniisiimlerden olusan simetrik
inverse yarigrup olmak tizere I,, de tanim (goriintii) kiimesinde en fazla n — 1 tane

eleman olan tiim kismi 1-1 doniigiimlerin kiimesi S1,, olsun;

SIL, ={a € I;:|dom(a)| <n—-1}=1,—- S,

SI, in dontstimlerin bileskesi islemiyle I,, nin bir altyarigrubu oldugu agiktir.
a € I, olmak ilizere V x € doma i¢in xa < x oluyorsa a ya sira azaltan Kismi
bire-bir doniisiim; V x € doma i¢in xa > x oluyorsa a ya sira arttiran kismi
bire-bir doniisiim denir. SI,, deki tiim sira azaltan kismi bire-bir doniigiimlerin
kiimesi I,; ve SI, deki tiim sira arttiran kismi bire-bir doniisiimlerin kiimesi I}

olsun.

I, = {a € SI,:x € doma i¢in xa < x}

It ={a € SI;:x € doma i¢in xa > x}

I; (I}, SI,, yarigrubunun bir altyarigrubudur.
Umar (1993) de I,; (I}) daki quasi-idempotentleri; Garba ve Imam (2016)
da I, deki quasi-idempotentleri karakterize etmistir. Bu bdolimde ilgili

calismalardaki 6nemli sonuglar1 derleyecegiz.

Onerme 3.2.1. idempotent olmayan a € I, elemanmin bir quasi-idempotent

olmasi igin gerek ve yeter kosul her bir orbitinin en fazla 2 uzunluklu olmasidir.
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Ispat. (=) a €1, bir 3-devir (a;,a, a;) orbitine sahip olsun. O halde
a? de (a,,as,a,) 3-devir orbitine sahip olacak ve boylece a? idempotent
olamayacaktir.

Benzer sekilde, a € I,, bir 3-zincir [a4,a,, as;] orbitine sahip olsun. O
halde a? de[a;,a;] zincir orbitine sahip olacak ve bdylece a? idempotent
olamayacaktir.

Bu iki durumda da a? # a* olup a bir quasi-idempotent olamayacaktir.
Benzer sekilde n > 4 igin de gosterilebilir.

(&) a€l, de a,b,aqy,a,, by, b, € X, farkli elemanlar olmak tizere (a),
(ay,ay), [b], [b1, b;] devir ve zincir orbitlerini diigtinelim.

aa = a = aa’? = aa® = aa*;
a,a? = a; olup a;a* = (aa?)a? = q,a? = ay;
a,a? = a, olup a,a* = (a,a®)a? = a,a? = ay;
ba € X,, — doma olup ba?, ba* € X,, — doma;
b,a = b, ve b;a? € X,, — doma olup b,a?, bya* € X,, — domq;

b,a € X,, — doma olup b,a?, b,a* € X,, — doma
olacagindan sonug agiktir. m

Sonug 3.2.2. a € Q(I,) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul @ nin ayrik 1-devirlerin

(genel olarak 1-devirler ihmal edilir), 1-zincirlerin, en az bir 2-devir ve/veya 2-

zincirin ¢arpimi seklinde yazilabiliyor olmasidir. m

Ornek 3.2.3. o = (12345 6

aes) = (IRIGHIS6] = [21GH[56] € Q)
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Simdi de I} ve I; deki quasi-idempotentleri inceleyelim. Oncelikle

gereken bazi 6nemli bilgileri ve notasyonlar1 verelim.

Onerme 3.2.4. I;; ve I} yarigruplari izomorfiktir.

Ispat. @ € I] icin @ € I} doniisiimii

iad=n—Mm-i+Da+l (n—i+1 € doma)

seklinde tanimlansin. Bu notasyonla

0:1; > 17, ab=a

seklinde tanimlanan doniistimiin iyi tanimli, 1-1 ve orten oldugu aciktir. Ayrica

a,f €I, igin

(@f)6 = af = af = (ad)(B6)

olup 8 bir yarigrup izomorfizmidir. m

Bu 6nermenin agik bir sonucu olarak bundan sonra I; i¢in elde edilen her

sonucun I, daki karsihig agikea elde edilebilir.

Onerme 3.2.5. a € I; bir quasi-idempotent ise a? = a tiir.

Ispat. a € I; ve x € dom(a?) olsun. O halde
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olacagindan a? = a3 tiir.m

a € I, € B, igin shift(a) = {x € dom(a) i¢in xa # x} tanimin hatirlayalim.
Buradan s(a) = |shift(a)| olarak tanimlanir. Bu notasyonlarla I;; deki quasi-

idempotentler asagidaki 6nermede karakterize edilmistir.

Onerme 3.2.6. a € I;; olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

a bir quasi-idempotenttir.

x € shift(a) ise xa ¢ dom(a)
shift(d)a N dom(a) = 0
shift(a) Nim(a) = @

M w0 Do

Ispat. (1= 2) a €1I; bir (idempotent olmayan) quasi-idempotent ve x €
shift(a) iken xa € dom(a) olsun. O halde xa # x olup a bire-bir oldugundan
xa # xa? dir. Boylece x > xa > xa? oldugu elde edilir. Ancak « € I,, bir
quasi-idempotent olup her bir orbitinin uzunlugu en fazla 2 olabileceginden
xa? = x olmasim gerektirecek olup bu durum x > xa > xa? olmasi ile celisir. O
halde xa ¢ dom(a) dir.

(2 =3) y €X, icgin y € shift(a)a N dom(a) olsun. y € shift(a)a olup
xa =y olacak sekilde x € shift(a) vardir. Ancak (2) den dolayr y = xa &
dom(a) olup bu durum y € dom(a) olmasi ile gelisir. O halde shift(a)a N
dom(a) = @ dir.

(3 = 4) y € shift(a) Nnim(a) olsun. y € im(a) olup xa = y olacak sekilde
x € dom(a) vardir. y € shift(a) olup y € dom(a) olacagindan (3) ten dolay1
y & shift(a)a olacaktir. O halde x ¢ shift(a) olup xa = x ve ya = y olacaktir.
Bu durum y € shift(a) olmasi ile gelisiyor olup shift(a) Nim(a) = @ oldugu

elde edilir.
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(4 = 1) shift(a) Nima = @ ve y € dom(a) olsun. O halde ya € im(a) ve
ya & shift(a) olup ya ya € dom(a) ve ya? = ya ya da ya ¢ dom(a) dir. 1.
durumda y € dom(a?) ve ya? =y olur. 2. durumda da y ¢ dom(a?) olur.
Boylece her y € dom(a?) icin ya? =y olacaktir. Her iki durumda da a? bir

idempotent olup a? = a* oldugu elde edilir.m

Sonu¢ 3.2.7. a € I;; idempotent olmayan bir eleman ve |im(a)| = |dom(a)| =
n — 1 olmak iizere a nin bir quasi-idempotent olmasi igin gerek ve yeter kosul

s(a) = 1 olmasidir. m

Sonug¢ 3.2.8. a € I, idempotent olmayan bir eleman olsun. s(a) =1 ise a bir

quasi-idempotenttir. m

a € I; bir quasi-idempotent ve |im(a)| = |dom(a)| = n — 1 ise dom(a) =

X, —{v}, im(a) = X,, — {x}, xa =y ve V z € dom(a) — {x} i¢cin za = z olacak
sekilde x > y € X,, vardir. Bu durumda @ = (¥) (x > y) seklinde ifade edilebilir

Boylece asagidaki sonug kolayca elde edilir.
Sonu¢ 3.2.9. Q,,—; = {a € Q(I;): |im(a)| = n — 1} olmak lizere

n) _ nn—-1)

|Qn—1| = (2 2

olur. m

3.3. 5, deki Quasi-idempotentler
a € S,, bir quasi-idempotent olsun. O halde a # a? = a* olup S, bir grup

oldugundan bu esitlik 1 # a olmak iizere a? = 1 olmasina denktir. Baska bir ifade
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ile @ € S,, elemaninin bir quasi-idempotent olmast igin gerek ve yeter kosul @ nin

derecesinin 2 olmasidir; yani

a € Q(Sy) & |al =2

1 olmas: demektir. Dolayisiyla S,

olmasidir. Bu aym1 zamanda 1 #a=a”
grubunda quasi-idempotent ve involiisyon kavramlari denk kavramlardir.

Daha da genel olarak, quasi-idempotent kavrami tiim gruplarda involiisyon
kavramma denk  gelmektedir. Involiisyonlarin  sonlu  basit  gruplarin
siiflandirilmasinda kullanildigi iyi bilinmektedir. Isaacs (2008) da vurgulandigi
gibi, m =1 ve n = 1 olmak iizere (m = n = 2 haricinde) derecesi m ve n olan
iki eleman tarafindan firetilen altgruplarin yapist hakkinda neredeyse hicbir sey
soylememiz miimkiin degildir. Ancak, bir grupta iki quasi-idempotentin dihedral
altgrubu trettigi bilinmektedir. Quasi-idempotentler grup takdimleri igin de 6nemli
bir kavramdir. Ciinkii, gruplarda quasi-idempotentlerin tersleri de kendileri olup bir
takdimde tireteg olan bir quasi-idempotentin tersine ihtiyag yoktur. Bu nedenlerle
bazi grup ve yarigruplardaki quasi-idempotentlerin yapisini belirlemek 6nemli bir
arastirma konusudur.

Bu tezimizin diger bolimlerinde oldugu gibi bu bdliimde de quasi-

idempotent terimini kullanacagiz.

Onerme 3.3.1. a € S, idempotent olmayan bir permiitasyon olmak iizere a nin bir
quasi-idempotent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a nin ayrik 2 - devirler seklinde
yazilabiliyor olmasidir. (Genel olarak 1 - devirler ihmal edilir.)

ispat. a € Q(S,) © a # a? = ¢ oldugundan sonug agiktir. m

Onerme 3.3.2. Herhangi farkli iki quasi-idempotent a, § € Q(S,,) icin
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af € Q(Sy) © af = fa

Ispat. () a # B € Q(S,) icin af € Q(S,) olsun. O halde

af = (ap)™' =p et = pa

olup iddia dogrudur.

() a # B € Q(S,) icin af = Ba olsun. ilk olarak af = & oldugunu kabul
edelim. O halde e (af) = a e olup B = a~? olurdu. Ancak a, 8 € Q(S,,) olup
a = a 'oldugundan B =« olurdu ki bu a # B olmas: ile gelisir. O halde

kabuliimiiz yanlis olup aff # € dur. Ayrica,

(@B)? = (aB)(ap)
= a(Ba)B
= a(ap)p
= (aa)(BpB)
= a?B?
= ¢¢

=&

olur. O halde af € Q(S,) dir.m

Onerme 3.3.3. a, 8 € S,, olsun. O halde fix(a) N fix(B) S fix(aB) baska bir ifade
ile shift(af) < shift(a) U shift(g) olur.

Ispat. x € fix(a) N fix(B) olsun. O halde xa = x, x = x olup x(aB) = (xa)B =
xf = x oldugundan x € fix(af) dir.
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x € shift(af) olsun. O halde xaf8 = y olacak sekilde x # y € X, vardir.
Eger x € shift(a) ise yapacak bir sey yok. Eger x € shift(a) ise x € fix(a) olup

xa = x dir. O halde

x(ap) = xa)Bp =xB =y #x
olup x € shift(p) olur. O halde

shift(af) S shift(a) U shift(B)
olur.m
Onerme 3.3.4. a € S,, icin asagidakiler gecerlidir.

1. fix(a) # Qise V k € Z* igin a* n-devir olamaz.
2. a bir n-devir degil ise V k € Z* igin a* da bir n-devir olamaz.
3. a bir n-devir ise Vk € Z —nZ igin shift(ak) = shift(a) = X,, ve

V k € nZ igin shift(a® ) = @ olur.

ispat. 1. a € S, ve 3i € X,, icin i € fix(a) olsun. O halde V k € Z™ igin
iak = (ia)ak 1

= jak1

olup i € fix(a®) olacaktir. Ancak, f € S, bir n-devir iken fix(8) = @ olmak

zorunda olup a* bir n-devir olamaz.
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2. a bir n-devir olmasin. Eger fix(a) # @ ise 1. den dolay1 sonug agiktir.
Kabul edelim ki fix(a) = @ olsun. O halde a nin ayrik devirlere ayrilisinda
uzunlugu 1 den biiyiik olan en az iki ayrik devir vardir. Genelligi bozmaksizin bu
iki ayrik devir (m,t>2 ve aq,..,am, by, ....,b €X,) o0=(a;..ay), =
(by ...by) olmak tlizere @ = of seklinde olsun. {ay,..,an}N{by,..,b;} =0

oldugunu hatirlayalim. Ayrik devirlerin ¢arpimi degismeli olup V k € Z* igin
ak =(aB)k= ok gk
olur. V1 <i < migin a;a® = a, (u = k + i mod m) olup
a;a® = a;a*p* = a,p* =a, & { by, ..., b}
veV 1< j < tigin bja® = b, (v =k + j mod t) olup
bjak = bjakﬂk = bjﬂk =b, €{ay, ..., an}

oldugundan a* bir n-devir olamaz.

3. @ = (ay ...a,) bir n-devir iken a™ = ¢ olup Vk € nZ igin a* = ¢
oldugundan shift(ak) = @ olur. Eger k € Z — nZ ise a* # ¢ dur. Kabul edelim ki
a; € fix(a®) olsun. O halde

aa® = a; = ag_1)q = @t = ag_y)

1 k-

k — k-1 — 1 _
a(i_l)a = a(i_l)aa = aq;x = a(i_l)

a(i_z)ak = a(i_l)ak=a(i_2)a2ak‘2 = d(i-2)-
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ve benzer sekilde devam edilirse V1 <j <niginaq; € fix(a®) olup o = € olur.
Bu durum o # & olmasi ile gelisir. O halde fix(ock) =@ olup shift(ock) =X, =

shift(a) oldugu elde edilir.m

Tezin bundan sonraki kisminda kullanacagimiz yeni bir notasyon
tamimlayalim: 2 < m < n olmak tizere (b; ... b;,) herhangi bir sirali m-li olsun. Bu

durumdai # j,1 <i,j <migin (bibj) bir 2-devir olmak tizere

(b1by)(byby_1) ... (b%b%_”) m ¢ift dogal say1 ise

[[b1, ..., bm]] =
(b1by) (b3 by_1) - (bm_—1bm_+3) m tek dogal say1 ise

2 2

seklinde tanimlayalim. Ornegin;

d [[b1:b2;b3'b4]] = (byby)(byb3)
o [[b1, by, b3, by, bs]]=(bybs)(byby) Olur.

Onerme 3.3.5. I1 € S,, herhangi bir n —devir (n > 2) olmak iizere
MDD ={keN:II=a;aa €Q(S,) (1<i<k)}
kiimesi tanimlansin. O halde

. 1, n=2icin
min(M(I) = {2 n>3 if;in

olur.
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Ispat. 11 = (a, ...a,) €S, herhangi bir n-devir olsun. n = 2 i¢in I1 = (a,a,) €
Q(Sz) olup a; = 1T alinarak min(M(IT)) = 1 oldugu goriilir. n > 3 igin I =
(ay ...ap)olsun. I1 & Q(S,,) oldugu agiktir. Dolayisiyla min(M(IT)) > 2 dir. Simdi
a=|[[a, .., a,]] ve B =[[ay,...,a,]] alalim. a,B € Q(S,) ve af =11 oldugu
kolayca goriilmektedir. Dolayisiyla min(M(IT)) = 2 dir.m

Dikkat 3.3.6. Herhangi bir @, € Q(S,) isina ! =a ve 71 =p olup Vk €

Z* i¢in
((@B))'=(apap ...ap)™"
=ptat. . p7la?
= fa..Ba
= (Ba)”
olur. Dolayistyla (af8)* nin derecesi ile (Sa)* nin derecesi aymdir.
Onerme 3.3.7. Herhangi a,B € Q(S,) icin

(a,p) = {(aB)*, (B)", (af)a, (Ba)*B (1 < k < m)}

olacak sekilde 1 < m < n! vardir.

ispat. a, 8 € Q(S,) ve U = {(aB)*, (Ba)*, (af)*a, (Ba)*B;1 < k < m} olsun.
U < (a, B) oldugu agiktir. Simdi (a, f) S U oldugunu gosterelim. y € (a, §) olsun.
a,B € Q(S,) olup a? = B2 = 1 oldugundan

y = akllgtlakZBtZ e akpﬁtp
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olacak sekilde p € Z* ve 0 < ky, ky, ..., kp, ty,t; ... t, < 1 tamsayilar vardir. Eger
m, af3-nin derecesi ise fa nin da derecesi m olup 1 < m < n! seklindedir. O halde

k € Z" i¢in

a(Ba)* = a(fafa ... fa)
= (afaf ..af)a
= (aB)a

B(ap)* = p(aPap ...ap)
= (Bapa ...a)p
= (Ba)*p

olur. Ayrica a? =p%2=¢ ve (af)™ = (Ba)™ = ¢ oldugundan y € U olur. O
halde (a, 8) € U oldugu elde edilir.m

Dikkat 3.3.8. I = (a; ...a,) € S, bir n-devir iken II"! = (a, ...a;) olup M1
de bir n-devirdir. Dikkat 3.3.6> dan dolay1 V « # 8 € S, ve k € Z" icin (af)* nin

bir n-devir olmasi igin gerek ve yeter kosul (fa)* nin da bir n-devir olmasidir.

Teorem 3.3.9. Herhangi iki a, 8 € Q(S,,) i¢in {a, 8) nin bir n-devir igermesi igin

gerek ve yeter kosul af8 (Dikkat 3.3.8” den dolay1 Sa) nin bir n-devir olmasidr.

Ispat. (&) a, B € Q(S,) icin aB bir n-devir ise zaten ap € (a, B) olup (a, B) bir
n-devir igerir.

(=)a, B € Q(S,) igin {a, B) bir n-devir 11 € S,, igeriyor olsun. V k € Z*
icin ((@B))™" = (Ba)* olup

((@p)a)? = (@B a(ap)a
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(aB ...aB)a(aB) a
= a(Ba)(ap) a

= aea

=&

olur. Benzer sekilde;

(BB’ = (Ba)*BBa)'B
= (Ba.. B)B(B)"B
= B(aB)*(Ba) B
= Bep
= B2

=&

olup hem (aB)*a hem de (Ba)¥*B bir n-devir olamaz. O halde Onerme 3.3.7. den
(a, B) nin bir IT n-devrini igermesi i¢in gerek ve yeter kosul (af)* = II veya
(Ba)* = M olacak sekilde 1 < k < n! tamsayisinin var olmasidir. Dolayisiyla a8

(ve dolayisiyla fa) bir n-devirdir.m

Onerme 3.3.10. Herhangi iki @, B € Q(S,,) icin af bir n-devir ise
(a,8) = {(@p)¥, (aB)fa:1 < k <n}

seklindedir.

ispat. a,B € Q(S,) icin af bir n-devir olsun. (af)™ =¢ olup (af)* ! =

(af)™! = Pa oldugundan
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pa = (@p)™ = (@p)y"*
(Ba)*=((ap)")*=(ap) "D
(Ba)*p = (@B)“"Dp = (@B)* "D "app
= (@B "D ap?
= (aB)k=D-1g¢
= (@f)-D-1g

olur. a,f € S, bir n-devir olup derecesi n oldugundan Onerme 3.3.7 de bu

esitlikler kullanilirsa

(a,B) = {(@p)*, (@p)fa:1 < k < n}

oldugu elde edilir. m

Onerme 3.3.11. n > 4 olmak iizere a, B € Q(S,) Ve af = (a; ...a,) seklinde
bir n-devir olsun. O halde a,,; = a; olmak iizere V1 <i <n i¢in (a;a;41) &

(a, () dir.
Ispat. n = 4, a, 5 € Q(S,) Ve aff = (a; ...a,) seklinde n-devir olsun. ilk olarak

Onerme 3.3.10. dan dolay1 {(a,B) = {(aB)*, (@f)*a:1 <k <n} oldugunu
hatirlayalim. Ayrica,

(a1ay ...ay) = (azaz ...apaq) = = (apaq ...Ap_1)

oldugundan i = 1 igin, yani (a,a,) € {(a, §) oldugunu gostermek yeterlidir.
(a1a3) € (a, B) oldugunu kabul edelim.
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a = (a,a,) olsaydi f = (a;as, ..., ay) olurduy,

B = (a1a;) olsaydi & = (a,as3, ..., a,) olurdu.

Ancak n = 4 olup 1. durumda a, 8 ¢ Q(S,) ve 2. durumda a & Q(S,) olurdu
ve bu durum a,B € Q(S,) olmast ile gelisirdi. Dolayisiyla a # (a,a;) ve
B # (a,ay) dir. Ayrica, af bir n-devir olup V1 < k < n — 1 igin shift(ap)¥ =
X,, oldugundan (apB)* # (a,a,); (aB)™ = ¢ oldugundan (af)™ # (a,a,) dir.

Kabul edelim ki (af)*a = (a;a,) olacak sekilde 1<k <n-—1 var
olsun. Bu durumda

(@p)* :( a, az ... Qp— an )

A1+k A2+ " Ap—1+k An+k = Qg
oldugundan

_ (a1+k Az+k A3+k " An—k+k = An " An—1+4k An+k = ak)
a; a; as Ap— = Qp-1 an

olmak zorunda kalir. (Burada a,i;q = aq,Qn42 = A3, e, Qon_1 = Ap_q,0op =
a, alinacaktir.)  Béylece a,a? =a,_, =a, olup a € Q(S,) oldugundan
k = n — k yani n = 2k olur. Ancak n = 2k oldugunda a,a? = a, olacaktir ve bu
durum a € Q(S,) olup a? = ¢ olmasi ile celisir. DolayisiylaV 1 < k <n — 1 igin

de (ap)*a # (a,a,) olup iddia saglanir. m

Onerme 3.3.12.n > 4, a, B € Q(S,) ve af = (a, ...a,) seklinde n-devir olsun.

OhaldevV1<i<nigin(a,.1 = a;)

Shlft(a) n {al-, al-+1} +0
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shift(B) n{a;, a1} # @

olur.
Ispat.n > 4, a, B € Q(S,) ve aB = (a, ... a,) olsun.

(a1a; ...ay) = (aya3 ...a,a,) = -+ = (a,aq - Ap_1)

olup i = 1 igin gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki {a,, a,} € fix(a) olsun.af =

(a, ... ay) oldugundan

(a)ap = a,

(ax)ap = a;

Ve a4, a, € fix(a) olup

(ap)ap = (a1)B = ay
(ax)aB = (az)B = a;

oldugundan

1B = (@ P)B = a,p = a3

olur. Bu durum g € Q(S,,) olmasi ile gelisir.
Simdi {ay,a,} € fix(B) oldugunu kabul edelim. af = (a, ..a,)
oldugundan

(an)ap = a4
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(a)ap = a,
ve aq, a, € fix(B) olup

(an)aﬁ = (al).Bi yani (an)a = aq
(a))ap = (az)p, yani (a)a = a,

oldugundan
a,a? = (a,0)a = a,a = a,

olur. Bu durum a« € Q(S,) olmas: ile celisir. Boylece {a;,a,} ¢ fix(a) ve
{ai,a,} € fix(B) oldugu elde edilir. m

Sonu¢ 3.3.13. n >4 ve (a,..a,) €S, herhangi bir n-devir olsun. O halde

a,p € Q(S,) icinaf = (a, ...a,) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a ve f nin

e a= [[ap ---'ak+1]][[ak+2; ""an]];
B = [[al, ...,ak+2]][[ak+3, ...,an]] (1<k<n—4ven=)5),
* a= [[‘11' -"'an—Z]](an—lan)v
B = [[al, ...,an_l]];
e a= [[al, ...,an_l]],
B = [[al, ...,an]];
e o= [[al, ...,an]],
B = [[az, ...,an]];
e a= [[az, ...,an]],
B = (a1a;)|las, ..., ay]]

n tane formdan biri olmalaridir. m
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4. QUASI-IDEMPOTENT DOGURAY KUMESI VE RANKI

Yarigruplar1 bazi 6zel cebirsel yapilarina gore Siniflandirmak ve onlar
sonlu sekilde ifade edebilecek yontemler bulmak Yarigrup teorisindeki onemli
problemlerden biridir. Bunlardan biri doguray kiimesi bulma ve bu kiimelerin
eleman sayilarinin minimumunu bularak minimal doguray kiimesini ve bdylece
rankini belirleme problemidir ve birgok c¢alismanin temelini olusturmustur.
Calismalar ilerledikge 6zel elemanlarla elde edilen doguray kiimeleri ve Ozel
ranklar1 da ilgi c¢ekmistir. Ornegin, birgok yarigrubun idempotent doguray
kiimeleri, nilpotent doguray kiimeleri, (m,r) —patika doguray kiimeleri (varsa)
belirlenerek idempotent rank, nilpotent rank ve (m, r) — ranklar1 hesaplandi (6rnek
olarak; Ayik, Ayik, Unlii, Howie (2008); Ayik, Bugay (2014); Garba (1994);
Gomes, Howie (1992); Howie (1978); Howie, Mcfadden (1990)).

Biz de bu boliimde quasi-idempotent doguray kiimesi ve quasi-idempotent
ranki kavramlarin1 tanimlayacagiz. Ayrica bazi doniisiim yarigruplarmin quasi-
idempotent doguray kiimesi ve quasi-idempotent rankini inceleyen 6zellikle Bugay
(2020a) ve Bugay (2020b) g¢alismalarda elde edilen ©nemli sonuglar
arastirmacilarin bilgisine sunacagiz.

S bir yangrup, S=(X) ve X< Q(S,) ise X e S nin bir quasi-
idempotent doguray kiimesi denir. S sonlu quasi-idempotent doguray kiimesine

sahip bir yarigrup olmak {izere

grank = min{|X|: (X) = 5, X € Q(S)}

pozitif tamsayisina da S nin quasi-idempotent ranki denir.
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4.1. S, nin Quasi-idempotent Ranki
ncelikle S, ={(12)), S5 =((13),(23))ven =3 icin
Sn =((12),(12 ...n)) oldugunu ve

1 n=2ise

rank(Sy) = {2 n >3 ise

oldugunu ve ayrica,
a €QS,) e axa’=c¢

olup @ € Q(S,) olmasi igin gerek ve yeter kosul @ nin ayrik 2 - devirler seklinde

yazilabiliyor olmasi (Genel olarak 1 - devirler ihmal edilir.) oldugunu hatirlayalim.

Teorem 4.1.1. n > 4 olmak tizere Sonug 3.3.13” de verilen n tane formdan biri
seklinde olan V a, B € Q(S,,) i¢in S,, = ((a,a,), a, B) olur.

Ispat. Sonug 3.3.13” de verilen n tane formdan biri seklinde olan V @, 8 € Q(S,,)

i¢in af = (a, ...a,) ve S, = ((a1a;), (a1a; ... a,)) oldugundan sonug agiktir.m
Teorem 4.1.1’ in 6zel bir durumunu asagidaki sonugta verelim.

Sonu¢ 4.1.2. n =>4 ve a,B € Q(S,,) asagida verilen n tane formdan biri olmak
tizere S, = ((12), a, B) dir.
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o a=|[[1, ... k+1]][[k+2..,n]]
B=[1..k+2]][[k+3, .., n]](1<k<n—4ven=5);
e a=][[1..,n+2]](n—1n),
g =1, ...n—1]];
e = [[1, e, M — 1]],
B =1, ..,n]];
e a=][[1,..,n]]
g =[[2,..,nl];
o = [[2, ...,n]],
B =(12)[[3, ..., nl]
1 n=2ise
Sonu¢ 4.1.3. grank(S,)=42 n = 3ise dir.
3 n=4ise

ispat. S, = ((12)),S; = ((13), (23)); (12), (13), (23) € Q(S3) olup rank(S,)= 1
ve rank(S3)= 2 oldugundan sonug agiktir.

n =4 olsun. Bir gruptaki iki quasi-idempotent dihedral altgrubu iiretiyor
oldugundan grank(S,) = 3 oldugu agiktir. Ayrica Sonug 4.1.2. den grank(S,,)< 3
olup grank(S,) = 3 oldugu elde edilir.m

4.2. A, nin Quasi-idempotent Ranki
A; =((123)) ve n = 4 igin n tek dogal say1 iken 4, = ((123),(12...n))
oldugu, n ¢ift dogal say1 iken 4,, = ((123), (23 ...n)) oldugu ve ayrica,

= 3 ise

rank(Ay,) = {2 n=>4 ise
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oldugu bilinmektedir. (Ornegin; Dey, Wiegold (1971).)
Bu boliimde kullanacagimiz yeni bir notasyon tanimlayalim: 4 < m < n ve
(by, by ..., by,) herhangi bir sirali m-li olsun. 1 <i,j < m icin (b;b;) bir 2-devir

olmak lizere

(b1b) (boby ) (m=zbmss ) m cift tamsayn

#
[[by, .., b ]]* = 7 2
(b1by) (babyy—1) - (bm—S bm+5> ,m tek tamsay1
2 2

seklinde tanimlansin. n > 2 igin A4, nin quasi-idempotent doguray kiimelerini

bulalim.

Q(Az) = Q(As) =0
Q(43) = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)} ve
(Q(A4) = {e,(12)(34),(13)(24), (14)(23)} = C; X

(Klein-4 grubu) olup A,,A; ve A, quasi-idempotent dogurayli degildirler. Simdi

n = 5 i¢in inceleyelim.

Teorem 4.21. n>5 i¢in @, vey asagida verilen quasi-idempotentler olmak

tizere A, = (a, B,y) dir.
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(13) [[4, ..., n]]* n=0 mod 4 ise
(12) [[4, ...,n]] n=12 mod 4 ise
(12) [[4, ..., n]]* n=3 mod 4 ise

( n+2n+6 )
(23) ( 5 > ) n=0 mod 4 ise
(13) [[4, ...,n]] n=12 mod 4 ise
B =
n+3n+5 )
(13) ( ) n=3 mod 4 ise
2 2
\
((In)(23) [[4, ...,n —1]] n=0 mod 4 ise
| (14)(23) [[5, ..., n]] n=1 mod 4 ise
Yy =1 024)[[5,...,n]] n=2 mod 4 ise
t(14) [[5,...,n]] n=3 mod 4 ise
n n+8 _ .
. " 4n)(5n-1).. (5 T) =0 mod 4ise
Ispat. [[4, ...,n]] = 1 T _
(4 TL)(S n-— 1) (T T) n =3 mod 4ise
olduguna dikkat edelim.

1. durum:n=0 (mod 4)ise

(@B)* = (123) ve (aB)*y(aB) = (2..n)

olur.

2. durum:n=1 (mod 4)ise
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(aB) = (123) ve By =(12...n)

olur.
3. durum:n =2 (mod 4)ise
(aB) = (123) ve afay = (2...n)
olur.
4, durum:n =3 (mod 4)ise
(ap)* = (123) ve afy =(12...n)
olur.

n tek dogal sayr iken A, = ((123),(12...n)) ve n gift dogal say1 iken
A, =((123), (23 ...n)) oldugundan sonug agiktir.m

Sonu¢ 4.2.2. n > 5 i¢in qrank(4,)=3 olur.

Ispat. vn>5 olsun. Va € Q(4,) i¢in a? =& ve bir gruptaki iki quasi-
idempotent dihedral grubu tiretiyor olup qrank(A4,) = 3 oldugu ag¢iktir. Ayrica
Teorem 4.2.1. den dolay1 qrank(4,,) < 3 oldugu goriiliir. Boylece i¢in qrank(4,)=3
oldugu elde edilir.m

43. I,,, T, ve P, nin Quasi-idempotent Ranki
YV a € I, elemaninin ayrik devirlerin (genel olarak 1-devirler ihmal edilir.)

ve zincirlerin bir ¢arpimi seklinde yazilabilir oldugu bilinmektedir. Ayrica,

o= (12 ") wpn= (122 )
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olmak iizere T, = ((12), [|12]1), P, = ((12), [|12]I,[1]), I, = ((12),(12...n), [1])
ve n>3i¢in T, =((12),(12..0)[[12]l), B, = ((12), (12 ..n), [|12],[1]) ve
L, =((12),(12...n),[1]) olup

rank(l,,) = rank(T,,) = {g Z ; g
3 =2
rank(B,) = {4 :11 >3

oldugu iyi bilinmektedir. (Ornegin, Howie (1995), Exercises 1.9: 7, 12; Exercises
5.11: 6.)

Onerme 4.3.1. & ve B € Q(S,), Sonug 4.1.2> deki n tane formdan biri seklinde

olmak tizere

I, =((12),[12])
I; =((12),(23), [12])
I, =((12),[12], &, B) (n = 4)

olur.
ispat. (12)[12] =[1] ve (23)(12) = (123) olup I, = ((12),[12]) ve I; =
((12),(23),[12]) oldugu goriilir. n =>4 ve a ve B € Q(S,) Sonu¢ 4.1.2° de

verilen n tane formdan biri seklinde olsunlar. O halde

(12)[12] = [1]
af = (12 ..n)

olup I, = ((12),[12], @, B) oldugu elde edilir.m
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Dikkat edilirse

Q(Ty) = {(12)} ve ((12)) # T,
Q(Py) = {(12),[12], [21]} ve (Q(P,)) # P,

olup T, ve P, quasi-idempotent dogurayli degildirler. n > 3 i¢in inceleyelim.

Notasyonda kolaylik saglamasi igin

123121= (355 ) € 0T

alalim.

Onerme 4.3.2. a, B € Q(S,,) Sonug 4.1.2° de verilen n tane formdan biri seklinde

olmak lizere

T3 = ((12),(23),[123 | 2])
T, =((12),[123]2,a,8]) (n > 4)

seklindedir.

ispat. (23)(12) = (123) ve (23)[123 ] 2] = [|112]] olup
T, = ((12),(23),[123 | 2]) oldugu aciktir. n = 4 olsun. (23),[123 | 2] = ||12]|
olup (S, U{[123|2}]) =T, ve dolayisiyla T,, = ((12),a, 3,[123 | 2]) oldugu

elde edilir.m

Onerme 4.3.3. a, B € Q(S,,), Sonug 4.1.2° de verilen n tane formdan biri seklinde

olmak lizere

70



4. QUASI-IDEMPOTENT DOGURAY KUMESI VE RANKI Gizem KUTLU

Py =((12),(23),[12],[123] 2])
B, =((12),[12],[123 | 2], @, B) (n=4)

seklindedir.

ispat. (23)(12) = (123), (12)[12] = [1] ve (23)[123|2] = [|12]| olup P, =
((12),(23),[12],[123 | 2]) oldugu aciktr. n >4 olsun. (12)[12] = [1] ve
(23),[123] 2] = |112]] olup (I, uU{[123|2}])=PB, ve dolayisiyla B, =
((12),[12],[123| 2,1, ¢, B ) oldugu elde edilir.m

Simdi yarigrup teorisinde ¢ok iyi bilinen bir 6zelligi hatirlayalim.

Onerme 4.3.4. S bir sonlu yarigrup ve T, S nin bir alt yarigrubu olmak iizere S\T,
S nin bir ideali olsun. O halde bir @ # A € Si¢in S = (4) iken T = (T N A) olur.

Ispat. t € T olsun. t € S olup t = a, --- a; olacak sekilde k € Z* ve a,, ...,a, € A
vardir. Kabul edelimki 31 < i < k i¢in a; € T ve dolayisiyla a; € S — T olsun. O
halde S —T,S nin bir ideali oldugundan t =a; ..a; € S—T olur ki bu teT
olmasi ile celisir. O halde kabiiliimiiz yanhs olup V1 <i<k icin q; €T
oldugundan a; € T N A olur. O halde T < (T n A) olur. Ayrica (T N A) € T olup
T = (T n A) oldugu elde edilir.m

Bu 6nermenin agik biri sonucu olarak: S bir sonlu yarigrup, T, S nin bir
altyarigrubu ve S\T, S nin bir ideali iken S nin herhangi bir doguray kiimesi, T
nin herhangi bir doguray kiimesinden en az bir tane fazla eleman igermek

zorundadir. Dolayisiyla,

rank(S) = rank(T) + 1
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olur. Benzer sekilde, S ve T quasi-idempotent doguray kiimesine sahiplerse

grank(S) = qrank(T) + 1

olacaktir.
2 n =2 ise
Teorem 4.3.5.  qrank (I,) =43 n =3 ise
4 n =4 ise

3 n =3 ise
qrank(T,) = {4 n =>4 ise

4 n =3 ise
qrank(F,) = {5 n>4ise’

Ispat. Onerme 4.3.1, Onerme 4.3.2 ve Onerme 4.3.3' ten dolay1 n=2 ve n =
3i¢in sonu¢ aciktir. n >4 olsun. I, —S,21,; T, —S, 2T, ve P, - T, 2P,
olup yukarida verilen hatirlatmadan dolay1

qrank(l,,) = qrank(S,) + 1

grank(7T;,) = qrank(S,) + 1

qrank(B,) = qrank(7T,) + 1
olup Onerme 4.3.1, Onerme 4.3.2 ve Onerme 4.3.3’ ten sonug elde edilir. m

4.4.I,, de Baz: ideallerin Quasi-idempotent Ranklar

n=2vel<r<n-1igin
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Ly ={a € I;: |im(a)| <1}

Shy,=1,,US,

n=23vel<r<n-—1igin

Al =Iny U Ay

olarak  tammlansm. I,,_; =L,\S, ve Sl,,_4 =1, olduguna dikkat
edelimV a, B € I, icin im(af) S im(B) ve |im(B)| < r oldugundan im(af) <
rolup af € I, dir. AyricaV a € I, ., ¥y € I, igin |[im(ay)| < r ve [im(ya)| < r
olup ay, ya € I,,, olacagindan I, ,,I,, nin bir idealidir. Benzer sekilde SI,,, ve
Al , de I, grubunun birer idealidir.

Simdi bu bolimde kullanacagimiz temel Ozellikleri hatirlayalim:
a € Q(S,) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul @ nin ayrik 2-devirlerin garpimi
seklinde yazilabiliyor olmasidir; @ € Q(4,,) olmasi igin gerek ve yeter kosul @ nin

cift sayida ayrik 2-devirlerin ¢arpimi seklinde yazilabiliyor olmasidir.

Onerme 4.4.1.n>2 ve 1 <r <n— 1 olmak iizere a,f € I, » igin

(a,B) € L & im(a) =im(B)

(a,B) € R & dom(a) = dom(p)

(@, ) €D & |im(a)| = [im(B)]

(a,B) e H & im(a) = im(f) ve dom(a) = dom(pB)

A w0

Ispat. Ganyushkin, Mazorchuk (2009), Theorem 4.5.1” in sonucudur. m

Bu 6nermenin agik bir sunucu olarak, n > 2 ve 1 < r < n — 1 olmak tizere
I, der + 1 tane D — smufi vardir. Bunlar 0 < k < ri¢in
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Dy = {a € I, ,: |lim(a)| = k}

seklindedir. 1 <k <r—1 i¢in « € D, ve dom(a) = {a; < -+ < ai} olsun. O

halde a y1
_ (a1 a Xn\domm))
- ala see aka —_—
veya kisaca
. al see ak
= (alo( akoc)

seklinde yazariz.

Onerme 4.42.n>2,1<r<n—1ve0 <k <r— 1icin Dy € (Dj4,) dur.

. _ al cee ak ,
Ispat. a—(ala aka)EDk olsun. 1<k<r—-1<n-2 olup a,a' €

X, \{ay,...,ax}ve b € X,\{a;q, ..., aja} vardir. Bu notasyonlarla

(4 A
B - (al a a) € k+1
a, a a’)
= €D
14 (ala aya b ke+1

seklinde tanimlansin. @ = By oldugundan a € (Dj, 1) olup Dy, S (Dy41) oldugu

elde edilir. m

Sonu¢443.n>2,1<r<n-1li¢inl,, =(D,).m
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Sonu¢ 444.n>2,1<r<n-—1ve @ # A C I, olsun. A kiimesinin I,,,- nin

bir doguray kiimesi olmasi icin gerek ve yeter kosul D,- € (A) olmasidir.m

Va,B €I, i¢in |im(af)| < min{im(a),im(B)} olup 0 <k <r —1 igin
UK, D; ile Dy, smifindaki elemanlar iiretemeyiz. O halde I, nin minimal
doguray kiimelerini incelemek istiyorsak D, simifin1 iretmemiz gerekli ve yeterli

oldugundan sadece D,. sinifinin alt kiimelerini diisiinmemiz gerekmektedir.
Teoremd445 n=>2,1<r<n-—1ve

[12] n=2 r=1
& =41[12][3] -+ [n] n=3 r=1
1 2)[r+1]--[n] n=3, 2<r<n-1

olmak tizere D, < (S,, U {&}) dir.

Ispat.n >2, 1<r<n-1 olmak iizere a € D,, dom(a) = {ay,...,a,} ve

X,\im(a) = {by, ..., b,_,-} olsun. Bu notasyonlarla

_(a; v Ay Qrpq v Gy
ﬂ - (1 cee r r+1 ves n) ESTI
((1 2 ) ~ o
!(bl aa €5, n=2, r=1ise
y=<(1 2 3 - n ) o
(bl a,a¢ by, -+ by_q € 5y n=>3, r=1ise

ven=3,2<r<n-—1ise
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_(1 2 3 T r+1 - n )
v= a,a a,@ aza - a,a@ b o by,

olarak tanmimlansin. Her durumda S, y € S, ve a = B¢y olup D, € (S, U {&})

oldugu elde edilir.m

Sonu¢ 446. n=>3 ve 1<r<n-—1ve £ €D,, Teorem 4.4.5° te tanimlanan
eleman olmak iizere ST, = ((12), (12 ...n), §) seklindedir.
Ispat. I, = (D,), D, € (S, U{&}) ve S, = ((12), (12 ...n)) olup sonug agiktir. m

Daha oOnce verdigimiz iyi bilinen bir 6zelligi hatirlayalim. S bir sonlu
yarigrup ve T, S nin bir alt yarigrubu olmak tizere S — T, S nin bir ideali olsun. O
halde bir@ # A € Si¢in S = (A) iken T = (T n A) olur.

2, n=

2 . .
3 n>3 seklindedir.

Sonug44.7.n>2ve 1 <7 <n—1iginrank(Sh,) = {

Ispat. SIy \Sn = Iy, SI,, nin bir idealidir. Yukaridaki hatirlatmadan dolay:
rank(SI,,) = rank(S,) + 1 oldugunu biliyoruz. Ayrica rank(S;) =1 ve n >3
i¢in rank(S,) = 3 olup SI,, = ((12),¢) ve n = 3 i¢in ST, = ((12),(12...n), &)

oldugundan sonug aciktir. m

Simdi de daha oOnce tamimladigimiz bir notasyonu ve a,f € Q(S,)
elemanlarim hatirlayalim: 2 < m < n olmak tizere (by, ..., b,) herhangi bir sirali

m-li olsun. Budurumdai # j,1 <i,j < migin (bibj) bir 2-devir olmak {izere

(b1by)(bybyy_1) ... (b%b%H) m ¢ift dogal say1 ise
[[bl' ey bm]] =

(b1by)(byby_1) ... (bm__lbm+3) m tek dogal say1 ise
z 2
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seklindedir. Ayrica, n > 4 ve (a, ...a,) € S, herhangi bir n-devir olsun. O halde
a,f € Q(S,) i¢in aff = (a, ...a,) olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul a ve f nin

asagida verilen n tane formdan biri olmalaridir.

ars o i) [[@rs2s - a0,

ay, o Qr2l][[@rs3, - an]] (1 <k <n—4ven > 5);

I:

al,... an 1 ],

A, ) Ap_q

[ ]
[ ]
[ay, ..., an—z]](@n-1an),
[ ]
[ ]

o a=[lay, ., a]]
B = [[az, ...,an]];
o a=[lay .. anl],
B = (a1a;)|las, ..., ay]]

Bu notasyonlarla

1 n=2ise
Sn =((12),a,B) ve grank(S,)= {2 n = 3ise
3 n=4ise

oldugunu biliyoruz.
2 n =2ise
Sonu¢ 4.4.8.1 <r <n — licinqrank (SI,,,) =43 n = 3ise .
4 n = 4ise

Ispat. SI,; =((12),é), 1 <r <2 igin SI3, = ((13),(23),é), n=2vel <r <

n —1 igin SI,,,, = ((12),a, B,¢) oldugu agiktir. Ayrica SI,,\S, = I, Sk, NiN
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ideali olup yukaridaki hatirlatmadan dolayr qrank (SI,,) = grank (S,) + 1

oldugundan sonug agiktir. m
Teorem4.49.n>3vel <r <n-—1igin

_([12][3] -+ [n] n>3 ve r=1 ise
é?_{(12)[r+1]---[n] n>3 ve 2<r<n-—1 ise

olarak tanimlaniyor olmak iizere D, € (4, U {¢}) dir.

Ispat. n >3 ve 1<r<n-—1 ve a €D, olsun. Teorem 4.4.5" te tanimlanan

B,y € Sy ile @ = B&y oldugunu hatirlayalim. n > 3 ve r = 1 iken

B B €A, ise
p' =1B(n—1n) B & A, ise

4 Yy € 4, ise
Y =13v(b1 by) Yy € Ay ise

seklinde tanimlanirsa 8',y’ € A, ve a = B¢y’ olur.

n=>3ve2<r<n-1ign

B, B € A, ise
B’ =1B(12), B ¢ A, ise

Y, y € 4, ise
Y =112)y, Yy & A, ise

seklinde tanimlanirsa 8,y € A,, ve
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Lo [BEY, By €A, veya B,y & A,
B'E*y, diger durumlarda

olur. Her durumda D,- € (4,, U {&}) oldugu elde edilir. m
Sonu¢ 4.4.10. n = 3 icin

((123),¢) n=3, 1<r<2ise
AL, =3((123),(12...n),§) n =4tektamsayive 1 <r <n— lise
((123),(23...n),¢) n =4gifttamsayive 1 <r <n — lise

olur.

Ispat. A; = ((123)); n > 4tektamsayr ise A4, = ((123),(12...n)) ve n=>
4 ¢ift tamsay1 ise A, = ((123),(23...n)) oldugunu biliyoruz. Ayrica Teorem
4.4.9’ dan D, € (A, U {£}) olup sonug elde edilir. m

n=3 ve 1<r<2ise

. 2
Sonug 4.4.11. n > 3 igin rank(Al,,) = {3 v SIS

Ispat. Al \A, =L, Al,, nin bir ideali olup rank(Al,,) = rank(4,) + 1

oldugu elde edilir. Ayrica,

1, n=3ise

rank(4,) = {2 n = 4ise

olup Sonug 4.4.10° dan dolayi1 sonug elde edilir. m
Simdi de baska bir notasyonu hatirlayalim: 4 <m < n ve (b, b, ..., b,,)

herhangi bir sirali m-li olsun. 1 < i, j < m i¢in (b;b;) bir 2-devir olmak iizere
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(b1b) (b2bm—1) - (bm_—zbm_+4) ,m ¢ift dogal say1

#

[[by, ... b]]” = z 2
(b1b) (b2bm—1) - (bm—3bm+5) ,m tek dogal say

2 2

seklindedir. Ayrica Teorem 4.2.1°den

((13) [[4, ..., n]]? n=0 mod 4 ise
o= { (12) [[4, ..., n]] n=12 mod 4 ise
\(12) [[4, ..., n]]* n=3 mod 4 ise

((23) (2% n=0 mod 4 ise
_ 4 (13) [[4, ..., n]] n=12 mod 4 ise

n+3 n+5

l(13) (T T) n=3 mod 4 ise

ve

((In)(23) [[4, ...,n — 1]] n=0 mod 4 ise

(14)(23) [[5, ..., n]] n=1 mod 4 ise
Yy =424 [[5,...,n]] n=2 mod 4 ise
l(14) [[5,...,n]] n=3 mod 4 ise

olmak tizere 4,, = (@, B,y) oldugunu ve Sonug 4.2 2’ den n = 5 i¢in qrank(4,)=3
oldugunu biliyoruz.

Sonu¢ 4.4.12.n>5ve 1 <r <n - 1iginqgrank (Al,,) = 4.

Ispat. n>5ve 1<r<n-—1i¢in Al,, ={(a B,v,&) olur. Ayrica a,B,y,§ €
Q(4,) ve £e€Q(D,) dir. Al \A, =1I,,, Al,, nin bir ideali olup ilgili
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hatirlatmadan qrank (AIn,r) > qrank (4,) + 1 olur. Boylece qrank (Al,,,) = 4

oldugu elde edilir. m

4.5. Quasi-idempotent iliskili Ranklar

S bir yarigrup ve @ # U < S belirlenmis bir alt kiime olsun. Eger S = (A U U)
olacak sekilde @ # A S S varsa A kiimesine modiilo U ile S yarigrubunun bir
iligkili doguray kiimesi denir. Modiilo U ile S yarigrubunun sonlu bir iligkili

doguray kiimesi varsa S nin iligkili rank1
rerank(S: U) = min{|A[: (AU U) = S, |A| < oo}

seklinde tanimlanir.

Bu kavramlar 06zel olarak quasi-idempotent elemanlar i¢in de  sOyle
uyarlanmistir: S bir yarigrup ve @ # U € S belirlenmis bir alt kiime olsun. Eger
S =(AUU) olacak sekilde @ # A € Q(S) varsa A kiimesine modilo U ile
S yarigrubunun bir iligkili quasi-idempotent doguray kiimesi denir. Modiilo U ile
S yarigrubunun sonlu bir iligkili quasi-idempotent doguray kiimesi varsa S nin

iliskili quasi-idempotent ranki
reqrank (S:U) = min{|A|: (AU U) = S,A € Q(S),|A| < =}
seklinde tanimlanir.
n=>2vel<r<n-—1olmakiizere

PK,, = {a € P;:|im(a)| <1}

Kny ={a € Ty:|lim(a)| <1}
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seklinde tamimlanir. PK,,, B, yarigrubunun ve K,, de T, yarigrubunun alt
yarigrubu oldugu aciktir. Gergekten de Va,f € PK,, (K,,) i¢in |[imaf| <
|imB| = r oldugundan sonug agiktir. Bu altyarigruplar ele alinarak 1 <r <n—1

i¢cin

Tor = Knyr USn
PT,, = PK,,US,
Anr = Knr U Ay
PAn, = PK,, U4,

seklinde tanimlanir. Ayrica
X1 +x,++x.=n X1 2x3 =2 2% 21

esitliginin tamsay1 ¢oziimlerinin kiimesi P,.(n) olmak iizere |B.(n)| = p,(n) olarak

tanmimlanir. Yigit, Ayik ve Ayik (2017)

rerank(Ty, ,: Sp,) = p(n),
n-—-r
rerank(PT, ,:S,) = Z pr(n—s),
$=0
rerank(4,,:4,) = pr(n),

rerank(PA, : Ay)

ni pr(n—s)
s=0

oldugunu gosterdi. Bugay (2020a) modiilo S, ile SI,, ,- nin iliskili rankim ve iligkili
quasi-idempotent rankini; modiilo A,, ile A, nin iligkili rankin1 ve iliskili quasi-
idempotent rankini elde etti. Simdi bu sonuglar1 verelim.

Sonu¢4.51.1<r<n-—1igin
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rerank(SIn’r:Sn) = reqrank(SInrr:Sn) =1
seklindedir.

Ispat. 1 <r <n—1 igin SI,,, = (S, N {¢}) ve & € Q(D;) olup Sonug 4.4.7 ve

Sonug 4.4.8” den sonug elde edilir.m

Sonu¢ 452. n>3 ve 1<r<n-1 icin rerank(4l,,:4,)=1n>5 ve

1<r<n-1igin reqrank(AInm:An) = 1 dir.

Ispat. n >3 ve 1 <r <n—1igin Al,,, = (4, N {€}) ve & € Q(D,) olup Sonug
4.4,10 ve Sonug 4.4.12° den sonug elde edilir. m
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