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Doga srali X, ={12,K,n} kiimesi Uzerindeki tim tam dontstimlerin
yarigrubunu T ile, ve tum kismi donusumlerin yarigrubunu PT,_ ile gosterelim. Biz

bu tez de PT, nin elemanlari carpanlara aywan bir algoritma verdik. Bu

algoritmay: kullanarak tim kismi donustimler yarigrubu icin bazi doguray kimeleri
elde ettik.
T intim sira koruyan elemanlarinin olusturdugu yarigrubu O,
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ve PT_'nin tim kismi sira koruyan elemanlarinin olusturdugu yarigrubunu PO, ile
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1. GIRIS

Yarigrup Teorisi, son 60 yildir matematigin énemli calisma alanlarindan biri
olmustur. Ozellikle de doniisiim yarigrublar: yogun bir sekilde calisiimaktadir. Bu
yarigruplarin yapisi, bazi elemanlarin sayisi, doguraylari, takdimleri ve ranklar: hala
yaygin bir sekilde calisiimaktadr.

Donlsum yarigruplarinin doguraylari ile ilgili ilk ¢alismalardan biri singuler
doéntsim yarigrubunun idempotentler tarafindan dogruldugunu gosteren J.M. Howie
nin, 1966 yilinda yayimlan ¢aligmast olmustur. Tim tam dontstmler yarigrubunun
idempotentlerinin eleman sayilar: ilk defa Tainiter in 1968 yilinda yayinlanan
calisgmasinda bulunmustur.  Ayrica, Howie 1971 yilinda sirakoruyan donistim
yarigrubunun idempotent elemanlarimin sayisimin 2n-inci Fibonacci sayisina esit
oldugunu gostermistir. Gomes ve Howie, 1992 yilinda sirakoruyan ve kismi
sirakoruyan donisum yarigruplarimin idempotentler tarafindan dogruldugunu ifade
etmis ve doguray kimelerinin minimal eleman sayisint hesaplamistir. G. Ayik, H.
Ayik ve J. M. Howie (2005) singuler donisim yarigrubunun doguray kimesinin
idempotentler disinda m-patika ve (m,r)-patika olabilecegini de gostermistir.

G. Ayik, H. Ayik ve J. M. Howie 2005 yilinda tam dénisum yarigrubunun
elemanlarint  bir carpanlarina ayirma algoritmasim gelistirerek, tam donistim
yarigrubunun elemanlar: ve altyarigruplari ile ilgili baz1 yeni sonuclar elde etmistir.

Calismaya kolaylik saglamast agisindan, X, ={1,2,K,n} Uzerindeki tim tam
dontstimler yarigrubunu T, ile, tum kismi donustimler yarigrubunu ise PT, ile
gosterecegiz. Ayrica T, yarigrubunun tim sirakoruyan donustmlerinin olusturdugu
yarigrubu O,, tum kismi sirakoruyan donustimlerin olusturdugu yarigrubu PO, ile
gosterecegiz.

Once tim tam doniisim yarigrubu T icin G. Ayik, H. Ayik ve J. M. Howie

tarafindan 2005 vyilinda yaymnlanan calismalarindaki carpanlarina  ayirma
algoritmasin1  verecegiz. Bu calismadan yola c¢ikarak, tim tam donistim
yarigrubundaki carpanlarina ayirma algoritmasini tim kismi déntsim yarigruplarina
genelleyecegiz. Elde edilenler dogrultusunda carpanlarin ayrik ya da bir ortak
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elemanli oldugunu carpanlarina ayrilis teoremi ile verecegiz. Burada gizel olan
carpanlarin bir ortak elemanlarinin olmasi durumunda ikinci garpanmin yapisinin
belirgin olmast yani m-patika olmasidir.

Dordincii bolimde, tim kismi singiler donlstim yarigrubu SPT, = PT \S,
nin m-patikalar tarafindan dogrulacagim gosterecegiz. Bu boliimde ayrica carpanlara
ayrilisin cebirsel ozelliklerini verecegiz. Bununla birlikte her farkli yapidaki (m,r)-
patika-devirlerinin dogurdugu monojenik altyarigrup yapilarin: verecegiz.

Besinci bolumde, kismi sirakoruyan donisum yarigrubu PO, deki defekti
(noksanligr) 1 olan elemanlarin kismi m-patika yapisinda olacagin verecegiz. PO,
yarigrubundaki kismi m-patikalar carpimimin idempotentleri verdigini gosterecegiz.
Amacimiz, kismi m-patikalar kiimesinin PO, nin doguray kimes oldugunu

gostermektir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bdlumde ileride kullanacagimiz bazi tamm ve teoremleri verecegiz.

Tamm 2.1 Sbos olmayan bir kiime olsun. O zaman
0:S"S® S

seklinde tanimlr dontsimine S Gzerinde bir ikili islem ve (S,0) ikilisine de bir
grupoid denir. Her a,bl Sigin (a,b) nin ikili islem altindaki goruntiisini aob ile

gosterecegiz.
Tamm 2.2 (S,0) bir grupoid olsun. Her a,b,ci S igin
ao(boc)=(aob)oc

ise (S,0) ikilisine bir yar:grup denir.

(S,0) bir yarigrup olsun. Biz islemlerde kolaylik saglamak adina (S,0) ikilisi
yerine S ve her a,bl Sicin aob yerine abifadelerini kullanacagiz.
Tamm 2.3 S bir yarigrup ve el Solsun. Her al S icin ea=aise e ye S nin bir
sol birim eleman:, her al S icin ae=aise e ye S nin bir sag birim eleman: denir.
Hem sag hem de sol birim olan bir elemana birim eleman denir.

Bir yarigrupda birden fazla sag veya sol birim eleman olabilir. Fakat bir
yarigrupda birim eleman varsa kolayca gosterilebilir ki birim eleman tektir. Mevcut
ise birim eleman 1 ile gosterecegiz.

Tamm 2.4 Birim elemanl1 bir yarigruba bir monoid denir.
Tamm 2.5 S bir yarigrup ve zI Solsun. Her al S icin za=1z ise z ye Snin bir
sol sfir eleman:, her al S igin az=z ise z ye Snin bir sag sfir eleman: denir.

Hem sol hem de sag sifir olan elemana sfir eleman denir.
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Bir yarigrupda birden fazla sag veya sol sifir eleman olabilir. Fakat bir
yarigrupda sifir eleman varsa kolayca gosterilebilir ki sifir eleman tektir ve biz bunu
0 ile gosterecegiz.

Tamm 2.6 S bir yarigrup ve el S olsun. Eger € =exe=e ise e ye S’nin bir
idempotent eleman: denir. Ayrica her elemam idempotent olan yarigruba bir band
denir.

Sol sifir, sag sifir, sifir, sol birim, sag birim ve birim elemanlarin idempotent
oldugu kolayca gosterilebilir.

S herhangi bir yarigrup olsun.

S 1S

-
S=lsem 1is

olarak tammlansin. S* tizerinde ikili islemi her s,tT S'igin

ist st S

s t=1
St =

.I.t s=1

1 s=t=1

seklinde tammlanirsa S' bir monoid olup, S'e gerekir ise birim eleman eklenerek S
den elde edilmis monoid denir.

Tamm 2.7 S bir yarigrup ve T 1 S olsun. Her a,bl T icin abT T ise T ye Snin
bir altyar:grubu denir ve T £ S ile gosterilir.

2.1 DOnusum Yarigruplar

Tanim 2.8 X bos olmayan bir kime olsun. X“ X kartezyen carpiminin her alt

kiimesine X Gzerinde bir bag:nt: denir. X Gzerindeki tim bagintilarin kiimesini B,

ile gbsterecegiz.
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Onerme2.9Her a,b1 B, igin
aob :{(x, y)T X X:zl Xigin (x,2)T a ve (zy)1 b}
seklinde tammlanan ikili islem ile B, bir yarigrupdur. Ayrica birim eleman,

1, :{(x,x):xT X}

olan bir monoid olur. Herbir a1 B, elemammn gorintii kiimesi, tamm kiimesi ve

ters sirasiyla

im(a) ={yT X:(xy)l a}

dom(a)={x1 X:(xy)I a}

:{(y,x)T X" X:(xy)1 a}

seklinde tanmlidr.

Tanim 2.10 a1 B, olsun. Her xI dom(a) icin |xa|=1 ise a bagintisina bir kismi
donusum denir. X Gzerindeki tim kismi  donUsimlerin  kimesini  PT, ile
gosterecegiz. Boylece al PT, ise her x,y,y,1 X icin(x,y,)l a ve (x,y,)I a
oldugunda y, =y, olur.

Onerme 2.11 Tum kismi donustiimlerin kiimesi PT, , tim bagintilar yarigrubu B, in

bir altyarigrubudur.
Ispat:a,bT PT, ve (xy,).(xy,)T ab olsun. O zaman

(x.z)l a, (z,y,)T bve(xz)ia, (z.,v)b

olacak sekilde z,z,1 X mevcuttur. Boylece al PT, oldugundan z =z,, ve

dolayisiyla b1 PT, oldugundan y, =y, olup ab1 PT, olur.
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Tamm 2.12 al PT, i¢in dom(a)=X ise a ya bir tam dontstim denir. X
Uzerindeki tiim tam dontsumlerin kiimesini T, ile gosterecegiz.
Onerme 2.13 Tam donUsumlerin kiimesi T, , tim kismi donlstmler yarigrubu PT,

in bir altyarigrubudur. [

Tamim 2.14 T, yarnigrubuna X Uzerindeki tam dontstmler yar:grubu denir. T, in
herhangi bir altyarigrubuna da (tam) dontsumler yar:grubu denir.

Tanim 2.15al T, olsun. Eger her xI X igin |xa'1|:1isea ya bir permiitasyon
denir. X tzerindeki tim permUtasyonlarin kiimesini S, ile gosterecegiz.

Tamim 2.18 Tum permitasyonlarin kiimesi S, , tam donustmler yarigrubu T, in bir

alt yarigrubu olup S, e X Uizerinde simetrik grup (permitasyon grubu) denir.

|X|=nise X =X, ={1,2,K,n} olarak kabul edip, B, , PT, ,T,,S, yerine

srasyla B, PT,,T,,S, ifadelerini kullanacagiz. Bu durumda

S E£T £PT £B

olur.
Her bir a1 PT, igin
fix(a)={xT X,:xa =x

shift(a) =X, - fix(a)={xI X,:xa® x}

seklinde tanumlidhr.

Tamm 2.19 S bir yanigrup ve X | S olsun. Snin X i igeren tiim altyarigruplarimn
kesisimine, X in dogurdugu altyar:grup denir. Bu atyarigrup (X) ile gosterilir.
Eger S=(X) ise X'e S nin bir doguray: (doguray kiimesi) denir. Burada X sonlu

ise Sye sonlu dogurayl: yar:grup denir. Eger S sonlu dogurayl: yarigrup ise
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rank(S):min{|X|:X i s, S:<X>}
degerine Sninrank: denir.

S bir yangrup ve X i Sicin{X)=1{U:U £SveXi U} oldugu tammdan

gorulur. Buradan

i) XTI (X)ve

(i) UESveXi Uise(X)I U

olur.

Tanim 2.20 S bir yarigrup ve E=E(S) de Sdeki tim idempotentlerin kimesi

olsun. Eger bir X 1 E i¢in S=(X) ise X e bir idempotent doguray denir.

Teorem 2.21 S bir yarigrupve T £ S olsun. S- T, S nin bir ideali ise Snin her

X doguray1 icin dyle bir Y I X vardir ki Y de T nin dogurayidhr.

Ispat: Sninher X dogurayiicin Y =X CT aindiginda S- T, S nin bir ideali

oldugundan kolayca gosterilir ki Y de T nin dogurayi olur. [
Permitasyon olmayan tam donUsumlere singiler donistim diyecegiz.

X,={12,K,n} olmak Uzere tim singller dontstmlerin kimesini ST, ile

gOsterecegiz. Boylece ST, =T - S, olur.

Burada a,b,q,gl PT, donusimleri asagidaki sekilde tammlayalim.

. 8 2 3 L no
a‘@”'lﬂ‘gz 1 3 L ng

a 2 L n-1 no

bEg2knlgze, 5 o g
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_,_|_\_aél. 2 3 L no
9=¢ B7¢ 2 3 L nj

Teorem 2.22 Yukardaki notasyonlar ileS, =({a, b}) olur. Ayrican? 3

icinrank(S,) =2 olur.

Ispat: Ispati icin Rotman (1994) e bakinz. m
Teorem 2.23 Yukardaki notasyonlar ile T, =({a, b,q}) olur. Ayrica n? 3 igin
rank(T,) =3 olur.

Ispat: Ispatiicin Howie (1995) e bakiniz. m
Teorem 2.24 Y ukarda ki notasyonlar ile PT, :<{a,b,q,g}> olur. Ayrica n3 3 igin
rank (PT,) =4 olur.

Ispat: Ispatiicin Howie (1995) e bakiniz. m
2.2 Donusum Yarigruplarimin Carpanlara Ayrihisi ve Doguraylar

Bu kisimda X, ={1,2,...n} veT, deX, Uzerindeki tim tam dontstmler

yarigrubunu gosterecektir.

Biral T, icin X ={x,%,,...x,} | X, olmak tzere

XA =%, XA = Xy, Xy @ =X, %8 =% (% T X)
veher xI X - X

Xa =X

ise a yabir (m,r)- patika- devir denir; ve

a = X, %, Xo| X
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seklinde gogerilir. Burada m ye a nin indeksi (uzunlugu) ve r ye a mn periyodu
denir. Ozel olarak,

(M eger  =misea yabir m- patika;
(i) eser m3 2 ver=1 isea yahir m- devir;
(iii) eger m=r=1 ise a yabirim patika

denir.

Eger a bir birim patika ise birim donusim olup, birim dénisimi daima
a = gll1g olarak yazacagiz. Ayrica a =gx,,..., X, ., X| X seklindeki bir m- patikaya
bir x e patikadir diyecegiz.

Eger a =§X, %, .. X,|xf ise n@)={x.%,...x,} olarak tarumlanr.

Herhangi iki a,b1 T patika-devirleri igin

n@)cr(b)=£&

ise a veb ya ayrik patika-devirler denir. Eger r,(a)Cr,(b) kimesi sadece bir

elemandan olusuyor ise a veb yal-bagl: patika-devirler denir.

Simdi T, nin elemanlar: igin G. Ayik, H. Ayik ve J. M. Howie nin 2005

yilinda yayinlanan makalelerinde ifade ettikleri algoritmay: verelim:

2.2.1 Algoritma

al T olsun. Eger a birim doniisiim ise a = g]jlg olur. a birim donisim degil ise

xI X_igin
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m

X, xa,xa’xa’, ..xa"m,..
seklindeki dizileri g6z 6nine alalim. Bu dizilerdeki tim elemanlar birbirinden farkl
olamayacagindan bazi elemanlar belli bir adimdan sonra tekrar etmek zorundadir.
Dolayisiyla, her bir x1 shift(a) icin
X, Xa, ..., xa '

elemanlar: birbirinden farkl, fakat

xa {x,xa,...,m"*}

olacak sekilde bir k T Z* vardir. Boylece, her bir x1 shift(a) igin

ky +1 |:l

Xam

angx,m,...,m"x

seklinde bir patika-devir tamimlanir, ve bunlara a nin bir garpan: denir. Ayrica a nin
indeksi (uzunlugu) en biyuk olan garpanina birinci ¢arpan denir, ve a, ile gosterilir.
(Eger ayni uzunluga sahip birden fazla birinci garpan var ise X i en kiglk olan a, i

a, olarak segecegiz.) Eger

a?:x ® X,

dontstimii, her X1 X icin
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olarak tammlanir ise
a=aa®

olup, a” dénuisimiine a nin birinci boleni denir. a nin ikinci carpan a, veikinci

boleni a'® de a® in birinci carpam ve birinci béleni olarak tarimlamr. Benzer

sekilde carpanlar ve bolenler tammlanmaya
a,t gligve a™ =ghy
elde edilinceye kadar devam edilir. Boylece
a=aga,La,

olur. Bu durumda p ye a min patika-devir rank: denir; ve pcr(a) ile gosterilir.
Ayrica, eger a birim donisumise pcr(a) =0 olarak tarmmlanr.

Eger a 1 S, isea min devirlerin garpimu olarak yazilis: ile patika-devirlerin
carpimu olarak yazilis cakisir. Ancak, grup teorideki notasyon ile (x;, X, ..., X,)

devri bu tezde kullanilan notasyon ile gx,, X,, ..., X,| | seklinde yazilir; ve

EX0 Xy eeny X | X = B0 Xa ooes Xy X0 X = e = X0 X0 X, wver Xiya| X
olur.

Bir al T, yukarda ifade edilen algoritma ile patika-devirlerin bir carpim olarak
yazildiginda devirlerin sayisimt cycl (a), devir olmayan patika-devirlerin sayisin

pr(a) ile gosterilsin.

11
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d 2 3 45 6 7 8 9 1046,

= +|10ise
84 7 96 7 410 4 3 74

Ornek 2.25 a

a = g.4,6/44€2 7.10[7pg3, 9(3p65. 7| 708 448
olup, pcr(@) =5, cycl(a)=1 ve pr(a) =4 olur.

Goruntide olmayan elemanlarin sayisi, yani @ mn noksanhigi (defekt)

def (a) ile gosterilir ise
def (a)=|X - im(a)

olur. Kolayca gorilir ki eger a1 T, bir devir olmayan patika-devir ise noksanhg 1,

yani def (a)=1 olur.

Simdi G. Ayik, H. Ayik ve J. M. Howie nin 2005 yilinda yayinlanan
makalelerinde ifade ve ispat ettikleri teoremi verelim:

Teorem2.26 al T, olsun.
(i) per (a) =def (a)+cycl (a)=pr(a)+cycl (a).
(ii) a,a,,...a,, & mn capanlar olsun. O zaman, her i, j1 {1,2,.., p}
ve i <] icin a; ve a; patika-devirleri ya ayriktr ya da 1-baghdir
(diger bir ifade ile |r1(ai)(;r1(aj)| =0veyal olur). Eger bir xI X
igin rl(ai)(;rl(aj):{x} ise
a. a,; vea, patikardevirlerinin her ikisi de devir degildir;
b. a, =g, K, X, .. %,|x§ise X! X olur; ve

c.  a; =gy, K,Y, 1, x|xy seklinde tammixchr.

12



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Fatma CINAR

Ispat: Ispatiicin Ayik, Ayik ve Howie (2005) ye bakinz. m
Sonug 2.27 Bir carpana ayrilistaa; ve a; carpanlarinin degismeli olmas: icin gerek
veyeter kosul a; ve a; lerinyaayrik yadaaym x e patikaolmasidir.

Ispat: Ispatiicin Ayik, Ayik ve Howie (2005) ye bakiniz. m
Teorem 2.28 al ST, olsun. O zaman a =b,L_b, olacak sekilde devir olmayan
b,,K,b, patika-devirleri vardr.

Ispat: ispatiicin Ayik, Ayik ve Howie(2005) ye bakinz. n

Singiler donustimler yarigrubu ST, idempotent elemanlar1 tarafindan
uretildigi iyi bilinmektedir (bkz Howie (1966). Bu gercek yukarda ki notasyon ile
tekrar ifade ve ispat edildi.

Teorem 2.29 ST, nintum 2-patikalarinin klimesi ST, ni Uretir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 bizim icin énemli oldugundan ispat: yapalim (ayrica, bkz
Ayik, Ayik ve Howie (2005)). Her 2E£r <m£n igin

éXl,Xg,---,XnJXr E]Zéxm%.1|><r.1l§lé>ﬁ,xzv--’xrn|xml§l

ve

B0 X 1Ko Yo 8= 81 K| X B X0 X 1| X 2

oldugundan

65X X X X, B 85 X 2] X B 12 Ko X B 2+ Ko 2] %o 2 B €% 2 %,

olur.

Bdylece bir dnceki teoremden istenilen sonug elde edilir. [
Teorem 2.30 2£ m£ n igin ST, nintum m-patikalarimn kiimesi ST, ni Uretir.
Ispat: Bu teoremin ispat1 da bizim icin 6nemli oldugundan ispat1 yapalim (ayrica,
bkz Ayik, Ayik ve Howie (2005)). Teorem 2.29 da m=2 icin yapildi. Biz m>2

13
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kabul edelim. Her hangi bir gxl,x2|x2g 2- patika verilsin. Herhangi farkli

X, %, X, X1 X, €lemanlart igin

2 = §0 % 1K X, %, % 0

ve

b = X, X Xy vees X 10 X Xo| X B

alindiginda ab = gx,, x,| x, fj olur. Boylece m- patikalar, 2- patikalar ve dolayisiyla
ST, ni Uretir. n
Teorem 2.31 Eger n3 m3 2 ve m ¢ift ise tUm 2-patika ve 2-devirlerin kiimesi T, i
dogurur. Ayrica n® m3 3 ve m tek ise tim 2-patika ve 2-devirlerin kimesi T, deki
SA =ST E A kiimesini dogurur (Buradaki A kiimesi alterne grubudur).

Ispat: ispatiicin Ayik, Ayik ve Howie(2005) ye bakiniz. m
Teorem 232 2Emr £nicin ST,  (m,r)- patika-devirleri tarafindan dogrulur.

Ispat: Ispatiicin Ayik, Ayik, Howie ve Unlii (2005b) ye bakiniz. m

T, tim donustmler yarigrubunun herhangi bir alt yarigrubu Sve X de S nin
herhangi bir doguray kiimesi ve 1£ m;r £n olsun. Eger X nin tim elemanlari

(mr)- patika-devirler ise X e S nin bir (m,r)- doguray: denir. Ayrica
rank,, (S) =min{|X|: X, Sninbir (m,r)- doguray}
sayisina Snin bir (m,r)- rank: denir.

Teorem 2.33 n® 3 ve n3 m2 r 3 2 icin rank,,, (ST,) =n(n- 1)/ 2 dir.

Ispat: Ispatiicin Ayik, Ayik, Unlii ve Howie (2005b) ye bakiniz. m
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3. KISMI DONUSUM YARIGRUBUNDA CARPANLARA AYRILIS

Bu bolimde kismi dontsumler yarigrubunun elemanlarinin ¢arpanlara ayrilis
yontemi verilecektir.

X,={12...,n} sonlu bir kime olsun. X, Uzerindeki tim kismi

donisumlerin  kimesini  PT_ seklinde gostermistik. Onceki bolimde T, nin

elemanlar1 icin yapilan bazi tanimlarr kismi dontisimler yarigrubunun elemanlarina
genelleyelim.
Herhangi bir al SPT =PT -T  demamn, bir m-1 elemanh

X ={X,%, ... Xp } [ X, igin

Xa =X, X,a = X5,y X8 = X g

ve x_,al doma isea yabir kismi m- patika denir; ve

a :@X1X2Xm1|t§l

seklinde gogerilir. Burada m ye a min indeks (uzunlugu) denir. Ayrica, a nin

periyodu sifir olarak tammlanir. Ayrica, bir kismi m- patikaya bir (m,0)-

patika- devir de diyebiliriz. Biz hem (mr)- patika-devirlerine hem de kismi

M - patikalarina kisaca kismi patika-devir diyecegiz.

Eger a =X, %, ..., X,.1,- | - ff bir kismi m- patikaise

n@) :{X1’X2""’Xm-1}
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olarak tammlamir. Herhangi a,b 1 PT, kismi patika-devirleri igin
n@)cr(b)=£&

ise a veb ya ayrik kismi patika-devirler denir. Eger r,(a)Cr,(b) kimesi

sadece bir elemandan olusuyor ise a veb ya1-bagl: kismi patika-devirler denir.

3.1 Carpanlara Ayirrma

Bu bolimde PT, deki tum elemanlarin kismi patika-devirlerin bir carpim
olarak yazilabilecegini gosterecegiz. Once T, nin elemanlar: icin Ayik, Ayik ve
Howie (2005) makalelerinde ifade ettikleri algoritmay: tim kismi donustmler
yarigrubuna uygulanabilecek sekilde genelleyelim.

Birim olmayan herhangi bir al PT  donisimini ele alahm. Eger
xl dom(a)- fix(@a) ve her ki Z"E{0} icin xa'T dom@) ise

xa "1 {x,xa,Kxa"} olacak sekildeki en kigik k I Z" icin

ky +1 |:l

Xam

a, =&a,...xa"

seklinde tammlanr. Eger Xx,xa,K, xa'T dom(@) fakat xa'*1 dom(a)

olacak sekilde bir K, T Z* meveut ise
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seklinde tammlanir. Sonolarak, eger XI X, - dom(@) ve xi im(a) ise

7

a,=g-|-g
seklinde tammlanir. Bu U¢ durumda a, kismi patika devrine a nmin bir (kismi)
carpan: denir. Benzer sekilde a min indeksi en biiyik olan ¢arpanina birinci ¢arpan
denir ve a, ile gogterilir. (Eger aym uzunluga sahip birden fazla birinci carpan var
ise X i enkugik olan a, carpamn a, olarak sececegiz.)

a”:(dom@)Er@))® X,

dontisumi, her X1 dom(a) icin

olarak tammlanir. Dikkat edilecek olursa
a=aal

olup, a® carpanina a nin birinci béleni denir. Benzer islemler a® carpanina

uygulanarak a minikinci carpan: a, veikinci boleni a® bulunur. Bu islemlere

a,* gy ve al” =ghy
elde edilinceye kadar devam edilirse a1 PT, elemam

a=aga,lLa,
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seklinde carpanlarina ayrilmis olur. Buradaki pT ¢* sayisinaa nin kismi patika-
devir rank: denir ve yine pcr(a) ile gosterilir. Daha 6nce tammlandig: gibi
pr(a)=pcr(@)- cycl(a) olur.

Kolayca gortlecegi Uzere eger a sifir (bos) dontisim ise bu algoritmaile

a=g-|-ye2- - gen.- - g

seklinde carpanlara ayrilir. Boylece, eger a sifir doniisim ise pcr(a) =n olur.
Biz kisaca sifir doniisimiinii a = g |- § olarak da yazacagiz.

Asagida n=1,2,3 degerleri icin PT nin elemanlarimin kismi patika devirlere

parcalanisi verilmistir.

n=1igin
aAao_ .. ao_ NPT
815261419 g_;ZQ‘«'|'H:%|'H
n=2i¢in
a 20 a 20
-=g2 11 =@l
%1 211y G 25 &l
a 20, ... a 20, .
¢ 15—61«2|1H ¢ 2;‘6‘«2|2EI
a 20 ad 206
& -3 |- 8 ¢ _;:@2"|'H
aa 26 s a 20: 0
gl—@z’lhil g_zaéﬂﬁ
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S alwelumels

n=3igin
G 5 - edney 22 % g
o1 o B It
Z i §g=@32|29 Z i §§= a1y
a5 1 esh S 5 o 4%
z z ig‘ 6233y gi i i’gz 63,1213
G 2 oo G212 22 % g
& 5 1= @147 S o - S22
& o o €32 G o 1- 823
T
?; i 522@213416 ?; i 22: 6.3 21y
el SXE N
& 5 - €327 S o o 6%
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?; 2 igz €313y ?; 2 ;’g: €.3,2/3y
G 5 ao- E3%23% G o g
& 2 36 @ 2 36
% 2 -3 &-[-8 g1s-g:é2’3"|'9
G 2 o edue| b S o a2 i
gi 2 _32:@23 -8 ; i _3%:@2,1,34 B
G o ey S 5 = ealiedw
P
& 2 36 A 2 36
o - 35 &l ¢y . g Bl2]g
gi : 222 62-|-ped 22y gi 2 22: &.2-|-§
& - eduely 22 % gan |y
?; 2 §§= €338 - |- ? . ‘E: .1,-|- Bes 1
; 1 ig: @214 gl i 22: 21-|-8
et e ) el
¢ 5 ol ¢ 5 i @Al
¢ 5 b €-l-ed e L elued
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B 2 36 . ..o . B 2 30 L o
i - - - | - o= 2,-|- - | -
o - o &l-uel-d ¢ . 8-2|-ué |-
a 2 30_, < . a 2 36_ < X
¢33 &3-|-ge-[-d ¢, 3z @lo|-uel-d
a2 30 | .o . a2 30 . .
¢ o i El-uel-d ¢ 3 .z &3[uel-d
a 2 30_, < . a 2 36_ < X
¢ . g 8l-|-ee-l-d ¢ . o B2 w4
a2 35_ . | o | . dd 2 36 .
¢ . g &-l-eel-d ¢ . €l

Bir al PT, elemam yukarda ki genellestirilmis algoritma ile (kismi) patika
devirlerin bir carpimi olarak yazildiginda kismi m- patikalarin sayist kp(a)ile
goserilir.

Kolayca gorulir ki eger a1 PT_ bir devir olmayan (kismi) patika-devir ise

noksanlig: 1, yani def (a)=1 olur.

4 2 3 456 7 8 9 10 11 124,

Ornek 3.1. a = = PT, ise
€ 4 - 57 4 4 - 311 12 10,

a =§2.4,57/4gL 3 - |- gl0, 11, 12[10065, 4 458 - |- 1. 33y
olup, pcr(a) =6, cycl(a) =1, pr(a) =5 ve kp(a) =2 olur.
Algoritmada ayn: uzunluga sahip elemanlardan en kucuk elemanla baslayan:

secilmesi durumu goz ardh edilir ise parcalans tek tirli degildir. Ornegin; yukarda Ki

ornekte verilen kismi désiim aym zamanda
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a = §6,4,5,7|440.3,- |- BgL0, 11,1210l 3 342 4 448 - |- o
seklinde de carpanlarina ayrilir.

3.2. Carpanlara Ayrihs Teoremi

Simdi G. Ayik, H. Ayik ve J M. Howie (2005), makalelerinde T nin
elemanlar1 icin bulduklari bazi teorem ve sonuglart PT, nin elemanlarina
genelleyelim.

Teorem3.2al PT, olsun.
(i)  per(a)=def (a)+cycl(a)=pr(a)+cycl(a).
(i) a=aa,La,olsun. O zaman, her i,ji {1,2..,p} vei<]jicina, vea,
patika devirleri ya ayrktr ya da 1-baghdr. Eger bir xI X_ icin
rl(ai)(;rl(aj):{x} ise

a. a; vea,; carpanlarimn her ikisi de devir degildir,

b. a, =, K, X, .. X, | f veyaa, =gx,K,x, .- |- g ise X ! X dir,

c. a; =gy, K,y,,, X|xf seklindedir.

(i) kp(a)=n-|dom(a)|.

Ispat: (i) a =a@a,La olsun. i=12,.,p icin a; carpam ya bir devir ya bir 6z
patika-devir veya bir kismi m-patikadhr.

Eger a, = X, %,,.... Xp| X | carpam: bir devir ise x =x olup xT im(a) olur.
Eger a, :@q,xz,...,xm|xrggarpan1 bir 6z patika-devir ise x. * x olur. Bu durumda

x| im(@) dir. Aksi halde x T im(@) olsayd: xa =x, olacak sekilde bir xI X,

22



3. KISMi DONUSUM YARIGRUBUNDA CARPANLARINA AYRILIS
Fatma CINAR

mevcut olup a, den uzun gx,xl,xz,...,xm|x,g patika-devri elde edilir ki bu carpanlara
ayrilis algoritmast ile gelisir. O halde x| im(a) dir.

Eger @, =§X,....X,..,-|- § kismi m -patika ise benzer sekilde x i im(a)
oldugu gosterilir. Her xT X_-im(a) icin x ile baslayan bir garpan algoritmanin

tammu geregi mevcut oldugundan 6z patika devir ve kismi m -patikalarin sayisi

def (@) y1 belirlemektedir. Diger bir ifade ile devir olmayan carpanlarin sayisi

pr(a), def (a) ileayn olur. Boylece
per (a) =def (a)+cycl (@)= pr(a)+cycl(a)
esitligi elde edilir.

(if) Carpanlara ayrma algoritmasindan dolay: a; ve a; patika devirleri ya
ayriktir ya da 1-baghdir. Kabul edelim ki p3 2 ve i < | icin a; ve a, patika
devirleri 1-bagl, yani bir xI X _ igin rl(ai)(;rl(aj):{x} olsun.

a, carpant bir devir olamaz. Aksi halde a, :gxl,K,xm_l,xm|xlg bir devir

olsaydi
6, KX 1 XX = 80, K X0 % 6 = L = 0 % K X X0 B

oldugundan X, = X segebiliriz. Yani genelligi bozmaksizin a; = gx, X, K, X, 1, X, |X§

alabiliriz. a") tammindan her y1 r,(a,) ={x=x,%,K,x,} icin ya® =y olup

x1 rl(aj)b xa® =x
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dir. O halde Xa ; = X olacagindan a; = gy, Y,, - Yi. x| xg seklinde tarmlz olur. Bu

durumda
BY1 Yau s Yoo X=X, X0y X | X

devir-patikast @ mn a; den daha uzun garpam olurdu ki bu durum carpanlara

ayirma algoritmast ile ¢elisir. Boylece a, bir devir olamaz.

O hade a, =g, K, X, . X,|XxB (1D veya a, =g, K. X,..-|-H
seklindedir. Eger a; = §x,K, X, ,,X,|x f devir olmayan bir 6z patika-devir ise
benzer sekilde, xI r,(a,) icin xa® =x olup, xI rl(ai)(;rl(aj) ve i< |
oldugundan aj:gyl,yz,...,yk,x|xg seklindedir. Burada X ! X dir. Aksi halde

X, = X olsaych

BY1 Yareoos Yior X = X, X X1, X | X

devir-patikast a nmin a, den daha uzun carpam olurdu ki bu durum carpanlara
ayrrma algoritmast ile gelisir.

Eger a, = X, %, Xy 1.~ |- f bir kismi m- patika ise bélen tammindan,
xI r(a) icin xa®=x olup, x rl(ai)(;rl(aj) ve i< | oldugundan

a, = @Y1, Y. Yio X Xf seklindedir. Burada X, * X dir. Aksi halde X, = X olsaydh

BYs Yoo Yoo X X0 Ko X 17| - B

kismi patikast a min a, den daha uzun cgarpan: olurdu ki bu durum carpanlara

ayrrmaalgoritmast ile gelisir.
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Dikkat edilecek olursa a; nin her iki durumunda da a, :gyl,yz,...,yk,x| Xg
seklindedir. Dolayisiyla a; ve a; carpanlarimin her ikisi de devir degildir.

(iii) Eger a, =X, %, ... X1, |- § kismi m- patikast a =a,a,La, nin bir
carpam ise x_,1 dom(a) olur. (Fakat @ nin tamdan x_,7 dom(@®) olur.)

Tersinebir yT X_\dom(a) alalim. Eger ylI im(a) ise algoritmadan

a, =[y,-|-] QA£i £ p)

bir carpan olur.

Ezer ylim(@) ise y,=Yy ve y,a =Y, olacak sekilde bir y,T X_
segilir. Segimden dolay1 y, * y, olur. Eger Y, 1 im(@) ise y.a =y, olacak sekilde
bir y,I X, secilir. Secimden dolayi y,*y, ve y,! vy, olur. Boylece, her
1<iEmigin y ! vy,,K,y , olacak sekilde bir

Yn® ¥V ®L® Yy, ®y =y
dizisi elde edilir. a sonlu bir kiime Uzerinde bir kismi donisim oldugundan bu
sekilde elde edilen dizi sonlu, yani y_T im(a) olacak sekilde bir mi Z* vardhr.
Dolayisiyla algoritmadan

a, =gy K.Y, V- |- B (LEI £ p)

bir arpan olur. Bylece kp(a ) =n- [dom(a )| esitligi elde edilir. .

25



3. KISMi DONUSUM YARIGRUBUNDA CARPANLARINA AYRILIS
Fatma CINAR

Teorem 3.3 Bir al PT nin carpanlarina ayrihisinda a, ve a ; Garpanlarinin
degismeli olmast icin gerek ve yeter kosul a; ve a; lerin ayrik ya da aym xI X e
patika olmasidir.

ispat: (U) a, ve a;, ayrk olmalarn durumu agiktir. Bir x1 X, icin
(K x}C{v...Ky}=/F olmak uzere a, =g.K X, %|%f ve
a, =gy K, Y, %| % olsun. Bu durumda, her xT X, - ({x.K,x.} E{v.,.K,y,})
icin
X@a;)=x=x@;a;)
oldugu da agiktir. Her bir 1£i £m- 1 icin
Xi(aiaj):(xiai)aj = X85 = Xy = Xa, :(Xiaj)ai :Xi(ajai)

ve

Xm(aiaj):(xmai)aj =X =X = XA, :(Xmaj)ai :Xm(ajai)

olur. Benzer sekilde her 1£j£r icin y,@a;)=y;@;a;) de oldugundan
aa; =a,a, olur. Diger bir ifadeile a; ve a; degismelidir.

(P ) Bu yonu olmayana ergi yontemi ile ispatlayalim. a; ve a; lerin ayrik
olmasin, ve ayrica, a; ve a; aym xI X e paika olmasin. Simdi genelligi
bozmaksizin i < j kabul edelim. Eger a; = §x,K, X, ,,-|- f ise Teorem 3.2 den a,
de bir patikadir. Ayrica, 1£r£m-1 igin n@,)Cr@;)={x} ve
a; =& K, Yo, % [x d seklindedir. Boylece xa, =x,, veya xa,l dom(,)

oldugundan
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yq-l(ajai) :(yq-laj)ai =xa; ' x = Yo- 12 :(yq-lai)aj = yq-l(aiaj)

elde edilir. Budurumdaa a; * a;a; dir.

Eger a,=g¢.K,x,|xf ise benzer sekilde 1£p£m icin
n@)Gr@,)={x} ve a, =gy1,K,yq_1,xp|xp3 seklindedir.  Bdylece
XA; =X, (p<m) veya xa, =x (p=m) ve kabulimizden x =x ise x * X,

oldugundan
yq-l(ajai) = (yq-laj)ai =Xa, ! Xo = Yq12j = (yq-lai)aj = yq-l(aiaj)
olur. Ohalde a a; * a;a; olup ispat tamamlanir. n

Bir carpanlara ayirmada carpanlardan devir olanlar digerleri ile ayriktr.
Ayricaiki kismi m- patika garpan mevcut ise kismi m- patika garpanlar da ayriktir.
Boylece asagidaki sonuca sahibiz.

Sonu¢ 3.4 Bir al PT, tim carpanlar1 devir ya da kismi patika ise a sra
gbzetmeksizin tek turlt carpanlarina ayrilir. ]
Sonug 3.5 Bir al PT, icin def (a)=0veyal ise a sra gozetmeksizin tek tiirlQ
carpanlarina ayrilir.

Ispat: Bir a1 PT, icin def (a)=0 isea bir permitasyon olup sonug agiktir. Biz

def (a) =1 icin gosterelim. Teorem 3.2 (i) den a1 PT, nin garpanlarinin sayisi
per (a) =def (a)+cycl (@)= pr(a)+cycl(a)
olup pr (a) =1 olur. Dolayisiyla, Teorem 3.2 (ii) den a mn tim carpanlar: ayrik

olur. Boylece a siragbzetmeksizin tek turlt carpanlarina ayrilir. [
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2 345 6 7 8 9 10 11 126
% 9|PT120Isun.O

Ornek 3.6. a = ,
€ 456 7 10 9 10 11 12 1 10,

zaman def (a) =2 ve
a = €,3,5,7,9,111jé2,4,6,10,12|103€8,10/10§

olur. Fakat

(o
I

€.3,5,7,9,11[13¢B,10/10p€2, 4,6,10,12| 10§
&4 2345 6 7 8 9 10 11 125
€ 456 7 10 9 12 11 12 1 10,

olup 8a =101 12=8b olur.
Dolayisiyla, bir al PT, icin def (a)?® 2 oldugunda a sira gozetmeksizin

tek tirlt carpanlarina ayrilmayabilir.
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4, URETECLER VE (m,r)-PATIKA-DEVIRLERIN CEBIRSEL
OZELLIKLERI

Kismi donisumler yarigrubu PT  deki elemanlarin kismi patika-devirlerin
carpimi  biciminde yazilabildigini bir onceki bolimde gordik. Simdi ise bu
carpanlara ayrilisin (parcalanisin) bazi cebirsel 6zelliklerini arastiracagiz.

4.1. Ureteg Kiméeleri

Bu bolumde bazi kismi donisimler vyarigruplarn SP,=PT - S, ve
SPT, =PT_ - T, nin baz: Ureteg kiimelerini bulacagz.

Giris  boliminde bahsedildigi Uzere Singller Dontsim  Yarigrubu
ST =T, - S, 2-patikalar tarafindan Uretilir (Teorem 2.29). Once bu teoremi Kismi

Singuler DOnustim Yarigrubu SP, ne genelleyelim.

Onerme 4.1 al SP, olsun. O zaman a =b,L_b, olacak sekilde devir olmayan
b,,K,b, patika-devirleri vardr.

Ispat: al SP, ve yukarda tammlanan algoritma ile a =a,La, seklinde
carpanlarina ayrilsin. Eger tum carpanlar devir degil ise sonug agik (k=p ve
b, =a,,K,b,=a  anr). al SP, oldugundan carpanlardan en az biri devir
degildir. Devir olmayan garpanlardan biri a; olsun. O zaman Teorem 3.2 ve Teorem

3.3 den devir olan tim carpanlari a, den sonra yazabiliriz. Bdylece
2, = @4 X X BT D) ve a; =8§y,,..yp| WY bir devir ise aj=8x,y;,...y,| ;8
olmak Uzere a;a, :aia’; oldugundan tim a; devirleri devir olmayan a’; carpanlar
ile degistirilir. Benzer sekilde devir olmayan carpan a, bir kismi m-patika, yani

a; = XX 1" | g ise a; den sonragelenilk devir a, ise
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aj = 8y1’_._,yq| y1H ve aJ = 8)(11 y]_!"'lyq| ylH

olmak lizere aa; =a;a; oldugundan devir olmayan a carpan ile degistirilir. Varsa
sonraki devirler a; yerine a’; alinarak ilk durumdaki gibi devir olmayan carpanlar

ile degistirilirse istenilen elde edilir. ]

A4 234567 8 9 10 11 126 .
1 PT,, ise

Ornek 4.2 a = e
€ 458 - 7910612 5 2

a = §2,4,810,12| 2441 3,5,- |- {€6. 7.9/ 6p€L1,55¢

olur. Ayrica, Teorem 3.2 den a =§135,-|- g2 4,8,10,12 2j4€6,7,9| 651 554

oldugundan, yukarda ki ispatta kullanilan yontem ile
a =35 |- yéL 24,810,12 241 6,7,9 611 5 54
olur. (Ayrica a = §1,3,5,- |- §él1,55p€L1,2,4,8,10,12| 2411, 6,7,9| 6

olur.)

Onerme 4.3 2£ m£n olmak Gzere al SPT, bir kismi m-patika olsun. O zaman

a kismi donusumi sadece biri kismi 2 -patika olmak lizere, m- 1 tane 2 -patikamn

carpimi olarak yazilabilir.

Ispat: 2£m olmak Uzere a = §x,K, X, .- |-g olsun. O zaman Kkolayca kontrol

edilecegi Uizere

[ D S |' = éxm-l’-|- géxl’xz"“’xm-1| X1

ve
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B X 1% | X BT %10 X [ X BB Xoreens X o] X1 B

oldugundan

B X | B - B2 X B X X oL 5

olur. Bdylece a , m- 1 tane 2 -patikamn ¢arpimi olarak yazilabilir. [

Onerme 4.1, Teorem 2.29 ve Onerme 4.3 (in bir sonucu olarak asagidaki
teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 4.4 SP,’nin tim 2 -patikalarinin kiimesi SP, ni Uretir. m
Teorem 4.5 Her 2£ m£ n icin SP, nin tum m-patikalarimn kiimesi SP, ni Uretir.

Ispat: Teorem 4.4 de m=2 igin yapildi. Biz m>2 kabul edelim. Ayrica
gxl,x2|x2g seklindeki 2 -patikalarin m-patikalar tarafindan tretildigini Teorem 2.30
dan biliyoruz. Bdylece sadece kismi 2 -patikalarin gx,,- | g, (kismi) m -patikalar
tarafindan Gretildigini gostermek yeterlidir. Herhangi farkli x,%,, %, ..., X, ;1 X,

elemanlartigin

a :éxm-l’Xm-Z’K’XZ’Xl’- |' B

ve

b :éxl!XZ""’XIT‘FZ’Xm'l’-|-B

alinciginda ab = gx,, - | g olur. Boylece m -patikalar, 2 -patikalar: ve dolayisiyla

P, ni Uretir. n
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4.2. Cebirsel Ozellikler

Daha ¢nce tammlacigimiz tizere a = gx,%,, K, x| x ff seklindeki bir patika-

devir, bir m-devirdir ve

65, %, K, X X B= 85, %6, KK, %0, X % = L = X %K X X0 B

esitligi saglamr. Bununla beraber a = gx,%,,K,x,|x g (r* 1) bir (mr) -patika-
devir veya a :gxlszxml|H bir kismi m -patika ise yukarda ki gibi bir

esitlikten siz edilemeyeceginden asagidaki Gnermeye sahibiz.

Onerme 4.6
|
1. 1£ m£ n icin m-devir sayisi :L;
(n- m)!m
|
2. 2E£r £mEn icin(m,r) -patika-devir sayisi :ﬁ(m- 1) ve
|
3. 2EmEn+1 icinkismi m-patika sayisi =— " o [
(n- m+1)!

n=2icin kismi patika devir yapilari ve sayilarz:
1-devir sayis1 =1 gll1g;
2 -devir sayis1 =1 gL 2[1y;
(2,2) -patika-devir sayis1 =2 €22y 2.1y
kismi 2-patika sayisi = 2 E-|-p €-|-gve
kismi 3-patika sayisi = 2 €2--5 €18
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Ayrica PT,’ nin sifir doniisimi gL, - |- gé2,- |- g vardir.

n=3 icin kismi patika devir yapilari ve sayilari:

1-devir sayis1 =1 gll1g;

2-devir sayisi =3 6.2y, 6.3/, €2 .3J2y;

(2,2) -patika-devir sayisi =6 €L.2|2y, €L3[3y, €211y, 62,331,
Sy 224

kismi 2-patikasayisi =3 E--p &--8 68-|8

3-devir sayisi =2 €.2,31y, €13 201y;

(3,2) -patika-devir sayisi =6 €.2,3)2y, €.3 23y 2131y 2313y,
L1201y 2102y

(3,3) -patika-devir sayist =6 €.2,313y, €.3 22 2133y 2311,
1225 @211

kismi 3-patika sayisi =6 €.2-|-g 3-8 &1--8 3-8
SLl-[-8 82--a

kismi 4-patikasayisi =6 €.23-|-p €32-|-8 13-4

23%L-|-8 8L12-[-p &25-|-p

Once, her bir (m,r) -patika-devir a = gx,%,, K, x| X § icin r,(a)=r,(a)- {x}

olarak tammlayalim.

Teorem 4.7Biral PT, (n3 2) tim garpanlar, sirasiyla a,,K,a olsun.
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()  pEnveher 1£i £ pigina; ninindeksi m ise m £L £m, £m olur.
(ii)  |dom(@)|=m olsun. Eger kistlanmis a|,__ doniisimi bir sabit dontisiim ise
p=n-1olur.
(i) EgeralT, (n®3), p=2vea, ninindeksi m =n-1isea,'nin indeksi
m, =2 olur. Ayrica a, ve a, devir degildir; ve a, = gx, y| yj seklinde olup
yin(@)\{x} ve a,=g¢K,x.|xf (2Er£n-1)  seklindedir.

Dolayisiyla a dabir permitasyon degildir.
(iv) Egeral P\T, p=2 vea, 'nin indeksi m =n ise a,'nin indeksi m, =2

olur. Ustelik a, ve a, devir degildir. Ayrica a, =§x,K,X,,-|- g iken

a, = gx. Y| yj veyaa, = gx,- |- § seklindedir ve x 1 r,(a,) olur.

Ispat: a,,K,a, (1£i £ p) icin a nincarpanlari olsun.
(i) m £L£m,£m ifades algoritma geregidir. Her bir a, (1£i £ p) carpan: ayrik
yada 1-bagli oldugundan p en fazla n degerini alir. Buradan p £ n elde edilir.
(i) |doma|=m veal| _ bir sabit donlsim olsun. O zaman, her x 1 doma igin
xa =X, olacak sekilde bir x,T X, vardir. Her xi doma igin gx,-|- f seklinde

bir carpan bulunmak zorunda olup bu tipte tam n- m tane garpana ihtiyag vardir.
Her xI doma olmak lizere yazilacak carpan icin iki durum sdz konusudur: ya

x,1 doma veya x,i doma dir. Eger x,1 doma ise her bir x 1 doma (1£i£m)
icin  a, :gx,x0|x0g seklinde m-1 tane carpana ihtiyag olacagindan
p=m-1+n- m=n-1dir. Eger x,I doma ise her bir x 1 doma (1£i £m) igin
a, =é>§,xor|'t§l seklinde m tane carpana ihtiya¢c vardir. Bu durumda dikkat
edilirse yukarida bahsedilen gx0|g seklindeki carpana ihtiyag olmayip
her x,2 xI doma icin gx,-|- ff seklinde n- m-1 tane carpana ihtiyag olup

p=m+n- m-1=n-1dir.
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(i) al T,icin p=2vem=n-1liser(a,)=n-1olur. Ohader(a,)Cr(a,)? £
olup Teorem 3.2 den a, ve a, devir olamaz. Dolayisiyla a da devir degildir.
a, =g .K,x,|x g (2€r£n-1) icin yine Teorem 3.2 den yI r,(a,)\{x}
olarak aldigimizda x1 r,(a,) olmak tizere a, =gx, y|yj seklindedir. Buradan
In.(a,)| =2 olup m, =2 dir.

(iv) al P\T, i¢in p=2 ve m=n olsun. p=2 oldugundan r,(a,)=n-1 olup
a, =K, %, ,-|-f§ seklinde olmak zorundadir. Eger r,(a,)Cr, (a,)* A& ise
bir yi r(a,)\{x} icin xir(a,) olmak Uzere a,=gxylygy olur. Eger
r(a,)Cr(a,)=4& ise xir(a,) olmak lzere a,=gx,-|-f olur. Her iki
durumda da a, 'nin indeksi m, =2 olur. Ustelik a, ve a, devir degildir. Ayrica

a, = §.K, X, ;.- | - gseklinde iken a, = gx, y| yH veyaa, = gx- |_ B seklindedir.m

Sbir yarigrup ve al S nin dogurdugu altyarigrup (a) :{a, az,as,K} olup (a)
ya S nin bir monojenik altyar:grubu denir. Eger bir al S icin S=(a) ise S ye
monojenik yar:grup denir. Ayrica, her mnl N icin a” =a" oldugunda m=nise
(a) monojenik altyarigrubu sonsuz elemanli olur. Egera™=a" ve m?! n olacek

sekil de bir ¢ift mvenmevcut ise bazi elemanlar tekrar edeceginden sonlu elemanli

monojenik altyarigrub elde edilir. Buradan

mni Nigina™ =a"
esitligini saglayan en kiiciik m sayisina monojenik yarigrubunun indeksi, en kiicuk r
ye de monojenik yarigrubunun periodu denir. Boylelikle a mn dogurdugu m

indeksli, r periodlu sonlu monojenik yarigrup M (m,r) ile gosterilir ise
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M (mr)=(a)={aa’a’K,a™""}

olur. Ayrica, kardinalitesi (eleman sayisi) |(a)|=|M (m,r)|=m+r - 1 olur. Buradan
hareketle kismi donisum yarigrubu PT deki belirli yapidaki elemanlarin dogurdugu
monojenik  altyarigruplart  ve  kardinalitelerini  inceleyelim.  PT_~ ’'nin
a =@ K, x| xf m- devir, a=g¢K,x|xg (rt1) (mr)- patika ve
a =gx, K, X, - | g m- kismi patika seklindeki elemanlarin dogurdugu monojenik

altyarigruplart inceleyelim. Eger a:gxl,K,xm|x1g m- devir ise dogurdugu

monojenik altyarigrup
<a|a :I>:{a,a2,K,am:I} (1 birim dénusim)

olup (a) bir m elemanl: devirli gruptur. Ayrica

oldugundan indeksi 1 ve periodu m olan M (1L m) monojenik altyarigruptur. Eger

a =gx, K, xm| X g (rt1) yamsindaise a mndogurdugu monojenik altyarigrup

olup kardinalitesi m- 1 olur. Ayrica {a ) =M ((r - 1),m- (r - 1)) olur. Gergekten,

am =g e (eYh g
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olu. Eger a :gxl,K,xm_l,-|-g yapisinda ise a nin dogurdugu monojenik

altyarigrup
<a|a”"1 :O> :{/E,a ,aZ,K,am'Z}

(burada A= ¢L.-|- B2 |- GL-é.- |- g bos donlstimdir; yani O sifir elemandir).

Dolayisiyla (a ) bir m- 1 elemanl: monojenik yarigruptur. Ayrica

a™=0p a™=0

a.(m-1)+1:am-1a :% :Ozam-l

olacagindan (a) =M (m- 11) indeksi m- 1, periodu 1 olan monojenik altyarigrup

olur.

Asagida PT, ve PT, yangruplarin elenamlarimn devir-patika yapilari,
sayilar1 ve dogurdugu monojenik altyarigrubun kardinalitesi verilmistir:

PT,
Y apist Sayist Kardinalitesi
é]_|1§ 1 1
€21 1 2
€.224 2 1
g--8 2 !
€2-|-9 2 2
g |-tz |- : :
PT,
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Y apist Sayist Kardinalitesi
éqlﬁl 1 1
6.2 3 2
€.224 ° !
€231 2 3
g.23kg(kT {23) 1 5
€.22p€3 224 3 !
N 3 !
€.2-|- 8 ° 2
€.23-|-§ ° 3
|- ge- |- 3 !
|- g2 9% ° .
|- g2 32 3 ?
go-l-p@-ly O ?
go--p@dzy 3 ?
¢y L :
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5. KISMI SIRAKORUYAN DONUSUM YARIGRUBU

X, ={L2,K,n} olmak Uzere X, Uzerindeki singuler donustimler yarigrubu

Sng, (ST,) olsun. O zaman
0, ={al Sing,:("x vyl X,)xEyP xa £ ya}

kumeside bileske islemi ile bir yarigrup olup buna sirakoruyan donistim yarigrubu
denir (bkz. Howie, 1971). Benzer sekilde kismi sirakoruyan doniistim yarigrubu

PO,=0,U{a :doma i X, ("xyl doma)x£yP xa £ya}

T
seklinde tamml1 olup |PO,| = a ;‘gn L 9 1 dir (Gomes ve Howie, 1992). Bu
r=1 -

a
boliimde sirakoruyan donusim yarigrubunda tanimli bazi teoremleri ve m-patika

rankint verip, bunlari kismi sirakoruyan doniisum yarigrubunda genelleyecegiz.

5.1. Sirakoruyan Donlstim Yarigrubu

Sirakoruyan donusim yarigrubu ile ilgili bazi kombinatorik hesaplamalar

. n-1¢
Howie tarafindan 1971’ de yapilmus. Ornegin; eleman sayisi |O| :gzn A 9 1 olarak
-lg

hesaplanmis, O, 'nin tum idempotentlerinin kimesinin eleman sayist 2n .inci

Fibonacci sayist f,, (f,=0, f =1 f =f ,+f _,(n%2)) olmak lzere f, -1

n n

oldugu ve O, defekti 1 olan idempotentlerinin kiimesi

Elz{aT 0, :a’=a ve |im(a)|:n-]}
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tarafindan dogruldugu gostermislerdir.
Gomes ve Howie 1992’ de yayinlanan ¢alismalarinda O, nin rankinin n (yani

rank(O,) =n) ve idempotent rankinin 2n- 2 (yani idrank(O,)=2n- 2) oldugunu

gostermislerdir.
A kiimesi, ST deki m-patika devirlerin kiimesi olsun. S1 ST altyarigrubu,

A kiumesi tarafindan dogruluyorsa; A ya Sicin bir m-patika doguray kiimes denir.

Ustelik

m- rank(S) =min{|A: A, Sicin m- patika doguray kimesidir }

degerine S nin m-rank: denir.
Sirakoruyan donusim yarigrubunda defekti 1 olan her elemanmnin m-patika-

devir olarak yazilabilecegi Gomes ve Howie (1992) de gosterilmistir. Burada, her
2EmEn velfi£n- m+1licin defekti 1 olan m- patika-devirlerini, Ayik, Ayik
ve Howie (2005) de kullandiklar1 notasyon ile asagidaki sekilde ifade edelim:

a,; =@.i+LK,i+m- 1i+m- 1§

b, =@ +m- Li+m- 2,K,i|ig

m- patika-devirlerinin kiimesini
A, ={an;. by (1ET £n- m+1)
olarak alirsak |A,|=2(n- m+1) olur. Ozel olarak m=2 igin
e =g.i+1i+1y (1£i£n-1)

d=¢.,i-1i-13 (2£i£n)
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defekti 1 olan idempotentlerin kimesi E, ={e :1£i£n- J E{d :2£i£n} olur.

Ayrica

g=g,n- 1K, 211

olmak tizere A={e :1£i£n- 1} E{g} olsun. Bu notasyonlar ile Gomes ve Howie

(1992) asagidaki teoremi ifade ve ispat etmistir.

Teorem 5.1 2£n igin
(i) O,=(A) verank(O,)=n dir; ve

n

(i) O,=(E)veidrank(O,)=2n- 2 dir. m

n

Onerme5.2 2£ mEn icgin

D@ mi =€ (1£i £n- m+1) (1)
Qb =iy (LEi£n- m+1) (2
8P =€um1  (LEiE£n-m) (€©)

D@ misa =iy (1£i £n- m) 4

olur.

Ispat: 2£ m£n olsun. O zaman, her 1£i £ n- m+1icin

bp@m = @+m-Li+m- 2K,i|ligd,i +LK,i+m-1i+m- 1y
§.i+1i+lg=e

ve
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anbn = @1+1K,i+m-1i+m- 1§ +m- Li+m- 2,K,ilig

m,i ~ m,i

i+m-1

g +m-1i+m- 2|i+m- 2g=d

olur. Ayrica, her 1£i £n- m igin

AniPrni = @+Li+2K,i+mli+mgg+m-Li+m- 2K,ilig

m,i+1™~m,i

g+m- Li+mi+mg=e

i+m-1
ve

br@ma = @+m-Li+m- 2K,i|lig§ +1i+2,K,i+mi+my
6 +1ii§=0,.

olur. ]

Teorem 5.3 An:{am]i,bm]i:1£i£n- m+]} kiimesinin O, i¢in bir doguray
. - n+2
kimesi olmast icin gerek ve yeter kosul m£T olmasidr.

ispat: (P ) A, kimesi O, icin doguray kiimesi olsun. O zaman rank(O,)=n

oldugundan
|A,|=2(n- m+1)3 n

esitsizligi gergeklenir. Buradan da m£ (n+2)/2 elde edilir.

(U ) Onerme 5.2 den defekti 1 olan idempotentler,

&6 Ke noemennKe,  ((1) ve(3)

d,, 0y, K, KA, ((2) ve (4))
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(A,) kimesinin elemanlaridir. Yukaridaki listede defekti 1 olan tiim idempotentler
mevcut olacagindan n- m+12 m- 1 olmas gerekir. Buise m£ (n+2)/2 esitsizligi

gerektirir. -

Ornek 5.4 O deki 3-patikalarn kimesi A, ={g.2,33g, 3,211 olur. m>1*2

oldugundan O;’ i dogurmaz. Gergekten |0, =9 ve [(A))| = 7 dir.

5.2. Kismi Sirakoruyan Donisiim Yarigrubu

Kismi sirakoruyan doniisim yarigrubu PO, 1 P, oldugundan PO, nin

elemanlarini da carpanlarina ayirrma metodunu kullanarak kismi-patika-devirlerin
carpimt biciminde yazabiliriz.

al PO, ve xI X  icin capanlarina ayrma metodu geregi
X® xa ® xa’® L. ® xa™ biciminde sonlu bir dizi mevcuttur. Buradan hareketle

kismi sirakoruyan donisum yarigrubu PO, nin elemanlarint kismi patika devirler

— A 2 m r — A m-2 N .
olarsk a =g aa’ K a"pa 'l veya a=gxxa K, a |- B seklinde

yazahiliriz. Ayrica x<xa i¢in PO, nin tanimindan (x)a <(xa)a yani xa <xa?
olup bu sekilde devam edildiginde x<xa <xa’ <L <xa™ ssitsizlikleri elde edilir.
Benzer sekilde x> xa icinde x>xa >xa’>L >xa™ esitsizlikleri elde edilir.
Teorem55al PO vea =aa,L a, icin defa =m isepcra =m olur.

Ispat: 1£i £ pigina,, a mn bir carpani ve x1 X_ olsun. Highir carpanin bir devir
olamayacagini gostermek yeterlidir.

Eger ai:gx,m,K,mm'l|x8 ve x<xa<L<xa™ ise

x<xa<bL<xa™=x olur ki bu PO, tamwmu ile celisir. Benzer

sekilde ai:gx,m,K,mm'1|x8 ve x>xa>L>xa™ >xa"=x de olamaz.
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Dolayisiyla a; bir devir olamaz yani, cycla =0 olur. Bdylece pcra =defa +cycla

esitliginden pcra =defa =m elde edilir. [

Eger sadece defekti 1 olan elemanlarla ilgilenilir ise her al PO, ve

def (a) =1icin Sonug 3.5 ve Teorem 5.5 den a bir tek garpandan ibaret olup tek
turl carpanlarina ayrilir.

Teorem 5.6 al O,icin def (a)=1ise a , bir m-patika dir.

Ispat: al O, ve def (a)=1 ise Teorem 5.5 den a bir patika-devir olup bir devir
olamaz. Dolayisiyla 1<r £m icin a :gx,xa,K,xam xarg bicimindedir. O, nin
tammindan xa™'<xa™ iken xa"£xa™ =xa’ oldugundan r=m ve
xa™>xa™ iken xa™3 xa™ =xa" oldugundan r =m olur. Boylece her iki

durumdada a bir m-patikadir (ayrica bkz. Gomes ve Howie (1992)).

Gomes ve Howie (1992), O, deki defekti 1 olan elemanlarin m-patika devir
yapisin xI X, icin a=gxx+LK,x+m-1x+m-1§ ya da
a = gx+m- Lx+m- 2K, x+1xxg bigiminde gostermistir. Simdi

al SPO, =PO, - O, icin kismi m-patika yapisin inceleyelim:

Teorem 57 al SPO, icin def (a)=1 olsun. O zaman a bir kismi m- patikadhr,
ve aynca, hir xI X, i¢in  a=gxx+LK,x+m-2-|-§ veya
a = gx,x- LK, x- m+2,-|- § seklindedir.

ispat: al SPO, ve def (a)=1 olsun. O zaman|dom(a)[* n- 1 ve dom(a)? X,
oldugundan |dom(a)|=n-1 olur. Boylece Teorem 55 den bir xI X, icin
a :g'x,xa,K,xam'z,-|-8 biciminde olacaktir. Ayrica, herhangi bir yI X_ igin

ya =y olsun. Egerl£ k £ m- 2 igin xa* <y<xa*" olsaydi PO, nin tamm geregi
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k+1

xa*"t <ya =y<xa“? olur ki bu xa*"* <y<xa**" celiskisini verir. O halde, her

1

1£KEm- 2 icin xa* ile xa*' arasinda Oyle bir yl X, yoktur. Buradan

x<xa <K<xa™?yada x>xa >K>xa™? oldugundan

a =g x+LK,x+m- 2,-|- §
yada
a =g, x- LK, x- m+2,-|- §
seklindedir. -

5.2.1. Kismi m-patika Doguray K imes

A, defekti 1 olan kismi mrpatika devirlerin kiimesi olsun. Eger bir SI PO,

altyarigrubu, A kimesi tarafindan dogruluyor ise A ya S icin bir kismi m-patika
doguray kiimesi denir. Ayrica

m- rank(S) =min{|A: A Sicinkismi m- patika doguray kiimesidir }

sayisina S nin m- rank: denir. PO, deki patikalar artan ya da azalan oldugundan

defekti 1 olan kismi olmayan ve olan m- patika devirleri asagidaki gibi secebiliriz:

Her 2EmEn velEi£n- m+1ligin
a,; =@.i+LK,i+m- 1i+m- 1§
ve

b, =@ +m- Li+m- 2,K,i|ig

olsun.Her 2EmE£n+1velEi£n- m+2igin
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i mi =@ ItLKi+m-2-|-§
ve

fo =@+m-2i+m- 3K,i,-|- g
olsun. Ayrica, her 2£ m£ n igin

A, ={an by LEIEn- me E{j . LEIEn- m+2)
ve

Awl* :{J n+1,1’f n+1,1} :{é]_,Z,K,n,- |_ B,éln' 1K,L- |_ &
olarak tammlansin. Bu durumda, her 2E m£ n+1 igin
|An*|:2(n- m+1)+2(n- m+2)=4n- 4m+6

olur. Ozel olarak PO, deki defekti 1 olan idempotentlerin,

e =g.i+1i+1y (1£i£n-1)
d =g,-1i-1j (2£i£n)
gi:é’-|-g (1£|£n)

kimesi E ={e,:1£i£n- 3 E{d, :2£i £n} E{g :1£i £n} olur.

Simdi a,T SPO, donusimi dom(a,) = X, - {1} ve im(a,) = X, - {n} olarak
ve her i=23K,n icin a1 SPO, dontstmlerini de dom(a,)=X,-{i} ve
im@,)=X,-{i-14 olaak taumlayahm.  Her i=1,2,K,n icin
|dom(a,)| =|im(a;)| (= n- 1) oldugundan a,T SPO, donlstimleri tek trlt belirlidir.

Ornegin, n=4icin
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A 2 3 45 A 2 3 46
a, = -

1 &2 - 3 45
A 2 3 4p A 2 3 4p
+ a,= =
&1 3 - 44 €& 2 4 -4

olur. Yukardaki notasyonlar ile
A ={e:1£i£n- 1} E{a :1£i £n}
alinir ise Gomes ve Howie (1992) asagidaki teoremi ifade ve ispat etmistir.

Teorem 5.8 2£n igin
(i) PO, :<A*> ve rank(PO,) =2n- 1 dir; ve

(i) PO, =(E)veidrank(PO,) =3n- 2 dir. .

n

Onerme5.9 Her 2£ m£n igin

bpam =€ (1£i £n- m+1) (D)
8 Pni =i 2 (LEi£n-m+1) (2
AP =€ (1£i£n-m) (3
br@min =i (LEi£n-m) (4

ve
her 2EmEn+1igin

j m,if m,i :gi+m-2 (1£| £n- m+2) (5)

fm,ij m,i :gi (1£| £n- m+2) (6)
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olur.
Ispat: (1)-(4) esitliklerin ispat: Onerme 5.2 de yapildi. Biz digerlerini yapalim:
Her 2EmEn+lvelEi£n- m+2igin

Jmifmi = Ei+LKi+m-2-|-gé+m-2i+m-3K,i,-|-§
= §+m-2-]-§=0Gn.
ve
mimi = @+m-2i+m-3K,i,-|-gg.i+LK,i+m- 2,-|-§
= §-|-8=9
olur. .

Onermeb5.10 a,b1 PO, olsun. Ayrica1£i <k £n ve 1£ j <l £n olmak lizere

a=g,i+LK k- Lklkg ve b=gj,j+1K,I-1l|lg

olsun. Eger i =1 -1 veyai =1 ise ab carpiminin dadefekti 1 olur. Ayrica ab bir

artan (k- j +1)- patika-devirdir.

Ispat: 1£i <k £n ve1£ j<| £n olmak lizere

a=g,i+LK k- Lklkg ve b=gj,j+1K,I-1l|lg

olsun.
Egeri=1-1ise
ab g-11.K k-Lklkpéj, i +LK,I-1l|ig
6, j +LK,1- L1,1 +1K k- L k|k
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olup ab bir artan (k- j +1)- patika-devirdir.

Eger i =1 ise
ab = @,1+1LK k- Lkkgéi,j+1K,I- 11l
= gi, i +LK,I- L1 +1K k- Lkkg
olup ab bir artan (k- j+1)- patika-devirdir. »

Onermeb5.11 a,b1 PO, olsun. Aynical£k <i £n ve 1£1 < j £n olmak lizere

a=g,i-1Kk+Lklky ve b=gj,j- LK I+l

olsun. Eger i =I veyai=I|+1ise ab carpiminin dadefekti 1 olur. Ayrica ab bir
azalan (k- j+1)- patika-devirdir.

Ispat 1£k<i£n velfl<j£n olmak lizere
a=g,i-1Kk+Lkky ve b=gj,j- LK I+l

olsun.
Eger i =1 ise
ab g.1- LK k+1klkggi, - LK, I+1]|Ig
g, j- LI I+111- LK k+L k| kg

olup ab hir azalan (k- j +1)- patika-devirdir.

Egeri=l+1ise
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ab = @+LI,K k+Lkkgéi, j- LK, I+11|lg
= gi,i- LK,I+11,1- LK, k+1Lk/kg

olup ab bir azalan (k- j +1)- patika-devirdir. »
Onermeb5.12 a,b1 PO, olsun. Ayrica1£i <k £n+1ve 1£ j <l £n+1 olmak

Uzere

a=g,i+1LKk-1-|-§ ve b=gj,j+LK,I-1-]|-§

olsun. Eger i =I - 1 ise ab carpiminin da defekti 1 olur. Ayrica ab bir artan kismi
(k- j+1)- patikadir.

Ispat: 1£i <k£n+1velf j<I|£n+1olmak lizere

a=g,i+1LK,k-1-|-§ ve b=gj,j+LK,I-1-]|-§

olsun.
Egeri=I-1ise
ab = @-1LKk-1-|-ggi, j+1K,I-1-|-g
= Gii+1K,I- 111 +1K k- 1-|-§
olup ab bir artan kismi (k- j +1)- patikadr. .

Onermeb5.13a,b1 PO, olsun. Ayrica1£i <k £n+1velf j <l £n+1 olmak

Uzere

a=g,i-1Kk+L-|-§ ve b=gj,j-LK,I+1-|-§
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olsun. Eger i =I +1 ise ab carpiminin da defekti 1 olur. Ayrica ab bir azalan kismi
(k- j+1)- patikadir.

Ispat: OEk<i£n ve 0£1 < j£n olmak lizere

a=g,i-1Kk+L-|-§ ve b=gj,j-LK,I+1-|-§

olsun.

Egeri=l+1ise

ab = @+1IKk+1-[-ggi, - LK +L-[-¢
= §i,j- LK I+L11- LK k+1-|-§
olup ab bir azalan kismi (k- j +1)- patikadr. .

Simdi yukarda ki notasyonlar ile bu bolimiin temel teoremini ifade ve ispat
edebiliriz:
Teorem 5.14 n3 2olsun. O zaman

A, ={an by LETEn- me E{j . LEIEn- m+2)

kiimesinin PO, icin bir doguray kimesi olmasi igin gerek ve yeter kosul m£ 2n+7

olmasidir.
ispat: (P) A, kumesi PO, i¢in doguray kimes olsun. O zaman

rank (PO,) = 2n- 1 oldugundan

|A.|=4n- 4m+63 2n-1
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esitsizligi gergeklenir. Buradan da m£ g{&n: 79 elde edilir.
2

U) mE a2n + 7_ olsun. O zaman Onerme 5.9 dan defekti 1 olan idempotentler,
& 4 5
&6 K.e noemennKie,  ((1) ve (3))
d,, 05, K, o0 0 KA, ((4) ve (2))
gl’gz!K’gn- m+2’gm-1’gm’K’gn ((6) ve (5))

aar1+2< 2n+706

(A, ) kumesinin elemanlar: olur. Boylece ¢ = olup Teorem 5.3 de ki
2

gibi E, 1 (A;) olur. Ayrica

L7 N ]
n- m4+23 n_aéZn 72_'_ _2n 1>2n 1, m- 2
& 4 3 4 4

oldugundan g,,9,,K,9y m2:Gn1:9,-K. 9,1 (A,) olup E'T (A’) olur. Boylece
Teorem 5.3 den PO, =(E,") oldugu bilindiginden A" kiimesi PO, icin bir doguray

kiimesi olur. ]
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