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ÖZET 

 

Bu tez çalıĢması dört bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde tez konusunun literatür özeti, ikinci 

bölümde tezde kullandığımız temel tanım ve teoremler ifade edilmiĢtir. Bulguların yer aldığı   

üçüncü bölümde ilk olarak multilineer kesirli dalgacık dönüĢümü ile kesirli multilineer Fourier 

dönüĢümü arasındaki iliĢki verilmiĢ olup bu dönüĢüm için yeni bir formda diklik bağıntısı 

ispatlanmıĢtır. Sonrasında kesirli multilineer dalgacık dönüĢümünün eĢlenik operatörü 

bulunmuĢtur. Ayrıca çeĢitli fonksiyon uzaylarında multilineer kesirli dalgacık dönüĢümü ve eĢlenik 

operatörünün sürekliliği (sınırlılığı) incelenmiĢtir. Son olarak da bu dönüĢümün n- boyutlu düzgün 

uzaylarda önemi araĢtırılmıĢtır. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

Bu çalıĢmada kullanılmıĢ bazı simgeler ve kısaltmalar, yanda açıklamaları verilmek üzere 

aĢağıda listelenmiĢtir. 

 

Simgeler    Açıklama 

 

𝑓 ∗ 𝑔     f ve g  fonksiyonlarının giriĢim iĢlemi 

 

𝑓 ∗θ 𝑔                                      Kesirli GiriĢim Operatörü 

 

𝑓      Fourier DönüĢümü 

 

𝐹𝛼𝑓     Kesirli Fourier DönüĢümü 

 

𝑇𝑥                                                         Öteleme Operatörü 

 

𝐷𝑠                                                       Açılma (Dilation) Operatörü 

 

𝜓𝑏,𝑎,𝜃(𝑡)    Kesirli Ana Dalga Fonksiyonu 

 

𝝍𝑏,𝑎,𝜃(𝑡)                                             Multilineer Kesirli Ana Dalga Fonksiyonu 

 

𝑊𝜓
𝜃𝑓(𝑏, 𝑎)    Kesirli Dalgacık DönüĢümü 

 

𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎     Multilineer Kesirli Dalgacık DönüĢümü 

 

𝐿𝑝(ℝ)   Lebesque Uzayı 

 

𝐿𝜔
𝑝  ℝ                                                  Ağırlıklı Lebesque Uzayı 

 

𝑆 ℝ      Schwartz Uzayı 

 

𝐻1 ℝ                                                  Hardy Uzayı 

 

𝐵𝑝
𝛼,𝑎(ℝ)                                     Besov Uzayı 

 

⨂                                                         Tensör Çarpımı 
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1. GİRİŞ 

 

Dalgacık dönüĢümü frekans alanında bozuk ve karıĢık sinyalleri iĢlemek için yetersiz 

kalmaktadır (Flandrin, 2001). Bu nedenle bu tür sinyalleri analiz etmek için kesirli Fourier 

dönüĢümü ve kesirli dalgacık dönüĢümü gibi bir dizi yeni sinyal iĢleme aracı önerilmiĢtir. 

Ancak kesirli Fourier dönüĢümü kesirli alanda sinyal temsilleri sağlamasına rağmen 

sinyalin yerel yapısını belirlemede baĢarısız olur. Kesirli dalgacık dönüĢümü ise kesirli 

Fourier dönüĢümünün avantajlarından faydalanarak karĢılaĢılan sınırlamalara bir çözüm 

bulmaktadır. Aynı zamanda  kesirli alanda çoklu analiz ve sinyalleri temsil etme 

yeteneğine sahiptir. KonuĢma, görme, iletiĢim ve radar gibi birçok sinyalin kesirli alanda 

uygulanmasına izin verir (Gargour, Gabrea, Ramachandran ve Lina, 2009). Bu nedenle 

kesirli dalgacık dönüĢümü, sinyal analizi konusunda potansiyel bir Ģekilde yararlıdır (Shi, 

Zhang ve Liu, 2012). Multilineer kesirli dönüĢümler sayesinde kesirli dalgacık 

dönüĢümünün ve kesirli Fourier dönüĢümünün birçok özelliğini çoklu doğrusal bir forma 

aktararak n- boyutlu kesirli uzayda sinyal temsillerini ve sinyallerin yerel yapılarını 

incelemek mümkündür (Kulak, 2021).  

 

Kulak (2021) çalıĢmasında Schwartz fonksiyonlarını kullanarak ℝ𝑛 ×ℝ üzerinde 

multilineer kesirli dalgacık dönüĢümünü ve multilineer kesirli Fourier dönüĢümünü 

tanımlamıĢ ve bazı özelliklerini ve sınırlılığını incelemiĢtir. Bu yeni multilineer kesirli 

dönüĢümler sayesinde n- boyutlu kesirli alanda sinyal temsillerini ve sinyallerin yerel 

yapılarını incelemek mümkündür. Bu özellikler konuĢma, görme, iletiĢim, sinyal iĢleme, 

radar gibi alanlarda sinyallerle çalıĢırken bu dönüĢümleri değerli kılma Ģansı verecektir 

(Kulak, 2021). Bu çalıĢmada  multilineer  kesirli dalgacık dönüĢümünün bazı fonksiyon 

uzayları üzerinde sürekliliği ve sınırlılığı araĢtırılmıĢtır. 
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2. GENEL BİLGİLER 

 

2.1.  Temel Bilgiler 

 

2.1.1. Tanım  1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝑓, ℝ üzerinde tanımlı, karmaĢık değerli, ölçülebilir bir     

fonksiyon olmak üzere 

 

  𝑓 𝑥  𝑝𝑑𝑥

ℝ

< ∞ 

 

koĢulunu sağlayan 𝑓 fonksiyonlarının denklik sınıflarının vektör uzayına Lebesque uzayı 

denir ve  𝐿𝑝(ℝ) ile gösterilir. 𝐿𝑃(ℝ) uzayı üzerinde tanımlanan  

 

 𝑓 𝑝 =    𝑓(𝑥) 𝑝

ℝ

𝑑𝑥 

1

𝑝

 

 

normuna göre Banach uzayıdır (Rudin, 1966). 

 

2.1.2. Tanım ℝ üzerinde tanımlı reel değerli ölçülebilir 𝜔 fonksiyonu aĢağıdaki koĢulları 

sağlıyorsa bu 𝜔 fonksiyonuna ağırlık fonksiyonu denir (Reither, 1968). 

i) Her 𝑥 ∈ ℝ için 𝜔 𝑥 ≥ 1, 

ii) Her 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ için 𝜔 𝑥 + 𝑦 ≤ 𝜔 𝑥 𝜔 𝑦 , 
iii) 𝜔 yerel sınırlı. 

 

2.1.3. Tanım Her 𝑥 ∈ ℝ  için 𝑠 ≥ 0 olmak üzere;  

 

𝑓𝑠 𝑥 =  1 +  𝑥  𝑠 

 

biçiminde tanımlanan 𝑓 fonksiyonuna polinom tipli ağırlık fonksiyon denir (Reiter, 1968). 

 

2.1.4. Tanım 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝜔 fonksiyonu ℝ üzerinde tanımlı bir ağırlık fonksiyonu olmak 

üzere ağırlıklı Lebesgue uzayı 

 

𝐿𝜔
𝑝  ℝ =  𝑓| 𝑓𝜔𝜖𝐿𝑝 ℝ   
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biçiminde tanımlanır ve  𝐿𝜔
𝑝  ℝ  bir vektör uzayı olup  

 

 𝑓 𝑝,𝜔 =    𝑓(𝑥) 𝑝

ℝ

𝜔 𝑥 𝑝𝑑𝑥 

1

𝑝

 

 

normuna göre Banach uzayıdır (Reither, 1968: 200). 

 

2.1.5. Tanım  𝑉, 𝐾cismi üzerinde bir vektör uzayı olmak üzere 𝑉 × 𝑉 → 𝑉,  𝑥, 𝑦 → 𝑥𝑦 

iĢlemi verilsin. Eğer 

 

i) Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 için 𝑥 𝑦𝑧 =  𝑥𝑦 𝑧, 

ii) Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 için 𝑥 𝑦 + 𝑧 =  𝑥𝑦 +  𝑦𝑧 , 
iii) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 ve her 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾 için için  𝛼𝛽  𝑥𝑦 =  𝛼𝑥  𝛽𝑦  
 

koĢulları sağlanıyorsa 𝑉, 𝐾cismi üzerinde bir cebirdir denir. Eğer her 𝑥 ∈ 𝑉 için 𝑒𝑥 =

𝑥𝑒 = 𝑥 olacak Ģekilde bir 𝑒 ∈ 𝑉 varsa 𝑉 cebirine birimli cebir denir, e elemanına da 

cebirin birimi denir. Ayrıca her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 için 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 ise 𝑉 cebirine değiĢmeli cebir denir. 

𝑉, 𝐾cismi üzerinde bir cebir olsun. Eğer  𝑉,  .    bir Banach uzayı ve her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 için 

 

 𝑥𝑦 ≤  𝑥  𝑦  
 

oluyor ise 𝑉, 𝐾cismi üzerinde bir  Banach cebiridir (Lanser, 1971, 1973 ). 

 

2.1.6. Tanım   𝐸,  .  𝐸  bir Banach uzayı ve  𝐹,  .  𝐹  bir Banach cebiri olsun. Bir ⊙ 

iĢlemi aĢağıdaki özellikleri sağlıyorsa 𝐸, 𝐹 üzerinde bir Banach modülü veya Banach 𝐹 - 

modül denir (Wang, 1977). 

 

i) Her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹  ve her 𝑕, 𝑘 ∈ 𝐸  için  

 𝑓 + 𝑔 ⊙ 𝑕 = 𝑓 ⊙ 𝑕 + 𝑓 ⊙ 𝑕 

𝑓 ⊙  𝑕 + 𝑔 = 𝑓 ⊙ 𝑕 + 𝑓 ⊙ 𝑔 

 

ii) Her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹  ve her 𝑕 ∈ 𝐸  için  𝑓 ∗ 𝑔 ⊙ 𝑕 = 𝑓 ⊙  𝑔⊙ 𝑕 , 

(∗ iĢlemi 𝐹 uzayındaki çarpma iĢlemidir). 

 

iii) Her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹  ve her 𝑕 ∈ 𝐸 ve her 𝑎 ∈ ℂ  için 
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𝑎 𝑓 ⊙ 𝑕 =  𝑎𝑓 ⊙ 𝑕 = 𝑓 ⊙  𝑎𝑕 , 

 

iv) Her 𝑓 ∈ 𝐹  ve her 𝑕 ∈ 𝐸 için 

 

 𝑓 ⊙ 𝑕 𝐸 ≤  𝑓 𝐹 𝑕 𝐸 . 

 

𝜇 ve 𝜗, ℝ üzerinde iki Borel ölçüm olsun ve 𝜇 × 𝜗 de bu ölçümün ℝ2 üzerinde çarpım 

ölçümü olsun. 

 

2.1.7. Teorem (Tonelli) Eğer 𝑓 ≥ 0 ise 

 

 𝑓 𝑥, 𝑤 

ℝ2

𝑑 𝜇 × 𝜗 =    𝑓 𝑥, 𝜗 

ℝ

𝑑𝜇 𝑥  

ℝ

𝑑𝜗 𝑤  

                                                                          =    𝑓 𝑥,𝑤 𝑑𝜗 𝑤 

ℝ

 𝑑𝜇 𝑥      

ℝ

                  (2.1) 

 

olur. Bunun anlamı (2.1) eĢitliğindeki integraller sonlu ve birbirine eĢittir veya hepsi 

sonsuzdur (Rudin, 1966). 

 

2.1.8. Teorem (Fubini) Eğer 𝑓 ∈ 𝐿1 ℝ2, 𝜇 × 𝜗  ise (2.1) eĢitliği sağlanır. Bundan baĢka 

hemen hemen 𝑤 ∈ ℝ için 𝑥 → 𝑓 𝑥, 𝑤  fonksiyonu 𝐿1 ℝ, 𝜇  dedir ve hemen hemen her 

𝑥 ∈ ℝ için 𝑤 → 𝑓 𝑥, 𝑤  fonksiyonu da  𝐿1 ℝ, 𝜗  uzayındadır. Eğer  

 

𝜑 𝑥 =  𝑓 𝑥, 𝑤 𝑑𝜗 𝑤 
ℝ

 ve 𝜓 𝑤 =   𝑓 𝑥, 𝜗 𝑑𝜇 𝑥 
ℝ

 

 

ise 𝜑 ∈ 𝐿1 ℝ, 𝜇   ve 𝜓 ∈ 𝐿1 ℝ, 𝜗   olur (Rudin, 1966). 

  

2.1.9. Tanım  𝑓:ℝ → ℂ fonksiyonu ∀𝑝 ∈ ℕ için 

 

lim
 𝑥 →∞

 𝑥𝑝𝑓 𝑥  = 0 
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ise 𝑓 fonksiyonuna sonsuzda çabuk sıfıra gidiyor denir. Sonsuzda çabuk sıfıra giden ve 

sonsuz mertebeden türevlenen fonksiyonların uzayı Schwartz uzayı olarak isimlendirilir ve 

𝑆 ℝ  ile gösterilir (Gasquet, 1999).  

 

2.1.10. Tanım 𝐿1
𝑙𝑜𝑐 (ℝ) uzayı, ℝ üzerinde tanımlı ölçülebilir ve ∀𝐾 ⊂ ℝ kompakt alt 

kümesi üzerinde  

 

  𝑓(𝑥) 

𝐾

𝑑𝑥 < ∞ 

 

olan fonksiyonların uzayıdır (Rudin, 1973: 397). 

 

2.1.11. Tanım  Herhangi bir 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ) ve  𝜑 ∈ 𝑆 ℝ  olmak üzere, 

 

 𝑓 𝐻1 =  sup
𝑡>0

  𝑓 ∗ 𝜑𝑡 (𝑥) 𝑑𝑥 < ∞

ℝ

 

 

koĢulunu sağlayan 𝑓 fonksiyonlarının uzayı Hardy uzayı olarak bilinir ve 𝐻1 ℝ  ile 

gösterilir (Chuong ve Duong, 2013). Burada  

 

 𝜑 𝑥 𝑑𝑥 ≠ 0 ,   

ℝ

𝜑𝑡 𝑥 = 𝑡−1𝜑 𝑥 𝑡   

 

dir.  𝐻1 ℝ  uzayı yansımalı olmayan ayrılabilir Banach uzayıdır. 

 

2.1.12. Tanım Herhangi 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ) ve 1 ≤ 𝑝 < ∞ olmak üzere, bir  𝜔𝑝  fonksiyonu 

 

𝜔𝑝 𝑓, 𝑕 =  𝑓 . +𝑕 − 𝑓 .   𝑝  

 

Ģeklinde tanımlanır (Chuong ve Duong, 2013). 
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2.1.13. Tanım  0 < 𝑎 < 1,  1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 1 ≤ 𝑞 < ∞ olsun. Herhangi 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ) olmak  

üzere 

 

   𝜔𝑝 𝑓, 𝑕   
𝑞 𝑑𝑕

 𝑕 𝑛+𝛼𝑞

ℝ

< ∞ 

 

koĢulunu sağlayan 𝑓 fonksiyonlarının uzayına Besov uzayı denir ve 𝐵𝑝
𝛼,𝑞 ℝ  sembolü ile 

gösterilir. Bu uzay  

 

 𝑓 𝐵𝑝
𝛼,𝑞 =  𝑓 𝑝 +     𝜔𝑝 𝑓, 𝑕   

𝑞 𝑑𝑕

 𝑕 𝑛+𝛼𝑞

ℝ

 

1

𝑞

 

 

normuna göre Banach uzayıdır (Chuong ve Duong, 2013). 

 

2.1.14. Tanım Herhangi bir  𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1 (ℝ) ve  𝑓𝐵 =  𝐵 −1  𝑓(𝑥)

𝐵
𝑑𝑥 olmak üzere (𝐵 ⊂ ℝ 

yuvar ve  𝐵 , 𝐵′  nin ölçümü) 

 

 𝑓 𝐵𝑀𝑂 = sup
𝐵⊂ℝ𝑛

1

 𝐵 
  𝑓(𝑥) − 𝑓𝐵 

𝐵

𝑑𝑥 < ∞, 

 

koĢulunu sağlayan  𝑓 fonksiyonlarının uzayı 𝐵𝑀𝑂(ℝ) ile gösterilir (Chuong ve Duong, 

2013).  𝐵𝑀𝑂(ℝ) uzayı 𝐻1 ℝ  uzayının dualidir. 

 

2.1.15. Tanım 𝑓 ve 𝑔 ∈  𝐿1(ℝ) olsun. Bu fonksiyonların giriĢimi 𝑓 ∗ 𝑔 simgesi ile 

gösterilir ve 

 

 𝑓 ∗ 𝑔 (𝑥) =  𝑓 𝑥 − 𝑦 

ℝ

𝑔(𝑦)𝑑𝑦 

 

biçiminde tanımlanır. Bu giriĢimin tanımlı olması için  
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  𝑓 𝑥 − 𝑦 𝑔(𝑦) 

ℝ

𝑑𝑦 < ∞ 

 

olmalıdır (Rudin, 1966). 

 

2.1.16. Tanım Herhangi bir 𝑓 ∈  𝐿1(ℝ) fonksiyonunun Fourier dönüĢümü, 𝜔 ∈ ℝ olmak 

üzere, 

 

𝑓 (𝜔) =  𝑓(𝑥)

ℝ

𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝜔 𝑑𝑥 

 

biçiminde tanımlanır (Bracewell, 1965: 381). 

 

2.1.17. Teorem (Plancherel) Herhangi bir 𝑓 ∈   𝐿1 ∩ 𝐿2  ℝ  olsun. Bu durumda 

   

 𝑓 2 =  𝑓  
2
  

 

olur. Ayrıca 𝑓, 𝑔 ∈  𝐿2(ℝ) ise 

 

 𝑓, 𝑔 =  𝑓 , 𝑔   

 

eĢitliği vardır (Gröchenig, 2001; Katnelson, 1968; Schwartz, 1966). 

 

2.1.18. Tanım Herhangi bir 𝑡 ∈ ℝ için 

 

𝛿 𝑡 =  
0  ,    𝑡 ≠ 0
∞  ,    𝑡 = 0

  

 

olmak üzere,  

 

 𝛿(𝑡)𝑑𝑡

+∞

−∞

= 1 
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biçiminde tanımlanan 𝛿 fonksiyonuna Dirac delta fonksiyonu denir (Raising hania., 2008). 

 

2.1.19. Teorem 𝑓 ∈  𝐿1(ℝ) olmak üzere Dirac delta fonksiyonu aĢağıdaki özellikleri 

sağlamaktadır. 

 

i)  𝑓 𝑡 𝛿 𝑡 − 𝜀 𝑑𝑡 = 𝑓 𝜀 

ℝ

           Kaydırma özelliği , 

ii)  𝑓 𝑢 − ℰ 𝛿 𝑢 − 𝑡 𝑑𝑡

ℝ

= 𝛿 𝜀 − 𝑡 , 

iii) 𝛿, Dirac delta fonksiyonu çifttir (Hartman, 1998). 

 

2.1.20. Tanım Herhangi  𝑡, 𝑤 ∈ ℝ2 için 𝐶𝜃 =  
1−𝑖𝑐𝑜𝑡𝜃

2𝜋
 olmak üzere,  

 

𝐾𝜃 𝑡, 𝑤 =

 
 
 

 
 𝐶

𝜃𝑒𝑖 𝑡
2+𝑤2 

𝑐𝑜𝑡𝜃

2
−𝑖𝑡𝑤𝑐𝑠𝑐𝜃 ,                                        𝜃 ≠ 𝑛𝜋

1

 2𝜋
𝑒−𝑖𝑡𝑤 ,                                                                  𝜃 =

𝜋

2

𝛿 𝑡 − 𝑤 ,                                                               𝜃 = 2𝑛𝜋
𝛿 𝑡 + 𝑤 ,                                      𝜃 =  2𝑛 + 1 𝜋 , 𝑛 ∈ ℤ

                            (2.2) 

 

biçiminde tanımlanan fonksiyona çekirdek fonksiyonu denir ve 

 

i)    𝐾𝜃 𝑡, 𝑤 = 𝐾𝜃 𝑤, 𝑡        Simetri , 

ii)   𝐾−𝜃 𝑡, 𝑤 =  𝐾𝜃 𝑡, 𝑤                  Kompleks Eşlenik ,  
iii)   𝐾𝜃 −𝑡, 𝑤 =  𝐾𝜃 𝑡, −𝑤 , 
iv)     𝐾𝑎 𝑡, 𝑤  𝐾𝑏 𝑤, 𝑥 𝑑𝑤 =  𝐾𝑎+𝑏 𝑡, 𝑥 

ℝ
     Toplanabilirlik ,    

v)     𝐾𝑎 𝑡, 𝑤 
ℝ

 𝐾𝑎 𝑡, 𝑢            𝑑𝑡 = 𝛿 𝑢 − 𝑤  

 

özelliklerini sağlar (Bultheel veMartinez, 2002). 

 

2.1.21. Tanım Herhangi bir 𝑓 ∈  𝐿1(ℝ) fonksiyonunun kesirli Fourier dönüĢümü; 

 

𝐹𝜃𝑓 𝑡 = 𝑓 𝜃 𝑡 =   𝐾𝜃 𝑡, 𝑤 𝑓(𝑤)
ℝ

𝑑𝑤 
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=

 
 
 

 
 
  

1 − 𝑖𝑐𝑜𝑡𝜃

2𝜋
ℝ

𝑓(𝜔)𝑒
𝑖
2
 𝑡2+𝑤2 𝑐𝑜𝑡𝜃−𝑖𝜔𝑡𝑐𝑠𝑐𝜃  𝑑𝜔 ,          𝜃 ≠ 𝑛𝜋 

𝑓  𝑡  ,                                                                               𝜃 = 2𝑛𝜋

𝑓 −𝑡 ,                                                     𝜃 =  2𝑛 + 1 𝜋, 𝑛 ∈ ℤ

  

 

Ģeklinde tanımlanır. Bu dönüĢüm çekirdek fonksiyonu 𝐾𝜃 𝑡, 𝑤  tarafından elde edilen bir 

integral operatörüdür. Eğer 𝜃 =
𝜋

2
 alınırsa 𝐹𝜃𝑓 = 𝐹𝑓  olup kesirli Fourier dönüĢümü 

Fourier dönüĢümüne denk gelir  (Bultheel ve Martinez, 2002; Almeida, 1997). 

Ters kesirli Fourier dönüĢümü ise Ģu Ģekildedir: 

 

𝑓(𝑡) =  𝑓 
𝜃
 𝑤 𝐾𝜃 𝑡,𝑤 𝑑𝑤  

ℝ
, 

 

burada      𝐾𝜃 𝑡, 𝑤 = 𝐾−𝜃(𝑡, 𝑤)    ve    𝐶𝜃    = 𝐶−𝜃    dir. 

 

2.1.22. Teorem (Parseval Bağıntısı)  Herhangi 𝑓, 𝜓 ∈ 𝐿2 ℝ  için,  𝐹𝑎  ve 𝐹𝜃  sırasıyla 𝑓(𝑡) 

ve  𝜓(𝑡) fonksiyonlarının kesirli Fourier dönüĢümleri olmak üzere;  

 

i)   𝑓(𝑡)

ℝ

𝜓(𝑡)      𝑑𝑡 =  𝐹𝑎

ℝ

𝑓 𝜔 𝐹𝜃𝜓(𝜔)𝑑𝜔 

ii)  𝐹𝑎𝑓 𝑡 

ℝ

𝜓(𝑡)𝑑𝑡 =  𝐹𝑎𝜓 𝜔 

ℝ

𝑓(𝜔)𝑑𝜔 

𝑖𝑖𝑖)   𝑓(𝑡) 2

ℝ

𝑑𝑡 =   𝐹𝑎𝑓(𝜔) 2

ℝ

𝑑𝜔 

 

eĢitlikleri vardır (Pathak, Prasad ve Kumar, 2012: 239-254). 

 

2.1.23. Tanım 𝑓,ℝ üzeinde tanımlı herhangi bir fonksiyon olsun. Herhangi 𝑥 ∈ ℝ için 

 

𝑇𝑥𝑓 𝑡 = 𝑓 𝑡 − 𝑥  

 

operatörüne  öteleme operatörü denir (Gröchenig, 2001: 359). 
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2.1.24. Tanım 𝑓,ℝ  üzerinde herhangi bir fonksiyon ve 𝑠 ≠ 0, 𝑠 ∈ ℝ  olmak üzere, 

 

𝐷𝑠𝑓 𝑥 =  𝑠 −1 2 𝑓 𝑠−1𝑥 ,   𝑥 ∈ ℝ 

 

biçiminde tanımlanan  𝐷𝑠  operatörüne 𝑓 fonksiyonunun açılma (dilation) operatörü denir 

(Gröchenig, 2001: 359). 

 

2.1.25. Tanım Herhangi bir 𝑓 ∈  𝐿2(ℝ) fonksiyonunun 0 ≠ 𝑔 ∈  𝐿2(ℝ) dalga 

fonksiyonuna bağlı dalgacık (wavelet) dönüĢümü; 

 

𝑊𝑔𝑓 𝑥, 𝑠 =  𝑠 −1 2  𝑓 𝑡 𝑔  𝑠−1 𝑡 − 𝑥  

ℝ

𝑑𝑡       (𝑥 ∈ ℝ, 𝑠 ∈ ℝ −  0 ) 

 

biçiminde tanımlanır (Gröchenig, 2001: 203). 

 

𝑊𝑔𝑓 𝑥, 𝑠  dönüĢümü 𝑓 fonksiyonunun herhangi 𝑥 anındaki yerel bilgilerini 𝑠 

büyüklüğünde vermektedir. Burada ölçek 𝑠 yerel ayrıntıların çözünürlüğünü gösterir. Sabit 

𝑥 ve 𝑠 → 0 için 𝑊𝑔𝑓 𝑥, .  , 𝑥 anındaki yerel bilgileri bir mikroskop gibi çözer. Kısa 

zamanlı fourier dönüĢümü (Gabor dönüĢümü) ve Fourier dönüĢümü bu mikrolokal 

özellikten yoksundur (Gröchenig, 2001). 

 

2.1.26. Tanım Dalgacık teorisinde a, sinyalin açılma ölçeğini veren parametre, b ise zaman 

parametresi olarak iĢlevini yürütmektedir. Ana dalga fonksiyonu  

 

𝜓𝑏,𝑎 𝑡 = 𝑇𝑏𝜓
𝑎 𝑡 = 𝑎−

1

2𝜓 
𝑡 − 𝑏

𝑎
 , 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎 ∈ ℝ+ 

 

Ģeklinde tanımlanmaktadır (Prasad ve Kumar, 2015: 201-210). 

 

2.1.27. Tanım 𝜓 ∈ 𝐿2(ℝ) dalga fonksiyonunun kesirli ana dalga fonksiyonu; 

 

𝜓𝑏,𝑎,𝜃(𝑡) =
1

 𝑎
𝜓  

𝑡 − 𝑏

𝑎
 𝑒−

𝑖

2
(𝑡2−𝑏2)𝑐𝑜𝑡𝜃  , (𝑎 > 0, 𝑏 ∈ ℝ) 
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biçiminde tanımlanır (Prasad ve Kumar, 2015: 201-210). Burada a ölçü parametresini, b de 

öteleme parametresini göstermektedir. 

 

Eğer 𝜃 =
𝜋

2
  alınırsa 𝜓𝑏,𝑎,

𝜋

2
(𝑡) = 𝑇𝑏𝐷𝑎   𝑓(𝑥)   eĢitliği elde edilir. (𝑇  öteleme operatörü, 𝐷 

açılma operatörü) 

 

2.1.28. Teorem 𝜓 ∈ 𝐿2(ℝ) dalga fonksiyonu olmak üzere, 𝜓𝑏,𝑎,𝜃  fonksiyonunun kesirli 

Fourier dönüĢümü; 

 

𝜓 𝜃
𝑏,𝑎,𝜃

 𝜔 =  𝑎𝑒
𝑖

2
 𝑏2+𝜔2 𝑐𝑜𝑡𝜃 −𝑖𝑏𝜔𝑐𝑠𝑐𝜃 −

𝑖

2
𝑎2𝜔2𝑐𝑜𝑡𝜃  𝐹𝜃  𝑒−

𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝜓  𝑎𝜔  

 

biçimindedir (Prasad ve Kumar, 2015: 201-210). 

 

2.1.29. Tanım 𝑎 ∈ ℝ+ ve 𝑏 ∈ ℝ olmak üzere herhangi bir 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ) fonksiyonunun 

kesirli dalgacık dönüĢümü (fractional wavelet dönüĢümü); 

 

𝑊𝜓
𝜃𝑓 𝑏, 𝑎 =   𝑓 𝑡 

ℝ

𝜓𝑏,𝑎,𝜃 𝑡            𝑑𝑡 =
1

 𝑎
 𝑓 𝑡 

ℝ

𝜓  
𝑡 − 𝑏

𝑎
 𝑒

𝑖

2
(𝑡2−𝑏2)𝑐𝑜𝑡𝜃 𝑑𝑡,  

 

biçiminde tanımlanır (Prasad ve Kumar,  2015: 201-210). 

 

Eğer 𝜃 =
𝜋

2
  alınırsa kesirli dalgacık dönüĢümü klasik dalgacık dönüĢümü ile çakıĢır. Diğer 

bir ifadeyle   𝑊
𝜓

𝜋

2𝑓 𝑏, 𝑎 = 𝑊𝜓𝑓(𝑏, 𝑎) olur. 

 

2.1.30. Tanım Herhangi  𝑓, 𝜓 ∈ 𝐿2(ℝ) fonksiyonlarının kesirli giriĢimi  

 

 𝑓 ∗𝜃 𝜓 (𝑡) =  𝑓 𝜉 𝜓(𝑡 − 𝜉)

ℝ

𝑒−
𝑖

2
(𝑡2−𝜉2)𝑐𝑜𝑡𝜃 𝑑𝜉 

 

biçiminde tanımlanır ve ∗𝜃  ile gösterilir. Burada özel olarak  𝜃 =
𝜋

2
  alınırsa alıĢılmıĢ 

giriĢim tanımı elde edilir (Prasad ve Kumar, 2015: 201-210). 
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2.1.31.  Tanım 𝜓 ∈ 𝐿2(ℝ) dalga fonksiyonu olmak üzere  

 

𝐶𝜓,𝜃 =  
 𝐹𝜃 𝑒

−
𝑖
2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃

𝜓 (𝑣) 

2

 𝑣 ℝ
𝑑𝑣 < ∞ ise 

 

ise 𝜓 uyuĢabilirlik koĢulunu (admissibility condition) sağlar denir (Prasad ve Kumar, 

2015: 201-210). 

 

Bu tez çalıĢmasında dalga fonksiyonlarının uyuĢabilirlik koĢulunu sağladığı kabul 

edilecektir. 

 

2.1.32. Teorem Her  𝑏, 𝑎 ∈ ℝ × ℝ+  için 𝜓 ∈ 𝐿2(ℝ) dalga fonksiyonu ve 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ) 

olmak üzere; 

 

𝑊𝜓
𝜃𝑓 𝑏, 𝑎 =  𝑎  𝑒−

𝑖

2
 𝑏2+𝜔2 𝑐𝑜𝑡𝜃 +𝑖𝑏𝜔𝑐𝑠𝑐𝜃 +

𝑖

2
𝑎2𝜔2𝑐𝑜𝑡𝜃

∞

−∞

𝐹𝜃(𝑒−
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝜓)

                     
 𝑎𝜔 𝑓 𝜃(𝜔)𝑑𝜔 

 

eĢitliği vardır (Prasad ve Kumar, 2015: 201-210). 

 

2.1.33. Teorem Eğer 𝜓 ∈ 𝐿2(ℝ) dalga fonksiyonu ise herhangi bir  𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ) 

fonksiyonunun kesirli dalgacık dönüĢümü her  𝑏, 𝑎 ∈ ℝ × ℝ+  için 

 

𝑊𝜓
𝜃𝑓 𝑏, 𝑎 = 𝑒−

𝑖

2
𝑏2𝑐𝑜𝑡𝜃  𝑒

𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃 𝑓 ∗ 𝜓𝑎∗     (𝑏) 

 

ve 

 

𝑊𝜓
𝜃𝑓 𝑏, 𝑎 = 𝑓 ∗𝜃 𝜓𝑎(𝑏) 

 

biçiminde yazılır (Prasad, Manna, Mahato ve Singh, 2014). 
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2.1.34.  Teorem 𝜓 uyuĢabilirlik koĢullarını sağlayan bir dalga fonksiyonu ve  𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ) 

olsun. Bu durumda 

 

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋𝑠𝑖𝑛𝜃𝐶𝜓,𝜃
  (𝑊𝜓

𝜃𝑓) 𝑏, 𝑎 𝜓𝑏,𝑎,𝜃

∞

0

∞

−∞

𝑑𝑏𝑑𝑎

𝑎2
 

 

eĢitliği vardır. Bundan baĢka 𝑓 fonksiyonunun kesirli Fourier dönüĢümü; 

 

𝑓 𝜃 𝜔 =
1

2𝜋𝑠𝑖𝑛𝜃𝐶𝜓,𝜃
  (𝑊𝜓

𝜃𝑓) 𝑏, 𝑎 𝜓 𝑏,𝑎,𝜃(𝜔)

∞

0

∞

−∞

𝑑𝑏𝑑𝑎

𝑎2
 

 

biçimindedir (Prasad ve diğerleri, 2014). 

 

2.1.35.  Tanım (Cauchy-Schwarz EĢitsizliği) Eğer  𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(ℝ) ise 𝑓𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ) olup  

 

 𝑓𝑔 1 ≤  𝑓 2 𝑔 2 

 

eĢitsizliği sağlanır (Fitzpatrick ve Royden, 2010: 142). 

 

2.1.36. Teorem (Ters Schwartz EĢitsizliği) Her 𝑕 ∈ 𝐿2(ℝ) için   𝐺𝑕 1 ≤ 𝐴 𝑕 2 ise 

𝐺 ∈ 𝐿2(ℝ) ve  𝐺 2 ≤ 𝐴 olur (Goldberg, 1938: 385). 
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2.2. Multilineer Kesirli Fourier Dönüşümü Ve Multilineer Kesirli Dalgacık     

Dönüşümü 

 

Bu bölümde multilineer kesirli dalgacık dönüĢümünü ve multilineer kesirli Fourier 

dönüĢümünü tanıtacağız. 

 

𝜓𝑗   𝑗 = 1,… , 𝑛  dalga fonksiyonları olmak üzere 𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛  fonksiyonuna multi 

dalga ismi verilir (Kulak, 2021). ġimdi, multilineer ana dalga ve multilineer kesirli ana 

dalga fonksiyonları tanımlarını vereceğiz. 

 

2.2.1. Tanım  𝑎 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∈ ℝ+
𝑛  bir çoklu ölçü parametresi ve 𝑏 = (𝑏1, … , 𝑏𝑛) ∈ ℝ𝑛  

de bir multi öteleme parametresi olsun. Yani, 𝑗 = 1,… , 𝑛 için 𝑎𝑗  ölçü parametresi ve 𝑏𝑗  

öteleme parametresi olsun. Bu durumda multilineer ana dalga fonksiyonu Ģu Ģekilde 

tanımlanır: 

 

𝝍𝑏,𝑎 𝑡 =  𝑇𝑏𝑗𝜓𝑗
𝑎𝑗  𝑡𝑗  =  𝑎 𝑛

−
1

2  𝜓𝑗  
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

,   𝑡 = (𝑡1, … , 𝑡𝑛) ∈ ℝ𝑛  

 

Multilineer ana dalga fonksiyonu, bir dalga fonksiyonunun açılma ve ötelemesinin n- katlı 

çarpımı ile elde edilir. Bu çalıĢma boyunca 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛  ve 𝑏 ∈ ℝ𝑛  parametrelerini sırasıyla 

multi ölçü parametresi ve multi öteleme parametresi olarak alacağız. 

 

Herhangi 𝑏 = (𝑏1, … , 𝑏𝑛), 𝑡 = (𝑡1, … , 𝑡𝑛) ∈ ℝ𝑛  ve 𝑎 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∈ ℝ+
𝑛  için 𝜃 =

 𝜃1, … , 𝜃𝑛  multi açılı multilineer kesirli ana dalga fonksiyonu; 

 

                𝝍𝑏,𝑎,𝜃 𝑡 =  𝑇𝑏𝑗𝜓𝑗
𝑎𝑗  𝑡𝑗  =  𝑎 𝑛

−
1

2  𝜓𝑗  
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 𝑒−

𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑏𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

,            (2.3) 

 

biçiminde tanımlanır. Bu çalıĢmada  𝑎 𝑛 = 𝑎1𝑎2 …𝑎𝑛  notasyonunu  kullanacağız. 

 

Tez çalıĢmasında  𝒇 𝑡 = 𝑓1 𝑡1 …𝑓𝑛 𝑡𝑛 =

𝑛
⊗
𝑗 = 1

𝑓𝑗  𝑡𝑗  , 𝑡 =  𝑡1, … , 𝑡𝑛 ∈ ℝ
𝑛  olmak 

üzere 𝒇 hem 𝒇 =  𝑓1, … , 𝑓𝑛  vektörünü hem de 𝒇 = 𝑓1 ⊗…⊗𝑓𝑛  tensör çarpımını 
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göstermektedir. Buna ilaveten ℝ𝑛  deki iç çarpım 𝑥 ∙ 𝑦 =  𝑥𝑗𝑦𝑗
𝑛
𝑗=1   ve 𝑥2 =

 𝑥1
2, … , 𝑥𝑛

2  notasyonu kullanılacaktır. Ayrıca çalıĢma boyunca eğer,  ∙ ≤ 𝑐 ∙  olacak 

biçimde 𝑐 > 0  var ise  ∙ ≲  ∙  gösterimi kullanılacaktır (Kulak, 2021). 

 

2.2.2. Tanım  𝒇 =  𝑓1, … , 𝑓𝑛  ve 𝒈 =  𝑔1, … , 𝑔𝑛 ∈ 𝑆 ℝ 
𝑛 = 𝑆 ℝ × …× 𝑆 ℝ  olsun. Her 

𝑡 = (𝑡1, … , 𝑡𝑛) ∈ ℝ𝑛  için f ve g’nin multilineer kesirli giriĢimi Ģu Ģekilde tanımlanır: 

 

 𝒇 ∗𝜃 𝒈  𝑡 =   𝑓𝑗  𝑥𝑗  𝑔𝑗  𝑡𝑗 − 𝑥𝑗  

𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

𝑒−
𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑥𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝑑𝑥 

                      =  𝑓1 𝑥1 𝑔1 𝑡1 − 𝑥1 𝑒
−
𝑖

2
 𝑡1

2−𝑥1
2 𝑐𝑜𝑡𝜃1𝑑𝑥1

ℝ

… 

                       …  𝑓𝑛 𝑥𝑛 𝑔𝑛 𝑡𝑛 − 𝑥𝑛 𝑒
−
𝑖

2
 𝑡𝑛

2−𝑥𝑛
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑛𝑑𝑥𝑛

ℝ

 

                                                    =   𝑓𝑗 ∗𝜃𝑗 𝑔𝑗  𝑡𝑗  ,

𝑛

𝑗=1

 

 

olup burada ∗𝜃𝑗 , 𝑗 =  1, … , 𝑛   kesirli giriĢimi ifade etmektedir (Kulak, 2021). 

 

2.2.3. Tanım  𝒇 =  𝑓1, … , 𝑓𝑛  ve 𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛 ∈ 𝑆 ℝ 
𝑛  olmak üzere 𝝍𝑏,𝑎,𝜃 , (2.3) ile 

verilen bir multilineer kesirli ana dalga fonksiyonu olsun. 𝑓 nin 𝜃- multi açılı, multilineer 

kesirli dalgacık dönüĢümü  

 

𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎 =  𝒇 𝑡 𝝍𝑏,𝑎,𝜃 𝑡             

ℝ𝑛

𝑑𝑡 =  𝒇,𝝍𝑏,𝑎,𝜃   

                                                       =  𝑎 𝑛
−

1

2  𝒇 𝑡  𝜓𝑗  
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 

               𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

𝑒
𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑏𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝑑𝑡 

 

biçimimde tanımlanır (Kulak, 2021). 

 

2.2.4. Tanım   𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛  bir multi dalga fonksiyonu olsun. Eğer  

 

𝐶𝜓,𝜃 =   
 𝐹𝜃𝑗  𝑒−

𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝜓𝑗  𝑤𝑗   

2

 𝑤𝑗  
𝑑𝑤 < ∞

𝑛

𝑗=1ℝ
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ise  𝝍 multi kesirli  kabul edilebilirlik koĢulunu sağlar denir (Kulak, 2021). 

 

Bu tez çalıĢmasında multi dalgacık 𝝍 fonksiyonu muti kesirli  kabul edilebilirlik koĢulunu 

sağladığını ve 𝝍𝑏,𝑎,𝜃   nin multilineer kesirli ana dalga fonksiyonu olduğunu kabul 

edeceğiz. 

 

2.2.5. Teorem  𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛 ∈ 𝑆 ℝ 
𝑛  olsun. O halde her (𝑏, 𝑎) ∈ ℝ × ℝ+ ve her 

𝒇 =  𝑓1, … . , 𝑓𝑛 ∈ 𝐿
𝑝 ℝ 𝑛 = 𝐿𝑝 ℝ × …𝐿𝑝 ℝ  için 

 

𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎 = 𝑒−

𝑖

2
𝑏2𝑐𝑜𝑡𝜃   𝑒

𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝑓𝑗 ∗ 𝜓𝑗

𝑎𝑗  𝑏𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

 

ve  

 

𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎 =   𝑓𝑗 ∗𝜃𝑗 𝜓𝑗

𝑎𝑗   𝑏𝑗  =  𝒇 ∗𝜃 𝝍
𝑎  𝑏 

𝑛

𝑗=1

 

 

olur (Kulak, 2021). 

 

2.2.6. Tanım 𝒇 =  𝑓1, … , 𝑓𝑛 ∈ 𝑆 ℝ 
𝑛  olsun. 𝜃 multi açılı multilineer kesirli Fourier 

dönüĢümü 

 

𝐹𝜃𝒇(𝑤) =  𝒇 𝑡 𝑲𝜃 𝑡, 𝑤 𝑑𝑡

ℝ𝑛

 

                            =  𝒇 𝑡  𝐾
𝑗

𝜃𝑗 (𝑡𝑗 , 𝑤𝑗 )

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑡

ℝ𝑛

 

 

biçiminde tanımlanır. Burada, 𝐾
𝑗

𝜃𝑗 (𝑡𝑗 , 𝑤𝑗 ), (2.2) tarafından verilen çekirdektir (Kulak, 

2021). 

 

Multilineer kesirli Fourier dönüĢümü 𝒇 𝜃sembolü ile de gösterilmektedir. Klasik kesirli 

Fourier dönüĢümü, 𝑆 ℝ  den 𝑆 ℝ  ye birebir ve örten olduğundan, multilineer kesirli 
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Fourier dönüĢümü, 𝑆(ℝ)𝑛  den 𝑆(ℝ𝑛) ye birebir ve örtendir (Pathak, Prasad ve Kumar, 

2012).  

 

ġimdi, 𝒇’ nin ters multilineer kesirli Fourier dönüĢümünün tanımını verelim; 

 

𝐹−1𝜃𝒇(𝑡) =  𝐹𝜃𝒇(𝑢)𝑲𝜃(𝑡, 𝑢)           

ℝ

𝑑𝑢 

                              =  𝐹𝜃𝒇(𝑢) 𝐾𝑗
𝜃𝑗 (𝑡𝑗 , 𝑢𝑗 )

             
𝑑𝑢

𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

 

                                  =  𝐹𝜃𝒇(𝑢) 𝐾
𝑗

−𝜃𝑗 (𝑡𝑗 , 𝑢𝑗 )𝑑𝑢

𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

. 

 

Ayrıca, 𝒇’ in multi açılı ters kesirli Fourier dönüĢümü 𝒇𝜃  sembolü ile de gösterilmektedir. 

Yine 𝐹𝜃𝒇(𝑢) ∈ 𝐿1(ℝ𝑛) olduğundan (Pathak, Prasad ve Kumar, 2012) çalıĢmasında 

Teorem 3.1’den , 𝐹−1𝜃 (𝐹𝜃𝒇) = 𝒇 ve 𝐹𝜃(𝐹−1𝜃𝒇) = 𝒇 olduğu kolayca görülür (Kulak, 

2021). 

 

2.2.7. Teorem 𝒇 =  𝑓1, … , 𝑓𝑛 , 𝒈 =  𝑔1, … , 𝑔𝑛 ∈ 𝐿
2(ℝ)𝑛  olsun. Eğer, 𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛 ,

𝝋 = (𝜑1, … , 𝜑𝑛)  𝑆(ℝ)𝑛  de bir multi dalga fonksiyonu ise, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇(𝑏, 𝑎)𝑊𝝋

𝜃𝒈(𝑏, 𝑎)              𝑑𝑏𝑑𝑎

 𝑎 𝑛2
=  2𝜋 𝑛  𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗𝐶𝜓 𝑗 ,𝜑𝑗

 𝑓𝑗 , 𝑔𝑗  

𝑛

𝑗=1ℝ+
𝑛ℝ𝑛

 

 

olur. Burada,   

 

𝐶𝜓𝑗 ,𝜑𝑗
=  𝐹𝜃𝑗 (𝑒−

𝑖

2
(.)2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝜓𝑗)

                       
 𝑎𝑗  𝐹

𝜃𝑗  𝑒−
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝜑𝑗 (𝑎𝑗 )𝑎𝑗

−1𝑑𝑎𝑗 < ∞

ℝ+

 

 

𝑗 = 1,… , 𝑛 (Kulak, 2021). 
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2.2.8. Teorem 𝒇 =  𝑓1, … , 𝑓𝑛 , 𝒈 =  𝑔1, … , 𝑔𝑛 ∈ 𝐿
2(ℝ)𝑛  olsun. Eğer, 𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛   

𝑆(ℝ)𝑛  de bir multi dalga fonksiyonu ise, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇(𝑏, 𝑎)𝑊𝝍

𝜃𝒈(𝑏, 𝑎)              𝑑𝑏𝑑𝑎

 𝑎 𝑛2
=  2𝜋 𝑛  𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗𝐶𝜓 𝑗 ,𝜃𝑗

 𝑓𝑗 , 𝑔𝑗  

𝑛

𝑗=1ℝ+
𝑛ℝ𝑛

 

 

olur (Kulak, 2021). 

 

2.2.9. Teorem 𝒇 =  𝑓1, … , 𝑓𝑛 ∈ 𝐿
2(ℝ)𝑛  olsun. Eğer, 𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛   𝑆(ℝ)𝑛  de bir multi 

dalga fonksiyonu ise 

 

   𝑊𝝍
𝜃𝒇(𝑏, 𝑎) 

2 𝑑𝑏𝑑𝑎

 𝑎 𝑛2
=  2𝜋 𝑛  𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗𝐶𝜓𝑗 ,𝜃𝑗

 𝑓𝑗 2

2
𝑛

𝑗=1ℝ+
𝑛ℝ𝑛

 

 

olur (Kulak, 2021). 

 

ġimdi ters multilineer kesirli dalgacık dönüĢümü veren teoremi verelim; 

 

2.2.10. Teorem 𝒇 =  𝑓1, … , 𝑓𝑛 ∈ 𝐿
2(ℝ)𝑛  olsun. Eğer, 𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛   𝑆(ℝ)𝑛  de bir 

multi dalga fonksiyonu ise   

 

𝒇(𝑡) = (2𝜋)−𝑛 
1

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗𝐶𝜓𝑗 ,𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

  𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎 𝝍𝑏,𝑎,𝜃(𝑡)

𝑑𝑏𝑑𝑎

 𝑎 𝑛2
ℝ+
𝑛ℝ𝑛

 

 

olur (Kulak, 2021). 

 

2.2.11. Teorem 𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛   𝑆(ℝ)𝑛   de bir multi dalga fonksiyonu ve 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛  olsun. 

Her 𝒇 =  𝑓1, … , 𝑓𝑛 ∈ 𝐿
𝑝(ℝ)𝑛  için 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) 

𝐿𝑝 (ℝ)
≤  𝑎 𝑛

1

2   𝑓𝑗 𝐿𝑝 (ℝ)
  𝜓𝑗 𝐿1(ℝ)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1
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olur (Kulak, 2021). 

 

2.2.12. Teorem 𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛 ,𝝋 = (𝜑1, … , 𝜑𝑛) ∈ 𝑆(ℝ)𝑛  multi dalga fonksiyonu 

herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛  verisin. Her 𝒇 =  𝑓1, … , 𝑓𝑛 ∈ 𝐿

𝑝(ℝ)𝑛  için 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) −𝑊𝝋

𝜃𝒇(. , 𝑎) 
𝐿𝑝 (ℝ𝑛 )

≤  𝑎 𝑛
1

2   𝑓𝑗 𝐿𝑝 (ℝ)
  𝜓𝑗 − 𝜑𝑗 𝐿1 ℝ 

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

 

 

olur (Kulak, 2021). 

 

2.2.13. Teorem   𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛 ∈ 𝑆(ℝ)𝑛   multi dalga ve herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛  verilsin. 

O halde, her 𝒇 =  𝑓1, … , 𝑓𝑛 , 𝒈 =  𝑔1, … , 𝑔𝑛 ∈ 𝐿
𝑝(ℝ)𝑛  için 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) −𝑊𝝍

𝜃𝒈(. , 𝑎) 
𝐿𝑝 (ℝ𝑛 )

≤  𝑎 𝑛
1

2   𝑓𝑗 − 𝑔𝑗 𝐿𝑝 (ℝ)
  𝜓𝑗 𝐿1 ℝ 

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

 

 

 eĢitsizliği vardır (Kulak, 2021). 

 

2.2.14. Sonuç 𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛 , 𝝋 = (𝜑1, … , 𝜑𝑛) ∈ 𝑆(ℝ)𝑛  multi dalga fonksiyonu ve 

herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛  verilsin. Bu durumda her 𝒇 =  𝑓1, … , 𝑓𝑛 , 𝒈 =  𝑔1, … , 𝑔𝑛 ∈ 𝐿

𝑝(ℝ)𝑛  

için 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) −𝑊𝝋

𝜃𝒈(. , 𝑎) 
𝐿𝑝 (ℝ𝑛 )

≤  𝑎 𝑛
1

2

 
 
 

 
   𝑓𝑗 − 𝑔𝑗 𝐿𝑝 (ℝ)

  𝜓𝑗 𝐿1 ℝ 

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

+

  𝑔𝑗 𝐿𝑝 (ℝ)
  𝜓𝑗 − 𝜑𝑗 𝐿1 ℝ 

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

  

 

eĢitsizliği vardır (Kulak, 2021). 
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2.2.15. Tanım 0 < 𝑟 ≤ 1 ve 𝑥0 ∈ ℝ olmak üzere, eğer 𝑥0 noktasının bir komĢuluğundaki 

her 𝑥 için 

 

                                           𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0  ≤ 𝐶 𝑥 − 𝑥0 
𝑟                                                   (2.4)              

 

olacak biçimde 𝐶 > 0 sayısı var ise 𝑓 fonksiyonuna 𝑥0 ∈ ℝ noktasında r- Hölder süreklidir 

denir.  Bu fonksiyonların kümesi 𝐶𝑟 𝑥0  ile gösterilir. Özel olarak 𝑟 = 1 ise bu süreklilik 

Lipschitz sürekliliği olarak isimlendirilir. Eğer (2.4) eĢitsizliği ℝ nin tamamında aynı 

𝐶 > 0 sabiti ile sağlanırsa 𝑓 fonksiyonuna evrensel (globally) r- Hölder süreklidir denir ve 

bu fonsiyonların kümesi 𝐶𝑟 ℝ  ile gösterilir (Gröchening, 2001: 207). 
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3. BULGULAR 

 

3.1. Bazı  Fonksiyon Uzayları Üzerinde Multilineer Kesirli Dalgacık Dönüşümlerin 

Sınırlılığı 

 

3.1.1. Teorem 𝒇 =  𝑓1,⋯ , 𝑓𝑛 ∈ 𝐿
2(ℝ)𝑛  ve 𝝍 =  𝜓1,⋯ , 𝜓𝑛 ∈ 𝑆 ℝ 

𝑛  bir multi dalga 

fonksiyon olsun. Bu durumda  

 

𝐹𝜃𝒇(𝑤) = (2𝜋)−𝑛 
1

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗𝐶𝜓𝑗 ,𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

  𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎 𝐹𝜃𝝍𝑏,𝑎,𝜃(𝑤)

𝑑𝑏𝑑𝑎

 𝑎 𝑛2
ℝ+
𝑛ℝ𝑛

 

 

eĢitliği vardır. 

 

İspat Herhangi bir 𝒇 ∈ 𝑆 ℝ 𝑛  alalım. O halde, 

 

          𝐹𝜃𝒇(𝑤) =   𝒇 𝑡 𝐾𝜃

ℝ𝑛

(𝑡, 𝑤)𝑑𝑡 

                          =   𝒇 𝑡  𝐾
𝑗

𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

(𝑡𝑗 , 𝑤𝑗 )𝑑𝑡 

 =   … 𝑓1 𝑡1 …

ℝ

𝑓𝑛 𝑡𝑛 𝐾1
𝜃1

ℝ

 𝑡1, 𝑤1 …𝐾𝑛
𝜃𝑛  𝑡𝑛 , 𝑤𝑛 𝑑𝑡1 …𝑑𝑡𝑛  

=    𝑓1 𝑡1 

ℝ

𝐾1
𝜃1 𝑡1, 𝑤1 𝑑𝑡1 …  𝑓𝑛 𝑡𝑛 

ℝ

𝐾𝑛
𝜃𝑛  𝑡𝑛 , 𝑤𝑛 𝑑𝑡𝑛  

                           = 𝐹𝜃1𝑓1 𝑤1 …𝐹
𝜃𝑛𝑓𝑛 𝑤𝑛  

                           =  𝐹𝜃𝑗𝑓𝑗  𝑤𝑗  

𝑛

𝑗=1

                                                                                                (3.1)  

 

yazılır. Diğer taraftan, 

 

𝐹𝜃𝑗𝑓𝑗  𝑤𝑗  

= (2𝜋)−1  
1

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗𝐶𝜓𝑗 ,𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

  𝑊
𝜓𝑗

𝜃𝑗𝑓𝑗  𝑏𝑗 , 𝑎𝑗  𝐹
𝜃𝑗𝜓𝑗

𝑏𝑗 ,𝑎𝑗 ,𝜃𝑗 (𝑤𝑗 )
𝑑𝑏𝑗𝑑𝑎𝑗

𝑎𝑗
2

∞

0ℝ

                           (3.2) 

 

 𝑗 = 1,⋯ , 𝑛  olup (3.1) ve (3.2) eĢitlikleri kullanılır ise 
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𝐹𝜃𝒇(𝑤) =   𝐹𝜃𝑗𝑓𝑗  𝑤𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

 = 𝐹𝜃1𝑓1 𝑤1 …𝐹
𝜃𝑛𝑓𝑛 𝑤𝑛  

= (2𝜋)−1  
1

𝑠𝑖𝑛𝜃1𝐶𝜓1 ,𝜃1

𝑛

𝑗=1

  𝑊𝜓1

𝜃1𝑓1 𝑏1, 𝑎1 𝐹
𝜃1𝜓1

𝑏1 ,𝑎1 ,𝜃1 (𝑤1)
𝑑𝑏1𝑑𝑎1

𝑎1
2

∞

0ℝ

× 

…× (2𝜋)−1  
1

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑛𝐶𝜓𝑛 ,𝜃𝑛

𝑛

𝑗=1

  𝑊𝜓𝑛

𝜃𝑛𝑓𝑛 𝑏𝑛 , 𝑎𝑛 𝐹
𝜃𝑛𝜓𝑛

𝑏𝑛 ,𝑎𝑛 ,𝜃𝑛 (𝑤𝑛)
𝑑𝑏𝑛𝑑𝑎𝑛
𝑎𝑛2

∞

0ℝ

 

= (2𝜋)−𝑛 
1

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗𝐶𝜓𝑗 ,𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

 …  … 𝑊𝜓1

𝜃1𝑓1 𝑏1, 𝑎1 

∞

0

∞

0ℝℝ

…𝑊𝜓𝑛

𝜃𝑛𝑓𝑛 𝑏𝑛 , 𝑎𝑛  

× 𝐹𝜃1𝜓1
𝑏1 ,𝑎1 ,𝜃1 𝑤1 …𝐹

𝜃𝑛𝜓𝑛
𝑏𝑛 ,𝑎𝑛 ,𝜃𝑛  𝑤𝑛 𝑑𝑏1 …  𝑑𝑏𝑛

𝑑𝑎1

𝑎1
2 …

𝑑𝑎𝑛
𝑎𝑛2

 

= (2𝜋)−𝑛 
1

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗𝐶𝜓𝑗 ,𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

    𝑊
𝜓𝑗

𝜃𝑗𝑓𝑗  𝑏𝑗 , 𝑎𝑗  

𝑛

𝑗=1

   𝐹𝜃𝑗𝜓𝑗
𝑏𝑗 ,𝑎𝑗 ,𝜃𝑗 (𝑤𝑗 )

𝑛

𝑗=1

 
𝑑𝑏𝑑𝑎

 𝑎 𝑛2
ℝ+
𝑛ℝ𝑛

 

 = (2𝜋)−𝑛 
1

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗𝐶𝜓𝑗 ,𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

  𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎 𝐹𝜃𝝍𝑏,𝑎,𝜃(𝑤)

𝑑𝑏𝑑𝑎

 𝑎 𝑛2
ℝ+
𝑛ℝ𝑛

 

 

elde edilir. 

 

3.1.2. Teorem 𝒇 =  𝑓1,⋯ , 𝑓𝑛 , 𝒈 =  𝑔1 ,⋯ , 𝑔𝑛 ∈ 𝐿
2(ℝ)𝑛  olsun. Eğer 𝝍 =  𝜓1 ,⋯ , 𝜓𝑛 ,  

𝑆 ℝ 𝑛  de bir multi dalgacık fonksiyon ise, 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇(𝑏, 𝑎)𝑊𝝍

𝜃𝒈(𝑏, 𝑎)              

ℝ𝑛

𝑑𝑏 =  2𝜋 𝑛  𝑎 𝑛  𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗  𝑢𝜃 𝑗 , 𝑣𝜃 𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

 

eĢitliği vardır. Burada 𝑢𝜃 𝑗  ve 𝑣𝜃 𝑗 fonksiyonları 

 

𝑢𝜃 𝑗  𝑤𝑗  = 𝑓 𝜃𝑗  𝑤𝑗  𝑒
𝑖

2
𝑎𝑗

2𝑤𝑗
2 cot 𝜃𝑗𝐹𝜃𝑗  𝑒−

𝑖

2
 . 2cot 𝜃𝑗𝜓𝑗  

                        
 𝑎𝑗𝑤𝑗  , 

𝑣𝜃 𝑗  𝑤𝑗  = 𝑔 𝜃𝑗  𝑤𝑗  𝑒
𝑖

2
𝑎𝑗

2𝑤𝑗
2 cot 𝜃𝑗𝐹𝜃𝑗  𝑒−

𝑖

2
 . 2cot 𝜃𝑗𝜓𝑗  

                        
 𝑎𝑗𝑤𝑗   

 

biçiminde tanımlanmaktadır. 

 

İspat Herhangi 𝒇, 𝒈 ∈ 𝑆 ℝ 𝑛  verilsin. Bu durumda, 
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 𝑊𝝍
𝜃𝒇(𝑏, 𝑎)𝑊𝝍

𝜃𝒈(𝑏, 𝑎)              

ℝ𝑛

𝑑𝑏 =   𝑊
𝜓𝑗

𝜃𝑗𝑓𝑗  𝑏𝑗 , 𝑎𝑗  𝑊𝜓𝑗

𝜃𝑗𝑔𝑗 𝑏𝑗 , 𝑎𝑗 
                 

𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

𝑑𝑏 

=  … 𝑊𝜓1

𝜃1𝑓1 𝑏1, 𝑎1 

ℝℝ

…𝑊𝜓𝑛

𝜃𝑛𝑓𝑛 𝑏𝑛 , 𝑎𝑛 𝑊𝜓1

𝜃1𝑔1 𝑏1, 𝑎1 …𝑊𝜓𝑛

𝜃𝑛𝑔𝑛 𝑏𝑛 , 𝑎𝑛 
                                        

 𝑑𝑏1 …  𝑑𝑏𝑛        

=    𝑊𝜓1

𝜃1𝑓1 𝑏1, 𝑎1 

ℝ

𝑊𝜓1

𝜃1𝑔1 𝑏1, 𝑎1 
                  

 𝑑𝑏1 …  𝑊𝜓𝑛

𝜃𝑛𝑓𝑛 𝑏𝑛 , 𝑎𝑛 𝑊𝜓𝑛

𝜃𝑛𝑔𝑛 𝑏𝑛 , 𝑎𝑛 
                   

ℝ

𝑑𝑏𝑛       3.3   

 

bulunur. Aynı zamanda,  

 

 𝑊
𝜓𝑗

𝜃𝑗𝑓𝑗  𝑏𝑗 , 𝑎𝑗  𝑊𝜓𝑗

𝜃𝑗𝑔𝑗 𝑏𝑗 , 𝑎𝑗 
                 

𝑑

ℝ

𝑏𝑗 = 2𝜋𝑎𝑗 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗  𝑢𝜃 𝑗 , 𝑣𝜃 𝑗                                                  (3.4) 

 

 𝑗 = 1,⋯ , 𝑛  olup (3.3) ve (3.4) eĢitlikleri kullanılır ise; 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇(𝑏, 𝑎)𝑊𝝍

𝜃𝒈(𝑏, 𝑎)              

ℝ𝑛

𝑑𝑏 = 2𝜋𝑎1𝑠𝑖𝑛𝜃1 𝑢𝜃1
, 𝑣𝜃1

 … 2𝜋𝑎𝑛𝑠𝑖𝑛𝜃𝑛  𝑢𝜃𝑛 , 𝑣𝜃𝑛   

                         =  2𝜋 𝑛  𝑎 𝑛 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗  𝑢𝜃 𝑗 , 𝑣𝜃 𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

 

elde edilir. 

 

3.1.3. Yardımcı Teorem  𝝍 , 𝑆 ℝ 𝑛  de bir multi dalga fonksiyon olmak üzere, 𝒇 ∈ 𝐿2(ℝ)𝑛  

fonksiyonun 𝑎’ya bağlı 𝑏’ deki sürekli multilineer kesirli giriĢim dönüĢümü  𝑊𝑏
𝜃𝒇 (𝑎) ile 

gösterilir ve Ģu Ģekilde tanımlanır: 

 

 𝑊𝑏
𝜃𝒇  𝑎 =  𝒇 ∗𝜃 𝝍𝑎  𝑏 . 

 

Bu durumda aĢağıdaki eĢitlik sağlanır: 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇  𝑏, 𝑎 =  𝑎 𝑛

1

2 𝑊𝑏
𝜃𝒇  𝑎 . 

 

Burada  𝝍𝑎  fonksiyonu 
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𝝍𝑎 𝑡 =
1

 𝑎 𝑛
𝝍  −

𝑡

𝑎
 =

1

𝑎1 …𝑎𝑛
𝜓  −

𝑡1

𝑎1
 …𝜓  −

𝑡𝑛
𝑎𝑛
 . 

 

biçiminde tanımlanmaktadır. 

 

İspat Herhangi  𝒇 ∈ 𝑆 ℝ 𝑛  verilsin. Öte yandan (Ö. Kulak, 2021) çalıĢmasında 

 

                                                      𝒇 ∗𝜃 𝝍𝑎  𝑏 =   𝑓𝑗 ∗𝜃𝑗 𝜓𝑎𝑗   𝑏𝑗  

𝑛

𝑗=1

                                3.5  

 

ve 

 

 𝑊
𝜓𝑗

𝜃𝑗𝑓𝑗  𝑏𝑗 , 𝑎𝑗  =  𝑎𝑗  𝑊𝑏𝑗

𝜃𝑗𝑓𝑗  𝑎𝑗  , 

                                                    𝑊𝑏𝑗

𝜃𝑗𝑓𝑗  𝑎𝑗  =  𝑓𝑗 ∗𝜃𝑗 𝜓𝑎𝑗   𝑏𝑗                                            3.6  

 

 𝑗 = 1,⋯ , 𝑛  eĢitlikleri biliniyor. Eğer (3.5) ve (3.6) eĢitlikleri kullanılır ise, 

 

                   𝑊𝑏
𝜃𝒇  𝑎 =  𝒇 ∗𝜃 𝝍𝑎  𝑏  

=   𝑓𝑗 ∗𝜃𝑗 𝜓𝑎𝑗   𝑏𝑗  

𝑛

𝑗=1

=   𝑊𝑏𝑗

𝜃𝑗𝑓𝑗  𝑎𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

                            =   𝑎𝑗
−1
 𝑊

𝜓𝑗

𝜃𝑗𝑓𝑗  𝑏𝑗 , 𝑎𝑗  =

𝑛

𝑗=1

 𝑎 𝑛
−
𝟏

𝟐  𝑊
𝜓𝑗

𝜃𝑗𝑓𝑗   𝑏𝑗 , 𝑎𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

                                         =  𝑎 𝑛
−
𝟏

𝟐 𝑊𝝍
𝜃𝒇  𝑏, 𝑎  

 

olup  böylece 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇  𝑎 =  𝑎 𝑛

1

2 𝑊𝑏
𝜃𝒇  𝑎  

 

elde edilir. 

 

Teorem 2.1.30 ve Yardımcı Teorem 3.1.3  kullanılarak aĢağıdaki sonuç kolaylıkla 

yazılabilir: 
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3.1.4. Sonuç Herhangi bir  𝒇 ∈ 𝑆 ℝ 𝑛  olsun. O halde, 

 

 𝑊𝑏
𝜃𝒇  𝑏, 𝑎   

=  𝒇𝜃  𝑤  𝑒
−
𝑖

2
 𝑏𝑗

2+𝑤𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗+𝑖𝑏𝑗𝑤𝑗 csc 𝜃𝑗+

𝑖

2
𝑎𝑗

2𝑤𝑗
2 cot 𝜃𝑗𝐹𝜃𝑗  𝑒−

𝑖

2
 . 2 cot 𝜃𝑗𝜓

𝑗
  𝑎𝑗𝑤𝑗 

𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

𝑑𝑤 

 

eĢitliği vardır. 

 

3.1.5. Tanım Bir  𝑊𝑏
𝜃 

∗
  operatörü Ģu Ģekilde tanımlanır: 

 

 𝑊𝑏
𝜃 

∗
𝒇 𝑡 =  𝑎 𝑛

−
𝟏

𝟐  𝒇 𝑎 𝝍
𝑏,𝑎,𝜃

 𝑡           

ℝ𝑛

𝑑𝑎 

                                                                  =  𝑎 𝑛
−1

 𝒇 𝑎 

ℝ𝑛

 𝜓𝑗    
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 𝑒

𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑏𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑎. 

 

3.1.6. Teorem  𝒇 =  𝑓1, ⋯ , 𝑓𝑛 , 𝒈 =  𝑔1, ⋯ , 𝑔𝑛 ∈ 𝐿
2(ℝ)𝑛  olsun. O halde   𝑊𝑏

𝜃 
∗
 

operatörü  𝑊𝑏
𝜃  nın eĢlenik (adjoint) operatörüdür. 

 

İspat  Herhangi bir 𝒇 ve 𝒈 ∈ 𝑆 ℝ 𝑛  verilsin. Yardımcı teorem 3.1.3 den  

 

 𝑊𝑏
𝜃𝒈, 𝒇 =  𝒇 𝑎 

ℝ𝑛

 𝑊𝑏
𝜃𝒈  𝑏, 𝑎 𝑑𝑎 

                   =  𝒇 𝑎  𝑎 𝑛
−
𝟏

𝟐

ℝ𝑛

 𝑊𝝍
𝜃𝒈  𝑏, 𝑎 𝑑𝑎 

                   =  𝒇 𝑎  𝑎 𝑛
−1

 𝒈 𝑡 

ℝ𝑛

 𝜓𝑗    
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 𝑒

𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑏𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑡

ℝ𝑛

𝑑𝑎 

 

bulunur. Eğer son eĢitlik kullanılırsa, 

 

 𝒈,  𝑊𝑏
𝜃 

∗
𝒇 =  𝒈 𝑡 

ℝ𝑛

 𝑊𝑏
𝜃 

∗
𝒇 𝑡 𝑑𝑡 

=  𝒈 𝑡  𝑎 𝑛
−1

 𝒇 𝑎 

ℝ𝑛

 𝜓𝑗    
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 𝑒

𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑏𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑎

ℝ𝑛

𝑑𝑡 

 =  𝒇 𝑎  𝑎 𝑛
−1

 𝒈 𝑡 

ℝ𝑛

 𝜓𝑗    
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 𝑒

𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑏𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑡

ℝ𝑛

𝑑𝑎 
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                        =  𝑊𝑏
𝜃𝒈, 𝒇  

 

elde edilir. Böylece ispat biter. 

 

3.1.7. Yardımcı Teorem  𝒇 ∈ 𝑆 ℝ 𝑛  olsun. Eğer kesirli ana giriĢim operatörü 𝑊𝑏
𝜃  kendine 

eĢlenik (self adjoint) ise, her 𝑡 ∈ ℝ −  0  için  kesirli ana dalga fonksiyonları  

 

𝝍 𝑏,𝑎,𝜃 𝑡 =  𝑡 𝑛
−
𝟏

𝟐𝝍 𝑏,𝑡,𝜃 𝑎  

 

biçimindedir. 

 

İspat  Yardımcı teorem 3.1.3 kullanılır ise, 

 

 𝑊𝑏
𝜃𝒇  𝑎 =  𝑎 𝑛

−
𝟏

𝟐 𝑊𝝍
𝜃𝒇  𝑏, 𝑎  

                     =  𝑎 𝑛
−
𝟏

𝟐 𝑎 𝑛
−
𝟏

𝟐  𝒇 𝑡 

ℝ𝑛

 𝜓𝑗    
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 𝑒

𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑏𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑡 

        =  𝑎 𝑛
−1  𝒇 𝑡 

ℝ𝑛

 𝜓𝑗
    

𝑡𝑗 − 𝑏𝑗
𝑎𝑗

 𝑒
𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑏𝑗
2
 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑡                                                 

                     =  𝒇 𝑡 𝝍
𝑏,𝑎,𝜃

 𝑡           

ℝ𝑛

𝑑𝑡                                                                                                          (3.7)  

 

bulunur. Öte yandan Tanım 3.1.5  kullanılır ise, 

 

                                             𝑊𝑏
𝜃 

∗
𝒇  𝑎 =  𝑡 𝑛

−
𝟏

𝟐  𝒇 𝑡 𝝍
𝑏,𝑡,𝜃

 𝑎           

ℝ𝑛

𝑑𝑡                                      3.8  

 

yazılır. Böylece hipotezden  𝑊𝑏
𝜃𝒇  𝑎 =   𝑊𝑏

𝜃 
∗
𝒇  𝑎   olması ve  3.7  ve  3.8  eĢitlikleri 

kullanılır ise, 

 

 𝒇 𝑡 𝝍𝑏,𝑎,𝜃 𝑡             

ℝ𝑛

𝑑𝑡 =  𝒇 𝑡  𝑡 𝑛
−
𝟏
𝟐𝝍𝑏,𝑡,𝜃 𝑎             

ℝ𝑛

𝑑𝑡 

 

olup istenen eĢitlik elde edilir. 
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3.1.8. Teorem  Eğer 𝝍 kesirli dalga fonksiyonu kabul edilebilirlik koĢulunu sağlıyor ise, 

 𝑊𝑏
𝜃 

∗
∈ 𝐿2 ℝ  olup 

 

  𝑊𝑏
𝜃 

∗
𝒇 

2
≤  𝑎𝐶𝝍,𝜃 𝒇 2 

 

eĢitsizliği vardır. Bundan baĢka,  𝑊𝑏
𝜃   operatörü kendine eĢlenik ise , 

 

  𝑊𝑏
𝜃 𝒇 

1
≤  𝑡𝐶𝝍,𝜃 𝒇 2 

 

bulunur. 

 

İspat Herhangi bir 𝒉 ∈ 𝐿2 ℝ 𝑛  alalım. Eğer Fubini Teoremi kullanılır ise; 

 

   𝑊𝑏
𝜃 
∗
𝒇 𝒉 

1
=     𝑊𝑏

𝜃 
∗
𝒇  𝑡 𝒉 𝑡  

ℝ𝑛

𝑑𝑡 =   𝒉 𝑡     𝑊𝑏
𝜃 
∗
𝒇  𝑡  

ℝ𝑛

𝑑𝑡 

   =   𝒉 𝑡    𝑎 𝑛
−

1

2  𝒇 𝑎 𝝍
𝑏,𝑎,𝜃

 𝑡           

ℝ𝑛

𝑑𝑎 

ℝ𝑛

𝑑𝑡                                    

                              =   𝒇 𝑎    𝑎 𝑛
−

1

2  𝒉 𝑡 𝝍
𝑏,𝑎,𝜃

 𝑡           

ℝ𝑛

𝑑𝑡 

ℝ𝑛

𝑑𝑎 

                               =   𝒇 𝑎    𝑊𝑏
𝜃𝒉  𝑎  

ℝ𝑛

𝑑𝑎 

 

bulunur. Bu son ifadeye Cauchy- Schwartz eĢitsizliği uygulanırsa, 

 

    𝑊𝑏
𝜃 
∗
𝒇 𝒉 

1
  ≤     𝒇 𝑎  2𝑑𝑎

ℝ𝑛

 

1

2

    𝑊𝑏
𝜃𝒉  𝑎  

2
𝑑𝑎

ℝ𝑛

 

1

2

                                                   (3.9) 

 

eĢitsizliği yazılır. Eğer  3.9  eĢitsizliğinde Sonuç 3.1.5  kullanılır ise, 

 

 

 

 



28 
 

   𝑊𝑏
𝜃 
∗
𝒇 𝒉 

1
≤  𝒇 2 × 

×     𝒉𝜃  𝑤  𝑒−
𝑖

2
 𝑏𝑗

2+𝑤𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗+𝑖𝑏𝑗𝑤𝑗 csc 𝜃𝑗+

𝑖

2
𝑎𝑗

2𝑤𝑗
2 cot 𝜃𝑗𝐹𝜃𝑗  𝑒−

𝑖

2
 . 2 cot 𝜃𝑗𝜓𝑗  𝑎𝑗𝑤𝑗  

𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

𝑑𝑤 

2

𝑑𝑎

ℝ𝑛

 

1

2

 

≤  𝒇 2       𝐹𝜃𝑗  𝑒−
𝑖

2
 . 2 cot 𝜃𝑗𝜓

𝑗
  𝑎𝑗𝑤𝑗  

2

𝑑𝑎

𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

  𝒉𝜃  𝑤  
2

𝑑𝑤

ℝ𝑛

 

1

2

 

 

=  𝒇 2      
 𝐹𝜃𝑗  𝑒−

𝑖

2
 . 2 cot 𝜃𝑗𝜓

𝑗
  𝑎𝑗𝑤𝑗  

2

 𝑎𝑗𝑤𝑗 
 𝑎𝑤 𝑛𝑑𝑎

𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

  𝒉𝜃  𝑤  
2

𝑑𝑤

ℝ𝑛

 

1

2

 

=  𝒇 2 𝑎 𝑛
1

2 𝐶𝝍,𝜃 
1

2    𝒉𝜃  𝑤  
2

𝑑𝑤

ℝ𝑛

 

1

2

 

=  𝒇 2 𝑎 𝑛
1

2 𝐶𝝍,𝜃 
1

2  𝒉𝜃  
2
 

 

eĢitliği elde edilir. Burada Parseval bağıntısı kullanılır ise, 

 

   𝑊𝑏
𝜃 
∗
𝒇 𝒉 

1
≤   𝑎 𝑛𝐶𝝍,𝜃 𝒇 2 𝒉 2 

 

olup Teorem 2.1.34. deki ters Schwartz eĢitsizliğinden 

 

   𝑊𝑏
𝜃 

∗
𝒇  

2
≤   𝑎 𝑛𝐶𝝍,𝜃 𝒇 2 

 

bulunur. 

 

3.1.9. Teorem  𝑤𝑗  ,  𝑗 = 1,⋯ , 𝑛  polinom tipi ağırlık fonksiyonları ve 𝑤 𝑏 =

 𝑤𝑗   𝑏𝑗   
𝑛
𝑗=1   verilsin. 𝝍 =  𝜓1, ⋯ , 𝜓𝑛 ∈ 𝑆 ℝ 

𝑛   multi dalga fonksiyon ise her 𝒇 =

 𝑓1, ⋯ , 𝑓𝑛 ∈ 𝐿𝑤
𝑝  ℝ 𝑛  ve herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+

𝑛  için, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎  

𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

≤  𝑎 𝑛

1

2𝑤 𝑎   𝑓𝑗 𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

𝑛

𝑗=1

  𝜓𝑗 𝐿𝑤𝑗
1  ℝ 

𝑛

𝑗=1

 

 



29 
 

eĢitsizliği vardır. 

 

İspat  Herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛   ve 𝒇 ∈ 𝑆 ℝ 𝑛   verilsin. Eğer Teorem 2.2.5 kullanılır ise, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎  

𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

𝑝
=  𝑒−

𝑖

2
𝑏2𝑐𝑜𝑡𝜃   𝑒

𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡 𝜃𝑗𝑓𝑗 ∗ 𝜓𝑗

𝑎𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

𝑝

 

 =    𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝑓𝑗 ∗ 𝜓𝑗

𝑎𝑗 

𝑛

𝑗=1

 

𝐿𝑤
𝑝
 ℝ𝑛 

𝑝

 

 =     𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝑓

𝑗
∗ 𝜓

𝑗

𝑎𝑗 

𝑛

𝑗=1

 

𝑝

𝑤

ℝ𝑛

 𝑏 𝑑𝑏 

 =  ⋯    𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝑓𝑗 ∗ 𝜓𝑗

𝑎𝑗  𝑏𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

𝑝

ℝ

𝑤 𝑏1 ⋯𝑤 𝑏𝑛 

ℝ

𝑑𝑏1 …𝑑𝑏𝑛  

 =  ⋯  𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃1𝑓1 ∗ 𝜓1

𝑎1  
𝑝

⋯ 𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑛𝑓𝑛 ∗ 𝜓𝑛

𝑎𝑛  
𝑝

ℝ

𝑤1 𝑏1 ⋯𝑤𝑛 𝑏𝑛 

ℝ

𝑑𝑏1 …𝑑𝑏𝑛  

=    𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃1𝑓1 ∗ 𝜓1

𝑎1  
𝑝

𝑤1 𝑏1 𝑑𝑏1

ℝ

 ⋯   𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑛𝑓𝑛 ∗ 𝜓𝑛

𝑎𝑛  
𝑝

𝑤𝑛 𝑏𝑛 

ℝ

𝑑𝑏𝑛  

=  𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃1𝑓

1
∗ 𝜓

1
𝑎1 

𝐿𝑤1
𝑝  ℝ 

⋯ 𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑛𝑓

𝑛
∗ 𝜓

𝑛
𝑎𝑛 

𝐿𝑤𝑛
𝑝  ℝ 

 

=   𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝑓𝑗 ∗ 𝜓𝑗

𝑎𝑗 
𝐿𝑤𝑗
𝑝
 ℝ 

𝑝
𝑛

𝑗=1

 

 

elde edilir. 

 

Burada  𝐿𝑤𝑗

𝑝  ℝ   𝑗 = 1,⋯ , 𝑛  uzayı, 𝐿𝑤𝑗

1  ℝ   üzerinde Banach modülü olduğundan son 

eĢitlik kullanılırsa, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎  

𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

𝑝
=   𝑒

𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝑓

𝑗
∗ 𝜓

𝑗

𝑎𝑗 
𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

𝑝
𝑛

𝑗=1

 

                                                            ≤  𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝑓

𝑗
 
𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

𝑝
𝑛

𝑗=1

 𝜓
𝑗

𝑎𝑗 
𝐿𝑤𝑗

1  ℝ 
 

 

                                                                            =   𝑓
𝑗
 
𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

𝑝
𝑛

𝑗=1

  𝜓
𝑗

𝑎𝑗 
𝐿𝑤𝑗

1  ℝ 

𝑝
𝑛

𝑗=1

          (3.10) 

 



30 
 

elde edilir. Burada  𝑤𝑗  ağırlık fonksiyonun polinom tipi olduğu kullanılırsa ve 
𝑥

𝑎𝑗
= 𝑢𝑗 , 

 𝑗 = 1,⋯ , 𝑛  değiĢken değiĢtirmesi yapılırsa, 

 

 𝜓
𝑗

𝑎𝑗 
𝐿𝑤𝑗

1  ℝ 
=   𝜓

𝑗

𝑎𝑗  𝑥  

ℝ

𝑤𝑛𝑑𝑥 =  𝑎
𝑗

−
1

𝟐  𝜓𝑗   
𝑥

𝑎𝑗
  

ℝ

𝑤𝑗 𝑥 𝑑𝑥 

                                                         =  𝑎𝑗
−

1

𝟐  𝜓𝑗 𝑢𝑗  

ℝ

𝑤𝑗  𝑎𝑗𝑢𝑗 𝑎𝑗𝑑𝑢𝑗 

                                                    = 𝑎
𝑗

1

𝟐   𝜓𝑗  𝑢𝑗   

ℝ

𝑤𝑗 𝑎𝑗𝑢𝑗  𝑑𝑢𝑗  

  ≤ 𝑎
𝑗

1

𝟐   𝜓𝑗  𝑢𝑗   

ℝ

𝑤𝑗 𝑎𝑗  𝑤𝑗 𝑢𝑗  𝑑𝑢𝑗  

  = 𝑎
𝑗

1

𝟐𝑤𝑗 𝑎𝑗    𝜓𝑗  𝑢𝑗   𝑤𝑗 𝑢𝑗  𝑑𝑢𝑗
ℝ

 

                                                     = 𝑎
𝑗

1

𝟐𝑤𝑗 𝑎𝑗   𝜓𝑗 𝐿𝑤𝑗
1  ℝ 

                                                          (3.11) 

 

elde edilir. Eğer (3.10) ve (3.11) eĢitlikleri kullanılısa, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎  

𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

𝑝
≤  𝑓

𝑗
 
𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

𝑝
𝑛

𝑗=1

 𝑎
𝑗

1

𝟐𝑤𝑗 𝑎𝑗   𝜓𝑗 𝐿𝑤𝑗
1  ℝ 

𝑛

𝑗=1

 

                                         =  𝑎
𝑗

1

𝟐𝑤𝑗 𝑎𝑗  

𝑛

𝑗=1

  𝑓
𝑗
 
𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

𝑝

  𝜓𝑗 𝐿𝑤𝑗
1  ℝ 

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

 

                                                            =  𝑎
𝑗

1

𝟐 𝑤𝑗 𝑎𝑗  

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

  𝑓
𝑗
 
𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

𝑝

  𝜓𝑗 𝐿𝑤𝑗
1  ℝ 

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

 

                                =  𝑎 𝑛

1

2𝑤 𝑎   𝑓𝑗 𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

𝑛

𝑗=1

  𝜓𝑗 𝐿𝑤𝑗
1  ℝ 

𝑛

𝑗=1

 

 

eĢitsizliği elde edilir. 

 

3.1.10. Teorem 𝑤𝑗  ,  𝑗 = 1,⋯ , 𝑛  polinom tipi ağırlık fonksiyonları ve 𝑤 𝑏 =

 𝑤𝑗   𝑏𝑗   
𝑛
𝑗=1  verilsin. 𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛 , 𝝋 = (𝜑1, … , 𝜑𝑛) ∈  𝑆 ℝ 𝑛  multi dalga 

fonksiyonları ise her 𝒇 =  𝑓1, ⋯ , 𝑓𝑛 ∈ 𝐿𝑤
𝑝  ℝ 𝑛  ve herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+

𝑛  için, 
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 𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) −𝑊𝝋

𝜃𝒇(. , 𝑎) 
𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

≤  𝑎 𝑛
1

2𝑤 𝑎   𝑓𝑗 𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

  𝜓𝑗 −𝜑𝑗 𝐿𝑤𝑗
1  ℝ 

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

 

 

eĢitsizliği vardır. 

 

İspat 𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛 ,𝝋 = (𝜑1, … , 𝜑𝑛) ∈ 𝑆 ℝ 𝑛  multi dalga fonksiyonları verilsin. O 

halde herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛  için  

 

𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) −𝑊𝝋

𝜃𝒇(. , 𝑎) = 𝑊𝝍−𝝋
𝜃 𝑓(. , 𝑎) 

 

eĢitliği yazılır (Kulak, 2021). Eğer Teorem 3.1.9 tekniği kullanılır ise, 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) −𝑊𝝋

𝜃𝒇(. , 𝑎) 
𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

=  𝑊𝝍−𝝋
𝜃 𝒇(. , 𝑎) 

𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

 

                                                         =  𝑒−
𝑖

2
𝑏2𝑐𝑜𝑡𝜃   𝑒

𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡 𝜃𝑗𝑓𝑗 ∗  𝜓𝑗 − 𝜑𝑗  

𝑎𝑗
 

𝑛

𝑗=1

 

𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

 

                                                              =    𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝑓𝑗 ∗  𝜓𝑗 − 𝜑𝑗  

𝑎𝑗
 

𝑛

𝑗=1

 

𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

 

                                                              =   𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡 𝜃𝑗𝑓𝑗 ∗  𝜓𝑗 − 𝜑𝑗  

𝑎𝑗
 
𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

𝑛

𝑗=1

             (3.12) 

 

eĢitliği elde edilir. 

 

Burada yine 𝐿𝑤𝑗

𝑝  ℝ   𝑗 = 1,⋯ , 𝑛  uzayı, 𝐿𝑤𝑗

1  ℝ  üzerinde Banach modülü olması ve  

 3.12  eĢitliği kullanılır ise, 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) −𝑊𝝋

𝜃𝒇(. , 𝑎) 
𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

≤  𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝑓

𝑗
 
𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

𝑛

𝑗=1

  𝜓𝑗 − 𝜑𝑗  
𝑎𝑗
 
𝐿𝑤𝑗

1  ℝ 
 

                                                                   =   𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝑓

𝑗
 
𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

   𝜓𝑗 − 𝜑𝑗  
𝑎𝑗
 
𝐿𝑤𝑗

1  ℝ 

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

 

                                                               =  𝑎 𝑛
1

2𝑤 𝑎   𝑓𝑗 𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

  𝜓𝑗 − 𝜑𝑗 𝐿𝑤𝑗
1  ℝ 

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1
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eĢitsizliği elde edilir. 

 

3.1.11. Teorem 𝑤𝑗  ,  𝑗 = 1,⋯ , 𝑛  polinom tipi ağırlık fonksiyonları ve 𝑤 𝑏 =

 𝑤𝑗   𝑏𝑗   
𝑛
𝑗=1  verilsin. Eğer  𝝍 =  𝜓1, ⋯ , 𝜓𝑛 ∈ 𝑆 ℝ 

𝑛  multi dalga fonksiyonu ise her 

𝒇 =  𝑓1, ⋯ , 𝑓𝑛 , 𝒈 =  𝑔1, ⋯ , 𝑔𝑛 ∈ 𝐿𝑤
𝑝  ℝ 𝑛  ve herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+

𝑛  için, 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) −𝑊𝝍

𝜃𝒈(. , 𝑎) 
𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

≤  𝑎 𝑛
1

2𝑤 𝑎   𝑓𝑗 − 𝑔𝑗 𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

  𝜓𝑗 𝐿𝑤𝑗
1  ℝ 

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

 

 

eĢitsizliği vardır. 

 

İspat Her 𝒇 =  𝑓1,⋯ , 𝑓𝑛 , 𝒈 =  𝑔1, ⋯ , 𝑔𝑛 ∈ 𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  ve herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+

𝑛  için 

aĢağıdaki eĢitlik Ģu Ģekildedir: 

 

𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) −𝑊𝝍

𝜃𝒈(. , 𝑎) = 𝑊𝝍
𝜃 𝒇 − 𝒈  . , 𝑎 . 

 

eĢitliği kolaylıkla yazılır. O halde, 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) −𝑊𝝍

𝜃𝒈(. , 𝑎) 
𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

=  𝑊𝝍
𝜃 𝒇 − 𝒈 (. , 𝑎) 

𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

 

                                                         =  𝑒−
𝑖

2
𝑏2𝑐𝑜𝑡𝜃  𝑒

𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗  𝑓𝑗 − 𝑔𝑗  ∗ 𝜓𝑗

𝑎𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

 

                                             ≤  𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗 𝑓𝑗 − 𝑔𝑗   

𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

𝑛

𝑗=1

 𝜓𝑗
𝑎𝑗 

𝐿𝑤𝑗
1  ℝ 

 

                                               =  𝑎 𝑛
1

2𝑤 𝑎   𝑓𝑗 − 𝑔𝑗 𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

  𝜓𝑗 𝐿𝑤𝑗
1  ℝ 

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

 

 

eĢitliği bulunur. 

. 

3.1.12. Sonuç 𝑤𝑗  ,  𝑗 = 1,⋯ , 𝑛  polinom tipi ağırlık fonksiyonları ve 𝑤 𝑏 =

 𝑤𝑗   𝑏𝑗   
𝑛
𝑗=1  verilsin. Eğer 𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛 , 𝝋 = (𝜑1, … , 𝜑𝑛) ∈  𝑆 ℝ 𝑛  multi dalga 

fonksiyonları ise her 𝒇 =  𝑓1, ⋯ , 𝑓𝑛 , 𝒈 =  𝑔1, ⋯ , 𝑔𝑛 ∈ 𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  ve herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+

𝑛  

için, 
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 𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) −𝑊𝝋

𝜃𝒈(. , 𝑎) 
𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

 

≤  𝑎 𝑛
1

2𝑤 𝑎    𝑓𝑗 − 𝑔𝑗 𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

  𝜓𝑗 𝐿𝑤𝑗
1  ℝ 

𝑛

𝑗=1

+   𝑔𝑗 𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

  𝜓𝑗 − 𝜑𝑗 𝐿𝑤𝑗
1  ℝ 

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

  

 

eĢitsizliği vardır. 

 

İspat 𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛 ,𝝋 = (𝜑1, … , 𝜑𝑛) ∈  𝑆 ℝ 𝑛  multi dalga fonksiyonları ve herhangi 

bir 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛  verilsin. O halde, Teorem 3.1.10 ve Teorem 3.1.11 kullanılır ise, 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) −𝑊𝝋

𝜃𝒈(. , 𝑎) 
𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

 

=  𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) −𝑊𝝍

𝜃𝒈(. , 𝑎) + 𝑊𝝍
𝜃𝒈(. , 𝑎) −𝑊𝝋

𝜃𝒈(. , 𝑎) 
𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

 

≤  𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) −𝑊𝝍

𝜃𝒈(. , 𝑎) 
𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

+  𝑊𝝍
𝜃𝒈(. , 𝑎) −𝑊𝝋

𝜃𝒈(. , 𝑎) 
𝐿𝑤
𝑝  ℝ𝑛  

 

≤  𝑎 𝑛
1

2𝑤 𝑎    𝑓𝑗 − 𝑔𝑗 𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

  𝜓𝑗 𝐿𝑤𝑗
1  ℝ 

𝑛

𝑗=1

+   𝑔𝑗 𝐿𝑤𝑗
𝑝  ℝ 

  𝜓𝑗 − 𝜑𝑗 𝐿𝑤𝑗
1  ℝ 

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

  

 

elde edilir. 

 

3.1.13. Teorem Herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛  ve 𝜃 =  

𝜋

2
, … ,

𝜋

2
  için, 

𝑊𝝍
𝜃 : 𝐻1 ℝ 𝑛 ⟶𝐻1 ℝ𝑛 , 𝒇 ⟶ 𝑊𝜓

𝜃𝒇 . , 𝑎  dönüĢümü sınırlıdır. Ayrıca, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎  

𝐻1 ≤  𝑎 𝑛

1

2  𝒇 𝐻1   𝜓𝑗 1

𝑛

𝑗=1

 

 

eĢitsizliği vardır. 

 

İspat Herhangi bir 𝑏 ∈ ℝ𝑛  ve 𝒇 ∈ 𝑆 ℝ 𝑛  verilsin. Eğer 𝑥𝑗 =
𝑡𝑗−𝑏𝑗

𝑎𝑗
 değiĢken değiĢtirmesi 

yapılırsa  𝑡𝑗 = 𝑎𝑗𝑥𝑗 + 𝑏𝑗 ,  𝑑𝑡𝑗 = 𝑎𝑗𝑑𝑥𝑗  , 𝑗 = 1,⋯ , 𝑛 olup, 

 

𝑊𝝍
𝜃𝒇 . , 𝑎 =  𝒇 𝑡 𝝍𝑏,𝑎,𝜃 𝑡            𝑑𝑡

ℝ𝑛

  

                    =  𝑎 𝑛
−

1

2  𝒇 𝑡 

ℝ𝑛

 𝜓𝑗  
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 

               𝑛

𝑗=1

𝑒
𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑏𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝑑𝑡  
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                    =   𝑎 𝑛
−

1

2  𝒇(𝑎𝑥 + 𝑏)

ℝ𝑛

 𝜓𝑗 𝑥𝑗 
        

𝑛

𝑗=1

 𝑎 𝑛𝑑𝑥 

                  =   𝑎 𝑛

1

2  𝒇(𝑎𝑥 + 𝑏)

ℝ𝑛

 𝜓𝑗 𝑥𝑗 
        

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑥                                                                    3.13  

 

 𝑑𝑡 = 𝑑𝑡1, ⋯ , 𝑑𝑡𝑛 ,  𝑎 𝑛𝑑𝑥 = 𝑎1 ⋯𝑎𝑛𝑑𝑥1 ⋯𝑑𝑥𝑛 . 

 

Eğer  3.13  eĢitliği kullanılırsa, 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇 . , 𝑎 ∗ 𝜑𝑡 (𝑏) = 

=   𝑎 𝑛

1

2    𝒇 𝑎𝑥 + 𝑏 − 𝑦 

ℝ𝑛

 𝜓𝑗 𝑥𝑗 
        

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑥 

ℝ𝑛

𝜑𝑡(𝑦)𝑑𝑦 

=   𝑎 𝑛

1

2    𝒇 𝑎𝑥 + 𝑏 − 𝑦 

ℝ𝑛

𝜑𝑡(𝑦)𝑑𝑦 

ℝ𝑛

 𝜓𝑗 𝑥𝑗 
        

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑥 

=   𝑎 𝑛

1

2   𝒇 ∗ 𝜑𝑡 (𝑎𝑥 + 𝑏)𝝍 𝑥        𝑑𝑥

ℝ𝑛

                                                                                    3.14  

                                              

olur. Böylece  3.14  eĢitliğinden, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇 . , 𝑎 ∗ 𝜑𝑡 (𝑏) =  𝑎 𝑛

1

2    𝒇 ∗ 𝜑𝑡 (𝑎𝑥 + 𝑏)𝝍 𝑥 𝑑𝑥

ℝ𝑛

  

                                           ≤  𝑎 𝑛

1

2    𝒇 ∗ 𝜑𝑡 (𝑎𝑥 + 𝑏)  𝝍(𝑥) 

ℝ𝑛

𝑑𝑥 

 

olup bu son ifadeden, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎  

𝐻1
=  sup

𝑡>0
  𝑊𝝍

𝜃𝒇 . , 𝑎 ∗ 𝜑𝑡 (𝑏) 𝑑𝑏

ℝ𝑛

 

                                   ≤  𝑎 𝑛

1

2  sup
𝑡>0

   𝒇 ∗ 𝜑𝑡(𝑎𝑥 + 𝑏)  𝝍(𝑥) 

ℝ𝑛

𝑑𝑥 

ℝ𝑛

𝑑𝑏 

 ≤  𝑎 𝑛

1

2   𝝍 𝑥  

ℝ𝑛

  sup
𝑡>0

  𝒇 ∗ 𝜑𝑡 (𝑎𝑥 + 𝑏) 𝑑𝑏

ℝ𝑛

 𝑑𝑥 

                                   =  𝑎 𝑛

1

2  𝝍 1 𝒇 𝐻1  
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                                   =  𝑎 𝑛

1

2  𝒇 𝐻1   𝜓𝑗 1

𝑛

𝑗=1

 

 

elde edilir. 

 

3.1.14. Teorem  𝝍 =  𝜓1, ⋯ , 𝜓𝑛 , 𝜸 =  𝛾1,⋯ 𝛾𝑛 ∈ 𝑆 ℝ 
𝑛  multi dalga fonksiyonları ve 

herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛  olsun. Bu durumda her 𝒇 =  𝑓1, ⋯ , 𝑓𝑛 ∈ 𝐻

1 ℝ 𝑛  ve 𝜃 =  
𝜋

2
, … ,

𝜋

2
  

olmak üzere, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝜸

𝜃𝒇  . , 𝑎  
𝐻1 ≤  𝑎 𝑛

1

2  𝒇 𝐻1   𝜓𝑗 − 𝛾𝑗 1

𝑛

𝑗=1

 

 

eĢitsizliği vardır. 

 

İspat Herhangi 𝒇 ∈ 𝑆 ℝ 𝑛  verisin. O halde, 

 

𝑊𝝍
𝜃𝒇 . , 𝑎 −𝑊𝜸

𝜃𝒇 . , 𝑎 =  𝑎 𝑛

1

2  𝒇 𝑎𝑥 + 𝑏 

ℝ𝑛

  𝜓𝑗 − 𝛾𝑗  𝑥𝑗 
                 

𝑛

𝑗=1

𝑒
𝑖

2
𝑎𝑗𝑥𝑗 (𝑎𝑗𝑥𝑗+2𝑏𝑗 )𝑐𝑜𝑡 𝜃𝑗𝑑𝑥 

        =  𝑎 𝑛

1

2  𝒇 𝑎𝑥 + 𝑏 

ℝ𝑛

  𝜓𝑗 − 𝛾𝑗  𝑥𝑗 
                 

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑥 

                                                 = 𝑊𝝍−𝜸
𝜃 𝒇 . , 𝑎  

 

olup Teorem 3.1.13 deki ispat yöntemi ile; 

 

𝑊𝝍−𝜸
𝜃 𝒇 . , 𝑎 ∗ 𝜑𝑡 𝑏 =  𝑎 𝑛

1

2   𝒇 ∗ 𝜑𝑡 (𝑎𝑥 + 𝑏) 𝝍 − 𝜸 (𝑥)               

ℝ𝑛

𝑑𝑥 

 

yazılır. Buradan 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇 . , 𝑎 −𝑊𝜸

𝜃𝒇 . , 𝑎  
𝐻1 =  sup

𝑡>0
  𝑊𝝍−𝜸

𝜃 𝒇 𝑏, 𝑎 ∗ 𝜑𝑡 (𝑏) 𝑑𝑏

ℝ𝑛

 

                                                       =  sup
𝑡>0

  𝑎 𝑛

1

2   𝒇 ∗ 𝜑𝑡 (𝑎𝑥 + 𝑏) 𝝍 − 𝜸 (𝑥)               

ℝ𝑛

𝑑𝑥 𝑑𝑏

ℝ𝑛
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                                                         ≤  𝑎 𝑛

1

2  sup
𝑡>0

    𝒇 ∗ 𝜑𝑡 (𝑎𝑥 + 𝑏)   𝝍 − 𝜸 (𝑥)                

ℝ𝑛

𝑑𝑥 

ℝ𝑛

𝑑𝑏 

                                                         ≤  𝑎 𝑛

1

2    𝝍 − 𝜸  𝑥  

ℝ𝑛

  sup
𝑡>0

  𝒇 ∗ 𝜑𝑡 (𝑎𝑥 + 𝑏) 𝑑𝑏

ℝ𝑛

 𝑑𝑥 

                                                         =  𝑎 𝑛

1

2  𝒇 𝐻1     𝜓𝑗 − 𝛾𝑗   𝑥𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

ℝ𝑛

𝑑𝑥 

                                                         =  𝑎 𝑛

1

2  𝒇 𝐻1   𝜓𝑗 − 𝛾𝑗 1

𝑛

𝑗=1

 

 

elde edilir. 

 

3.1.15. Teorem Herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛  için 𝝍 =  𝜓1, ⋯ , 𝜓𝑛 ∈ 𝑆 ℝ 

𝑛  multi dalga 

fonksiyonu verilsin. O halde her 𝒇 =  𝑓1, ⋯ , 𝑓𝑛 , 𝒈 =  𝑔1,⋯ , 𝑔𝑛 ∈ 𝐻
1 ℝ 𝑛  için ve 

 𝜃 =  
𝜋

2
, … ,

𝜋

2
   olmak üzere, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝝍

𝜃𝒈  . , 𝑎  
𝐻1 ≤  𝑎 𝑛

1

2  𝒇 − 𝒈 𝐻1 𝝍 1 

 

eĢitsizliği vardır. 

 

İspat Herhangi 𝒇, 𝒈 ∈ 𝑆 ℝ 𝑛  ve 𝑏 ∈ ℝ𝑛  verilsin. Yine benzer Ģekilde 

 

𝑊𝝍
𝜃 𝒇 − 𝒈  . , 𝑎 ∗ 𝜑𝑡(𝑏) 

=  𝑎 𝑛

1

2     𝒇 − 𝒈  𝑎𝑥 + 𝑏 − 𝑦 

ℝ𝑛

  𝜓𝑗  𝑥𝑗 
           

𝑛

𝑗=1

𝑒
𝑖

2
𝑎𝑗𝑥𝑗 (𝑎𝑗𝑥𝑗+2𝑏𝑗 )𝑐𝑜𝑡 𝜃𝑗𝑑𝑥 

ℝ𝑛

𝜑𝑡(𝑦)𝑑𝑦 

=  𝑎 𝑛

1

2     𝒇 − 𝒈  𝑎𝑥 + 𝑏 − 𝑦 𝜑𝑡(𝑦)𝑑𝑦

ℝ𝑛

 

ℝ𝑛

  𝜓𝑗  𝑥𝑗 
           

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑥 

 =  𝑎 𝑛

1

2   𝒇 − 𝒈 ∗ 𝜑𝑡(𝑎𝑥 + 𝑏)𝝍(𝑥)       

ℝ𝑛

𝑑𝑥 

 

yazılır. Böylece Fubini Teoreminden, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝝍

𝜃𝒈  . , 𝑎  
𝐻1

=  sup
𝑡>0

  𝑊𝝍
𝜃 𝒇 − 𝒈  𝑏, 𝑎 ∗ 𝜑𝑡 (𝑏) 𝑑𝑏

ℝ𝑛
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                                                         ≤  𝑎 𝑛

1

2  sup
𝑡>0

    𝒇 − 𝒈 ∗ 𝜑𝑡(𝑎𝑥 + 𝑏)   𝝍 (𝑥)          

ℝ𝑛

𝑑𝑥 

ℝ𝑛

𝑑𝑏 

                                                       ≤  𝑎 𝑛

1

2   𝝍 𝑥  

ℝ𝑛

  sup
𝑡>0

   𝒇 − 𝒈 ∗ 𝜑𝑡 (𝑎𝑥 + 𝑏) 𝑑𝑏

ℝ𝑛

 𝑑𝑥 

                                                  =  𝑎 𝑛

1

2  𝒇 − 𝒈 𝐻1 𝝍 1 

 

elde edilir. 

 

3.1.16. Sonuç Eğer 𝝍 and  𝜸 iki multi dalga fonksiyonu ve  𝒇, 𝒈 ∈ 𝐻1 ℝ 𝑛  ise 𝜃 =

 
𝜋

2
, … ,

𝜋

2
  olmak üzere, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝜸

𝜃𝒈  . , 𝑎  
𝐻1 ≤  𝑎 𝑛

1

2    𝜓𝑗 − 𝛾𝑗 1
 𝒇 𝐻1 +

𝑛

𝑗=1

  𝛾𝑗 1
 𝒇 − 𝒈 𝐻1

𝑛

𝑗=1

  

 

eĢitsizliği vardır. 

 

İspat  Eğer Teorem 3.1.14  ve Teorem 3.1.15   kullanılır ise, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝜸

𝜃𝒈  . , 𝑎  
𝐻1  

=   𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝜸

𝜃𝒇  . , 𝑎 +  𝑊𝜸
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝜸

𝜃𝒈  . , 𝑎  
𝐻1  

         ≤   𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝜸

𝜃𝒇  . , 𝑎  
𝐻1

+   𝑊𝜸
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝜸

𝜃𝒈  . , 𝑎  
𝐻1  

                      ≤  𝑎 𝑛

1

2  𝒇 𝐻1   𝜓𝑗 − 𝛾𝑗 1

𝑛

𝑗=1

+  𝑎 𝑛

1

2  𝝍 1 𝒇 − 𝒈 𝐻1  

                      =  𝑎 𝑛

1

2    𝜓𝑗 − 𝛾𝑗 1
 𝒇 𝐻1 +

𝑛

𝑗=1

  𝛾𝑗 1
 𝒇 − 𝒈 𝐻1

𝑛

𝑗=1

  

 

elde edilir. 
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3.1.17. Teorem Herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛  ve 𝜃 =  

𝜋

2
, … ,

𝜋

2
  için 𝑊𝝍

𝜃 dönüĢümü 𝐵𝑝
𝛼,𝑞(ℝ)𝑛  

uzayından  𝐵𝑝
𝛼,𝑞(ℝ𝑛) uzayına sınırlıdır. Bundan baĢka 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎  

𝐵𝑝
𝛼,𝑞 ≤  𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗 1

𝑛

𝐽=1

 𝒇 𝐵𝑝
𝛼,𝑞 

 

eĢitsizliği elde edilir. 

 

İspat  𝝍 ∈ 𝑆 ℝ 𝑛 multi dalga fonksiyonu ve 𝒇 ∈ 𝑆 ℝ 𝑛  olmak üzere, herhangi bir 𝑏 ∈ ℝ𝑛   

için,  

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎  

𝑝

𝑝
=  𝑒−

𝑖

2
𝑏2𝑐𝑜𝑡

𝜃

2   𝑒
𝑖

2
 . 2𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝑓𝑗 ∗ 𝜓𝑗

𝑎𝑗   𝑏𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

𝑝

𝑝

 

                                                             =    𝑓𝑗 ∗ 𝜓𝑗
𝑎𝑗   𝑏𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

𝑝

𝑝

 

                                                             =     𝑓𝑗 ∗ 𝜓𝑗
𝑎𝑗   𝑏𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

𝑝

𝑑𝑏

ℝ𝑛

 

                                                        =  ⋯    𝑓
𝑗
∗ 𝜓

𝑗

𝑎𝑗  𝑏𝑗 

𝑛

𝑗=1

 

𝑝

ℝℝ

𝑑𝑏1 …𝑑𝑏𝑛 

                                                              =  …   𝑓1 ∗ 𝜓1
𝑎1  𝑏1  

𝑝
…   𝑓𝑛 ∗ 𝜓𝑛

𝑎𝑛   𝑏𝑛  
𝑝
𝑑𝑏1 …

ℝ
ℝ

𝑑𝑏𝑛  

 

olup  eğer Fubini teoremi kullanılırsa, 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎  

𝑝

𝑝
=     𝑓

1
∗ 𝜓

1
𝑎1  𝑏1  

𝑝
𝑑𝑏1

ℝ

 ⋯    𝑓
𝑛
∗ 𝜓

𝑛
𝑎𝑛  𝑏𝑛  

𝑝
𝑑𝑏𝑛

ℝ

  

                                                     =  𝑓1 ∗ 𝜓1
𝑎1 

𝑝

𝑝
… 𝑓𝑛 ∗ 𝜓𝑛

𝑎𝑛 
𝑝

𝑝
 

                                                     =   𝑓𝑗 ∗ 𝜓𝑗
𝑎𝑗 

𝑝

𝑝
𝑛

𝑗=1

 

 

elde edilir. Diğer taraftan 𝐿𝑝(ℝ) uzayı, 𝐿1(ℝ)  üzerinde Banach modülü ve  𝜓𝑗
𝑎𝑗 

1
=

𝑎𝑗
1

2 𝜓𝑗 1
 (Kulak, 2021) olduğundan, 
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 𝑓𝑗 ∗ 𝜓𝑗
𝑎𝑗 

𝑝
≤  𝑓𝑗 𝑝  

𝜓
𝑗

𝑎𝑗 
1
,      𝑗 = 1,… , 𝑛  

                                                                        =  𝑓𝑗 𝑝
𝑎𝑗

1

2 𝜓𝑗 1
 

 

olur. Böylece, 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎  

𝑝
=   𝑓𝑗 ∗ 𝜓𝑗

𝑎𝑗
 
𝑝

𝑛

𝑗=1

 

                                                                                ≤  𝑓
𝑗
 
𝑝
𝑎𝑗

1

2  𝜓
𝑗
 

1
< ∞

𝑛

𝑗=1

                    3.15   

 

olup  𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎 ∈ 𝐿𝑝 ℝ𝑛  elde edilir. Burada 𝜃 =

𝜋

2
  için  𝑗 = 1,… , 𝑛 , 

 

𝑊
𝑗

𝜃𝑗𝑓𝑗  𝑏𝑗 , 𝑎𝑗  = 𝑎𝑗
−

1

2  𝑓𝑗  𝑡𝑗  𝜓𝑗  
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 𝑒−

𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑏𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗

ℝ

𝑑𝑡𝑗            

= 𝑎𝑗
−

1

2  𝑓𝑗  𝑡𝑗  𝜓𝑗  
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 

ℝ

𝑑𝑡𝑗  

 

olup  
𝑡𝑗−𝑏𝑗

𝑎𝑗
= 𝑥𝑗  ,   𝑡𝑗 = 𝑎𝑗𝑥𝑗 + 𝑏𝑗  değiĢken değiĢtirmesi yapılırsa,  

 

𝑊
𝑗

𝜃𝑗𝑓𝑗  𝑏𝑗 , 𝑎𝑗  = 𝑎𝑗
−

1

2  𝑓𝑗  𝑎𝑗𝑥𝑗 + 𝑏𝑗  𝜓𝑗  𝑥𝑗  𝑎𝑗
ℝ

𝑑𝑥𝑗  

                          = 𝑎𝑗
1

2  𝑓𝑗  𝑎𝑗𝑥𝑗 + 𝑏𝑗  𝜓𝑗  𝑥𝑗  

ℝ

𝑑𝑥𝑗  

 

bulunur. Buradan,  

 

𝜔𝑝  𝑊𝝍
𝜃 𝒇 𝑏, 𝑎 , 𝑕 =   𝑊𝝍

𝜃 𝒇  𝑏 + 𝑕, 𝑎 −𝑊𝝍
𝜃 𝒇 𝑏, 𝑎  

𝑝
 

=   𝑊
𝑗

𝜃𝑗𝑓𝑗  𝑏𝑗 + 𝑕𝑗 , 𝑎𝑗  − 𝑊
𝑗

𝜃𝑗𝑓𝑗  𝑏𝑗 , 𝑎𝑗  

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

 

𝑝

 

=   𝑎𝑗
1

2  𝑓𝑗  𝑎𝑗𝑥𝑗 + 𝑏𝑗 + 𝑕𝑗 𝜓𝑗  𝑥𝑗  

ℝ𝑛

𝑑𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

− 𝑎𝑗
1

2  𝑓𝑗  𝑎𝑗𝑥𝑗 + 𝑏𝑗  𝜓𝑗  𝑥𝑗  

ℝ𝑛

𝑑𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

 

𝑝
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=  𝑎 𝑛

1

2     𝑓𝑗  𝑎𝑗𝑥𝑗 + 𝑏𝑗 + 𝑕𝑗 

𝑛

𝑗=1

− 𝑓𝑗  𝑎𝑗𝑥𝑗 + 𝑏𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

ℝ𝑛

𝜓𝑗  𝑥𝑗  𝑑𝑥𝑗 

𝑝

 

=  𝑎 𝑛

1

2    𝜓𝑗  𝑥𝑗        𝑓𝑗  𝑎𝑗𝑥𝑗 + 𝑏𝑗 + 𝑕𝑗 

𝑛

𝑗=1

− 𝑓𝑗  𝑎𝑗𝑥𝑗 + 𝑏𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

ℝ𝑛

 

𝑝

𝑑𝑡𝑗 

1

𝑝

𝑑𝑥𝑗
ℝ𝑛

𝑛

𝑗=1

 

≤  𝑎 𝑛

1

2    𝜓𝑗  𝑥𝑗   

ℝ𝑛

𝑛

𝑗=1

   𝑓𝑗  𝑡𝑗 + 𝑕𝑗 − 𝑓𝑗  𝑡𝑗   
𝑝
𝑑𝑡𝑗

ℝ𝑛

 

1

𝑝

𝑑𝑥𝑗  

=  𝑎 𝑛

1

2   𝜓
𝑗
 

1

𝑛

𝑗=1

𝜔𝑝 𝑓𝑗 , 𝑕𝑗  

 

olup 

 

𝜔𝑝  𝑊𝝍
𝜃 𝒇 𝑏, 𝑎 , 𝑕 =   𝑊𝝍

𝜃 𝒇  𝑏 + 𝑕, 𝑎 −𝑊𝝍
𝜃 𝒇 𝑏, 𝑎  

𝑝
 

                                  ≤  𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗 1
𝜔𝑝

𝑛

𝑗=1

 𝒇, 𝑕  

 

elde edilir. Dolayısıyla  𝑞 < ∞ için, 

 

   𝜔𝑝 𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎 , ℎ  

𝑞 𝑑𝑕

 𝑕 𝑛+𝛼𝑞

ℝ𝑛

 

1

𝑞

≤  𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗 1

𝑛

𝑗=1

   𝜔𝑝 𝒇, 𝑕  
𝑞 𝑑𝑕

 𝑕 𝑛+𝛼𝑞

ℝ

 

1

𝑞

   3.16  

 

bulunur. Buradan (3.15) ve (3.16) eĢitliklerinden 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎  

𝐵𝑝
𝛼,𝑞 =  𝑊𝝍

𝜃𝒇 𝑏, 𝑎  
𝑝

+    𝜔𝑝 𝒇, 𝑕  
𝑞 𝑑𝑕

 𝑕 𝑛+𝛼𝑞

ℝ

 

1

𝑞

 

                  ≤  𝑓
𝑗
 
𝑝
𝑎𝑗

1

2 𝜓𝑗 1
+

𝑛

𝑗=1

 𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗 1

𝑛

𝑗=1

   𝜔𝑝 𝒇, 𝑕  
𝑞 𝑑𝑕

 𝑕 𝑛+𝛼𝑞

ℝ

 

1

𝑞

 

                 =  𝑎 𝑛

1

2  𝒇 𝑝  𝜓𝑗 1

𝑛

𝑗=1

+  𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗 1

𝑛

𝑗=1

   𝜔𝑝 𝒇, 𝑕  
𝑞 𝑑𝑕

 𝑕 𝑛+𝛼𝑞

ℝ

 

1

𝑞

 

                               =  𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗 1

𝑛

𝐽=1

 𝒇 𝐵𝑝
𝛼,𝑞  
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elde edilir. 

 

3.1.18. Teorem 𝝍 and  𝝋 iki  dalga fonksiyonu ve 𝒇 ∈ 𝐵𝑝
𝛼,𝑞 ℝ 𝑛  verilsin. O halde 𝜃 =

 
𝜋

2
, … ,

𝜋

2
  ve 𝑎 ∈ ℝ+

𝑛  için 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝝋

𝜃𝒇  . , 𝑎  
𝐵𝑝
𝛼,𝑞 ≤  𝑎 𝑛

1

2  𝒇 𝐵𝑝
𝛼 ,𝑞   𝜓𝑗 − 𝜑𝑗 1

𝑛

𝑗=1

 

 

eĢitsizliği vardır. 

 

İspat 𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛 ,𝝋 = (𝜑1, … , 𝜑𝑛) multi dalgacık fonksiyonları verilsin. O halde 

herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛  için  

 

𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) −𝑊𝝋

𝜃𝒇(. , 𝑎) = 𝑊𝝍−𝝋
𝜃 𝑓(. , 𝑎) 

 

 eĢitliği yazılır (Kulak, 2021). Herhangi bir 𝑏 ∈ ℝ𝑛  ve 𝜃 =  
𝜋

2
, … ,

𝜋

2
  için 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  𝑏, 𝑎 −  𝑊𝝋

𝜃𝒇  𝑏, 𝑎  
𝐵𝑝
𝛼,𝑞 =   𝒇,𝝍𝑏,𝑎,𝜃  −  𝒇,𝝋𝑏,𝑎,𝜃   𝐵𝑝

𝛼,𝑞   

                                                                   =    𝒇,𝝍𝑏,𝑎,𝜃 −𝝋𝑏,𝑎,𝜃   𝐵𝑝
𝛼,𝑞                                    3.17  

 

eĢitliği elde edilir. Öte yandan, 

 

 𝝍𝑏,𝑎,𝜃 −𝝋𝑏,𝑎,𝜃 (𝑡)

=  𝑎 𝑛
−

1

2  𝜓𝑗  
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 𝑒−

𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑏𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

−  𝑎 𝑛
−

1

2  𝜑𝑗  
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 𝑒−

𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑏𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

 

                            =  𝑎 𝑛
−

1

2   𝜓𝑗 − 𝜑𝑗   
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 

𝑛

𝑗=1

 

                            
=  𝝍 − 𝝋 𝑏,𝑎,𝜃 𝑡                                                                                              3.18  

 

olup burada  3.17  ve  3.18  eĢitlikleri ve Teorem 3.1.17 kullanılırsa 
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 𝑊𝝍
𝜃𝒇 . , 𝑎 −𝑊𝝋

𝜃𝒇 . , 𝑎  
𝐵𝑝
𝛼,𝑞 =   𝒇,  𝝍 − 𝝋 𝑏,𝑎,𝜃   𝐵𝑝

𝛼,𝑞 =  𝑊𝝍−𝝋
𝜃 𝒇 𝑏, 𝑎  

𝐵𝑝
𝛼,𝑞  

                                                         ≤  𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗 − 𝜙𝑗 1

𝑛

𝑗=1

 𝒇 𝐵𝑝
𝛼 ,𝑞                                       (3.19) 

 

bulunur. 

 

3.1.19. Teorem Herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛  için 𝝍 =  𝜓1, ⋯ , 𝜓𝑛 ∈ 𝑆 ℝ 

𝑛  multi dalga 

fonksiyonu verilsin. O halde her 𝒇 =  𝑓1, ⋯ , 𝑓𝑛 , 𝒈 =  𝑔1,⋯ , 𝑔𝑛 ∈ 𝐵𝑝
𝛼,𝑞 ℝ 𝑛  için ve 

 𝜃 =  
𝜋

2
, … ,

𝜋

2
   olmak üzere, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝝍

𝜃𝒈  . , 𝑎  
𝐵𝑝
𝛼,𝑞 ≤  𝑎 𝑛

1

2  𝒇 − 𝒈 𝐵𝑝
𝛼,𝑞   𝜓𝑗 1

𝑛

𝑗=1

 

 

eĢitsizliği vardır. 

 

İspat  Herhangi 𝒇, 𝒈 ∈ 𝑆 ℝ 𝑛  ve 𝑏 ∈ ℝ𝑛  verilsin. Yine Teorem 3.1.17 den, 

 

   𝑊𝝋
𝜃𝒇  𝑏, 𝑎 −  𝑊𝝋

𝜃𝒈  𝑏, 𝑎  
𝐵𝑝
𝛼,𝑞 =   𝒇,𝝋𝑏,𝑎,𝜃  −  𝒈,𝝋𝑏,𝑎,𝜃   𝐵𝑝

𝛼,𝑞  

             =   𝒇 − 𝒈,𝝋𝑏,𝑎,𝜃   𝐵𝑝
𝛼,𝑞  

                                                            =  𝑊𝝋
𝜃 𝒇 − 𝒈 (𝑏, 𝑎) 

𝐵𝑝
𝛼,𝑞  

                                                                     ≤  𝑎 𝑛

1

2   𝜑𝑗 1

𝑛

𝑗=1

 𝒇 − 𝒈 𝐵𝑝
𝛼,𝑞                             (3.20) 

 

eĢitsizliği elde edilir. 

 

3.1.20. Sonuç Eğer 𝝍 and  𝝋 iki multi dalga fonksiyonu ve  𝒇, 𝒈 ∈ 𝐵𝑝
𝛼,𝑞 ℝ 𝑛  ise 𝜃 =

 
𝜋

2
, … ,

𝜋

2
  olmak üzere, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝝋

𝜃𝒈  . , 𝑎  
𝐵𝑝
𝛼,𝑞  

≤  𝑎 𝑛

1

2    𝜓𝑗 −𝜑𝑗 1
 𝒇 𝐵𝑝

𝛼 ,𝑞 +

𝑛

𝑗=1

  𝜑𝑗 1
 𝒇 − 𝒈 𝐵𝑝

𝛼,𝑞

𝑛

𝑗=1
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eĢitsizliği vardır. 

 

İspat Eğer (3.19) ve  3.20  eĢitsizlikleri kullanılırsa,  

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝝋

𝜃𝒈  . , 𝑎  
𝐵𝑝
𝛼,𝑞

=   𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝝋

𝜃𝒇  . , 𝑎 +  𝑊𝝋
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝝋

𝜃𝒈  . , 𝑎  
𝐵𝑝
𝛼,𝑞  

            ≤  𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗 − 𝜑𝑗 1

𝑛

𝑗=1

 𝒇 𝐵𝑝
𝛼,𝑞 +  𝑎 𝑛

1

2   𝜑𝑗 1

𝑛

𝑗=1

 𝒇 − 𝒈 𝐵𝑝
𝛼,𝑞  

                     =  𝑎 𝑛

1

2    𝜓𝑗 − 𝜑𝑗 1
 𝒇 𝐵𝑝

𝛼 ,𝑞 +

𝑛

𝑗=1

  𝜑𝑗 1
 𝒇 − 𝒈 𝐵𝑝

𝛼,𝑞

𝑛

𝑗=1

              

 

eĢitsizliği elde edilir.  

          

3.1.21. Teorem Herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛  için  𝝍 kompakt destekli ana dalga fonksiyonu 

verilsin. O halde 𝜃 =  
𝜋

2
, … ,

𝜋

2
   için 𝑊𝝍

𝜃  dönüĢümü 𝐵𝑀𝑂 ℝ 𝑛  uzayından 𝐵𝑀𝑂 ℝ𝑛  

uzayına sınırlıdır. Bundan baĢka 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  𝑏, 𝑎  

𝐵𝑀𝑂
≤  𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗 1

𝑛

𝐽=1

 𝒇 𝐵𝑀𝑂 

 

eĢitsizliği vardır. 

 

İspat  Herhangi 𝒇 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1  ℝ 𝑛  ve  𝑏 ∈ ℝ𝑛  verilsin. 

 

𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎 =  𝑎 𝑛

−
1

2  𝒇 𝑡 

ℝ𝑛

 𝜓𝑗  
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 

               𝑛

𝑗=1

𝑒
𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑏𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗𝑑𝑡 

 

Eğer 𝑡 = 𝑎𝑥 + 𝑏  ve  
𝑡𝑗−𝑏𝑗

𝑎𝑗
= 𝑥𝑗  değiĢken değiĢtirmesi yapılırsa, 

 

𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎 =  𝑎 𝑛

−
1

2  𝒇 𝑎𝑥 + 𝑏 

ℝ𝑛

 𝜓𝑗 𝑥𝑗 
        

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑥 
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olup  

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎  ≤  𝑎 𝑛

1

2   𝒇 𝑎𝑥 + 𝑏  

ℝ𝑛

  𝜓𝑗  𝑥𝑗   

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑥 

 

yazılır. Buradan 𝐵 ⊂ ℝ𝑛  yuvarı üzerinden taraf tarafa integral alınırsa, 

 

   𝑊𝝍
𝜃𝒇  𝑏, 𝑎  

𝐵

𝑑𝑏 ≤  𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗 (𝑥𝑗 )    𝒇 𝑎𝑥 + 𝑏  

𝐵

𝑑𝑏 𝑑𝑥

𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

 

 

yazılır. ġimdi de 𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑦 değiĢken değiĢtirmesi yapılırsa 

 

   𝑊𝝍
𝜃𝒇  𝑏, 𝑎  

𝐵

𝑑𝑏 ≤  𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗 (𝑥𝑗 )    𝒇 𝑦  

𝑎𝑥+𝐵

𝑑𝑦 𝑑𝑥

𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

 

                              =  𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗 (𝑥𝑗 )    𝒇 𝑦  

𝐾

𝑑𝑦 𝑑𝑥

𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

 

 

olur. Burada 𝐾 = 𝑎𝑥 + 𝐵 ve 𝐾 ⊂ 𝑎𝑠𝑢𝑝𝑝𝝍 + 𝐵, ℝ𝑛  de kompakt bir küme ve  

𝒇 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1  ℝ 𝑛  olduğundan 

 

   𝑊𝝍
𝜃𝒇  𝑏, 𝑎  

𝐵

𝑑𝑏 ≤ 𝐶 𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗 1

𝑛

𝐽=1

< ∞ 

 

olup böylece   𝑊𝝍
𝜃𝒇  𝑏, 𝑎 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐

1  ℝ 𝑛   elde edilir. O halde, Fubini teoremi kullanılırsa, 

 

 𝑊𝝍
𝜃 𝒇 

𝐵
 𝑏, 𝑎 =  𝑎 𝑛

1

2   
1

 𝐵 
 𝒇 𝑎𝑥 + 𝑏 

𝐵

𝑑𝑏 𝜓𝑗(𝑥𝑗)
         

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑥 

ℝ𝑛

 

                                                       =  𝑎 𝑛

1

2  𝒇𝐾
ℝ𝑛

 𝜓𝑗(𝑥𝑗 )        

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑥 

 

elde edilir. Burada Minkowski eĢitsizliği ve son ifade  kullanılırsa, 
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 𝐵 −1    𝑊𝝍
𝜃 𝒇  𝑏, 𝑎 −  𝑊𝝍

𝜃 𝒇 
𝐵
 𝑏, 𝑎  

𝐵

𝑑𝑏 

                               ≤  𝑎 𝑛

1

2  𝐵 −1     𝒇 𝑎𝑥 + 𝑏 − 𝒇𝐾 

ℝ𝑛

 𝜓𝑗 𝑥𝑗 

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑥 

𝐵

𝑑𝑏                         

         ≤  𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗 (𝑥𝑗 )   𝐵 −1  𝒇 𝑎𝑥 + 𝑏 − 𝒇𝐾 𝑑𝑏

𝐵

 

𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

𝑑𝑥 

 

olup yine  𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑦 değiĢken değiĢtirmesi yapılırsa 𝐾 = 𝑎𝑥 + 𝐵 olmak üzere, 

 

 𝐵 −1    𝑊𝝍
𝜃 𝒇  𝑏, 𝑎 −  𝑊𝝍

𝜃 𝒇 
𝐵
 . , 𝑎  

𝐵

𝑑𝑏 

≤  𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗 (𝑥𝑗 )   𝐾 −1   𝒇 𝑦 − 𝒇𝐾 𝑑𝑦

𝐾

 

𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

𝑑𝑥 

 

elde edilir. Böylece 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  𝑏, 𝑎  

𝐵𝑀𝑂
= sup

𝐵⊂ℝ𝑛
 𝐵 −1    𝑊𝝍

𝜃𝒇  𝑏, 𝑎 −  𝑊𝝍
𝜃𝒇 

𝐵
 . , 𝑎  

𝐵

𝑑𝑏 

                                                 ≤  𝑎 𝑛

1

2  sup
𝐾⊂ℝ𝑛

 𝜓𝑗 (𝑥𝑗 )   𝐾 −1   𝒇 𝑦 − 𝒇𝐾 𝑑𝑦

𝐾

 

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑥

ℝ𝑛

 

                                                       ≤  𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗  𝑥𝑗   sup
𝐾⊂ℝ𝑛

 𝐾 −1   𝒇 𝑦 − 𝒇𝐾 𝑑𝑦

𝐾

 

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑥

ℝ𝑛

       

                                                        =  𝑎 𝑛

1

2   𝜓𝑗 1

𝑛

𝐽=1

 𝒇 𝐵𝑀𝑂 

 

eĢitsizliği elde edilir. 

 

3.1.22. Teorem 𝝍 and  𝝋 kompakt destekli iki ana dalga fonksiyonu ve 𝒇 ∈ 𝐵𝑀𝑂 ℝ 𝑛  

verilsin. O halde 𝜃 =  
𝜋

2
, … ,

𝜋

2
  ve 𝑎 ∈ ℝ+

𝑛  için 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝝋

𝜃𝒇  . , 𝑎  
𝐵𝑀𝑂

≤  𝑎 𝑛

1

2  𝒇 𝐵𝑀𝑂   𝜓𝑗 − 𝜑𝑗 1

𝑛

𝑗=1

 

 

eĢitsizliği vardır. 
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İspat 𝝍 =  𝜓1, … , 𝜓𝑛 ,𝝋 = (𝜑1, … , 𝜑𝑛) multi dalga fonksiyonları verilsin. O halde 

herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛  için  

 

𝑊𝝍
𝜃𝒇(. , 𝑎) −𝑊𝝋

𝜃𝒇(. , 𝑎) = 𝑊𝝍−𝝋
𝜃 𝑓(. , 𝑎) 

 

 eĢitliği yazılır (Kulak, 2021). Herhangi bir 𝑏 ∈ ℝ𝑛  ve 𝜃 =  
𝜋

2
, … ,

𝜋

2
  için 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  𝑏, 𝑎 −  𝑊𝝋

𝜃𝒇  𝑏, 𝑎  
𝐵𝑀𝑂

=   𝒇,𝝍𝑏,𝑎,𝜃  −  𝒇,𝝋𝑏,𝑎,𝜃   𝐵𝑀𝑂   

                                                                   =    𝒇, 𝝍𝑏,𝑎,𝜃 −𝝋𝑏,𝑎,𝜃   𝐵𝑀𝑂                                   3.21  

 

eĢitliği elde edilir. Öte yandan 

 

 𝝍𝑏,𝑎,𝜃 −𝝋𝑏,𝑎,𝜃 (𝑡)

=  𝑎 𝑛
−

1

2  𝜓𝑗  
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 𝑒−

𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑏𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

−  𝑎 𝑛
−

1

2  𝜑𝑗  
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 𝑒

−
𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑏𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

 

                            =  𝑎 𝑛
−

1

2   𝜓𝑗 − 𝜑𝑗   
𝑡𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗
 

𝑛

𝑗=1

 

                             
=  𝝍 − 𝝋 𝑏,𝑎,𝜃 𝑡                                                                                             3.22  

 

olup burada  3.21  ve  3.22  eĢitlikleri ve Teorem 3.1.21 kullanılırsa, 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇 . , 𝑎 −𝑊𝝋

𝜃𝒇 . , 𝑎  
𝐵𝑀𝑂

=   𝒇,  𝝍 − 𝝋 𝑏,𝑎,𝜃   𝐵𝑀𝑂  

                                                         =  𝑊𝝍−𝝋
𝜃 𝒇 𝑏, 𝑎  

𝐵𝑀𝑂
 

                                                         ≤  𝑎 𝑛

1

2  𝒇 𝐵𝑀𝑂   𝜓𝑗 − 𝜑𝑗 1

𝑛

𝑗=1

                                       (3.23) 

 

bulunur. 

 

3.1.23. Teorem Herhangi bir 𝑎 ∈ ℝ+
𝑛  için 𝝍 =  𝜓1, ⋯ , 𝜓𝑛 ∈ 𝑆 ℝ 

𝑛  multi dalga 

fonksiyonu verilsin. O halde her 𝒇 =  𝑓1, ⋯ , 𝑓𝑛 , 𝒈 =  𝑔1,⋯ , 𝑔𝑛 ∈ 𝐵𝑀𝑂 ℝ 
𝑛  için ve 

 𝜃 =  
𝜋

2
, … ,

𝜋

2
   olmak üzere, 
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  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝝍

𝜃𝒈  . , 𝑎  
𝐵𝑀𝑂

≤  𝑎 𝑛

1

2  𝒇 − 𝒈 𝐵𝑀𝑂   𝜓𝑗 1

𝑛

𝑗=1

 

 

eĢitsizliği vardır. 

 

İspat Herhangi 𝒇, 𝒈 ∈ 𝑆 ℝ 𝑛  ve 𝑏 ∈ ℝ𝑛  verilsin. Yine Teorem 3.1.22 den, 

 

  𝑊𝝋
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝝋

𝜃𝒈  . , 𝑎  
𝐵𝑀𝑂

=   𝒇, 𝝋𝑏,𝑎,𝜃  −  𝒈,𝝋𝑏,𝑎,𝜃   𝐵𝑀𝑂  

          =   𝒇 − 𝒈,𝝋𝑏,𝑎,𝜃   𝐵𝑀𝑂  

                                                           =  𝑊𝝋
𝜃 𝒇 − 𝒈 (𝑏, 𝑎) 

𝐵𝑀𝑂
 

                                                                    ≤  𝑎 𝑛

1

2   𝜑𝑗 1

𝑛

𝑗=1

 𝒇 − 𝒈 𝐵𝑀𝑂                           (3.24) 

 

eĢitsizliği elde edilir. 

 

3.1.24. Sonuç 𝒇, 𝒈 ∈ 𝐵𝑀𝑂 ℝ 𝑛  olmak üzere 𝝍 and 𝝋 iki kompakt destekli dalga 

fonksiyonu ve 𝜃 =  
𝜋

2
, … ,

𝜋

2
   verilsin. O halde, 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝝋

𝜃𝒈  . , 𝑎  
𝐵𝑀𝑂

≤  𝑎 𝑛

1

2    𝜓𝑗 −𝜑𝑗 1
 𝒇 𝐵𝑀𝑂 +

𝑛

𝑗=1

  𝜑𝑗 1
 𝒇 − 𝒈 𝐵𝑀𝑂

𝑛

𝑗=1

  

 

eĢitsizliği vardır. 

 

İspat Herhangi 𝒇, 𝒈 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1  ℝ 𝑛olmak üzere eğer (3.23) ve  3.24  eĢitsizlikleri ve 

Teorem 3.1.22 kullanılırsa 

 

  𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝝋

𝜃𝒈  . , 𝑎  
𝐵𝑀𝑂

=   𝑊𝝍
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝝋

𝜃𝒇  . , 𝑎 +  𝑊𝝋
𝜃𝒇  . , 𝑎 −  𝑊𝝋

𝜃𝒈  . , 𝑎  
𝐵𝑀𝑂

 

                     ≤   𝒇,𝝍𝑏,𝑎,𝜃  −  𝒇,𝝋𝑏,𝑎,𝜃   𝐵𝑀𝑂 +   𝒇,𝝋𝑏,𝑎,𝜃  −  𝒈,𝝋𝑏,𝑎,𝜃   𝐵𝑀𝑂  

                                 =   𝒇,  𝝍 − 𝝋 𝑏,𝑎,𝜃   𝐵𝑀𝑂 +   𝒇 − 𝒈,𝝋𝑏,𝑎,𝜃   𝐵𝑀𝑂  

                                 =   𝑊𝝍−𝝋
𝜃 𝒇  . , 𝑎  

𝐵𝑀𝑂
+   𝑊𝝋

𝜃 𝒇 − 𝒈   . , 𝑎  
𝐵𝑀𝑂
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          ≤  𝑎 𝑛

1

2    𝜓𝑗 − 𝜑𝑗 1
 𝒇 𝐵𝑀𝑂 +

𝑛

𝑗=1

  𝜑𝑗 1
 𝒇 − 𝒈 𝐵𝑀𝑂

𝑛

𝑗=1

  

 

bulunur. 

 

3.1.25. Teorem 0 < 𝑟 ≤ 1 olmak üzere, 

 

 𝝍𝑏,𝑎,𝜃

ℝ𝑛

 𝑡 𝑑𝑡 = 0      ve       𝝍 𝑡  

ℝ𝑛

 1 +  𝑡 𝑛 𝑑𝑡 < ∞ 

 

olsun. Eğer 𝒇 ∈ 𝐶𝑟 𝑏0
  

𝑛
   𝑏0
 =  𝑏0, … , 𝑏0    

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏0

 ,𝑎  ≤ 𝐶1 𝑎 𝑛
𝑟+1

 

 

olacak Ģekilde 𝐶1 > 0 sayısı vardır. Bundan baĢka eğer 𝒇 ∈ 𝐶𝑟 ℝ 𝑛  ise 

 

sup
𝑏∈ℝ𝑛 ,𝑎∈ℝ𝑛

+
 𝑎 𝑛

−𝑟−1
 𝑊𝝍

𝜃𝒇 𝑏, 𝑎  < ∞ 

 

bulunur. 

 

İspat Herhangi bir 𝒇 ∈ 𝐶𝑟 𝑏0
  

𝑛
 verilsin. Bu durumda,  

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏0

 ,𝑎  =   𝒇 𝑡 𝝍𝑏0 ,𝑎,𝜃 𝑡 
            

ℝ𝑛

𝑑𝑡  

 

olup ve hipotezden elde edilen  

 

𝒇 𝑏0
   𝝍𝑏0 ,𝑎,𝜃 𝑡             

ℝ𝑛

𝑑𝑡 =  𝒇 𝑏0
  𝝍𝑏0 ,𝑎,𝜃 𝑡 

            

ℝ𝑛

𝑑𝑡 = 0 

 

eĢitliği kullanılırsa; 
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 𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏0

 ,𝑎  =   𝒇 𝑡 𝝍𝑏0 ,𝑎,𝜃 𝑡 
            

ℝ𝑛

𝑑𝑡 −  𝒇 𝑏0
  𝝍𝑏0 ,𝑎,𝜃 𝑡 

            

ℝ𝑛

𝑑𝑡  

                                                   =    𝒇 𝑡 − 𝒇 𝑏0
   𝝍𝑏0 ,𝑎,𝜃 𝑡 

            

ℝ𝑛

𝑑𝑡  

                                                   ≤   𝒇 𝑡 − 𝒇 𝑏0
   

ℝ𝑛

 𝝍𝑏0 ,𝑎,𝜃 𝑡  𝑑𝑡 

                                         =   𝒇 𝑡 − 𝒇 𝑏0
   

ℝ𝑛

  𝜓𝑗  
𝑡𝑗 − 𝑏0

𝑎𝑗
 𝑒

𝑖

2
 𝑡𝑗

2−𝑏𝑗
2 𝑐𝑜𝑡𝜃𝑗

𝑛

𝑗=1

 𝑑𝑡 

                =   𝒇 𝑡 − 𝒇 𝑏0
   

ℝ𝑛

  𝜓𝑗  
𝑡𝑗 − 𝑏0

𝑎𝑗
 

𝑛

𝑗=1

 𝑑𝑡 

 

bulunur. Öte yandan bu son ifadeye 𝒇 ∈ 𝐶𝑟 𝑏0
  

𝑛
 olması kullanılır ve  

𝑡𝑗−𝑏0

𝑎𝑗
=

𝑢𝑗 ,  𝑗 = 1, … , 𝑛  değiĢken değiĢtirmesi yapılırsa; 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏0

 ,𝑎  ≤    𝑓𝑗  𝑡𝑗  − 𝑓𝑗  𝑏0    𝜓𝑗  
𝑡𝑗 − 𝑏0

𝑎𝑗
  

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑡

𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

 

                   ≤  𝐶𝑛

ℝ𝑛

  𝑡𝑗 − 𝑏0 
𝑟
  𝜓𝑗  

𝑡𝑗 − 𝑏0

𝑎𝑗
  

𝑛

𝑗=1

𝑑𝑡

𝑛

𝑗=1

 

           = 𝐶𝑛    𝑎𝑗𝑢𝑗  
𝑟
  𝜓𝑗  𝑢𝑗   

𝑛

𝑗=1

 𝑎 𝑛𝑑𝑢

𝑛

𝑗=1ℝ𝑛

 

                                                    = 𝐶𝑛  𝑎 𝑛     𝑎𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

𝑟

ℝ𝑛

   𝑢𝑗  

𝑛

𝑗=1

 

𝑟

 𝝍 𝑢  𝑑𝑢   

                                                     = 𝐶𝑛  𝑎 𝑛   𝑎 𝑛
𝑟  𝑢 𝑛

𝑟  𝝍 𝑢  𝑑𝑢

ℝ𝑛

 

                                                     = 𝐶𝑛  𝑎 𝑛
𝑟+1

  𝝍 𝑢   𝑢 𝑛
𝑟
𝑑𝑢

ℝ𝑛

 

 

elde edilir. Ayrıca 0 < 𝑟 ≤ 1 olduğundan 

 

  𝝍 𝑢   𝑢 𝑛
𝑟
𝑑𝑢 ≤

ℝ𝑛

  𝝍 𝑢   1 +  𝑢 𝑛 
𝑟𝑑𝑢

ℝ𝑛

 

                                         ≤   𝝍 𝑢   1 +  𝑢 𝑛 𝑑𝑢

ℝ𝑛

< ∞ 
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olup burada 

 

  𝐶1 = 𝐶𝑛   𝝍 𝑢   𝑢 𝑛
𝑟
𝑑𝑢

ℝ𝑛

        

 

denirse ; 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏0

 ,𝑎  ≤ 𝐶1 𝑎 𝑛
𝑟+1

 

 

yazılır. ġimdi kabul edelim ki 𝒇 ∈ 𝐶𝑟 ℝ 𝑛  olsun. Yukarıdaki ispat teknikleri kullanılır ise  

∀𝑏 ∈ ℝ𝑛  ve 𝑎 ∈ ℝ𝑛
+ için 

 

 𝑊𝝍
𝜃𝒇 𝑏, 𝑎  ≤ 𝐶1 𝑎 𝑛

𝑟+1
 

 

olup her iki tarafta supremum alınırsa  

 

sup
𝑏∈ℝ𝑛 ,𝑎∈ℝ𝑛

+
 𝑎 𝑛

−𝑟−1
 𝑊𝝍

𝜃𝒇 𝑏, 𝑎  < ∞ 

 

elde edilir. Böylece ispat biter. 

 

Dalgacık dönüĢümü fonksiyonların (sinyallerin) yerel ve noktasal özelliklerini kodlar. Bu 

özelliğini  𝑇𝑥𝐷𝑠 operatöründen almaktadır. Bu operator verilen bir 𝑥 anında 𝑠 ölçeğinde 

bilgi sağlamaya yarar. Bu nedenle dalgacık dönüĢümü bir matematiksel mikroskoba 

benzetilebilir. Kesirli dalgacık dönüĢümleri ile n- boyutlu kesirli uzaylarda sinyallerin 

yerel özelliklerini gözlemlememize olanak sağlar. Bu bağlamda bakılırsa Teorem 3.1.25, 

düzgün uzaylar için kesirli multilineer dalgacık dönüĢümünü önemli hale getirmektedir. 

Böylece n- boyutlu düzgün uzaylar kesirli multilineer dalgacık dönüĢümü ile karakterize 

edilebilirler. 
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3. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tez çalıĢmasında multilineer kesirli dalgacık dönüĢümü ile kesirli Fourier dönüĢümü 

arasındaki iliĢki incelenmiĢtir. Aynı zamanda bu dönüĢüm için diklik bağıntısı 

ispatlanmıĢtır. Daha sonra kesirli multilineer dalgacık dönüĢümünün eĢlenik operatörü 

bulunmuĢtur. Ayrıca çeĢitli fonksiyon uzaylarında multilineer kesirli dalgacık dönüĢümü 

ve eĢlenik operatörünün sürekliliği (sınırlılığı) incelenmiĢtir. Son olarak da bu dönüĢümün 

n- boyutlu düzgün uzaylarında öneminden bahsedilmiĢtir. BaĢka fonksiyon uzaylarında da 

multilineer kesirli dalgacık dönüĢümünün özellikleri ve sürekliliği (sınırlılığı) 

araĢtırılabilir. 
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