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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi1 simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek iizere

asagida listelenmistir.

Simgeler

f*g

f* g

~n

Vh,a,0 (1)
VYha6(t)
W, f (b, )
W, f(b,a)
IP (R)

L5, (R)
S(R)
HY(R)

B, (R)

®

Aciklama

fve g fonksiyonlarinin girisim islemi
Kesirli Girisim Operatorii

Fourier Dontistimii

Kesirli Fourier Doniisiimii

Oteleme Operatérii
Acilma (Dilation) Operatorii

Kesirli Ana Dalga Fonksiyonu
Multilineer Kesirli Ana Dalga Fonksiyonu
Kesirli Dalgacik Doniistimil

Multilineer Kesirli Dalgacik Doniigimii
Lebesque Uzay1

Agirlikli Lebesque Uzay1

Schwartz Uzay1

Hardy Uzay1

Besov Uzay1

Tensor Carpimi



1. GIRIS

Dalgacik doniisiimii frekans alaninda bozuk ve karisik Sinyalleri islemek i¢in yetersiz
kalmaktadir (Flandrin, 2001). Bu nedenle bu tiir sinyalleri analiz etmek i¢in kesirli Fourier
doniisiimii ve kesirli dalgacik doniisiimii gibi bir dizi yeni sinyal isleme aract 6nerilmistir.
Ancak kesirli Fourier doniisiimii kesirli alanda sinyal temsilleri saglamasima ragmen
sinyalin yerel yapisini belirlemede basarisiz olur. Kesirli dalgacik doniisiimii ise kesirli
Fourier doniisiimiiniin avantajlarindan faydalanarak karsilasilan smirlamalara bir ¢6ziim
bulmaktadir. Aynm1 zamanda kesirli alanda ¢oklu analiz ve sinyalleri temsil etme
yetenegine sahiptir. Konusma, gorme, iletisim ve radar gibi birgok sinyalin kesirli alanda
uygulanmasina izin verir (Gargour, Gabrea, Ramachandran ve Lina, 2009). Bu nedenle
kesirli dalgacik doniisiimii, sinyal analizi konusunda potansiyel bir sekilde yararlidir (Shi,
Zhang ve Liu, 2012). Multilinecer kesirli doniisiimler sayesinde kesirli dalgacik
dontigiimiiniin ve kesirli Fourier doniisimiiniin bir¢ok 6zelligini ¢oklu dogrusal bir forma
aktararak n- boyutlu kesirli uzayda sinyal temsillerini ve sinyallerin yerel yapilarini
incelemek miimkiindiir (Kulak, 2021).

Kulak (2021) ¢alismasinda Schwartz fonksiyonlarmi kullanarak R"™ X R iizerinde
multilineer kesirli dalgacik donisiimiini ve multilineer kesirli Fourier doniisimiinii
tanimlamis ve bazi 6zelliklerini ve sinirliligini incelemistir. Bu yeni multilineer kesirli
dontisimler sayesinde n- boyutlu kesirli alanda sinyal temsillerini ve sinyallerin yerel
yapilarini incelemek miimkiindiir. Bu 6zellikler konusma, gorme, iletisim, sinyal isleme,
radar gibi alanlarda sinyallerle ¢alisirken bu doéniisiimleri degerli kilma sans1 verecektir
(Kulak, 2021). Bu galismada multilineer kesirli dalgacik doniisiimiiniin baz1 fonksiyon

uzaylar1 lizerinde siirekliligi ve sinirlilig arastirilmigtir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Temel Bilgiler

211 Tanim 1<p <o ve f, R lizerinde taniml, karmasik degerli, Olciilebilir bir

fonksiyon olmak iizere

f FGOPdx < o
R

kosulunu saglayan f fonksiyonlarmin denklik siniflarinin vektér uzayina Lebesque uzayi

denir ve LP (R) ile gosterilir. L (R) uzay1 {izerinde tanimlanan

L

Ifll, = < f FCOIP dx)
R

normuna gore Banach uzayidir (Rudin, 1966).

2.1.2. Tanim R iizerinde taniml reel degerli 6lgiilebilir w fonksiyonu asagidaki kosullar
sagliyorsa bu w fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir (Reither, 1968).

i) Her x € Ri¢in w(x) > 1,
i) Her x,y € Ri¢in w(x + y) < w(x)w(y),
i)  w yerel siurl.

2.1.3. Tamim Her x € R i¢in s = 0 olmak lizere;
fsG) = @+ |x])°

bi¢ciminde tanimlanan f fonksiyonuna polinom tipli agirlik fonksiyon denir (Reiter, 1968).

2.1.4. Tanim 1 < p < oo ve w fonksiyonu R iizerinde taniml bir agirlik fonksiyonu olmak

tizere agirlikli Lebesgue uzayi

L5, (R) = {f| fweLl? (R)}



bigiminde tanimlanir ve L? (R) bir vektdr uzay1 olup

1
p

”f”p,a) = (flf(x)lp (L)(X)pdx>
R

normuna gore Banach uzayidir (Reither, 1968: 200).

2.1.5. Tamim V, Kcismi lizerinde bir vektor uzayr olmak tizere VXV -V, (x,y) - xy

islemi verilsin. Eger

)} Her x,y,z € V i¢in x(yz) = (xy)z,
i) Her x,y,z € Vigin x(y + z) = (xy) + (y2),
iii) Her x,y € V ve her a, B € K igin igin (af)(xy) = (ax)(By)

kosullar1 saglaniyorsa V, Kcismi lizerinde bir cebirdir denir. Eger her x € V i¢in ex =
xe = x olacak sekilde bir e € VV varsa V cebirine birimli cebir denir, e elemanina da
cebirin birimi denir. Ayrica her x,y € V i¢in xy = yx ise V cebirine degismeli cebir denir.

V, Kcismi tizerinde bir cebir olsun. Eger (V, ||.||) bir Banach uzay1 ve her x,y € V igin

llxyll < llx[Hiyll

oluyor ise V, Kcismi {izerinde bir Banach cebiridir (Lanser, 1971, 1973).

2.1.6. Tanim (E,||.||g) bir Banach uzay1 ve (F,]||.||r) bir Banach cebiri olsun. Bir ©
islemi asagidaki ozellikleri sagliyorsa E, F iizerinde bir Banach modiilii veya Banach F -

modiil denir (Wang, 1977).

) Her f,g € F veherh,k € E igin
fF+9Oh=fOh+f0Oh
fOh+g)=fOh+f0Oyg

i) Herf,geF veherh€E icin(fxg)Oh=fQO(gOh),

(* islemi F uzayindaki ¢arpma islemidir).

iii) Her f,g € F veherh € E ve her a € C igin



a(f ©h) =(af) Oh=f 0O (ah),

iv) Her f € F veher h € E i¢in

If © hllg < lIfllFlR]E.

p ve 9, R iizerinde iki Borel 6l¢iim olsun ve u X 9 de bu 6l¢iimiin R? iizerinde ¢arpim

Ol¢timii olsun.

2.1.7. Teorem (Tonelli) Eger f = 0 ise

[ rawawxo = [{ [ oo duco |asew)
)

R \R

_ f ( f f(x,w)cw(w)) du(x) @21
R R

olur. Bunun anlami (2.1) esitligindeki integraller sonlu ve birbirine esittir veya hepsi

sonsuzdur (Rudin, 1966).
2.1.8. Teorem (Fubini) Eger f € L'(R?, u x 9) ise (2.1) esitligi saglanir. Bundan baska
hemen hemen w € R igin x — f(x,w) fonksiyonu L'(R,u) dedir ve hemen hemen her
x € Ricinw — f(x,w) fonksiyonu da L'(R,9) uzayindadir. Eger

9(x) = [ f,w)dd(w) ve p(w) = [, f(x,9)du(x)

ise p € LY(R,u) vey € LI(R, 9 ) olur (Rudin, 1966).

2.1.9. Tanim f:R — C fonksiyonu Vp € N i¢in

(@)

Jim [P £ () =



ise f fonksiyonuna sonsuzda c¢abuk sifira gidiyor denir. Sonsuzda ¢abuk sifira giden ve
sonsuz mertebeden tiirevlenen fonksiyonlarin uzayr Schwartz uzay1 olarak isimlendirilir ve

S(R) ile gosterilir (Gasquet, 1999).

2.1.10. Tanim L!;,. (R) uzay1, R iizerinde taniml &lgiilebilir ve VK c R kompakt alt

kiimesi Uzerinde
[ir@tdx <o
K

olan fonksiyonlarin uzayidir (Rudin, 1973: 397).

2.1.11. Tamm Herhangi bir f € L}(R) ve ¢ € S(R) olmak iizere,

Il = [ supl(F « @ (lax < o
R t>0

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin uzayr Hardy uzayr olarak bilinir ve H'(R) ile

gosterilir (Chuong ve Duong, 2013). Burada

f<p(x)dx =0, @) =t"9(*/)
R

dir. H1(R) uzay1 yansimali olmayan ayrilabilir Banach uzayidir.

2.1.12. Tamm Herhangi f € LP (R) ve 1 < p < o olmak lizere, bir w, fonksiyonu
wp (f, ) = [IfC+R) = FOl,

seklinde tanimlanir (Chuong ve Duong, 2013).



2.1.13. Tanim 0<a <1, 1 <p <ovel<q < oolsun. Herhangi f € LP (R) olmak

luzere

f[(wp(f'h)) qmrfl—}iaq< «

R

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin uzayina Besov uzayi denir ve B;,X “I(R) sembolii ile

gosterilir. Bu uzay

q dh é
||f||B;.q=||f||p+< [ [(wprm) |h|—+q>

R

normuna gére Banach uzayidir (Chuong ve Duong, 2013).

2.1.14. Tanim Herhangi bir f € L}, (R) ve fz = |B|™* fB f(x) dx olmak iizere (B € R
yuvar ve |B|, B nin 6lgiimii)

IFllswo = sup = j F(0) — ol dx < oo,

|BI

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin uzayr BMO(R) ile gosterilir (Chuong ve Duong,
2013). BMO(R) uzayt H!(R) uzaynin dualidir.

2.1.15. Tamm f veg € L'(R) olsun. Bu fonksiyonlarn girisimi f =g simgesi ile

gosterilir ve

(F )00 = [ fox=1) g0y
R

bi¢iminde tanimlanir. Bu girisimin tanimli olmasi i¢in



flf(x —¥)g(y)|dy < o
R

olmalidir (Rudin, 1966).

2.1.16. Tamim Herhangi bir f € L'(R) fonksiyonunun Fourier déniisiimii, w € R olmak

lzere,

fw) = [ e ax
R

bi¢iminde tanimlanir (Bracewell, 1965: 381).

2.1.17. Teorem (Plancherel) Herhangi bir f € (L' n L2)(R) olsun. Bu durumda
I£12 = [I£1l,

olur. Ayrica f,g € L*(R) ise
(f.9)=(f.9)

esitligi vardir (Grochenig, 2001; Katnelson, 1968; Schwartz, 1966).

2.1.18. Tanum Herhangi bir t € R igin

0, t#0
6(t)={oo T

olmak tizere,

T s(t)dt =1



bi¢iminde tanimlanan & fonksiyonuna Dirac delta fonksiyonu denir (Raising hania., 2008).

2.1.19. Teorem f € L'(R) olmak iizere Dirac delta fonksiyonu asagidaki 6zellikleri

saglamaktadir.

i) ff(t)(?(t —¢&)dt = f(¢) (Kaydirma ozelligi),
R

if) ff(u _&)8(u—t)dt = 8(e — ),

R
iii) 8, Dirac delta fonksiyonu ¢ifttir (Hartman, 1998).

2.1.20. Tanim Herhangi (t,w) € R i¢in C? = /% olmak izere,

i(£24w2) 2 itwesco
(Cgez( W)z lWCSC,

0 #nn
1 —itw "4
K (t,w) = {\/T_ne : 0=3 (2.2)
|6(t—w), 0 = 2nm
k5(t+w), 0=0C2n+1)r,neZ

bi¢ciminde tanimlanan fonksiyona cekirdek fonksiyonu denir ve

i) KP(t,w)=K®(w,t) (Simetri),

i) K79(t,w) = K9(t,w) (Kompleks Eslenik),

i) K®(—t,w) = K°(t,—w),

iv) [, K(tw) Kb (w,x)dw = K%*P(t,x) (Toplanabilirlik),
V) JRK*(tw) Ke(t,wdt = §(u—w)

ozelliklerini saglar (Bultheel veMartinez, 2002).

2.1.21. Tamim Herhangi bir f € L!'(R) fonksiyonunun kesirli Fourier déniisiimii;

FOf©) =0t = [RK°(t,w)f(w)dw



J- 1 icotf (w)e%(t2+wz)cot6—iwtcsce dw, 6 +nm
l f@®, 0= anr
f(=0, 6=@n+mnel

seklinde tanimlanir. Bu déniisiim ¢ekirdek fonksiyonu K? (t, w) tarafindan elde edilen bir
integral operatoriidiir. Eger 0 =% alinirsa FOf = Ff olup kesirli Fourier doniisiimii

Fourier doniisiimiine denk gelir (Bultheel ve Martinez, 2002; Almeida, 1997).

Ters kesirli Fourier doniisiimii ise su sekildedir:

£ = [ F WK (&, wydw

burada K(t,w) = K~?(t,w) ve C%=cC~? dir.

2.1.22. Teorem (Parseval Bagintis1) Herhangi £,y € L?(R) icin, F® ve F? sirasiyla f(t)

ve P (t) fonksiyonlariin kesirli Fourier doniisiimleri olmak tizere;

i f FOP@ = [ Ff@Fpw)do

R

i) f FOf(6) (o)t = f Fap(w) f(0)do

i) f FOF dt = f IFf (@) do
esitlikleri vardir (Pathak, Prasad ve Kumar, 2012: 239-254).

2.1.23. Tanim f, R tizeinde taniml1 herhangi bir fonksiyon olsun. Herhangi x € R igin

T f() = f(t—x)

operatoriine oteleme operatorii denir (Grochenig, 2001: 359).
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2.1.24. Tanim f, R iizerinde herhangi bir fonksiyon ve s # 0,s € R olmak iizere,
Dsf(x) = |s|"V%2f(s7'x), x €R

biciminde tanimlanan Dy operatdriine f fonksiyonunun agilma (dilation) operatorii denir

(Grochenig, 2001: 359).

2.1.25. Tamim Herhangi bir f € L?(R) fonksiyonunun 0 # g € L?(R) dalga

fonksiyonuna bagli dalgacik (wavelet) dontistimii;

W, f (x,s) = |s|71/2 ff(t)g‘(s‘l(t —x))dt (x€RseR—{0})
R

bi¢iminde tanimlanir (Gréchenig, 2001: 203).

W, f(x,s) doniisimii f fonksiyonunun herhangi x amindaki yerel bilgilerini s
biiyiikliigiinde vermektedir. Burada 6l¢ek s yerel ayrintilarin ¢oziintirligiinii gosterir. Sabit
x ve s > 0 igin W,f(x,.), x amndaki yerel bilgileri bir mikroskop gibi ¢dzer. Kisa

zamanl fourier doniisiimii (Gabor doniistimii) ve Fourier doniisiimii bu mikrolokal

ozellikten yoksundur (Gréchenig, 2001).

2.1.26. Tanim Dalgacik teorisinde a, sinyalin agilma dl¢egini veren parametre, b ise zaman

parametresi olarak islevini yiiriitmektedir. Ana dalga fonksiyonu

1 t—b
Yp,a(®) = Tpp?(t) = a 29 (T) beR,a€R,
seklinde tanimlanmaktadir (Prasad ve Kumar, 2015: 201-210).

2.1.27. Tamm ¥ € L?>(R) dalga fonksiyonunun kesirli ana dalga fonksiyonu;

1 t—>b i
Voo (@ == (——) e TP @>0bew)

va' '\ a
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bi¢iminde tanimlanir (Prasad ve Kumar, 2015: 201-210). Burada a 6l¢ii parametresini, b de

Oteleme parametresini gostermektedir.

Eger 6 = % alirsa ¢, a%(t) =T,D, f(x) esitligi elde edilir. (T oteleme operatorii, D

acilma operatorii)

2.1.28. Teorem 3 € L*(R) dalga fonksiyonu olmak iizere, ¥, 4 fonksiyonunun kesirli

Fourier doniistimii;
~ b2, 2 _; _t 22 _iy2
lpeb ag(w) — \/E@Z(b +w )cot@ ibwcsch A% w cotf Fg (8 2(.) cotf w) (aw)

bi¢imindedir (Prasad ve Kumar, 2015: 201-210).

2.1.29. Tanim a € Rt ve b € R olmak iizere herhangi bir f € L?(R) fonksiyonunun

kesirli dalgacik dontisiimii (fractional wavelet doniisiimii);

t—»b
a

9 _ — _i - 2(t?—b%)cotd
W f(b,a) = i F(O) DOt = = i b (—>)e dt,

bi¢iminde tanimlanir (Prasad ve Kumar, 2015: 201-210).

Eger 6 = % alinirsa kesirli dalgacik doniigiimii klasik dalgacik doniisiimii ile ¢akisir. Diger

bir ifadeyle Wff(b, a) = W, f(b,a) olur.

2.1.30. Tamim Herhangi f,3 € L?>(R) fonksiyonlarimnn kesirli girisimi

(f *o ¥)(£) = f FEW(E — &) e300 g
R

bigiminde tanimlanir ve *, ile gosterilir. Burada 6zel olarak 6 =% alinirsa aligilmis

girisim tanimi elde edilir (Prasad ve Kumar, 2015: 201-210).
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2.1.31. Tanim ¢ € L?(R) dalga fonksiyonu olmak iizere

2

Fo (e ~3(2cot6 1/)>(v)

vl

dv < oo ise

C¢,9 = fR

ise Y uyusabilirlik kosulunu (admissibility condition) saglar denir (Prasad ve Kumar,
2015: 201-210).

Bu tez calismasinda dalga fonksiyonlarimin uyusabilirlik kosulunu sagladigi kabul

edilecektir.

2.1.32. Teorem Her (b,a) € R X R, icin 1 € L?(R) dalga fonksiyonu ve f € L?(R)

olmak Uzere;

i

ngf(b, a) — \/a ] e—%(bz—i-wz)cote +ibwcsch +;;a2w2cot6 Fo (e 2(.)2c0t6¢) (aw)f"e (w)dw

esitligi vardir (Prasad ve Kumar, 2015: 201-210).

2.1.33. Teorem Eger € L*(R) dalga fonksiyonu ise herhangi bir f € L*(R)

fonksiyonunun kesirli dalgacik doniistimii her (b,a) € R X R, i¢in
ngf(b, a) — e—EbZCOtH (eE(-)ZCUth * E) (b)
Ve

Wy f(b,a) = f *5 Yq (b)

bi¢iminde yazilir (Prasad, Manna, Mahato ve Singh, 2014).
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2.1.34. Teorem 1 uyusabilirlik kosullarini saglayan bir dalga fonksiyonu ve f € L?(R)

olsun. Bu durumda

dbda
f@®) = W ff(Wlpf)(b OVba0—7

—o0 0

esitligi vardir. Bundan baska f fonksiyonunun kesirli Fourier doniisiimti;

dbda

(w) = [ [no.a0800 @
—oo 0

ZnSLnHC 0

bi¢imindedir (Prasad ve digerleri, 2014).

2.1.35. Tamim (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) Eger f,g € L*(R) ise fg € L*(R) olup
Ifglls < lIfll21lgll2

esitsizligi saglanir (Fitzpatrick ve Royden, 2010: 142).

2.1.36. Teorem (Ters Schwartz Esitsizligi) Her h € L>(R) i¢in ||Ghll; < A|lh|l, ise
G € L*(R) ve |G|, < A olur (Goldberg, 1938: 385).
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2.2. Multilineer Kesirli Fourier Doniisiimii Ve Multilineer Kesirli Dalgacik

Doniisiimii

Bu bolimde multilineer kesirli dalgacik dontisimiini ve multilineer kesirli Fourier

doniigiimiinii tanitacagiz.

Y; (j =1,..,n) dalga fonksiyonlar: olmak iizere ¥ = (¥, ...,1,) fonksiyonuna multi

dalga ismi verilir (Kulak, 2021). Simdi, multilineer ana dalga ve multilineer kesirli ana

dalga fonksiyonlar1 tanimlarini verecegiz.

2.2.1. Tanim a = (aq, ..., a,) € R} bir ¢oklu 6l¢ii parametresi ve b = (by, ..., b,) € R®
de bir multi 6teleme parametresi olsun. Yani, j = 1,...,n i¢in a; olgii parametresi ve b;
Oteleme parametresi olsun. Bu durumda multilineer ana dalga fonksiyonu su sekilde

tanimlanir;

n 1 n
@ o t —b
oo =] [ 1w (6) =10l |9, (’ ~ ’>, £= (1) E R
j=1 j=1 !
Multilineer ana dalga fonksiyonu, bir dalga fonksiyonunun agilma ve 6telemesinin n- katli

carpimi ile elde edilir. Bu ¢alisma boyunca a € R} ve b € R" parametrelerini sirasiyla

multi 6l¢ti parametresi ve multi 6teleme parametresi olarak alacagiz.

Herhangi b = (by,...,b,), t = (t1,..,t,) ER* ve a=(ay,..,a,) ER} igin 6 =

(64, ..., 6,)) multi acili multilineer kesirli ana dalga fonksiyonu;

4

n 1 n .
. -1 t.—b\ _i
wb,a,g(t>=| |Tb,.¢,-‘"(t,-)=|a|n2| |¢,-<f ’>e‘f(tf2‘bf2)w”f, (2.3)
j=1 j=1

bigiminde tanimlanir. Bu ¢alismada |a|,, = a,a; ... a,, notasyonunu kullanacagiz.

n
Tez calismasinda  f(t) = fi(t) .. f,(t) = @ ]j(tj), t =(ty,..,t,) € R* olmak
j=1

tzere f hem f=(fi,..,f,) vektorini hem de f=fi ® ..Q f, tensoér carpimini
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gostermektedir. Buna ilaveten R" deki i¢ carpm x-y =X %y Ve x? =
(x12, ..., x,%) notasyonu kullanilacaktir. Ayrica calisma boyunca eger, ||| < c||-|| olacak

bi¢imde ¢ > 0 varise ||| < ||| gosterimi kullanilacaktir (Kulak, 2021).

2.2.2. Tanim f = (fi, ..., f,) ve g = (g1, .--» gn) € S(R)" = S(R) X ... X S(R) olsun. Her

t = (ty,...,t,) € R" i¢in f ve g’nin multilineer kesirli girisimi su sekilde tanimlanir:

n

(f *g g)(t) = jl_[]j(xj)g] (t] — X]) e_é(tjz_sz)COtejdx

R j=1
= jfl(x1)91(t1 —X1)e_%(t12_x12)60t91dx1
R

_i 2_. 2
fﬁl(xn)gn(tn —xn)e Z(t" Xn )Cotgndxn

<&

- (]5 *0; g])(ti)'

-
I
=

olup burada *0,,] = (1, ...,n) kesirli girisimi ifade etmektedir (Kulak, 2021).

223. Tanm f = (f},..., f,) ve P = (Y4, ..., P,) € S(R)" olmak iizere P, .4, (2.3) ile
verilen bir multilineer kesirli ana dalga fonksiyonu olsun. f nin 8- multi agili, multilineer

kesirli dalgacik doniistimii

Wi f(ba) = f FOWraa@ dt = (f,pas)
Rn

! - tt—b\
= |a|n_E ff(t)l_[d)] <1 = ]>e§(fj2—bj2)cot9jdt
R™ j=1

J

bi¢imimde tanimlanir (Kulak, 2021).

2.2.4. Tanim Y = (Y4, ..., ) bir multi dalga fonksiyonu olsun. Eger

2
n

2 (e—é(.)zcot0j¢j) (W})

|w; |

dw < o
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ise 1 multi kesirli kabul edilebilirlik kosulunu saglar denir (Kulak, 2021).

Bu tez ¢alismasinda multi dalgacik ¥ fonksiyonu muti kesirli kabul edilebilirlik kosulunu
sagladigin1 ve ¥, nin multilineer kesirli ana dalga fonksiyonu oldugunu kabul

edecegiz.

2.2.5. Teorem Y = (Y4, ...,¥,) € S(R)" olsun. O halde her (b,a) € R X R, ve her
f=U1 . f)€ELP(R)" = LP(R) X ... LP (R) igin

n
ng(b' a) — e—%bzcote 1_[ (e%(-)zcotejﬂ_ % l/)]a]) (b])
j=1

ve

n

WEF(b,a) = ]_[ (%0, ) (B) = (F o 99 (b)

j=1
olur (Kulak, 2021).

2.2.6. Tanm f = (fy,...,f,) € S(R)™ olsun. & multi agili multilineer kesirli Fourier

doniisimii

FOf(w) = f FOK (£, w)d
Rn
= [ro] [5" 6w
R j=1

bi¢iminde tanimlanir. Burada, K" (t,w;), (2.2) tarafindan verilen cekirdektir (Kulak,
j

2021).

Multilineer kesirli Fourier déniisiimii f¢sembolii ile de gosterilmektedir. Klasik kesirli

Fourier dontisimi, S(R) den S(R) ye birebir ve 6rten oldugundan, multilineer Kkesirli
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Fourier doniisiimii, S(R)™ den S(R™) ye birebir ve ortendir (Pathak, Prasad ve Kumar,
2012).

Simdi, £’ nin ters multilineer kesirli Fourier doniistimiiniin tanimin1 verelim;

Flof(t) = fFef(u)K"(t,u) du

R

= [Fora] [57 G uau
j=1

R

_ j FO f(u) 1_[1(].“’1' (&, w)du.
j=1

R

Ayrica, f’ in multi agili ters kesirli Fourier dontisiimii fé sembolii ile de gosterilmektedir.
Yine FPf(u) € L}(R") oldugundan (Pathak, Prasad ve Kumar, 2012) calismasinda
Teorem 3.1°den , F~1o(FOf) = f ve FO(F~1of) = f oldugu kolayca goriiliir (Kulak,
2021).

2.2.7. Teorem f = (fi, ..., f), 9 = (g1, -» gn) € L*(R)* olsun. Eger, P = (Y1, ..., ¥,),
@ = (1, -, 0,) S(R)" de bir multi dalga fonksiyonu ise,

. —_dbda 1T
[ Wi 0WggGa o = @or [ [sing i, )

R" R j=1

olur. Burada,

Cope, = [ P23 )% (20740 ) 0ty < o
R4

j=1,...,n (Kulak, 2021).
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2.2.8. Teorem f = (fi, ., fu)r 9 = (g1, ) Gn) € L2(R)™ olsun. Eger, ¥ = (¥y, ..., 1)
S(R)™ de bir multi dalga fonksiyonu ise,

. ———dbda T
ffW,pf(b,a)ng(b,a)W:(Zn) ﬂsmejq,,j,gjo;,gj)
j=1

R" R%
olur (Kulak, 2021).

2.2.9. Teorem f = (fi, ..., f,) € L>(R)" olsun. Eger, P = (11, ..., ,) S(R)™ de bir multi

dalga fonksiyonu ise

dbda 5
| [wgr.of TFt = @or [ Tsmg ey, 51
n ]=1

R" R%

olur (Kulak, 2021).
Simdi ters multilineer kesirli dalgacik doniisiimii veren teoremi verelim;

2.2.10. Teorem f = (fi,...,f,) € L>*(R)" olsun. Eger, ¥ = (Yq,...,,) S(R)" de bir

multi dalga fonksiyonu ise

TT 1 dbda
f(®) = (2n) HW f fWsz(b' APy a0 (t)W

R" R%
olur (Kulak, 2021).

2.2.11. Teorem P = (P4, ..., P,) S(R)™ de bir multi dalga fonksiyonu ve a € R’} olsun.
Her f = (fi, ..., f») € LP(R)" igin

l n n
Iwgrc. @l g <10l | [l | [0,
j=1 j=1
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olur (Kulak, 2021).

2.2.12. Teorem Y = (Y1, ..., ), @ = (@1, -, @) € S(R)" multi dalga fonksiyonu
herhangi bir a € R7 verisin. Her f = (fi, ..., f;,) € LP (R)" i¢in

n n
1
Iwgrc.@ = wr e ol g <labZ [ [l [ [ =0l
j=1 j=1

olur (Kulak, 2021).

2.2.13. Teorem ¥ = (P4, ..., Y,) € S(R)® multi dalga ve herhangi bir a € R} verilsin.
O halde, her f = (f1, ..., fu), g = (g1, -, g») € LP(R)" igin

n n
1,
Iwgrc. @) = WgaC. ol g < lal? [ [15 = 91l | {19511
j=1 j=1

esitsizligi vardir (Kulak, 2021).

2.2.14. Sonu¢ P = Y1, ..., Yn), @ = (@1, ..., ¢,) € S(R)™ multi dalga fonksiyonu ve
herhangi bir a € R} verilsin. Bu durumda her f = (f1, ..., ), 9 = (91, -+, gn) € LP(R)"

i¢cin

3

[ 15 - g,an(R)ﬂnw,nL -

Wi rC.a) =W g all, o < lali? Jf B
L] ||g,||L,,(R)H||w, o
j=

esitsizligi vardir (Kulak, 2021).
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2.2.15. Tanim 0 < r < 1 ve x; € R olmak iizere, eger xy noktasinin bir komsulugundaki

her x i¢in

|f () = f(xo)| < Clx — xol" (2.4)

olacak bi¢cimde C > 0 sayisi var ise f fonksiyonuna x, € R noktasinda r- Holder siireklidir
denir. Bu fonksiyonlarin kiimesi C” (x;) ile gdsterilir. Ozel olarak r = 1 ise bu siireklilik
Lipschitz siirekliligi olarak isimlendirilir. Eger (2.4) esitsizligi R nin tamaminda ayni
C > 0 sabiti ile saglanirsa f fonksiyonuna evrensel (globally) r- Holder siireklidir denir ve

bu fonsiyonlarin kiimesi C" (R) ile gosterilir (Grochening, 2001: 207).
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3. BULGULAR

3.1. Bazi Fonksiyon Uzaylar1 Uzerinde Multilineer Kesirli Dalgacik Déniisiimlerin
Siirhihig:

3.1.1. Teorem f=(fi,,f,) €EL2(R)* ve Y= Py, P,) €S(R)" bir multi dalga
fonksiyon olsun. Bu durumda

dbda
FOf(w) = (2m)™ HW f f W£f(b.a)F9¢b,a,e(W)W

R" R"
esitligi vardir.

Ispat Herhangi bir f € S(R)™ alalim. O halde,

FOf(w) = jf(t)l(g (t,w)dt

= jf(t)ﬂK (t, w)dt

= ] ] () o fu (6K (twy) o KO (2w . d,

R

= ( j ﬁ(q)xfl(tl,wl)dtl) ( f () Ky (tn,wn)dtn>
R R

= F:1f1 (W) ... FOn f, (wy,)

_ Hpgjﬁ(wj) (3.1)
j=1

yazilir. Diger taraftan,

Fo £ (w;)
db da

e [ o 1 byl
e | e O T =

J

(G =1,--,n)olup (3.1) ve (3.2) esitlikleri kullanilir ise



Ff(w) = HFQJ];(W

—F91f1(W1) FOnf (wy)
dbldal

= (2 l_[ Wl b, F91 bi,a1,01
(2m) smelcwlelu Loy P ) 2 x

(e¢]

[0e]

X (2 ]_[ ffWg”f (b 0, )P e () 2
T sm@ Clp 0 n\Dns " " n

n

[0e] [0e]

—<2n)-nﬂm B f f | WA W )

j=1 0
da; da
X Feltplbl'al'el(wl) o FOnqp Pranbny Yap, .. db, a—zl —

az

1
n
dbda
— Tl j y 0; .bj,aj,Bj ]
- @2m) Sln9C¢9 [] HW (%) HFM/JJ o) | o
]:

]Rn ]Rn ':
dbda
=2_”n—fbeF9 —_—
j= I Rr R}
elde edilir.

3.1.2. Teorem f=(fi,,fn), 9= (g1, 9n) € L*(R)* olsun. Eger ¥ = (y,
S(R)™ de bir multi dalgacik fonksiyon ise,

owf(b a)ng(b a)db = (2n)"|al, Hsm@ (ug Ug])
j=1

esitligi vardir. Burada Ug; Ve Vg, fonksiyonlar1

() = 1 (e O [e20" | o),

va, () = 97 (w ezt 1" 2 [ e300 O | ()

bigiminde tanimlanmaktadir.

Ispat Herhangi f, g € S(R)" verilsin. Bu durumda,

22
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n
- 0. — <
[ wir.wiatayas= [ [w,) s .a)W,) g(b.) db
R® R" j=1

= f ...fwj;fl(bl,al) Wy fr (b, €)W, g1 (b, 1) .. Wy G (b, @) by ... dby,
R R

= <.f Wq)gllfl(blr al) Wlpgllgl (bl, al) dbl) (f stﬁl(bn' an)Wlpg:gn(bn' an) dbn) (33)
R R

bulunur. Ayn1 zamanda,
0 6; ,
jWIp,.’E(bj'%)Wlpj’gj (b, q;)d by = 2ma;sinf); (ug;, ve ) (3.4)
R
(G =1,---,n)olup (3.3) ve (3.4) esitlikleri kullanilir ise;

f ng(b, a)ngg(b, a) db = 2ma,sinb,(ug |, vg,) .- 21a, sinb,(ug,,, vy, )
Rn

n

= @mlal, | [ sin (us,,v))

j=1
elde edilir.
3.1.3. Yardimc1 Teorem ¥, S(R)™ de bir multi dalga fonksiyon olmak iizere, f € L?(R)"

fonksiyonun aya bagli b* deki siirekli multilineer kesirli girisim doniisiimii (W} f)(a) ile

gosterilir ve su sekilde tanimlanir:

(W5 £)(@) = (f *6 Pa) (D).

Bu durumda asagidaki esitlik saglanir:

WEF) (b, a) = lalZ(WE F)(@).

Burada v, fonksiyonu
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lpa(t)_laln@( ) al.%.anll_)(_ctl_p"'l/_)(_ctl_’:l)'

bi¢iminde tanimlanmaktadir.

Ispat Herhangi f € S(R)" verilsin. Ote yandan (O. Kulak, 2021) ¢alismasinda

n

(f +0 9d®) = | [ (54, a,) () (35)

(w,'5) (. ) = Ja (W, ) (@),
(m,75) (@) = (5 =6, ¥s,) (5) (3.6)

(j = 1,--+,n) esitlikleri biliniyor. Eger (3.5) ve (3.6) esitlikleri kullanilir ise,

W) f) @) = (f *g Pa)(b)

fﬂﬁe%(ﬂ H 1) (@)

n

ﬂf f;; (b, ) =|a|n‘51_[(Wl,i’ﬁ)(bj'%)

j=1

= Ialn 2(W,,,f)(b,a)
olup boylece
(WEf)(@ = lal 2 (Wi f)(@)
elde edilir.

Teorem 2.1.30 ve Yardimci Teorem 3.1.3 kullanilarak asagidaki sonu¢ kolaylikla

yazilabilir:



3.1.4. Sonug¢ Herhangi bir f € S(R)™ olsun. O halde,

(Wbef) (b! CI,)

-~ ir, 2 2 : i 2.2 Lry2
_ 9 ——(bj +w; )cot9j+lbjchsc9j+—a- wi“cotf; 0; [ —=()"coth;
_ff(w)l |ez 27 F% e 2 ft,bj (ajwj)dw
R j:1

esitligi vardir.

3.1.5. Tanim Bir (Wbe)* operatorii su sekilde tanimlanir:

(W) £ =1l [ f@p, @ do

R
_ Tt =D\ (22
= |a|n ! ff(a)l_lllp] <]a—j]>62(t1 b
R" j=

3.1.6. Teorem f=(fi,,f), 9= (g1,,9,) € L*(R)® olsun. O halde

operatorii (Wbe) nin eslenik (adjoint) operatoriidiir.
Ispat Herhangi bir f ve g € S(R)" verilsin. Yardimc1 teorem 3.1.3 den

Wig,f)= f f(@) (W g) (b, a)da

Rn
- f F(@lal, "2 (Wig) (b a)da
J

_ -1 - o t]_b] %tjz—bjz cotd;
—Hlf(a)laln fg(t)glp,( 2 >e( )20 4t da

Rn

bulunur. Eger son esitlik kullanilirsa,

(g, (W) f) = j g(0) (W) F(Ddt

R

[t —b\ i
~ [ ol [ r@] [ (1) el o
R" j=1 )

Rn

-1 s -5 t]_b] ;;tjz—bjz cotd;
anf(a)laln fg(t)glpj< 2 )e( )20 4t da

]Rn

25

wy)



=(W)g.f)

elde edilir. Boylece ispat biter.
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3.1.7. Yardime1 Teorem f € S(R)™ olsun. Eger kesirli ana girisim operatorii W kendine

eslenik (self adjoint) ise, her t € R — {0} i¢in kesirli ana dalga fonksiyonlari

_ 1
Yh,a,0(0) = [tln 29y 0(a)
bi¢imindedir.

Ispat Yardimei teorem 3.1.3 kullanilir ise,

W) f) (@ = |a|n_%(W£f)(b, a)
= Ialn_%laln_% jf(t)H@(t" ;jbj>eé(tf2_b}'2)wtei dt
R" j=1

_ S (ti—b)\ i .
=lal,”! ff(t)nllij (—] N ’>ez(t1 b )eott; 4
Rn ]:

j fOY, ,()dt

bulunur. Ote yandan Tanim 3.1.5 kullamlir ise,

(W) Fl@ = 1e1, 2 f F(OP,, (@ dt
[Rn

(3.7)

(3.8)

yazilir. Boylece hipotezden (Wb‘9 f) (a) = [(Wbe)* f] (a) olmasi ve (3.7) ve (3.8) esitlikleri

kullanilir ise,

f F(OWpas@ dt = f FOlth 2y 10 (@ dt
R"” R"

olup istenen esitlik elde edilir.
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3.1.8. Teorem Eger ¥ kesirli dalga fonksiyonu kabul edilebilirlik kosulunu sagliyor ise,
(Wf)" € I2(R) olup

IWEYFll, < |aCyolifll,

esitsizligi vardir. Bundan baska, ng operatorii kendine eslenik ise ,

W, < [tCyolifll

bulunur.

Ispat Herhangi bir h € L?(R)" alalim. Eger Fubini Teoremi kullanilir ise;

[[(w) 7] n,

[l[wa) rlnco|ac= [in@|[(wh) ]| ac

[h@]

- [l
J

- f F@I|(WEh)(@)| da
J

dt

0™ [ (@B, da
RTL

da

al > [ B, @t
[Rn

bulunur. Bu son ifadeye Cauchy- Schwartz esitsizligi uygulanirsa,

2

ey 1al, = (Jroraa) ( f1008) of ) o

esitsizligi yazilir. Eger (3.9) esitsizliginde Sonug 3.1.5 kullanilir ise,
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1
2 2
da>

I[(w8) r]a||, < i x

(4

< [I£ll (J. J. _ |F91' (e_%(')zcowflpj) (ajwj)|2 da] |;l§(w)|2 dw)

]Rn _]Rn Aj:l

n
— TT -ip.24w? plg2y 2 o [ =L)2 .
fhg(W) e z(b] +w; )cot6]+1b]w] csc 0 +5a;“w;“ cot GJFHJ (e 2(.) cot gjlpj)(ClJWJ)dW

R" j=1

1

2
n

FYj (e—é(.)z cotejwj) (ajo)lz

|‘1jo|

= lIfll;

— 2
law|,da |h9(w)| dw
R" |R" j=1
) 1

= ||f||2|a|n%(c¢,9)§< | |ﬁ(w)|2dw>z
b

v
2

: 1
= lIfll2lal,2(Cyp)?

esitligi elde edilir. Burada Parseval bagintis1 kullanilir ise,
I[(we) £la] < [lalCyolfizii
olup Teorem 2.1.34. deki ters Schwartz esitsizliginden
W) I, < flalaCyolifllz

bulunur.

3.1.9. Teorem wj;, (G=1,---,n) polinom tipi agirlik fonksiyonlar1 ve w(b) =
[Tf-1w; (B ) verilsin. ¥ = (¥y,-+,%,) € S(R)* multi dalga fonksiyon ise her f =
(fi,*++, f) € LE,(R)" ve herhangi bir a € R i¢in,

1 z n
[0l gy = Vel @] U5y o [ [0y
w j=1 W i=1
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esitsizligi vardir.

Ispat Herhangi bir a € R? ve f € S(R)" verilsin. Eger Teorem 2.2.5 kullanilir ise,

P
n
9 p I | PR L)%cot6; aj
05 I, g, = e [ (20705 )
=1 15, (R™)
— H(e%(-)zcotgjf} *l/);lj)
j=1 Liy(R™)
P
( i(.)zcotej aj
ez f]. * ll)j w (b)db
Re | j=1
B p
_ ff ﬂ(eg(_)zwte,ﬁ *wj.“f)(bj) w(by) -+ w(b,) dby ...db,
R R |/j=1
i p i
— —[“.j ez(.)zcotglfl*lplal . eE(-)ZCOtenfn *.L/)Sn (bn)dbl ."dbn
R

=<f ety wl(bl)dbl) ( 2 eotln sy wn(bn>dbn>
, R

—() cotfq %(.)ZcotHn a,

| fixwy L, (R) ¢ fur ¥ Ly, (®)

n

i(.)2c01:6-
=| [y
J

j=1 Ly (R)

elde edilir.

Burada L’,:Vj (R) (j =1,:+,n) uzayl, L},Vj (R) {izerinde Banach modiilii oldugundan son

esitlik kullanilirsa,

()Zcote
0%l oy =] .
]_n
()Zcote aj;
: L f; ”Lp (R)| Ly, (R)
j=1 /
n n
p ai:
- H”ff”Lﬁ.(R)H”%] Ly (®) (3.10)
j=1 J j=1 J
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elde edilir. Burada w; agirlik fonksiyonun polinom tipi oldugu kullanilirsa ve aijz U,

(j =1,--,n) degisken degistirmesi yapilirsa,

a; [ x
L (®) =f|¢f ()| wndz = faf Vi (%)
] R . R
= f @, [, ()| w; () ey
R

=fﬂ%wﬂw@wﬁw

<afwmunjw)<uwu

-aw@)ﬂ%Owl(wM%

= (@)l (311)

4

l,bj w;(x)dx

elde edilir. Eger (3.10) ve (3.11) esitlikleri kullanilisa,

n

|G, gy < ﬂwﬁm;l(wmmm
IT @HTMumﬂth
T To@ [T, o [T
mwwﬂmmwﬂmmw

esitsizligi elde edilir.

3.1.10. Teorem w;,(j=1,-:-,n) polinom tipi agirlik fonksiyonlar1 ve w(b) =

[foiw; (B )  verilsin. = Wy, .., P,), @ = (@1, ., ) € S(R)*  multi  dalga
fonksiyonlari ise her f = (fy, -, f,) € LY, (R)" ve herhangi bir a € R% igin,
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n n
1
W35 o) =Wl g < el @ [ U5y [ [ =1l
v j=1 M=l

esitsizligi vardir.

Ispat ¥ = Yy, .o, Pp), @ = (@1, ..., ¢,) € S(R)™ multi dalga fonksiyonlar1 verilsin. O
halde herhangi bir a € R igin

Wof(,a)=WJf(,a)=Wy_,f(.,a)
esitligi yazilir (Kulak, 2021). Eger Teorem 3.1.9 teknigi kullanilir ise,

Wﬁﬂw&wﬁﬂﬂWWW—W%¢ﬂaw

b (R™)
j=1 LPW(Rn)
n .
L)2coto: a;
T
j=1 Lﬁ/(Rn)

. n
_ —[ o7 0O £ x (; — ) i (3.12)

j=1 L (R)

esitligi elde edilir.

Burada yine Lﬁ,j (R) (j =1,:+,n) uzayi, L},Vj (R) tizerinde Banach modiilii olmasi ve

(3.12) esitligi kullanilir ise,

n
L)2coto,
||W¢f( Q) — Wef( a)”LP oy S | ez(.) COte}fj”Lﬁ,,(]R) ”(l/)] )a] ||L1j(R)
]n—l . / n
Ly2 . j
_ 1_[ o2 cotfhfj“Lp ® H”(tl)] - <pj)a1 ”L%v.(ua)
j=1 wj j=1 J

n n
1
= talw@ [ [I51, o] [ - eilly o
=t ]
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esitsizligi elde edilir.

3.1.11. Teorem w;,(j=1,--,n) polinom tipi agirlik fonksiyonlar1 ve w(b) =
'_1w; (b ) verilsin. Eger ¥ = (y,-,,) € S(R)" multi dalga fonksiyonu ise her
f=U" 1) g= (91, 9n) €L}, (R)" ve herhangi bir a € RY igin,

n n
1
1570 = W3 a (.0l gy < labw@ [ 15 = g5lly ] [ 100y
" j=1 IR

esitsizligi vardir.

Ispat Her f=(fi,,fu),9 = (g1,*,9,) € LL,(R™) ve herhangi bir a € R? igin
asagidaki esitlik su sekildedir:

Wpf(.a)—Wgg(,a) =Wy (f - g)(., ).

esitligi kolaylikla yazilir. O halde,

”W‘zf(’a) - W‘zg(’a)”l‘fv(ﬂgn) = ”le(f_g)(’a)”Lﬁ/(Rn)

n

(e T (0 - g )
j=1
. n

eé(-)zcotej(f} _ gj) ”
j=1

n n
1
= lalow@ | |If = gilly | [0l
j=1 7= g

b (R™)

IA

@
Lﬁ/j(R) ”lp] ! ||L%’j (R)

esitligi bulunur.

3.1.12. Sonu¢ w;, (j=1,---,n) polinom tipi agirlik fonksiyonlar1 ve w(b) =

7_iw; (b ) verilsin. Eger ¥ = (1, ..., Yp), @ = (@1, ., 9,) € S(R)" multi dalga
fonksiyonlar1 ise her f = (fi, -, f,),9 = (91,-**, g») € L}, (R™) ve herhangi bir a € R%

i¢in,
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Wy f(.,a)—Wgg(, a)

X (R™)

n n n
1
< laly?w(a) l_[”ﬁ _gf”L’Jv.(R)n”lpf Iy @t n”gf”ﬂiv.(ne)n”% ~0lly @
j=1 J j=1 J j=1 J j=1 J

esitsizligi vardir.

Ispat Y = (Pq, ., Py), @ = (1, ..., 0,) € S(R)*® multi dalga fonksiyonlar1 ve herhangi

bir a € R% verilsin. O halde, Teorem 3.1.10 ve Teorem 3.1.11 kullanilir ise,

WgfC @) =Wl gt ally g
= W f(.a) -Wig(,a)+Wig(,a) - Wi g(, a)IILp(Rn

= ”ngf(’a) ™ W‘ﬁg(’a)||L€/(Rn) g ||W1/)g(’a) g( a)”LP (]R"

n n
1
< lal2w(a) | |||f} _g]'”LZV’V_(R) | |||ll}] ”L%,.(]R) + | |||gj”Lﬂ,_(]R) | |||l/)] - (pj”L%\,.(]R{)
j=1 J j=1 J j=1 J j=1 J

elde edilir.

3.1.13.  Teorem  Herhangi bir a€RX ve 6= (% %) icin,

le: H'(R)" — HY(RM), f — ng f (., a) doniisimii sinirhdir. Ayrica,

Iwen)C ol <t | [y,
j=1

esitsizligi vardir.

Ispat Herhangi bir b € R* ve f € S(R)" verilsin. Eger x; = t";b" degisken degistirmesi

J

yapilirsa t; = a;x; + bj, dt; = q;dx; ,j =1,--,n olup,

WIf(,a) = f F(OWpap@dt
Rn

= lal, f (t)ﬂ%(

) (2 —b? )cotejdt



— lal,* [ feax+b)] [9,0)laldx
R™ j=1

= IaIEI ff(ax+b)1_[1/}j(xj)dx
R™ j=1

(d; = dty,,dt,, |lal,dx = a; -+ a,dxq -+ dx,).

Eger (3.13) esitligi kullanilirsa,

(W f(,a)* @) (b) =

= |a|2 j(jf(ax‘Fb y)l_[ll)](xj)dx>(pt(y)dy

R? \R"

lal? f(ff(ax+b y)wt(y)dy>nl/b(x)dx

]R" R

-l ] (f * 90)(ax + bYPp(D)dx
[Rn

olur. Boylece (3.14) esitliginden,

(WG + )| = laly | [ o) ax + ypTIds
Rn

< |af2 j|(f* 90 (ax + b)) dx
Rn

olup bu son ifadeden,

IRl = [ supl W) = @) B)]db
Rn
<|af? jsup<flf*qot<ax+b)||¢<x)|dx> db
R t>0 R
<lal? j |¢(x>|< f sup|(f*<pt)<ax+b)|db) dx
R Rn t>0

1
= lal; 1Pl f1l g

34

(3.13)

(3.14)
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l n
=tal2lifll | Il
j=1

elde edilir.

3.1.14. Teorem P = (1, +,Ypn), ¥ = (¥1, ¥») € S(R)™ multi dalga fonksiyonlar: ve

herhangi bir a € R% olsun. Bu durumda her f = (f,--, f,) € HL(R)" ve 8 = G %)

olmak tizere,
I G0 = WA @l < lalzlifll | [l = x5,
j=1

esitsizligi vardir.

Ispat Herhangi f € S(R)" verisin. O halde,

1 r, 22020 =
ng(.,a) —“Wf(,a) = a2 Jf(ax +b) H(lpj — yj)(xj)egajxj(ajxj+2b,-)cotejdx
R j=1

—lal;, [ fa@x+n [ [ —n)Cy)ax
R j=1

W, fC.a)

olup Teorem 3.1.13 deki ispat yontemi ile;
1 S
Wi £, a) * . (b) = lal? f (f * 9)(ax + D)@ = P dx
]Rn

yazilir. Buradan

WirCa = werC, @l = [ supl (0, f o) + 0 )0l
[Rn

f sup
t>0

R

aly [ <9 @x + YT = 1IC0 d db
Rn
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< lal2 fs;gg(fl(f* 90 (ax + b)|[@ - P @) dx) db
]:Rn

Rn
< lal2 f|<¢ e ( f supl(F » p.)(ax + b)|db) dx
Rn ]:Rn

dx

[ Tes =)

R" j=1

l n
= talz il | [l = w1,
j=1

1
= lalZ Il

elde edilir.

3.1.15. Teorem Herhangi bir a € R} icin ¥ = (P, -, P,) € S(R)" multi dalga
fonksiyonu verilsin. O halde her f=(fi,,f.),9 = (g1,**, gn) € HL(R)" igin ve

T T o
0= (E’ ""E) olmak tizere,

1
IWg£)C.a) = (Weg)C. ol , < lal2llf = gl lplls
esitsizligi vardir.

Ispat Herhangi f, g € S(R)" ve b € R" verilsin. Yine benzer sekilde

Wy (f = 9)(,a) * p.(b)

= lal; f ( f - @x+b-»| |@)G) eé*“f"““f"f*”f”"“"fdx) ¢:()dy
j=1

R" \R"

= lal} f(f(f—g)(ax+b—y)<pt(y)dy> H(t/);)(xj)dx

R"? R" ] =1

= |af? f(f—g) « o (ax + bYP(R) dx
Rn

yazilir. Boylece Fubini Teoreminden,

Wy )= Wog), o, = f sup| (W (f = ) (b, @) * ¢, ) ()] b

R"
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< lal? fsup<f|(f—g)*<pt<ax+b)||(w)(x)|dx>db

Rn t>0 Rn

<lal; | |¢<x)|< | sggg|(<f—g>*wt)(ax+b)|db)dx
Rn Rn

= lalZIf = gl Iplls

elde edilir.

3.1.16. Sonu¢ Eger ¥ and y iki multi dalga fonksiyonu ve f,g € H*(R)" ise 6 =

T Vs .
=, ...,— | olmak tizere,
2 2

|50 = (gl < lef (Hnw,- il s+ ] Tl s 9||H1>
j=1 j=1

esitsizligi vardir.
Ispat Eger Teorem 3.1.14 ve Teorem 3.1.15 kullanilir ise,

I(wy)C o) - (W g)C all,
=Wy -+ (W F)C o) - (W g)C o,
<[lwgnNea - AC . + (W7 a) - (7 g)C all,,

1 1
<1al il | [l = wll, + a1l 11f = gl
j=1

l n n
=taly { | [y = w000 + ] i1l 07 = gl
j=1 j=1

elde edilir.
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3.1.17. Teorem Herhangi bir a € R* ve 6 = (gg) igin W, doniisimii B,"?(R)"

uzayimdan B;,x “(R™) uzayina smirlidir. Bundan baska
1 n
1Wr@. @)oo < 12 ] | ] 171
J=1

esitsizligi elde edilir.

Ispat ¥ € S(R)™ multi dalga fonksiyonu ve f € S(R)" olmak iizere, herhangi bir b € R"

icin,

7 p

i %] i A
e_EbZCOtE 1_[ (ef(.)zcotgjf]" * l/};l]) (b})

p

[wgr.o

(5 <4") ()] ab

1_[ (ff * ‘p;j) (b))

j=1

p

db, ...db,

| * ) B[ | (f * 92 ) (b)) dby ... dby,

= ?

olup eger Fubini teoremi kullanilirsa,

Iwgrw.oll = ( 167+ ?)(bol’”dbl)"' <f l(fn*w#)(bn)l”db")
R R
=l =l - v,

=| [l
j=1

elde edilir. Diger taraftan L? (R) uzayi, L}'(R) iizerinde Banach modiilii ve ||1,b;1j

p
p

1

a7l |, (Kulak, 2021) oldugundan,
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<5, [l
1
= 150, a2l 1,

G=1,..,n)

olur. Boylece,

Iwgrw.al, = 1_[ Al

n
Tl et ol <= o
j=1

olup Wy f(b,a) € LP (R") elde edilir. Burada 6 = % icin (j = 1,...,n),

ORI O (=

+[ 56 (— ') a
R J
olup tJ;—bJ =x

j G, t = @ x; + by degisken degistirmesi yapilirsa,

>e—5(t b'z)COtgj dt]

9, _1
w7 f(bg) =a Zjﬁ(afxf + b))y (%) q; dxg

%ff(ax +b)1/)1(x)dx
bulunur. Buradan,

0, (Wof(b,a),h) = ||(Wof) (b + h,a) - Wif (b,a) ||p

je’ﬁ(bﬁ q) - ku;( a,)

%ff(a]x, + by ) () d - H %ff(a,xj + b)) (3) d
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(ﬂﬁ(aij ++m) - | [flay +bj)>¢j(xj)dxf
Rr \j=1 j=1
= 1o ] | fl%(x)l(

]:]_ R"

1

p »
dg) dx

14
<ﬂf§-(ajxf + by + hy) —Hﬁ(aij +b,-)>

<t ] [iml( [1s +m-nto)fas | as

j=1Rn
n

[l o)

j=1

olup

wp, (Wof(b,a),h) = ||(Wif) (b + h,a) = Wif (b,a) ||p

<lal; | [Iwyll00 &2
j=1

elde edilir. Dolayisiyla g < oo igin,

1 1

dh ' T dh )’
([tonugro .l s | < 1t [l [lon0r ) s | @10
R" j=1 R

bulunur. Buradan (3.15) ve (3.16) esitliklerinden

1

dh \
||W,I,f(b a)” 4 = ||W1Pf(b a)” + (f[wp(f h)]q |h|n+aq>

<T bl ool 10 ] Tl ([ foncr 0 s |
j=1 j=1

R

T T dh_\¢
- o, oot 16 T, ([l 0 i)

R
l n
= tal; | [, 1715
7=1
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elde edilir.

3.1.18. Teorem 3 and ¢ iki dalga fonksiyonu ve f € Bg'q (R)™ verilsin. O halde 6 =

(%, ,g) ve a € RY i¢in

|Wef)Co@ = WEHC D oo < lallfllgean | [Iy - 0yl
p j=1

esitsizligi vardir.

Ispat P = (Pq, .., ¥p), @ = (@1, ..., @,) multi dalgacik fonksiyonlar1 verilsin. O halde

herhangi bir a € R’} i¢in
Wy f(,a)—WJf(.,a) = Wj_,f(.,a)
esitligi yazilir (Kulak, 2021). Herhangi bir b € R" ve 8 = (3, ..., ) igin

|(Wg £) (b, @) — (We F)(b, a)IIB;,q = [4F, ¥b.00) = @00 oo
= |<f. Wpap — (pb,a,e)”Bg.q (3.17)

esitligi elde edilir. Ote yandan,

(Wh06 — Ppae)(®)
n
 tal, 5 oy () et )
j=1

9
) e —;;(t]-z —bjz )cot 0;

n
1 t. — b:
_laln 2| |§0] z .
4
j=1
n
1 t. — b:
= lal, 2| |(¢j—§0j)<] j)
a.
j=1 7

=W = @)pae(®) (3.18)

olup burada (3.17) ve (3.18) esitlikleri ve Teorem 3.1.17 kullanilirsa
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Wi £ @) =W £l o = I, @ = @0 oo = 1Wip-of B, )]

l n
<talz | [lw; = o1, 1fllgee (3.19)
j=1

bulunur.

3.1.19. Teorem Herhangi bir a € R} i¢in ¥ = (Yq,:-,¥P,) € S(R)* multi dalga
fonksiyonu verilsin. O halde her f = (fi,-, ), = (g1,", gn) € B, "(R)" igin ve

s s o
0= (E’ ""E) olmak tizere,

|We )6 @ — (W 9)C Ol e < lalzf = gllgea | I,
p =1

esitsizligi vardir.

Ispat Herhangi f, g € S(R)" ve b € R™ verilsin. Yine Teorem 3.1.17 den,

|(Wg' £) (b ) = (W 9) (b, | o = S, @100 = (9 @100 o
= ”(f -9 (pb,a,e)”Bg.q
= W &~ DB, D) e

1 n
<tal; | [llosll, 1 = gllges (3.20)
j=1
esitsizligi elde edilir.

3.1.20. Sonug Eger ¥ and ¢ iki multi dalga fonksiyonu ve f, g € B,"'(R)" ise 6 =

n Vs .
(5' . E) olmak tizere,

071 = (). @

l n n
<lal? (]_[Hw,- = [l Il +1_[||<o,-||1||f—g||B;.q>
j=1 j=1



43

esitsizligi vardir.

Ispat Eger (3.19) ve (3.20) esitsizlikleri kullanilirsa,

IWin)C, @) = W g)C, o
=l WgHCa) = WgHE ) + (W F)C ) = (W g) ¢ Dl g

1 1
<talz | [l = o/l Wflpen + 102 | Jlloyl, 1F = gllges
j=1 j=1

l n n
=tal (| [l = @sll,hegea + ] [lloyl,0f = gllges
j=1 j=1
esitsizligi elde edilir.

3.1.21. Teorem Herhangi bir a € R} icin 3 kompakt destekli ana dalga fonksiyonu

verilsin. O halde 8 = (g,,%) icin ng dontisimit BMO(R)™ uzayindan BMO(R™)

uzayna sinirlidir. Bundan baska

I all,,, < 1ol [ [l 1#lsu0
7=1

esitsizligi vardir.

Ispat Herhangi f € L}, (R)" ve b € R" verilsin.

lef(b, a) = |a|T_lE ff(t) 1_[1/)] <t] C_lb]> e;;(tfz_bjz)wtej dt
j=1

R» j J

i—bj . .. .
Egert =ax+ b ve t’a—’ = x; degisken degistirmesi yapilirsa,
j

W,ﬁf(b,a) = |a|,? ff(ax+b)1_[1/)j(xj)dx
R™ j=1



olup
1 n
Wor.@l <lal [Iftax+ 0] [ ()] dx
R" j=1
yazilir. Buradan B € R" yuvari iizerinden taraf tarafa integral alinirsa,

j|(w$f)(b,a)| db < |al’ “_ij ) <J|f(ax +b)| db) dx
B R" j=1 B

yazilir. Simdi de ax + b = y degisken degistirmesi yapilirsa

fl(%f)(b | b < af; fl__[w,(x> [ rronay |ax

ax+B

fﬂ%(M(ﬁf(y)my)dx

olur. Burada K = ax + B ve K c asuppy + B, R" de kompakt bir kiime ve
f € L},. (R)" oldugundan

JI(WJff)(b, )| db < Clal? 1_[”4,].”1 < o
B T=1

olup boylece (W,l,f) (b,a) € L},.(R)" elde edilir. O halde, Fubini teoremi kullanilirsa,

(W?pf)B (b,a) = Iali f (%Bjﬂax +b) dbﬂ‘/’j(xf) dx)
R" -

 laf jfkﬁmdx
=1

Rn

elde edilir. Burada Minkowski esitsizligi ve son ifade kullanilirsa,

44



45
817 [ |(Whf) (@ = (Wis), b, )] db
B

< |a|$l|B|‘1f<f|f(ax+ b) —fK|1_[1/1].(xj) dx) db
j=1

B \R"

< lal; f [ & <|B|-1 flf(ax +b) - fKIdb) dx
R® j=1 B

olup yine ax + b = y degisken degistirmesi yapilirsa K = ax + B olmak iizere,
817 [ |(Whe) (@) = (Wis), Co)| db
B

<laf; | ]_[w,-(xa(uq—l [iro —fKIdy> dx
1 K

R j=

elde edilir. Boylece

|Wg 1) B0, = sup 1Bl [ |WER) B0 = (W) ] db

B

; T oo (111 _
< |a|nRjn 5§ﬂ5ng¢’ <x])<|K| j ) fKIdy> dx
: (x 1 _
Qalﬁﬂ%(%)(;ﬁﬂgyl Kflf(y) fKIdy>dx
=1alz | [l 1, 1Moo
J=1

esitsizligi elde edilir.

3.1.22. Teorem ¥ and ¢ kompakt destekli iki ana dalga fonksiyonu ve f € BMO(R)"

verilsin. O halde 6 = (% g) ve a € R i¢in

IWgnC @ - WG ol < lallfllamo | Ity = o1,
=1

J

esitsizligi vardir.
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Ispat P = (Pq, .., Py), @ = (@1, ...,0,) multi dalga fonksiyonlar1 verilsin. O halde

herhangi bir a € R’} i¢in

W f(,@) = Wi f(.,@) = Wi_yf(.,a)

T

esitligi yazilir (Kulak, 2021). Herhangi bir b € R™ ve § = (3, ..., %) icin

Wb a)~ WEAB DN = [ W) = @ras)l g

BMO
= ”(f"/’b,a,a - ‘Pb,a,e)”BMO (3.21)

esitligi elde edilir. Ote yandan

(Wh06 — Ppae)(®)
n
—lal. H v, <tj ; b;) o (E2-bP)cots,
j:

J

t. — b (2,2
] ] e—E(t} —b] )COth

1 n
o (52
j=1
1 z t. — b:
= lal, 21_[(¢j —QDj)(] @ ]>
j=1 J

=@ = @)pae(®) (3.22)

olup burada (3.21) ve (3.22) esitlikleri ve Teorem 3.1.21 kullanilirsa,

= ”(f, Y - (P)b,a,e)“BMo
- W f.0)]

n

1
<lalillfllamo | llwy = ol (3.23)
j=1

||W£f(.,a) — W,ff(.,a)”BMO

BMO

bulunur.

3.1.23. Teorem Herhangi bir a € R} i¢in ¥ = (Y, -, ,) € S(R)" multi dalga
fonksiyonu verilsin. O halde her f = (fy,-, f),g = (g1,**, gn) € BMO(R)" igin ve

s s .
0= (E’ ""E) olmak iizere,
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|wg ). - Wia)ell,,,, < laiIf =~ gllawo | [,
j=1

esitsizligi vardir.

Ispat Herhangi f, g € S(R)" ve b € R™ verilsin. Yine Teorem 3.1.22 den,

”(Wlpef)(, a) - (W(peg)(r a)“BMO = ”(f' (pb,aﬂ) - (g' (Pb,aﬁ)”BMo
= “(f -9 (Pb,aﬂ)”BMo
= Wi - B @,

1 n
<tal; | [llosll, 17 = glamo (3.24)
j=1
esitsizligi elde edilir.

3.1.24. Sonu¢ f,g € BMO(R)" olmak tizere ¥ and ¢ iki kompakt destekli dalga

T

fonksiyonu ve 6 = (5, g) verilsin. O halde,

|weHC® - W a)e

l n n
<lal? (H”lpj — @ ||1”f”BM0 +1_[||<Pj||1||f—g||BM0>
j=1 j=1

esitsizligi vardir.

Ispat Herhangi f, g € L},. (R)"olmak iizere eger (3.23) ve (3.24) esitsizlikleri ve

Teorem 3.1.22 kullanilirsa

I(Wy )@ - (W g)C
= [(Wg ) a) = (WFF)C a) + (WG F) () — (W g)Call
< XF, Wb.00) = F. @b00) 5010 + IF Poa6) — {9 100l
1 ol + I - g, 000l

= |Wi-oNC D, + [ -2) G|,

BMO



l n n
<taly { | [ =051l 1w + | [llos 1,115 = gllouo
j=1 j=1

bulunur.

3.1.25. Teorem 0 < r < 1 olmak tizere,

flpb,a,e (t)dt=0 ve fllp(t)l (14 |t],)dt < oo
R" R™

olsun. Eger f € CT(B;)n (Ea = (by, ..., by ))
Wy f(bo, @)| < Clal,™
olacak sekilde C; > 0 sayis1 vardir. Bundan baska eger f € C" (R)" ise

sup Ialn_r_1|W£f(b, a)| < o

bER",a€R}

bulunur.

Ispat Herhangi bir f € €7 (by)" verilsin. Bu durumda,

(W f(bo,a)| =

| 1 ©OPra@ e
]Rn
olup ve hipotezden elde edilen
£ [Frnas@de = [ £(5)braa@ de =0
R? R?

esitligi kullanilirsa;



(W, f(Bo, a)| =

- f (F&) = £(Bo)) ¥z.00 (©) dt

R"

< f FO) = £(Bo)| 55,06 ©)|dt
Rn

bulunur. Ote yandan bu son ifadeye f € Cr(%)n olmasi kullanilir ve

— - tt —b L t2—
=R£|f(t)—f(bo)| L[w(f 2 °)ez(f ’
[iro- @[ Tw ()| a

R j=1 gl

w, (j = 1,..,n) degisken degistirmesi yapilirsa,

wirGoal < [[ [15@) -500l] |
R j=1 j=1

n n
< fcnl_“tj —b0|r1_[
R =1 =1

(2=2)

¢’< a;
t. — b

lp"(]aj O)

dt

n n
=c* [T Tlawl" T Jhws )l telnc
j=1 j=1

R j=

n r n r
=claly [ lat) (] Jhal) Wl
=1 j=1

= C"|al,

R™ \Jj=

f lal,” Tl [ (W) d

Rn
— C"]al,™! f W @)llul,” du
Rn

elde edilir. Ayrica 0 < r < 1 oldugundan

f Wa)llul, du < f WaOI(L + Jul,) du
R" R"

< f WE)I(L + [uly)du < o
R’ﬂ

f FOPp;00 () dt — f f(bo) W5 06D dt
]Rn ]Rn

dt

tj—
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olup burada

¢ = cn f @) ul,” du
Rn

denirse ;
(W £(bo, a)| < Cilal,”™

yazilir. Simdi kabul edelim ki f € C"(R)" olsun. Yukaridaki ispat teknikleri kullanilir ise
vbh € R" ve a € R} i¢gin

1
(Wi f(b,@)| < Cilal,”™
olup her iki tarafta supremum alinirsa

sup lal, " Wy f(b,a)| < oo

bER",a€R;}
elde edilir. Boylece ispat biter.

Dalgacik doniistimii fonksiyonlarin (sinyallerin) yerel ve noktasal 6zelliklerini kodlar. Bu
ozelligini T, D, operatdriinden almaktadir. Bu operator verilen bir x aninda s 6lgeginde
bilgi saglamaya yarar. Bu nedenle dalgacik doniislimii bir matematiksel mikroskoba
benzetilebilir. Kesirli dalgacik doniisiimleri ile n- boyutlu kesirli uzaylarda sinyallerin
yerel ozelliklerini gozlemlememize olanak saglar. Bu baglamda bakilirsa Teorem 3.1.25,
diizglin uzaylar icin kesirli multilineer dalgacik doniigiimiinii 6nemli hale getirmektedir.
Boylece n- boyutlu diizgiin uzaylar kesirli multilineer dalgacik doniisiimii ile karakterize

edilebilirler.
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3.  SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda multilineer kesirli dalgacik doniisiimii ile kesirli Fourier doniistimii
arasindaki iligki incelenmistir. Ayni1 zamanda bu doniisiim ic¢in diklik bagintisi
ispatlanmigtir. Daha sonra kesirli multilineer dalgacik doniigiimiiniin eslenik operatorii
bulunmustur. Ayrica ¢esitli fonksiyon uzaylarinda multilineer kesirli dalgacik dontistimii
ve eslenik operatoriiniin siirekliligi (sinirliligi) incelenmistir. Son olarak da bu doniisiimiin
n- boyutlu diizgiin uzaylarinda 6neminden bahsedilmistir. Baska fonksiyon uzaylarinda da
multilineer kesirli dalgacik doniisiimiiniin  6zellikleri ve siirekliligi  (sinuirliligr)

arastirilabilir.
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