T.C.
INONU UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BAZI GENELLESTIRILMIS CEBIRSEL YAPILAR

YUKSEK LiSANS TEZi

Goncagiil ERDOGAN

Matematik Anabilim Dah

Tez Damismani: Prof. Dr. Mustafa Habil GURSOY

AGUSTOS 2025



T.C.
INONU UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BAZI GENELLESTIRILMIS CEBIRSEL YAPILAR

YUKSEK LiSANS TEZi

Goncagiil ERDOGAN
(36223614009)

Matematik Anabilim Dah

Tez Damismani: Prof. Dr. Mustafa Habil GURSOY

AGUSTOS 2025



INONU UNIVERSITESI )
FEN BILIMLERI ENSTITUSU MUDURLUGU

Bazi Genellestirilmis Cebirsel Yapilar

Tezi Hazirlayan: Goncagiil ERDOGAN
Yiiksek Lisans Tezi


LENOVO
Dörtgen


TESEKKUR VE ONSOZ

Yiiksek lisans tez calismami yoneten, tezin hazirlanmasi agamasinda bana yol gosteren,
akademik bakis acimi1 gelistirmemde ve arastirma disiplini kazanmamda katkis1 ¢ok biiyiik
olan saygideger danisman hocam Prof. Dr. Mustafa Habil GURSOY’ a tesekkiirlerimi
sunarim.

Yiiksek lisans boyunca bilgi ve birikimlerinden faydalandigim hocalarima, motivasyonumu
kaybettigim anlarda moral veren ablalarima, abime ve tiim arkadaglarima da ayrica tesekkiir
ederim.

Son olarak, bu tezin hazirlanmasinda emegi gegen herkese tesekkiir eder; bu ¢aligmanin
alana katki saglamasini temenni ederim.



ONUR SOZU

Yiiksek lisans tezi olarak sundugum “Bazi Genellestirilmis Cebirsel Yapilar” baslikli bu
calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir yardima basvurmaksizin
tarafimdan yazildigma ve yararlandigim biitlin kaynaklarin hem metin i¢inde hem de
kaynakcada yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla
dogrularim.

Goncagiil ERDOGAN

il



ICINDEKILER

TESEKKUR VE ONSOZ.....ccuuuuiiiiiiiiiiiieieeeeeteenieeeeeeerennnaeeseen i
ONUR SOZU...uuiiiiiiiiiieeieetiiieeeeeeeeeeneeeeeeeeeanaeeeeeeeennnnaenssens ii
ICINDEKILER.......cciiiiiiiiiiiiniiitiiieeneeeeteeeeeeeeeeenneeeeeeeeeennens iii
SEMBOLLER VE KISALTMALAR......cccctttiiiiieaeetteeeececnnnsscccccsnnns iv
OZET ...cniiiiiiiiiiitieeteeteteeseentensesssansonsessssnsonsssssansonsssnsansonases \4
ABSTRACT ...ciiiiiiiiiiiieetietenteeeeeatensesscsasonsossssnsansesssansanssnssasens vi
LLGIRIS. . ettt eee e e e e e e e e e e e e e e e e menee 1
2.CEBIRSEL YAPILAR....ccccuuiiiiiiitiiniceereetttnneeeeeeeeennnnaeesseeeenns
2.1.CebIrSE]l YaPI. ettt 4
2.2.Yart-Grup ve Monoid.........oouiiiiiiiiiii i 5
296oup.. . . .................... dOO.... .. ... . . A5 10
2.4.Caprazlanmis Modiil...........cooiiiiiii 13
2.5 HalKa. . e e 16
3.BAZI GENELLESTIRILMIS CEBIRSEL YAPILAR.........ccc........ 19
3.1.Genellestirilmis Monoidler..............cooiiiiiii i, 19
3.2.Genellestirilmis Gruplar.............coooiiiiiiiiiiii i 26
3.3.Genellestirilmis Caprazlanmis Modiiller.......................oooiin.. 42
3.4.Genellestirilmis Halkalar..................ccooiii i 45
SONUGC VE ONERILER......cccttuuuiiirrriitinniaeereeerennieeeeeeeeennnnennnns 48
KAYNAKLAR. ... ctiitiiitiitiititieetaatenseeasansenssensanssnsssnsansesssansonse 49
OZGECMIS.. ittt eeeereeeee e e e eeeraaeesseeeeennaeessees 51

il



| ® Mm% w <

f

(4

(R, +)
H<G
H<G

Ker
N<G
N3G

SEMBOLLER VE KISALTMALAR

: Her

: Baza

: Esit degildir

: Elemanidir

: Elemani degildir
: Gerek sart

: Yeter sart

: Grup

: Halka

: Altgrup

: Genellestirilmis altgrup
: Bos kiime

: Cekirdek

: Normal altgrup

: Normal genellestirilmis altgrup

v



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

BAZI GENELLESTIRILMIS CEBIRSEL YAPILAR

Goncagiil ERDOGAN

Inonii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

53+vi sayfa
2025

Danigsman: Prof. Dr. Mustafa Habil GURSOY

Bu tez 3 boliimden olusmaktadir.

Bu tezin giris boliimiinde tezde yer alacak konular hakkinda kisa bilgi verilmistir.

Ikinci boliimiinde cebirsel yapilar, grup, monoid, halka ve caprazlanmis modiil
konularina yer verilmistir.

Uciincii boliimiinde genellestirilmis cebirsel yapilara yer verilerek o6zel olarak
genellestirilmis  gruplar,  genellestirilmis  monoidler, genellestirilmis  halkalar,

genellestirilmis ¢aprazlanmisg modiiller ayrintili olarak islenmistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis monoidler, genellestirilmis gruplar, genellestirilmis
halkalar, genellestirilmis capraz modiiller



ABSTRACT

Master Thesis
SOME GENERALIZED ALGEBRAIC STRUCTURES
Goncagiil ERDOGAN

Inonu University
Graduate School of Nature and Applied Sciences
Department of Mathematics

53+vi pages
2025

Supervisor: Prof. Dr. Mustafa Habil GURSOY

This thesis consists of 3 parts.

In the introduction part of this thesis, brief information about the topics to be included
in the thesis is given.

In the second part, algebraic structures, group, monoid, ring and crossed module
topics are included.

In the third part, generalized algebraic structures; generalized groups, generalized

monoids, generalized rings, generalized crossed modules are discussed in detail.

Keywords: Generalized monoids, generalized groups, generalized rings, generalized
crossed modules

vi



1.GIRiS

Cebir, matematigin en temel disiplinlerinden biridir ve ¢esitli soyut yapilar
aracilifiyla sayilar, islemler ve yapilarin dogasini inceleme olanagi sunar. Grup, monoid ve
halka gibi cebirsel yapilar simetri, doniisiim, yap1 koruma ve islem sistematikligi gibi
kavramlarin ifadesinde onemli rol oynar [3]. Cebirsel yapilar yalnizca matematiksel
diistincenin soyut diizleminde degil, ayn1 zamanda fizik, bilgisayar bilimi, kriptografi ve
topoloji gibi ¢cok cesitli alanlarda da kullanilmaktadir. Cebirsel yapilarin giicii, onlarin formel
kurallara dayanmasi ve bu kurallar araciligiyla c¢ok karmasik sistemlerin dahi

cozlimlenebilmesine imkan tanimasinda yatar.

Grup, cebirin temel yap1 taslarindan biridir. Bir grup, kapali bir ikili islem altinda
birlesme 6zelligini saglayan, birim elemana ve her elemanin tersine sahip olan bir kiime
olarak tanimlanir. Grup teorisi, Galois’in ¢aligmalarindan baslayarak topoloji, geometri ve
fizik gibi alanlara kadar uzanan genis bir uygulama alanina sahiptir. Ornegin, dondiirme ve
yansima gibi simetrilerle tanimlanan doniisiimler kiimesi, grup yapisina drnek teskil eder.
3 —boyutlu uzayda bir cismin kendi etrafinda dondiiriilmesiyle olusan doniigiimler kiimesi,

0zel ortogonal grup adi verilen bir yapiy1 olusturur [18].

Grup aksiyomlarinin belirli yonlerden gevsetilmesiyle ortaya ¢ikan yapilardan biri
olan monoid, ters eleman zorunlulugunu ortadan kaldirarak daha genis bir kiime sistemini
tanimlar. Bir monoid, kapali bir ikili iglem altinda birlesmeli ve birim eleman iceren ancak
ters eleman kosulu olmayan bir yapidir. Ornegin, dogal sayilar kiimesi (N, +) bir monoid
olusturur; ¢ilinkii herhangi iki dogal saymin toplami yine dogal sayidir, toplama islemi
birlesmelidir ve 0 birim eleman olarak gorev yapar. Ancak her dogal saymnin toplama
islemine gore ters elemani yoktur. Bu da grubun aksine monoidin daha genel bir yap1

oldugunu gosterir.

Bir diger onemli cebirsel yap1 olan halka yapisi ise hem toplama hem g¢arpma
islemlerini i¢ererek iki islemi ayn1 anda barindiran daha karmasik bir yapidir. Halka, toplama
islemi altinda abelyen grup, carpma islemi altinda ise kapali ve birlesmeli bir yap1 sunar.
Ornegin, tam sayilar kiimesi (Z, +,-) halka yapisinin klasik bir 6rnegidir. Halkalar, 6zellikle
modiil, cebirsel say1 kurami ve soyut cebirsel geometri gibi alanlarda temel rol oynar [9].

1



Halkalarda ¢arpmanin toplama iizerinde dagilma o6zelligi (distributivity) bulunmasi da

onemli bir aksiyomdur.

Zamanla bu klasik yapilarin baz1 matematiksel baglamlarda yetersiz kaldig1 ve daha
esnek modellere ihtiya¢ duyuldugu goriilmiistiir. Ozellikle homotopi teorisi, kategorik cebir
ve cebirsel topoloji gibi alanlarda klasik aksiyomlar: tam olarak karsilamayan ama benzer
davraniglar sergileyen yapilar incelenmek istenmistir. Bu dogrultuda genellestirilmis

cebirsel yapilar tanimlanmustir.

Ik defa 1999’ da iran’ I1 matematik¢i Molaei tarafindan tanimlanan genellestirilmis
grup kavrami, gruplarin ilging ve biiyiileyici bir genislemesidir [17]. Bir grup, yegane birim
elemana sahipken bir genellestirilmis grupta her eleman ig¢in bir birim eleman vardir.
Dolayistyla her grup bir genellestirilmis gruptur. Molaei’nin genellestirilmis grup kavrami
vermesinden sonra bu kavram matematigin ¢esitli branslarinda cebirsel, topolojik ve
diferansiyellenebilir acidan ele alinarak calisilmistir [8,11,16,18]. Ayrica genellestirilmis

gruplar genetikte ve dinamik sistemlerde de kullanilmaktadir [1].

Molaei’nin ortaya koymus oldugu bu yeni cebirsel yaklasim daha sonra monoid,
halka, crossed modiil vb. gibi bazi cebirsel kavramlar i¢in ele alinarak 6zellikle cebirsel ve
topolojik olarak yogun bir sekilde ¢alisilmistir. Adina Pop ve Maria S. Pop 2010 yilinda
Molaei’nin bu yaklagimint monoidler iizerinde uygulamislardir [20]. Genellestirilmis
monoidlerin altmonoidleri ve homomorfizmleri ile ilgili dnemli sonuglar elde etmislerdir.
[k defa 2002°de Molaei tarafindan tanimlanan genellestirilmis halka kavrami da evrensel
cebirdeki ozellikler agisindan hem Molaei [19] tarafindan hem de sonrasinda basta
matematikgiler tarafindan incelenmistir [9,12]. Ozellikle 2017 yilinda Fatehi ve Molaei

genellestirilmis halkalar i¢in izomorfizm teoremlerini ¢calismiglardir [9].

Cebirsel bir kavram olan genellestirilmis grup ile kategorik bir kavram olan grupoid
kavrami 2017 yilinda Giirsoy tarafindan genellestirilmis grup-grupoid ve devam calismasi
olan genellestirilmis halka-grupoid kavramlarinin verilmesiyle kategorik agidan ¢aligilmistir
[11,12]. Yine cebirde dnemli bir yeri olan “gruplar iizerinde ¢aprazlanmis modiil” kavrami

genellestirilmis gruplar {izerinde Giirsoy ve arkadaslari tarafindan verilmistir [13].



Bu tezde amag, grup, monoid, halka ve caprazlanmis modiil gibi klasik cebirsel
yapilarin tanmitimin1 yapmak ve ardindan bu yapilarin genellestirilmis versiyonlarimi

tanimlayarak bunlar arasindaki iliskileri analiz etmektir.



2. CEBIRSEL YAPILAR

Bu bolimde tezde ele alinan genellestirilmis cebirsel yapilarin klasik cebirdeki
versiyonlart hatirlatilacaktir. Ayrica bu cebirsel kavramlar ile ilgili temel bilgiler
verilecektir.

2.1 Cebirsel Yap1

Cebirsel yapi, bir kiime {izerinde tanimlanan bir veya birden fazla islemle olusturulan
ve belirli 6zellikleri (aksiyomlar1) saglayan matematiksel yapilardir. Daha formal olarak bir

cebirsel yap1 su sekilde tanimlanir.

Tanim 2.1.1 [5] A # @ olmak {izere, bir * : A X A = A fonksiyonuna A iizerinde bir ikili
islem denir.
*x1AXA->A
(a,b) > axbh
i. Hera,b €Aicina*b € A dir. (Kapalilik 6zelligi)

ii. Hera € Aigin a * b tek tiirlii belirlenir. (Iyi tanimlilik)

Uzerinde en az bir tane ikili islem tanimli bir A # @ kiimesine bir cebirsel yapi denir ve

(A,*) ikilisi ile gosterilir.

Bir cebirsel yapi, lizerinde tanimli * igleminin asagidaki aksiyomlar: saglamasina gore

karakterize edilir.

Tamm 2.1.2 [5] A # @ ve *, A {lizerinde bir ikili islem olsun.
i. Va,b,c € Ai¢in(a=*b)*c = ax*(bx*c)ise *islemi birlesmelidir denir,
ii. Vab€Aiginaxb=>bx*aoluyorsa* degisme 6zelligine sahiptir denir,
ili. 3Je€A Va€eAiginexa=avea=*e = aisee eleman * igleminin birim
elemani vardir denilir,
1

iv. Va€Aigina*xa!=a"lxa= e esitligi saglaniyora a~! elemanina a nin tersi

denir.



Teorem 2.1.1 [5] (A,*) bir cebirsel yapi olsun. A nin * iglemine gore birim eleman1 varsa

tektir.

Ispat e; ve e, gibi iki tane birim elemani oldugunu varsayalm. Bu takdirde,
e; birim eleman oldugundan e; * e, = e,

ve

e,birim eleman oldugundan e; * e, = ¢,

olup buradan e; = e, oldugu goriiliir. Boylece birim eleman tektir.

Teorem 2.1.2 [5] * , A kiimesi {lizerinde birlesmeli ve e birim elemanina sahip bir ikili islem
olsun. Bu durumda eger a nin tersi varsa tektir.

n

Ispat a €A alalm. a nn a ve a’ gbi iki tersi oldugunu varsayalim.
a’, a nin bir tersi oldugundan

axa'=a' xa=e (2.1)
a”, a nin bir tersi oldugundan

axa’'=a"+a=e (2.2)
dir. (2.1) den a’ * a = e esitligini ele alalim. Bu esitligin her iki tarafi a” ile sagdan isleme
tabi tutulursa,
(a'*a)*xa”"=e=xa

olur. Bu durumda, birlesme 6zelligi ile

ax(axa’)=a*e=ad

)

adxe=exa

elde edilir. Dolayisiyla a nin tersi tektir.

2.2 Yar1-Grup ve Monoid

Tanim 2.2.1 [4] Sadece birlesme aksiyomunu saglayan bir (4,) cebirsel yapisina bir yari-

grup denir.

Ornek 2.2.1 [4] Tam sayilarin Z kiimesi ¢arpma islemi altinda bir yari-gruptur.



Ornek 2.2.2 [4] {a} tek nokta kiimesi iizerinde tanimlanan a * a = a islemi ile birlikte bir

yari-gruptur. Buna asikar (trivial) yari-grup adi verilir.

Tamim 2.2.2 [4] (S,*) ve (T,-) iki yari-grup olmak tizere bir f: S — T doniisiimii her s4, s, €
S icin f(sq *s3) = f(s1) - f(s,) esitligini saghyorsa f ye bir yari-grup homomorfizmi

denir.

Teorem 2.2.1 [4] Iki yari-grup homomorfizminin bileskesi bir yari-grup homomorfizmidir.

Ispat (S,x), (T,") ve (V,@®) ii¢ yari-grup olsun. f: (S,x) = (T,") ve g:(T,) » (V,D) yar
grup homomorfizmlerini ele alalim. Bu durumda, her s;, s, € S i¢in
(g o f)(s1%52) = g(f(s1%52))
9(f(51) ‘f(Sz))
= g(f(51)) S>) g(f(Sz))
= (g°f)s) D (gefis2)
olup buradan g o f: (S,x) = (V,@) bileske doniisiimii bir yari-grup homomorfizmidir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Tamm 2.2.3 [4] Bir yari-gruptan kendisine giden bir yari-grup homomorfizmine bir yari-

grup endomorfizmi denir.

Tanim 2.2.4 [4] (4,) cebirsel yapist asagidaki ii¢ kosulu sagliyorsa (4,-) ¢iftine bir monoid
denir:

i. Hera,b,c€Aicin(a-b) -c=a-(b-c)olmali (Birlesme)

ii. Hera € Aigin e € A olacak sekilde e - a = a - e = a olmal1 (Birim eleman)

Diger bir ifadeyle birim eleman1 olan bir yari-grup, monoid olarak adlandirilir.

Ornek 2.2.3 [4] X herhangi bir kiime ve P(X) onun kuvvet kiimesi olsun.

P(X) kiimesi tizerinde N isleminin birlesme 6zelligini sagladigi agiktir. Kesigim islemine
gore birim eleman X kiimesinin kendisi olup (P(X),N) bir monoiddir.

P(X) kiimesi iizerinde birlesme isleminin birlesme aksiyomunu sagladigi agiktir. Birim

eleman ise @ dir. Boylece (P (X),V) ikilisi bir monoiddir.



Ornek 2.2.4 [4] N dogal sayilar kiimesi iizerinde x * y = max{x, y} islemi tanimlansin.
(N,*) bir monoiddir. Oncelikle birlesme aksiyomunun saglandigini gosterelim. N de secilen
keyfi ii¢ say1 i¢in 6 farkli durum mevcuttur.
. x <y <zolsun.
(x*xy)*z=xx*(y*2z)
Y*Z=X%*2Z
zZ =2z
2. y<x < zolsun.
(*xx)xz=y*(x*z)
X*Z=Y*Z
zZ =2z
3. z<y<xolsun.
(zxy)xx=2zx(y*x)
Y*X=Z*X
X = X.
Diger 3 durumda da birlesme 6zelliginin saglandig1 kolayca gosterilir. Bu nedenle
(N,*) yari-gruptur. (N,*) nin e birim elemani 0 dir. Ciinkii herhangi x € N i¢in
x *e =ex*x = x aksiyomu ancak e = 0 ile saglamaktadir. Dolayisiyla (N,*)bir

monoiddir.

Tamim 2.2.5 [4] (4,%), e birim eleman: ile bir monoid olsun. e yi igeren bir B € A

altkimesi * iglemi ile bir monoid oluyorsa (B,*) ikilisine (4,*) mn bir altmonoidi denir.

Tanim 2.2.6 [4] (4,%) ve (B,A) iki monoid olsun. Bu durumda bir f: (4,¥) = (B, A)
dontistimii
flaxb)=f(a)Af(b),Va,b €A

sartin1 sagliyorsa f ye bir monoid homomorfizmi ad1 verilir.

Uyani 2.2.1 [4] Birimin tekliginden dolay1 e, A nin birimi ve eg B nin birimi ise f(ey4) =

eg oldugu agikardir.

Teorem 2.2.2 [4] Bir yari-grubun tiim yari-grup endomorfizmlerinin kiimesi, dontisiimlerin

bileskesi islemi altinda bir yari-gruptur.



Ispat (S,*) bir yari-grup olmak iizere tiim f: (S,*) — (S,*) yari-grup homomorfizmlerinin
kiimesi F olsun. (F,e) ikilisinin bir yari-grup oldugunu gostermeliyiz. Her f, g € F igin f o
g € F oldugu agiktir. Dolayisiyla kapalilik 6zelligi saglanir. Her f,g,h € F ve s € S i¢in
((fog)oh)(s) = (f o g)(h(s))
= £ (9(h()))
= £((g > W)(s))
= (fo(gom)(s)

olup birlesme 6zelligi de saglanir. Boylece (F,e) bir yari-gruptur.

Uyan 2.2.2 [4] Esasen, (F,o) bir monoiddir. Ciinkii  birim doniistimii o bileske islemine
gore birim elemandir. Dolayistyla, bir yari-grubun tiim yari-grup homomorfizmlerinin

kiimesi bir monoiddir.

Teorem 2.2.3 [4] (S,x) bir yari-grup olsun. Bu durumda bir ¢:S — S homomorfizmi
vardir, burada S5, S den S ye fonksiyonlarin kiimesini gdstermektedir ve o bileske islemi ile

bir yari-gruptur.

Ispat Herhangi bir a € S icin f,:S —» S fonksiyonunu her b € S icin f,(b) =ax*b
seklinde tanimlayalim. Simdi ¢:S — S5 fonksiyonu her a € S icin ¢@(a) = f, ile
tanimlansin. Agik¢a a,b € S ise a *x b € S dir. Bu durumda ¢(a * b) = f,,;, dir. Buradan
her ¢ € S i¢in

fan(©) = (@xb)xc=ax(b*c) = fo(b*c) = fo(f,(c)) = fu° f(c)
olup fr.p = fa o fp gelir. Yani gp(a * b) = @(a) o ¢(b) olup ispat boylece tamamlanmis

olur.

Tamm 2.2.7 [4] (X,*) bir cebirsel yap1 ve X lizerinde bir denklik bagintis1 R olsun. Her
X,¥,z,t € X igin xRz ve yRt olmas1 x * yRz * t olmasin1 gerektiriyorsa R ye X lizerinde

bir kongriians denir.

Teorem 2.2.4 [4] (S,x) ve (T,®) iki yari-grup ve g:(S,*) - (T,@) bir yari-grup
homomorfizmi olsun. Bu durumda g homomorfizmine karsilik (S,*) lizerinde asagidaki

gibi taniml1 bir R kongriians bagintis1 vardir:
xRy = g(x) =g(y), Vx,y€S



Ispat R nin S {izerinde bir denklik bagintis1 oldugu kolayca gériiliir. x;, x,, x, x5 € S icin

x1Rx; ve x,Rx; olsun. Buradan

g(x1 xx3) = g(x1) D g(xz) = gx1) B g(xz) = glxg * x3)

olup R nin (S,*) tizerinde bir kongriians bagmntist oldugu gelir.

Asagidaki teorem bir yari-grup homomorfizminin sagladigi 06zellikleri bir arada

vermektedir.
Teorem 2.2.5 [4] Bir g: (5,x) — (T,°) yari-grup homomorfizmi
1. Birlesimlilik 6zelligini korur.

ii.  Esgicliliigii korur.

iii.  Degisimliligi korur.

Ispat a, b, c € S olsun.

i. glla*xb)*c]=glax*b)eg(c)
= (g(@) o g(b)) ° g(c) (2.3)

ve

glax(b=*c)]l=g(a)og(*c)

g(@ o (gb)og () 24)
dir. Diger taraftan S bir yari-grup oldugundan her a, b, ¢ € S i¢in
(axb)*c=ax(b=*c)
dir. Buradan g[(a * b) * c] = gla * (b = ¢)]olup
[9(a) e g(b)] o g(c) = g(a) o [g(b) ° g(c)]

elde edilir. Yani birlesimlilik korunur.

il. a €S bir esgiiclii eleman olsun. Bu durumda

axa=a=g(axa)=g(a)=>gla)ogla) =g(a)
9



olup bu da g(a) nin T de esgliglii olmas1 demektir.

iii. a,b € Solsun. a *x b = b * a oldugunu kabul edelim. Bu durumda
glaxb)=g(b=*a)
g(a)og(b) = gb)~g(a)

dir. Buda “ o ” isleminin T de degisimli oldugunu gosterir.

2.3 Grup

Bu boéliimde bilimin pek ¢ok alaninda yaygin bir sekilde kullanilan grup kavrama ile

ilgili temel bilgilere yer verilecektir.

Tanim 2.3.1 [21] A bir kiime ve *, A lizerinde bir ikili islem olsun. Eger asagidaki 4 kosul
saglaniyorsa (4,*) bir gruptur:
i. Va,b€eAiginaxb € Aveb *a € A (Kapalilik)
ii. Vab,c€Aiginax (bx*c)=(ax*b)*c (Birlesme)
iii. Va€Aigina*e = e *a = aolacak sekilde e € A vardir. (Birim eleman)
i

iv. e eleman A nin birim elemani olsun. Va € Aigina * a™! = a™! x a = e olacak

sekilde 3a~! € A vardir. (Ters eleman)
Teorem 2.3.1 [21] Bir (A4,*) grubunun birim eleman1 tektir.
Ispat e, ve e, iki birim eleman olsun. e birim eleman oldugundan Va € A igina x e = e *
a = a olur. a = e; olarak alinirsa e; x e = e * e; = e; olur. Aym sekilde a = e, olarak
alinirsa e, x e = e * e, = e, olur. Buradan e; = e, oldugu goriiliir, yani birim eleman
tektir.
Teorem 2.3.2 [21] Bir grupta her elemanin sadece bir tersi vardir.
Ispat (4,*) grubunun birim elemani e olsun. Her a € 4 igin a elemaninin a, ve a, gibi iki

tane tersi oldugunu varsayalim. O halde a*a; =a; *a=a*a, = a, *a =e olur.

Buradan a; = a, olur. Yani her elemanin tersi tektir.
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Tanim 2.3.2 [15] Bir (4,*) grubu her x,y € A i¢in x * y = y * x esitligini saglarsa ona

abelyan grup denilir.

Ornek 2.3.1 (Z,+), (Q,+), (R, +) birer abelyen gruptur. Ayrica (Q \ {0},),(R\ {0},),
(C \ {0},") birer abelyen gruptur.

Teorem 2.3.3[15] (4,.) birgrupa € Aise (a™1)™! = a dir.

Ispat A nin carpma islemine gore birim eleman e olsun. Buna gére,

lal=e

a.al=eve(a™?)
onermeleri dogru olur. Buradan,
a.al=((@aYHtatl
elde edilir. Son 6nermede esitligin her iki tarafi da sagdan a ile isleme tabi tutulursa,
a=(a1H1?

bulunur.

Teorem 2.3.4 [15] (4,.) bir grup olsun. Bu durumda, a,b € Aise (a.b)™t = b~1.a™1 dir.

Ispat a. b nin carpma islemine gére tersinin (a.b)~* oldugu biliniyor. Ote yandan,
(a.b).(bL.a)=a.(b.bH.al=(ae)al=aal=e
ve
(b taV.(a.b)=bt(ata)b=bt(e.b)=b"1b=c¢
oldugundan a. b nin ¢arpma islemine gore tersi b~1. a™1 dir.
Bir (4, .) grubunda A nin her elemaninin bir tek tersi oldugundan,
(a.b) "t =bt.at
elde edilir.

Tanim 2.3.3 [21] A bir grup ve B de A nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. Eger B kiimesi
A da tanimlanan grup islemi ile bir grup oluyorsa B ye A nin bir altgrubu denir ve B < A

seklinde yazilir.

Ornek 2.3.2 [21] A={1,—-1,i,—i} kiimesi ¢arpma islemine gore bir gruptur. B =

{1, —1} € A olsun. B kiimesi ¢arpma islemine gore kapalidir, birlesme 6zelligini saglar ve
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e = 1 birim elemandir. Ayrica 17! = 1, (—1)~! = —1 dir. Bdylece B ¢arpma islemine gore

A nin bir altgrubudur.

Ornek 2.3.3 [15] (4,%) ikilisi e birim elemanina sahip bir grup olsun. Bu durumda {e} € A
ve A € A oldugundan ({e},*) ve (4,*) birer altgrup olup bunlara asikar altgruplar denilir.

Teorem 2.3.5[21] (4,.) bir grup ve B € A olsun. Bu takdirde,
(H,.) altgruptur. < Va,b € Bicina.b™! € B
dir.

Ispat (=): (B,.) altgrup olsun. Her a,b € Bicina.b™! € B oldugunu gdsterecegiz. B
altgrup oldugundan b € B i¢cin b~ € B dir. Kapalilik 6zelligi geregince de a.b™! € B olur.
(&): Her a,b€Bigina.b ' €B olsun. B nin grup aksiyomlarini sagladigini
gostermeliyiz.
Hipotezde b yerine a alinirsa, a.a™! € B, yani e € B elde edilir. Dolastyla birim eleman
ozelligi saglanir.
a.b™! € B ifadesinde a yerine e alimirsa Vb € B i¢in b~! € B gelir. Yani ters eleman
ozelligi de saglanir.
Diger taraftan,
VYVabeEB=a€Bveb 'eB

=a (b)) teB

= a.b €B
olup B, - iglemine goére kapalidir. Birlesme 06zelliginin sagladigi da kolayca gosterilir.

Boylece (H,") bir gruptur. Dolayisiyla da G nin altgrubudur.

Tamim 2.3.4 [15] (4,%) ve (B, A) iki grup olsun. Bir f(A4,*) — (B, A) doniisiimii
f(a* b) =f(a)A f(b), Va,b € A

sartint sagliyorsa f ye bir grup homomorfizmi ad1 verilir.
Ornek 2.3.4 [15] f:(R,+) = (R —{0},),x = f(x) = 2% ile tamml fonksiyonu verilsin.

Bu durumda Vx,y € R i¢in f(x +y) = 2**Y =2%-2Y = f(x) - f(y) oldugundan f bir

homomorfizmidir.
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Tamm 2.3.5 [21] A bir grup, N de A nin bir altgrubu olsun. Eger her a € 4 i¢in aN = Na

ise N ye A nin bir normal altgrubu denir ve N < A yazilir.

Ornek 2.3.5 [21] Bir A grubunun A ve {e,} asikdr altgruplari normal altgruplaridir.
Gergekten, her a € A i¢in aA = Aa = A ve a{e,} = {e,}a = {a} dir.

Tanim 2.3.6 [15] N, bir G grubunun bir normal altgrubu olsun. G de N nin G/N bolim
grubu,
Nx.Ny = N(xy)

grup islemi ile donatilmis G de N nin tiim kosetlerinin kiimesidir.

Tanim 2.3.7 [15] G ve H iki grup olsun. G X H ¢arpim kiimesi
(91, h1) (g2, h2) = (9192, h1h2), V91,92 € G,Vhy, hy; €EH

islemi ile bir gruptur. Bu gruba G ile H nin ¢arpim grubu denir. Birim eleman e = (eg, ey)

drr.

Tamm 2.3.8 [15] f: G —» H bir grup homomorfizmi olsun. Kerf = {a € G|f(a) = ey}

kiimesine f homomorfizminin ¢ekirdegi (Kernel) denir.

2.4 Caprazlanms Modiil

Caprazlanmis modiil, cebirsel topoloji ve kategori teorisinde kendisine olduk¢a genis
bir uygulama alani bulan bir cebirsel yapidir ve 6zellikle homotopi teorisinin daha yiiksek
boyutlu versiyonlarinda dnemli bir rol oynamaktadir. ilk olarak J.H.C. Whitehead tarafindan

homotopi 2-tiplerini tantmlamak i¢in gelistirilmistir.

Caprazlanmis modiil tanimin1 vermeden 6nce bir grubun bir kiime iizerine etkisi

kavramini hatirlatalim.

Tanim 2.4.1 [10] X bir kiime ve G bir grup olsun. G nin X iizerine etkisi asagidaki iki sarti
saglayan bir
G XXX,
@x)Pg-x
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dontistimiidiir:
. ex=xVxeX

ii. g-(h-x)=(gh)-x,Vg,heGVxEX.
Bu durumda X e bir G-kiime denir.

Ornek 2.4.1 [10] G bir carpimsal grup, H < G olsun. Her h € H ve x € G igin
*xHXG—-G
(h,x) > hxx = hxh™?!

ile tanimlanan fonksiyon H nin G {izerine bir etkisini verir.

i. H < G oldugundan e € H tir. Béylecee E Hve g € Gigine * g = ege™ ! = g dir.

ii.  Her hy,h, € H ve g € G igin (hyhy) * g = (hyhy)g(h hy)™t = hihyghyhit

= hy(hy * g9)hi' = hy * (hy * g)

Iki kosulu da sagladigindan H nin G iizerine etkisi vardir. H nin G iizerindeki bu etkisine

eslenik etkisi denir. G nin kendi lizerine de eslenik etkisi vardir.

Uyar1 2.4.1 [10] Bir ¢: G X X — X etkisi verildiginde her g € G i¢in bir
pgX =X
x—@,(x)=g-x, Vx€X

fonksiyonu tanimlidir. ¢4 fonksiyonu ¢,-1 ters fonksiyonuna sahiptir. $S8yle ki

Pg-1 (wg(x)) =g x)=9" (@ 0)=(@ g x=ex=x
olup ¢ -1 o @, = Ix dir. Benzer sekilde ¢4 o ¢4-1 = Iy oldugu gosterilir. Dolayisiyla ¢ bir
bire-bir Orten donlisiim olup X in bir permiitasyonudur. Ayrica @4 ° @, = @4, 0ldugu
kolayca gosterilir. Boylece G grubundan X in permiitasyonlarmin ®y grubuna giden ve yine
@ ile gosterilen @: G = Gy, ¢(g) = @4 grup homomorfizmi vardr.
Tersine, herhangi bir ¢: G — ®y grup homomorfizmi verildiginde bir
St GXX->X
(g.%) =g x=9(g@)x)

grup etkisinin dogal olarak var oldugu kolayca goriiliir.

Tammm 2.4.2 [10] X ve Y herhangi iki G —kiimesi olsun. Bir f: X — Y fonksiyonuna,
esdegerdir (ya da bir G —doniisiimdiir) denir; eger tiim x € X ve g € G igin
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flg-x)=g f(

esitligi saglantyorsa.
Artik ¢aprazlanmis modiil tanimin1 verebiliriz.

Tamim 2.4.3 [10] Bir (G, K, 3) ¢aprazlanmis modiil (crossed module), asagidaki iki esitligi
saglayan su verilerden olusur:

1. Bir G grubu ve bir K grubu,

ii. Bir0d:K — G grup homomorfizmi (siir doniisiimii ad1 verilen),

iii. G grubunun, K iizerine etkisi (bu etkiyi “k ile gosteririz).

1.Peiffer Esitligi I: (k) = ga(k)g~t, Vg € G, k € K.

2.Peiffer Esitligi II: °®k’ = kk’k~1, vk, k' € K.

Ornek 2.4.2 [10] Bir G grubu verildiginde smir doniisiimii olarak I: G — G birim doniisiimii
(veya i: G — G dahil etme doniisiimii) alinarak adi verilen (G, G, ) ¢aprazlanmis modiili

elde edilir. Bu caprazlanmis modiilde etki G nin islemidir.

Ornek 2.4.3 [10] G bir grup ve N onun normal altgrubu olsun @ smir doniisiimii olarak
i: N - G dahil etme doniisiimiinii ve G nin N {izerine
:GXN->N,
(g.x)»g-x=gxg™*
eslenik (konjuge) etkisini ele alalim. Bu durumda Peiffer esitlikleri agikca saglanir.

Boylece (G, N, i) bir ¢aprazlanmig modiildiir.

Tamm 2.4.4 [10] Bir (G,K,d) ¢aprazlanmis modiiliiniin (G',K’,d") alt ¢aprazlanmis
modiilii asagidakilerle belirlenen bir ¢aprazlanmis modiildiir:

i. G, G ninve K', K nin altgrubudur.

ii. @', 0 nin K' ne kisitlamasidir.

iii. G’ nin K’ lizerine etkisi G nin K {izerine etkisinden indirgenir.
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Ornek 2.4.4 [10] Ornek 2.4.3 deki (G, N, i) caprazlanmis modiilii Ornek 2.4.2 deki (G, G, 1)

caprazlanmis modiiliiniin bir alt ¢aprazlanmis modiiliidiir.

Tanim 2.4.5 [10] Bir (m,p)(G,K,d) = (H,N,§) caprazlanmig modiill homomorfizmi
m:G = H ve p: K = N grup homomorfizmlerinin bir ikilisidir 6yle ki her g € G ve her k €
K i¢in

§(n(g)) = p(a(g)) ve p(g-k) =n(g) pk)

esitlikleri saglanir.

2.5 Halka

« n
.

Tanim 2.5.1 [21] Bostan farkli bir R kiimesi iizerinde “ 4+ ” toplama ve carpma islemleri
tanimli olsun. (R, +,-) cebirsel yapisi
i.  (R,+) degismeli grup
ii. (R, yar1 grup
iii. Herr,s,t €R igin
r-(s+t)=r-s+r-t
(r+s)'t=r-t+s-t
kosullarini gergekliyorsa (R, +,-) Ugliisiine bir halka denir.
Genellikle “(R, +,-)” halkas1 yerine “R halkas1” ifadesi kullanilir.

Tamm 2.5.2 [21] (R, +,-) bir halka olsun.
i. Keyfir ERi¢ine-r =r-e =r olacak bigimde e € R varsa, e ye R halkasinin
birimi denir ve R ye bir birimli halka ad1 verilir.

ii. Keyfir,s € Riginr-s =s-rise R ye degismeli halka denir.

R bir halka ve r,s € R olmak iizere r + (- s) elemani1 r-s ile, r - s eleman da rs ile
gosterilir. Halkanin toplamaya gore birimi 0 ile gosterilir ve bu elemana halkanin sifir1 denir.
Ayrica birimli halkada birim eleman tektir. Birimli bir R halkasinin birimi bazen e yerine

1 ile de gosterilir.
Ornek 2.5.1 [21] Z tamsayilar kiimesi, Q rasyonel sayilar kiimesi, IR reel sayilar kiimesi ve
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C kompleks sayilar kiimesi bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine goére birer birimli ve

degismeli halkadir.

Tanim 2.5.3 [21] R bir halka olsun. C(R) = {a € R|her b € R icin ab = ba} kiimesine
halkanin merkezi adi verilir. Bu durumda,

R halkasi degismelidir ancak ve ancak C(R) = R
dir.

Tamm 2.5.4 [21] R ve S iki halka olmak iizere R X S kartezyen kiimesi iizerinde toplama
ve ¢arpma islemleri sirasiyla:
(r1,51) + (r3,82) = (ry + 13,81 + 53)
(r1,51) - (12, 52) = (1172, 5157)
ile tanimlansin. Bu durumda R X S kiimesi bir halka olup, bu halkaya R ile S nin direkt

carpimi denir.

Tanim 2.5.5[21] R birimli halkave 1z # Oy olsun. a # Oz € R i¢in ab = ba = 1, olacak
sekilde bir b € R varsa b ye a nin ¢arpimsal tersi denir.
Birimli bir R halkasinda a # Oz € R elemaninin ¢arpimsal tersi varsa tektir. a € R nin

carpimsal tersi a7 ile gosterilir.

Teorem 2.5.1 [21] R bir halka olsun. Her r € R i¢in Og - v = r - 0 = 0 dir.

Teorem 2.5.2 [21] R bir halka ve r, s, t € R olmak {izere
i. (-r):-s=-(r-s)

ii. 7r-(-s)=-(r-s)

iii. (-r)-(-s)=r-s

iv. r-(s-t)=r-s-r-t

v. (r-s)-t=r-t-s-t

ozellikleri saglanir.

Tanim 2.5.6 [21] Bir R bir halkasinin bos olmayan bir S altkiimesi R nin islemlerine gore

halka aksiyomlarini saglarsa S ye R nin bir alt halkas1 ad1 verilir.
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Ornek 2.5.2 [21] n € Z olmak iizere nZ = {nx|x € Z} kiimesi Z nin bir alt halkasidir. Tek

tamsayilar kiimesi toplamaya gore kapali olmadigindan Z nin bir alt halkas: degildir.

Uyarn 2.5.1 Degismeli bir halkanin her alt halkasi degismelidir. Fakat birimli bir halkanin

her alt halkasi birimli olmak zorunda degildir.

Teorem 2.5.3 [21] Bir R halkasinin bos olmayan bir S € R altkiimesi R nin bir alt halkasidir

gerek ve yeter sart keyfir,s € Sigcinr-s,r-s € S dir.

Tamm 2.5.7 [21] (R,+,") ve (R, +',") iki halka olmak iizere f: R — R' doniisiimii her
7,5 € R i¢in
fr+s)=f)+f'(s)
f@r-s)=f) f'(s)

esitliklerini sagliyorsa f ye bir halka homomorfizmi adi verilir.

Ornek 2.5.3 [21] R ve S iki halka olmak iizere Va € R i¢in f(a) = Oy ile tammli f:R —» S
dontigimii bir halka homomorfizmidir. Gergekten de Va,b € R i¢in f(a) = f(b) =
f(a+b) = f(ab) =05 olup f(a+b) =05 =05+ 05 = f(a) + f(b) ve f(ab) = 05 =
0505 = f(a)f (b) olur.

Tamm 2.5.8 [21] Bir f: R = R’ halka homomorfizmi
i.  Eger f bire-bir ise monomorfizm
ii.  Eger f oOrten ise epimorfizm
iii.  Eger f bire-bir ve Orten ise izomorfizm

ad1 verilir. Ayrica bir f: R — R halka izomorfizmine R halkasinin otomorfizmi denir.

Ornek 2.5.4 [21] n € Z* olmak iizere f:Z — Z,, x — f(x) = X fonksiyonunu goz dniine
alahm. Vx,y €Z i¢in f(x+y)=x+y=x+y=fx)+f(y) ve f(xy)=xy=x"
¥ = f(x)f (y) oldugundan f bir halka homomorfizmi olur. Ayrica Vx € Z, i¢in f(x) = X
oldugundan f o6rtendir.
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3. BAZI GENELLESTIRILMIS CEBIRSEL YAPILAR

Bu boliimde, onceki boliimde yer verilen cebirsel yapilarin genellestirilmis
versiyonlart verilmektedir. Ayrica bu yapilarla ilgili temel bilgiler 6rnekler ile birlikte

detaylandirilmistir.

3.1 Genellestirilmis Monoidler

ile birlikte bostan farkli bir A kiimesidir 6yle ki her x € A igin i¢in x - e(x) = e(x) - x = x
olacak sekilde tek bir e(x) € A vardir. Bu e(x) elemanina bir lokal birim (lokal nétr

eleman) denir.

Tamm 3.1.2 [20] Bir (4,") genellestirilmis monoidi tim x,y € A i¢in e(xy) = e(x) - e(y)

sartin1 sagliyorsa normal olarak adlandirilir.

Onerme 3.1.1 [20] A bir genellestirilmis monoid olsun. Eger a € A, A nin bir tersi almabilir
elemani ise, 0 zaman a elemani A da bir tek ters elemana sahiptir.
a nin tersi a”?! ile ve A mn tersi alinabilir elemanlarinin kiimesi

U(A) = {x € A|3x Y vardir 6yle ki x ! x = x " 1x = e(x)}

ile gosterilir.

Onerme 3.1.2 [20] Eger A bir genellestirilmis monoid ve a € A ise, e(e(a)) =e(a) ve

e(a) es glglidiir (idempotenttir).

Ispat a € A verilmis olsun. O zaman a = ae(a) = e(a)a olacak sekilde tek bir e(a) € A

elemani vardir.
Ayrica e(e(a))e(a) = e(a) dir. Son esitligin her iki tarafin1 sagdan a ile garparsak sunu
elde ederiz:
[e(e(a))e(a)]a =e(a)a
Buradan, birlesme 6zelligi yardimiyla e(e(a))[e(a)al = a elde edilir.
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Boylece e(e(a))a = a dir. Benzer sekilde, ae(e(a)) = a elde edilir. e(a) nin tekligi
e(e(a)) = e(a) oldugunu verir.
Diger taraftan
e(@]? = e(@)e(a) = e(@),  e(e(@) = e(a)
dir. Dolayisiyla e(a) esgiigludiir.

Onerme 3.1.3 [20] (4,-) bir genellestirilmis monoid ve a € U(A) olsun.
Bu durumda,

a) e(a™!) =e(a)

b) (@) t=a
dir.

Onerme 3.1.4 [20] (4,) bir normal genellestirilmis monoid ve a,b € U(A) olsun. Eger

e(a)b™! = b~e(a) ise o zaman (ab)™! = b~ 1a~! dir.

Bir genellestirilmis monoidin altmonoidi ve genellestirilmis monoid homomorfizmi

kavramlar klasik cebir teorisindekine benzer olarak asagidaki gibi tanimlanabilir.

Tamm 3.1.3 [20] (4,)) bir genellestirilmis monoid olsun. Bos olmayan bir B € A
altkiimesine A nin bir genellestirilmis altmonoidi denir. Eger keyfi x,y € B i¢in xy € B ve

keyfi x € B i¢in e(x) € B ise.

Teorem 3.1.1 [20] (4,-) genellestirilmis monoidinin genellestirilmis altmonoidlerinin bir
ailesi {B;;i € I} ve N B; # @ olsun. Bu durumda N;B;, A nin bir genellestirilmis

altmonoididir.

Onerme 3.1.5 [20] Eger (4,-) bir genellestirilmis monoid ve a € A belirli bir eleman olsun.
Bu durumda A, = {x € Ale(x) = e(a)} ile gosterilen kiime A nin bir genellestirilmis

altmonoididir. Aslinda A, bir monoiddir.

Ispat Tiim x,y € A, icin e(x) = e(y) = e(a) dir. Buradan
(xy)e(a) = x(ye(a)) = xy
dir. Benzer sekilde
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e(a)xy = (e(a)x)y = (e(x)x)y = xy
dir. Béylece e(xy) = e(a), yani xy € A, dir. Onerme 3.1.2 den dolay1 eger x € 4, ise
e(e(x)) = e(x) = e(a) dir. Dolayisiyla e(x) € A, dir.

Uyan 3.1.1 [20] Bir A normal genellestirilmis monoidinde lokal birimlerin kiimesi E (4) =

{e(x)|x € A}, A genellestirilmis monoidinin bir genellestirilmis altmonoididir.

Uyan 3.1.2 [20] Her monoid bir genellestirilmis monoid degildir. Ornegin, mod 6 ya gore
kalan siiflarinin kiimesi Zg , X.9 = X.y seklinde tanimlanan carpim ile bir monoid
olmasina ragmen bir genellestirilmis monoid degildir. Ciinkii

31=33=35=3
olup 3 elemaninin lokal birim eleman: tek degildir. Dolayisiyla genellestirilmis monoid
olamaz.
Eger (M,.,1) monoidi E(M) = {1} lokal birimlerin kiimesine sahip ise o zaman bir

genellestirilmis monoiddir.

Ornek 3.1.1 [20] N3 kiimesini

(a,b,c) = (a’,b',c')=(a,b+Db',c")
Ikili islemi ile birlikte diisiinelim. Bu durumda (N3,x) bir normal genellestirilmis monoiddir.
Birim eleman keyfi bir (a,b,c) €N® i¢in e((ab,c))=(a0,c) seklindedir.
N x 2N X NwveN x {0} x N altkiimeleri, (N3,%)  genellestirilmis  monoidinin

genellestirilmis altmonoidleridir.

Ornek 3.1.2 [20] N x (N \ {0}) X N kiimesi
(a,b,c)o(a',b’,c") =(a,b+b',c").
islemi ile bir normal genellestirilmis monoid olup birim eleman e((a, b, c)) = (a,1,c)

seklindedir.

Tamm 3.1.4 [20] (A4,*) ve (B,°) iki genellestirilmis monoid olsun, bir f: A — B doniistimii
herhangi ay,a, € A icin f(a, *a,) = f(ay) o f(a,) esitligini sagliyorsa ona bir
genellestirilmis monoid homomorfizmi denir.

Eger f bir birebir homomorfizm ise, o zaman f nin (B,c) da gomiilii (embedded)

oldugu soylenir.
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Eger f bir bire-bir ve 6rten homomorfizm ise, o zaman f ye izomorfizm denir.

Uyan 3.1.3 [20] f: A — B genellestirilmis monoidlerin bir homomorfizmi olsun. Lokal
birimin tekliginden, herhangi bir a € 4 i¢in f(e4(a)) = eg(f(a)) nin B genellestirilmis

monoidinde bir lokal birim oldugu gelir.

Uyan 3.1.4 [20] (A,%) ve (B,o) iki genellestirilmis monoid, f: A — B genellestirilmis
monoid homomorfizmi ve a € A tersinir bir eleman olsun. Bu durumda f(a) tersinirdir ve

[f@]™" = f(a™) dir.

Uyan 3.1.5 [20] f:A — B bir genellestirilmis monoid homomorfizmi ve a € A olsun. Bu
durumda (Kerf), = {x € A| f(x) = ez(f(a))} ile gosterilen kiimeye f nin a daki
cekirdegi denir. Agikca

(Kerf)a = {x € Alf(0) = fea(@))}
dir.

Tanim 3.1.5 [20] f: A = B bir genellestirilmis monoid homomorfizmi olsun. Bu durumda
Kerf = Ugea(Kerf), ile gosterilen kiimeye f nin ¢ekirdegi denir.
Kerf = E(A) oldugu agiktir.

Ornek 3.1.3 [20] f:(N%+)> (Nx(N\{0)XxN,) , f((ab,c))=1(a2%c)
fonksiyonu bir bire-bir genellestirilmis monoid homomorfizmidir. Ayrica (Kerf)p,c) =

{(a,0,¢)} ve Kerf = N x {0} x N dir.
Onerme 3.1.6 [20] Bir sadelestirilebilir genellestirilmis monoid bir monoiddir.

Ispat a,b € A olsun ve e(a), e(b) sirasiyla onlarin lokal birimleri olsun. Birlesme
aksiyomundan

abe(ab) = ab = a(be(b)) = abe(b)
dir. Sadelestirme aksiyomu saglandigindan b = be(ab) ve e(ab) = e(b) elde edilir.
Benzer sekilde e(ab)ab = ab = e(a)ab olup e(ab) = e(a) oldugu gelir. Boylece her
a,b € Aicine(a) = e(b) = e dir.
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Onerme 3.1.7 [20] (4,*) bir genellestirilmis monoid ve x € A esgiiclii bir eleman olsun. Bu

durumda e(x) = x ve x € U(A) dir, yani x tersinir bir elemandir.

Ispat x? = x oldugundan, xx = x = xe(x) yazilir. x in lokal birim elemani tek oldugundan
x = e(x) olur. Dolayisiyla,
xx =x = e(x)

dir. x in tersi de tek oldugundan,
olup x € U(A) elde edilir.

Onerme 3.1.8 [20] (4,) ve (B,°) iki genellestirilmis monoid ve f: A — B bir homomorfizm
olsun.
a) Eger M, A nin bir genellestirilmis altmonoidiyse, f (M) de B nin bir genellestirilmis
altmonoididir.
b) Eger N, B nin bir genellestirilmis altmonoidiyse ve f~1(N) # @ ise f "1(N), A nin
genellestirilmis bir altmonoididir.
¢) Eger A bir normal genellestirilmis monoid ise, X = {(e4(a), f(a)|a € A} kiimesi,
(ea(a), f(@)) * (ea(b), f (b)) = (eala- b), f(a- b))

islemi ile bir genellestirilmis monoiddir.

a) Eger M, A nin bir genellestirilmis altmonoidiyse, o zaman hera,b € M igina - b €
M ve herhangi a € M igin e(a) € M dir.
Her x,y € f(M) i¢in f(a) =x, f(b) =y olacak sekilde a,b € M vardir.
Dolayisiylax ey = f(a) o f(b) = f(a-b) € f(M) dir. Eger a € M ise, 0 zaman
e(a) € M dir ve ayrica, f(a) € f(M),f(eA(a)) € f(M) olup buradan eB(f(a)) €
f(M) dir.

b) f71(N) ={a € A|f(a) € N} dir. Egera,b € f~1(N) ise, f(a), f(b) € N dir. N, B

nin bir genellestirilmis altmonoidi oldugundan, f(a)eo f(b) = f(a-b) EN ve
dolaysiyla a - b € f~1(N) elde edilir.
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Ayrica a € f71(N) yani f(a) € N bir eleman olsun. N, B nin genellestirilmis bir
altmonoidi oldugundan eg (f (a)) =f (eA(a)) € N dir. Boylece e4(a) € f~1(N)

olup dolayisiyla f~1(N), A nin bir genellestirilmis altmonoididir.

¢) Amnn bir normal genellestirilmis monoid oldugunu varsayalim, yani tim a, b € A
icines(a - b) = e, (a)ey(b) olsun. Bu durumda
[(ea(@), £ (@) * (ea(B), £(B))] * (ealc), £ (c)) = (e(ab), f(ab)) * (e(c), £ (<))
(ealabo), f(abc)) = (ea(a), f(@)) * (ea(be), f (b))
(ea(@), F(@) * [(ea(®), F(B)) * (ea(0), £ ()]

olup “ * ” isleminin birlesimli oldugu goriiliir.

Her (eA(a),f(a)) € X i¢in
(ea(@), f (@) * (ea(ea(@)), f(ea(@)))
= (ea(a- ea(@), f(a- ea(@)) = (ea(@), f(@)

ve
(ea(ea(@), f(ea(@))) * (ea(@), £ (@))
= (ealea(@a), f(es(@)a)) = (ea(a), f(a))
dir. e, (a) ve eg ( f (a)) =f (eA (a)) lokal birim elemanlarin tekliginden
e ((ea@), f(@)) = (ealea(@). f(ea(@))) = (ea(@), f(ea(@))
elde edilir.

Onerme 3.1.9 [20] (4,*) ve (B,o) iki genellestirilmis monoid ve f: A — B genellestirilmis
homomorfizm olsun.
a) Egera € Aise (Kerf), kiimesi A kiimesinin bir genellestirilmis altmonoididir.

b) Eger f birebir bir homomorfizm ve a € A ise, bu durumda (Kerf), = {e,(a)} olur.

Ispat
a) f(eA(a)) = eg (f(a)) oldugundan e4(a) € (Kerf), dir ve dolayisiyla (Kerf), # @
olur.

Her x,y € (Kerf), i¢in;
flxxy)=f) e f() =es(f(a)) o ep(f(@)
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= f(ea(@)) © f(ea(@) = f(ea(@) * e4(a)) = f(ea(a)),
olup Onerme 3.1.2 den f(x*y) = f(eA(a)) = eB(f(a)) gelir. Dolayisiyla x xy €
(Kerf), dir. Ayrica x € (Kerf), ise
fea) = es(F(0)) = e (f(ea(@)) = £ (ea(ea(@)))
dir.

Onerme 3.1.2 den f(es(x)) = f(es(a)) dir ve dolayisiyla f(e,(x))) = ez(f(a)) dur.
Boylece e4(x) € (Kerf), olup (Kerf), , A nin bir genellestirilmis altmonoididir.

b) Eger f bir birebir homomorfizm ve x € (Kerf), ise f(x) =ep (f(a)) = f(eA(a))
olup buradan x = e,(a) dir. Boylece (Kerf), S {es(a)} oldugu gelir. Diger taraftan
f(eA(a)) = eB(f(a)) oldugundan {e,(a)} € (Kerf), dir. Sonug olarak, (Kerf), =
{ea(a)} dur.

Onerme 3.1.10 [20] (4, ,1) iigliisii E(A) = {1} ile bir monoid ve (B,*) bir genellestirilmis
monoid olsun. Eger f: A — B bir genellestirilmis monoid homomorfizmi ise, 0 zaman By 4

kiimesi bir monoiddir ve f(A4), Bf() in bir genellestirilmis altmonoididir.

Ispat: By (1) kimesi agik olarak
Bry = {b € Blep(b) = es(f(1)} = {b € Bles(b) = f(ea(D))}
seklindedir. 1 elemani A da birim oldugundan e, (1) = 1 dir. Dolayisiyla
Br1y = {b € Bley(b) = f(1)}

olur. Onerme 3.1.5 e gore By (1) kiimesi bir monoiddir.

Eger a' € f(A) ise, o zaman f(a) =a' olacak sekilde bir a € A elemani vardir.

Dolayisiyla
axf(D=fl@*f)=flaD=fla=a

Ve

fOxa'=fM)*fl@=f1-a)=f(a)=d
diir. Buradan e(a’) = f(1) olup a’ € Bf(;) oldugu gelir.

Sonug olarak f(A) € By(y) dir. Eger a’,b’ € f(A) ise f(a) =a’, f(b)=Db"vea-
b € A olacak sekilde a, b € A vardir.
axb =f(a)«f(b)=f(a-b) € f(A)
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dir. Ayrica a’ € f(A) ise
es(a) = ep(f(a) = f(ea(@) = f(1) € f(A)

dir. Boylece f(A) goriintii kiimesi Bf(;y in bir genellestirilmis altmonoididir.

3.2 Genellestirilmis Gruplar

Tamm 3.2.1 [17] Bir G genellestirilmis grubu, bir: G X G — G, (g, k) — gk ¢arpma islemi
ile birlikte asagidaki aksiyomlar1 gercekleyen bir kiimedir.
i. Keyfig,k,n € G igin (gk)n = g(kn) (birlesme aksiyomu)
ii. Keyfi g € G igin yegine e(g) € G eleman1 vardir 6yle ki ge(g) =e(g)g =g
(birim eleman aksiyomu)
iii. Keyfi g €G i¢in g71 € G vardir dyle ki gg~! =e(g) =g 'g (ters eleman
aksiyomu)

Bir genellestirilmis grubu karakterize eden su 6nerme dnemlidir.

Onerme 3.2.1 [17] Bir G genellestirilmis grubu igin su 6zellikler vardir:
i e(e(g)) =e(@veelg) =e(g), VgEG
ii. (g Hl=g, Vgea.

Ispat
i. Bir G genellestirilmis grubunda keyfi bir g eleman: i¢cin g = ge(g) = e(g)g olacak
sekilde yegane e(g) birimi vardir. Bu esitlikte g elemani yerine e(g) yazilirsa
e(e(g))e(g) = e(g) esitligi elde edilir. Son ifadenin her iki tarafi sagdan g ile isleme tabi
tutulursa
le(e(9))e(@)]g = e(g)g
bulunur.
Birlesme &zelligi geregince e(e(g))[e(g)g] = g olur. Buradan e(e(g))g = g gelir. Aymt
adimlar soldan uygulanirsa ge(e(g)) = g elde edilir. Birim elemanin tekliginden dolay1
e(e(g)) = e(g) gelir.
Ikinci olarak keyfi bir g € G igin e(g™1) = e(g) esitliginin saglandigini gdsterelim. g € G
icin,
g=ge(@ =979 =g(g7'e(g™)g = (e(gle(g™)g
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dir. Benzer sekilde
g=g(e(g™")e(9)
olur. e(g) yegéane oldugu i¢in
e(9)e(g™)) =e(@g™) = e(9)
olup
e(g™") =e(g)

bulunur.

ii. Ters eleman aksiyomu geregince,
(gD lg =e(g™) =elg)
dir. Bu ifadenin her iki tarafi sagdan g ile isleme tabi tutulursa
[(g7) g7 g =e(g)g
bulunur. Bu ifadenin sol tarafina birlesme aksiyomu uygulanirsa
(@' =D (@)= (elg™) =@ H el = H™"
elde edilir. Béylece (g71)~! = g oldugu gelir.

Teorem 3.2.1 [17] Bir G genellestirilmis grubunda her elemanin bir tek tersi vardir.

Ispat g € G nin iki farkl ters eleman1 m ve n olsun. O halde, mg = gm = e(g) ve ng =
gn = e(g) dir. Bu iki esitlikten m(gn) = m(e(g)) oldugu gelir. Boylece e(g)n = me(g)

olup buradan m = n elde edilir.

Ornek 3.2.1 [17] IR reel sayilar kiimesini gostermek iizere G = IRxIR \ {0} X IR carpim
kiimesini diisiinelim. G kiimesi
(g1, My, k1) (g2, Ry, ky) = (higy, hihy, hiky)
carpma islemi ile birlikte bir genellestirilmis gruptur.
Tanim 3.2.1 deki aksiyomlar1 saglatalim.
i. (91, hy,kq), (g2, hy, ky), (g3, hs, k3) € G olsun. Bu durumda,
[(g1, 1, k1)(G2, hz, k2)1(g3, ha, k3) = (hyga, iy, haks)(gs, ha, ks)
= [(h1hy) g3, (hihy)hs, (hihy)ks]
= [h1(h293), hi(hzh3), hy(hyks3)]
= (g1, Ny, k1) (hy g3, hyhs, hoks)
= [(g1, h1, k1) (g2, hz, k2) (g3, 3, k3)]
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oldugundan birlesme 6zelligi saglanir.

ii.  (g1,hq,kq) € G igin birim eleman e(gy, hq, ky) = (91 1, ) seklindedir.
Gergekten,
(g1, h1 ki)e(gy, by, ky) = e(gy, by, ko) (&; 1,:_1)

h hk
< 191 had, 1 1)
hy ' hy
= (g1, h1, k1)

Diger taraftan

g1

h1 )(91'}11']‘1)

e(g1, hy,k1)(g1, he, kq) = <

esitligi saglanir.

iil. (g1, hq, ky) € G ters eleman (g;, hy, k)7t = (— = —) kurali ile verilir.

h?’hy’ h?
Gergekten,

9 1k
2, R

_ h191 i hiky
h? "hy’ h?
<g1 1 k1)
hy’"h

= e(gq, hy, ky)

(g1, h1, k1) (91, by, k)™ = (g1, Ry, ke) (

Ve

g1 1 kg

(g1, hy, k1) 791, Ry, k) = (h_%' h—l, h_f> (91, h1, kq)

_ ( 1 1 1 )
hig, hihy " hik,
<91 1 k1)
hy" " hy

= e(g1, hy, ky)

olup, tiglincii aksiyom da saglanmis olur.

Sonug olarak G bir genellestirilmis gruptur.
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Ornek 3.2.2 [17] G, m islemi ile birlikte bir genellestirilmis grup olmak iizere, G X G
carpim kiimesi,

my((g, k), (h,1)) = (m(g - b), m(k - 1))
seklinde tanimlanan m, islemi ile birlikte bir genellestirilmis gruptur. Keyfi bir (g, k)
elemant icin birim e; ((g, k)) = (e(g), e(k)) ve ters (g, k)™* = (g1, k1) seklindedir.

Uyari 3.2.1 Tanim 3.2.1 den her grup bir genellestirilmis grup olmasina ragmen bunun aksi
her zaman gecerli degildir. Asagidaki teorem bu durumun aksinin ne zaman gegerli oldugunu

belirtmektedir.
Teorem 3.2.2 [17] Her G abelyen genellestirilmis grubu bir gruptur.

Ispat Grup ile genellestirilmis grup arasindaki en belirgin fark birim elemanin tekligidir.
Dolayisiyla bir G abelyen genellestirilmis grubundaki keyfi se¢ilen g, h € G elemanlari i¢in
birimin ayni oldugunu géstermek, yani e(g) = e(h) oldugunu ispatlamak yeterlidir.
g,h € G igin
ge(g) = e(g)g ve he(h) = e(h)h
ifadeleri dogrudur. Bu ifadeler sirasiyla h ve g ile sagdan igleme tabi tutulursa
e(g)g =g = (e(g)g)h = gh
= e(g)(gh) = gh
= e(g) = e(gh)
ve
e(h)h =h = (e(h)h)g = hg
= e(h)(hg) = hg
= e(h) = e(hg)
bulunur. G degisimli oldugundan, gh = hg i¢in e(gh) = e(hg) yazilir.
Diger taraftan birim eleman tek oldugundan e(g) = e(gh) = e(hg) = e(h) elde edilir.
Bu sonug G abelyen genellestirilmis grubunda birim elemanin tek oldugunu sdyler. O halde

G bir gruptur.

Tanmm 3.2.2 [17] G genellestirilmis grubu keyfi g,h € G elemanlart i¢in e(gh) =
e(g)e(h) esitligini sagliyorsa G ye normal genellestirilmis grup denir.
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Ornek 3.2.3 [20] Mod 6 ya gore kalan smiflarmin kiimesi Zg
X*xy=3Xx+4y

ikili islemi ile her elemanin esgiiclii oldugu bir normal genellestirilmis gruptur.

Uyann 3.2.2 [17] Biitiin elemanlar1 esgiicli olan bir genellestirilmis monoid bir

genellestirilmis gruptur.

Onceki boliimde gruplar icin verilen Teorem 2.3.4 genellestirilmis gruplar soz
konusu oldugunda gecerli degildir. Bununla birlikte benzer bir durum genellestirilmis

gruplar icin asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 3.2.3 [13] G, her a,b € G igin e(a)b™! = b~ te(a) esitliginin saglandig1 bir

normal genellestirilmis grup olsun. Bu takdirde her a,b € G igin (ab)™! = b~1a™? dir.

Teorem 3.2.4 [17] Bir G genellestirilmis grubunun bos olmayan bir H altkiimesi

genellestirilmis altgruptur gerek ve yeter sart her h, k € H i¢in hk™! € H dir.

Ispat

(=) H genellestirilmis altgrup olsun. Bu durumda her h,k € Higcink™* € Hve hk ' € H
dir.

(&) Keyfi h,k € H igin hk™! € H olsun. Bu takdirde kk™* = e(k) e H, e(k)k™! =
ke H ve hk=h(k )" € H olup H bir genellestirilmis gruptur. Bu sebeple de

genellestirilmis altgruptur.

Teorem 3.2.5 [17] G bir genellestirilmis grup olmak {izere G nin kesisimleri bos olmayan
genellestirilmis altgruplarinin {H;|i € I} ailesi verilsin. Bu durumda H = N;¢; H; # @ ise G

nin bir genellestirilmis altgrubudur.

Ispat Onceki teoremden keyfi h,k € H icin hk~' € H oldugunu ispatlamak yeterli
olacaktir.
h,k € H= Vi€ li¢in h, k € H;

= Vi € I icin hk™1 € H; (giinkii her bir H; genellestirilmis alt grup)

= hk ' € H = N H;

30



olur. Ispat tamamlanmus olur.

Klasik cebirde bir grubun herhangi iki altgrubunun kesisimi bos olamaz. Arakesit kiimesi en
azindan birim elemani i¢cermek zorundadir. Fakat genellestirilmis gruplarda bu durum

gecerli degildir. Bunu bir 6rnekle gosterelim.

Ornek 3.2.4 [17] G =1IR x (IR\ {0}) x IR kiimesi, (m,n,k)(u,v,z) = (nu,nv,nz)
carpimi ile bir normal genellestirilmis gruptur.
Hy = {0} x {1} x (IR \ {0})
ve
Hz = (IR \ {0}) x {1} x {0}
kiimeleri yukarida tanimlanan islem ile G nin iki genellestirilmis altgrubudur ve agikca

kesigimleri bos kiimedir.

Teorem 3.2.6 [17] G genellestirilmis grubundaki keyfi bir g elemani igin
Gy ={x € G:e(x) =e(g)}

kiimesi, bir genellestirilmis altgruptur. Esasen, G, bir gruptur.

Ispat Keyfi x,y € G, i¢in
(xy)e(g) = (xy)e(y) = xy
ve
e(g)(xy) = e(x)(xy) = xy
esitligini yazabiliriz. Buradan e(xy) = e(g) oldugu agiktir.
Ayrica e(y) = e(y™!) dir. Bdylece xy~! € G, olup xy~! € G, dir. Sonug olarak G, G nin

genellestirilmis altgrubudur.

Diger taraftan birim doniisiim G, lizerinde bir sabit donilisiim oldugu i¢in G, aslinda bir

gruptur.
Tamim 3.2.3 [17] iki genellestirilmis grup G ve H olmak iizere ¥: G — H morfizmi keyfi g,

k € G icin Y(gk) = Y(g)yY (k) esitligini gergekliyorsa i morfizmine genellestirilmis grup

homomorfizmi ad1 verilir.
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Ornek 3.2.5 [17] G = IR x (IR \ {0}) kiimesi, (g, k)(m,n) = (km, kn) islemi ile agikca

bir genellestirilmis grup olup keyfi bir (g, k) eleman1 i¢in birim ve ters elemanlar

g
e(g, k) = (E'l)
ve
_ 1
(@07 = (73)
olarak tanimldir.
K = IR kiimesi de mn = n ¢arpimi ile genellestirilmis grup olup keyfi bir m € K eleman

~1 = m olarak tanimlidir.

icin birim ve ters elemanlar e(m) = (m) ve m
Bu yollarla belli olan G ve K arasinda

Y:G - K,
9

morfizmi bir genellestirilmis grup homomorfizmidir.

Gergekten, keyfi (g, k), (m,n) € G igin

Y((g,k)(m,n)) = P(km, kn) = k_’: _ %
Ve
(g, k)Y(m,n) = % . % _ %

dir. Dolayistyla ((g, k) (m,n)) = ¥(g, k) (m, n) oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.7 [17] G ve H iki ayrik genellestirilmis grup ve ¢ : G — H onlar arasinda bir
homomorfizmi olsun. Bu durumda,
i. Keyfig € Gicinyp(e(g)) =e(yp(g)), H de birim elemandir.
ii. Keyfig€Gicinyp(g™") = [P(g)]™!
iii. Bir K genellestirilmis altgrubunun goriintisi P(K) de bir genellestirilmis
altgruptur.
iv. G normal ise {(e(g),lp(g))Lg € G} kiimesi
(e(9), ¥(9) (e, p(K)) = (e(gk), ¥(gk))
carpimi ile U (g)eq tp(Ge(g)) seklinde gosterilen bir genellestirilmis gruptur.
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Ispat

ii.

iii.

1v.

Keyfi g € G icin ¥(e(g)) = e(y(g)) ile tanimli olan e(y(g)) nin H de birim
oldugunu ispatlayalim. Soyle ki, e(¥(g))¥(g) = ¥(g) esitliginin sagladigim
gostermeliyiz:
e(¥(@)¥(9) = Y(e(@))y(g) = P(e(9)9) = ¥(g)
ve
Y(@e(¥(9) = v(@y(e(9) = ¥(ge(d) = ¥(g)
olup l/)(e (g)) = e(lp(g)) H de birimdir. Diger bir ifadeyle her genellestirilmis grup
homomorfizmi birimi birime doniistiiriir.
Keyfi bir g € G i¢in
g™ =ye(g™g™
=Y(e(9)g™
= p(e(@)¥(g™
=e(¥(9))¥g™
= @I Y @vg™
=@ Y™
= (@] ¥(e(®)
=[] "e(¥(9))
= [Y@] te(P(@]l™)
= [l

olup ispat tamamlanur.

Herhangi keyfi m,n € ¥(K) elemanlarini ele alalim. Bu durumda agik¢a ¥ (g) =
m, ve Y(k) = n olacak sekilde K da g ve k elemanlar1 mevcuttur.
K genellestirilmis altgrup oldugundan Teorem 3.2.5 geregince gk~ € K dur.
Buradan

Y(gk™) =@y k™) = P(@p U] = mn™" € P(K)
dir. Dolayisiyla yine Teorem 3.2.3 geregince ¥(K), H nin bir genellestirilmis
altgrubudur.

Tanim 3.2.1 deki aksiyomlarin ger¢eklendigini gosterelim.

*Her g, k,n € G icin
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[(e(9), (@) (elk), Y (k)] (e(n), v () = (e(gk), p(gk))(e(m), p(n))
= (e(gkn), ¥ (gkn))

Ve
(e(@), ¥(@)[(el), w(k))(e(m), w())] = (e(g), Y(9))(e(kn), (kn))

= (e(gkn), P (gkn))
olup bu iki esitlikten

[e(9), ¥(g)(e(k), p ()] (e(m), p () = (e(9), ¥(g))[(e ), (k) (e(m), h())]

oldugu gelir. Yani ilk aksiyom olan birlesme 6zelligi aksiyomu gerceklenir.

* Keyfi bir g € G elemani alalim. Bu durumda (e(g),%(g)) EUg(g)ec w(Ge(g))
elemant i¢in birim
e(e(9).¥(9)) = (e(9) w(e(9)))

ile taniml1 olup buradan

(e(@), ¥w(@))e(e(9), ¥(9)) = e(e(g), ¥(9))(e(g), ¥(9))
= (e(9). ¥ (9))

oldugu elde edilir.

« Keyfi bir g € G elemani alalim. Bu durumda (e(g), ¥(9)) €U.(g)ec ¥(Ge(y))
elemant icin ters eleman
(el w(@) " = (elg), ()™
seklinde taniml1 olup buradan
(e(9).¥(@)(e@ (@) = (el (@) (ee) ¥(9))

= e(e(9),¥(9))
oldugu elde edilir.

Tamm 3.2.4 [17] Bir y: G — K genellestirilmis grup homomorfizmi ve keyfi bir g € G

eleman1 verilsin. Bu durumda 1 nin g deki ¢ekirdegi
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ker g = {x € Glp(x) = (e(9))}

seklinde tanimlanan G nin altkiimesidir.

Teorem 3.2.8 [17] Bir : G — K bir genellestirilmis grup homomorfizmi ve keyfi bir g €

G elemant verilsin. Bu durumda yukaridaki gibi tanimlanan s nin g deki ¢ekirdegi

kerg) = {x € GIW() = Y(e())}
kiimesi G nin bir genellestirilmis altgrubudur. Ustelik (s birebirdir ancak ve ancak herhangi

g € G eleman icin kery 4 = {e(g)} dur.

Ispat Once kery 4 nin bir genellestirilmis altgrup oldugunu gosterelim. Bunun igin

herhangi iki x,y € kery,g) elemani alalim. Bu durumda
Plxy™) = PPt
= p(e(@)p(e(9)
= Y(e(@))(e(®)
= P(e(9)¥(e(9))

olup Teorem 3.2.3 geregince xy~* € kery gy dir. Yani kery(yy, G nin genellestirilmis

altgrubudur.

Simdi teoremin ikinci kismini ispatlayalim.

Y birebir olsun. Bu durumda agik¢a herhangi bir g € G i¢in kery 4 = {e(g)} dir.
Diger taraftan kery,) = {e(g)} oldugunu kabul ederek 1 nin birebir oldugunu
ispatlayalim. Bunun i¢in /(x) = ¥(y) oldugunu kabul edelim. Bu durumda
YY) = PP = Y(e())
dir. Buradan
Py =9(e())
elde edilir. kery,) = {e(y)} oldugundan
xy "t =e(y)=e(™
dir. Ayn1 sekilde P (y~1x) = P(e(y)) dir. Béylece

ylx=e() =e(y™)
dir. Boéylece x = (y~1)71 = y elde edilir. Yani ¥ birebirdir.
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Teorem 3.2.9 [17] G, e birim elemani ile bir grup olmak iizere : G — K genellestirilmis

grup homomorfizmi verilsin. Bu durumda ¥(G) gortntiisii Ky nin bir genellestirilmis

altgrubudur. Ustelik, 1(G) esasen bir gruptur.

Ispat: Herhangi bir h € ¥(G) alaim. Bu durumda ¥(g) = h olacak sekilde bir g € G

mevcuttur. Buradan

hyp(e) = Y(g)P(e) =P(ge) =P(g) =h

Ve

Y(e)h =y(e)yY(g) =y(eg) =¢(g) =h
dir. O halde e(h) = Y (e) olup buradan h € Hy., elde edilir.

Tanim 3.2.5 [16] Bir G genellestirilmis grubunun N genellestirilmig altgrubu verilsin.
Herhangi bir a € G i¢in

G, =1{g € Gle(g) = e(a)}, No = N N Gy ve P, = P|Gy
olmak iizere eger N, = @ ise ya da N, = keryq) olacak sekilde bir E genellestirilmis
grubu ve Y: G — E genellestirilmis grup homomorfizmi mevcutsa N ye bir genellestirilmis

normal altgrup adi verilir.

Ornek 3.2.6 [17] Bir nceki 6rnekte ayritilar1 verilen G = IR x (IR \ {0}) genellestirilmis
grubunu ele alabm. Bu durumda N = {(m,n)|m € IR veyam = n} kiimesi G nin bir
genellestirilmis normal altgrubudur.

Tanmim 3.2.5 deki ilgili E genellestirilmis grubu, G = IR X (IR \ {0})  genellestirilmis

grubunun kendisi olarak alinir ve : G — E genellestirilmis grup homomorfizmi de
m
Y(m,n) = (z, 1)

ile verilir.

Teorem 3.2.10 [17] Bir G normal genellestirilmis grubu ve onun bir N genellestirilmis

normal altgrubu verilsin. Bu durumda G /N = Ugeq Gy / Ny kiimesi
:G/N x G/N - G/N,[(xNy, yNy)]| = xyNy

carpimi ile bir normal genellestirilmis gruptur.
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Ispat G/N nin tammindan, eger Gy = Gy ise o zaman N; = Ny dur, dolayistyla G, /N, =
Gy /Ny dir. Boylece G /N birlesim kiimesi, ayrik G ler iizerinden almabilir.
Ikinci olarak garpimn iyi tamimlandigmi gosterelim. N ye karsilik gelen genellestirilmis
grup homomorfizmi : G = E olsun.
Bu durumda g € G igin Ny = kery, ve Ny # @ dir. Eger x;N; = x,N,; ve y; Ny = y, Ny
ise 0 zaman ng € Ny ve ny € N mevcuttur dyle ki x; = x,94 ve y; = y 3 dir. G bir
normal genellestirilmis grup oldugundan i = 1,2 i¢in
e(xiyi) = e(x)e(y) = e(g)e(k) = e(gk)
dir. Dolayistyla x4, X,y, € Ggy dir ve
l/)gk(xlyl) = l/)(xzn J’znk)

= Y)Y (ng)Y(y2)Y ()

= Y)Y (e(@))p )y (e(®)

= P (x2e(9)) P (y2e(K))

= Y)Y (y2)

= Il)gk(xzyz)
dir.
Buradan x;y, ker g = x5y, ya da x;1¥1 Ny = X, Ngj oldugu gelir.
Simdi e(xNg) = e(x)N; oldugunu gdsterelim. (xNg)(yNk) = (yNk)(xNg) = xNgj
olsun. Boylece

e(k)e(g) = e(kg) = e(g) = e(gk) = e(g)e(k)

dir. Dolayisiyla e(k) = e(e(g)) =e(g) ve Ny = N, dir. Boylece G,;/Ny , e(x)N,; =
e(g)Ny birim elemam ile bir gruptur ve dolayisiyla yN, = yN, = e(x)N, dir. Diger

ozelliklerin ispat1 kolayca gosterilir.

Ayrintilar1  bu  sekilde tanimlanan G/N genellestirilmis grubuna boliim

genellestirilmis grubu adi verilir.

Tamm 3.2.6 [17] Herhangi iki G ve K genellestirilmis gruplarinin ¢arpimi
GXK={(g,k)g €GkEK}
kiimesidir.

Teorem 3.2.11 [17] Herhangi iki G ve K genellestirilmis grubunun
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GxK={(91,k)lg1 €G ks €K}
carpimi
(91, k1) (92, k2) = (9192, k1k>)

ile tanimlanan ¢arpim ile bir genellestirilmis gruptur.

Ispat Carpim isleminin kapali oldugu ve birlesimlilik aksiyomunu sagladig1 agiktir. Diger
taraftan keyfi bir (g, k) € G X K elemant igin birim eleman e(g, k) = (es(g), ex(k)) ve
ters de (g,k)™' = (g% k™ 1) seklinde tanimhdir. Tanim 3.2.1 deki (ii) ve (iii)

aksiyomlarinin saglandigi kolayca gortiliir.

Tanim 3.2.7 [12] Bir G genellestirilmis grubunun bir S kiimesi iizerine genellestirilmis
etkisi asagidaki iki sart1 saglayan bir
G XS->S
(9. x)—g-x
dontistimiidiir.
i. Herg,, g, €Gvex €Sigin(9192)  x = g1 (g2 " %)
ii. Herx € Sigine(g) € G vardir 6ylekie(g) - x = x

Bu durumda S kiimesine, bir (sol) G - kiimesi denir.

Ornek 3.2.7 [13] S = IR X (IR\{0}) kiimesini ve (a,1)(b,1) = (b, 1) carpma islemi ile
birlikte G = IR X {1} genellestirilmis grubunu ele alalim. Bu takdirde
:GXS—>S
((a, 1), (c, d)) — (c,d)
doniisiimii bir genellestirilmis etkidir. Gergekten,
i. Her(a,1),(b,1) € G ve(c,d) €S i¢in
(@DGD) (@d) = b1 (d = (cd
ve
@D (b, DEd) = (@D (d = (cd)
olup etkinin ilk sart1 saglanmis olur.
ii. G genellestirilmis grubunda herhangi bir (a, 1) elemant i¢in birim eleman kendisidir.
Yani e(a,1) = (a,1) dir. Diger taraftan etkinin tanimlanmasindan dolay1 her
(c,d) € S i¢in her zaman e(a,1) - (c,d) = (c,d) olacak sekilde bir e(a, 1) =

(a,1) € G vardir. Dolayistyla etkinin ikinci sart1 agikardir.
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Boylece G genellestirilmis grubu S {izerine etki eder.

Teorem 3.2.12 [13] f:G — E bir genellestirilmis grup homomorfizmi olsun. Bu takdirde
@:GXE —E,(ab)— f(a)b
bir genellestirilmis etkidir.

Ispat a,a’ € G ve a € E olsun. Bu durumda
¢(a f(a@, b)) = f(@ep(a',b) = f(a)(f(a)b) = f(aa)b = p(aa’, b)
dir. Ayrica, eger a € f~1({e(b)}) ise 0 zaman
p(e(a),b) = f(e(a))b = e(f(a))b = e(e(b))b =e(b)b=0>b
dir. Boylece ¢ bir genellestirilmis etkidir.

Ornek 3.2.8 [13] G =IR x (IR \ {0}) kiimesi, iizerinde tanimlanan (a,b) - (c,d) =
(bc, bd) ¢arpma islemi ile ve IR de iizerinde tanimlanan ab = b ¢arpma islemi ile birer

genellestirilmis gruptur. Ayrica

a
f:G - IR,(a,b) =y

bir genellestirilmis grup homomorfizmidir. Bu takdirde

:G X IR - IR

ac
((@,b),0) = 5

doniisiimii yukaridaki teoreme gore bir genellestirilmis etkidir.

Bir genellestirilmis grup etkisi ile bir grup etkisi arasindaki iliskiyi bir sonug ile ifade

edelim.

Sonug 3.2.1 [13] Tanim 3.2.7 deki G grubu, abelyen bir genellestirilmis grup olarak alinirsa,

G grubunun S kiimesi tizerindeki bilinen grup etkisi elde edilir.

Eger Tanim 3.2.7 deki S kiimesi, bir genellestirilmis grup olarak alinirsa, bir G
genellestirilmis grubunun bir § genellestirilmis grubu iizerine genellestirilmis etkisi
asagidaki sekilde tanimlanabilir. Bu tanim, bir sonraki boliimde genellestirilmis ¢apraz

modiil kavraminin tanimlanmasinda kullanilacaktir.
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Tanim 3.2.8 [13] G ve S iki genellestirilmis grup olsun. Bu durumda bir G genellestirilmis
grubunun bir S genellestirilmis grubu lizerine genellestirilmis etkisi asagidaki sartlari
saglayan bir
G XS->S
@x)Pg-x
dontlistimiidiir.
i. Hergy, g, €Gvex €Sicin(g:9;) x =91 (92" %),
ii. Herg €Gvex;,x, €Siging - (xyx3) = (g-x1)(g " x3),
iii. Herx € Sigine(g) € G elemani vardir 6yle ki e(g) - x = x
Ayrica, agagidaki sart da bu sartlara eklenebilir. Bununla birlikte bu sart digerlerinden
kolayca elde edilebilir.
iv. Herg€ Gvex € Sicing-e(x)=e(x).

Ornek 3.2.9 [13] Herhangi bir G genellestirilmis grubu, kendisi iizerine g - h = h garpim
ile etki eder. Gergekten, Tanim 3.2.8 de verilen kosullarin saglandigini gosterelim.
i. Keyfi g,hk €G elemanlant i¢in (gh)k=k ve g-(h-k)=g-k=k du.
Buradan (gh) - k = g - (h - k) olup ilk kosul saglanir.
ii. Keyfi g,h,k €G elemanlar1 igin g-(hk) =hk ve (g-h)(g-k) = hk olup
buradan g - (hk) = (g - h)(g - k) esitligi elde edilir.
iii. Keyfi h € G i¢in e(g) * h = h oldugundan, e(g) € G birim eleman1 mevcuttur.
Yani, e(g) nin varlig1 dogrudan etkinin tanimlanmasindan gelir.
iv.  Keyfi g,h € G igin g - e(h) = e(h) oldugundan, dordiincii kosul da dogrulanmis

olur.

Simdi genellestirilmis etki yardimiyla tanimlanan iki genellestirilmis grubun yar1 direkt

carpiminin da bir genellestirilmis grup yapisina sahip oldugunu bir 6nerme ile verelim.

Onerme 3.2.2 [13] iki genellestirilmis grubun yar1 direkt ¢arpimi da bir genellestirilmis
gruptur.

Ispat G ve H iki genellestirilmis grup olsun. H nin G iizerine genellestirilmis etkisini ele
alalim. Sdyle ki, Tanim 3.2.8 de verilen kosullar1 saglayan bir

tHXG->G,(b,a)—b-a
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donilistimii mevcuttur.
H x G ile gosterilen G ve H nin yar1 direkt carpimi lizerinde asagidaki gibi bir carpim
islemi tanimlayalim:

(b, a)(bby,a(b - a,))
Bu ¢arpima gore, (b, a) € H X G ¢iftinin birim eleman1 e(b, a) = (e(b), e(a)) ve (b,a) €
H X G ¢iftinin tersi ise (b,a)™t = (b1, b1 - a™1) seklindedir.

Gergekten,
(b,a) (e(b, a)) = (b,a) (e (b), e(a))
= (be(b), a(b . e(a)))
= (b, ae(a))
= (b,a)
ve

(e(b, a))(b, a) = (e(b),e(a))(b, a)
= (e(b)b,e(a)(e(b) - a))
= (b, e(a)a)
= (b, a).
dir. Diger yandan,
(b.a)(b.a)'=.a)(b~L,b7t-a™1)
- (bb—l,a(b (b1 a—l)))
- (e(b),a((bb—l) : a—l))
= (e(b),ale(b) -a™))
= (e(b),aa™)
= (e(b),e(a))
= e(a,b)
ve
(b,a) (b,a) = (b~1, b7 -a1)(b,a)
=7, (bt a )bt a))
= (e(b),b‘1 . (a‘la))
= (e(b),b‘1 . e(a))
= (e(b),e(a))
= e(b,a).
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Son olarak, birlesme (associativity) 6zelliginin saglandig1 gosteririlirse ispat tamamlanmis
olur.
Keyfi (b, a), (by,a,), (by,a;) € H X G elemanlart igin,

((b; a), (by, a1))(b2' a,) = (bbp a(b - a1))(b2' a,)

= (bbb alb - a)((Bb)) - a))
= <bb1b2,a (b - (ay (b, - az)))) G.1)

Ve

(b, a)((bp a,), (bs, az)) = (b, a)( bib;, a, (b, - az))
= (biba(b- (b -a)))) (G2

dir. (3.1) ve (3.2) den ((b, @) (b1, a1)) (b, a;) = (b, a)((by, a1)(b,, a,)) elde edilir.

Boylece H X G yari1 direkt ¢arpimi bir genellestirilmis gruptur.

3.3 Genellestirilmis Caprazlanms Modiiller

Bu boliimde, genellestirilmis gruplar iizerinde genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil
kavrami tanimlanmaktadir. Genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil, klasik gruplar {lizerinde

tanimlanan ¢aprazlanmis modiil yapisinin daha kapsamli bir genellemesidir.

Tammm 3.3.1 [13] Bir (M,P,5) genellestirilmis c¢aprazlanmis modili, M ve P
genellestirilmis gruplarindan, sinir doniisiimii denilen bir 6: M — P genellestirilmis grup
homomorfizminden ve P nin M iizerindeki bir genellestirilmis etkisinden olusan bir cebirsel
yapidir dyle ki agagidaki kosullar saglanir:

GCM1) 5(m - p) = pS(m)p~1, herm € M ve p € P igin.

GCM2) 5(m) -n = mnm™1 herm,n € M icin.

Ornek 3.3.1 [13] K bir genellestirilmis grup ve
I(K) ={filfu:K = K, fi(k") =kk'k™, herk,k' € K}
kiimesi K nin i¢ otomorfizmlerinin genellestirilmis grubu olsun. Bu takdirde
6:K - I(K), 6(k) = fi
genellestirilmis grup homomorfizmi ve

IK)XK > K
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(fio k) = fi - k' = fi(k) = kk'k ™
genellestirilmis etkisi ile (I(K), K, §) ¢aprazlanmis modiilii elde edilir. Gergekten
GCM1) §(fi- k') = 8(fi (k) = S(kk'k™) = §(R)SUKNS (k™) = fr 8 (k™) fi Y,
GCM2) 5(k).k' = fi.k' = fr, (k") = kk'k™?
olup Tanim 3.3.1 deki sartlar saglanir.

Ornek 3.3.2 [13] G nin genellestirilmis bir grup ve N nin G nin genellestirilmis normal
altgrubu oldugunu varsayalim. Bu takdirde
6 =i:N — G, n — n dahil etme homomorfizmi ve
GXN-N,(gn)»g-n=gng?
genellestirilmis etkisi ile bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil elde ederiz.
Gergekten,
GCM1) 5(g -n) = 6(gng™) = gng™' = gé(m)g~*,
GCM2) 65(n) -n'=n-n' =nn'n"?
olup Tanim 3.3.1 deki sartlar saglanir.

Simdi, bu 6rnegin daha anlasilir olmasi igin bunu sirasiyla Ornek 3.2.5 ve Ornek

3.2.6 deki G genellestirilmis grubuna ve N genellestirilmis normal altgrubuna uygulayalim.

Ornek 3.3.3 [13] 6 =i:N—->G, (a,b) - (a,b) dahil etme homomorfizmini ve
genellestirilmis etki

GXN->N

((@ b)Y, (c,d)) — (%,d)

genellestirilmis etkisini ele alalim. Bu genellestirilmis etki, G ve N {izerindeki islemler

kullanilarak gng~?! bigiminde tanimlanan eslenik etkidir. Yani,
(a,b) - (c,d) = (a,b)(c,d)(a,b)~*
a 1
= (al b) [(Cl d) (b_zJ;):l
_ da d
= (a,b) (bz 'b)
— (bda bd
- ( b2’ b)
— (42
- (b ’d)'
Simdi genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil olma kosullarini kontrol edelim.
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GCM]I) (a,b) € G ve (c,d) € N igin:
d d
5((ab) - (c,d)) = (S(f,d) _ (f,d)
Ve

a 1
(a,b)é(c,d)(a,b)™t = (a,b)é(c,d) (ﬁ'E)

_ (da d)

=(5-4a).
Dolayistyla, 5((a, b) - (c,d)) = (a,b)5(c,d)(a, b)~* elde edilir.
GCM2) (c,d),(m,n) € N igin:

nc
5(c,d) - (m,m) = (,d) - (m,n) = ()

Ve

1
(e, d)(m,n)(c, )~ = (c,d)(m,n) (é,a) _ (%n)
Dolaysiyla, §(c,d) - (m,n) = (¢, d)(m,n)(c,d) ™! elde edilir.

Boylece (G, N, i) bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modildiir.
Simdi genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil homomorfizmi kavramini tanimlayalim.

Tanmm 3.3.2 [13] (M, P, §) ve (M', P', §") iki genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil olsun.
Bir (¢,y):(M,P,5) - (M',P’,8") genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil homomorfizmi,
@:M — M've : P — P’ genellestirilmis grup homomorfizmlerinin bir ikilisidir dyleki
asagidaki esitlikler saglanir:

Yod=08opvep(p-m)=1yY(p)- e(m), herm € M vep € P igin.

Boylece, genellestirilmis ¢aprazlanmis modiiller ve onlarin homomorfizmlerinden

olusan GCM kategorisi elde edilir.
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3.4 Genellestirilmis Halkalar

Tamm 3.4.1 [19] Bir genellestirilmis halka, asagidaki aksiyomlar1 saglayan iki farkli
+:(x,y)—x+yve.:(x,y) — x.y,
islemleri ile donatilmis bos olmayan bir R kiimesidir.
i. x+@W+z)=(x+y)+z buradax,y,z € R dir
ii. Herx € R i¢in yegane e(x) € R vardir 6ylekix + e(x) = e(x) +x = x
iii. Herx € Riginx + (—x) = (—x) + x = e(x) olacak sekilde —x € R vardir
iv. Herx,y,z€Riginx.(y.z) = (x.y).z
v. Herx,y,z€Riginx.(y+z)=x.y+x.zve(x+y).z=x.z2+Yy.z.

(1), (ii) ve (iii) 6zellikleri (R, +) nin genellestirilmis bir grup oldugunu ifade eder.

Aciklama 3.4.1 [19] (iii) aksiyomu ve + isleminin birlesimliliginden her x € R igin e(x) +
e(x) = e(x) oldugu kolayca goriiliir. Buradan, e(e (x)) = e(x) oldugu gelir ve dolayisiyla

karsilik gelen bir e: R — R fonksiyonu i¢in e? = e yazilabilir.

Sonuc 3.4.1 [19] Bir genellestirilmis halka bir halkadir ancak ve ancak e: R = R bir sabit

fonksiyondur.

Ornek 3.4.1 [19] iki boyutlu R? Oklid uzay:

(ay, by) + (az, by) = (ay, by) ve (ay, by). (az, by) = (aiay, biby)
islemleri ile birlikte bir genellestirilmis halkadir.

Tanim 3.4.2 [19] R bir genellestirilmis halka olsun. Her x,y € R i¢in
e(x.y)=ex).e(y)vee(x +y) =e(x) +e(y)

esitlikleri saglaniyorsa R genellestirilmis halkasina bir M —halka denir.

Teorem 3.4.1 [19] Eger R bir genellestirilmis halka ise o zaman her a, b € R i¢in e(a.b) =
e(a).e(b) dir.

Ispat a, b € R olsun. Bu durumda
a.b+a.e(b) =a. (b + e(b)) =a.b
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ve
a.e(b) +a.b=a.(e(b)+b) =a.b
olup buradan e(a. b) = a.e(b) oldugu gelir. Diger taraftan
e(a).e(b) + a.e(b) = (e(a) + a).e(b) = a.e(b)
ve
a.e(b) +e(a).e(b) = (a + e(a)).e(b) =a.e(b)
dir. Bu son iki esitlikten e(a.e(b)) = e(a).e(b) elde edilir. Dolayisiyla e(e(a.b)) =

e(a).e(b) olup e? = e oldugundan e(a.b) = e(a).e(b) sonucu gelir.

Sonu¢ 3.4.2 [19] Eger R bir genellestirilmis halka ise her a,b € R igin e(a).e(b) =
a.e(b) = e(a).b = e(a.b) dir.

Sonug¢ 3.4.3 [19] Bir R genellestirilmis halkas1 bir M —halkadir ancak ve ancak (R, +) bir

normal genellestirilmis gruptur.
Ispat Teorem 3.4.1 ve normal genellestirilmis grup taniminin direkt bir sonucudur.

Tanim 3.4.3 [19] Eger bir R genellestirilmis halkasinda her x €ER i¢cin x.1 = 1.x = x
olacak sekilde 1 € R varsa, R ye birimli genellestirilmis halka denir.
Bir genellestirilmis halkadaki birim elemanin (varsa) tek oldugu kolaylikla

ispatlanabilir.
Teorem 3.4.2 [19] Eger R bir birimli genellestirilmis halka ise, o zaman R bir M —halkadir.

Ispat Sonug 3.4.2 den e(x) = e(x.1) = x.e(1) dir. Dolayisiyla,
e(x)+e(y)=e(x.1)+e(y.1)
= x.e(1)+y.e(1)
= + y).e()
=e(x+y)
dir. Boylece R, bir M — halkadir.

Tanim 3.4.4 [19] R bir birimli genellestirilmis halka ise o zaman her a € R i¢in R, =
{x € Rle(x) = e(a)} bir abel grubudur.
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Ispat Teorem 3.4.2 e nin bir homomorfizm olmasini gerektirir. Dolayisiyla, R, nin bir grup
oldugu kolaylikla ispatlanabilir. Sadece degisimlilik aksiyomuna bakalim. Herhangi iki
X,y € R, eleman1 alalim. Bu durumda

x+y)QA+D)=x+x+y+y

ve

x+y)A+1D)=x+y+x+y
esitlikleri yazilabilir. Buradan x + x + y +y = x + y + x + y dir. Bu son esitligin her iki
tarafi soldan x in tersi ve sagdan y nin tersi ile isleme tabi tutulursa

—x)+x+x+y+y+(=y)=(Cx)+x+y+x+y+(-y)

olup buradan e(x) + x + y + e(y) = e(x) + y + x + e(y) gelir.e(x) = e(y) oldugundan,
boylece x + y = y + x elde edilir. Sonug olarak, R, bir abel grubudur.

Teorem 3.4.3 [19] Eger R birimli genellestirilmis halka ise, o zaman
i. Herx €Rigin, (—x) =x(—1) = (—1)x
ii. Herx,y € Ri¢in, —(xy) = (—x)y = x(—y)
iii. Herx,y € Rigin, —(x +y) = (—x) + (—y)
dir.

Tanim 3.4.5 [19] R birim elemanli bir genellestirilmis halka olsun. Bir a € R elemanina
tersi alinabilirdir denir, eger ax = xa = 1 olacak sekilde x € R varsa. Bu durumda x e a
nin tersi denir.

Eger a € R tersi alinabilir ise a nin tersi tektir ve a™? ile gosterilir.

Asagidaki teorem bir R birimli genellestirilmis halkasinda e birim elemaninin

roliiniin halka teorisindeki sifir elemanin roliine benzer oldugunu gdstermektedir.

Teorem 3.4.4 [19] Eger R birimli genellestirilmis halka ve bir x € R i¢in e(x) € R elemani

tersi alinabilir ise 0 zaman her y € R i¢in e(y) = y dir.
Ispat e(x) tersi almabilir oldugundan z.e(x) = 1 olacak sekilde z € R mevcuttur. Sonug

3.4.2 den e(z.x) = 1 dir. Dolayistyla e(e(z.x)) = e(1) dir. Buradan e(z.x) = e(1) olup

e(1) = 1 oldugu gelir. Béylece her y € R i¢ine(y) = y.e(1) = y.1 = y dir.
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SONUC VE ONERILER

Bu tezde, klasik cebirsel yapilardan yola g¢ikilarak genellestirilmis grup,
genellestirilmis monoid, genellestirilmis halka ve genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil
kavramlar1 ele alinmistir. Bu yapilara ait temel oOzellikler incelenerek oOrnekler ile
desteklenmistir.

Yapilan caligmalar gostermektedir ki genellestirilmis cebirsel yapilar, klasik cebirsel
yapilardan tiliretilmis olsalar da, cebirde yeni bakis acilar1 kazandirmakta ve daha genel
problemlere ¢dziim sunma potansiyeline sahiptir. Ozellikle bu yapilarin kategori teori
acisindan degerlendirilmesi, gelecekteki arastirmalar i¢in 6nemli bir yon olarak karsimiza
cikmaktadir.

Bu calisma, genellestirilmis cebirsel yapilarin teorik temellerine katki saglamaktadir.
Tezin ileriki calismalar i¢in sundugu potansiyel, genellestirilmis yapilarin daha kapsamli
bicimde incelenmesi ve farkli matematiksel alanlarda uygulanabilirliginin arastiriimasi

yoniinde bir motivasyon kaynagi olusturmaktadir.
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