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1 GiRis
Esitsizlik, iki degerin biiyiikliik veya, kiiciikliikk bakimindan karsilagtirilmasidir. Matem-
atiksel egitsizliklerin amaci; degeri tam olarak bilinmeyen bazi matematiksel ifadeleri

ya da fonksiyonlari, daha iyi bildigimiz ifadeler veya fonksiyonlarla alttan ve iistten

siirlamak ya da fonksiyonlara dogrudan sayisal siirlar belirlemektir.

Esitsizlikler, matematigin neredeyse tiim alanlarinda énemli bir yere sahiptir. Giiniimiize
kadar esitsizliklerle ilgili birgok degisik ¢aligma yapilmigtir. Bu ¢aligmalarin ilki Hardy,
Littlewood ve Polya’nin 1952 yihinda yazdigh “Inequalities” adl kitaptir. Bu kitapta,
bir¢ok yeni esitsizlik ve uygulama yer almaktadir. Bu alanda yazilan ikinci kitap ise
1961 yilinda E. F. Beckenbach ve R. Bellmah tarafindan yazilan ve adi yine “Inequal-
ities” olan kitaptir. Bu caligma; 1934-1960 yillar1 arasmda elde edilen esitsizliklerin
degisik sonuglarimi icermektedir. Esitsizlik alaninda matematik literatiiriine ti¢tincii
temel ¢aligma olarak, Mitrinovic’in 1970 yihnda “Analytic Inequalities” adinda yayim-
ladig1 kitap girmistir. Bu kitapta ise, ilk iki kitapta yazilmayan, esitsizlikle ilgili yeni
bilgiler ve konular yer almaktadir. Esitsizlikle ilgili bu ¢ temel kaynagin disinda Mitri-
novic ve arkadaglar1 tarafindan yazilan “Inequalities Involving Functions and Their
Integrals and Derivatives” ve “Classical and New Inequalities in Analysis” | Pachpatte
tarafindan yazilan “Mathematical Inequalities”, Niculescu ve Persons tarafindan yazilan
“Convex Functions and Their Applications” kaynaklar1 siralanabilir. Bu kaynaklara
ek olarak, S. S. Dragomir, V. Lakshmikantham, R. P. Agarval gibi arastirmacilarin
birgok kitap, makale ve monografisi esitsizlik alanimda. yapilan caligmalar arasinda gos-
terilebilir. S. S. Dragomir ve C. E. M. Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilmis olan
“Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications” isimli kaynakta
toplanmigtir. Matematikteki esitsizlikler genel anlamda, o6z fonksiyon esitsizlikleri,
Sobolev ve spektral esitsizlikler, konveksite esitsizlikleri, yeniden diizenleme esitsizlik-

leri, sacilma esitsizlikleri, korelasyon esitsizlikleri ve majorizasyon esitsizlikleri seklinde

smiflandirilabilir.



Esitsizlikler ile i¢ ice olan diger kavram ise konvekslik kavranudir. Konvekslik kavramimin
gecmisi, Archimedes’in M.O. 250 yihnda 7 sabit degerini hesaplamasima kadar dayan-
maktadir. Gecmisi cok eskiye dayanmasina ragmen, konvekslik ve konveks fonksiy-
onlar teorisi matematik literatiiriine 19. yiizyihn sonlarma dogru girmistir. Konvek-
slik; literatiirde, Hermit’in 1881’de elde ettigi bir sonucun, Mathesis adl bir dergide
1883 yilinda yayimlanmasiyla ilk olarak yerini almugtir. Bu tarihten sonra konvekslik
Hadamard’in 1893 yihndaki ¢alismasinda yer alsa da konveks fonksiyonlarin sistemli
olarak calsiimasi J. L. W. V. Jensen’in 1905-1906 yillar1 arasinda yaptigi ¢alisma ile
baglamaktadir. Jensen’in yaptig1 bu ¢aligmadan sonra konveks fonksiyonlar teorisiyle 1l-
gili yapilan cahsmalar hiz kazanmgtir. Konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler konusuna,
Beckenbach ve Bellman ve Mitrinovic kitaplarinda yer vermiglerdir. Ayrica. Roberts
ve Varberg , Pecaric ve ark, Niculescu ve Persson gibi bir ¢cok matematik¢i konveks
fonksiyonlar iizerine esitsizliklerle ilgili ¢cok sayida caligma yapmuslardir. Sadece kon-
veks fonksiyonlar icin esitsizlikleri iceren ilk kaynak 1992 yilinda Pecaric tarafindan
yayimlanan “Convex Functions: Inequalities” adl kaynaktir. Konvekslik konusu giinlitk
hayatimizda birgok alanda yer almaktadir. Bu alanlar, miihendislik, ekonomi, endiistri,
fizik, veri analizi, bankacilik, tip, sanat, ig alanlari geklinde siralanabilir. Konveks
fonksiyonlarmn bir¢ok uygulamasi, uygulamali matematik, matematiksel analiz, olasihk
teorisi ve matematigin diger cesitli alanlarinda dogrudan veya dolayh olarak yer al-
maktadir. Giintimiizde kullandigimiz bir¢ok énemli esitsizlik, konveks fonksiyonlarin
uygulamasinm bir sonucudur. Bu temel esitsizlikler arasinda, Hermite’in 1881°de ifade
ettigi ve bugiin Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinen esitsizlik, bunun yaninda

Jensen esitsizliginin bir sonucu olan Holder ve Minkowski esitsizlikleri one gikar.

Ayrica Fejer tarafindan tamtilan, Hermit’in sonuclarim genelleyerek 1906 yilinda yeni
bir integral esitsizligi elde etmigtir. Fejer’in bu ¢aligmasindan yararlamlarak bir¢ok yeni

calisma matematik literatiiriine kazandirilmigtir.

Konveks fonksiyonlar iizerine yapilan bir¢ok yeni ¢alisma. esitsizlik teorisinin geligme-
sine katki saglamistir. Bu teoriye katki saglayan kavramlardan diger ikisi de kesirli
tiirev ve kesirli integral kavramlaridir. Bu iki kavram, “Tiirev ve integraller yalnizca

tam sayilar icin mi vardir?” sorusundan ortaya ¢iknugtir. Bu soruyu 1695 yihinda Mar-



. . . o dan ..
quis’de L’Hospital bir mektup aracihigiyla 5% notasyonu n = %1@111 anlamh mudir?

seklinde Gattfried Wilhem Leibnitz’e sormustur. Leibnitz ise bu soruyu “Bu bir paro-
doksa yol acar, lakin bir giin kesin yararh sonuclara ulagacagim”seklinde cevaplanugtir.
Dolayisla L’Hospital’in bu sorusuyla kesirli tiirev ve kesirli integral matematikte yerine
almaya baglamistir. 17. yiizyildan itibaren Leibnitz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville ve
diger bircok matematikgi bu alanda oldukg¢a dnemli ¢ahgmalar yapmuslardir. Ozellikle,
Liouville bu alanin duyurulmasi ve tamtilmasinda 6ncii rol oynamigtir. Devam eden
siire¢ icerisinde Laplace ve Fourier’in ¢algmalarmm da ardindan, Abel 1823 yilinda

kesirli hesaplamalar ilk olarak Tautochrone probleminin
3 :/ (z— 1) f(t)dt
0

seklindeki integral denkleminin ¢oziimiinde kullanmigtir. Abel’in bu calismalarimdan
sonra kesirli analiz tizerine yogunlagan Liouville, 1832-1837 yillar1 arasmda yayim-
lamus oldugu makalelerdeki kesirli tiirev ve integral tanimlari, o dsnem matematikgileri
tarafindan bityiik ilgi ve destek gormiigtiir. Riemann ise 1847 yilinda yazmig oldugu an-
cak vefatindan on yil sonra 1876 yilinda yayimlanan makalesinde kesirli integral tanimi
vermistir. Daha sonra ise Riemann tarafindan verilen bu tanim, Liouville'nin tammyla
birlestirilerek yaygm bir sekilde kullamlmaya baglanmugtir. 1967-1968 yillar1 arasmda
Griinwald ve Letnikov kesirli mertebeden hesaplama i¢in sonlu fark yaklagimin kulla-
narak kesirli tiirev ve integralin yaklasik hesaplamalari icin yeni bir bakig agis1 geligtir-
migtir. 1967 yilinda da Italyan matematik¢i Caputo, Riemann-Liouville tamimina ben-
zeyen ve fiziksel uygulamalarda daha cok tercih edilen bir kesirll tiirev tanimi yap-
mugtir. Geligimi giiniimiizde de halen devam eden ve daha bir¢ok matematik¢inin de
iizerinde calstign kesirli analiz kavraminm degisik uygulama alanlari vardir. Bunlar-
dan baghcalar; 1s1 transferi, viskoelastik, polimer fizik, sinyal isleme, elektromanyetik,
elektrokimya, akustik seklinde siralanabilir. Bu tiirev ve integraller, akigkanlar teorist,
elektrik devreleri, elektro analitik kimya, nesnelerin degigik 6zelliklerinin matematiksel

olarak modellenmesi gibi bircok degisik alanda kullanilma imkani bulmaktadir.



Bu caligmalarin ardindan H. H. Hardy, S. Samko, H. Weyl, M. Riezs, J. Spanier, K. B.
Oldham, B. Ross, K. Nishimoto, A. Kilbas, R. L. Bagley, K. S. Miller, M. Caputo, U.

N. Katugampola gibi bir¢ok matematik¢i bu alanda 6nemli galigmalar yapmsgtar.

Yukarida yapilan cahigmalarm 1g1g1 altinda hazirlanan bu yiiksek lisans tezi, beg bolim-

den olugmaktadir.

Birinci boliim, giris boliimii olup, literatiirde bulunan ¢ahgmalara deginilmisgtir. Ik-
inci boliimde, konunun temelini olugturan bazi tamm ve kavramlara yer verilmigtir.
Uciincii boliimde, Riemann-Liouville kesirli integralinin tanim, esitsizliklere uygulan-
mas1 ve Hermite Hadamard tipli esitsizliklerin genellestirilen kesirli integralleri ince-
lendi. Dérdiincii boliimde, Rieman-Liouville ve Hadamard kesirli integralleri i¢in ver-
ilen genellistirilmig integral kullamlarak baz yeni esitsizlikler elde edilmigtir. Besinci

ve son boliim ise sonug ve tartigmalar kismina ayrilmistir.



2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismamizda kullanilacak olan bazi tamim, teorem ve bazi iyi bilinen

esitsizlikler verilecektir.

Tanim 2.1 (Gamma Fonksiyonu) n > 0 igin,

['(n) :/ u" e du
0

ile tanimlanan fonksiyona Gamma Fonksiyonu denir. Bu integral n > 0 i¢in yakinsaktir.
Gamma fonksiyonunun bazi énemli 6zellikleri
i. T'(n+1) =nI(n) =n!
. F(l) = /7
]U 1+Ida:I‘ T (1-p)=== 0<p<1

sin pm

w. 22710 (n)I(n + 3) = V7l(2n)

seklinde verilebilir.

Tamim 2.2 (Beta Fonksiyonu) Re(z) > 0 ve Re(w) > 0 olmak tizere,

Bz, w) = /01 1 — ) dt

seklinde tanmimlanan fonksiyona Beta Fonksiyonu denir. Beta fonksiyonun tanimindan
yola ¢ikarak
1
Blz+1,w+1)= / 711 —t)¥dt
0
esitsizligi elde edilir.
Ozel bir fonksiyon olan Beta fonksiyonu ve Gamma fonksiyonun aralarindaki baglant:

['(2)l'(w)

S e

seklinde verilebilir. Bu esitlik Beta fonksiyonunun Laplace doniigiimiinden elde edilir

ve Beta fonksiyonunun simetri 6zelligini sagladigimi gosterir. Yani;

ozelligi saglandigindan Beta fonksiyonu simetrik bir fonksiyondur.



Beta fonksiyonunun diger bazi 6zellikleri
i

Bz, w) = B(z+ 1,w) + f(z,w+1)

1.

Blz,w+1) = %ﬁ(z +1,w) = wli Zﬁ(z,w)

seklindedir.

Tamm 2.3 (Riemann-Liouville Kesirli Integralleri) feL [a,b] olsun. Bu durumda
sirastyla a > 0 olmak iizere . mertebeden sol tarafh ve sag tarafli Riemann Liouville

kesirli integralleri,

J&4 f(z) = f‘% /w (z— )" f(t)dt x> a

Je f(z) = f(—la—) / (=) fOdt w<b

seklinde tammlanir. Burada I'(t) gama fonksiyonudur ve a = 1 secilirse Riemann Liou-
ville kesirli integrali klasik integrale doniigiir. Ayrica a = 0 i¢in Jg f () = 2 f(z) =
f(x) dir.
Tamm 2.4 (Fubini Teoremi) f(z,y)eL(I),I = I, x I olsun. Bu durumda

(i) Hemen hemen her zel i¢in f(x,y), I de y 'nin bir fonksiyonu olarak olg¢iilebilir

ve integrallenebilirdir;

(i) [ 1, f (@, y)dy, « in bir fonksiyonu olarak I; asagida verildigi sekilde

J[ #wazan= | [ ] f<x,y)dy] dr

olciilebilir ve integrallenebilirdir.

Fubini teoreminden ¢ok kath integralin sonlulugu buna karsihk gelen tekrarh integral-
lerin de sonlulugu cikar. Bunun karsit1 dogru degildir, hatta tiim tekrarh integraller

birbirine esit olsa bile f negatif olmayan fonksiyon ise asagidaki temel sonuca ulagilir.

Tamm 2.5 (Tonelli Teoremi) f(z,y) negatif olmayan fonksiyon ve I =1 x1I,
araligida olciilebilir olsun. Bu durumda hemen hemen her zely arahginda f(z,y), I

integralin araliginda y ’nin bir fonksiyonu olarak ol¢iilebilirdir. Dahas

6



f(x,y)dy, x ’in bir fonksiyonu olarak I; integralin arahiginda ol¢iilebilir oldugundan
J1, 2 g g

//f(.r, y)drdy = /h [ 1; f(:v,y)dy} du

seklindedir. Burada x ve y nin rolleri degisebileceginden f negatif olmayan ve 6l¢iilebilir

ise bu durumda

[[ 16 v)asay - / [ ) f(sc,y)dy} i = /J [ [ f(ﬂ:,y)dm} dy

olur.

Ozel olarak soylemek gerekirse; f > 0 oldugunda su 6nemli gercegi elde ederiz: Fu-
bininin herhangi {i¢ integralinin birinin sonlulugundan 6teki ikisinin sonlulugu ¢ikarilir.
Buradan, ol¢iilebilir herhangi bir f i¢in, |f| fonksiyonu bu integrallerden birinde sonlu

ise f fonksiyonu integrallenebilirdir ve f fonksiyonunun tiim ¢ integralleri esittir.

Tanim 2.6 (Senkron Fonksiyon) f, g : [a,b] — R iki fonksiyon olsun. Eger, t, se [a, ]
i¢in,
((f(t) = f(s)) ((9(t) — g(s))) 2 0

esitsizligi saglaniyorsa bu f, g fonksiyonlarina [a, b] iizerinde senkron fonksiyondur denir.

Tanim 2.7 (Monoton Fonksiyon) f, g ve h fonksiyonlari [0, co) iizerinde tanimlanan

ii¢ monoton fonksiyon olsun. Tiim z,y € [a, ] i¢in,

(f(z) = () (9(z) — g(y)) (h(z) — h(y)) > 0

esitsizligi saglaniyorsa f, g ve h fonksiyonlaria [a,b] iizerinde monoton fonksiyondur
denir.
Tanim 2.8 (Konveks Fonksiyon) I,R de bir aralik f : I — R fonksiyon olsun. O
halde x, yel ve te [0, 1] igin

flz+ 1=ty <tf(x)+ 1 -1)f(y)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.
Eger te (0,1) alinirsa

(b 4+ (1= 1)y) < 1) + (1 = 1)1 ()

7



olur. Bu durumda, bu fonksiyona kesin konveks fonksiyon denir.

Eger esitsizlikte "< 7 yerine 7 > 7 alimirsa fonksiyon konkav fonksiyona, ” < ” yerine
7 > 7 alimirsa fonksiyon kesin konkav fonksiyona doniigiir. Tanimin geometrik yoru-
muna gelince, fonksiyonun konveks oldugu [z,y] arahginda segilen ty + (1 — t)z nok-
tasindaki degeri, u¢ noktalarinin koordinatlar1 (z, f(z)) ve (y, f(y)) olan kirigin temsil
ettigi fonksiyonda aldigi degerden daima kiiciiktiir. Diger bir ifadeyle kiris, egrinin
iistiinde ya da egri kirigin altinda kalir denir.
Onerme 2.1 Konveks fonksiyonlar agagidaki ¢zelliklere sahiptir.

1. Herhangi iki konveks fonksiyonun toplami konvekstir. Eger fonksiyonlardan biri
kesin konveks ise toplam fonksiyonu da kesin konvekstir.

1. Herhangi bir konveks fonksiyonun skaler bir sayiyla ¢arpimi yine konvekstir.

211 Bir fonksiyon bir aralikta konveks ise bu araligin bir alt arahiginda da konvekstir.

Tanim 2.9 (Artan-Azalan Fonksiyon) I/ C R ve f fonksiyonu / arahiginda tammh

reel degerli bir fonksiyon olsun. Her z,y € I i¢in

(z=y)(f(z) = f(y) >0

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna I araliginda artan fonksiyon denir. Aradaki igaret

“>” olursa f fonksiyonuna azalmayan fonksiyon denir. Eger

(z —y)(f(z) = f(y) <O

ise f fonksiyonuna I aralifinda azalan fonksiyondur denir. Aradaki isaret “<” olursa

f fonksiyonu artmayan fonksiyon olarak adlandirilir.

Sonug 2.9.1 f ve g fonksiyonlar konveks ve ayni zamanda g fonksiyonu artan ise go f

fonksiyonu da konvekstir.

Tamim 2.10 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) 7, R’de bir aralik, f : I — R konveks

bir fonksiyon, a,b € I ve a < b olsun. Bu durumda

f<a;b><bfa/ff<x)dx<&>—;_f@

esitsizligi gegerlidir.



Ispat f fonksiyonu konveks oldugundan fonksiyon grafigi iizerinde alman herhangi iki
noktay1 birlestiren dogru pargasmm fonksiyon grafiginin iizerinde oldugu bilinmektedir.

Buna gore
f(0) — f(a)

P (x — a)

flx) < fla) +

esitsizligi mevcuttur.

Bu egitsizlikte her iki taraf [a, )] aralig1 iizerinde x degigkenine gore integre edilirse,

/abf(:c /f Vdz + ))_(]:()\/ab(x—a)d:c

elde edilir.

Ayrica, sol tarafin ispatina gelindiginde, sirasiyla 2 = ﬁb_—;(b:a—) ve 1 = M%M
degigsken degigtirmesi yapilirsa,
[ = 2 /'%—bﬂ i+ [ fad
r) = x)dr + —— x)dx
b—a J, " b—a/, b—a Jars

: J%élpbgaw;(ba)>+f<a+b+2t(ba))]dt
- 2

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Tamm 2.11 (Cauchy-Schwarz-Bunkovsky Esitsizligi) f,¢ : [a,b] — R integral-
lenebilen iki fonksiyon ve A € R olsun. Her ¢ € [a, b] i¢in

t t
/ f(z)dz = A/ f(x)dx
esitligl mevcut ise,

(/ bf(w)g(:v)dx>2 <(/ @) ) (| b 9(0)fd

esitsizligi saglanir. Bu egitsizlige Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky esitsizligi denir.

Aslinda, Cauchy 1821 yilmda “Course d’Analyse Algebrique” isimli eserinde bu esit-
sizligin toplam versiyonunu vermigtir. Paris'te Cauchy ile calisma firsatin1 bulan ve
Cauchy’nin calismalarina agina olan Bunyakovsky 1859 yilinda “M “emoire” isimli dergide

bu esitsizligin yukarida gosterilen integral formunu vermistir. Minimal yiizeyler iizerine

9



calismalar yapan Bunyakovsky’nin eseri fransizca basildig icin gogu Avrupa iilkesinde
bilinmemesi ve Hardy ile Littlewood’un 1920 yilma ait bir ¢aligmasmda bu eserin
cebirsel versiyonu i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi tabirini kullanmasi esitsizligin ismi
konusunda bir karmagaya yol agmigtir. 1889 yihnda Alman matematik¢i Otto Holder
kendi adi ile amlan asagidaki esitsizligi elde etmistir. Cauchy-Schwarz esitsizliginin

genel bir hali olan bu esitsizliginin integral versiyonu su sekildedir:

Tanim 2.12 (Holder Esitsizligi) p > 1 ve ;15 - % = 1 olsun. f ve g, [a,b] arahginda

tanmmh ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f[” ve lgl?, [a,b] arahgmda integral-
lenebilen fonksiyonlar ise

/ab|f(x)9(:1:)|dx < (/ab|f(l")lpdx) (/ab |g(x)lqd$>%

csitsizligi saglamr. Bu esitsizlige Holder Esitsizligi denir.

° =

Holder esitsizliginin bir sonucu olan ve daha iyi sonuglar elde etmek i¢in kullanilan

Power Mean esitsizligi agagidaki sekilde verilebilir.

Sonug 2.12.1 (Power Mean Esitsizligi) [ ve g, [a,b] arahginda tanimh ve inte-
grallenebilen iki fonksiyon olsun. ¢ > 1, 7] ve |g|?,[a,b] arahgmda integrallenebilen

fonksiyonlar ise,

/ @t < ([ 1) d) (/ ey

esitsizligi saglanir.

1
q
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3 (k,s) RIEMANN LIOUVILLE KESIRLI
INTEGRALLERI

Kesirli analiz son zamanlarda bir ¢ok aragtirmaci tarafindan calisilmaktadir. Kesirli
integrallerin iki uygulamasmin yaygin olarak kullamldig bir kag sekli vardir. Bunlardan
ilki, [a,b] arahg iizerinde tanimh siirekli bir f fonksiyonu, i¢in o > 0 'm Riemann-

Liouville kesirli integrali;

Jof(z) = F—(la—)/:(x~t)a_1f(t)dt,a>O,a<x<b

seklinde tammhdir. Ikincisi tanim ise,

X

JOf(x) = f(l(ﬁ /al (log ?)awl f(t)%,a,:r >0

seklinde tanimlanan Hadamard kesirli integralidir. Hadamard integrali i¢in,

/ /tl dtz .../atn lfinn)dt F(%)i%f)/j <log %3-)"_1]‘(15)%E

integralinin genellegtirilmesine dayanir.

Katugampola (2011)’deki ¢calismasinda; hem Riemann-Liouville hem de Hadamard ke-
sirli integrallerini tek bir formda genecllestiren yeni bir kesirli integrali vermistir. Bu

genelleme n € N* i¢in, o ve s # 1 gercel sayilar olmak iizere,

T to tn—1 1)1-» x n—
/ tidtl/ t;dtg..../ t5 f (tydtn = (—3%@))——/ (x5! —t°*1) L (t)dt

asagidaki kesirli ifadesini

SJaaf(x) _ (S ;(2) - /I ($S+1 o ts—%—l)a_l tsf(t)dt

incelemeyi temel alinmaktadir.
Son zamanlarda, Diaz ve Pariguan (2007) *deki calismalarmda, k-gama ve k-beta fonksiy-

onlar1 adi verilen yeni fonksiyonlar; klasik gama ve beta fonksiyonlarmin genellegtir-

ilmesi olan Pochmammer k semboliinii ve klasik Pochammer semboliinii

k" (nk)* !
Fk(’ll’) = ILEEIOO%(—)%—)];—, k>0
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seklinde tamimlamglardir. Burada, (2), faktoriyel fonksiyon i¢in Pochhammer k-

tk . . .
semboliidiir. Bu egitlik, e” % iistel fonksiyonlarin Mellin doniistimii ile
o0 tk
[p(z) = / t" e Fdt x>0
Jo
seklinde gosterilebilir. Bu esitlik k-gama fonksiyonudur. Acikga,

() = lim Ty (z)Tk(z) = k¥ ~'T (E)

k—>1 k‘

ve

Ce(z + k) = 2l'(z + k) = 2'y(2)
yazilabilir. Diger yandan k-beta fonksiyonu ise
1 * z_q ¥y _1q
Brlzy) = [t (1—t)xdi
k Jo
seklinde tanmimlanabilir dyle ki;

fuly) = 26 (5, 2)

_ Tw(@)lk(y)
Bi(z,y) = Tz +y)

esitlikleri saglanir. Daha sonra, yukaridaki tanimlarin 1181 altinda Mubeen ve Habibul-

lah (2012)’de, Mubenn ve Habibullah, Riemann Liouville tipinin A-kesirli integralini

1
Fk(a)

pJEf () = /Ox(a: — )5 f(t)dt, a0 > 0,2 > 0

seklinde tammmlamuglardir. & — 1 i¢in bu esitlik klasik Riemann-Liouville kesirli inte-
graline indirgenmektedir.

Yukaridaki Riemann-Liouville kesirli integrallerinin tamamini genelleyen (k,s) kesirli
integralini agagidaki sekilde verilebilir:

Tanim 3.1 f, [a,b] sonlu reel arahginda tammh siirekli bir fonksiyon olsun. Bu du-
rumda, f fonksiyonunun « > 0 mertebeden (k,s)-Riemann Liouville kesirli integrali;

k>0 ve s € R\{—1} olmak iizere,

o f(@) = % /«f(st — YRS f(t)dt, v € [a, b] (3.1)

seklindedir.
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Asagidaki teorem ile, (k, s) kesirli integralinin iyi tanimh oldugu ispatlanacaktir.

Teorem 3.1 f € L;[a,b], s € R\{—1} ve k > 0 olsun. Bu durumda, & > 0 ve
herhangi bir z € [a, b] i¢in ;J¢ f(z) mevcuttur.
fspat A := [a,b] x [a,b] ve P: A — R i¢in P fonksiyonu P(z,t) = [(2*F — t5+1) %k~ 117]
seklinde tanimlansin. Buradan,
(xs+1 . ts+1)%~1ts7 a <
P (x,t) =
+(I7 ) {0’ a

ve
(5t — st HE 1 a <t <z <db
a<r<t<Dh

P,

olmak iizere P = P, + P_ oldugu agikga goriilebilir. P, A iizerinde dl¢iilebilir oldugun-

bl

dan,
b " x
/P(x,t)dt:/ P(a:,t)dt:/ (z*+! — st )R 1esdt

integralinde,

s+1 . ts+1 —

i U

degisken degistirmesi yapilirsa,

—(s+ 1)t°dt = du

du

tdt = —
s+ 1

olacagindan verilen integral,
b L T
/P(a:,t)dt = /P(:c,t)dtz/ (z°F — st )R 1sae

1 [T .
B _s+1/a (u)¥~"du
k 1

s+1 s+1\ <
_ —a I
a(m ) s+1

seklinde elde edilir. Buradan;

/ba </b P(x,1) lf(x)ldt) dr = /b |f ()] </bap($,t)dt) da
b

- ‘/ (" — a")¥ |f(2)| da

(0%

k

«

N

(b — oty / @) d
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olur. Yani;

/ ( / P(z,1) |f(x )ldt) _

<

~

@) ( [ Pl ) da
0+t =0 [ 1@l <

elde edilmis olur. Dolayisiyla; Q : A — R igin Q(z, t) := P(z,t)f(x) seklinde tammbh

Q) fonksiyonu, Tonelli teoreminden A iizerinde integrallenebilir. Bu nedenle Fubini’nin

teoreminden, bir [* P(x,1)f(v)dz integrali ¢ € [a,b] nin bir fonksiyonu olarak [a, b]
iizerinde integrallenebilir. Yani, ;.Jg f(x) integrali mevcuttur.

Simdi; (k, s) Riemann-Liouville kesirli integrallerinin yer degistirebilirlik ve semi grup
ozelliklerinin oldugunu gosterelim:

Teorem 3.2 f, [a,b] aralif1 tizerinde siirekli bir fonksiyon, k£ > 0 ve s € R\ {—1} olsun.

Bu durumda, tiim a, 3 > 0 ve z € [a, ] i¢in

L0 LB (@)] =4 Jot f(a) =4 JE I F ()]
dir.
Ispat Dirichlet formiilii ve Tanim 3.1 ’den

S « | S 8+1 S S —— 88

i [}ch}‘(9¢)]= / 1 gty E s 78 £ (2 dt

k(a0
3

_ (Sk“;kl()a;'é ./ar(fESH ts+1)——1ts [( k’; 1()/B)E / (ts+l s+1)%~17,5f(7_)d7_:l dt

yazilabilir. Yani,

Lo I8 f(2)] = (s+ 1)2‘9{—1 /: < F(r) |:./;z($5+1 Y ((ts+1 s+l) 1dt)} dr

kQFk(OZ)Fk([))
(3.2)
. (ts+1—7st1) . . .
dir. Burada; y = FFe) degisken degistirmesi yapilirsa,
- (S + 1)ts s _ 1 s+1 s+1
d _————x8+1_78+1dt:;»tdt_———8+1 (z°%! — 74

olacagimdan bu ifadeler integralde yerine yazihp gerekli iglemler yapildiginda,

x .s+1 s+1 s+1 s+1 s+1 s+1
T —1 -7 + 7 a_ a1 1t —-T
/ ( )k 1 (ZL'S+1 o TS+1) %

7

pstl — s+l t (:Esﬂ-l — 7—s+1)

1 s+l _ s+l ——'H—l ! a_1 B 4
= S+1(ﬂf ) * 0(1—y)’~‘ yr'dy
s+ 1 I_M " s R ath _q o
N (kl“k(c3+/)’) / (e =)

21 ($s+1 _ 7_s+1)%“

d
dt



elde edilir. Buradan,
T
/ (xs—i-l . ts—i—l)%Alts(ts«i—l o Ts-i—l)%—ltsdt
.

o R atb 1
_ ) / (1—y)
Jo

1 %_ly%“ldy (3.3)
s
; atf 1
(x5t — pst) 1 a_q B
= S+1) (1—y)ely*ldy
0
atj
(:L,8+1 o 7_S+1)—k—*—1
= S +1 k'/Bk(aa ﬁ)

dir. k-beta fonksiyonun tammu, (3.2) ve (3.3 ) ’den;

, F ) e atd
v [;Jff(r)] (:FTM—/Q (xs+1 _ ¢s+1) 51 7 f(7)dT
— 1)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.3 «, 3,k > 0 ve s € R\{—1} olsun. Bu durumda; Iy, k-gama fonksiyonu

olmak iizere,

£-1 Ik ot 4
s Jo .’I}S+1 - as—|—1 — - $s+1 _ as—l—l x 3.4
oI | ) (s+1)ﬂ“k(a+6)( ) (34)

dir.

Ispat Tamm 3.1 ve
(ts+l . as—l—l)

y= m; z € [a,0]
degisken degigtirmesi yapildiginda,
s 4 1)t°
gy = DT

($s+1 _ (I,S+1)



olacagindan,
R A N S
;‘C]:z ($s+ _ gt ) - Tk(a_)—/ ($S+ — " )En ts(ts+ —a®" )E_ dt
(S + 1)]_% /I(-I'S-H - tS_H - GS_H + (1/8+1 )%—1( s+1 S-{-l)%'l
- 7 —a
kTk(a)Tk(B) | e (251 — ast1)
B
ts+1 . s+1 k B _
t° (L_Ll) (2571 — g*+1)" ldt}

(/L-S"’l _ a8+1)

[}

(s+Dt% 1 +1 +1) -1 /1 a1, Z-1
= _/L‘s . (I,s N 1 — k k d
krkgwl¢(ﬁ)s+-1( ) (L-y)F gy

DRI N2
;%%l—g) (1 = @) e, )
B ($-9+1 o (LS+1)
(s + 1Tk + ) P, B)

elde edilir. @ = z durumu asikar olarak saglanmir. Boylece; teoremin ispat1 tamamlanmig

atp
5 1

olur.

Uyar: 3.1
i. (3.4) esitliginde s = 0 ve k > 0 alindiginda

21 I ath
(o= 0| = s - 5)
elde edilir.
ii.s = 0 ve k = 1 i¢in (3.4) ifadesi,
_ Iy atB—
‘E{@‘“fl]:raj?m(x_”4ﬁl

seklini alir.

Sonug 3.1 k£ > 0 ve s € R\{—1} olsun. Bu durumda,

(2571 — as+1)%—2

e (1) = s 3.6
W) = D@+ ) (36)

ifadesi herhangi bir a > 0 i¢in saglanir.

Uyar1 3.2
i. (3.6) ifadesinde, s = 0, k > 0 alindiginda,
(x —a)*

JI(1) = ———F—+ 3.7
k a( ) Fk(O[ + ]\”) ( )
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esitligi saglanir.
ii. (3.6) ifadesinde, s = 0, k = 1 alindiginda,

G a)*?

Ja(1) = MNa+1)

elde edilir.
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3.1 Baz Yeni (k,s) Riemann-Liouville Kesirli Integral Esit-
sizlikleri
Chebyshev esitsizlikleri, (k, s) kesirli integral seklinde agagidaki gibi gosterilebilir:

Teorem 3.1.1 f ve g, [0,00) iizerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda,

her o, 3> 0,t > a > 0 ve (k, s)-kesirli integralleri i¢in,

s falt) > Jagy ST O (39
I FO(LIE () 44 T2 FaOIE () ) e TE0) + JRa L) (39)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat f ve g fonksiyonlar [0,00) iizerinde senkronize fonksiyonlar oldugundan, her
xz,y = 0i¢in

(f(z) — f(y) (g(x) — g(y)) =0

dir. Dolayisiyla,
f(@)g(z) + f(w)gy) = f(@)g(y) + f(y)g(z) (3.10)

1-< o .
yazilabilir. (3.10) ’un her iki tarafi %}2(—&)’“—(#“ — 28t %71z ile carpihp, x 'e gore
(a,t) arahiginda integre edilirse,

% / (¢ — o) e f (2)g(z)do

il

+f(y)g(y)%/ (! "ms“)%'lxsd:c

S =%t o
g(y)g_i_l_)_._/ <t5+1 _ Is+1)—k—~1$5f($)dm

- ka(a)
+f(y)%/ @+ — )R gt g(z)dx
sJofa(t) + fW)gW)ide (1) = g(w)iJe f(t) + f(W)iJag(t) (3.11)
(s+1)' "%

elde edilir. (3.11) ’in her iki tarafi —W(ts“ —y*t1) %~ 1y® ile garpilip, y e gore (a, t)
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araliginda integre edilirse,

s JO S+1 1_% ! s s 2.1 42
e R L

s+1 14% ! s s &1 s s Jo
+(Tn%y)—/ (T =y f(y)g(y)dyp Jo (1)
s+ 1% [t ) e o

. (—k?k()T / (! =y E g (y)dyp T f (1)

rl
ts+l P Y S dvs J%alt
kT () /a( v R ()Y 9 ()

1 s
s‘ o ¢ 2 T JYf ()T
L‘]afg() Jg(l)k‘]af( )k]ag(t)

esitsizligi elde edilir. Bu durumda ilk egitsizilik ispatlanmig olur.

18
Simdi ise, (3.11 )’in her iki tarafi (—S]%l—g—)i(t”rl - yS“)%‘lyS ile carpilip y ’ye gore (a, t)

arasinda integrallenirse,

_B
ZJafg<t)M_k/t(ts+l . ys—l-l)%_lys(iy
¢ k‘Fk(OL) a
s+1)-%F [ . Ao .
(k‘—l“k()a)_/ (! =y E Y f ()9 (y)dyi 7 (1)
s+ 1)-% [t . A .
Z Lkﬁ%yT/ (t +1_yk+1)k 1y‘g(y)dyk«]af(t)
s+ 1)1-F [t . Bl
+ﬁv>—/ (1 =y )y

2JEfg)iIE (1) +5 JE Fa)p e (1) =4 JEF (D3 T29(1) +4 T390 JE f ()
elde edilir ki bu durumda ikinci esitsizlik de ispatlanmig olur. Boylece ispat tamamlanr.

Teorem 3.1.2 f ve g; [0,00) iizerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda,

her a, 5 > 0vet >a > 0 igin,

1 B_as
: st — @St ETT g fah(t
(s +1)5T(B +a)( )i )

+ _ g5l _ st ?—‘ZSJg Wit

10 PR TR g(t) 4 Jegh(@)R T2 f(8) = Jah()R T2 fg(t) =% J2 fa(DpTih(t)
e f (ORI gh(t) + Jrg(0rJI fh(t)

V

esitsizligi saglanir.

19



Ispat f ve g fonksiyonlari [0, c0) iizerinde iki senkronize fonksiyon ve h > 0 oldugun-

dan, her z,y > 0 i¢in,
(f(@) = f(v) (9(z) — g(y)) (h(z) + h(y)) =0

dir. Bundan dolayn;

f(@)g(@)h(z) + f(W)gh(y) = [f(@)g(y)h(z) + f(y)g(x)h(z)
—fW)gw)h(z) — f(z)g(x)h(y) (3.12)
+f(@)grds g (Wh(y) + f(y)g(x)h(y)

1-£ - A
esitsizligini yazabiliriz. (3.12) 'nin her iki tarafi %(t“l — 2*t) %1% ile garpilip,

(a,t) arah@nda z ’e gore integre edilirse,

%/ﬂ (ts+1 _ "L‘S+1)%_ll'sf'(x)g(ﬂj)h(l‘)dx
ot D [ aryztig,
(s +1)17%

WV

g(y)—m/a (ts+1 — ‘/Es+l)%W1$sf<.’E>h(.’E)d$

) s [ = @)

—f(y)g(y)% / (= 2L h(z)de
O A

ron) Sl [ -y e

[ =i wg(a)ds

M) [ = ()

olur. Yani;

s I8 f9) + fW)a(w)h)iJe(1) = g(y)iJs fh(t) + f(y)idsgh(t)
—fW)gWiJah(t) — h(y)rds fa(t)
+9(W)h(Y)ids f(t) + h(y) f(y)idsg(t) (3.13)

18
elde edilir. (3.13 )’iin her iki tarafi %(t“rl - ySH)%‘]’yS ile carpilip y ’ye gore
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(a,t) iizerinde integrallenirse,

(8_{_1)1_% ! s+1 s+1 é~1 s s JOou £
OB =y )Ry dy Iy ()

,. 1-8 ot
e e A A LY
_8 t
> e CEE [ iy,
ka(a) a
1-8
+iaon) Tl [ =y )y
1-8 ot
—2%2"’%0% / (t41 =y )5y f () g () dy
(s+1)1_%

t
_sJarp s+1 ) s+1 %—1 s
kJafg(t)—————ka(a) / (t Y ) E Yy h(y)dy

olur. Buradan;

LI (DRIE fah(t) +1 T2 (i1 fgh(t)

S FRORIEG(E) +5 Togh(8)i 2 f(t) =3 Jeh()i I foa(D)
IS FORI2R(E) +3 T3 f (0 T2 g(8) +3 Tea()R T2 £ (1)

WV

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 3.1.1 f ve g fonksiyonlar [0, 00) iizerinde iki senkronize fonksiyon ve h > 0

olsun. Bu durumda, her « > 0 ve t > a = 0 i¢in

1 s+1 sHI\F 25 70
(s +1)5Tx(k + a) (t*t —a*T)E T I fgh(t)
> JFh()3 e () +5 JEgh()i I f(t) =5 JoR(1); I8 fg(t)

esitsizligi saglanir.

Ispat Ilk olarak, (3.13) ’iin her iki tarafl%(ts+1 — y*t) %~ 1ys dle carpilip y ’ye
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gore (a,t) arah@inda integre edilirse,

iﬁfﬂﬂ%—%— /:(lts+1 —yhE T ydy

ra S [ yyione gt
> LI fh )“,;j()a;% [ =g

e e N AL

—thfh(t)%é / t(t“‘“ — ) E Y f(y)g(y)dy

s e fglt s+1);) (11— ) E Ty h(y)dy
+i o f () AFk ! / (! = ™) E Ny g (y)(y)dy
+2J§g(t)% / (= =y E Y h(y) f(y)dy
olur. Yani,
o Fah@)iJs (1) +1 3 foh(t); 15 (1)
> o fh()RJ5g(t) +3 T3 gh(t)iJg f (1)

—iJa ()]s fah(t)

— Jo fa(t);

Joh(t)

o f @) e gh(t) +5 Jo' ()R J59(t)

esitsizligi elde edilir.
Teorem 3.1.3 f, g ve h fonksiyonlar [0, 00) iizerinde taniml ii¢ monoton fonksiyon

oldugundan, her z,y € [a,b] i¢in,

(f(z) = f(y) (9(z) — 9(y)) (h(z) = h(y)) = O

dir. Bu durumda, her o, 3 >0 vet > a > 0 i¢in

1
3

(ts—H
(s+ 1)5Tx(B+ k)

5+1)

a J"‘fgh(t)

k

s+1
TG a)
S JCFR()3TPg(t) +5 Togh(); 2 £(t) —5 JER@)TE fa(t) +5 IS fg(t)i I h(t)

—3 e f@RTZgh(t) +i T2 g ()i JE Fh(2)

s+1)§_2

*JP fgh(t)

—a

WV
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egitsizligi saglanir.

Ispat Verilen esitsizlik

seklinde yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafi %—r(t”l — 2t % 12° ile garpilip,
x e gore (a,t) iizerinde integrallenirse,
(s +1)' % /t +1 +1y2-1
3 _ . h(x)d
L [ o) oglehiye

—f(y)g(y)h(y)%i / ! — o) 5 latdy
(s+1)% [

k() / (> — &) e " 2t f () h(z)d

(Skl—’}r—‘:()agr /a (ts+1 5+1)——1 s ( )h( )d.T

—f (y)g(y)(—S,:f—:()a%E / (= — 2**) 5 et h(z)da
+h(y)%/ =+ — Is+1)%_lfﬂsf(x)g(zz)d$

(s+ 1)1 %

—g(y)h(y)m—/ (! — 2ttt f(2)da

I [ - e g

WV

9(y)
+f(y)

seklindedir. Yani,

2 J2fa(t) — fFWg(hW)iJe(1) = gy)ids fh(t) + f(y)idagh(t)

—f W) gW)rJah(t) + h(y)iJs fo(t)
—g(W)h(y)ids f(t) — h(y) f(y)rdsa(t)

1-8
dir. Bu esitsizligin her iki tarafi SED_E (gs+1

1) 210
) y*+1) 7 1y* ile garpilip, y ye gore (a, 1)
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araliginda integre edilirse,

s Jo (S+ 1)1#% ! s+1 s+l %—1 S
ra fg(t)——_—kI‘k(/J’) /a (t y TR Ty dy
1-2 5
SR e )z (1)
; 1-2 .
> B = R )2 )
(S+ I)IA% s+1 s+1 8.1 s s Jou
W(t —y") Ry f(y)dyp I gh(t)
1-% 3 v
——————(skj;kl()m (4 — )Ry f(y)g(y)dyi T h(t)
X 1-2 i
e =y Ry ot
1-2 5
et =y g )i )
(S+ 1)1_% s+1 s+1 é—1 s s Ja
_W(t —y ) Ty h(y) f(y)dyi 9 (2)

seklinde olur. Yani,
WIS fgh(D30(1) =4 JE fah(); 5 (1)

LIS FR)RTE9(t) +i Tegh ()R TE f (1) =k Jeh(Di ] fo(2)
I F@RIEN(E) =3, Jo ()R TEgh(t) = J2g(DRTIFh(D)

WV

esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.1.4 f ve g; [0, 00) iizerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda,

her ao, 8 > 0, t > a > 0 ve (k, s)-kesirli integralleri i¢in,

1 é—2.9
ts—l—l o as+1) k J;)zf? (t)
(s + 1)ET% (8 + k) g
1 a_og .

+ — t5+1 . S+1 k Jﬁ 2 _t_

(51 1)il(k + ) )i I )
O (3.14)
STEFA TP (t) +5 JOGP (R0 f2 (1) > 20 J2 fg(t); ]2 fg(t) (3.15)

egitsizlikleri saglanir.



ispat (f(z) — g(y))* = 0 oldugundan,
(@) +9*(y) > 2f ()9 (v) (3.16)

1-& “ .
yazilabilir. ( 3.16 )’min her iki tarafi %(t“"“ — 2Tk ~12% ile carpihp z ’e gore

(a,t) arahginda integrallenirse,

1-£2 t
(S =+ 1) k / (ts+1 . $s+1)%_1.’ll'sf2(.’l:)d.’lf

k‘Fk(a)
a (s+DE S sHINE—1 s
+g (y)————(—j— (t°F — )R tde
(s+1)%

= 29(y)

A‘Fk( ) / (ts+1 _ :Cs+1)%_lxsf(x>d$

olur. Yani,
VI L2 + ()i Je f(1) = 29(y)iJe f(2)

dir. Buradan,

(f(2)gly) — fy)g())* = 0
@) W) + e (@) = 2f(2).f(y)-9(x)g(y)

1— &
yazilabilir. Verilen esitsizligin iki tarafi %&—)—k—(ts“ — st %7 12% ile carpilarak, o e

gore (a,t) arahginda integre edilirse,

gz(y) (S]:I:kl()a;F / (ts+1 B xs+1)%—1$5f‘2($)dx
+2(y) (8]:1::() ;? / (#51 — 2 ) 15502 () da

> 209 LS [ - o) gt

olur. Yani,

Ve P06 () 1 JTg7 (). (v) = 29(y) f (Wi Je fa(t)
elde edilir. Esitsizliginin her iki tarafi %(t”l - ysﬂ)é“lys ile carpilip y ’ye gore
(a,t) iizerinde integre edilirse,

1-2 o
e K e L UL

1-2 gt
#1770 s [ =y Py
(s+ 1)k

krk(ﬁ) /~,(ts+l o ySH)%_lUSQ(y)f(y)dy

> 2 J7fg(1)
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yani,
WS LAORIEG () 43 J2GP @RI FA() = 2000 Fa(i T2 fo(t)
esitsizligi elde edilir.
Sonug 3.1.2 f ve g; [0, 00) iizerinde iki fonksiyon olsun. Bu durumda, her «, 3 > 0,

t>a =0 i¢n

1 ] s 2_2 [s jo s s Jo s Ja
(5 + 1)%Fk(k‘+a) (téﬂ —a +1)’“ ’ [kJa fQ(t)kaQQ(t)] > 25 J f(t)idsa(t)

e 0120 (1) = RIS fo@)]?
egitsizlikleri saglanir.
Teorem 3.1.5 f : R — R olmak iizere f := [Feft)dt,x > a = 0,5 € R\{~-1}
olsun. Bu durumda, a < k£ < 0 i¢in

LT (@) = 1 4T @)

dir.

Ispat (k, s)-kesirli integral tanim ve Dirichlet’in formiiliinden,

_ 1 1—% x N t
W flz) = u‘*/ (;L“SH—tSH)?'lts/ u’ f(u)dudt

M‘k(a) a
1-< x z
— %ﬁ_/ usf(u)/ <$S+1—t5+1)%_ltsdtdu
1 plo a u
1-£ z
_ (S]:]; 1() ) k / (:1:3-4-1 _ us+1)%usf(u)du
Lk o a

= kot f(x)
elde edilir. Boylece, ispat tamamlanmig olur.
Genellestirilmis Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz esitsizligi agagidaki sekilde verilebilir.

Lemma 3.1.1 0 < a < b olmak iizere f,g,h : [a,b] — (0, 00) ii¢ fonksiyon olsun. Bu

durumda, m, n, x, y keyfi reel sayilar i¢in
b b b m4n zty
([ awwson) ([ romosn) > ([ o+ o oso)

dir.
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ispat

/ li\/gm(t)hm(t)f(t)\/ / gﬂ(t)h%t)f(t)dt—\/gnu)hy(t)faM / gm(t)hz(t)f(t)dt} gt >0

b

/ [gm(t)hz(t)f(t)dt / G (O F ()t + g (1R (1) ()t / g (Oh" () £ (2)dt

g™ i (0 £ () ST f(t)\/ / g”(t)h,y(t)f(t)dt} dt

> 0

2( [ b gm(t)hz(t)f(t)dt) (/ b OO (@)
> o [ onF wioa) \/ [ o mwse \/ [ ewwaso

olur ki, bu da istenen esitsizligi verir.

Teorem 3.1.6 f € Ly [a,b] olsun. Bu durumda, k,m,n,r,p > 0 ve a > 1 i¢in,
m($— N n(&— m42 (o . 2
(22" @) (126 P prw)) > (1 V@) ey

dir.

ispat (3.17) ’de g(t) = (z°+t — tsT)5 1 f(t) = t(z;;();)—r ve h(t) = f(t) alnirsa,

((s + 1% /x(xsﬂ B ts+1)m(%—1>t5f’"(t)dt) <($ + ) /m(a:s+1 —~ t”l)"(%_”tsf”(t)dt)

k‘Fk(O/,) ka(a)
- (s+ D% 7 JoH1Y AR (2 T) s e TER ) 2
— 2 k 2
- kT () /a (= ) f=®

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Aciklama 3.1.1 (3.18) ifadesinde k£ = 1 almursa,

242 (0—1)+1

(e (@) (SR @) > (xda $#w)

esitsizligi elde edilir.
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3.2 (k,H) Riemann-Liouville Kesirli Integral icin Bazi Integral
Esitsizlikleri
ilk olarak, kesirli integraller i¢in temel tanmimlar1 ve gosterimleri verelim.

Tanim 3.2.1 (a,b),R ’nin sonlu bir araligi ve R(a) > 0 olsun. Aym zamanda, h(z),
(a, b] iizerinde artan ve pozitif monoton fonksiyon ve (a,b) iizerinde h'(z) tiirevi siirekli
olsun. f fonksiyonun, [a,b] tizerindeki bir bagka h fonksiyonuna gore sol ve sag tarafli

kesirli integralleri,

) @) = 7o [ 0@ =) w0 > 0, R@) =0 (319
(T ) () = F(%) / (h(t) — h(z))*" W (@) f(B)dt,z < b R(a) >0 (3.20)

seklindedir. (3.19)ve (3.20) igin,
(Jonf) (@) = (Jynf) (@) = 0
olur. Eger (3.19) ve (3.20) integral formiillerinde h(x) = x alnirsa;
2, = Joy vedy, = Jp-

elde edilir.

Ayrica, p > 0 i¢in h(z) = “’Mll secilirse, bu durumda, (3.19) ve (3.20) esitlikleri sirastyla;

« _ (p+1)1—a ’ p+1 _ gpt+lya—lyp

( a+,0f) (33) - F(Oé) ‘/a (1" t * ) t f(t)dt,.’[! > a (321)
« _ (p+ 1)1-a K p+1 _ ptlya—1up .

(Jie o f) (@) = 5 B / (t 2P 1P f (1) dt, x < b (3.22)

seklini alacaktir. Bu tiir genellestirilmig kesirli integraller, Samko ve Kilbas tarafindan
(1993) *de, Akkurt ve Kagar tarafindan (2015) *de, Butzer, Kilbas ve Trujillo tarafindan
(2002) ’de, Mubeen ve Habibullah tarafimdan (2012) ’de cahgilmgtr.

(3.19) ’da a = 0 i¢in,

(i) (@) = T3 / "(h(x) — h(®)* K (@) f(B)dt, x> 0 (3.23)

(Joenf) () = f(2)
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yazilabilir. Semi grup ve (3.23) integral operatoriinin degisme ozellikleri,
ST @) = T (@) a2 0,820

ve

‘]u* h‘]f+ hf(x) a"' h +,hf($)

seklindedir. (3.23) integral operatériiniin birim operator ozelligini gostermek icin, f(z) =
h(x) olacak sekilde 6zel bir h fonksiyonu secilirse, (3.23) esitligi

1

- /0 (h(z) — h(8)™ W (D)h(t)dt

seklini alir. Burada, h(z) — h(t) = u olarak almrsa, h’ (t)dt = —du olacagmdan
h(z) — u = h(t) yazlabilir. Dolayisiyla; bu ifadeler (3.23) ’de yerine yazilirsa,

L /z(u)a_l(h(:c) —u)du = L /I(Ua_lh(I) —u™)du
) Jo (@) Jo |

N
1 u® U

- g MO e B

a+1

elde edilir. Paydalar esitlenip, gerekli iglemler yapildiginda,

(5h) () = Fam T 0@ [h(z). [h(z) — h(0)]" (a+ 1) — a(h(x) — h(0))*""]
]. «
= Ta12 [h(z) — h(0)]* [h(x)(a + 1) — a(h(z) — h(0)]
_ (h(x) = WO))
= “Tatd (h(z) + ah(0)) (3.24)

olur. (3.24) ifadesinde o = 0 almirsa,

(Jornh) (x) = h(z)

zPtl

elde edilir. (3.23) ifadesinde, a > 0; p > 0, p > —1,1 > 0 igin f(z) =" ve h(z) = £33

olsun. Bu durumda,

xT

(h(z) = h(t))* R (D) f(t)dt

]

(Joinf) () = f(l—

1 z .p+l tp+1
= (2 Yo terePdt
L) Jo  p+1
1~a g
— (p F(]-)) / (mp—H o tp+l)a—1tp+pdt
e 0
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. 1. o . . )
yazilabilir. Burada, ¢ = z.u7+7 degigken degistirmesi ve gerekli sadelesmeler yapihrsa,

" (p+1 (7 PPN |
Ui ta) = S [t e et
1

1 11—«
— ____(p+ ) (;L-/’“)“_la:”“x/ (1-—wu o=l 257 dy

[(a) 0
. ptptl
(p + l)l wpa—p+a—l+p+u+1 F(a)r( pt1 )

I() (o + 2257)

=P
xr.urtidt

olacagindan,
ptp+1
(p+1)F( p+1 ) a(p+1)+p

NGRS &}’;T—l)

g+,h,($“) =

elde edilir. Ayrica, (3.23) i¢in f(z) = 1 almrsa,

1" -
U ) @) = por [ (@)= he) WO Wt
I'(a) Jo
_ (p+ 1)t /m($p+1 _ prr)alpegy
I'(a) 0
olur. Son esitlikte, 2! — tP*1 = y alimrsa —(p + 1)tdt = du olacagindan,

(J(?‘Fhf) (33) = @—;}O%j/oz(u)a—l:_(%_lj

_ _(p+1)—a ’ U’_a z
N [(a) /0(04 o)

<p + 1)_ata(p+1)
MNa+1)
= J(‘)ﬁ,h(l)

yazilabilir.

Tanmim 3.2.2 (a,b), R ’de sonlu bir aralik ve R(a) > 0 olsun. Ayrica, h(z), (a,b] iiz-
erinde bir artan, pozitif monoton fonksiyon ve (a, b) iizerinde R’ (x) siirekli bir fonksiyon
olsun. Bu durumda, f fonksiyonun [a, b] iizerinde bir h fonksiyonuna gore sol ve sag

tarafli kesirli integralleri

(e Jasnf) (z) = kal(a) /z(h(x) — h())F TR (8) f()dt, k> 0, R(e) >0 (3.25)

(e, ) () = kF:(a) / (h(t) — h(z)E W) fB)dt k> 0, R(@) >0 (3.26)

seklindedir. Eger (3.25) ve (3.26) integral formiillerinde h(x) = z almirsa;

W) @) = s [ @=0F 0t > 0
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ve

(W) (1) = s [ (=)@ > o

elde edilir. Bu ifadeler, k — 1 alindiginda, klasik Riemann-Liouville kesirli integraline

indirgenir.

Pt

Ayrica, p € R\{—1} i¢in h(z) = p+11 secilirse, (3.25) ve (3.26) ifadeleri sirasiyla;

(G, f) (x) = EP_;_:(LO?)I__E /x(fﬁ”“ — YR f(t)dt, x>a

PIE f) () = w b(tf“rl — PR f(1)d, r<b

seklinde olur.

(3.25) ’de a = 0 i¢in;

Wl @) = 77 | “(h@) — hE)ER@IOd, 2> 0

yazilabilir. (3.29) integral operatoriiniin semi grup ve degisme ozelligi;
(T3 )02 )] S @) = Toiif () @2 0, 2 0

(T2 )62 )| F@) = 6T ) w2 ) F (@)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

seklindedir. (3.29) integral operatortintin birim operator ozelligini gostermek i¢in 6zel-

likle f(z) = h(x) olacak sekilde bir h fonksiyonu segilirse,

(kJginh) (2) = E}(a—) /0 “(h(x) = h(£)F R (Dh(t)dt

yazilabilir. Burada, h(z) — h(t) = u degisken degistirmesi yapilirsa h/(t)dt = —du
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olacagindan,

(T2uh) (2) = [ oy = woncya

(M=) — 1(0)) .
= TeTEe]) [h(z) + ah(0)] (3.30)

esitligi elde edilir. (3.30) da a = 0 ve k = 1 ahmirsa;
(Jgnh) () = h()

olur.
Teorem 3.2.1 f ve g; [0,00) tizerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda,
t >0, > 0 icin,

Fk(a + k)
(h(z) = h(a))*

klar h(f9) () = (ke ) F(B) (655 1) 9(2) (3.31)

dir.

ispat f ve g senkronize fonksiyonlar1 i¢in;

(f(r) = f(p))(g(r) — g(p)) 2 0 (3.32)
yazilabilir. (3.32) ’den,

F(0a(r) + f(p)g(p) = f(T)g(p) + f(p)g(7) (3.33)

olur. Eger (3.33) "iin her iki tarafi 7 € (a, ) i¢in Q—(t—)ﬁh(—ag———l V' (7) ile arpilirsa;

(h(t) = hr)E (h(t) — h(r)E
T )al) + D9y C)

> s PO 160y 1 s PO ge) 030
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elde edilir. (3.34) esitsizligi (a,t) iizerinde integre edilirse,

o [ ) — B E D (ot

)
b [ () = RO)E ) olatpar

> s [0 = ) E R el
s [ (00 = )W) (3.3

olur. Dolayisiyla,

o

W WD)+ F0)9(0) s [ (600) = h)E R ()

> o) [ (60— hE)E WG
O [ (0~ )W gt (3.36)

ve

(2 ) (f9)(®) + F(P)9(P) (kT P)(1) = 9(p) (kT R)(F)(E) + f(p) (kTG ) (9)(1)  (3.37)

elde edilir. (3.37) ’nin her iki tarafi p € (a,t) i¢in Mh’ p) ile carpilirsa;
P kT (@)

(0~ BN ) 1))+ = Pt T2 )

s B =B (o) o2 ()

O PONT 1) o) T )0 (3.9

olur. (3.38) ifadesi (a,t) tizerinde integre edilirse;

IRy = L

+/t (h(t) — h( )))F_l B (p)f(p)g(p)dp(xJsih)(1)

> [ O T o)g()intu (O

+ [ O TE k(o) otz 1)) (3.39)
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elde edilir. Bu esitsizlik ayni zamanda,

I'i(a+ k) N )
(h(z) — h(a))* (k5 1) F®) (67 ) 9(2) (3.40)

seklinde de yazlabilir. Boylece ispat tamamlanir.

klar h(f9) () 2

Teorem 3.2.2 f ve g; [0,00) iizerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda,

t>0 a>0, >0 k>0ign,

(h(?k(—ah-i(-alg%_l [z hfa)0) + (w2179 )

> (W) F(2) (k«]fa«,h) 9@ + (v n) F() (kjf+,h> 9(t)

dir.
Ispat f ve g; [a,b] iizerinde iki senkronize f011k31y0n olsun. Bu durumda, her

a>0,p > 0icin, (3.37) 'nin her iki tarafi (—wﬁh—(’i—;———h (p) ile carpilirsa;

?rlu.

-1

() ) LT ) o O i0) 3ot )

(h(t) — h(p))E ", .
> T 9) R (p)g(p) (kI h)(f)(2)

(h(t) = h(p))F ™, .
) 1 (p)f(p) (k5 h)(9)(2) (3.41)

elde edilir. (3.41) ifadesi (a,t) iizerinde integre edilirse;

L) = hp)ET
/a, kT () W (p) (e Jg+h)(fg)(t)dt

. F = ROV ) 1) g() T2 ) (1)

- / F L) = MONET ) o) T3 B ()l

S PO ) £ () o2 ) (9) (1) (3.42)
elde edilir. Buradan,

(%) (F9) () T2 (L) + (IS h) (D) (2R (f9) ()
> (JoR) (B IER)(9)(E) + (ISR (9) () (T h) () (3.43)

olacagindan ispat tamamlanir.
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Uyari 3.2.1 Bu teoremde a = /3 almirsa Teorem 3.2.1 ’i elde edecegimiz agiktir.

Ispat (3.37) ifadesinin her iki tarafi ﬂt),:r—hk(@;—r—lh' (p) ile carpilirsa,

w0 ML) 4 (h(t)k}%) S ()£ 0)al) T YD)

> LMyt + MO =R () () T2 )0

olur. Elde edilen esitsizlik (a,t) iizerinde integre edilirse;

/a (h(t)k—l“ :l(((f)))r 1 (p)dp( IS 1) (f9) (2)

/ <h<t>k FW) K (0)F(p)g(p)dp(i T2 (D)

> / — PO ) g T ) () (9)

+ / (h(t)k_rf(f)))ﬁh'(p).f(p)dp(kJ3+h)(g)(t)

elde edilir. Buradan;
(e T B)(f9) (&) (kg h) (1) + (o5 ) (D) (e T35 R) (f9) ()

> (kg ) (N @) (e I24h)(9)(E) + (ks 1) (9) (8) (kT h) (F) (2)
esitsizligi elde edilir.
Teorem 3.2.3. f,g ve h; [0,00) iizerinde tamml ii¢ monoton fonksiyon olsun ve

p,T € [a,t] icin

(f(r) = 1)) (9(7) = 9())(h(7) + h(p) > 0
esitsizligi saglansin. Bu durumda, her o, 8 > 0 ve t > a 2> 0 igin,
(T2 (Fgh) (D] (T2, ) (1) = (T2 ) (1) (T2 R (Fgh) )]
> [(Jah)(fR)(®) [( n(@)®)] + (2 h)Gh) O] [(I2 )
~ [T ) ()] kJ;:i B(9)B)] — (2R W)®] |20 (9]
TSRO G (1) — (J2h)@) @) [(ILNUR@)]  (344)
esitsizlikleri, (k; H)-kesirli integralleri i¢in saglanir.
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ispat f,g ve h fonksiyonlar [0,00) iizerinde tanimh ii¢ monoton fonksiyon olsun. Bu

durumda her p, 7 > 0 icin;
(f(r) = F(p)(g(7) — 9(p))(h(T) + h(p) = 0 (3.45)
dir. (3.45) ’den,

F@)g(Dh(r) = f(p)g(p)h(p) — F(T)glp)h(T) — f(p)g(T)(T)
+1(p)g(p)h(1) = F(1)g(T)h(p) — f(T)g(p)h(p) + f(p)g(T)R(p)
> 0 (3.46)

yazilabilir. (3.46) 'nin her iki tarafi 7 € (a,?) i¢in Mh’ 7) ile carpilirsa;
kg ()

elde edilir. Dolayisiyla;

(kT ) (Fgh)(2) + f(p)g(p)(p) (x5 R)(1)
> g(p) (T ) (FR)(E) + f(p) (e JGh) (gh)(2)
—1(P)9(p) (I W) (R)(2) + h(p) (T ) (f9) (t)
+9(p)h(p) (k5 R) () (t) + £ (p)h(p) (x5 h) (9)(2) (3.48)
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g4
olur. (3.48) ’in her iki tarafi p € (a,t) olmak tizere QO=heDE 1 5) ifadesi ile carpilirsa.
P ENE) f

>

wrznrae) [ LBy,

t _ %—1
_/ (h(t)¢ MODE 1 (6) £ p)g( o (p)dp(u2 B (1)

)
> [ Oy ez
v f (0 Zg’)”%'l (o) £ (p)dp( 2 ) (gh) (1) (3.49)
- [ OB stpgteriptusz 000
v/ o= Z%’)”%_lh’(p)h(p)dp<kJa+h><fg><f>
+/at (h(t)k}li%))%_lh’(p)g(p)h(p)dp( Jar ) (f)(2)
[ (h(t)k}z(g)))%_lh'(p)f(ﬂ)h(p)dﬂ(kJa+h)(g)( )

elde edilir. Boylece,

(T2 ) (Fgh) ()] (T2 B (1) = (el ) (1) [T ) (FR) ()]
> (W2 U] (T2 @®] + (T2 eh) O] | (2B ()@
~ [T YY) [ Ji J(F9)®)] + (T2 YO [T (@]
(T2 W] (T2 R) ah)E) = T2k ()@ [ (T2 R ()

olacagmdan ispat tamamlanmig olur.
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3.3 Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler Icin Genellestirilmis
(k,h)-Kesirli Integralleri

Tamm 3.3.1 h : [a”,1?] — R artan, pozitif monoton fonksiyonu, (a?,b”) tizerinde bir

h'(z) siirekli tiirevine sahip olsun. f fonksiyonun [a?,b?] tizerinde, h fonksiyonuna gore

«. mertebeden sol ve sag tarafli kesirli integralleri sirasiyla,

7 o L bOn(tr) f (2Pt .
Joinf (0°) krk(a)/a [h(bﬂ)_h(tp)]%_ldt (3.50)

B OSPNE SN SN 4oV o i
Jy-nf (@) ka(Of)/a [h(tP) — h(b”)]

. . PP p_pp o- . .
seklindedir. Burada sirasiyla, s* = =95 ve s” = L% degisken degistirmesi yapilirsa,

dt (3.51)

=

I§‘+f(bp) =

o p plps _ PP PP — sP)a” PsP
_b—a / W((1 = s")a? +b°s") f((1 — s”)a? + b ) 5014 (3.52)
k() Jo

h(b) — h((1 — sP)ar + besr)]”

ve

r o (0 + (L= WP+ (L= W) oy g
0 [R(bP) — h(sra? + (1 — sP)bP)] k

I f(a”) = -

b f(a’ ) krk(a) 1
elde edilir.
Teorem 3.3.1 h : [a”,b’] — R artan ve pozitif monoton fonksiyonu, (a”,b”) iizerinde
bir h'(x) siirekli tiirevine sahip olsun. f : I — R de bir konveks fonksiyon ise, bu

durumda

; (ap+bp> . pl(a+1) (1 PP) + 12 o)) < f(a?) + F(b°)
2 4[h(b?) — h(a?)]" 2

esitsizlikleri saglanir.

ispat f : [a”, 0] iizerinde t = %igin, bir kesin dig biikey (konveks) fonksiyon oldugundan

f (ﬁ +2— yf’) G ;r fW) (3.54)

yazilabilir. s* € [0,1] igin, 2# = s”a” 4 (1 — s*)0” ve y” = (1 — s”)a” + b’s” dir. Bu
durumda, f konveks fonksiyon oldugundan,

f (a" - bp) (Hret (=) (0 o (3.55)
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esitsizligi saglanir. F(2°) = f(2”) + f(a” + b — 2*) ifadesi
F((1=s")a” +bs") = f((1 — s")a” + V’s?) + f(sPa” + (1 — s”)b”)

esitliginde yerine yazilirsa,

Y F((1 — sP)aP + bPsP
<a+ )< (1 — s”)a” + bPsP) (3.56)
2
elde edilir. Ayni zamanda,
F(sPa” + (1 — s”)0") = f(s”a” + (1 — ")) + f((1 — s")a” + Vs”)
dir. Buradan,
P pp F(sPaP + (1 — sP)b°
f(a—; )< (sa—l-; sP)b”) (3.57)

egitsizligi elde edilir.

,f;*(a:) h’«l‘sp)“%bpsp)sp»ll,a ile carpilip, 0 ’dan 1 e s
R Th(be)—h((1—sP)ap+brsP)]  *

(3.56) esitsizliginin her iki tarafi

'ye gore integre edilirse,

<a” + b") b — af /1 R'((1— s”)a’ + bPsP)sP! e
2 kTk(a) Jo [h(bP) — h((1 — sP)a? + bese])'

W —a | [PH((1—sP)a? +sP)F((1 — sP)a’ + bPsP)

2kTk(a) {/0 [h(b) — h((1 — sP)ar + bose)) ~F

s tds|  (3.58)

elde edilir.

(3.58) ’in sol tarafinda u = h(b?)—h((1—s”)a”+b"s”) degisken degistirmesi yapildiginda,

du = —W((1—3s")a”+b's").(—p.s" .0 + p.s" 'V )ds
du = —h((1—5")a”+VsP).ps"~ (b — a’)ds
d
s = (1= ) s

olur. Bu ifade yerine yazilip, integral alimdiginda,

s a® +b°\ V¥ —a”  du /b du
2 kCk(a) p (b2 —af) Jo [u]'"F

a’ + v du b
N _f< 2 )p(b/’——aﬂ ka(a)/aW du

a” + b\ [h(b*) — h(ap)]%
/ ( 2 ) ple(a+1)
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elde edilir. Bu durumda,

f (ap + b") b — a? /‘1 R ((1 — sP)a? + bPsP)sP ds
0

2 ) kCk(@) Jo [h(be) — h((1 — sP)ar + brsP]' "%
(e () — b))
B f( 2 ) pli(a+1)
olur. Sonug olarak;
a0\ (W) — (a1 )
j( ; ) VRS < GLa F () (3.59)

bo—apr  W(sPaP+(1—sP)bP)sP~]
1

esitsizlik saglanmir. (3.57) esitsizliginin her iki tarafi ) — ile

[h(sPar+(1—sP)bP)—h(ar)]
carpilip 0 ile 1 arasinda s ’ye gore integrallendiginde,
(ap + bp) b — a” /1 B (sPa? + (1 — sP)bP)sP~! p
—a ds
2 ) KD(@) o [n(srar + (1 — s2)b0) — h(a?)]
b? — a? /1 [h’(s”a” + (1 — sP)b?)s*~LF(sPa” + (1 — s7)b°) s (3.60)
0

2kTi(c) ((sPar + (1 — s2)09) — h(a#)] *

elde edilir. (3.60) ’m sol tarafimda u = h(sPa” 4 (1 —s”)b”) — h(a”) defisken degistirmesi

yapilirsa,
du = WO+ (1— ") —h(a”).(p.s" .0 + p.s"71b")ds
du = K((1—5")a” +s").ps’ " (af — V) ds
du — ! PP PP\ oP—1
= m——h((l—s Yaf + b°s”).s" " ds
olacagindan,

f a? +b°\ b —a’ du /b du
2 ) K@) pl@ — ) Ju [

a? +b° du P
f( 2 >p<ap—bp>krk<a>/0“ !

B a® + b\ [h(b?) — h(a?)]"
- f( 2 ) plr(a+ 1)

elde edilir. Buradan,

(a” + b“) b* — af /1 B((1 — sP)a? + bPsP)sP! s
Jo [h(

2 kLk(a) a?) — h((1 — s”)a’ + bl’sp]l_%
B a® + 0\ [h(b?) — h(a?)]"
=/ ( 2 ) ple(a+ 1)
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bulunur. Yani,

a” + 0" — h@)* 1
< I8P
( ) ka a+1) T )
a® + 0\ [h(D’) (ap)] 1
< I F(af ;
( ) kaa+1 3l F(@) (3:61)

esitsizligi elde edilmis olur. (3.59) ve (3.61) esitsizlikleri toplanirsa,

=

a? + b\ [h(b?) — h(a?)] 1

2 < - [I4FO) + L-F(a” .62

() MR < S )+ F@) @0

ifadesi elde edilir. Simdi (3.62) esitsizliginin her iki tarafi PLlatl) _ile carpilirsa,
2[(b)—h(a)] "

o FP(b) + I F(a”)] (3.63)

7 |
& a

P pP
f <a +b ) < plp(a+1)
207 4lh(vr) — h(@)
seklinde birinci esitsizlik elde edilmig oluir.
(3.54) *deki ikinci esitsizligin ispatl icin, ilk olarak; eger f, [a”, b?] iizerinde bir dig biikey

fonksiyon 1se,
f(sPa? + (1 — ")) < s°f(a”) + (1 = s") f (V")

ve

FI(1 = s")a? +1°s") < (1= ") f(a”) + 8" F (V")
esitsizlikleri elde edilir ki; bu esitsizlikler toplanirsa,
f(sPa? + (1 — s")b7) + f((1 =)o’ +b's") < f(a”) + F(V')
esitsizligine ulagihr. Burada,
F(sPa? + (1 — s”)b°) = f(s”a” + (1 — ) + f((1 = sP)a’ + b°s”)

oldugundan,
F(sPa? + (1 — ")) < f(a”) + f(¥) (3.64)

elde edilir ve
F((1—s")a” +bs") = f((1 - s")a” + Ws”) + f(sPa” + (1 — s”)V7)

oldugundan,
F((1—s")a? +b's”) < f(a”) + f(O°) (3.65)
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yazilabilir.

Ef,;(“;) h,((l'sp)“”bpsp)sp_LQ ile carpilip 0 ile 1 arasinda

(3.65) esitsizliginin her iki tarafi
[h(bP)—h((1—sP)aP+bPsP)]
s ’ye gore integre edilirse,

v —a /1 R (1 — sP)a? + bPsP)F((1 — s”)a’ + bPsP)sP! s

Kli(a) [h(b#) — (1 — s)a? + bose)] *

b — a /1 R'((1 — sP)aP + bPsP)sP™1
0 [A(

kTk() b)) — h((1 — sP)ar + bPsP)]

~ds  (3.66)

11—

< [f@)+ f(07)]

elde edilir. (3.66) ’iin sag tarafinda u = h(b?) —h((1—s”)a” +b"s?) degisken degistirmesi

yapilirsa,

o b —af 1 R'((1 — s”)af + bPsP)sP™! .
i >+ﬂwnM%mLA[MM%_Mu_ymw+Myﬁﬂd

() — h(a?)]®
pli(e+1)

= [f(a”)+ f(¥")]

esitligi saglanir. Buradan,

b’ — af /'1 R'((1 — sP)a? + b°s?)F((1 — s”)a’ + b”as”)s”‘lds
k(@) Jo [(h(b°) — B((1 — sP)ar + bose)] *

h(?) — h(a?)]"
pli(a+1)

< [f(a) + £ (7))

esitsizligine ulagilir. Sonu¢ olarak;

o

[A(5) — h(a”)]”

plr(a+ 1) (3.67)

s F(O°) < [f(a) + £ (V7))

esitsizligi elde edilir.

151{#(?5) h’(sﬂaﬂ+(1—s")b")s”'ll_a ile carpilip O ile 1 arasinda
KA [h(vP) = h(sPar+(1—sP)bP)]

(3.64) esitsizliginin her iki tarafi

s’ ye gore integre edilirse,

b — af /'1 B (sPa? + (1 — sP)bP)F(sPaP + (1 — s”)bP)s"
0 [h(bP) — h(sPar + (1 — sP)bP)]

kTe(@) 7 ds

—ds

1-<

<WMH%WNM_MA[MHWM+@—wMW4

kLi() b#) — h(sPar + (1 — s°)b?)]
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1-¢
elde edilir. u = [A(b?) — h(s”a? + (1 — s*)b7)] " degisken degistirmesi esitsizli§in sag

tarafina uygulanirsa;

ds

@) =%

) b —a? [? W(sPa? + (1 — s*)b?)s"!
)+ 50 Fs e )

B

[1(b) — h(a”)]
plr(a+1)

= f(a")+ (")
esitligi elde edilir. Buradan,

S

b — af /1 W(sPa? + (1 — sP)bP)F(sPa” + (1 — sP)bP)sP! p
0

kli(a) (b — h(sPar + (1 — s2)b)]

[h(b?) — h(a”)]"
pl(a+1)

< [f@”) + f(7)]

esitsizligi yazilabilir ve bu durumda sonug olarak;

>R

[h(b*) — h(a”)]

I Plar) < (@) + fO) 20 T (3.68)
clde edilir. (3.67) ve (3.68) toplandiginda,
1 () + 12 Pl < 2(7(a) + fy) BEL ) (3.69)

ka(Of + 1)

esitsizligi elde edilmig olur. Simdi, (3.69) 'min her iki tarafl _Plelatl) e carpilirsa,
a[a(br)~h(ar)] *

f(a) + £(¥) a1

et d) o p) + I R < 555

4[h(b#) — h(a?)]"

bulunur. Boylece ikinci esitsizliin ispat1 tamamlanir. (3.63) ve (3.70) esitsizlikleri
birlestirilirse,

f(ap+b") < ple(a+1) T F) + I F(a?)] < fa?) + f(bP)
2 4 [h(b?) — h(a®)] 2

a
k

ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.3.1 Eger Teorem 3.3.1 de p — 1 aliirsa,

f(a) + f(b)
2

o
k

4

S (a i b> < Lyfort 1) (1, F(b) + I F(a)] <
2 4[h(b) — h(a)]

elde edilir.
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Sonug 3.3.2 Eger Teorem 3.3.1 de h(z) = x alinrsa;

fla?) + f(¥")
2

; (a” +b”> < Plylat1) (1o F(0) + I F(a”)] <
2 4 [bp — (]JP]F

elde edilir.

Sonug 3.3.3 Eger Teorem 3.3.1 de p — 1 ve h(xz) = z alinirsa;

f(a+b) < M[ ‘?JFF(b)‘*‘]l?—F(a)] - M

2 4b—a)* 2

elde edilir.

Sonug 3.3.4 Eger Teorem 3.3.1 de oo = p = k = 1 ve h(x) = z almirsa bu durumda.

klasik Hermite-Hadamard esitsizligl,

f(a;b) S bia/abf(x)dxgm)_;_i@

seklinde olur.
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4 GENELLESTIRILMiS KESIRLI INTEGRALLER
iCIN ESITSIZLIKLER

Bu boliimde, (3.50) ve (3.51) ile tanimh integraller kullanilarak yeni esitsizlikler elde
edilecektir.
Teorem 4.1 f ve g; [0, 00) aralig iizerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda

t>0,a>0icn
Fk(O{ + ]C)
(h(b?) — h(a®))*

P13 h(fg) () = ("I 0) F@°) (P15 ) 9(2°) (4.1)

esitsizligi saglanir.
Ispat f ve g senkronize fonksiyon oldugundan,

(f(r7) = fEN(9(7") — 9(£")) = 0 (4.2)
esitsizligi yazilabilir. Buna gore (4.2) ifadesi,

F()g(?) + f(€7)g(€°) = f(m)g(€") + f(£7)g(7") (4.3)

@
seklinde yazilabilir. Eger, (4.3) esitsizliginin her iki tarafi 77 € (a, t) i¢in %h' (1P)rP~1

ile carpilirsa,
(h‘(tp) - h’(Tp))%_l 1 _p p P\ -p—1
Ty e

+f(€/’)g(€p) (h(tp)k}f((;;)) F h’(TP)TP—l

> g(g")(h(tp)k}:lg;))f W (7°)  (7°) 7"~

+f(£9) (h(tp)k}j(g;)))z_ h'(TP)T”‘lg(TP) (4.4)

elde edilir. Bu durumda, (4.4) esitsizligi (a,t) arahginda integre edilirse,

1 t aq, o1 e p )
kT (a )/( () = h(r?)) = W ()7 f (77)g(77)dT

+f(&")g (§p) ( A (h(t?) — h(7P)) %~ H/ (1) dr

( (t°) = h(r?))E W (7) f ()"

WV

g(¢ )ka

/ (h(tP) — h(r?)) s W (T)g(r*)* tdr (4.5)
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olur. Bu nedenle,

PI1% M(fg) (") + F(€9)g(€ )kal( )/(h(tP)—h(rﬂ’))%flh/(Tp)Tp—ldT

(@) — B (R ()

9& )7

f” / ® lh'(Tp)’/"P_lg<Tp)dT (4.6)

seklinde yazildiginda,

h)(f9)(t?) + F(€)g(€)(P15h)(1) = g(€") (I ) () () + F(EM) (P15 1) (9)(2")
(4.7)

eI

at

e teee o o _ o . . (h(tP)—h(£P)) %—1 o ep—1
esitsizligi saglanir. (4.7) esitsizliginin her iki tarafi £” € (a, 1) igin *=—5 o5 R (7)€

carpilirsa,

(E7) = MEDT y1(eryeororz ) o) 1)

k’Fk(Oz)
rern @ EED et gt

> ern e BT e

s M EN e @) (148)

elde edilir. Daha sonra, (4.8) esitsizlifi (a,t) araliginda integre edilirse,

erzmoe) [ HEZTE peertag

a

e [ COEIEE e e

> (”13+h)(f)(tp)/ e ((gp))_ﬂh'(é")ﬁp‘lg(f”)dé

)
o1z m() ) )m(( )))“ (€)e (e (149)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik ayn1 zamanda,

Lr(a+k)
(A(b") = h(ar))%

seklinde de yazilabilir. Boylece ispat tamamlanir.

(P12 ) F@°) (I35 ) 9(7)

P15 h(f9)(t") =
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Teorem 4.2 f ve g; [0, o0) iizerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda, ¢ > 0,

a>0,8>0 k>0 ig¢in,

) BN [ o g + (715 15000

> (10, 100 (P18 ,) o) + C12,) £0) (P2214) 92

dir.
ispat f ve g; [a,b] iizerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda, her o >

81
0, p > 0 icin, (4.7) esitsizliginin her iki tarafi Q) —hEE "~ pr(gp=1Y¢P~1 le carpilirsa,
P & FT%(8)

EalisY

ernroe) 2 k}f(;) V™ ige

serem ) P HEDNT ey fenyg )

kT (B)
> erznne) M S e e )
(1% h)(g) () (a(¥") k—rﬁg V2 pernyerpier) (4.10)

esitsizligi elde edilir. Simdi, (4.10) *da verilen esitsizlik (a,t) aralifinda integre edilirse,

ooy [ PEEED weretag

a

ez [ BENET 1 eryer f(eP)g € e

kLk(5)
> e [ MO DEZ (gertg ey
+(I3 D) (9)(@") / t (h(tp)k}]ﬁ(;; Vgt (41)
olur. Buradan,
(CIZ ) (o)) 1L W) (1) + CIx )W) LR (f9) () (4.12)

> (P18 h) () (@) (P12, 1) (9) () + CIE ) () () L M) (F)(E)

olacagindan ispat tamamlanir.
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Py F L .
ispat (4.7) esitsizliginin her iki tarafi (—}(—‘#%%Lh’ (£7)€P7 1 ile carpilirsa,

erensoery M wee

v MO IED e sengtenre

> onmmne M @

+(PT%, h)(g)(t") (h(t) ;[‘}:Ei;))z_ h/(fﬂ)f(fp)'sp-l

clde edilir. Elde edilen ifade (a,t) arahgnda integre edilirse,

e [ P

o KLk (cv)
rer [P e
> e [ PO e
verge) [P e e

olur. Bu durumda

(P12 B) (f9) () (R h) (1) + CIZ ) (D) (T h) (f9) ()
> (IR CIS ) (@) (@) + CI ) (9) @) C L ) () (E)

esitsizligi elde edilir.
Teorem 4.3 f,g ve z; [0,00) lizerinde taniml iic monoton fonksiyon olsun. Her £, 7 €

la, t] igin;

(%) = FEN (") — 9N () +2(€") > 0
esitsizligi saglamr. Her ¢ > a 2 0, o, B > 0 i¢in,
IR (Far) ()] T2 (L) = CIE R [T ) (Fah) ()]
> (IR [CIE )] + T [CLEm )]
eI @ @) [0 E)] + T @ )] [T
(I (1) @) — G [CERRE)]  (413)
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(k; H)-kesirli integral esitsizligl saglanr.
ispat f, g ve x ;[0,00) iizerinde tanimh {i¢ monoton fonksiyon oldugundan her £”, 77 > 0
i¢in,

(f(r") = FEN(g(r?) — g(€"))(a(r) + 2(£") = 0 (4.14)

yazilabilir. (4.14) ’den,

F(r2)g(r?) () — [(€7)g(€N)m(€") — f(E)g(E") (") — f (&)g(m")2(7")
L f(E)g(€0)a(r7) — f(1)g(T7)a(€) — f(r")g(€M)x(€) + f (€")g(r7)z(€")
> 0 (4.15)

X1
yazilabilir. (4.15) esitsizliginin her iki tarafi 7% € (a,t) icin (—hmg——mk—h’ (rP)rP 1t ile

carpilirsa,

) = DI ot e
[ OB oeyre 07 )a(e "
_f(gp)g(fﬂ)m(gp)/ (h(tp)k}?((;)p))rv h/(TP)Tp~1

renater) [ M @ty

a

+f(§/’)/ (h(tp)k_r:’((;;))z_ h/(TP)Tp—lg(TP)x(TP)

f(fp)g(ﬁp) / (h(tp)k'r‘j((;;))?# h/(TP)TP—lx(TP)
+a:(§r’)/a' (h(tp)k}f((;;))x- h’(TP)TP—lf(TP)g(TP)

ratenner) [Py

—renater) [ I (1.16)

WV

elde edilir. Buradan,
(PI&h)(fgx) (") + F(€7)g(€")(€7) (P L5 h)(1)
> g(€) (P I h) (fx)(t) + F(E) (P15 h) (g2)(E)
— (€7 g(€") ("I h)(2)(17) + h(E) ("I h) (F9) ()
+g(€0)m(E)(PISR)()(E7) + [(E€)x(€) (15 1) (9)(#") (4.17)
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olur.

PY_h(eP))E 1 .
4.17) esitsizliginin her iki tarafi £ € (a,1) i¢in M—f-@—’ﬁ—h’ ”¢P~t ile carpilirsa,
& R (B)

MENTy gryer—ta

premgne) [T

(5
rerm [ PELHEDT e reryoteroter e
> eraae) [ BTN e genera

?rlm

verzen ) [ HELIED e pieryde

~erzne) [ PO e pengteryi
vorzaae [ COZHED yeneuei

?rlm

rermnne) [ B ZHEN e g

a

>w

-1

ez [T e emenie @

Buradan,

(120) (F9) ()] (T2, B)(1) — T (1) [(C12 ) (Foa) ()]

> (ISR @) [P 0) )] + (CI2 ) [C1AR) (1))
— (I3 R) (@) (7)) W W(F)(E)] + [T b @)E)] [ 12 (Fo)(")]
T2 RN (2B k(D) — (IO (T2 R (R0

egitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.4 f ve g; [0, 00) da iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda her «, 8 > 0

vet>a > 0i¢in

1 29 o p
Fk(,B + kl) [h(tp> - h(ap)] pIa f2(t )
i ) — e )
> 2If() 17 9(t) (4.19)
eI AP IGE(7) +° ISP (#)0 12 2(#0) = 2707 fg(t7) I fg(t”) (4.20)

20



dir.

ispat (f(z*) — g(y*))* > 0 oldugundan,

f2(2”) + g*(y") = 2f (2)g(y") (4.21)

L3
k

yazilabilir.  (4.21) esitsizliginin her iki taraf H“‘kl@_) [h(t) — h(z?)]* ' 2P~ 1R (2F) ile

carpilirsa,

) [ () = h(a?) 2 ()
k‘Fk(CY) a
> ) | )~ hE 2 O ()

elde edilir. Bu durumda,

ISP () + g (I (1) > 29(y7) IS F (1)

olur. Esitsizligin her iki tarafi F:(—ﬂ—) [h(tF) — h(y”)]%_1 y*~ 11 (y*) ile garpilirsa,

2P0 [ g )~ A

#1210) [ g 1)~ el R Ny

> 217w) [ i ) = o )y

elde edilir. Bu durumda,

1 p p %—2 P T £2(4p
1 p P\IE=2 P JBo2(tP
i ey M0~ M )

> IS f(17)P 1] 9(t°)
olur. (f(z)g(y*) — f(y*)9(x?))* = 0 oldugundan,

@) () + ) g (a) = 2f (") F(y*)g9(2")9(y")



esitsizligi yazilabilir. Verilen esitsizligin her iki tarafi ;7= — ( [h(t/’) — h(z )] ~Lgr=1h (2P)

ile carpilip, (a,t) arahgmnda z ’e gore integre edilirse,

70) [ g )~ heE e PR

F10) [ gy )~ R @ )

> 29(y")f (") ! () — h(x?)] 5~ 2~ f(aP)g(a”) M (") d
]CFk(()t)

a

elde edilir. Yani,
PIo )R () +° 12 (#)-f2 (") = 29(y°) f (W) 1S F9(t)

.- ) s neu - 8_ .
yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafl m [R(t") — h(y")]* Yyp=1h! (yP) ile carpiip

(a,t) arahgmda y e gore integre edilirse,

pIafZ tp

ﬁ / Bty — b)) E P W () dy?

139" ()7 Y F Ly PP () dy?

> 211 f9(t")7

21 p- /
/ P ) ) )y
elde edilir. Buradan
pIoFAPY IR P (1P) +° I2g* (17)P 10 f2(17) = 21 fg(t*) 11 fg(t*)

olur ki, boylece ispat tamamlanir.
Sonug 4.1 f ve g; [0, 00) da iki fonksiyon olsun. Bu durumda her o, 3 > 0vet>a >0
icin

1

ey () = @ PP )] > 2 I o)

PIE PP IEgA () = IS 9(t))]
dir.

Teorem 4.5 f € Ly [a,b] olsun. Bu durumda, k,m,n,7,p > 0 ve @ > 1 i¢in

(0 ) (07 ) ()
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dir.

ispat (4.22) esitsizliginde g(t*) = (h(zP) — h(t?))* 1, f(t*) = frﬂ-k_(;—) ve h(t?) = f(t")

aliirsa,

(wl ) / [h(a?) = )" tﬂ—l.f*(t")dtp)
(kl“j(a) / (ha?) = ()" tp*f’”(t”)dtp)
(i | o) = e

2

ifadesi elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Hatirlatma 4.1 (4.22) ’de k = 1 alimrsa
m 2
(pI;n(a_l)+1fT(.’ij)) (pI:(a~l)+1fp(xp>) > (pla—:—Q(a—l)-Hf%g(xp))

esitsizligi elde edilir.



5 TARTISMA ve SONUC

Bu calismada kesirli integral taniminin, ozellikleri ve bunlarin baz ozel esitsizliklere

uygulanmast incelendi.

Caligmanim ana boliimiinii olugturan dordiineii boliimde Rieman-Liouville ve Hadamard
kesirli integralleri i¢in verilen genellegtirilmig integral kullanilarak baz yeni esitsizlikler
elde edilmigtir. Bulunan sonuglarin bazi ozel halleri literatiirde mevcut onceki calig-
malarda verilen sonuclar1 kapsamaktadir. Bu tez calismasimda elde edilen sonu¢larda
kullanilan genellestirilmis kesirli integral operatorii yardimiyla Riemann-Liouville ve
Hadamard kesirli integralleri i¢in literatiirde var olan Hermite-Hadamard esitsizligini

iceren sonuclarm yeni genellegtirmeleri elde edilebilir.
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