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SĐMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte 

aşağıda sunulmuştur. 

 

Simgeler     Açıklama 

 

ℕℕℕℕ    Doğal sayılar kümesi 

ℤℤℤℤ    Tam sayılar kümesi 

ℝℝℝℝ    Reel sayılar kümesi 

(((( ))))d x,A     ( ){ }inf d x,y : y A∈  

(((( ))))dB x,εεεε          d metriğine göre x merkezli ε  yarıçaplı açık yuvar 

(((( ))))dB A, εεεε           ( ){ }x : d x,A < ε  

A B≺≺≺≺          A, B’nin incelişidir. 

⇒⇒⇒⇒                   Gerektirme 

⇐⇐⇐⇐                    Yeterlilik 

⇔⇔⇔⇔             Ancak ve ancak 

o

A    A kümesinin içi 

A    A kümesinin kapanışı 

����A    A kümesinin yığılma noktalarının kümesi 

cA    A kümesinin tümleyeni 

∂V    V kümesinin sınırı 

ωωωω    Đlk sayılabilir ordinal 

A            A kümesinin kardinalitesi 

Aϑϑϑϑ           { }O A : O∩ ∈ϑ  

ϑ ∧ ϕϑ ∧ ϕϑ ∧ ϕϑ ∧ ϕ           { }A B: A ,B∩ ∈ϑ ∈ϕ  
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1. GĐRĐŞ 

 

Metrik uzaylar ilk olarak Fransız Matematikçi Maurice Fréchet tarafından 1906 

yılında yayınlanan “Sur quelques points du calcul fonctionnel” adlı doktora tezinde 

tanımlanarak literatüre girmiştir. Fréchet’in bu tanımından sonra metrik uzaylar 

konusunda uzun yıllar boyunca önemli çalışmalar yapılmış ve metriklenebilme 

konusu zamanla daha çok ön plana çıkmıştır. 

 

1920’li yıllardan itibaren birçok metriklenebilme kriteri ortaya konmuştur. Bu 

konuda ilk önemli gelişme 1923 yılında Rus Matematikçiler Pavel Samuilovich 

Urysohn ve Pavel Sergeyevich Alexandrov tarafından ispatlanan metriklenmebilme 

teoremi olmuştur. Đki yıl sonra Urysohn, sayılabilir tabana sahip her düzenli uzayın 

metriklenebilir olduğunu kanıtlamıştır. 

 

1944 yılında parakompaktlığın tanımlanması ve 1951 yılında birbirinden bağımsız 

olarak Bing, Nagata ve Smirnov tarafından genel metriklenebilme teoreminin 

ispatlanmasından sonra metriklenebilme konusunda bir çok karakterizasyon 

verilmiştir. Üç matematikçinin teoremlerindeki farklılık Nagata ve Smirnov’un 

σ − yerel sonlu tabanı, Bing’in σ − ayrık tabanı kullanması olmuştur. 1948 yılında 

Đngiliz Matematikçi Arthur Harold Stone yayınladığı doktora tezinde her 

metriklenebilir uzayın parakompakt uzay olduğunu göstermiştir. Bu önemli kanıt 

Bing-Nagata-Smirnov Teoreminin esin kaynağı olmuştur.  

 

1970’li yılların başına kadar bu konuyla uğraşanlar M − uzay, p − uzay ve 

w∆ − uzay gibi metriklenebilme karakterizasyonu vermede kullanılan pek çok uzay 

tanımlamışlardır. Ayrıca 1945 yılında başka bir Rus Matematikçi olan 

V.E.Šneĭder’in Gδ − diagonale sahip kompakt uzayların metriklenebilir olduğunu 

göstermesi metriklenebilme konusunda Gδ − diagonal özelliğini içeren 

metriklenebilme teoremlerin verilmesine öncülük etmiştir. 

 

Genelleştirilmi ş metrik uzayların incelenmesi, metriklenebilen topolojik uzayların 
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hangi yapılardan ötürü metriklenebilir olduklarını açığa çıkarması bakımından 

önemlidir. 

 

Bu çalışmada editörlüğünü K. Kunen ve J.E. Vaughan’nın yaptığı “Handbook of Set 

Theoretic Topology” kitabının G. Gruenhage tarafından derlenen “Generalized 

Metric Space” adlı onuncu bölümünün ilk üç alt bölümü, teoremlerin ispatları 

genişletilerek, okunmuştur. Buna ilaveten A.V. Arhangel'skii - D.K. Burke 

tarafından 2006 yılında yayınlanan “Space with a regular Gδ − diagonal” başlıklı 

makaleden de konumuzla ilgili olan bazı kısımlar alınmıştır.  
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2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER 

 

2.1.  Metrik, Metrik Uzaylar ve Diğer Uzaylarlarla Đlgili Temel Tanım ve             

Teoremler 

 

2.1.1. Tanım 

 

X ≠ ∅  olmak üzere, her x,y,z X∈  için; 

i) d(x,x) 0=  

ii) d(x,y) d(y,x)=  

iii) d(x,z) d(x,y) d(y,z)≤ +  

koşullarını sağlayan { }d : X X 0+× → ∪ℝ  fonksiyonuna X üzerinde pseudo-metrik 

(sözde metrik) denir. Bu koşullara ek olarak d fonksiyonu ( )d x,y 0 x y= ⇒ =  

koşulunu sağlarsa, d fonksiyonuna X üzerinde bir metrik ve ( )X,d  ikilisine de bir 

metrik uzay denir. Tanımlardan kolayca görüleceği üzere her metrik aynı zamanda 

sözde metriktir. Fakat bunun tersi doğru değildir. Örneğin; X = ℝ  olsun. 

( )1 2x x ,x=  ve ( )1 2y y ,y=  olmak üzere x,y∈ ×ℝ ℝ  için ( ) 2 2d x,y x y= −  

şeklinde tanımlı { }d : 0+× → ∪ℝ ℝ ℝ  fonksiyonu ℝ  üzerinde sözde metriktir, fakat 

metrik değildir. 

 

2.1.2. Tanım 

 

( )X,τ  bir topolojik uzay olsun. Eğer X üzerinde tanımlı olan herhangi bir metriğin 

ürettiği topoloji τ  topolojisine eşitse X uzayına metriklenebilir topolojik uzay denir. 

  

2.1.3. Tanım 

 

( )X,τ  bir topolojik uzay olsun. Eğer X üzerinde *τ ⊂ τ  ve ( )*X, τ  metriklenebilir 

olacak biçimde bir *τ  topolojisi varsa  ( )X,τ  topolojik uzayına alt metriklenebilir 
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uzay denir. 

 

2.1.4. Tanım 

 

X,Y topolojik uzaylar olmak üzere f : X Y→  fonksiyonu, sürekli, kapalı ve her 

y Y∈  için ( )1f y X− ⊂  alt kümesi kompakt ise f’ye mükemmel fonksiyon denir. 

 

2.1.5. Tanım 

 

X,Y topolojik uzaylar olmak üzere f : X Y→  fonksiyonu, sürekli, kapalı ve her 

y Y∈  için ( )1f y X− ⊂  alt kümesi sayılabilir kompakt ise f’ye hemen hemen 

mükemmel fonksiyon denir. 

 

2.2. Örtü ve Örtü Özellikleri Đle Đlgili Temel Tanım ve Teoremler 

 

2.2.1. Tanım 

 

X bir küme olmak üzere, ϑ  X’in alt kümelerinin bir ailesi olsun. Eğer 
U

X U
∈ϑ

= ∪  ise 

ϑ  ailesine X kümesinin bir örtüsüdür denir. Eğer ϑ  ailesi sayılabilir ise ϑ  ailesine 

sayılabilir örtü denir. Eğer X bir topolojik uzay ve ϑ  ailesinin üyeleri açık kümeler 

ise ϑ  ailesine açık örtü denir. 

 

2.2.2. Tanım 

 

X bir topolojik uzay, ϑ  X’in alt kümelerinin bir ailesi olsun. Her x X∈  için 

{ }V : V U ,V∩ ≠ ∅ ∈ϑ  kümesi sonlu olacak şekilde x’in açık bir U komşuluğu varsa  

ϑ  ailesine yerel sonlu aile denir. 
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2.2.3. Tanım 

 

X bir topolojik uzay ϑ  X’in alt kümelerinin bir ailesi olsun. Her x X∈  için 

{ }V : V U ,V∩ ≠ ∅ ∈ϑ  kümesi en fazla bir elemanlı olacak şekilde x’in açık bir U 

komşuluğu varsa ϑ  ailesine ayrık aile denir. 

 

2.2.4. Tanım 

 

ϑ  ailesi X’in alt kümelerinin bir ailesi olsun. Her x X∈  için { }U : x U∈ϑ ∈  kümesi 

sonlu(sayılabilir) ise ϑ  ailesine noktasal sonlu(noktasal sayılabilir) aile denir. 

 

2.2.5. Tanım 

 

Sayılabilir sayıda yerel sonlu(ayrık) ailenin birleşimi olarak yazılabilen ailelere 

σ − yerel sonlu(ayrık) aile denir. 

 

2.2.6. Tanım 

 

ϑ  ve ϕ  bir X kümesinin örtüleri olsun. Her S∈ϕ  için S U⊂  olacak şekilde bir 

U ∈ϑ  varsa ϕ  ailesine ϑ  ailesinin bir incesidir(refinement) denir ve  ϕ ϑ≺  

şeklinde gösterilir. 

 

2.2.7. Tanım 

 

X bir küme, ϑ  X’in alt kümelerinin herhangi bir ailesi ve A X⊂  olmak üzere 

{ }U : A U∈ϑ ∩ ≠ ∅∪  kümesi ( )st A,ϑ  ile gösterilir ve buna A kümesinin yıldızı 

adı verilir. x X∈  olmak üzere { }( )st x ,ϑ  kümesi ( )st x,ϑ  ile gösterilir. ( )st x,ϑ  

kümesine x X∈  elamanının ϑ  içindeki yıldızı denir. ( )( ) ( )2st st x, , st x,ϑ ϑ = ϑ  

kümesine ( )st x,ϑ  kümesinin yıldızı denir. 
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2.2.8. Tanım 

 

ϑ  ve ϕ  aileleri bir X kümesinin örtüleri olmak üzere eğer ( ){ }st x, : x Xϕ ∈ ϑ≺  ise 

ϕ  ailesine ϑ  ailesinin yıldız incesi denir ve *ϕ ϑ≺  şeklinde gösterilir. 

 

2.2.9. Tanım 

 

ϑ  ve ϕ  aileleri bir X kümesinin örtüleri olmak üzere eğer G H∩ ≠ ∅  biçiminde 

olan her G,H∈ϑ  için G H T∪ ⊂  olacak biçimde bir T∈ϕ  varsa ϑ  ailesine ϕ  

ailesinin düzenli incesi denir ve Rϑ ϕ≺  ile gösterilir. 

 

2.2.10. Tanım 

 

{ }n : nϑ ∈ ω  X’in açık örtülerinin bir dizisi olmak üzere X’in her x elemanı için eğer 

( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  ailesi x elemanının bir komşuluklar tabanı ise { }n : nϑ ∈ ω  dizisine 

X için bir açılım(development) denir. Bir açılıma sahip olan topolojik uzaya 

açılabilir(developable) uzay denir. 

 

2.2.11. Tanım 

 

Düzenli açılabilir uzaylara Moore uzayı denir. 

 

2.2.12. Tanım 

 

( ){ }x,x : x X X X∈ ⊂ ×  kümesine X kümesinin diagonali denir ve ∆  ile gösterilir. 

 

2.2.13. Tanım 

 

X bir topolojik uzay ve A X⊂  olmak üzere A kümesi, X uzayının sayılabilir 

sayıdaki açık alt kümelerinin kesişimi olarak yazılabiliyorsa A kümesine bir 
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Gδ − küme denir. 

 

2.2.14. Örnek 

 

[ ]
n

1 1
0,1 0 ,1

n n∈

 = − + 
 ℕ

∩  olduğundan [ ]0,1  aralığı ℝ  içinde bir Gδ − kümedir. 

 

2.2.15.Tanım 

 

X bir topolojik uzay olmak üzere, eğer X X×  uzayının kapalı her alt kümesi bir 

Gδ − küme ise X X×  uzayına mükemmel uzay denir. 

 

2.2.16. Tanım 

 

X topolojik uzayının, ∆  diagonali X X×  uzayı içinde bir Gδ − küme ise X uzayı 

Gδ − diagonale sahiptir denir. 

 

2.2.17. Tanım 

 

X bir topolojik uzay olmak üzere, X’in açık örtülerinden oluşan ve her x X∈  için 

( ) { }n
n

st x, x
∈ω

ϑ =∩  koşulunu sağlayan { }n : nϑ ∈ ω  dizisine X için bir Gδ − dizisi 

denir. 

 

2.2.18. Tanım 

 

X bir topolojik uzay olsun. X’in açık örtülerinden oluşan ve her x X∈  için 

( ) { }n
n

st x, x
∈ω

ϑ =∩  koşulunu sağlayan { }n : nϑ ∈ ω  dizisine X için bir *Gδ − dizisi 

denir ve X uzayına da *Gδ − diagonale sahiptir denir. 
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2.2.19. Teorem 

 

Her Moore Uzayı *Gδ − diagonale sahiptir. 

 

Đspat 

 

X Moore uzayı olsun. Öyleyse X için bir { }n : nϑ ∈ ω  açılımı vardır. Şimdi her 

x X∈  için ( ) { }n
n

st x, x
∈ω

ϑ =∩  olduğunu görelim. Aksine ( ) { }n
n

st x, x
∈ω

ϑ ≠∩  olacak 

biçimde bir  x X∈  elemanının var olduğunu kabul edelim. y x≠  olmak üzere 

( )n
n

y st x,
∈ω

∈ ϑ∩  olsun. X Moore uzayı olduğundan düzenli uzay, dolayısıyla 

Hausdorff uzaydır. y x≠  olduğundan xx O∈ , yy O∈  ve  x yO O∩ = ∅  olacak 

şekilde xO  ve yO  açık kümeleri vardır. xx O∈  , xO X⊂  açık ve ( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  

kümesi x’in bir komşuluklar tabanı olduğundan ( )
0n xst x, Oϑ ⊂  olacak biçimde bir 

0n ∈ω  vardır. ( )n
n

y st x,
∈ω

∈ ϑ∩  olduğundan ( )
0ny st x,∈ ϑ  dir. yy O∈   ve yO X⊂  

açık olduğundan ( )
0n yst x, Oϑ ∩ ≠ ∅  dir. Diğer taraftan ( )

0n xst x, Oϑ ⊂  olduğundan 

x yO O∩ ≠ ∅  olur ki, bu durum x yO O∩ = ∅  olmasi ile çelişir. Sonuç olarak her 

x X∈  için ( ) { }n
n

st x, x
∈ω

ϑ =∩  olduğundan X uzayı *Gδ − diagonale sahiptir.■ 

 

2.2.20. Tanım 

 

X bir topolojik uzay ve A X⊂  olmak üzere, eğer A kümesi, A kümesini kapsayan 

sayılabilir sayıdaki açık alt kümenin kapanışlarının kesişimi olarak yazılabiliyorsa A 

kümesine düzenli Gδ − küme denir. 

 

2.2.21. Tanım 

 

X bir topolojik uzay olmak üzere, X uzayının her açık örtüsünün yerel sonlu bir açık 
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incesi varsa X uzayına parakompakt uzay denir. 

 

2.2.22. Tanım 

 

X bir 1T  topolojik uzay olsun. X’in kapalı alt kümelerinin her ayrık { }iK : i I∈  ailesi 

için i iK V⊂  ve i j≠   için i jV V∩ = ∅  olacak biçimde X’in bir { }iV : i I∈  açık alt 

kümeler ailesi bulunabiliyorsa X uzayına yığınsal-normal(collectionwise-normal) 

uzay denir. 

  

2.2.23. Tanım 

 

X bir topolojik uzay olsun. Her K X⊂  kapalı kümesi ve her x K∉  için eğer  

( )f K 0=  ve ( )f x 1=  olacak biçimde bir f : X [0,1]→  sürekli fonksiyonu varsa X 

uzayına tamamen düzenli(completely regular) uzay denir. 

  

2.2.24. Tanım 

 

X bir topolojik uzay olsun. Eğer X uzayının her açık örtüsünün σ − ayrık kapalı 

incesi varsa, ya da buna denk olarak X’in her ϕ  açık örtüsü için X’in açık örtülerinin 

öyle bir { }n : nϑ ∈ω  dizisi var ve her x X∈  için ( )
0n 0st x, Uϑ ⊂  olacak şekilde bir 

0n ∈ ω  ve bir 0U ∈ϕ  bulunabiliyorsa X uzayına subparakompakt uzay denir. 

 

2.2.25. Tanım 

 

X bir topolojik uzay olmak üzere X’in her ϕ  açık örtüsü için nϑ ϕ≺  olacak şekilde 

bir { }n : nϑ ∈ω  açık örtüler dizisi var öyleki her x X∈  için { }
0nV : x V ve V∈ ∈ϑ  

kümesi sonlu olacak şekilde bir 0n ∈ω  bulunabiliyorsa X uzayına submetakompakt 

uzay denir. Bu biçimdeki { }n : nϑ ∈ω  açık örtüler dizisine ϕ ’nin bir θ − incesi denir. 
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2.2.26. Tanım 

 

X bir topolojik uzay ve { }x :λ λ ∈ Λ  X içinde bir ağ olsun. p X∈  olmak üzere, eğer 

p’nin her U komşuluğu ve her λ ∈ Λ  için x Uδ ∈  olacak biçimde bir λ < δ  varsa 

p’ye { }x :λ λ ∈ Λ  ağının bir değme noktası(cluster point) denir ve bu durum 

{ }x : pλ λ ∈ Λ ≻  şeklinde gösterilir. 

  

2.2.27. Tanım 

 

X bir topolojik uzay olmak üzere A  X’in boştan farklı bir alt kümesi olsun. p X∈  

olmak üzere p’nin her U komşuluğu için { }( )A U\ p∩ ≠ ∅  ise p’ye A kümesinin bir 

yığılma noktası denir ve  �p A∈  şeklinde gösterilir. 

 

2.2.28. Teorem 

 

X bir 1T − uzay olsun. { }nx : n X∈ω ⊂  dizisi için { }np x :n∈ ∈ω
∼

 ise { }n x : n p∈ω ≻
 

dir. 

 

Đspat 

 

{ }nx : n X∈ω ⊂  ve { }np x :n∈ ∈ω
∼

 olsun. { }np x :n∈ ∈ω
∼

 olduğundan p’nin her U açık 

komşuluğu için { } { }( )nx : n U\ p∈ω ∩ ≠ ∅  dir. X 1T − uzay olduğundan p’nin her U 

açık komşuluğu için { } { }( )nx : n U\ p∈ ω ∩  kümesinde sonsuz çoklukta eleman 

vardır. Şöyleki p’nin bir 0U  komşuluğu için { } { }( )n 0x : n U \ p∈ ω ∩  sonlu olsun. 

{ } { }( )n 0x : n U \ p∈ ω ∩   sonlu ve X 1T − uzay olduğundan { } { }( )n 0x : n U \ p∈ ω ∩  

kümesi kapalıdır. Öyleyse { } { }( ) c

n 0 0x : n U \ p U ∈ω ∩ ∩   kümesi p’nin bir açık 

komşuluğudur. 



11 

{ }np x :n∈ ∈ω
∼

 olduğundan { } { } { }( )( ) { }( )c

n n 0 0x : n x : n U \ p U \ p ∈ω ∩ ∈ω ∩ ∩ ≠ ∅    

dir. Halbuki { } { } { }( )( ) { }( )c

n n 0 0x : n x : n U \ p U \ p ∈ ω ∩ ∈ ω ∩ ∩ = ∅   dir. Böylece 

{ } { }( )nx : n U\ p∈ ω ∩  sonsuz elemanlıdır. Böylelikle her n∈ω  için 0n n>  ve  

0nx U∈  olacak şekilde bir 0n ∈ ω  vardır. Buradan { }n x : n p∈ω ≻
 
olur.■ 

 

2.2.29. Lemma 

 

X uzayının kompakt olması için gerekli ve yeterli koşul X içindeki her ağın bir 

değme noktasının var olmasıdır. 

 

Đspat 

 

:⇒  X bir kompakt uzay ve { }x : Xλ λ ∈ ∧ ⊂  bir ağ olsun. { }F x :δ λ= λ ≥ δ  olsun. 

δ ≥ σ  için { } { }F x : x : Fδ λ λ σ= λ ≥ δ ⊂ λ ≥ σ =  olduğundan { }F :δ δ∈ Λ  ailesi 

azalandır. { }F :δ δ∈ ∧  ailesi sonlu arakesit özelliğine sahiptir. Çünkü sonlu bir 

{ }1 2 k, ,...,δ δ δ ⊂ ∧  kümesi için { }
01 2 k kmaks , ,...,δ δ δ = δ  denilirse 

i k0

k

i 1
F Fδ δ

=
= ≠ ∅∩  dir. 

X kompakt uzay olduğundan kapalı kümelerden oluşan sonlu arakesit özelliğine 

sahip her ailenin arakesiti boştan farklıdır. Öyleyse Fλ
λ∈∧

≠ ∅∩  dir. O halde p Fλ
λ∈∧

∈ ∩  

olacak biçimde bir p X∈  vardır.  Şimdi { }x : pλ λ ∈ ∧ ≻  olduğunu görelim. Aksine 

{ }x : pλ λ ∈ ∧ ≻  olsun. Böylece her 0λ ≥ λ  için x Uλ ∉  olacak şekilde bir 0λ ∈ ∧  ve 

p’nin bir U açık komşuluğu vardır. O halde { }0x : Uλ λ ≥ λ ∩ = ∅  dir. Buradan 

{ }
00p x : Fλ λ∉ λ ≥ λ =  olup p Fλ

λ∈∧
∉ ∩  elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. Böylelikle her 

{ }x : Xλ λ ∈ ∧ ⊂  ağının bir değme noktası vardır. 

 

:⇐  X içindeki her ağın bir değme noktası var olsun. F  kapalı kümelerden oluşan 
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sonlu arakesit özelliğine sahip bir aile olsun. Şimdi F ≠ ∅∩  olduğunu görelim. 

{ }: ve sonlu∧ = λ λ ⊂ λF     kümesi üzerinde ≤  bağıntısını şöyle tanımlayalım. 

{ }1 2 kF ,F ,....,Fλ = ∈ ∧  ve � � 
{ }1 2 mF ,F ,....,Fσ = ∈ ∧  olmak üzere �
m k

i i
i 1 i 1

F F
= =

λ ≤ σ ⇔ ⊂∩ ∩  

olsun. Şimdi ( ),∧ ≤ ’in yönlendirilmiş küme olduğunu görelim. 

D1) Her λ ∈ ∧  için λ ≤ λ  olduğu açıktır. 

D2) λ ≤ σ  ve σ ≤ θ  ise λ ≤ θ  dır. Bunu ispatlamak için { }1 2 kF ,F ,....,Fλ = , 

{ }' ' '
1 2 mF ,F ,....,Fσ =  ve � � �{ }1 2 nF ,F ,....,Fθ =  olsun. λ ≤ σ  olduğundan 

m k
'
i i

i 1 i 1
F F

= =
⊂∩ ∩  dir. 

σ ≤ θ  olduğundan �
n m

'
i i

i 1 i 1
F F

= =
⊂∩ ∩  dir. Buradan �

n k

i i
i 1 i 1

F F
= =

⊂∩ ∩  elde edilir. O halde λ ≤ θ  

olur. 

D3) λ ∈ ∧  ve θ∈ ∧  ise λ ≤ σ  ve θ ≤ σ  olacak şekilde bir σ ∈ ∧  elemanının 

var olduğunu görelim. σ = λ ∪ θ  alalım. Bu durumda λ ≤ σ  ve θ ≤ σ  olur. 

Böylelikle ( ),∧ ≤  bir yönlendirilmiş küme olur. F  sonlu arakesit özelliğine sahip 

olduğundan her λ ∈ ∧  için { }F : Fλ = ∈λ ≠ ∅∩ ∩  dir. Öyleyse her λ ∈ ∧  için bir 

xλ ∈ λ∩  seçebiliriz. Hipotezden { }x :λ λ ∈ ∧  ağının X içinde bir x değme noktası 

vardır. Bunun için x F∈∩  olduğunu görelim. x∉∩F  olduğunu kabul edelim. O 

zaman 0x F∉  olacak biçimde bir 0F ∈F  vardır. { }0 0F = λ  denilirse 0λ ∈ ∧  dir. Öte 

yandan { }x : xλ λ ∈ ∧ ≻ , c
0x F∈ , c

0F X⊂  açık ve 0λ ∈ ∧  olduğundan c
ox Fσ ∈  

olacak biçimde bir 0σ ≥ λ  vardır. Bu durumda 0σ ⊂ λ∩ ∩  olup 0Fσ ⊂∩  dir. Böylece 

ox Fσ ∈ σ ⊂∩  olduğundan ox Fσ ∈  olur ki bu durum c
ox Fσ ∈  olması ile çelişir. 

Öyleyse kabulümüz yanlış olup x F∈∩  dir. Böylece kapalı kümelerden oluşan ve 

sonlu arakesit özelliğine sahip olan her F  ailesi için ≠ ∅∩F  olup X kompakt 

uzaydır.■ 

 

2.2.30. Tanım 

 

X bir topolojik uzay ve C X⊂  olsun. Eğer C’nin C A B= ∪  ve A B A B∩ = ∩ = ∅  
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olacak biçimde boş olmayan A ve B alt kümeleri bulunamıyorsa C’ye bağlantılı 

küme denir. Ayrıca C bağlantılı bir küme olmak üzere C A B⊂ ∪  ve 

A B A B∩ = ∩ = ∅  ise C A⊂  veya C B⊂  olduğu kolaylıkla görülebilir. 

 

2.2.31. Tanım 

 

X bir topolojik uzay olsun. Eğer her x X∈  için x’in U  kompakt olacak biçimde bir 

U komşuluğu varsa X uzayına yerel kompakt uzay denir. 

 

2.2.32. Tanım 

 

X topolojik uzayının her x elamanı ve x’in her U açık komşuluğu için 

o

x C C U∈ ⊂ ⊂  olacak biçimde bir C  bağlantılı kümesi varsa X uzayına yerel 

bağlantılı uzay denir. 

 

2.3. Kümeler Kuramı ile ilgili Temel Tanım ve Teoremler 

 

2.3.1. Tanım 

 

X bir küme ve " "<  X üzerinde bir bağıntı olsun. Eğer " "<  bağıntısı 

i) x y<  ve y z<  ise x z<  dir, 

ii) x y<  ise y x<  dir, 

iii) x y≠  ise x y<  veya y x<  dir. 

özelliklerini sağlıyorsa " "<  bağıntısına X üzerinde bir lineer (doğrusal) sıralama 

bağıntısı, ( )X,<  ikilisine de doğrusal sıralı bir küme denir. 

 

( )X,<  doğrusal sıralı bir küme olmak üzere eğer X’in boştan farklı tüm alt 

kümelerinin bu sıralamaya göre bir en küçük elemanı varsa bu doğrusal sıralamaya 

iyi sıralama, X kümesine de iyi sıralanmış bir küme denir. 
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2.3.2. Tanım 

 

X bir küme olmak üzere eğer "x X x X ve x X"∈ ⇒ ⊂ ≠  koşulu gerçekleniyorsa X 

kümesine geçişli küme denir. 

 

2.3.3. Tanım 

 

Eleman olma " "∈  bağıntısına göre iyi sıralanmış X geçişli kümesine bir ordinal sayı 

denir. Bu tanıma göre bir α  kümesine 

i) α  kümesinin tüm elemanları kümedir, 

ii) β∈ α  ise β ⊂ α  ve β ≠ α  dir, 

iii) " "∈  bağıntısı α  kümesinde bir iyi sıralamadır, 

koşullarını gerçeklerse bir ordinal sayı denir. Đlk sonsuz ordinal sayı " "ω , ilk 

sayılamaz ordinal sayı 1" "ω  ile gösterilir. 

 

2.3.4. Tanım  

 

X iyi sıralanmış bir küme olmak üzere her x X∈  için { } ( )y X : y x I x∈ < =  

kümesine başlangıç aralığı(initial segment) denir. 

 

2.3.5. Teorem (Sonlu Ötesi Tümevarım Đlkesi) 

 

X iyi sıralı bir küme ve Y X⊂  olsun. Her x X∈  için ( )"I x Y x Y"⊂ ⇒ ∈  olması 

için gerekli ve yeterli koşul Y X=  olmasıdır. 

 

Đspat 

 

:⇐  Teoremin bu kısmı açıktır. 

 

:⇒  X iyi sıralı bir küme ve Y X⊂  olsun. Her x X∈  için ( )I x Y⊂  olması x Y∈  
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olmasını gerektirsin fakat Y X=  olmasın. O zaman X\Y≠ ∅  olup X iyi sıralı 

olduğundan X\Y  kümesinin bir 0x  en küçük elemanı vardır. Öyleyse ( )0I x Y⊂  

olup hipotezden 0x Y∈  dir. Bu durum 0x X\Y∈  olması ile çelişir. O halde Y X=  

dir.■ 

 

Yukarıdaki teorem şöyle de ifade edilebilir. 

 

X iyi sıralı bir küme olmak üzere ( ){ }P x : x X∈  önermelerin bir kümesi olsun. Eğer; 

i) ( )P 0  doğru (0 X’in en küçük elemanı) 

ii) Her x X∈  için ( ) ( )"her x için P  iken P x  oluyor"α < α   

ise x için ( )P x  dir. 

 

Küme teori ile ilgili tanım ve kavramlar için “Kümeler Teorisine Giriş” adlı kitaba 

başvurulabilir[1]. 

 

2.4. Monoton Normal Uzaylar ve Doğrusal Sıralı Uzaylar 

 

2.4.1. Tanım 

 

( )X,≤  tam sıralı bir küme ve A X⊂  olmak üzere eğer p q≤  şeklinde olan her 

p,q A∈  için { }x X : p x q A∈ ≤ ≤ ⊂  oluyorsa A kümesine X’in konveks bir alt 

kümesi denir. 

 

2.4.2. Tanım 

 

( )X,≤  tam sıralı bir küme ve x,y X∈  olmak üzere x y<  olsun. 

( ) { }x, z X : x z→ = ∈ < , ( ) { }, x z X : z x← = ∈ <  ve ( ) { }x,y z X : x z y= ∈ < <  

kümelerine açık aralıklar, [ ) { }x, z X : x z→ = ∈ ≤ , ( ] { }, x z X : z x← = ∈ ≤  ve 
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[ ] { }x,y z X : x z y= ∈ ≤ ≤  kümelerine de aralıklar denir. X kümesinin bütün açık 

aralıklarından oluşan aile topoloji tabanı olma özelliklerini sağlar ve bu ailenin 

ürettiği topolojiye doğrusal sıralı topoloji denir. Bu topoloji ( )τ ≤  ile gösterilir ve 

( )( )X, ,≤ τ ≤  üçlüsüne doğrusal sıralı topolojik uzay denir. 

 

2.4.3. Tanım 

 

X bir Hausdorff uzay olmak üzere eğer X’in her x elemanı ve x’i içeren her U açık 

alt kümesi için öyle bir ( )G x,U  açık alt kümesi varsa ve 

i) ( )x G x,U U∈ ⊂ , 

ii) x,y X∈ , U,V X⊂  açık ve x U∈ , y V∈  olmak üzere 

( ) ( )G x,U G y,V∩ ≠ ∅  olması x V∈  veya y U∈  olmasını gerektirir, 

koşulları sağlanıyorsa X topolojik uzayına monoton normal uzay denir. 

 

Bu bölümde yer almayan temel tanım ve teoremler için R. Engelking’in “General 

Topology” ve J. Dugunji’nin “Topology” kitaplarına bakılabilir. 
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3. TEMEL METR ĐKLENEB ĐLME TEOREMLER Đ, MOORE UZAYLARI VE  

TEMEL ÖRTÜ ÖZELL ĐKLER Đ 

 

Şimdi bazı özel koşullara sahip açık örtülerin oluşturduğu açık örtüler dizisini 

kullanarak bazı genelleştirilmi ş metriklenebilme teoremlerinin ispatını verelim. 

Öncelikle çok iyi bilinen Bing – Nagata – Smirnov metriklenebilme teoremini ifade 

edelim. Üç matematikçi bu teoremi birbirinden bağımsız olarak kanıtlamışlardır. 

Bing teoremi σ − ayrık taban için kanıtlarken Nagata ve Smirnov ise σ − yerel sonlu 

taban için kanıtlamışlardır. 

 

3.1. Uyarı 

 

Bu çalışmada aksi belirtilmedikçe tüm uzaylar düzenli uzay ve 1T − uzay alınacaktır. 

X uzayının bir açık örtüler dizisi { }n : nϕ ∈ ω  olsun. Her n∈ ω  için 
n

n kk 1=
ϑ = ∧ ϕ  

şeklinde tanımlanan { }n : nϑ ∈ ω  dizisi her n∈ ω  için n 1 n+ϑ ϑ≺  koşulunu sağlar. 

 

3.2. Teorem 

 

X düzenli uzayının metriklenebilir olması için gerekli ve yeterli koşul X’in σ − yerel 

sonlu (σ − ayrık) tabana sahip olmasıdır[2-4]. 

 

3.3. Lemma 

 

Her Moore uzayı subparakompakt uzaydır. 

 

Đspat 

 

X bir Moore uzayı olsun. ϑ  X’in herhangi bir açık örtüsü olsun. X Moore uzayı 

olduğundan X için bir { }n : nϑ ∈ ω  açılımı vardır. Öyleyse her x X∈  için 

( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  x için bir komşuluklar tabanıdır. x X∈  olsun. ϑ  X’in bir açık 
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örtüsü olduğundan 0x U∈  olacak biçimde bir 0U ∈ϑ  vardır. 0x U∈ , 0U X⊂  açık 

ve ( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω
 

x için bir komşuluklar tabanı olduğundan ( )
0n 0st x, Uϑ ⊂  

olacak biçimde bir 0n ∈ ω  vardır. Böylece 2.2.24. Tanım’dan X uzayı 

subparakompakt uzaydır.■ 

 

3.4. Teorem 

 

X uzayının metriklenebilir olması için gerekli ve yeterli koşul X uzayının yığınsal-

normal Moore uzayı olmasıdır[2]. 

 

Đspat 

 

:⇒  X uzayı metriklenebilir uzay olsun. X uzayı metriklenebilir uzay olduğundan 

parakompakt uzaydır[5]. Şimdi parakompakt X uzayının yığınsal-normal uzay 

olduğunu görelim. Her Iλ ∈  için F Xλ ⊂  kapalı olmak üzere { }F : Iλ λ ∈  ailesi ayrık 

bir aile olsun. O zaman her x X∈  için { }xI : G F 1λλ ∈ ∩ ≠ ∅ ≤  ve xx G∈  olacak 

şekilde bir xG X⊂  açık kümesi vardır. X uzayı düzenli uzay olduğundan 

x x xx H H G∈ ⊂ ⊂  olacak şekilde bir xH X⊂  açık alt kümesi vardır. Buradan X için  

{ }xH : x X∈H =  açık örtüsü elde edilir. X uzayı parakompakt uzay olduğundan 

≺W H  olacak şekilde yerel sonlu bir W açık örtüsü vardır. Her Iλ ∈  için 

{ }( )c

V W : W W Fλ λ= ∈ ∩ ∅∪ W , =   olsun. Her Iλ ∈  için F Vλ λ⊂  olduğu açıktır. W 

ailesi yerel sonlu ve yerel sonlu aileler kapanışı koruduğundan her Iλ ∈  için Vλ  

X’in bir açık alt kümesidir. Şimdi { }V : Iλ λ ∈  ailesinin ayrık aile olduğunu görelim. 

x X∈  olsun. W, X için bir örtü olduğundan 0x W∈  olacak şekilde bir 0W ∈W  

vardır. Bu durumda { }0I : W V 1λλ ∈ ∩ ≠ ∅ ≤  dır. Bunu kanıtlamak için 

{ }0I : W V 1λλ ∈ ∩ ≠ ∅ >  olduğunu kabul edelim. Öyleyse 
00W Vλ∩ ≠ ∅ , 

10W Vλ∩ ≠ ∅  ve 0 1λ ≠ λ  olacak şekilde 0 1, Iλ λ ∈  vardır. 
00W Vλ∩ ≠ ∅  ve 
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10W Vλ∩ ≠ ∅  olduğundan 
00W Fλ∩ ≠ ∅  ve 

10W Fλ∩ ≠ ∅  olur. Diğer taraftan 

≺W H  olduğundan 0 yW H⊂  olacak şekilde bir y X∈  vardır. O zaman 

0 y yW H G⊂ ⊂  dir. 
00W Fλ∩ ≠ ∅  ve 0 yW G⊂  olduğundan 

0yG Fλ∩ ≠ ∅  dir. 

10W Fλ∩ ≠ ∅  ve 0 yW G⊂  olduğundan 
1yG Fλ∩ ≠ ∅  dir. Bu durum her x X∈  için 

{ }xI : G F 1λλ ∈ ∩ ≠ ∅ ≤  olması ile çelişir. O halde { }V : Iλ λ ∈  ailesi ayrık bir 

ailedir. 

 

:⇐ X yığınsal normal Moore uzayı olsun. X Moore uzayı olduğundan X için bir 

{ }n : nϑ ∈ ω  açılımı vardır. 3.3. Lemma’dan X subparakompakt uzay olup her n∈ ω  

için  nϑ  açık örtüsünün σ − ayrık kapalı bir nF  incesi vardır. Her n∈ ω  için, nF  

σ − ayrık kapalı olduğundan, her n,m∈ω  için n
mF  kapalı ayrık bir aile olmak üzere 

n
n m

m∈ω
∪F = F  biçimindedir. X yığınsal normal uzay olduğundan X’in açık alt 

kümelerinin öyle bir ayrık { }n
F mU : F∈F  ailesi vardır ki; her n

mF∈F  için FF U⊂  dir. 

Aynı zamanda her n∈ω  için n nϑ≺F  olduğundan her n
mF∈F  için FF V⊂  olacak 

biçimde bir F nV ∈ϑ  vardır. Her n
mF∈F  için F F FV U B∩ =  olmak üzere 

{ }n n
m F mB : F= ∈B F  ailesinin açık kümelerden oluşan ayrık bir aile olduğunu görmek 

kolaydır. Şimdi { }n
m : m,n= ∈ ω∪B B  ailesinin X uzayı için bir taban olduğunu 

görelim. x X∈ , U X⊂  açık olmak üzere x U∈  olsun. { }n : nϑ ∈ω  X için bir açılım 

olduğundan ( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  ailesi x için bir komşuluklar tabanı olup 

( )
0nst x, Uϑ ⊂  olacak biçimde bir 0n ∈ ω  vardır. 

0nF  X için bir örtü olduğundan 

x F∈  olacak biçimde bir 
0nF∈F  vardır. 0

0

n
n m

m∈ω
∪F = F  olduğundan 0

0

n
mF∈F  olacak 

biçimde bir 0m ∈ ω  vardır. FF U⊂  ve FF V⊂  olduğundan FF B⊂  dir. Aynı 

zamanda Fx V∈  ve 
0F nV ∈ϑ  olduğundan ( )

0F nV st x,⊂ ϑ  olup FV U⊂  dur. Böylece 

F Fx F B V U∈ ⊂ ⊂ ⊂  olup Fx B U∈ ⊂  olacak biçimde bir FB ∈B  
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bulunabileceğinden B  ailesi X uzayı için bir tabandır.■ 

 

3.5. Tanım (Temel Sistem) 

 

{ }n : nϑ ∈ω  dizisi X topolojik uzayının açık örtülerinin bir dizisi olsun. Eğer, her 

x X∈  ve x’in her V açık komşuluğu için ( )mst U, Vϑ ⊂  olacak biçimde bir m∈ω  

ve x’in bir U açık komşuluğu varsa { }n : nϑ ∈ω  dizisine X’in açık örtülerinin bir 

Temel Sistemi denir[6]. 

 

Şimdi Moore metriklenebilme teoremini verelim. 

 

3.6. Teorem (Moore Metriklenebilme Teoremi) 

 

X bir 0T − uzay olsun. X uzayının metriklenebilir olması için gerekli ve yeterli koşul 

X’in bir temel sisteme sahip olmasıdır[7]. 

 

Đspat 

 

:⇒   Her n∈ω  için n n

1
B x, : x X

2

  ϑ = ∈  
  

 olmak üzere { }n : nϑ ∈ω  X metrik 

uzayı için bir temel sistemdir. Bunu ispatlamak için x X∈  ve U X⊂  açık olmak 

üzere x U∈  olsun. U X⊂  açık ve X metriklenebilir olduğundan k

1
B x, U

2
 ⊂ 
 

 

olacak biçimde bir k∈ ω  vardır. k 1

1
B x, V

2 +
  = 
 

 olsun. Şimdi ( )k 2st V, U+ϑ ⊂  

olduğunu görelim. ( )k 2y st V, +∈ ϑ  olsun. O zaman k 2

1
y B z,

2 +
 ∈  
 

 ve 

k 2

1
B z, V

2 +
 ∩ ≠ ∅ 
 

 olacak biçimde bir z X∈  vardır. k 2

1
q B z, V

2 +
 ∈ ∩ 
 

 olsun. 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

k 1 k 2 k 2 k

d x,y d x,z d z,y

d x,q d q,z d z,y

1 1 1 1

2 2 2 2+ + +

≤ +

≤ + +

< + + =

 

olup ( ) k

1
d x,y

2
<  dır. O halde k

1
y B x,

2
 ∈  
 

 dir. Böylece 

( )k 2 k

1
st V, B x, U

2+
 ϑ ⊂ ⊂ 
 

 olup ( )k 2st V, U+ϑ ⊂  dir. O halde { }n : nϑ ∈ω  bir 

temel sistemdir. 

 

:⇐ { }n : nϑ ∈ω  X’in açık örtülerinin bir temel sistemi olsun. Genelliği bozmadan 

n 1 n+ϑ ϑ≺  olacak şekilde alabiliriz.  Şimdi X’in Moore uzay olduğunu görelim. Bu 

amaçla öncelikle her x X∈  için ( ){ }2
nst x, : nϑ ∈ ω  ailesinin x için bir komşuluklar 

tabanı olduğunu görelim. U X⊂  açık küme olmak üzere x U∈  olsun. Bu durumda 

( )
0nst V, Uϑ ⊂  olacak biçimde x’in açık bir V açık komşuluğu ve bir 0n ∈ω  vardır. 

x V∈  ve V açık küme olduğundan, ( )
1nst H, Vϑ ⊂  ve x H∈  olacak şekilde bir H 

açık kümesi ve bir 1n ∈ω vardır. 0 1n n m+ =  olsun. 0m n>  ve 1m n>  olduğundan 

0m nϑ ϑ≺  ve 
1m nϑ ϑ≺  dir. Bu durumda ( ) ( )

1m nst H, st H, Vϑ ⊂ ϑ ⊂  olur. Ayrıca 

( ) ( )m mst x, st H,ϑ ⊂ ϑ  olduğundan ( )mst x, Vϑ ⊂  ve ( )( ) ( )m m mst st x, , st V,ϑ ϑ ⊂ ϑ  

olur. ( ) ( )
0m nst V, st V, Uϑ ⊂ ϑ ⊂  olduğundan ( )( )m mst st x, , Vϑ ϑ ⊂  olur. 

( ) ( )( )2
m m mst x, st st x, , Uϑ = ϑ ϑ ⊂  olduğundan ( ){ }2

nst x, : nϑ ∈ ω  kümesi x 

elemanının bir komşuluklar tabanı olur. Şimdi ( ) ( )2
n nst x, st x,ϑ ⊂ ϑ  olduğunu 

görelim. ( )ny st x,∈ ϑ  olsun. y’nin her N komşuluğu için ( )nN st x,∩ ϑ ≠ ∅  dir. nϑ  

X’in açık örtüsü olduğu için yy V∈  olacak şekilde bir y nV ∈ϑ  vardır. yV  y’nin 

komşuluğu olduğu için ( )y nV st x,∩ ϑ ≠ ∅  dir. 

( ) ( ){ }2
n n nst x, A : A st x, ,Aϑ = ∩ ϑ ≠ ∅ ∈ϑ∪  olduğundan ( )2

y nV st x,⊂ ϑ  olur. 
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( )2
ny st x,∈ ϑ  olduğundan ( ) ( )2

n nst x, st x,ϑ ⊂ ϑ  olur. Sonuç olarak x’in her U açık 

komşuluğu için ( )
0

2
nst x, Uϑ ⊂  olacak şekilde bir 0n ∈ω  var ve 

( ) ( ) ( )
0 0 0

2
n n nst x, st x, st x, Uϑ ⊂ ϑ ⊂ ϑ ⊂  olduğundan X düzenli uzaydır ve 

( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  kümesi x elemanının bir komşuluklar tabanı olup X Moore 

uzayıdır. Şimdi X uzayının yığınsal normal olduğunu görelim. X düzenli ve 

0T − uzay olduğundan 1T − uzaydır.  F  X’in kapalı alt kümelerinin ayrık bir ailesi 

olsun. F∈F  ve x F∈  olsun. F ailesi ayrık olduğundan 

{ }( ) xH H F U∈ ≠ ∩ = ∅∪ F :  olacak biçimde x’in bir xU  açık komşuluğu vardır. 

( ){ }2
nst x, : nϑ ∈ ω  ailesi x için bir komşuluklar tabanı olduğundan 

( )2
n(x) xst x, Uϑ ⊂  olacak biçimde bir n(x)∈ ω  vardır. ( )n(x) F

x F
st x, U

∈
ϑ =∪  denilirse 

FF U⊂  ve H F≠  biçimindeki her H,F∈F  için F HU U∩ = ∅  dir. Gerçekten 

H,F∈F  olmak üzere H F≠  ve F Hp U U∈ ∩  olsun. Öyleyse ( )n(x)p st x,∈ ϑ  ve 

( )n(y)p st y,∈ ϑ  olacak biçimde x F∈  ve y H∈  vardır. ( ) ( )n x n y≤  olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda ( ) ( )n y n xϑ ϑ≺  olup ( ) ( )n(y) n(x)st y, st y,ϑ ⊂ ϑ  dir. Öyleyse 

( )n(x)p st y,∈ ϑ  olup p U∈  ve y U∈  olacak biçimde bir ( )n xU ∈ϑ  vardır. Aynı 

zamanda ( )n(x)p st x,∈ ϑ  olduğundan ( )n(x)st x, Uϑ ∩ ≠ ∅  olup ( )2
n(x)U st x,⊂ ϑ  

dir. Öyleyse ( )2
n(x)y st x,∈ ϑ  olur. Ancak y H∈  ve H F≠  olduğundan 

{ }( ) ( )( )2
n xy H H F st x,∈ ∈ ≠ ∩ ϑ∪ F :  olur ki bu { }( ) xH H F U∈ ≠ ∩ = ∅∪ F :  

olması ile çelişir. Böylece her F∈F  için FF U⊂  ve { }FU : F∈F  ikişer ikişer ayrık 

açık kümelerin bir ailesi olduğundan X yığınsal normal uzaydır. Böylece 3.4. 

Teorem’den X metriklenebilir uzaydır.■ 

 

3.7. Lemma 

 

X bir küme, ϑ  ve ϕ  X’in alt kümelerinin birer ailesi ve Rϑ ϕ≺  ise her x X∈  için 
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( ) ( )2st x, st x,ϑ ⊂ ϕ  dir. 

 

Đspat 

 

( )2y st x,∈ ϑ  olsun. Bu durumda y A∈  ve ( )A st x,∩ ϑ ≠ ∅  olacak biçimde bir 

A ∈ϑ  vardır. ( )A st x,∩ ϑ ≠ ∅  olduğundan x A′∈  ve A A′∩ ≠ ∅  olacak biçimde 

bir A′∈ϑ  vardır. A,A′∈ϑ , A A′∩ ≠ ∅  ve Rϑ ϕ≺  olduğundan A A B′∪ ⊂  

olacak biçimde bir B∈ϕ  vardır. { }x,y A A B′⊂ ∪ ⊂  olduğundan ( )y st x,∈ ϕ  olup 

( ) ( )2st x, st x,ϑ ⊂ ϕ  dir.■ 

 

Şimdi Moore metriklenebilme teoremin basit bir sonucu olan Alexandrov-Urysohn 

metriklenebilme teoremininin ispatını verelim. 

  

3.8. Teorem (Alexandrov-Urysohn Metriklenebilme Teoremi) 

 

Bir X 0T − uzayının metriklenebilir olması için gerekli ve yeterli koşul X’in 

R
n 1 n+ϑ ϑ≺  olacak biçimde bir { }n : nϑ ∈ω  açılımına sahip olmasıdır[8]. 

 

Đspat 

 

:⇒   X uzayı metriklenebilir uzay olsun. X uzayındaki metrik { }d : XxX 0+→ ∪ℝ  

olsun. Her n∈ω  için n n

1
B x, :  x X

2
  ϑ = ∈  

  
 olsun. Şimdi ( )nϑ açık örtüler 

dizisinin X için bir açılım olduğunu görelim. Bu amaçla X’in her x elemanı için 

( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  ailesinin x’in bir komşuluklar tabanı olduğunu görelim. x X∈  ve 

U X⊂  açık küme olmak üzere x U∈  olsun. O zaman ( )B x, Uε ⊂  olacak biçimde 

bir 0ε >  sayısı vardır. 
0n

1

2
< ε  olacak şekilde bir 0n ∈ ω  vardır. Buradan 
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( )
0n

1
B x, B x,

2
 ⊂ ε 
 

 dır. Şimdi ( )
0 0n 1 n

1
st x, B x,

2+
 ϑ ⊂  
 

 olduğunu görelim. 

( )
0n 1z st x, +∈ ϑ  olsun. ( )

0n 1st x, +ϑ  kümesinin tanımından 
0n 1

1
x,z B y,

2 +
 ∈  
 

 olacak 

şekilde 
00 n 1n 1

1
B y,

2 ++
 ∈ϑ 
 

 vardır. O zaman ( )
0n 1

1
d x,y

2 +<  ve ( )
0n 1

1
d y,z

2 +<  dir. 

( ) ( ) ( )
0 0 0n 1 n 1 n

1 1 1
d x,z d x,y d y,z

2 2 2+ +≤ + < + =  olduğundan 
0n

1
z B x,

2
 ∈  
 

 elde edilir. 

Buradan ( )
0 0n 1 n

1
st x, B x,

2+
 ϑ ⊂  
 

 ve ( )
0n

1
B x, B x,

2
 ⊂ ε 
 

 olduğundan 

( ) ( )
0n 1st x, B x, U+ϑ ⊂ ε ⊂  olur. Bu durum ( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  ailesinin x’in bir 

komşuluklar tabanı olduğunu gösterir. Dolayısıyla ( )nϑ açık örtüler dizisi X için bir 

açılımdır. 

Şimdi R
n 1 n+ϑ ϑ≺  olduğunu görelim. G H∩ ≠ ∅  olacak şekilde 

n 1n 1

1
G B x,

2 ++
 = ∈ϑ 
 

 ve n 1n 1

1
H B y,

2 ++
 = ∈ϑ 
 

 elemanlarını alalım. 

n 1 n 1

1 1
B x, B y,

2 2+ +
   ∩ ≠ ∅   
   

 olduğundan n 1 n 1

1 1
z B x, B y,

2 2+ +
   ∈ ∩   
   

 olacak 

biçimde bir z X∈  vardır. Kolaylıkla görülebilirki 

n 1 n 1 n

1 1 1
B x, B y, B z,

2 2 2+ +
     ∪ ⊂     
     

 dir. nϑ ’nin tanımından nn

1
V B z,

2
 = ∈ϑ 
 

 dir.  

 

:⇐  X uzayının her n∈ω  için R
n 1 n+ϑ ϑ≺  olacak biçimde bir { }n : nϑ ∈ω  açılımı 

var olsun. Bu açılımın X uzayı için bir temel sistem olduğunu göreceğiz.  3.7. 

Lemma’dan her n∈ω  için ( ) ( )2
n 1 nst x, st x,+ϑ ⊂ ϑ  dir. 

Şimdi her x X∈  ve x’in her U açık komşuluğu için ( )mst V, Uϑ ⊂  olacak şekilde 

x’in bir V açık komşuluğunun ve bir m∈ω  sayısının var olduğunu görelim. x X∈  

ve U X⊂  açık olmak üzere x U∈  olsun. ( )nϑ  X için bir açılım olduğundan 

( )
0nst x, Uϑ ⊂  olacak şekilde bir 0n ∈ω  vardır.  ( ) ( )2

n 1 nst x, st x,+ϑ ⊂ ϑ  olduğundan 
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( ) ( )
0 0

2
n 1 nst x, st x, U+ϑ ⊂ ϑ ⊂  olur. ( ) ( )( )

0 0 0

2
n 1 n 1 n 1st x, st st x, , U+ + +ϑ = ϑ ϑ ⊂  dır. 

( )
0n 1x st x, +∈ ϑ  olup ( )

0n 1V st x, += ϑ  denilirse ( )
0n 1st V, U+ϑ ⊂  elde edilir. Böylece 

{ }n : nϑ ∈ω  X uzayı için bir temel sistem olup 3.6. Teorem’den X uzayı 

metriklenebilirdir.■  

 

3.9. Sonuç 

 

X uzayının metriklenebilir olması için gerekli ve yeterli koşul X’in *
n 1 n+ϑ ϑ≺  

koşulunu sağlayan bir ( )nϑ  açılımının var olmasıdır.  

 

Đspat 

 

:⇒  X uzayı metriklenebilir uzay olsun. X uzayındaki metrik { }d : X X 0+× → ∪ℝ  

olsun. 

 Her n∈ω  n n

1
B x, :  x X 

2
  ϑ = ∈  

  
 örtüler dizisini alırsak, ( ){ }nst x, ,  nϑ ∈ ω  

kümesi x elemanının bir komşuluklar tabanı olduğundan, ( )nϑ  dizisi bir açılımdır. 

Şimdi *
n 1 n+ϑ ϑ≺  olduğunu görelim. Bunun için X’in her x elemanına karşılık 

( )n 1st x, V+ϑ ⊂  olacak şekilde bir nV ∈ϑ  var olduğunu göstermek yeterlidir. 

( )n 1y st x, +∈ ϑ  olsun. O zaman n 1

1
x,y B z,

2 +
 ∈  
 

 olacak şekilde bir n 1n 1

1
B z,

2 ++
 ∈ϑ 
 

 

vardır. Böylece ( ) n 1

1
d x,z

2 +<  ve ( ) n 1

1
d y,z

2 +<  olur. d(x,y) d(x,z) d(z,y)≤ +  

olduğundan ( ) ( ) ( ) n 1 n 1 n

1 1 1
d x,y d x,z d z,y

2 2 2+ +≤ + < + =  dir. Buradan n

1
y B x,

2
 ∈  
 

 

olur. n

1
V B x,

2
 =  
 

 alırsak ( )n 1 n

1
st x, V B x,

2+
 ϑ ⊂ =  
 

 olur. O halde *
n 1 n+ϑ ϑ≺  dir. 

 

:⇐  ( )nϑ , *
n 1 n+ϑ ϑ≺  koşulunu sağlayan X’in bir açılımı olsun. n 1U,V +∈ϑ  ve 
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U V∩ ≠ ∅  olsun. U V∩ ≠ ∅  olduğundan z U V∈ ∩  olacak şekilde bir z X∈  

vardır. *
n 1 n+ϑ ϑ≺  olduğu için ( )n 1st z, G+ϑ ⊂  olacak şekilde bir nG∈ϑ vardır. 

z U∈  ve n 1U +∈ϑ  olduğundan ( )n 1U st z, G+⊂ ϑ ⊂  dir. Benzer biçimde 

( )n 1V st z, G+⊂ ϑ ⊂  dir. U G⊂ ve V G⊂  olduğundan U V G∪ ⊂  olur. Böylece 

R
n n 1+ϑ ϑ≺  olup 3.8. Teorem’den X uzayı metriklenebilirdir.■ 
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4. Gδ − DĐAGONALLER VE ALT METR ĐKLENEB ĐL ĐR UZAYLAR 

 

Bu bölümde daha çok metriklenebilir ve açılabilir uzayları karakterize eden 

teoremler ifade edilip ispatlanacaktır. Bu toeromlerin çoğunda basit bir özellik olarak 

öne çıkan Gδ − diagonal özelliği kullanılacaktır. 

 

Genelleştirilmi ş metrik uzayların sınıflandırılması için oldukça faydalı olan 

Gδ − diagonale sahip uzayları karakterize eden teoremi vermeden önce kolayca 

ispatlanabilen aşağıdaki iki lemmayı ifade edip ispatlayalım.  

 

4.1. Lemma 

 

X topolojik uzayının Hausdorff olması için gerekli ve yeterli koşul X X∆ ⊂ ×  

kümesinin kapalı olmasıdır. 

 

Đspat 

 

:⇒ X uzayı Hausdorff uzay olsun. c(x,y)∈ ∆  olsun. O zaman x y≠ dir. X uzayı 

Hausdorff olduğundan U V∩ = ∅  olacak şekilde x U X∈ ⊂  ve y V X∈ ⊂  açık 

kümeleri vardır. Buradan U V X X× ⊂ ×  açık kümedir. U V∩ = ∅  olduğundan 

( )U V× ∩ ∆ = ∅  olup  ( ) cx,y U V∈ × ⊂ ∆  dir. Böylece c∆  açık olup ∆  kapalı 

kümedir. 

 

:⇐  X X∆ ⊂ ×  kümesi kapalı olsun. x y≠  olacak şekilde x,y X∈   olsun. x y≠  

olduğundan c(x,y)∈ ∆  dir.  c∆  kümesi açık olduğundan ( ) cx,y U V∈ × ⊂ ∆  olacak 

biçimde U X⊂  ve V X⊂  açık kümeleri vardır. Sonuç olarak x y≠  olmak üzere 

x,y X∈  noktalarının U V∩ = ∅  olacak şekilde x U X∈ ⊂ ve y V X∈ ⊂  açık 

komşulukları var olduğu için X uzayı Hausdorff uzaydır.■ 
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4.2. Lemma 

 

X topolojik uzayı Hausdorff  ve X X×  mükemmel uzay ise X Gδ − diagonale 

sahiptir. 

 

Đspat 

 

X X×  mükemmel olduğundan X X× ’nin kapalı her alt kümesi bir Gδ − kümedir. X 

uzayı Hausdorff olduğundan 4.1. Lemma’ya göre ∆  diagonali X X×  içinde 

kapalıdır. ∆  kapalı olduğundan Gδ − kümedir. Böylece X uzayı Gδ − diagonale 

sahiptir.■ 

 

4.3. Lemma 

 

Bir X uzayının Gδ − diagonale sahip olması için gerekli ve yeterli koşul X için bir 

{ }n : nϑ ∈ω  Gδ − diagonal dizisinin var olmasıdır. 

 

Đspat 

 

:⇒  X uzayı Gδ − diagonale sahip olsun. Bu durumda her n∈ω  için nU  

nU X X⊂ ×  açık küme olmak üzere, n
n

U
∈ω

∆ = ∩  dir. Her n∈ω  için nU∆ ⊂  

olduğundan X’in her x noktası ve her n∈ω  için n(x,x) U∈ dir.  nU ’ler açık 

kümeler olduklarından X’in her x noktası ve her n∈ω  için ng(n,x) g(n,x) U× ⊂  

olacak şekilde x’in bir g(n,x) açık komşuluğu vardır. Çünkü; X’in her x noktası için 

( ) ( ) ( ) nx,y U n,x V n,x U∈ × ⊂  olacak biçimde x’in U(n,x)  ve V(n,x)  açık 

komşulukları vardır. U(n,x)  ve V(n,x)  x’in açık komşulukları olduklarından 

U(n,x) V(n,x)∩  de x’in açık komşuluğudur. g(n,x) U(n,x) V(n,x)= ∩  olarak 

alırsak g(n,x) U(n,x)⊂  ve g(n,x) V(n,x)⊂  olur. Böylece 
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( ) ( ) ( ) ( ) ng n,x g n,x U n,x V n,x U× ⊂ × ⊂  olur. Her n∈ω  için 

{ }n g(n,x) : x Xϑ = ∈  olsun. Şimdi her x X∈  için ( ) { }n
n

st x, x
∈ω

ϑ =∩  olduğunu 

görelim. Her n∈ω  için ( )ny st x,∈ ϑ  olsun. O zaman her n∈ω  için 

{ } ( )nx,y g n,z⊂  olacak şekilde bir nz X∈  vardır. Buradan her n∈ω  için 

( ) ( ) ( )n n nx,y g n,z g n,z U⊂ × ⊂  olur. Her n∈ω  için ( ) nx,y U∈  olduğundan 

( ) n
n

x,y U
∈ω

∈ = ∆∩  olur. Böylece x y=  olur. Sonuç olarak n( )ϑ  dizisi X için bir 

Gδ − diagonal dizisidir. 

 

:⇐  { }n : nϑ ∈ω  X için bir Gδ − diagonal dizisi olsun. Her n∈ω  için 

{ }n nU G G : G= × ∈ϑ∪  olsun. Her n∈ω  için nϑ  ailesi X için bir örtü olduğundan 

n
n

U
∈ω

∆ ⊂ ∩  olur. n
n

(x,y) U
∈ω

∈ ∩  olsun. Her n∈ω  için n(x,y) U∈  olup her n∈ω  için 

(x,y) G G∈ ×  olacak şekilde bir nG∈ϑ  vardır. Bu durumda her n∈ω  için 

nG st(x, )⊂ ϑ  olduğundan ny st(x, )∈ ϑ olur. Öyleyse ( )n
n

y st x,
∈ω

∈ ϑ∩  olup 

( ) { }n
n

st x, x
∈ω

ϑ =∩  dir. Böylece x y=  dir. O halde n
n

U
∈ω

⊂ ∆∩  olup
 

n
n

U
∈ω

∆ = ∩  dir. 

Sonuç olarak X uzayı Gδ − diagonale sahiptir.■ 

 

4.4. Teorem 

 

Gδ − diagonale sahip olan her doğrusal sıralı uzay metriklenebilirdir[9]. 

 

Đspat 

 

X uzayı  Gδ − diagonale sahip olan doğrusal sıralı bir uzay olsun. 4.3. Lemma’dan X 

için bir { }n : nϑ ∈ω  Gδ − diagonal dizisi vardır. { }n : nϑ ∈ω  açık örtüler dizisini 

n 1 n+ϑ ϑ≺  olacak şekilde alabiliriz.  Ayrıca doğrusal sıralı topolojik uzaylar konveks 

kümelerden oluşan bir tabana sahip olduğundan her n∈ω  için nϑ  ailesinin her bir 
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elemanını konveks kabul edebiliriz. Şimdi ( )nϑ  dizisinin X için bir açılım olduğunu 

görelim. Bunun için { }nst(x, ) : nϑ ∈ ω  kümesinin x’in komşuluklar tabanı olduğunu 

göstermeliyiz. x X∈  ve U X⊂  açık olmak üzere  x U∈  olsun. Bu durumda 

x (a,b) U∈ ⊂ olacak şekilde a,b X∈  vardır. { }n
n

st(x, ) x
∈ω

ϑ =∩  olduğundan 

n(a )a st(x, )∉ ϑ  ve n(b)b st(x, )∉ ϑ  olacak şekilde n(a),n(b)∈ω   vardır. 

n(a )a st(x, )∉ ϑ  olduğu için n(a )st(x, ) (a, )ϑ ⊂ →  dir. Gerçekten n(a )z st(x, )∈ ϑ  olsun. 

n(a )a st(x, )∉ ϑ , n(a )z st(x, )∈ ϑ , a x<  ve ( )n aϑ  konveks kümelerden oluştuğu için 

a z<  dir. Buradan z (a, )∈ →  olur. Böylece n(a )st(x, ) (a, )ϑ ⊂ →  dır. n(b)b st(x, )∉ ϑ  

olduğu için benzer biçimde n(b)st(x, ) ( ,b)ϑ ⊂ ←  dir. Böylece 

n(a ) n(b)st(x, ) st(y, ) (a,b)ϑ ∩ ϑ ⊂  olur. 0n(a) n(b) n+ =  olsun. ( ) 0n a n≤  olduğundan 

0n n(a )ϑ ϑ≺  olup 
0n n(a )st(x, ) st(x, )ϑ ⊂ ϑ  dir. Aynı şekilde ( ) 0n b n≤  olup 

0n n(b)st(x, ) st(x, )ϑ ⊂ ϑ  dir. Böylece 
0n n(a ) n(b)st(x, ) st(x, ) st(x, )ϑ ⊂ ϑ ∩ ϑ  olup 

0nst(x, ) (a,b)ϑ ⊂  dir. (a,b) U⊂  olduğu için 
0nst(x, ) Uϑ ⊂ olur. Sonuç olarak 

{ }nst(x, ) : nϑ ∈ ω  kümesi x’in bir komşuluklar tabanı olup ( )nϑ  açık örtüler dizisi X 

için bir açılımdır. Aynı zamanda doğrusal sıralı uzaylar düzenli olduğundan X Moore 

uzayıdır. Şimdi de X doğrusal sıralı uzayının monoton normal olduğunu görelim. 

X’in her U açık alt kümesi ve her x U∈  için x’i içeren ve 

“ x yU V x V veya y U∩ ≠ ∅⇒ ∈ ∈ ” koşulunu sağlayan bir xU  açık kümesinin 

karşılık getirilebileceğini görmeliyiz. α  X üzerinde bir iyi sıralama bağıntısı olsun. 

U X⊂  açık ve x U∈  olsun. X doğrusal sıralı uzay olduğundan ( )x a,b U∈ ⊂  

olacak biçimde a,b X∈  vardır. { }xp min p : a p xα= ≤ <  ve { }xq min q : x q bα= < ≤  

olsun. ( )x x xU p ,q=  denilirse xx U∈  ve xU X⊂  açık olur. xU ’in 

“ x yU V x V veya y U∩ ≠ ∅⇒ ∈ ∈ ” koşulunu sağladığını görmek zor değildir. 

Böylece X uzayı monoton normal uzay olur. Son olarak X monoton normal uzayının 

yığınsal-normal olduğunu görelim. 
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K, X’in kapalı alt kümelerinin ayrık bir ailesi olsun. Her F∈K  için 

{ }*F H : H F,H X= ≠ ∈ ⊂∪ K  kümesi kapalıdır. Çünkü, K ailesi ayrık olduğundan 

yerel sonlu ailedir. Yerel sonlu ailelerde kapalı kümelerin birleşimi birleşimlerinin 

kapanışına eşittir. Ayrıca her F∈K  için *F F∩ = ∅  dir. X uzayı monoton normal 

uzay olduğundan X’in kapalı ve ayrık her A,B alt küme çifti için  

i) ( ) ( )D A,B D B,A∩ = ∅   

ii) ( ) ( ) cA D A,B D A,B B⊂ ⊂ ⊂  

iii) A A ′⊂  ve B B′ ⊂  ise ( ) ( )D A,B D A ,B′ ′⊂   

iv) ( )D A,B X⊂  açık küme 

koşullarını sağlayan bir D monoton normal operatörü vardır. Her F∈K  için 

( )*
FU D F,F=  olsun. ii) özelliğinden ( )*F D F,F⊂  olduğundan FF U⊂  olur. 

H,F∈K  ve H F≠  olsun. *H F⊂  ve F F⊂  olduğundan iii) özelliğinden 

( ) ( )*D F,F D F,H⊂  olur. Aynı şekilde *F H⊂  ve H H⊂  olduğundan iii) 

özelliğinden ( ) ( )*D H,H D H,F⊂  olur. ( ) ( ) ( ) ( )* *
H FU U D H,H D F,F D H,F D F,H∩ = ∩ ⊂ ∩  

olur. i) özelliğinden ( ) ( )D H,F D F,H∩ = ∅  olduğundan H FU U∩ = ∅  dir. Sonuç 

olarak her H,F∈K  için FF U⊂ , HH U⊂  olacak şekilde ikişer ikişer ayrık ve açık 

kümelerin bir { }HU : H ∈K  ailesi bulunabildiğinden X uzayı yığınsal-normal 

uzaydır. 3.4. Teorem’den X uzayı metriklenebilirdir.■ 

 

4.5. Tanım (Zenor Sistem) 

 

{ }n : nϑ ∈ω  X topolojik uzayının açık örtülerinin bir dizisi olsun. Eğer her n∈ω  

için n 1 n+ϑ ϑ≺  ise ve X’in farklı her x,y elemanları için x ve y’nin öyle xV , yV  açık 

komşulukları var ve her 
0nT ∈ϑ  için xT V∩ = ∅  veya yT V∩ = ∅  olacak biçimde 

bir 0n ∈ ω  sayısı varsa { }n : nϑ ∈ω  açık örtüler dizisine X’in bir Zenor Sistemi 

denir[6]. 
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4.6. Lemma 

 

X topolojik uzayının düzenli Gδ − diagonale sahip olması için gerekli ve yeterli koşul 

X’in açık örtülerinin “x y≠  olacak biçimde her x,y X∈  için x ve y’nin öyle x yU ,U  

açık komşulukları ve öyle bir 0n ∈ω  sayısı vardır ki, her 
0nG∈ϑ  için xG U∩ = ∅  

veya yG U∩ = ∅ ” koşulunu sağlayan bir { }n : nϑ ∈ ω  dizisinin var olmasıdır[10]. 

 

Đspat 

 

:⇒  Her n∈ω  için nU X⊂  açık olmak üzere n n
n n

U U
∈ω ∈ω

∆ = =∩ ∩  olsun. Buradan 

her x X∈  ve her n∈ω  için ( ) nx,x U∈  ve nU X X⊂ ×  açık olup her x X∈  ve her 

n∈ω  için ( ) nx,x H(n,x) T(n,x) U∈ × ⊂  olacak şekilde ( ) ( )H n,x ,T n,x X⊂  açık 

kümeleri vardır. Her x X∈  ve her n∈ω  için ( ) ( ) ( )H n,x T n,x G n,x∩ =  denilirse 

( )G n,x X⊂  açık ve ( ) nx,x G(n,x) G(n,x) U∈ × ⊂  olur. Her n∈ω  için 

( ){ }n G n,x : x Xϑ = ∈  olsun. x,y X∈  olmak üzere x y≠  olsun. x y≠  olduğundan 

( ) n
n

x,y U
∈ω

∉ ∩  dir. Buradan ( )
0nx,y U∉  olacak şekilde bir 0n ∈ω  vardır. 

( )
0nx,y U∉  olduğundan ( )x,y UxV∈  ve ( )

0nUxV U∩ = ∅  olacak şekilde 

U,V X⊂  açık kümeleri vardır. Şimdi her 
0nG∈ϑ  için G U∩ = ∅  veya G V∩ = ∅  

olduğunu görelim. Aksine ( )0G n ,z U∩ ≠ ∅  ve ( )0G n ,z V∩ ≠ ∅  olacak şekilde bir 

z X∈  elemanının var olduğunu kabul edelim. Buradan ( )0p G n ,z U∈ ∩  ve 

( )0q G n ,z V∈ ∩  olacak şekilde p,q X∈  vardır. Böylelikle 

( )
00 0 np,q G(n ,z) G(n ,z) U∈ × ⊂  ve ( )p,q U V∈ ×  olur. Buradan 

( ) ( )
0np,q U U V∈ ∩ ×  olur. Fakat bu durum ( )

0nU U V∩ × = ∅  olması ile çelişir. 

 

:⇐  X’in açık örtülerinin hipotezdeki koşulu sağlayan bir { }n : nϑ ∈ ω  dizisi var 

olsun. Her n∈ω  için { }n nU G G : G= × ∈ϑ∪  olsun. Her n∈ω  için nU  kümesi 
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açık ve nU∆ ⊂  dir. Buradan n
n

U
∈ω

∆ ⊂ ∩  dir. Şimdi n
n

U
∈ω

⊂ ∆∩  olduğunu görelim. 

Aksine n
n

U
∈ω

⊄ ∆∩  olsun. Öyleyse x y≠  olacak şekilde bir ( ) n
n

x,y U
∈ω

∈ ∩  vardır. 

x y≠  olduğundan, hipotezden öyle bir 0n ∈ ω  ve x ve y’nin öyle U,V açık 

komşulukları vardır ki, her 
0nG∈ϑ  için G U∩ = ∅  veya G V∩ = ∅  dir. 

( ) n
n

x,y U
∈ω

∈ ∩  olduğundan her n∈ω  için ( ) nx,y U∈  olup ( )
0nU U V∩ × ≠ ∅  dir. 

Buradan ( ) ( )0 0U V G G× ∩ × ≠ ∅  olacak şekilde bir 
00 nG ∈ϑ  vardır. 

( ) ( )0 0U V G G× ∩ × ≠ ∅  olduğundan ( ) ( ) ( )0 0p,q U V G G∈ × ∩ × ≠ ∅  olacak 

şekilde p,q X∈  vardır. 0p U G∈ ∩  ve  0q V G∈ ∩  dir. Bu durum 0G U∩ = ∅  veya 

0G V∩ = ∅  olması ile çelişir. Buradan n
n

U
∈ω

⊂ ∆∩  dir. Böylelikle 

n n
n n

U U
∈ω ∈ω

∆ = =∩ ∩  olduğundan X uzayı düzenli Gδ − diagonale sahiptir.■ 

 

4.7. Sonuç 

 

X topolojik uzayı düzenli Gδ − diagonale sahipse X’in *Gδ − diagonali vardır. 

 

Đspat 

 

X uzayı düzenli Gδ − diagonale sahip olsun. Bu durumda X’in 4.6. Lemma’daki gibi 

bir { }n : nϑ ∈ ω  açık örtüler dizisi vardır. Şimdi her x X∈  için { }n
n

st(x, ) x
∈ω

ϑ =∩  

olduğunu görelim. x y≠  olmak üzere n
n

y st(x, )
∈ω

∈ ϑ∩  olsun. 4.6. Lemma’dan 

x U∈ , y V∈  ve her 
0nG∈ϑ  için G U∩ = ∅  veya G V∩ = ∅  olacak şekilde 

0n ∈ω  ve U,V X⊂  açık kümeleri vardır. O halde y V∈ ,V X⊂  açık ve 

n
n

y st(x, )
∈ω

∈ ϑ∩  olduğundan ( )
0nV st x,∩ ϑ ≠ ∅  dir. ( )

0nV st x,∩ ϑ ≠ ∅  olduğundan 

0x G∈  ve 0V G∩ ≠ ∅  olacak şekilde bir 
00 nG ∈ϑ  vardır. 0x G∈  ve x U∈  

olduğundan 0G U∩ ≠ ∅  dir. Böylece 0V G∩ ≠ ∅  ve 0G U∩ ≠ ∅  olur. Bu durum 
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her 
0nG∈ϑ  için G U∩ = ∅  veya G V∩ = ∅  olması ile çelişir. Böylelikle X uzayı 

*Gδ − diagonale sahiptir.■ 

 

4.6. Lemma ve 3.1. Uyarı yardımıyla aşağıdaki sonucu verebiliriz. 

 

4.8. Sonuç 

 

X uzayının düzenli Gδ − diagonali varsa X’in bir Zenor sistemi vardır. 

 

Şimdi bir sonraki lemmanın ispatında kullanılmak üzere aşağıdaki lemmayı verelim 

 

4.9. Lemma 

 

X bir düzenli uzay, x X∈  ve her n∈ω  için nU X⊂  açık küme olmak üzere eğer 

{ }n
n

U x
∈ω

=∩  ise her n∈ω  için n 1 nV V+ ⊂  ve { }n
n

V x
∈ω

=∩  olacak şekilde nV X⊂  

açık kümeleri vardır. 

 

Đspat 

 

0x U∈ , 0U X⊂  açık ve X düzenli uzay olduğundan 0 0 0x V V U∈ ⊂ ⊂  olacak 

biçimde bir 0V  açık kümesi vardır. 1 0x U V∈ ∩  ve X düzenli uzay olduğundan 

1 1 0 1x V V V U∈ ⊂ ⊂ ∩  olacak biçimde bir 1V  açık kümesi vardır. 2 1x U V∈ ∩  ve X 

düzenli uzay olduğundan 2 2 1 2x V V V U∈ ⊂ ⊂ ∩  olacak biçimde bir 2V  açık kümesi 

vardır. Aynı şekilde devam edilirse  n 1 nx U V+∈ ∩  ve X düzenli uzay olduğundan 

n 1 n 1 n n 1x V V V U+ + +∈ ⊂ ⊂ ∩  olacak biçimde bir n 1V +  açık kümesi vardır. Böylece her 

n∈ω  için n 1 nV V+ ⊂  ve n nx V U∈ ⊂  olduğundan { }n n
n n

x V U x
∈ω ∈ω

∈ ⊂ =∩ ∩  dir. 

Buradan { }n
n

V x
∈ω

=∩  olur.■ 
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4.10. Tanım 

 

X bir topolojik uzay, A X⊂  olsun. Eğer X’in A kümesi ile kesişen açık alt 

kümlerinin sonsuz her ϑ  ailesi için { }V : V ∈ϑ ≠ ∅∩  ise A alt kümesine X içinde 

sınırlıdır denir. Eğer X kendi içinde sınırlı ise X uzayına pseudokompakt uzay denir. 

  

4.11. Lemma 

 

X düzenli uzay, A X’in sınırlı bir alt kümesi ve a A∈  olmak üzere { }a  kümesi X 

içinde Gδ − küme ise A uzayı a noktasında birinci sayılabilir uzaydır[6]. 

 

Đspat 

 

a A∈  olmak üzere { }a  X içinde bir Gδ − küme olduğundan X’in { }n
n

T a
∈ω

=∩  olacak 

biçimde nT X⊂  açık alt kümeleri vardır. X düzenli uzay olduğundan 4.9. 

Lemma’dan her n∈ω  için n 1 nV V+ ⊂  ve { }n
n

V a
∈ω

=∩  olacak biçimde nV X⊂  açık 

kümeleri vardır. Her n∈ω  için n nV A W∩ =  diyelim. Şimdi { }nW : n∈ ω  ailesinin 

A uzayında a’nın bir komşuluklar tabanı olduğunu görelim. G, A içinde açık bir 

küme olmak üzere a G∈ olsun. G, A içinde açık olduğundan G A H= ∩  olacak 

biçimde bir H X⊂  açık kümesi vardır. Bu durumda a H∈ , H X⊂  açık küme ve X 

düzenli uzay olduğundan a O O H∈ ⊂ ⊂  olacak biçimde bir O X⊂  açık kümesi 

vardır. Şimdi 
0nW O⊂  olacak biçimde bir 0n ∈ω  bulunabileceğini görelim. Her 

n∈ω  için nW O⊄  olduğunu kabul edelim. Öyleyse her n∈ω  için nW \O ≠ ∅  dir. 

Her n∈ω  için n nV \O U=  denilirse nU X⊂  açık ve n nU A W \O∩ =  olur. Her 

n∈ω  için nW \O ≠ ∅  olduğundan her n∈ω  için nU A∩ ≠ ∅  dir. Öyleyse 

{ }nU : n∈ω  X’in açık alt kümelerinin sonsuz bir ailesi, her n∈ω  için nU A∩ ≠ ∅  

ve A sınırlı olduğundan n
n

U
∈ω

≠ ∅∩  dir. n
n

z U
∈ω

∈ ∩  olsun. Her n∈ω  için 
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nU O∩ = ∅   olduğundan z O∉  dur. n n
n n

U V
∈ω ∈ω

⊂∩ ∩  olduğundan n
n

z V
∈ω

∈ ∩  dir. Her 

n∈ω  için n 1 nV V+ ⊂  olduğundan { }n n
n n

V V a
∈ω ∈ω

= =∩ ∩  olup { }n
n

V a
∈ω

=∩  dir. O halde 

{ }n n
n n

z V V a
∈ω ∈ω

∈ ⊂ =∩ ∩  olduğundan z a=  olmak zorundadır.  Fakat bu durum z O∉  

olması ile çelişir. Böylece 
0nW O H G⊂ ⊂ ⊂  olacak biçimde bir 0n ∈ω  vardır.■ 

 

4.12. Lemma 

 

X, düzenli Gδ − diagonale sahip düzenli bir uzay ve A X’in sınırlı bir alt kümesi 

olsun. Bu durumda X’in açık örtülerinin her Zenor Sistemi’nin A’ya kısıtlanışı A’nın 

açık örtülerinin bir temel sistemidir[6]. 

 

Đspat 

 

X uzayı düzenli Gδ − diagonale sahip olduğundan Gδ − diagonale sahip olup her 

x X∈  noktası bir Gδ − noktadır. Öyleyse A’nın her a elemanı bir Gδ − noktadır. 

Böylece 4.11. Lemma’dan A birinci sayılabilir uzay olur. { }n : nθ ∈ ω  X’in açık 

örtülerinin bir Zenor sistemi olsun. Her n∈ω  için { }n nO A : Oϑ = ∩ ∈ θ  olmak 

üzere { }n : nϑ ∈ ω  dizisinin A için bir temel sistem olduğunu görelim. 0a A∈  olsun. 

G A⊂ , A’da açık olmak üzere 0a G∈  olsun. O zaman  G H A= ∩  olacak biçimde 

bir H X⊂  açık kümesi vardır. 0a H∈  ve X düzenli uzay olduğundan 

0a T T H∈ ⊂ ⊂  olacak biçimde bir T X⊂  açık kümesi vardır. A birinci sayılabilir 

olduğundan 0a  noktasının azalan ve sayılabilir bir { }nV : n ∈ω  komşuluklar tabanı 

vardır. { }n : nθ ∈ ω  ailesi bir Zenor sistem olduğundan ( ) { }n n 0
n

st V , a
∈ω

θ =∩  dir. 

Gerçekten her n∈ω  için nθ  örtü olduğundan ( )0 n n
n

a st V ,
∈ω

∈ θ∩  dir. Diğer taraftan 

0y a≠  olmak üzere ( )n n
n

y st V ,
∈ω

∈ θ∩  olsun. 0y a≠  ve { }n : nθ ∈ω  Zenor sistem 
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olduğundan 0a G∈ , y U∈  ve her 
0nO∈ θ  için O G∩ = ∅  veya O U∩ = ∅  olacak 

şekilde U,G X⊂  açık kümeleri ve 0n ∈ ω  vardır. 0a G∈ , G X⊂  açık küme ve 

{ }nV : n ∈ω  0a ’ın komşuluklar tabanı olduğundan 
00 ma V G∈ ⊂  olacak biçimde bir 

0m ∈ ω  vardır. { }0 0 0maks n ,m k=  olsun. 0 0n k≤  ve { }n : nθ ∈ω  Zenor sistem 

olduğundan  
0 0k nϑ θ≺  dir. 0 0m k≤  ve { }nV : n ∈ω  azalan olduğundan 

0 0k mV V⊂  

dir. ( )n n
n

y st V ,
∈ω

∈ θ∩  olduğundan ( )
0 0k ky st V ,∈ θ  dir. Buradan 

0kV O∩ ≠ ∅  ve 

y O∈  olacak biçimde bir 
0kO∈ θ  vardır. 

0 0k nθ θ≺  ve 
0kO∈ θ  olduğundan �O O⊂  

olacak biçimde bir �
0nO∈ θ  vardır. Buradan �

0kV O∩ ≠ ∅  dir. 
0 0k mV V⊂  olduğundan 

�
0mV O∩ ≠ ∅  dir. 

0mV G⊂  olduğundan �G O∩ ≠ ∅  dir. Diğer taraftan y O∈  

olduğundan �y O∈  olur. Buradan �O U∩ ≠ ∅  olur. Bu durum 
0nθ  ailesinin her O 

elemanı için O G∩ = ∅  veya O U∩ = ∅  olması ile çelişir. Böylece 

( ) { }n n 0
n

st V , a
∈ω

θ =∩  dir. 0a T∈  olduğundan ( )( )n n
n

st V , \T
∈ω

θ = ∅∩  olup 

( )( )n n
n

st V , \T
∈ω

θ = ∅∩  dir. O halde ( ){ }nst V, \T : nθ ∈ ω  ailesi X’in açık alt 

kümelerinin sonsuz bir alt ailesi ve A sınırlı olduğundan ( )( )
0 0n nst V , \T Aθ ∩ = ∅  

olacak biçimde bir 0n ∈ ω  vardır. O halde ( )
0 0n nst V , A T Hθ ∩ ⊂ ⊂  olup 

( )
0 0n nst V , Gϑ ⊂  dir. Böylece { }n : nϑ ∈ω  dizisinin A için temel sistemi olduğu 

görülmüş olur.■ 

 

4.13. Teorem 

 

X düzenli uzay olmak üzere, eğer X’in düzenli Gδ − diagonali varsa X’in sınırlı her 

A alt uzayının kapanışı metriklenebilirdir[6]. 

 

 

 



38 

Đspat 

 

X uzayının düzenli Gδ − diagonali varsa 4.8. Sonuç’tan X’in açık örtülerinin bir 

{ }n : nθ ∈ω  Zenor sistemi vardır. A sınırlı olduğundan A  sınırlıdır. A  sınırlı ve 

{ }n : nθ ∈ω  Zenor sistem olduğundan 4.12. Lemma’dan { }n | A : nθ ∈ω  ailesi A’nın 

bir temel sistemidir. O halde 3.6. Teorem’den A  metriklenebilirdir.■ 

 

Altmetriklenebilir uzay olmayı karakterize eden teoremin ispatında kullanılacak olan 

iki önemli lemmayı ispatlayalım. Đlk olarak üçgen eşitsizliğini sağlayan önemli bir 

uzaklık fonksiyonunu tanımlayan 4.14. Lemma’yı verelim. 

 

4.14. Lemma 

 

X bir küme olmak üzere; 

{ }d : X X 0+× → ∪ℝ  fonksiyonu, 

(*)  Her 0ε > için; eğer d(x,y)< ε  ve d(y,z)< ε  ise d(x,z) 2< ε  

koşulunu sağlasın. 

Bu durumda her x,y,z X∈  için ; 

i) p(x,y) p(x,z) p(z,y)≤ + , 

ii) 
d(x,y)

p(x,y) d(x,y)
4

≤ ≤ , 

iii) Eğer d(x,y) d(y,x)=  ise p(x,y) p(y,x)=  

koşullarını sağlayan bir { }p : X X 0+× → ∪ℝ fonksiyonu vardır[11]. 

 

Đspat 

 

{ }p : X X 0+× → ∪ℝ  fonksiyonu her x,y X∈  için 

( ) ( ) { }
n

i i 1 0 n 1 1 2 n
i 0

p x,y inf d x ,x : x x,x y, x ,x ,.., x X,n+ +
=

 = = = ⊂ ∈ ω 
 
∑  biçiminde 
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tanımlayalım. Şimdi p fonksiyonunun (i),(ii) ve (iii) koşullarını sağladığını 

ispatlayalım. 

 

(i): X’in bütün sonlu { }1 2 nx ,x ,..,x  ve { }1 2 my ,y ,..,y  alt kümeleri için  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 n 1 1 2 mp x,y d x,x d x ,x ..... d x ,z d z,y d y ,y ..... d y ,y≤ + + + + + + +  

eşitsizliği doğru olduğu için iki kez infumum alınarak ( ) ( ) ( )p x,y p x,z p z,y≤ +  

olduğu kolayca görülebilir. 

 

(ii): ( )d x,y  infumumu alınan kümenin bir elemanı olduğundan ( ) ( )p x,y d x,y≤  

olduğu açıktır. Öyleyse 
( ) ( )d x,y

p x,y
4

≤  olduğunu görelim. Bu amaçla öncelikle 

X’in { }1 2 na,x ,x ,..,x ,b  biçimindeki bütün sonlu alt kümeleri için 

( ) ( ) ( ) ( )
n 1

1 i i 1 n
i 1

d a,b 2d a,x 4 d x ,x 2d x ,b
−

+
=

≤ + +∑  eşitsizliğinin doğru olduğunu 

görelim. n 1=  için; ( ) ( ) ( )1 1 1d a,x d a,x d x ,b≤ +  ve ( ) ( ) ( )1 1 1d x ,b d x ,b d a,x≤ +  

eşitsizlikleri doğru olduğundan, ( ) ( )1 1d x ,b d a,x+ = ε  denirse (*)’dan ( )d a,b 2≤ ε  

olup ( ) ( ) ( )1 1d a,b 2d x ,b 2d a,x≤ +  elde edilir. Öyleyse iddia n 1=  için doğrudur. 

Şimdi n 1>  olmak üzere, iddia her m n<  için doğru olsun. { }1 2 nx ,x ,..,x X⊂  olsun. 

(*)’dan, 1 i n≤ ≤  biçimindeki her i için ( ) ( )id a,b 2d a,x≤  veya ( ) ( )id a,b 2d x ,b≤  

olduğu kolayca görülebilir. Eğer ( ) ( )nd a,b 2d x ,b≤  ise bu durumda aradığımız 

eşitsizlik sağlanır. Eğer ( ) ( )nd a,b 2d x ,b≤  ise ( ) ( )nd a,b 2d a,x≤  olmak 

zorundadır. ( ) ( ){ }0 ni min i :1 i n ve d a,b 2d a,x= ≤ ≤ ≤  olsun. Eğer 0i 1=  ise 

aradığımız eşitsizlik sağlanır. Eğer 0i 1>  ise 0i ’ın minimal olmasından 

( ) ( )
0i 1d a,b 2d x ,b−≤  dir. Aynı zamanda ( ) ( )

0i
d a,b 2d a,x≤  olduğundan 

( ) ( ) ( )
0 0i i 1d a,b d a,x d x ,b−≤ +  olur. Đddia m n<  biçimindeki her m sayısı için doğru 

olduğundan 0i  ve 0i 1−  sayıları için de doğrudur. Öyleyse 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0 0

0 0

0

i 2

1 i i 1 i 1 i
i 1

n 1

i 1 i i i 1 n
i i

d a,b 2d a,x 4 d x ,x 2d x ,x

2d x ,x 4 d x ,x 2d x ,b

−

+ −
=

−

− +
=

≤ + + +

+ +

∑

∑
  

olup  ( ) ( ) ( ) ( )
n 1

1 i i 1 n
i 1

d a,b 2d a,x 4 d x ,x 2d x ,b
−

+
=

≤ + +∑  eşitsizliği elde edilir. 

Şimdi 
( ) ( )d x,y

p x,y
4

≤  eşitsizliğinin doğru olduğunu görebiliriz. Bunun için 

( )d x,y

4
 sayısının ( ) { }

n

i i 1 0 n 1 1 2 n
i 0

S d x ,x : x x,x y, x ,x ,.., x X,n+ +
=

 = = = ⊂ ∈ω 
 
∑  

kümesi için bir alt sınır olduğunu görmeliyiz. Aksine 
( )d x,y

4
 sayısı S kümesi için 

bir alt sınır olmasın. O zaman ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 n

d x,y
d x,x d x ,x ... d x ,y

4
+ + + <  olacak 

biçimde bir { }1 2 nx ,x ,..,x X⊂  alt kümesi vardır. Bu eşitsizlikten 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n 1

1 n 1 i i 1 n
i 1

2d x,x 2d x ,y 2d x,x 4 d x ,x 2d x ,y d x,y
−

+
=

 + + + + < 
 

∑  olup 

( ) ( ) ( ) ( )
n 1

1 i i 1 n
i 1

2d x,x 4 d x ,x 2d x ,y d x,y
−

+
=

+ + ≥∑  ve buradan 

( ) ( ) ( ) ( )1 n2d x,x 2d x ,y d x,y d x,y+ + <  eşitsizliği elde edilir. Ancak son 

eşitsizlikten ( ) ( )1 nd x,x d x ,y 0+ <  olur ki bu çelişkidir. Öyleyse 
( )d x,y

4
 sayısı S 

kümesi için bir alt sınır olmak zorundadır. O halde 
( ) ( )d x,y

inf S p x,y
4

≤ =  olup 

( ) ( )d x,y
p x,y

4
≤  dir. Böylece 

( ) ( ) ( )d x,y
p x,y d x,y

4
≤ ≤  olduğu görülmüş olur. 

Eğer d simetrik ise bu durumda infumumuna bakılan kümeler aynı olacağından p de 

simetrik olur.■ 
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4.15. Lemma 

 

X bir topolojik uzay ve her n∈ω  için R
n 1 n+ϑ ϑ≺  olmak üzere { }n : nϑ ∈ω  X’in 

açık örtülerinin bir dizisi olsun. Bu durumda X üzerinde öyle bir p sözde metriği 

vardır ki; 

i) n
n

y st(x, )
∈ω

∈ ϑ∩ ⇔ p(x,y) 0=  

ii) U kümesinin p sözde metriği tarafından oluşturulan topolojiye göre açık 

küme olması için gerekli ve yeterli koşul her x U∈  için 
0nst(x, ) Uϑ ⊂  olacak 

şekilde en az bir 0n ∈ω  vardır, 

koşulları sağlanır. 

 

Đspat 

 

{ }d : X X 0+× → ∪ℝ  fonksiyonunu x,y X∈  olmak üzere 

( ) ( ) ( )
( )

k nn

n

1
 ;  Her k n için y st x,  ve y st x,  olacak biçimde bir n  var

2d x,y
0    ; Her n  için y st x,

 < ∈ ϑ ∉ ϑ ∈ω= 
 ∈ω ∈ ϑ

 

şekilde tanımlayalım. ( ) ( )n nx st y, y st x,∈ ϑ ⇔ ∈ ϑ  olduğundan her x,y X∈  için 

d(x,y) d(y,x)=  olduğunu görmek kolaydır. Eğer d(x,y) 0=  ise her n∈ω  için 

ny st(x, )∈ ϑ  olur. ny st(x, )∈ ϑ  olduğundan nx st(y, )∈ ϑ  dir. Buradan her n∈ω  için 

nx st(y, )∈ ϑ  olduğundan d(y,x) 0=  olur. Buradan d(x,y) d(y,x)=  olur. Şimdi 

0ε >  olmak üzere d(x,y)< ε  ve d(y,z)< ε  ise d(x,z) 2< ε  olduğunu görelim. 

0ε >  olmak üzere d(x,y)< ε  ve d(y,z)< ε  fakat d(x,z) 2≥ ε  olduğunu kabul 

edelim.  

0n ∈ω  olmak üzere 
0n

1
d(x,y)

2
=  ve d(y,z) 0=  ise; 

 
0n

1

2
< ε  olduğundan 

0n 1

1
2 d(x,z)

2 − < ε ≤  dir. 
0n 1

1
d(x,z)

2 − <  olduğundan d(x,z) 0≠  
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olup m

1
d(x,z)

2
=  ve 0m n 1< −  olacak şekilde bir m∈ω   vardır. m

1
d(x,z)

2
=  

olduğundan her k m<  için ( )kx st z,∈ ϑ  ve ( )mx st z,∉ ϑ  dir. 
0n

1
d(x,y)

2
=  

olduğundan her 0k n<  için ( )kx st y,∈ ϑ  ve ( )
0nx st y,∉ ϑ  dir. d(y,z) 0=  

olduğundan her n∈ω  için ( )ny st z,∈ ϑ  dir. 0m n 1< −  olduğundan 0m 1 n+ <  dir. 

O zaman ( )m+1x st y,∈ ϑ  ve ( )m+1y st z,∈ ϑ  dir. ( )m+1x st y,∈ ϑ  olduğundan x,y V∈  

olacak şekilde bir m 1V +∈ϑ  vardır. ( )m+1y st z,∈ ϑ  olduğundan y,z T∈  olacak 

şekilde bir m 1T +∈ϑ  vardır. Buradan y T V∈ ∩  olup T V∩ ≠ ∅  dir. R
m 1 m+ϑ ϑ≺  

olduğundan T V H∪ ⊂  olacak şekilde bir mH ∈ϑ  vardır. x,z H∈  ve mH ∈ϑ  

olduğundan ( )mx st z,∈ ϑ  dir. Bu durum ( )mx st z,∉ ϑ  olmasıyla çelişir. 

( )
0n

1
d y,z

2
=  ve d(x,y) 0=  olması durumu da benzerdir. 

( )
0n

1
d x,y

2
=  ve ( )

1n

1
d y,z

2
=  ise; 

 0 1n n≤  olsun. Bu durumda 
01 nn

1 1

2 2
≤ < ε  olup 

0n 1

1
2 d(x,z)

2 − < ε ≤  olur. 

0n 1

1
d(x,z)

2 − <  olduğundan m

1
d(x,z)

2
=  ve 0m n 1< −  olacak şekilde bir m∈ω   

vardır. 
0n

1
d(x,y)

2
=  olduğundan her 0k n<  için ( )kx st y,∈ ϑ  ve ( )

0nx st y,∉ ϑ  dir. 

( )
1n

1
d y,z

2
=  olduğundan her 1k n<  için ( )ky st z,∈ ϑ  ve ( )

1ny st z,∉ ϑ  dir. 

m

1
d(x,z)

2
=  olduğundan her k m<  için ( )kx st z,∈ ϑ  ve ( )mx st z,∉ ϑ  dir. 

0m n 1< −  olduğundan 0 1m 1 n n+ < ≤  dir. Böylece ( )m+1x st y,∈ ϑ  ve ( )m+1y st z,∈ ϑ  

olur. ( )m+1x st y,∈ ϑ  olduğundan x,y V∈  olacak şekilde bir m 1V +∈ϑ  vardır. 

( )m+1y st z,∈ ϑ  olduğundan y,z T∈  olacak şekilde bir m 1T +∈ϑ  vardır. R
m 1 m+ϑ ϑ≺  

olduğundan T V H∪ ⊂  olacak şekilde bir mH ∈ϑ  vardır. Ayrıca x,z H∈  ve 

mH ∈ϑ  olduğundan ( )mx st z,∈ ϑ  dir. Bu durum ( )mx st z,∉ ϑ  olmasıyla çelişir. 
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Benzer şekilde 1 0n n≤  olduğunda aynı çelişki elde edilir. Böylece 0ε >  olmak 

üzere d(x,y)< ε  ve d(y,z)< ε  ise d(x,z) 2< ε  dir.  

Bu ise 4.14. Lemma’daki (*) koşuludur. { }d : X X 0+× → ∪ℝ  fonksiyonu 4.14. 

Lemma’daki (*) koşulunu sağladığından her x,y,z X∈  için; 

a) p(x,y) p(x,z) p(z,y)≤ + , 

b) 
d(x,y)

p(x,y) d(x,y)
4

≤ ≤  

koşullarını sağlayan bir { }p : X X 0+× → ∪ℝ  fonksiyonu vardır. 

{ }p : X X 0+× → ∪ℝ  fonksiyonu (i) ve (ii) koşullarını sağlayan bir sözde metriktir. 

Bunun için önce her x X∈  için p(x,x) 0=  olduğunu görelim. Her n∈ω  için 

nx st(x, )∈ ϑ  olduğundan d(x,x) 0=  dir. b) koşulundan her x,y X∈  için 

d(x,y)
p(x,y) d(x,y)

4
≤ ≤  dir. Buradan 

d(x,x)
p(x,x) d(x,x)

4
≤ ≤  dir. d(x,x) 0=  

olduğundan 
0

p(x,x) 0
4

≤ ≤  dır. Böylece her x X∈  için p(x,x) 0=  dır. Her x,y X∈  

için d(x,y) d(y,x)=  olduğundan 4.14. Lemma (iii) koşulundan p(x,y) p(y,x)=  dir. 

a) koşulundan her x,y,z X∈  için p(x,y) p(x,z) p(z,y)≤ +  olduğundan p fonksiyonu 

üçgen eşitsizliğini sağlar. 

 

Böylece p fonksiyonu sözde metriktir. Şimdi p fonksiyonun (i) koşulunu sağladığını 

görelim. n
n

y st(x, )
∈ω

∈ ϑ∩  ise her n∈ω  için ny st(x, )∈ ϑ  olur. d fonksiyonun 

tanımından d(x,y) 0=  olur. b) koşulundan 
d(x,y)

p(x,y) d(x,y)
4

≤ ≤  olduğundan 

0
p(x,y) 0

4
≤ ≤  olur. Buradan p(x,y) 0=  dir. Böylece n

n
y st(x, )

∈ω
∈ ϑ∩  ise 

p(x,y) 0=  dir. Tersine p(x,y) 0=  ise b)’den ( )d x,y 0=  olup her n∈ω  için 

( )ny st x,∈ ϑ   dir. Öyleyse ( )n
n

y st x,
∈ω

∈ ϑ∩  dir. Şimdi p fonksiyonun (ii) koşulunu 

sağladığını görelim. Her n∈ω  için n 1 n+ϑ ϑ≺  olduğundan her x X∈  için 
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( ) ( )n 2 d p d nn 2 n 2 n

1 1 1
st x, B x, B x, B x, st x,

2 2 2+ + +
     ϑ = ⊂ ⊂ = ϑ     
     

 olduğunu görmek 

kolaydır. Şimdi (ii) koşulunun gereklilik kısmını görelim. p sözde metriği tarafından 

oluşturulan topoloji pτ  olmak üzere pU ∈ τ  ve x U∈  olsun. O zaman 

0p n

1
B x, U

2
 ⊂ 
 

 olacak şekilde bir 0n ∈ω  vardır. Her n∈ω  için 

( )n 2 d pn 2 n 2

1 1
st x, B x, B x,

2 2+ + +
   ϑ = ⊂   
   

 olduğundan  ( )
0 0n 2 p n 2

1
st x, B x,

2+ +
 ϑ ⊂  
 

 dir. 

Ayrıca 
0 0p pn 2 n

1 1
B x, B x,

2 2+
   ⊂   
   

 olduğundan ( )
0n 2st x, U+ϑ ⊂  dır. 0 0n 2 k+ =  

denilirse ( )
0kst x, Uϑ ⊂  olur. Şimdi de (ii) koşulunun yeterlilik kısmını görelim. Her 

x U∈  için ( )
0nst x, Uϑ ⊂  olacak şekilde bir 0n ∈ω  var olsun. Her n∈ω   için 

( )p d nn 2 n

1 1
B x, B x, st x,

2 2+
   ⊂ = ϑ   
   

 olduğundan, özel olarak 0n ∈ω  için 

( )
00p nn 2

1
B x, st x, U

2 +
 ⊂ ϑ ⊂ 
 

 olup her x U∈  için 
0p n 2

1
B x, U

2 +
 ⊂ 
 

 olacak şekilde 

bir 0n ∈ω  vardır. O halde pU ∈ τ  dir.■ 

 

4.16. Teorem 

 

X topolojik uzayı için aşağıdaki koşullar eşdeğerdir. 

a) X uzayı alt metriklenebilir uzaydır. 

b) X uzayı her n∈ω  için *
n 1 n+ϑ ϑ≺ koşulunu sağlayan bir { }n : nϑ ∈ω  

Gδ − diagonal dizisine sahiptir. 

c) X uzayı her n∈ω  için R
n 1 n+ϑ ϑ≺ koşulunu sağlayan bir { }n : nϑ ∈ω  

Gδ − diagonal dizisine sahiptir. 
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Đspat 

 

*ϑ ϕ≺  olması Rϑ ϕ≺  olmasını gerektirdiğinden b) c)⇒  açıktır. 

 

Şimdi c) a)⇒  olduğunu görelim. 

 

X uzayı her n∈ω  için R
n 1 n+ϑ ϑ≺ koşulunu sağlayan bir ( )nϑ  Gδ − diagonal 

dizisine sahip olsun. Her n∈ω  ( )nϑ  için R
n 1 n+ϑ ϑ≺  olduğundan X üzerinde 4.15. 

Lemma’nın (i) ve (ii) koşullarını sağlayan bir p  sözde metriği vardır. ( )nϑ  dizisi 

Gδ − diagonal dizisi olduğundan p  sözde metriği bir metriktir. Şöyle ki; ( )p x,y 0=  

ise 4.15. Lemma (i)’den ( )n
n

y st x,
∈ω

∈ ϑ∩  dir. ( ) { }n
n

st x, x
∈ω

ϑ =∩  olduğundan { }y x∈  

olur. Buradan y x=  olur. ( )p x,y 0=  iken y x=  olduğundan p sözde metriği metrik 

olur. X üzerine p metriği yardımıyla üretilen topoloji pτ  olmak üzere pτ ⊂ τ  

olduğunu gösterelim. pT ∈ τ  olsun. T= ∅  ise T∈ τ  dur. T≠ ∅  ve x T∈  olsun. 

4.15. Lemma ii)’den ( )
0nst x, Tϑ ⊂  olacak şekilde bir 0n ∈ ω  vardır. ( )

0nst x,ϑ ∈ τ  

olduğundan 
o

x T∈  dir. Böylece 
o

T T⊂  olup 
o

T T=  olur. 
o

T ∈ τ  olduğundan T∈ τ  

dur. Böylece pτ ⊂ τ  olur. Böylelikle X uzayı alt metriklenebilirdir. 

 

Şimdi a) b)⇒  olduğunu görelim. 

 

( )X,τ  uzayı alt metriklenebilir olsun. Bu durumda ( )X, ′τ  uzayı metriklenebilir uzay 

olacak şekilde bir ′τ ⊂ τ  topolojisi vardır. ( )X, ′τ  metriklenebilir uzay olduğundan 

( )X, ′τ  parakompakt uzay olur[2]. ( )X, ′τ  metriklenebilir uzay olduğundan X 

Gδ − diagonale sahiptir. Öyleyse 4.3. Lemma’dan X’in Gδ − diagonal dizisi olan bir 

( )nϕ  açık örtüler dizisi vardır. Her n∈ω  için nϕ  ( )X, ′τ  için açık örtü ve ( )X, ′τ  

parakompakt uzay olduğundan 1ϕ  açık örtüsü için *
1 1ϑ ϕ≺  olacak şekilde ( )X, ′τ ’in 
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bir 1ϑ  açık örtüsü vardır. 2ϕ  ve 1ϑ  ( )X, ′τ ’in açık örtüleri olduğundan 1 2ϑ Λϕ  

kümesi ( )X, ′τ ’in açık örtüsüdür. ( )X, ′τ  uzayı parakompakt uzay ve 1 2ϑ Λϕ  

( )X, ′τ ’in açık örtüsü olduğundan ( )*
2 1 2ϑ ϑ Λϕ≺  olacak şekilde ( )X, ′τ ’in bir 2ϑ  

açık örtüsü vardır. 3ϕ  ve 2ϑ  ( )X, ′τ ’in açık örtüleri olduğundan 2 3ϑ Λϕ  kümesi 

( )X, ′τ ’in açık örtüsüdür. ( )X, ′τ  uzayı parakompakt uzay ve 2 3ϑ Λϕ  ( )X, ′τ ’in açık 

örtüsü olduğundan ( )*
3 2 3ϑ ϑ Λϕ≺  olacak şekilde ( )X, ′τ ’in bir 3ϑ  açık örtüsü 

vardır. Aynı şekilde devam edildiğinde her n∈ω  için ( )*
n 1 n n 1+ +ϑ ϑ Λϕ≺  olacak 

şekilde ( )X, ′τ ’in bir ( )nϑ  açık örtüler dizisi vardır. Böylece *
n 1 n+ϑ ϑ≺  olacak 

şekilde ( )X, ′τ ’in bir ( )nϑ açık örtüler dizisi vardır. ′τ ⊂ τ  olduğundan ( )nϑ  açık 

örtüler dizisi ( )X,τ  için de açık örtüler dizisidir.  

 

Şimdi ( )nϑ  açık örtüler dizisinin Gδ − diagonal dizisi olduğunu görelim. 

( )n
n

y st x,
∈ω

∈ ϑ∩  olsun. Bu durumda her n∈ω  için ( )ny st x,∈ ϑ  dir. Her n∈ω  için 

( )*
n 1 n n 1+ +ϑ ϑ Λϕ≺  olduğundan her n∈ω  için ( )n nst x, Vϑ ⊂  olacak biçimde bir 

nV ∈ϕ  vardır. Öyleyse her n∈ω  için ( )ny st x,∈ ϕ  olup ( )n
n

y st x,
∈ω

∈ ϕ∩  dir. 

{ }n : nϕ ∈ω  Gδ − diagonal dizisi olduğundan ( ) { }n
n

st x, x
∈ω

ϕ =∩  olup y x=  dir.■ 

 

Şimdi 4.16. Teorem’in bir sonucunu ispatlayalım. 

 

4.17. Sonuç 

 

X topolojik uzayı parakompakt uzay olsun. Eğer X uzayı Gδ − diagonale sahipse X 

uzayı alt metriklenebilirdir[12-13]. 
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Đspat 

 

X uzayı Gδ − diagonale sahip olduğundan 4.3. Lemma’dan X’in açık örtülerinden 

oluşan bir { }n : nϕ ∈ω  Gδ − diagonal dizisi vardır. X uzayı parakompakt olduğundan 

X’in her açık örtüsünün bir yıldız incesi vardır. Öyleyse 0ϕ  açık örtüsü için *
0 0ϑ ϕ≺  

olacak şekilde X’in bir 0ϑ  açık örtüsü vardır. 1ϕ  ve 0ϑ  X’in açık örtüleri 

olduğundan 0 1ϑ Λϕ  ailesi de X’in bir açık örtüsüdür. Öyleyse ( )*
1 0 1ϑ ϑ Λϕ≺  olacak 

şekilde X’in bir 1ϑ  açık örtüsü vardır. 2ϕ  ve 1ϑ  X’in açık örtüleri olduğundan 

1 2ϑ Λϕ  ailesi X’in bir açık örtüsü olup ( )*
2 1 2ϑ ϑ Λϕ≺  olacak şekilde X’in bir 2ϑ  

açık örtüsü vardır. Aynı şekilde devam edildiğinde her n∈ω  için ( )*
n 1 n n 1+ +ϑ ϑ Λϕ≺  

olacak şekilde X’in bir ( )nϑ  açık örtüler dizisi elde edilir. Her n∈ω  için 

( )*
n 1 n n 1+ +ϑ ϑ Λϕ≺  olduğundan *

n 1 n+ϑ ϑ≺  dir. Aynı zamanda her n∈ω  için 

*
n nϑ ϕ≺  ve  { }n : nϕ ∈ω  bir Gδ − diagonal dizisi olduğundan { }n : nϑ ∈ω  dizisi de 

bir Gδ − diagonal dizisidir. Böylece 4.16. Teorem’den X  alt metriklenebilir 

uzaydır.■ 

 

Şimdi 4.19. Teorem’in ispatında kullanılacak olan 4.18. Lemma’yı ispatlayalım. 

 

4.18. Lemma 

 

X bir topolojik uzay ve Y, X’in submetakompakt bir alt uzayı olsun. Her  n∈ω  için 

nθ  X’in açık alt kümelerinden oluşan ve Y’yi örten bir aile olsun. Bu durumda X’in 

açık alt kümelerinden oluşan öyle bir { }n : nϑ ∈ω  aileler dizisi vardır ki, her n∈ω  

için nϑ  ailesi Y’yi örter ve her y Y∈  için  ( ) ( ) ( )n n n
n n n

st y, st y, st y,
∈ω ∈ω ∈ω

ϑ = ϑ ⊂ θ∩ ∩ ∩  

dir. 
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Đspat 

 

Her n∈ω  için nθ  X’in açık alt kümelerinin Y’yi örten bir ailesi olsun. 0 Yθ , Y için 

bir açık örtüdür. Y submetakompakt olduğundan  0 Yθ ’nin { }0
n : nϕ ∈ ω θ − inceliş 

dizisi vardır. X uzayı düzenli uzay olduğundan her n∈ω  için { }0 0
n nV : V ∈ϑ ϕ≺  

olacak şekilde X’in bir ( )0
nϑ  açık örtüler dizisi vardır. Böylece her n∈ω  için ( )0

nϑ  

0 Yθ ’nin θ − incelişi ve ( )0
n 0 Yϑ θ≺  dir. ( ) ( ) 0

0 1 0Y Yθ Λ θ Λϑ , Y için açık örtü, Y 

submetakompakt uzay ve X uzayı düzenli uzay olduğundan ( ) ( ) 0
0 1 0Y Yθ Λ θ Λϑ ’nin 

( ) ( )1 0
n 0 1 0Y Y Y ϑ θ Λ θ Λϑ ≺  olacak şekilde bir ( )1

n Yϑ  θ − ince dizisi vardır. 

( ) ( ) ( ) 0 1
0 1 2 0 1Y Y Yθ Λ θ Λ θ Λϑ Λϑ , Y için bir açık örtüdür. Y submetakompakt uzay 

ve X uzayı düzenli uzay olduğundan ( ) ( ) ( ) 0 1
0 1 2 0 1Y Y Yθ Λ θ Λ θ Λϑ Λϑ ’in θ − incesi 

olan ve ( ) ( ) ( )2 0 1
n 0 1 2 0 1Y Y Y Y ϑ θ Λ θ Λ θ Λϑ Λϑ ≺  koşulunu sağlayan bir ( )2

n Yϑ  

açık örtüler dizisi vardır. Bu şekilde devam edildiğinde, ( ) ( )j
k ik m i, j m

Y
≤ ≤
Λ θ ∧ Λ ϑ , Y için 

açık örtü olur. Y submetakompakt uzay ve X uzayı düzenli uzay olduğundan 

( ) ( )j
k ik m i, j m

Y
≤ ≤
Λ θ ∧ Λ ϑ ’nin θ − incelişi ve ( ) ( ){ }m j

n k ik m i, j m
Y Y

≤ ≤
ϑ Λ θ ∧ Λ ϑ≺  olacak 

şekilde bir  ( )m
n Yϑ  açık örtüler dizisi vardır. Böylece Y’yi örten ( )m

nϑ  açık örtüler 

dizisi elde edilir. Ayrıca; 

(i) Her  i, j,k m≤  için ( )m
n Yϑ  dizisi j

iϑ  ve k Yθ ’nin θ − incesidir. 

(ii) Her  i, j,k m≤  ve m
nV Y∈ϑ  için V W⊂  ve V U⊂  olacak şekilde 

kU Y∈ θ  ve j
iW ∈ϑ  vardır. 

 

y Y∈  olmak üzere ( )j
i

i, j m
x st y,

≤
∈ ϑ∩  olsun. { }0 0 0maks i , j m<  olacak şekilde sabit 

0 0 0i , j ,m  seçelim. (i)’den ( )0m
nϑ   θ − ince olduğundan { }0m

nV : y V∈ϑ ∈  sonlu olacak 
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şekilde 0n ∈ω  vardır. Böylece, 

( ) { } { }0 0 0

0 0 0

m m m
n n nst y, V : V ,y V V : V ,y Vϑ = ∈ϑ ∈ = ∈ϑ ∈∪ ∪  olur. 0i m<  ve 0j m<  

olduğundan (ii)’den  { } { } ( )0 0 0

0 0

m j j
n i iV : V ,y V W : W ,y W st y,∈ϑ ∈ ⊂ ∈ϑ ∈ = ϑ∪ ∪  dir. 

Böylece her i, j ∈ω  için ( )j
ix st y,∈ ϑ  olur. Her i, j ∈ω  için ( )j

ix st y,∈ ϑ  olduğundan 

( )j
i

i, j m
x st y,

≤
∈ ϑ∩  olur. Böylece ( ) ( )j j

i i
i, j m i, j m

st y, st y,
≤ ≤

ϑ ⊂ ϑ∩ ∩  olur. Buradan 

( ) ( )j j
i i

i, j m i, j m
st y, st y,

≤ ≤
ϑ = ϑ∩ ∩  olur. (ii)’den m

n kk m
Y Y

≤
ϑ Λ θ≺  olduğundan 

( ) ( )j
i n

i, j n
st y, st y,

∈ω ∈ω
ϑ ⊂ θ∩ ∩  dir. { }j

i : i, jϑ ∈ ω  ailesinin yeniden indekslenmiş olanına 

{ }n : nϑ ∈ ω  denilirse aradığımız dizi ( )nϑ  dizisidir.■ 

 

4.19. Teorem 

 

Gδ − diagonale sahip her submetakompakt uzay *Gδ −   diagonale sahiptir. 

 

Đspat 

 

X uzayı Gδ − diagonale sahip submetakompakt uzay olsun. X uzayı Gδ − diagonale 

sahip olduğundan 4.3. Lemma’dan X’in açık örtülerinden oluşan bir ( )nθ  

Gδ − diagonal dizisi vardır. Her n∈ω  için nθ  X için bir örtü ve X uzayı 

submetakompakt olduğundan 4.18. Lemma’dan her x X∈  için 

( ) ( ) ( )n n n
n n n

st x, st x, st x,
∈ω ∈ω ∈ω

ϑ = ϑ ⊂ θ∩ ∩ ∩  olacak şekilde X’in bir ( )nϑ  açık örtüler 

dizisi vardır. ( )nθ  dizisi Gδ − diagonal dizi olduğundan ( ) { }n
n

st x, x
∈ω

θ =∩  dir. 

( ) ( )n n
n n

st x, st x,
∈ω ∈ω

ϑ ⊂ θ∩ ∩  olduğundan ( ) { }n
n

st x, x
∈ω

ϑ =∩  dir. ( )nϑ  X’in açık örtüler 

dizisi ve ( ) { }n
n

st x, x
∈ω

ϑ =∩  olduğundan X uzayı *Gδ − diagonale sahiptir.■ 

 

Şimdi 4.19. Teorem’in bir sonucu olan 4.20. Teorem’i ispatlayalım. 
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4.20. Teorem 

 

X kompakt bir uzay olsun. Eğer X uzayı Gδ − diagonale sahipse 

metriklenebilirdir[14]. 

 

Đspat 

 

X Gδ − diagonale sahip olan bir kompakt uzay olsun. Kompakt bir uzayın 

metriklenebilir olması için gerekli ve yeterli koşul uzayın 2. sayılabilir olmasıdır[5]. 

Öyleyse X’in sayılabilir bir baza sahip olduğunu görmeliyiz.  

X uzayı kompakt uzay olduğundan submetakompakt uzaydır. Böylece X uzayı 

Gδ − diagonale sahip submetakompakt uzay olup 4.19. Teorem’den *Gδ − diagonale 

sahiptir. Öyleyse X’in açık örtülerinden oluşan bir ( )nϑ  *Gδ − diagonal dizisi vardır. 

Genelliği bozmadan n 1 n+ϑ ϑ≺  kabul edebiliriz. Ayrıca X kompakt olduğundan her 

n∈ω  için nϑ  açık örtüsünün sonlu olduğunu kabul edebiliriz. 

 

Şimdi { }n
n

:  ve  sonlu
∈ω

= ϕ ϕ ⊂ ϑ ϕ∪ ∪B  ailesinin X için bir baz olduğunu görelim. 

x X∈  ve U X⊂  açık küme olmak üzere x U∈ olsun. Şimdi 

{ } ( ){ }nU X\st x, : n∪ ϑ ∈ω  ailesinin X’in açık örtüsü olduğunu gösterelim. y X∈  

olsun. y U∉  ise ( )( )ny X \st x,∈ ϑ  olacak şekilde bir 0n ∈ω  vardır. Aksine her 

n∈ω  için ( )( )ny X \st x,∉ ϑ  olduğunu kabul edelim. Böylece her n∈ω  için 

( )ny st x,∈ ϑ  olur. Buradan ( )n
n

y st x,
∈ω

∈ ϑ∩  olur. { }n : nϑ ∈ω *Gδ − diagonal dizisi 

olduğundan ( ) { }n
n

st x, x
∈ω

ϑ =∩  tir. Buradan y x=  olur. Bu ise y U∉  olmasıyla 

çelişir. Çünkü x U∈  dur. Böylece y U∉  ise ( )( )0ny X\st x,∈ ϑ  olacak biçimde bir 

0n ∈ ω  vardır. Sonuç olarak  { } ( ){ }nU X\st x, : n∪ ϑ ∈ ω  ailesi X’in açık örtüsüdür. 
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X uzayı kompakt olduğundan { } ( ){ }nU X\st x, : n∪ ϑ ∈ ω  örtüsünün 

( ) ( ) ( ){ }1 2 mU,X\st x, ,X\st x, ,.....,X\st x,ϑ ϑ ϑ  biçiminde sonlu bir alt örtüsü vardır. 

Her n∈ ω  için n 1 n+ϑ ϑ≺  olduğundan her i m≤  için m iϑ ϑ≺  dir. Buradan her i m≤  

için ( ) ( )m ist x, st x,ϑ ⊂ ϑ  dir. O zaman her i m≤  için ( ) ( )i mX\st x, X\st x,ϑ ⊂ ϑ  dir. 

Buradan ( ) ( )i m
i m

X\st x, X\st x,
≤

ϑ = ϑ∪  olur. Böylece ( )mX U X\st x,= ∪ ϑ  olur. 

Buradan ( )mX \U X \st x,⊂ ϑ  dir. Böylelikle ( )mst x, Uϑ ⊂  olur. mϑ  sonlu 

olduğundan ( )mst x,ϑ ∈B  olup B’ nin baz olduğu görülmüş olur. B’ nin sayılabilir 

olduğu açıktır.■ 

 

Bu teorem sayılabilir kompakt uzaylar için de geçerlidir. Eğer teoremin 

koşullarından olan Gδ − diagonale sahip olma koşulunun yerine *Gδ − diagonal 

koşulu olsaydı yukarıdaki ispatta görüleceği üzere teoremin ispatı daha kolay olurdu. 

Yukarıdaki teoremi sayılabilir kompakt uzaylar için ispat etmeden önce aşağıdaki iki 

lemmayı verelim. 

 

4.21. Lemma 

 

X bir topolojik uzay olsun. D X⊂  kümesinin kapalı ve ayrık olması için gerekli ve 

yeterli koşul her x X∈  için xG D∩  kümesi en fazla bir elemanlı olacak şekilde x’in 

açık bir xG  komşuluğunun var olmasıdır. 

 

Đspat 

 

:⇒  D kapalı ve ayrık olsun. x X∈  için x D∈  veya cx D∈ dir. 

x D∈  olsun. D ayrık olduğundan { }x  D içinde açıktır. Buradan { } xx D G= ∩  

olacak biçimde bir xG X⊂  açık kümesi vardır. cx D∈  olsun. D kapalı olduğundan 

cD  açıktır. c
xG D=  alınırsa xD G∩ = ∅  dir. Her iki durumda xG D∩  kümesi en 
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fazla bir elemanlı olmaktadır. 

 

:⇐ cx D∈  olsun. Hipotezden xG D∩  kümesi en fazla bir elemanlı olacak şekilde 

x’in açık bir xG  komşuluğu vardır. Yani xG D∩ = ∅  veya { }xG D p∩ =  olacak 

biçimde bir p X∈  vardır. xG D∩ = ∅  ise c
xx G D∈ ⊂  dir. Buradan cD  açık küme 

olur. { }xG D p∩ =  isex D∉  olduğundan p x≠  dir. Buradan { } c
xx G \ p D∈ ⊂  ve 

{ }xG \ p  açık küme olduğundan cD  açık kümedir. Şimdi D’nin ayrık olduğunu 

görelim. Bunun için D içindeki her tek nokta kümesinin D içinde açık olduğunu 

görmemiz yeterlidir. x D∈  alalım. Hipotezden xG D∩  kümesi en fazla bir elamanlı 

olacak biçimde x’in bir xG  açık komşuluğu vardır. x D∈  ve xG X⊂  olduğundan 

{ }xD G x∩ =  olup { }x  D içinde açıktır.■ 

 

4.22. Lemma 

 

D X⊂  kümesi kapalı ve ayrık ise her A D⊂  için A’nın yığılma noktalarının kümesi 

�A = ∅  dir. 

 

Đspat 

 

D X⊂  kümesi kapalı ve ayrık olsun. A D⊂  olmak üzere A ≠ ∅∼  olsun. Bir �x A∈  

alalım. O zaman x D∈  veya cx D∈  dir. x D∈  olsun. D ayrık olduğundan { }x  D 

içinde açık kümedir. Buradan { }xD G x∩ =  olacak biçimde bir xG X⊂  açık kümesi 

vardır. �x A∈  olduğundan ve xG  açık küme olup { }( )xA G \ x∩ ≠ ∅  dir. Bu durum 

çelişkidir. Çünkü { }xD G x∩ =  ve A D⊂  olduğundan { }xA G x∩ ⊂  dir. Buradan 

{ }( )xA G \ x∩ = ∅  elde edilir. cx D∈  olsun. cD  açık küme ve x A∈ ∼  olduğundan 

{ }( )cA D \ x∩ ≠ ∅  dir. Bu durum çelişkidir. Çünkü A D⊂  olduğundan 

{ }( )c cA D \ x D D∩ ⊂ ∩ = ∅  dir. Böylece her A D⊂  için �A = ∅  dir.■ 
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4.23. Teorem 

 

X topolojik uzayı Gδ − diagonale sahip olan sayılabilir kompakt uzay ise X kompakt 

uzaydır[15]. 

 

Đspat 

 

X uzayı Gδ − diagonale sahip olduğundan 4.3. Lemma’dan X’in açık örtülerinin bir 

{ }n:nϑ ∈ ω  Gδ − diagonal dizisi vardır. O halde her x X∈  için ( ) { }n
n

st x, x
∈ω

ϑ =∩  dir. 

X uzayının kompakt olmadığını kabul edelim. X sayılabilir kompakt olduğundan 

X’in sayılabilir bir alt örtüsü olmayan bir ϕ  açık örtüsü vardır. Şimdi 1ω  üzerine 

sonlu ötesi tümevarım ilkesi ile her 1α < ω  için; 

i) ( )n( )x st x ,α β β
β<α

∉ ϑ∪  

ii) ( )n( )X\ st x ,β β
β≤α

ϑ∪  kümesi ϕ ’nin sayılabilir hiçbir alt ailesi ile 

örtülemeyecek biçimde bir xα  ve bir n( )α ∈ ω  seçebileceğimizi görelim. i) ve ii) 

koşullarına kolaylık olması açısından ( )P α  diyelim. 

 

0x X∈  alalım. ( )
00 nX\st x ,ϑ  kümesi ϕ ’nin sayılabilir hiçbir alt ailesi ile 

örtülemeyecek şekilde bir n(0)∈ ω  vardır. Şöyleki, her n∈ ω  için ( )0 nX\st x ,ϑ  

kümesi ϕ ’nin sayılabilir bir nϕ  alt ailesi ile örtülebilseydi 

( )( ) ( )( ) { } ( )
c

0 n 0 n 0 n
n n n

X\st x , st x , X\ x
∈ω ∈ω ∈ω

ϑ = ϑ = ⊂ ϕ∪ ∩ ∪ ∪  olurdu ki, bu ϕ ’nin X’i 

örten sayılabilir bir alt ailesinin var olmaması ile çelişir. Öyleyse P(0) doğrudur. 

1α < ω  olmak üzere her λ < α  için ( )P λ  doğru olsun. Şimdi ( )P α ’nın doğru 

olduğunu görelim. Her λ < α  için ( )P λ  doğru olduğundan her λ < α  için 

( )n( )X\ st x ,β β
β≤λ

ϑ∪  kümesi ϕ ’nin sayılabilir hiçbir alt ailesi ile örtülemez. Bu 
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durumda ( )n( )X\ st x ,β β
β<α

ϑ∪  kümesi de ϕ ’nin sayılabilir hiçbir alt ailesi ile 

örtülemez. Şöyle ki; eğer bu küme sayılabilir bir  ɶϕ  alt ailesi ile örtülebilirse o 

zaman; ( ) ( ) ( ) ɶ( )n( ) n( ) n( )X st x , X\ st x , st x ,β β β β β β
β<α β<α β<α

     = ϑ ∪ ϑ ⊂ ϑ ∪ ϕ     
     
∪ ∪ ∪ ∪  

olduğundan ( ){ } ɶn( )st x , :β β= ϑ β < α ∪ ϕW  ailesi X için bir açık örtü olur. 1α < ω  

olduğundan ( ){ }n( )st x , :β βϑ β < α  ailesi sayılabilirdir. Aynı zamanda ɶϕ  ailesi 

sayılabilir olduğundan W ailesi X için sayılabilir bir açık örtüdür. X sayılabilir 

kompakt olduğundan X W ailesinin sonlu bir alt ailesi ile örtülebilir. O halde 

� ( ){ }( )s n( )X st x , : Fβ β= ϕ ∪ ϑ β∈∪  olacak biçimde α ’nın sonlu bir F alt kümesi ve ɶϕ  

ailesinin sonlu bir �sϕ  alt ailesi vardır. Fakat bu durumda { } 0maks : Fβ β∈ = λ  olmak 

üzere ( )
0

n( )X\ st x ,β β
β≤λ

ϑ∪  kümesi �sϕ  ile örtülür. Fakat bu durum λ < α  biçimindeki 

her λ  için ( )n( )X\ st x ,β β
β≤λ

ϑ∪  kümesinin ϕ  ailesinin sayılabilir hiçbir alt ailesi ile 

örtülemiyor olması gerçeği ile çelişir. O halde ( )n( )X\ st x ,β β
β<α

ϑ∪  kümesi ϕ  ailesinin 

sayılabilir hiçbir alt ailesi ile örtülemez. O halde ( )n( )X\ st x ,β β
β<α

ϑ ≠ ∅∪  olup bir 

( )n( )x X\ st x ,α β β
β<α

∈ ϑ∪  elemanını seçebiliriz. Böylece ( )P α ’nın (i) koşulunun 

sağlandığı görüldü. Şimdi de ( )P α ’nın (ii) koşulunun doğruluğunu görelim. Bu 

amaçla; (ii) koşulunun sağlanmadığını yani her n doğal sayısı için 

( ) ( )n( ) nX\ st x , st x ,β β α
β<α

 ϑ ∪ ϑ 
 
∪  kümesinin ϕ ’nin sayılabilir bir nϕ  alt ailesi ile 

örtülebildiğini varsayalım. O zaman 

( ) ( ) ( )n( ) n n
n n

X\ st x , st x ,β β α
∈ω β<α ∈ω

  ϑ ∪ ϑ ⊂ ϕ    
∪ ∪ ∪ ∪  olur. Buradan 

( ) ( ) ( )
c

n( ) n n
n n

st x , st x ,β β α
∈ω β<α ∈ω

  ϑ ∪ ϑ ⊂ ϕ    
∩ ∪ ∪ ∪  olur. 

( ) ( )( ) ( )
c

n( ) n n
n n

st x , st x ,β β α
β<α ∈ω ∈ω

 ϑ ∪ ϑ ⊂ ϕ  
∪ ∩ ∪ ∪  ve ( )( ) { }n

n
st x , xα α

∈ω
ϑ =∩  
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olduğundan ( ) { }n( )X\ st x , xβ β α
β<α

 ϑ ∪ 
 
∪  kümesi ϕ ’nin sayılabilir bir alt ailesi ile 

örtüldü. Buradan ( )n( )X\ st x ,β β
β<α

ϑ∪  kümesi ϕ ’nin sayılabilir bir alt ailesi ile örtülür. 

Bu çelişkidir. Çünkü ( )n( )X\ st x ,β β
β<α

ϑ∪  kümesi ϕ ’nin sayılabilir hiçbir alt ailesi ile 

örtülemezdir. Böylece ( )P α ’nın (ii) koşulunun da doğruluğu görüldüğünden 

( )P α ’nın doğruluğu görülmüş olur. O halde sonlu ötesi tümevarım ilkesi gereğince 

her 1α < ω  için ( )P α  doğrudur. Her 1α < ω  için n( )α ∈ ω  olduğundan 1ω ’in öyle 

bir sayılamaz A alt kümesi ve öyle bir m doğal sayısı vardır ki; her Aβ∈  için 

n( ) mβ =  olur. Şimdi { }D x : Aβ= β∈  kümesinin kapalı ve ayrık olduğunu görelim. 

Bunun için öncelikle her mG∈ϑ  için G D∩  kümesinin en fazla bir elemanlı 

olduğunu görelim. Aksine 0G D∩  kümesi en az iki elemanlı olacak şekilde bir 

0 mG ∈ϑ  olduğunu kabul edelim. Bu durumda 
1 2 0x ,x Gβ β ∈  ve 1 2β ≠ β  olacak 

biçimde 1 2, Aβ β ∈  vardır. 1 2β ≠ β  olduğundan 1 2β < β  veya 2 1β < β  dir. 1 2β < β  ise 

i)’den ( )
2 1 mx st x ,β β∉ ϑ  dir. 2 1β < β  ise i)’den ( )

1 2 mx st x ,β β∉ ϑ  olur. Her iki durum 

çelişkidir. Çünkü 
1 2 0x ,x Gβ β ∈  ve 0 mG ∈ϑ  olduğundan ( )

2 1 mx st x ,β β∈ ϑ  ve 

( )
1 2 mx st x ,β β∈ ϑ  dir. Böylece her mG∈ϑ  için G D∩  kümesi en fazla bir 

elemanlıdır. Şimdi D’nin kapalı ve ayrık olduğunu görelim. x X∈  olsun. mϑ  açık 

örtü olduğundan x G∈  olacak biçimde bir mG∈ϑ  vardır. G açık ve G D∩  kümesi 

en fazla bir elemanlı olduğundan 4.21. Lemma’dan D X’in kapalı ve ayrık bir alt 

uzayıdır. D kapalı ve ayrık bir alt uzay olduğundan 4.22. Lemma’dan D’nin yığılma 

noktası yoktur. Ancak D sonsuz elemanlı bir küme olduğundan bu X’in sayılabilir 

kompakt uzay olması ile çelişir. Öyleyse X kompakt uzaydır.■ 

 

Yukarıdaki teorem ve 4.20. Teorem’den aşağıdaki sonucu verebiliriz. 
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4.24. Sonuç 

 

Gδ − diagonale sahip olan her sayılabilir kompakt uzay metriklenebilirdir. 

 

Şimdi 4.27. Teorem’de kullanacağımız aşağıdaki lemmaları ifade edip ispatlayalım. 

  

4.25. Lemma 

 

X bir topolojik uzay ve A X⊂  olmak üzere A bağlantılı bir küme olsun. V X⊂  

olmak üzere eğer  cA V∩ ≠ ∅  ve A V∩ ≠ ∅  ise A V∩ ∂ ≠ ∅  dir. 

 

Đspat 

 

Đspatı olmayana ergi yöntemiyle yapalım. A kümesi bağlantılı, cA V∩ ≠ ∅  ve 

A V∩ ≠ ∅  fakat A V∩ ∂ = ∅  olsun. 
o

A V A V\ V ∩ ∂ = ∩ = ∅ 
 

 olduğundan 

( ) ( )
c oo c

A V\ V V V ⊂ = ∪ 
 

 dir. A bağlantılı küme olduğundan ( )c
A V⊂  veya 

o

A V⊂  dir. ( )c
A V⊂  olursa A V∩ = ∅  olur. Buradan A V∩ = ∅  olur. Bu durum 

A V∩ ≠ ∅  olması ile çelişir. 
o

A V⊂  olursa A V⊂  olur.  Buradan cA V∩ = ∅  

olur. Bu durum cA V∩ ≠ ∅  olması ile çelişir. Sonuç olarak cA V∩ ≠ ∅  ve 

A V∩ ≠ ∅  ise A V∩ ∂ ≠ ∅  dir.■ 

 

4.26. Lemma 

 

X bir topolojik uzay ve ϑ  X’in bağlantılı alt kümelerinden oluşan bir aile olsun. Bu 

durumda; 

i) Her x X∈  için ( )st x,ϑ  kümesi bağlantılıdır, 

ii) Her x X∈  için ( )2st x,ϑ  kümesi bağlantılıdır. 

 



57 

Đspat 

 

Öncelikle ( )st x,ϑ ’nin bağlantılı olduğunu görelim. x X∈  olsun. 

{ }x U : x U∈ ∈ϑ ∈ ≠ ∅∩  ve her U∈ϑ  için U bağlantılı olduğundan 

{ } ( )U : x U st x,∈ϑ ∈ = ϑ∪  kümesi bağlantılıdır.  

 

Şimdi ( )2st x,ϑ ’nin bağlantılı olduğunu görelim. x X∈  olsun. Y,Z X⊂  ve 

Y Z Y Z∩ = ∅ = ∩  olmak üzere ( )2st x, Y Zϑ = ∪  olsun. Y= ∅  veya Z= ∅  

olduğunu görelim. Y≠ ∅  ve Z≠ ∅  olsun. y Y∈  ve z Z∈  olsun. ( )st x,ϑ  kümesi 

bağlantılı ve ( ) ( )2st x, st x, Y Zϑ ⊂ ϑ = ∪  olduğundan ( )st x, Yϑ ⊂  veya 

( )st x, Zϑ ⊂  olmak zorundadır. 

 ( )st x, Zϑ ⊂  ise; 

y Y∈  olduğundan ( )2y st x,∈ ϑ  dir. Buradan ( )V st x,∩ ϑ ≠ ∅  ve y V∈  olacak 

biçimde bir V∈ϑ  vardır. V ve ( )st x,ϑ  bağlantılı kümeler ve ( )V st x,∩ ϑ ≠ ∅  

olduğundan ( )V st x,∪ ϑ  bağlantılıdır. ( ) ( )2V st x, st x, Y Z∪ ϑ ⊂ ϑ ⊂ ∪  olduğundan 

( )V st x, Z∪ ϑ ⊂  veya ( )V st x, Y∪ ϑ ⊂  olmak zorundadır. ( )st x, Zϑ ⊂  

olduğundan ( )V st x, Y∪ ϑ ⊂  olamaz. Çünkü Y Z∩ = ∅  dir. Öyleyse 

( )V st x, Z∪ ϑ ⊂  olmak zorundadır. Ancak y V∈  olduğundan y Z∈  olur ki, bu 

durum Y Z∩ = ∅  olması ile çelişir.  

( )st x, Yϑ ⊂  ise; 

z Z∈  olduğundan ( )2z st x,∈ ϑ  dir. Buradan ( )U st x,∩ ϑ ≠ ∅  ve z U∈  olacak 

biçimde bir U∈ϑ  vardır. U ve ( )st x,ϑ  bağlantılı kümeler ve ( )U st x,∩ ϑ ≠ ∅  

olduğundan ( )U st x,∪ ϑ  bağlantılıdır. ( ) ( )2U st x, st x, Y Z∪ ϑ ⊂ ϑ ⊂ ∪  olduğundan 

( )U st x, Y∪ ϑ ⊂  veya ( )U st x, Z∪ ϑ ⊂  olmak zorundadır. ( )st x, Yϑ ⊂  

olduğundan ( )U st x, Z∪ ϑ ⊂  olamaz. Çünkü Y Z∩ = ∅  dir. Öyleyse 

( )U st x, Y∪ ϑ ⊂  olmak zorundadır. Ancak z U∈  olduğundan z Y∈  olur ki, bu 
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durum Y Z∩ = ∅  olması ile çelişir. Sonuç olarak ( )2st x,ϑ  bağlantılı olur.■ 

 

4.27. Teorem  

 

X uzayı yerel kompakt ve yerel bağlantılı olsun. Bu durumda; 

a) Eğer X uzayı *Gδ −  diagonale sahipse X Moore uzayıdır. 

b) Eğer X uzayı düzenli  Gδ −  diagonale sahipse X metriklenebilir uzaydır. 

 

Đspat 

 

a): X uzayı *Gδ −  diagonale sahip olsun. Öyleyse X’in her x elemanı için 

( ) { }n
n

st x, x
∈ω

ϕ =∩  olacak biçimde X’in bir { }n : nϕ ∈ ω  açık örtüler dizisi vardır. X 

uzayı yerel bağlantılı olduğundan her nG∈ϕ  için 
o

G GB B G⊂ ⊂  olacak biçimde bir 

GB X⊂  bağlantılı küme vardır. Her n∈ ω  için { }n G nB : Gϑ = ∈ϕ  olsun. Genelliği 

bozmadan her n∈ ω  için n 1 n+ϑ ϑ≺  kabul edebiliriz. Şimdi her x X∈  ve x V∈  

olacak biçimdeki her V açık alt kümesi için ( )
0nst x, Vϑ ⊂  olacak biçimde bir 0n  

doğal sayısının bulunabileceğini görelim. x X∈  ve V X⊂  açık olmak üzere x V∈  

olsun. Her n∈ ω  için ( )nst x, Vϑ ⊄  olduğunu kabul edelim. X yerel kompakt 

olduğundan x W∈  ve W  kompakt olacak biçimde bir W X⊂  açığı vardır. 

W V U∩ =  diyelim. U açık olduğu için U U\U∂ =  olup x U∉∂  dir. Her n için 

( )nst x, Vϑ ⊄  olduğundan ( )nst x, Uϑ ⊄  olup her n için ( ) c
nst x, Uϑ ∩ ≠ ∅  dir. Öte 

yandan nϑ  bağlantılı kümelerden oluştuğundan ( )nst x,ϑ  kümesi bağlantılıdır. 

Öyleyse 4.25. Lemma’dan her n∈ ω  için ( )nst x, Uϑ ∩ ∂ ≠ ∅  olup her n∈ ω  için 

( )nst x, Uϑ ∩ ∂ ≠ ∅  dir. Ayrıca W  kompakt ve U\U W⊂  olduğundan U∂  kompakt 

olur. U∂  kompakt, her n∈ ω  için n 1 n+ϑ ϑ≺  ve ( )nst x, Uϑ ∩ ∂ ≠ ∅  olduğundan 
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( )( )n
n

st x, U
∈ω

ϑ ∩ ∂ ≠ ∅∩  olduğu kolayca görülebilir. ( ) { }n
n

st x, x
∈ω

ϕ =∩  ve her n∈ ω  

için n nϑ ϕ≺  olduğundan ( ) { }n
n

st x, x
∈ω

ϑ =∩  olur. Ancak bu durum x U∉∂  olması ile 

çelişir. O halde varsayımımız yanlış olup her V açığı için x V∈  ise ( )
0nst x, Vϑ ⊂  

olacak biçimde bir 0n  doğal sayısı vardır. Öyleyse her n∈ ω  için { }o

n nB: Bφ = ∈ϑ  

denilirse { }n : nφ ∈ω  açık örtüler dizisi X için bir açılımdır. Aynı zamanda yerel 

kompakt uzaylar tamamen düzenli olduğundan X düzenli uzaydır. O halde X bir 

Moore uzayıdır. 

 

b): X uzayı düzenli Gδ −  diagonale sahip olsun. 4.7. Sonuç’tan X uzayı *Gδ −  

diagonale sahiptir. X uzayı *Gδ −  diagonale sahip olduğundan a)’dan X Moore 

uzayıdır. X uzayı düzenli Gδ −  diagonale sahip olduğundan X X×  çarpım uzayının 

n n
n n

U U
∈ω ∈ω

∆ = =∩ ∩   olacak biçimde nU  açık alt kümeleri vardır. Genelliği bozmadan 

her  n∈ ω  için n 1 nU U+ ⊂  olacak şekilde alabiliriz. X Moore uzayı olduğundan X’in 

açık örtülerinin bir { }n : nϕ ∈ ω  açılım dizisi vardır. X yerel bağlantılı olduğundan 

nϕ  ailelerinin elemanlarını bağlantılı kabul etmek genelliği bozmaz. n
n

U
∈ω

∆ = ∩  

olduğundan her x X∈  ve her n∈ ω  için ( ) nx,x U∈  olup nU X X⊂ ×  açık ve X 

yerel bağlantılı olduğundan ( ) ( ) ( ) nx,x B n,x B n,x U∈ × ⊂  olacak biçimde bağlantılı 

ve açık ( )B n,x  alt kümeleri vardır. Öte yandan nϕ  örtü olduğundan her x X∈  ve 

her n∈ ω  için ( )x V n,x∈  olacak biçimde bir ( ) nV n,x ∈ϕ  vardır. 

( ) ( ) ( )V n,x B n,x G n,x∩ ⊂  denilirse her x X∈  ve her n∈ ω  için ( )G n,x X⊂  

bağlantılı, açık ve ( ) ( ) nG n,x G n,x U× ⊂  olur. Her n∈ ω  için 

( ){ }n G n,x : x Xϑ = ∈  denilirse n nϑ ϕ≺  olur. Buradan { }n : nϑ ∈ ω  dizisi de X için 

bir açılım olur. Her  n∈ ω  için n 1 n+ϑ ϑ≺  kabul edebiliriz. Şimdi ( ){ }2
nst x, : nϑ ∈ ω  

ailesinin x X∈ ’in bir komşuluklar tabanı olduğunu görelim. Bunun için x’in her V 
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kompakt komşuluğu için  ( )
0

2
nst x, Vϑ ⊂  olacak biçimde bir 0n ∈ ω  olduğunu 

görelim. Aksine her n∈ ω  için ( )2
nst x, Vϑ ⊄  olsun. nϑ  ailesi bağlantılı kümlerden 

oluştuğundan 4.26. Lemma’dan ( )2
nst x,ϑ  bağlantılı kümedir. Buradan ( )2

nst x,ϑ  

bağlantılı küme olur. ( )2
nst x, Vϑ ⊄  olduğundan ( )2

nst x, Vϑ ⊄  dir. Buradan 

( )2 c
nst x, Vϑ ∩ ≠ ∅  dir. ( )2

nx st x,∈ ϑ  ve x V∈  olduğundan ( )2
nst x, Vϑ ∩ ≠ ∅  

dir. ( )2
nst x,ϑ  bağlantılı küme, ( )2 c

nst x, Vϑ ∩ ≠ ∅  ve ( )2
nst x, Vϑ ∩ ≠ ∅  

olduğundan 4.25. Lemma’dan ( )2
nst x, Vϑ ∩ ∂ ≠ ∅  dir. Her n∈ ω  için 

( )2
nst x, Vϑ ∩ ∂ ≠ ∅  olduğundan ( )2

n
n

st x, V
∈ω

ϑ ∩ ∂ = ∅∩  dir. Aksine 

( )2
n

n
st x, V

∈ω
ϑ ∩ ∂ ≠ ∅∩  olsun. x V∉∂  olduğundan x y≠  olacak biçimde bir 

( )2
n

n
y st x, V

∈ω
∈ ϑ ∩ ∂∩  vardır. x y≠  olduğundan ( )x,y ∉ ∆  olur. Buradan 

( )
0nx,y U∉  olacak biçimde bir 0n ∈ ω  vardır. ( )

0nx,y U∉  olduğundan 

0nH U∩ = ∅  olacak biçimde ( )x,y ’in bir H X X⊂ ×  açık komşuluğu vardır. 

( )x,y H∈  ve H  açık küme olduğundan ( )x,y T O H∈ × ⊂  olacak şekilde T,O açık 

kümeleri vardır. x T∈ , y O∈  ve X Moore uzayı olduğundan ( )
1kst x, Tϑ ⊂  ve 

( )
2kst y, Oϑ ⊂  olacak biçimde 1 2k ,k ∈ ω  vardır. { }1 2 0maks k ,k k=  olsun. Her n∈ ω  

için ( ) ( )n 1 nst x, st x,+ϑ ⊂ ϑ  olduğundan ( ) ( )
0 1k kst x, st x, Tϑ ⊂ ϑ ⊂  ve 

( ) ( )
0 2k kst y, st y, Oϑ ⊂ ϑ ⊂  dir. Buradan ( ) ( )

0 0k kst x,   st y, T O Hϑ × ϑ ⊂ × ⊂  dir. 

{ }0 0maks k ,n m=  olsun. Böylelikle ( ) ( )
0m kst x, st x,ϑ ⊂ ϑ , ( ) ( )

0m kst y, st y,ϑ ⊂ ϑ  ve 

0m nU U⊂  dir. Buradan  ( ) ( )m mst x,   st y, Hϑ × ϑ ⊂  olur. 
0m nU U⊂  olduğundan 

( ) ( )
0m m m nst x,   st y, U H U ϑ × ϑ ∩ ⊂ ∩   dir. 

0nH U∩ = ∅  olduğundan 

( ) ( )m m mst x,   st y, U ϑ × ϑ ∩ = ∅   dir. Her n∈ ω  için ( )2
ny st x,∈ ϑ  olduğundan 

( )2
my st x,∈ ϑ  dir. mϑ  açık örtü olduğundan 3y G∈  olacak biçimde bir 3 mG ∈ϑ  
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vardır. ( )2
my st x,∈ ϑ   olduğundan ( )2

3 mG st x,∩ ϑ ≠ ∅  olup ( )2 mG st x,∩ ϑ ≠ ∅  ve 

2 3G G∩ ≠ ∅  olacak şekilde bir 2 mG ∈ϑ  vardır. ( )2 mG st x,∩ ϑ ≠ ∅  olduğundan 

1 2G G∩ ≠ ∅  ve 1x G∈  olacak biçimde bir 1 mG ∈ϑ  vardır. 1 2G G∩ ≠ ∅  ve 

2 3G G∩ ≠ ∅  olduğundan 1 1 2z G G∈ ∩  ve 2 2 3z G G∈ ∩  olacak biçimde 1 2z ,z X∈  

vardır. 1 1z G∈  ve 2 3z G∈  olduğundan ( )1 2 1 3z ,z G G∈ ×  dir. Aynı şekilde 1 2z G∈  

ve 2 2z G∈  olduğundan ( )1 2 2 2z ,z G G∈ ×  dir. 1x G∈  ve 1 mG ∈ϑ  olduğundan 

( )1 1 mz G st x,∈ ⊂ ϑ  dir. 3y G∈  ve 3 mG ∈ϑ  olduğundan ( )2 3 mz G st y,∈ ⊂ ϑ  dir. 

Böylece ( ) ( )1 3 m mG G st x, st y,× ⊂ ϑ × ϑ  dir. Her nG∈ϑ  için nG G U× ⊂  

olduğundan 2 2 mG G U× ⊂  dir. Böylelikle ( ) ( ) ( )1 2 m m mz ,z st x, st y, U ∈ ϑ × ϑ ∩   

olup ( ) ( )m m mst x, st y, U ϑ × ϑ ∩ ≠ ∅    dir. Bu durum 

( ) ( )m m mst x, st y, U ϑ × ϑ ∩ = ∅   olması ile çelişir. Böylece ( )2
n

n
st x, V

∈ω
ϑ ∩ ∂ = ∅∩  

dir. Bu bir çelişkidir. Çünkü ( )2
n

n
st x, V

∈ω
ϑ ∩ ∂ = ∅∩  olduğundan 

( )( )c
2

n
n

V st x,
∈ω

∂ ⊂ ϑ∪  dir. V∂  kompakt olduğundan ( )( )k

cm
2

n
k 1

V st x,
=

∂ ⊂ ϑ∪  dir. 

{ }1 2 mmaks n ,n ,...,n r=  olsun. Her n∈ ω  için ( ) ( )2 2
n 1 nst x, st x,+ϑ ⊂ ϑ  olduğundan 

( )( ) ( )( )k

cm c
2 2

n r
k 1

st x, st x,
=

ϑ = ϑ∪  dir. Böylelikle ( )( )c
2

rV st x,∂ ⊂ ϑ  olur. Buradan 

( )2
rV st x,∂ ∩ ϑ = ∅  olur. Bu durum her n∈ ω  için ( )2

nst x, Vϑ ∩ ∂ ≠ ∅  olması ile 

çelişir. Böylelikle x’in her V kompakt komşuluğu için ( )
0

2
nst x, Vϑ ⊂  olacak 

biçimde bir 0n ∈ ω  vardır. Teoremin a) kısmının ispatında gösterildiği üzere x’in her 

T açık komşuluğu için K T⊂  olacak biçimde x’in bir K kompakt komşuluğu vardır. 

Böylece x’in her T açık komşuluğu için ( )
0

2
nst x, Tϑ ⊂  olacak biçimde bir 0n ∈ ω  

vardır. Sonuç olarak ( ){ }2
nst x, : nϑ ∈ ω  ailesi x’in bir komşuluklar tabanıdır. 

( ) ( )( )
0 0 0

2
n n nst x, st st x, , Tϑ = ϑ ϑ ⊂  dir.  ( )

0nst x,ϑ  x’in açık komşuluğu olduğundan 

3.6. Teorem’den X uzayı metriklenebilir uzaydır.■ 



62 

5. w∆ − UZAY, M − UZAY, p − UZAY ve k − UZAY 

 

Bu bölümde ele alınacak w∆ − uzay, M − uzay ve p − uzaylar genelleştirilmi ş metrik 

uzaylar teorisinde önemli bir yere sahiptirler. Bu uzaylar daha çok metrik uzayların 

mükemmel dönüşümler altındaki ters görüntülerinin karakterize edilmesinde öne 

çıkmaktadırlar. Parakompakt uzaylara, bu uzayların koşulları eklendiğinde bu tür 

uzayların sayılabilir çarpımı yine parakompakt olmaktadır. Oysa ki; X,Y 

parakompakt uzaylar olmasına rağmen X Y× ’nin parakompakt uzay olmadığını 

gösteren birçok örnek mevcuttur[16].  

 

Bu bölüme açılabilir uzaylara benzer bir yapı olan w -∆ uzayların tanımını vererek 

başlayalım. 

 

5.1. Tanım 

 

Eğer X uzayı, x X∈  olmak üzere her n∈ ω  için ( )n nx st x,∈ ϑ  seçerek oluşturulan 

{ }nx : n∈ω  dizisi X içinde bir değme noktasına sahip olacak biçimde bir 

{ }n : nϑ ∈ ω  açık örtüler dizisine sahipse, X uzayına w∆ − uzay denir. 

 

5.2. Teorem 

 

Her açılabilir uzay w∆ − uzay dır. 

 

Đspat 

 

X açılabilir bir uzay olsun. { }n : nϑ ∈ ω  X için bir açılım ve x X∈  olsun. Her n∈ ω  

için n 1 n+ϑ ϑ≺  olarak alabiliriz. Her n∈ ω  için ( )n nx st x,∈ ϑ  seçerek oluşturulan 

{ }nx : n∈ω  dizisi için { }nx : n x∈ ω ≻  olmak zorundadır. Bunu kanıtlamak için, U 

x’in bir açık komşuluğu ve n∈ ω  olsun. { }n : nϑ ∈ ω  X için bir açılım olduğundan 
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( )
0mst x, Uϑ ⊂  olacak biçimde bir 0m ∈ ω  vardır. 0 0n m k+ =  diyelim. 

0 0k mϑ ϑ≺  

olduğundan ( ) ( )
0 0 0k k mx st x, st x,∈ ϑ ⊂ ϑ  dir. ( )

0mst x, Uϑ ⊂  olduğundan 
0kx U∈  

dir. Böylece { }nx : n x∈ ω ≻  dir.■ 

 

Şimdi 5.4. Teorem’in ispatında kullanacağımız aşağıdaki lemmayı ifade edip 

ispatlayalım. 

 

5.3. Lemma 

 

X bir topolojik uzay, her n∈ ω  için nU  X’in bir açık alt kümesi, n n
n n

U U
∈ω ∈ω

=∩ ∩  ve 

her n∈ ω  için n 1 nU U+ ⊂  olsun. Eğer her n∈ ω  için n nx U∈  seçerek oluşturulan 

{ }nx : n∈ω  dizisinin X içinde bir değme noktası varsa bu durumda { }nU : n∈ω  

dizisi n
n

U
∈ω
∩  kümesi için bir komşuluklar tabanıdır. 

 

Đspat 

 

Her n∈ ω  için nU X⊂  açık olmak üzere n 1 nU U+ ⊂  ve n n
n n

U U
∈ω ∈ω

=∩ ∩  olsun. Her 

n∈ ω  için n nx U∈  seçerek oluşturulan { }nx : n∈ω  dizisinin X içinde bir değme 

noktası var olsun. Fakat n(U )  dizisi n
n

U
∈ω
∩  kümesi için bir taban olmasın. n(U )  

dizisi taban olmadığı için n
n

U V
∈ω

⊂∩  ve  her n∈ ω  için nU V⊄  olacak şekilde bir 

V açık kümesi vardır. Her n∈ ω  için n nx U \V∈  olmak üzere  { }nx : n∈ω  

kümesinin değme noktası x olsun. Her n∈ ω  için nx V∉  dir. Buradan 

{ } c
nx : n V∈ ω ⊂  olur. cV  kümesi kapalı olduğundan cx V∈  olur. Öte yandan 

n
n

x U
∈ω

∈ ∩  dir. Şöyle ki; eğer n
n

x U
∈ω

∉ ∩  ise 
0nx U∉  olacak şekilde bir 0n ∈ ω  

vardır. 
0nU  kapalı olduğundan ( )

0

c

nU  kümesi açık kümedir. ( )
0

c

nx U∈  ve x değme 
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noktası olduğundan ( )
0 0

c

k nx U∈  ve 0 0n k<  olacak biçimde bir 0k ∈ ω  vardır. 

( )
0 0

c

k nx U∈  olduğundan 
0 0k nx U∉  dir. n(U )  dizisi azalan ve 0 0n k<  olduğundan 

0 0k nU U⊂ dır. Buradan 
0 0k nx U∈  olur. Bu durum 

0 0k nx U∉  olmasıyla çelişir. 

Dolayısıyla n
n

x U
∈ω

∈ ∩  dır. n n
n n

U U
∈ω ∈ω

=∩ ∩  olduğu için n
n

x U
∈ω

∈ ∩  olur. n
n

U V
∈ω

⊂∩  

olduğundan x V∈  olur. Bu ise cx V∈  ile çelişir. Sonuç olarak n(U )  dizisi n
n

U
∈ω
∩  

kümesi için bir tabandır.■ 

 

5.4. Teorem 

 

X uzayının açılabilir olması için gerekli ve yeterli koşul X uzayının *Gδ − diagonale 

sahip olan bir w -∆ uzay olmasıdır[17]. 

 

Đspat 

 

:⇒  X uzayı açılabilir uzay olsun. Öyleyse X için n 1 n+ϑ ϑ≺  olacak biçimde bir 

{ }n : nϑ ∈ ω  açılımı vardır. Şimdi X’in w -∆ uzay olduğunu görelim. x X∈  olsun. 

Her n∈ ω  için n nx st(x, )∈ ϑ  seçerek { }nx : n∈ω  dizisini oluşturalım. Bu durumda 

{ }nx : n x∈ ω ≻  dir. Gerçekten U X⊂  açık olmak üzere x U∈  ve n∈ ω  olsun. 

{ }nst(x, ) : nϑ ∈ ω  kümesi x noktasının bir komşuluklar tabanı ve U x’in açık 

komşuluğu olduğu için  
0nst(x, ) Uϑ ⊂  olacak şekilde bir 0n ∈ ω  vardır. 0n n m+ =  

olsun. 0n m<  ve her n∈ ω  n 1 n+ϑ ϑ≺  olduğundan 
0m nϑ ϑ≺  olur. Buradan 

0m nst(x, ) st(x, )ϑ ⊂ ϑ   olur. 
0nst(x, ) Uϑ ⊂   olduğu için m mx st(x, ) U∈ ϑ ⊂  ve 

mx U∈   olur. x’in her U açık komşuluğu ve her n∈ ω  için mx U∈  ve m n>  olacak 

şekilde en az bir m∈ω  var olduğu için x noktası  { }nx : n∈ω  dizisinin bir değme 

noktasıdır. Sonuç olarak X uzayı w -∆ uzaydır. 2.2.19. Teorem’den X uzayı 

*Gδ − diagonale sahiptir. 
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: ⇐ X uzayı *Gδ − diagonale sahip olan bir w -∆ uzay olsun. X uzayı w -∆ uzay 

olduğu için her n∈ ω  için n nx st(x, )∈ ϕ  seçerek oluşturulan her { }nx : n∈ω  

dizisinin X içinde bir değme noktası olacak şekilde X’in bir n( )ϕ  açık örtüler dizisi 

vardır. X uzayı *Gδ − diagonale sahip olduğu için { }n
n

st(x, ) x
∈ω

φ =∩  olacak şekilde 

X’in bir n( )φ  açık örtüler dizisi vardır. n( )ϕ  ve n( )φ  örtülerini n 1 n+ϕ ϕ≺  ve 

n 1 n+φ φ≺  olacak şekilde seçebiliriz. n n nϑ = ϕ ∧ φ  olacak şekilde X’in n( )ϑ  açık 

örtüler dizisini tanımlayalım. Bu durumda n 1 n+ϑ ϑ≺  olduğundan her n∈ ω  için 

( ) ( )n 1 nst x, st x,+ϑ ⊂ ϑ  olup { }nst(x, ) : nϑ ∈ ω  ailesi X’in açık alt kümelerinin azalan 

bir dizisidir. Her n∈ ω  için n n nϑ = ϕ ∧ φ  olduğundan her n∈ ω  için 

( ) ( )n nst x, st x,ϑ ⊂ φ  olur. Aynı zamanda { }n
n

st(x, ) x
∈ω

φ =∩  olduğundan 

( ) ( ) { }n n
n n

st x, st x, x
∈ω ∈ω

ϑ = ϑ =∩ ∩  dir. Her n∈ ω  için n nst(x, ) st(x, )ϑ ⊂ ϕ  olduğundan 

her n∈ ω  için n nx st(x, )∈ ϑ  seçerek oluşturulan { }nx : n∈ω  dizisi X içinde bir 

değme noktasına sahiptir. Öyleyse X’in açık alt kümelerinin { }nst(x, ) : nϑ ∈ ω  dizisi 

5.3. Lemma’nın hipotezini sağlar. ( ) { }n 1
n

st x, x+
∈ω

ϑ =∩  olduğundan 5.3. Lemma’dan 

{ }nst(x, ) : nϑ ∈ ω  ailesi x için bir komşuluklar tabanıdır. Böylece { }n : nϑ ∈ ω  X için 

bir açılım dizisi olup X açılabilir bir uzaydır.■ 

 

Şimdi 4.19. Teorem’in yardımıyla 5.4. Teorem’in basit bir sonucu olan 5.5. Sonuç’u 

verelim. 

 

5.5. Sonuç 

 

X uzayının Moore uzayı olması için gerekli ve yeterli koşul X uzayının 

Gδ − diagonale sahip olan submetakompakt bir w∆ − uzay olmasıdır. 
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Đspat 

 

:⇒  X uzayı Moore uzayı olduğundan X açılabilir bir uzaydır. 5.4. Teorem’den X 

uzayı *Gδ − diagonale sahip bir w -∆ uzaydır. X uzayı *Gδ − diagonale sahip 

olduğundan Gδ − diagonale sahiptir. Ayrıca X uzayı Moore uzay olduğundan 3.3. 

Lemma’dan subparakompakttır. X uzayı subparakompakt olduğundan 

submetakompakttır. 

 

:⇐  X uzayı Gδ − diagonale sahip bir submetakompakt bir w∆ − uzay olsun. 4.19. 

Teorem’den X uzayı *Gδ − diagonale sahiptir. Öyleyse 5.4. Teorem’den X uzayı 

açılabilirdir. X uzayı düzenli ve açılabilir olduğundan Moore uzayıdır.■ 

 

5.6. Tanım 

 

X bir topolojik uzay olsun. Eğer X’in 

i) Her n∈ ω  için ( )n nx st x,∈ ϑ  olmak üzere { }nx : n∈ω  dizisi X içinde 

bir değme noktasına sahip ve 

ii) Her  n∈ ω  için *
n 1 n+ϑ ϑ≺  

koşullarını sağlayan bir ( )nϑ açık örtüler dizisi varsa X uzayına M − uzay denir. 

 

5.6. Tanım’dan görüleceği üzere M − uzay olma w -∆ uzay olma özelliğinden daha 

güçlüdür. Ayrıca sayılabilir kompakt uzaylar M − uzaydır. Her n∈ ω  { }n Xϑ =  

aldığımızda ii) koşulu sağlanmış olur. Ayrıca sayılabilir kompakt uzaylarda her 

dizinin bir değme noktası var olduğundan i) sağlanmış olur. Diğer taraftan 

parakompakt w -∆ uzaylar M − uzaydır. Çünkü parakompakt uzayların her örtüsünün 

bir yıldız incesi vardır ve böylece ii) sağlanır. 
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5.7. Lemma 

 

M − uzayların kapalı alt kümleri de M − uzaydır. 

 

Đspat 

 

X bir M − uzay ve K X⊂  kapalı bir alt küme olsun. X M − uzay olduğundan X’in 

M − uzay olma koşullarını sağlayan ( )nϑ  açık örtüler dizisi vardır. 

{ }n nV K : Vϕ = ∩ ∈ϑ  ailesi K’nın açık örtüler dizisi olup K kümesi için M − uzay 

olma koşullarını sağladığını görelim. x K∈  olmak üzere her n∈ ω  için 

( ) { } { } ( )n n n nst x, V K : V ,x V K V: V ,x V K st x, Kϕ = ∩ ∈ϑ ∈ ∩ = ∈ϑ ∈ ∩ = ϑ ∩∪ ∪  

olduğundan  ( ) ( )n nst x, st x, Kϕ = ϑ ∩  dir. ( )n nx st x,∈ ϕ  alarak oluşturduğumuz 

{ }nx : n∈ω  kümesinin değme noktası vardır. Çünkü ( ) ( )n nst x, st x, Kϕ = ϑ ∩  

olduğundan ( )n nx st x,∈ ϑ  ve nx K∈  dır. Buradan X M − uzay olduğundan 

{ }nx : n∈ω
 
kümesinin değme noktası vardır. Ayrıca { }nx : n K∈ ω ⊂  ve K kapalı 

olduğundan { }nx : n∈ω  dizisinin değme noktası K’nın elemanı olur. Böylece 

{ }nx : n∈ω
 
dizisi K içinde bir değme noktasına sahiptir. Diğer taraftan her n∈ ω  

için *
n 1 n+ϑ ϑ≺  olduğundan *

n 1 n+ϕ ϕ≺  olduğu kolayca görülebilir.■ 

 

Aşağıdaki teorem M − uzay’ın Morita tarafından 1964’te verilmiş olan bir başka 

karakterizasyonudur. 

 

5.8. Teorem 

 

Bir X uzayının M-uzay olması için gerekli ve yeterli koşul bir Y metrik uzayının ve 

bir f : X Y→  hemen hemen mükemmel fonksiyonunun var olmasıdır[18]. 
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Đspat 

 

:⇒  X, M- uzay olsun. Bu durumda aşağıdaki özellikleri sağlayan X’in açık 

örtülerinin bir { }n : nϑ ∈ ω  dizisi vardır. 

a) n nx st(x, )∈ ϑ  alınarak oluşturulan { }nx : n∈ω  dizisinin bir p X∈  

değme noktası var, 

b) Her n∈ ω  için *
n 1 n+ϑ ϑ≺  

*
n 1 n+ϑ ϑ≺  olduğundan R

n 1 n+ϑ ϑ≺ dir. O zaman 4.15. Lemma’dan X üzerinde; 

i) ( ) ( )n
n

x,y 0 y st x,
∈ω

ρ = ⇔ ∈ ϑ∩ , 

ii) U ρ∈ τ ⇔  her x U∈  için ( )n(x)st x, Uϑ ⊂  olacak biçimde bir n(x)∈ ω  

vardır, 

koşullarını sağlayan bir ρ sözde metriği vardır. 

x~y  (x,y) 0⇔ ρ =  şeklinde tanımlı " "∼  bağıntısı X üzerinde bir denklik 

bağıntısıdır. { }Y X / ~= [x]: x X= ∈  olsun. ( )d [x],[y] (x,y)= ρ  biçiminde tanımlı 

{ }d : Y Y 0+× → ∪ℝ  fonksiyonu bir metriktir. Çünkü; 

M1) ρ  metrik olduğundan ( )d [x],[y] (x,y) 0= ρ ≥ dir. 

M2) ( )d [x],[y] 0  (x,y) 0  x~y  [x] [y]= ⇔ ρ = ⇔ ⇔ =  dir. 

M3) ( ) ( ) ( )d [x],[y]  (x,y) (x,z) (z,y) d [x],[z] d [z],[y]= ρ ≤ ρ + ρ = +  dir. 

Bu durumda (Y,d)  uzayı bir metrik uzaydır. Şimdi her x X∈  için ( ) [ ]f x x=  

biçiminde tanımlanan f : X Y→  dönüşümünün hemen hemen mükemmel dönüşüm 

olduğunu görelim. Bunun için f fonksiyonun sürekli, her y Y∈  için ( )1f y−  alt 

uzayının sayılabilir kompakt ve f’nin kapalı dönüşüm olduğunu görelim. Öncelikle f 

fonksiyonun sürekli olduğunu görelim. Her   > 0ε   için ( )d dB [x], ε ∈ τ  açık yuvarı 

için ( )( ) ( )-1
df B [x], B x,ρε = ε  olduğu açıktır. 4.15.Lemma (ii)’den dolayı ρ  

tarafından üretilen topoloji, X üzerindeki topoloji tarafından kapsanır. ( )B x,ρ ε  açık 

yuvarı ρ  tarafından üretilen topolojinin bazının bir elemanı olduğundan ( )B x,ρ ε  
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kümesi X üzerindeki orijinal topolojiye göre açıktır. Buradan f sürekli fonksiyondur. 

Şimdi her y Y∈  için ( )1f y− ’nin sayılabilir kompakt olduğunu görelim. Bunun için 

( )1f y−  alt uzayı içindeki her dizinin ( )1f y−  içinde bir değme noktasına sahip 

olduğunu görmemiz yeterlidir[5,19]. [ ]x Y∈  ve { } ( )1
nx : n f [x]−∈ ω ⊂

 
olsun. 

( ) ( )1
n

n
f [x] st x,−

∈ω
= ϑ∩  dir. Çünkü; 

( ) ( ) ( ) ( )1
n

n
z f [x] f z [x] [z] [x] z x z,x 0 z st x,−

∈ω
∈ ⇔ = ⇔ = ⇔ ⇔ ρ = ⇔ ∈ ϑ∼ ∩  dir. 

Buradan { } ( )n n
n

x : n st x,
∈ω

∈ω ⊂ ϑ∩  olur. Böylece her n∈ ω  için ( )n nx st x,∈ ϑ  dir. 

a)’dan { }nx : n p∈ ω ≻  olacak biçimde bir p X∈  vardır. f fonksiyonu sürekli ve 

[ ]x Y⊂  kapalı küme olduğundan ( )1f [x]−  kapalı kümedir. { } ( )1
nx : n f [x]−∈ω ⊂  

ve ( )1f [x]−  kapalı olduğundan ( )1p f [x]−∈  dir. Böylece ( )1f [x]−  içindeki her 

dizinin ( )1f [x]− ’de bir değme noktası var olduğundan ( )1f [x]−  sayılabilir 

kompakttır. Böylece her y Y∈  için ( )1f y−  sayılabilir kompakttır. Şimdi f 

fonksiyonun kapalı olduğunu görelim. Bu amaçla önce ( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  ailesinin 

[ ]x  için bir komşuluklar tabanı olduğunu görelim. Her n∈ ω  için n 1 n+ϑ ϑ≺  

olduğundan ( ) ( )n 1 nst x, st x,+ϑ ⊂ ϑ  olup ( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  X’in açık alt kümelerinin 

azalan bir dizisidir. Aynı zamanda her n∈ ω için *
n 1 n+ϑ ϑ≺  olduğundan 

( ) ( )n n
n n

st x, st x,
∈ω ∈ω

ϑ = ϑ∩ ∩  dir. Şöyle ki; *
n 1 n+ϑ ϑ≺  olduğundan 

( ) ( )2
n 1 nst x, st x,+ϑ ⊂ ϑ  olduğunu görmek kolaydır. Ayrıca her V açık örtüsü için 

( ) ( )2st x, st x,⊂V V  olduğundan ( ) ( )2
n 1 n 1st x, st x,+ +ϑ ⊂ ϑ  olup her n∈ ω için 

( ) ( )2
n nst x, st x,ϑ ⊂ ϑ  elde edilir. Böylece ( ) ( )n n

n n
st x, st x,

∈ω ∈ω
ϑ = ϑ∩ ∩  dir. Đlaveten 

a)’dan her n∈ ω için ( )n nx st x,∈ ϑ  alınarak oluşturulan her { }nx : n∈ ω  dizisi X 

içinde bir değme noktasına sahip olduğundan 5.3. Lemma’dan ( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  

ailesi ( )n
n

st x,
∈ω

ϑ∩  kümesi için bir komşuluklar tabanıdır. Aynı zamanda 
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( ) ( ) [ ]n
n

y st x, x,y 0 x y y x
∈ω

∈ ϑ ⇔ ρ = ⇔ ⇔ ∈∩ ∼  olduğundan ( ) [ ]n
n

st x, x
∈ω

ϑ =∩  

olup ( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  ailesi [ ]x  için bir komşuluklar tabanıdır. Şimdi f’nin kapalı 

bir dönüşüm olduğunu görelim. H X⊂  kapalı olsun. f bölüm fonksiyonu 

olduğundan ( )f H  kümesinin Y içinde kapalı olduğunu görmek için ( )( )1f f H−  

kümesinin X içinde kapalı olduğunu görmek yeterlidir. ( )( )( )c1x f f H−∈  olsun. Bu 

durumda [ ]x H∩ = ∅  olmak zorundadır. Şöyle ki, eğer  [ ]h x∈  olacak biçimde bir 

h H∈  varsa [ ] [ ]h x=  olup ( ) ( )f x f h=  olur. Ancak  ( ) ( )f h f H∈  olduğundan 

( ) ( )f x f H∈  olur ki; bu ( )( )( )c1x f f H−∈  olması ile çelişir. Öyleyse [ ]x H∩ = ∅  

dir. ( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  ailesi [ ]x  için bir komşuluklar tabanı, [ ] cx H⊂  ve cH  açık 

olduğundan ( )
0nst x, Hϑ ∩ = ∅  olacak biçimde bir 0n ∈ ω  vardır. Şimdi 

( ) ( )( )( )
0

c1
n 1st x, f f H−

+ϑ ⊂  olduğunu görelim. ( )
0n 1y st x, +∈ ϑ  alalım. Buradan 

( ) ( )
0 0

2
n 1 n 1st y, st x,+ +ϑ ⊂ ϑ  olur. Ayrıca ( ) ( )

0 0

2
n 1 nst x, st x,+ϑ ⊂ ϑ  dir. Böylelikle 

( ) ( ) ( )
0 0 0

2
n 1 n 1 nst y, st x, st x,+ +ϑ ⊂ ϑ ⊂ ϑ  ve ( )

0nst x, Hϑ ∩ = ∅  olduğundan 

( )
0n 1st y, H+ϑ ∩ = ∅  dir. Buradan ( )n

n
st y, H

∈ω
ϑ ∩ = ∅∩  olur. ( ) [ ]n

n
st y, y

∈ω
ϑ =∩  

olduğundan [ ]y H∩ = ∅  olur. Buradan y H∉  çıkar. y H∉  olduğundan 

( )( )1y f f H−∉  dir. Böylece ( ) ( )( )( )
0

c1
n 1st x, f f H−

+ϑ ⊂  olduğundan ( )( )( )c1f f H−  

açık kümedir. Böylece f fonksiyonu kapalı olur. 

 

f fonksiyonu kapalı, sürekli ve her y Y∈  için ( )1f y−  sayılabilir kompakt 

olduğundan hemen hemen mükemmel dönüşümdür. 

 

:⇐  Y metrik uzay olmak üzere f : X Y→  fonksiyonu hemen hemen mükemmel 

olsun. Y metrik uzay olduğundan 3.9. Sonuç’tan *
n 1 n+ϕ ϕ≺  olacak biçimde Y’nin bir 

{ }n : nϕ ∈ ω  açılımı vardır. Her n∈ ω  için ( ){ }1
n nf O : O−ϑ = ∈ϕ  denilirse nϑ  X’in 
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bir açık örtüsü olur ve *
n 1 n+ϑ ϑ≺  dir. Şöyle ki; 

( ) { }
( ) ( ){ }

( ){ }( )
( )( )( )

n 1 n 1

1 1
n 1

1
n 1

1
n 1

st x, D : x D

f O : O ,x f O

f O : f x O

f st f x ,

+ +

− −
+

−
+

−
+

ϑ = ∈ ∈ϑ

= ∈ϕ ∈

= ∈ ∈ϕ

= ϕ

∪

∪

∪
 

ve *
n 1 n+ϕ ϕ≺  olduğundan ( )( )n 1st f x , B+ϕ ⊂  olacak biçimde bir nB∈ϕ  vardır. 

Buradan ( )( )( ) ( )1 1
n 1f st f x , f B− −

+ϕ ⊂  olur.  Böylelikle ( ) ( )1
n 1st x, f B−

+ϑ ⊂  olur. 

nB∈ϕ  olduğundan ( )1
nf B− ∈ϑ  dir. O halde *

n 1 n+ϑ ϑ≺  dir. Her n∈ ω  için 

( )n nx st x,∈ ϑ  alarak oluşturulan { }nx : n∈ ω  dizisinin X içinde bir değme 

noktasının var olduğunu görelim. Eğer { }nx : n∈ ω  dizisine ait sayılabilir sayıda 

terim ( )( )1f f x−  kümesine ait ise; ( )( )1f f x−  sayılabilir kompakt olduğundan 

{ }nx : n∈ ω  dizisinin değme noktası vardır. Eğer ( )( )1f f x−  kümesi { }nx : n∈ ω  

dizisine ait sayılabilir sayıda terim içermiyorsa { } ( )( )1
nx : n f f x−∈ ω ∩ = ∅  

olduğunu kabul edebiliriz. Böylece { } ( )( )( )c1
nx : n f f x−∈ω ⊂  dir. Öte yandan her 

n∈ ω  için ( )n nx st x,∈ ϑ  ve ( ) ( )( )( )1
n nst x, f st f x ,−ϑ = ϕ  olduğundan 

( )( )( )1
n nx f st f x ,−∈ ϕ  olup ( ) ( )( )n nf x st f x ,∈ ϕ  dir. { }n : nϕ ∈ ω  açılım 

olduğundan ( ) ( )nf x f x→  olduğu kolaylıkla görülebilir. f kapalı dönüşüm 

olduğundan { }nx : n p∈ ω ≻  olacak biçimde bir ( )( )1p f f x−∈  vardır. Bunu 

ispatlamak amacıyla her ( )( )1p f f x−∈  için { }nx : n p∈ ω ≻  olduğunu varsayalım. 

Bu durumda her ( )( )1p f f x−∈  için { }np x : n∉ ∈ ω ∼
 olup her ( )( )1p f f x−∈  için 

{ } { }( )n px : n U \ p∈ω ∩ = ∅  olacak biçimde bir pp U X∈ ⊂  açık kümesi vardır. 

( )( )1p f f x−∈  ve { } ( )( )1
nx : n f f x−∈ ω ∩ = ∅  olduğundan { }n px : n U∈ω ∩ = ∅  

dir. Her ( )( )1p f f x−∈  için pp U∈  olduğundan ( )( )
( )( )1

1
p

p f f x
f f x U

−

−

∈
⊂ ∪  dir. 
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( )( )1 p
p f f x

U X
−∈

⊂∪  açık küme ve f kapalı dönüşüm olduğundan ( )f x V∈  ve 

( )
( )( )1

1
p

p f f x
f V U

−

−

∈
⊂ ∪  olacak biçimde bir V Y⊂  açığı vardır. (f : X Y→  kapalı 

dönüşüm , S Y⊂  ve U X⊂  açık olsun. ( )1f S U− ⊂  ise S V⊂  ve ( )1f V U− ⊂  

olacak biçimde bir V Y⊂  açık kümesi vardır[20].) ( ) ( )nf x f x→  ve ( )f x V∈  

olduğundan her 0n n>  için ( )nf x V∈  olacak biçimde bir 0n ∈ ω  vardır. Buradan 

{ } ( )
( )( )1

1
n 0 p

p f f x
x : n n f V U

−

−

∈
> ⊂ ⊂ ∪  olur. Bu durum { }n px : n U∈ω ∩ = ∅  olması ile 

çelişir. Böylece { }nx : n p∈ ω ≻  olacak biçimde bir ( )( )1p f f x−∈  vardır. Sonuç 

olarak X’in { }n : nϑ ∈ ω  açık örtüsü için *
n 1 n+ϑ ϑ≺  ve ( )n nx st x,∈ ϑ  alarak 

oluşturulan { }nx : n∈ ω  dizisinin X içinde bir değme noktasının var olduğu 

görüldüğünden X uzayı bir M −  uzaydır.■ 

 

Sayılabilir kompakt parakompakt uzayların kompakt uzay olması[5] ve parakompakt 

uzayların mükemmel dönüşüm altındaki ters görüntüsünün parakompakt olması 

gerçeklerinden[21] yola çıkarak 5.8. Teorem’inin bir sonucunu verelim. 

   

5.9. Sonuç  

 

X uzayının parakompakt M − uzay olması için gerekli ve yeterli koşul bir Y metrik 

uzayının ve bir f : X Y→  mükemmel fonksiyonun var olmasıdır. 

 

Đspat 

 

:⇒  X parakompakt M − uzay olsun. X uzayı M − uzay olduğundan 5.8. 

Teorem’den bir Y metrik uzayı ve bir f : X Y→  hemen hemen mükemmel 

fonksiyonu vardır. f hemen hemen mükemmel olduğundan her y Y∈  için 

1f (y) X− ⊂  sayılabilir kompakt ve kapalıdır. Parakompakt uzayların kapalı alt 

uzayları da parakompakt ve sayılabilir kompakt parakompakt uzaylar kompakt uzay 
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olduğundan[5] 1f (y)−  kompakttır. Böylece f fonksiyonu mükemmel olur. 

 

:⇐  Y metrik uzay ve f : X Y→  mükemmel fonksiyon olsun. f mükemmel 

fonksiyon olduğundan hemen hemen mükemmeldir. 5.8. Teorem’den X 

M − uzaydır. Y metrik uzay olduğundan parakompakt uzaydır[5]. Y parakompakt ve 

f : X Y→  mükemmel olduğundan X parakompakttır[21]. 

Böylelikle X parakompakt M − uzay olur.■ 

 

Böylelikle M − uzayların yapısını daha açık bir şekilde görme imkanına sahibiz. 

Şimdi sayılabilir kompakt uzayların metriklenebilme kriterini ifade eden 4.24. 

Sonuç’un genelleştirilmi ş halini verelim. 

 

5.10. Sonuç 

 

X uzayının metriklenebilir olması için gerekli ve yeterli koşul X uzayının 

Gδ − diagonale sahip M − uzay olmasıdır. 

 

Đspat 

 

:⇒  X uzayı metriklenebilir uzay olsun. X uzayı metriklenebilir uzay olduğundan 

Gδ − diagonale sahiptir. I : X X→  özdeşlik dönüşümü hemen hemen mükemmel 

olup 5.8. Teorem’den X uzayı M − uzaydır. 

 

:⇐  X uzayı Gδ − diagonale sahip M − uzay olsun. X uzayı M − uzay olduğundan 

5.8. Teorem’den bir Y metrik uzayı ve bir f : X Y→  hemen hemen mükemmel 

fonksiyonu vardır. f  hemen hemen mükemmel olduğundan her y Y∈  için ( )1f y−  

kümesi sayılabilir kompakttır. 4.23. Teorem’den Gδ − diagonale sahip sayılabilir 

kompakt uzaylar kompakt olduğundan her y Y∈  için  ( )1f y−  kompakt olup f  

mükemmel fonksiyon olur. Y metrik uzay olduğundan parakompakt uzaydır[5]. 

f : X Y→  mükemmel ve Y parakompakt olduğundan X parakompakttır[21]. X 
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M − uzay olduğundan w∆ −  uzay olur. X uzayı parakompakt uzay olduğundan 

yığınsal normal uzaydır. Ayrıca X parakompakt uzay olduğundan submetakompakt 

uzaydır. X uzayı submetakompakt w∆ − uzay ve Gδ − diagonale sahip olduğundan 

5.5. Sonuç’tan X Moore uzayıdır. X uzayı yığınsal normal Moore uzayı olduğundan 

3.4. Teorem’den X uzayı metriklenebilirdir.■ 

 

Şimdi 5.9. Sonuç’un kolay bir uygulaması olan 5.11. Sonuç’u verelim. 

   

5.11. Sonuç 

 

Her n∈ ω  için nX  parakompakt M − uzay ise n
n

X
∈ω
∏  parakompakt M − uzaydır. 

 

Đspat 

 

Her n∈ ω  için nX  parakompakt M − uzay olduğundan her n∈ ω  için bir nY  metrik 

uzayı ve bir n n nf : X Y→  mükemmel fonksiyonu vardır. Her n∈ ω  için nY  metrik 

uzay olduğundan n
n

Y Y
∈ω
∏ = ’de metrik uzaydır. Her n∈ ω  için n n nf : X Y→  

mükemmel fonksiyon olduğundan n n n
n n n

f : X Y
∈ω ∈ω ∈ω
∏ ∏ → ∏  fonksiyonu 

mükemmeldir[22]. n
n

f f
∈ω
∏ =  diyelim. Böylece Y metrik ve n

n
f : X Y

∈ω
∏ →  

mükemmel fonksiyon olduğundan 5.9. Sonuç’tan n
n

X
∈ω
∏  parakompakt M − uzay 

olur.■ 

 

Şimdi 5.13. Teorem’in ispatında kullanılacak olan aşağıdaki lemmayı verelim. 

 

 

5.12. Lemma 

 

Xα , X’in herhangi bir kompaktlaştırması olmak üzere f : X Y→  fonksiyonu 
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mükemmel ise ( ) ( )( )h x f x ,x=  şeklinde tanımlı h : X Y X→ × α  fonksiyonu bir 

gömmedir ve ( )h X  kümesi Y X× α  içinde kapalıdır. 

 

5.13. Teorem 

 

X uzayının parakompakt M − uzayı olması için gerekli ve yeterli koşul bir Y metrik 

uzayının, bir Z kompakt uzayının ve X uzayı F kümesine homeomorf olacak şekilde 

bir F Y Z⊂ ×  kapalı alt kümesinin var olmasıdır[23]. 

 

Đspat 

 

 :⇒  X uzayı parakompakt M − uzayı olsun. 5.9. Sonuç’tan bir Y metrik uzayı ve bir 

f : X Y→  mükemmel fonksiyonu vardır. Yukarıdaki lemmadan ( ) ( )( )h x f x ,x=  

şeklinde tanımlı h : X Y X→ ×β  fonksiyonu bir gömme ve ( )h X Y X⊂ ×β  kümesi 

kapalıdır. ( )h X F=  ve X Zβ =  diyelim. Bu durumda Y metrik uzay, Z kompakt 

uzay ve F YxZ⊂  kapalı alt kümelerdir. Sonuç olarak h : X F→  fonksiyonu 

homeomorfizma olduğundan X F≅  dir. 

 

:⇐ Y bir metrik uzay ve Z bir kompakt uzay olmak üzere X uzayı Y Z×  çarpım 

uzayının kapalı bir F alt uzayına homeomorf olsun. Y metrik uzay olduğundan 5.10. 

Sonuç’tan Y M − uzaydır. Y metrik uzay olduğundan parakompakt uzaydır[5]. 

Böylelikle Y parakompakt M − uzay olur. Diğer yandan Z kompakt uzay olduğundan 

parakompakt uzaydır. Z kompakt uzay olduğundan M − uzaydır. Böylece Y ve Z 

uzayları parakompakt M − uzay olur. 5.11. Sonuç’tan Y Z×  parakompakt 

M − uzaydır. Parakompakt M − uzayların kapalı alt kümeleri de parakompakt 

M − uzay olduğundan F Y Z⊂ ×  parakompakt M − uzaydır. Böylece F parakompakt 

M − uzay olup X F≅  olduğundan X uzayı da parakompakt M − uzay olur.■ 

 

Şimdi Arhangel’skinin 1963 yılında yayınlanan makalesinde yer alan p− uzayları 
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inceleyelim. Parakompaktlık olması durumunda p− uzaylar, M − uzaylara benzer 

özelliklere sahip olurlarken, parakompaktlık olmadığı durumlarda farklı başka 

özelliklere sahiptirler. Örneğin her yerel kompakt uzay p− uzaydır. Bir başka 

özellik, sayılabilir sayıdaki p− uzayın çarpımı p− uzaydır.  Halbuki  M − uzaylarda 

bu özellik parakompaktlık koşulu altında mevcuttur. p− uzaylar, açık örtüler dizisi 

yardımıyla da tanımlanabilirler.  Bazı durumlarda uzayın kendisinin yerine 

kompaktlaştırmasının kullanılması daha faydalı olabilmektedir. Biz yalnızca 

tamamen düzenli p− uzaylarla ilgilenmenin yanında iyi bilenen Stone-Čech 

Kompaklaştırmasını kullanacağız. Şimdi p− uzaylarını karakterize edecek olan 5.16. 

Teorem ve 5.18. Teorem’den önce p− uzay ve kesin p− uzay tanımlarını verelim. 

 

5.14. Tanım 

 

X topolojik uzayı tamamen düzenli olsun. Xβ ’in açık alt kümelerinden oluşan ve 

i) Her n∈ ω  için nϑ  X’i örter, 

ii) Her x X∈  için ( )n
n

st x, X
∈ω

ϑ ⊂∩  

koşullarını sağlayan bir ( )nϑ açık alt kümeler dizisi varsa X uzayına p− uzay denir. 

Eğer ilaveten ( ) ( )n n
n n

st x, st x,
∈ω ∈ω

ϑ = ϑ∩ ∩  ise X uzayına kesin p− uzay denir. 

 

Şimdi p−  uzayların önemli bir özelliğini ifade eden aşağıdaki teoremi verelim. 

 

5.15. Teorem 

 

Her n∈ ω  için nX  bir p−  uzay ise n
n

X X
∈ω

= ∏  uzayı p−  uzaydır. 

 

Đspat 

 

Her n∈ ω  için nX  p−  uzay olsun. nX  p−  uzay olduğundan her n∈ ω  için nXβ  
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uzayının açık alt kümelerinden oluşan ve  

i) Her m∈ω  için n
mθ ,  nX ’yi örter, 

ii) Her nx X∈  için ( )n
m n

m
st x, X

∈ω
θ ⊂∩  

koşullarını sağlayan bir { }n
m :  mθ ∈ ω  aileler dizisi vardır. Her n∈ ω  için 

{ }i
n i i i n

i n i n
U X : U ,i n

≤ >
ϑ = ∏ × ∏ ∈ θ ≤  olsun. Şimdi her n∈ ω  için nϑ  ailesinin 

n
n

X X
∈ω

= ∏  uzayı için bir örtü olduğunu görelim. 0n ∈ ω  ve nx (x ) X= ∈  olsun. Her 

m∈ω  için n
mθ  ailesi nX ’nin örtüsü olduğundan her 0i n≤  için 

0

i
nθ  ailesi iX ’nin bir 

örtüsüdür. Öyleyse her 0i n≤  için i ix U∈  olacak biçimde bir 
0

i
i nU ∈ θ  vardır. 

Böylece 
0

0 0
i i n

i n i n
x U X

≤ >
∈ ∏ × ∏ ∈ϑ  olup 

0nϑ  ailesi X uzayı için bir örtüdür.  

 

Şimdi de her n n
n

x (x ) X X
∈ω

= ∈ = ∏  için ( )n
n

st x, X
∈ω

ϑ ⊂∩  olduğunu görelim. 

( ) ( )n n
n

y y st x,
∈ω

= ∈ ϑ∩  olsun. Her n∈ ω  için ( )ny st x,∈ ϑ  olduğundan her n∈ ω  

için nx V∈  ve ny V∈  olacak biçimde n nV ∈ϑ  vardır. nϑ  ailesinin tanımından her 

n∈ ω  için n
n i i

i n i n
V U X

≤ >
= ∏ × ∏  olacak biçimde  n i

i nU ∈ θ  vardır. Böylece her n∈ ω  ve 

her i n≤  için n
i ix U∈  ve n

i iy U∈  olup her n∈ ω  için n i
i nU ∈ θ  olduğundan her 

n∈ ω  ve her i n≤  için ( )i
i i ny st x ,∈ θ  dir. O halde her i n≤  için ( )i

i i n
n

y st x ,
∈ω

∈ θ∩  

dir ve ( )i
i n i

n
st x , X

∈ω
θ ⊂∩  olduğundan her i n≤  için i iy X∈  elde edilir. Aynı 

zamanda ( )n ny y V= ∈  ve n
n i i

i n i n
V U X

≤ >
= ∏ × ∏  olduğundan i n> için i iy X∈  dir. 

Böylece ( ) n
n i i

i n i n
y y U X

≤ >
= ∈ ∏ × ∏  olup y X∈  tir. 

 

Sonuç olarak her n∈ ω  için nϑ  ailesi X  için bir örtü ve her x X∈  için 

( )n
n

st x, X
∈ω

ϑ ⊂∩  olduğundan n
n

X X
∈ω
∏ =  bir p−  uzayıdır.■ 
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Şimdi kesin p− uzay olmanın bir kriterini veren aşağıdaki teoremi verelim. 

 

5.16. Teorem 

 

X uzayının kesin p− uzay olması için gerekli ve yeterli koşul X’in açık örtülerinin 

her x X∈  için;  

i) ( )x n
n

C st x,
∈ω

= ϑ∩  kümesi kompakt, 

ii) ( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  ailesi xC  için bir taban, 

koşullarını sağlayan bir ( )nϑ
 
dizisinin var olmasıdır[24]. 

 

Đspat 

 

:⇒  X topolojik uzayı kesin p− uzay olsun. X uzayı kesin p− uzay oluğundan 

Xβ ’in açık alt kümelerinden oluşan 

a) Her n∈ ω  için nV  X kümesini örter, 

b) Her x X∈  için ( )n
n

st x, X
∈ω

⊂∩ V , 

c) ( ) ( )n n
n n

st x, st x,
∈ω ∈ω

=∩ ∩V V , 

koşullarını sağlayan bir ( )nV  aileler dizisi vardır. ( )nV  aileler dizisini her n∈ ω  için 

n 1 n+ ≺V V  olacak şekilde alabiliriz. nU ∈V  ise U kümesi Xβ  içinde açıktır. Bu 

durumda U X∩  kümesi X’te açık kümedir. Her n∈ ω  için { }n n= U X : Uϑ ∩ ∈V  

olsun. n 1 n+ ≺V V  olduğundan n 1 n+ϑ ϑ≺  dir. ( )nϑ  dizisinin X’in açık örtülerinin bir 

dizisi olduğu açıktır. Ayrıca her x X∈  ve her n∈ ω  için ( ) ( )n nst x, X st x,∩ = ϑV  

dir. Aynı zamanda ( )n
n

st x, X
∈ω

⊂∩ V  olduğundan ( ) ( )n n
n n

st x, X st x,
∈ω ∈ω

∩ =∩ ∩V V  ve 

( ) ( )n n
n n

st x, st x,
∈ω ∈ω

= ϑ∩ ∩V  dir. Öte yandan X, Xβ  içinde yoğun ve 

( ) ( )n nst x, X st x,∩ = ϑV  olduğundan her n∈ ω  için ( ) ( )n nst x, st x,= ϑV  dir. 
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Buradan ( ) ( )n n
n n

st x, st x,
∈ω ∈ω

= ϑ∩ ∩V  ve ( ) ( )n n
n n

st x, st x,
∈ω ∈ω

=∩ ∩V V  olduğundan 

( ) ( )n n
n n

st x, st x,
∈ω ∈ω

= ϑ∩ ∩V  dir. Böylece ( ) ( )n n
n n

st x, st x,
∈ω ∈ω

= ϑ∩ ∩V  ve 

( ) ( )n n
n n

st x, st x,
∈ω ∈ω

ϑ = ϑ∩ ∩  elde edilir. ( ) ( )x n n
n n

C st x, st x,
∈ω ∈ω

= ϑ = ϑ∩ ∩  olup xC  

kümesi Xβ  içinde kapalıdır. Kompakt uzayların kapalı alt uzayları da kompakt 

olduğundan ve xC X⊂  olduğundan xC  X’in kompakt bir alt kümesidir. 2.2.29 

Lemma’dan kompakt uzaylarda her ağ bir değme noktasına sahip olduğundan, her 

n∈ ω  için ( )n nx st x,∈ ϑ  alınarak oluşturulan { }nx : n∈ ω  dizisinin Xβ  içinde bir p 

değme noktası vardır. Her n∈ ω  için n 1 n+ϑ ϑ≺  olduğundan ( ) ( )n 1 nst x, st x,+ϑ ⊂ ϑ  

olup ( )n
n

p st x,
∈ω

∈ ϑ∩  olmak zorundadır. Öyleyse xp C∈  olup { }nx : n∈ ω  dizisinin 

X içinde bir değme noktası vardır. Böylece ( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  X’in açık alt 

kümelerinin azalan bir dizisi, ( ) ( )n n
n n

st x, st x,
∈ω ∈ω

ϑ = ϑ∩ ∩  ve { }nx : n∈ ω  dizisinin X 

içinde bir değme noktası var olduğundan 5.3. Lemma’dan ( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  ailesi 

xC  için bir komşuluklar tabanı olur.  

 

:⇐   { }n : nϑ ∈ ω  X’in açık örtülerinin (i) ve (ii) koşullarını sağlayan, bir dizisi olsun. 

Her nO∈ϑ  için O kümesi X içinde açık olduğundan ( )O U O X= ∩  olacak biçimde 

Xβ ’in bir ( )U O  açık alt kümesi vardır. Her n∈ ω  için ( ){ }n nU O : O= ∈ϑV  olsun. 

Her x X∈  için ( ) ( ) ( )x n n n
n n n

C st x, st x, st x,
∈ω ∈ω ∈ω

= ϑ ⊂ ⊂∩ ∩ ∩V V  olduğu açıktır.  

Şimdi her x X∈  için ( ) ( )n n x
n n

st x, st x, C
∈ω ∈ω

⊂ ϑ =∩ ∩V  olduğunu görelim. x X∈  

olmak üzere ( )n x
n

st x, C
∈ω

⊄∩ V  olduğunu kabul edelim. ( )n x
n

y st x, \C
∈ω

∈ ∩ V  olacak 

şekilde bir y X∈β  vardır. Xβ  düzenli uzay ve xC  Xβ  içinde kapalı olduğundan 

xX \ Cβ  kümesi Xβ  içinde açıktır. xy C∉  olduğundan xy W W X \ C∈ ⊂ ⊂ β  

olacak şekilde bir W X⊂ β  açık alt kümesi vardır. ( )c

x xW X \ C C⊂ β =  olduğundan 
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( )c

xC W⊂  dir. ( )c
W  kümesi Xβ ’te açık bir kümedir. (ii) koşulundan 

( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  ailesi xC  için bir komşuluklar tabanı olduğundan 

( ) ( )
0

c

nst x, Wϑ ⊂  olacak şekilde bir 0n ∈ ω  vardır. Böylece ( )
0nst x, Wϑ ∩ = ∅  

olup W açık küme olduğundan ( )
0nst x, Wϑ ∩ = ∅  dir. ( ) ( )

0 0n nst x, st x, Xϑ = ∩V  

olduğu açıktır. ( )
0nst x,V  kümesi Xβ  içinde açık ve X Xβ ’in yoğun bir alt kümesi 

olduğundan ( ) ( )
0 0n nst x, st x, X⊂ ∩V V  dir. Öyleyse ( ) ( )

0 0n nst x, st x,⊂ ϑV  olup 

( ) ( )
0 0n nst x, st x,= ϑV  dir. ( )n

n
y st x,

∈ω
∈ ∩ V  olduğundan ( )

0ny st x,∈ V  olup 

( )
0ny st x,∈ ϑ  dir. Fakat bu ( )

0nst x, Wϑ ∩ = ∅  olması ile çelişir. Öyleyse 

( ) ( )x n n
n n

C st x, st x,
∈ω ∈ω

= =∩ ∩V V  olup Xβ ’in açık alt kümelerinin { }n : n∈ ωV  ailesi 

kesin p− uzay tanımındaki üç koşulu da sağlar.■ 

 

5.17. Lemma 

 

K X⊂  kümesi kompakt ve her n∈ ω  için nG X⊂  kümesi açık olmak üzere 

{ }nG : n∈ ω  ailesi K kümesi için bir komşuluklar tabanı olsun. Bu durumda her 

n∈ ω  için n nx G∈ olmak üzere { }np x : n∈ ∈ ω  olacak şekilde bir p K∈  vardır. 

 

Đspat 

 

Her x K∈  için { }nx x : n∉ ∈ ω  olduğunu kabul edelim. Bu durumda her x K∈  için  

x’in { }x nV x : n∩ ∈ ω = ∅  olacak şekilde bir xV  açık komşuluğu vardır. Her x K∈  

için xx V∈  olduğundan x
x K

K V
∈

⊂ ∪  olup { }xV : x K∈  ailesi K için bir açık örtüdür. 

K kompakt olduğundan  { }xV : x K∈  açık örtüsünün { }1 2 nx ,x ,...., x K⊂  olmak 

üzere 
i

k

x
i 1

K V
=

⊂ ∪  olacak şekilde sonlu bir alt örtüsü vardır. { }nG : n∈ ω  ailesi K için 
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bir komşuluklar tabanı olduğundan 
0 i

k

n x
i 1

G V
=

⊂ ∪  olacak şekilde bir 0n ∈ ω  vardır. 

Her n∈ ω  için n nx G∈  olduğundan 
0 0n nx G∈  olup 

0 i

k

n x
i 1

x V
=

∈∪  dir. Bu durum her 

x K∈  için { }x nV x : n∩ ∈ ω = ∅  olması ile çelişir. Öyleyse { }0 nx x : n∈ ∈ω  olacak 

şekilde bir 0x K∈  vardır.■ 

 

5.18. Sonuç 

 

Her Moore uzayı bir kesin p− uzay, her kesin p− uzayı da bir w∆ − uzaydır. 

 

Đspat 

 

X uzayı Moore uzayı olsun. Öyleyse X’in açık örtülerinden oluşan bir ( )nϑ  açılımı 

vardır. X 1T − uzay ve ( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  ailesi x noktasının komşuluklar tabanı 

olduğundan ( ) { }x n
n

C st x, x
∈ω

= ϑ =∩  olup xC  kompakttır. Böylece ( )nϑ  açık örtüler 

dizisi 5.16. Teorem’in (i) ve (ii) koşullarını sağladığından X uzayı kesin p− uzayıdır. 

Şimdi X uzayının  w∆ − uzay olduğunu görelim. X uzayı kesin p − uzay olduğundan 

5.16. Teorem’den  

(i)       Her x X∈  için ( )x n
n

C st x,
∈ω

= ϑ∩  kümesi kompakt, 

(ii)   Her x X∈  için ( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  ailesi xC  için bir komşuluklar tabanı 

koşullarını sağlayan X’in açık örtülerinden oluşan bir { }n : nϑ ∈ ω  dizisi vardır.  

x X∈  olmak üzere her n∈ ω  için ( )n nx st x,∈ ϑ  seçerek { }nx : n∈ ω  dizisini 

oluşturalım. xC  kümesi kompakt ve ( ){ }nst x, : nϑ ∈ ω  ailesi xC  için bir 

komşuluklar tabanı olduğundan, yukarıdaki lemmadan { }np x : n∈ ∈ ω  olacak 

biçimde bir xp C∈  vardır. X 1T − uzay olduğundan { }nx : n p∈ ω ≻  dir. Böylece X 

bir w∆ − uzaydır.■ 
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5.19. Teorem 

 

X submetakompakt uzay olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler eşdeğerdir. 

a) X bir kesin p− uzaydır, 

b) X bir p− uzaydır, 

c) X w∆ − uzaydır. 

 

Đspat 

 

5.18. Sonuç’tan a) c)⇒  dir. Ayrıca tanımdan her kesin p− uzay, bir p− uzay 

olduğundan a) b)⇒  dir. Şimdi b) a)⇒  gerektirmesini görelim. X uzayı 

submetakompakt p− uzay olsun. X uzayı p− uzay olduğundan Xβ ’in açık alt 

kümelerinden oluşan ve 

i) Her n∈ ω  için nV  X’i örter, 

ii) Her x X∈  için ( )n
n

st x, X
∈ω

⊂∩ V  

koşullarını sağlayan bir { }n : n∈ ωV  aileler dizisi vardır. X uzayı submetakompakt 

olduğundan 4.18. Lemma’dan Xβ ’in açık alt kümelerinden oluşan ve X’i örten öyle 

bir { }n : nϑ ∈ ω  aileler dizisi vardır ki, her x X∈  için 

( ) ( ) ( )n n n
n n n

st x, st x, st x,
∈ω ∈ω ∈ω

ϑ = ϑ ⊂∩ ∩ ∩ V  sağlanır. ( )n
n

st x, X
∈ω

⊂∩ V  olduğundan her 

x X∈  için ( )n
n

st x, X
∈ω

ϑ ⊂∩  dir. Böylece X uzayı kesin p− uzay olur. 

 

Şimdi de c) a)⇒  gerektirmesini görelim. X w∆ − uzay olduğundan X’in açık 

örtülerinden oluşan { }n : nϕ ∈ ω  açık örtüler dizisi var ve her x X∈  ve her n∈ ω  

için ( )n nx st x,∈ ϕ  alınarak oluşturulan { }nx : n∈ ω  dizisinin X içinde bir değme 

noktası vardır. Genelliği bozmadan her n∈ ω  için n 1 n+ϕ ϕ≺  alabiliriz. Diğer taraftan 

X submetakompakt uzay olduğundan 4.18. Lemma’dan X’in açık örtülerinin her 
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x X∈  için ( ) ( ) ( )n n n
n n n

st x, st x, st x,
∈ω ∈ω ∈ω

ϑ = ϑ ⊂ ϕ∩ ∩ ∩  olacak biçimde bir { }n : nϑ ∈ ω  

dizisi vardır. Her n∈ ω  için n 1 n+ϑ ϑ≺  almak genelliği bozmaz. n n n= ϑ ΛϕW  olmak 

üzere { }n : n∈ωW  dizisinin 5.16. Teorem’nin i) ve ii) koşullarını sağladığını 

görelim. n n n= ϑ ΛϕW  olduğundan ( ) ( ) ( )n n nst x, st x, st x,= ϑ ∩ ϕW  dir. Şimdi 

( ) ( )n n
n n

st x, st x,
∈ω ∈ω

=∩ ∩W W  olduğunu görelim. 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )

n n n
n n

n n
n

n
n

n
n

n n
n n

n n
n

n
n

st x, st x, st x,

st x, st x,

st x,

st x,

st x, st x,

st x, st x,

st x,

∈ω ∈ω

∈ω

∈ω

∈ω

∈ω ∈ω

∈ω

∈ω

= ϑ ∩ ϕ

⊂ ϑ ∩ ϕ

⊂ ϑ

= ϑ

= ϑ ∩ ϕ

= ϑ ∩ ϕ

=

∩ ∩

∩

∩

∩

∩ ∩

∩

∩

W

W

 

olduğundan ( ) ( ) ( )n n n
n n n

st x, st x, st x,
∈ω ∈ω ∈ω

⊂ ⊂∩ ∩ ∩W W W  olup 

( ) ( )n n
n n

st x, st x,
∈ω ∈ω

=∩ ∩W W  dir. Şimdi her x X∈  ve her n∈ ω  için ( )n nx st x,∈ W  

alınarak oluşturulan { }nx : n∈ ω  dizisinin X içinde bir değme noktasının var 

olduğunu görelim. ( )n nx st x,∈ W  ve ( ) ( )n nst x, st x,⊂ ϕW  olduğundan 

( )n nx st x,∈ ϕ  dir. Böylece { }nx : n p∈ ω ≻  olacak şekilde bir p X∈  vardır. Her 

n∈ ω  için n 1 n+ϕ ϕ≺  olduğundan n 1 n+ ≺W W  olup her n∈ ω  için 

( ) ( )n 1 nst x, st x,+ ⊂W W  dir. ( ){ }nst x, : n∈ ωW  dizisi azalan, her n∈ ω  için 

( )nst x,W  kümesi açık küme, ( ) ( )n n
n n

st x, st x,
∈ω ∈ω

=∩ ∩W W  ve { }nx : n p∈ ω ≻  

olduğundan 5.3. Lemma’dan ( ){ }nst x, : n∈ ωW  ailesi ( )n
n

st x,
∈ω
∩ W  kümesi için bir 

komşuluklar tabanıdır. Böylelikle 5.16. Teorem’in (ii) koşulu sağlanmış olur. Şimdi 

{ }n : n∈ωW  dizisinin 5.16. Teorem’in (i) koşulunu sağladığını görelim. Öncelikle 
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( )n
n

st x,
∈ω
∩ W  kümesinin sayılabilir kompakt olduğunu görelim. Bunun için 

{ } ( )n n m n
n

p : n ,n m için p p st x,
∈ω

∈ ω ≠ ≠ ⊂ ∩ W  dizisinin bir yığılma noktasının var 

olduğunu görelim. Her n∈ ω  için ( )n np st x,∈ W ’dir. ( ) ( )n nst x, st x,⊂ ϕW  

olduğundan ( )n np st x,∈ ϕ  dir. Buradan { }np : n z∈ ω ≻  olacak şekilde bir z X∈  

vardır. z noktası { }np : n∈ ω  dizisinin bir değme noktası olduğundan z noktası 

{ }np : n∈ ω  dizisinin bir yığılma noktasıdır. Çünkü z nin her U açık komşuluğu ve 

her n∈ ω  için mp U∈  olacak şekilde bir m n>  vardır. { } { }( )m np p : n U\ z∈ ∈ ω ∩  

olduğundan z yığılma noktasıdır. Böylece ( )n
n

st x,
∈ω
∩ W  kümesi sayılabilir kompakt 

olur. Diğer taraftan  ( ) ( )n n
n n

st x, st x,
∈ω ∈ω

=∩ ∩W W  olduğundan ( )n
n

st x,
∈ω
∩ W  kümesi 

kapalıdır. X submetakompakt uzay olduğundan ( )n
n

st x, X
∈ω

⊂∩ W  kapalı alt kümesi 

de submetakompakttır. ( )n
n

st x,
∈ω
∩ W  kümesi sayılabilir kompakt ve submetakompakt 

olduğundan kompakttır[21,25].  

 

Sonuç olarak X’in açık örtülerinin { }n : n∈ωW  dizisi 5.16. Teorem’inin (i) ve (ii) 

koşullarını sağladığından X kesin p − uzaydır.■  

 

5.20. Sonuç 

 

X parakompakt bir uzay olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler eşdeğerdir. 

a) X M − uzaydır, 

b) X w∆ − uzaydır, 

c) X p− uzaydır. 

 

Đspat 

 

X parakompakt uzay olduğundan submetakompakt uzaydır. 5.19. Teorem’den X’in 
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p− uzay ve w∆ − uzay olması eşdeğer olduğundan b) c)⇔  dir. Tanımından her 

M − uzay w∆ − uzay olduğundan a) b)⇒  dir. Đspatın tamamlanması için b) a)⇒  

olduğunu görelim. X w∆ − uzay olsun. X w∆ − uzay olduğundan X’in açık 

örtülerinden oluşan öyle bir { }n : nϕ ∈ ω  dizisi vardır ki; her n∈ ω  için 

( )n nx st x,∈ ϕ  alarak oluşturulan { }nx : n∈ ω  dizisinin bir değme noktası vardır. 

Ayrıca genelliği bozmadan her n∈ ω  için n 1 n+ϕ ϕ≺  alabiliriz. X uzayı parakompakt 

olduğundan her açık örtüsünün yıldız incelişi vardır. 1 1ϑ = ϕ  olsun. 1ϑ  ve 2ϕ  X’in 

açık örtüleri olduğundan 1 2ϑ Λϕ  X’in bir açık örtüsüdür. X parakompakt uzay 

olduğundan ( )*
2 1 2ϑ ϑ Λϕ≺  olacak şekilde X’in 2ϑ  açık örtüsü vardır. Aynı şekilde 

devam edilirse nϑ  ve n 1+ϕ  X’in açık örtüleri olduğundan n n 1+ϑ Λϕ  X’in bir açık 

örtüsüdür. X parakompakt uzay olduğundan ( )*
n 1 n n 1+ +ϑ ϑ Λϕ≺  olacak şekilde X’in 

bir n 1+ϑ  açık örtüsü vardır. Sonuç olarak her n∈ ω  için ( )*
n 1 n n 1+ +ϑ ϑ Λϕ≺  

olduğundan *
n 1 n+ϑ ϑ≺  dir. Her n∈ ω  için ( )n nx st x,∈ ϑ  alarak { }nx : n∈ ω  dizisini 

oluşturalım. ( )*
n 1 n n 1+ +ϑ ϑ Λϕ≺  olduğundan her n∈ ω  için n nϑ ϕ≺  olup 

( ) ( )n nst x, st x,ϑ ⊂ ϕ  dir. Böylece her n∈ ω  için ( )n nx st x,∈ ϕ  olup { }nx : n∈ ω  

dizisinin bir değme noktası vardır. Sonuç olarak { }n : nϑ ∈ ω  açık örtüler dizisi X 

için M − uzay olma koşulları sağlandığından X M − uzaydır. Böylece b) a)⇒  dır.■ 

 

Şimdi p− uzay olmanın başka bir karakterizasyonunu veren aşağıdaki teoremi 

verelim. 

 

5.21. Teorem 

 

X topolojik uzayının p− uzay olması için gerekli ve yeterli koşul X’in açık 

örtülerinin aşağıdaki koşulları sağlayan bir ( )nϑ  dizisinin var olmasıdır:  

Her n∈ ω  için n nG ∈ϑ  olmak üzere eğer n
n

G
∈ω

≠ ∅∩  ise; 
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i) n
n

G
∈ω
∩

 
kümesi kompakt, 

ii) { }i
i n

G : n
≤

∈ ω∩  ailesi n
n

G
∈ω
∩  kümesi için bir dış network’tür, yani n

n
G

∈ω
∩  

kümesini içeren her V açık kümesi için 
0

i
i n

G V
≤

⊂∩  olacak şekilde bir 0n ∈ω  sayısı 

vardır[26]. 

 

Đspat 

 

:⇒  X p− uzay olsun. Öyleyse Xβ ’in açık alt kümelerinden oluşan, her biri X’i 

örten ve her  x X∈  için ( )n
n

st x, X
∈ω

ϕ ⊂∩  olan bir { }n : nϕ ∈ω  aileler dizisi vardır. 

Her n∈ω  için 

{ }X

n nG : en az bir V , en az bir H X açık var, öyle ki; H V ve G=H X
β

ϑ = ∈ϕ ⊂ β ⊂ ∩

 olsun. Herhangi bir A kümesinin X içindeki kapanışını Xβ ’teki kapanışından ayırt 

etmek için Xβ ’teki kapanışını 
X

A
β

 şeklinde göstereceğiz. Her n∈ω  için nϑ  X için 

bir açık örtüdür. Şöyle ki; x X∈  ve n∈ω  olsun. nϕ  ailesi X’i örttüğünden x V∈  

olacak biçimde bir nV ∈ϕ  vardır. V Xβ  içinde açık ve Xβ  düzenli olduğundan 

X
x H H V

β
∈ ⊂ ⊂  olacak biçimde Xβ ’in açık bir H alt kümesi vardır. Öyleyse 

H X=G∩  denilirse x G∈  ve nG∈ϑ  olduğundan nϑ  ailesi X içinde bir açık 

örtüdür. Her n∈ω  için n nG ∈ϑ  olmak üzere n
n

G
∈ω

≠ ∅∩  olsun. Öyleyse n
n

x G
∈ω

∈ ∩  

olacak biçimde bir x X∈  vardır. Đlk olarak n
n

G
∈ω
∩

 
kümesinin kompakt olduğunu 

görelim. n
n

x G
∈ω

∈ ∩  olduğundan her n∈ω  için ( )X

n nG st x,
β

⊂ ϕ  olup 

( )X

n n
n n

G st x,
β

∈ω ∈ω
⊂ ϕ∩ ∩  dir. ( )n

n
st x, X

∈ω
ϕ ⊂∩  olduğundan 

X

n
n

G X
β

∈ω
⊂∩  dir. Öyleyse, 

( ) ( )X X

n n n
n n n

G G X G X
β β

∈ω ∈ω ∈ω
= ∩ = ∩∩ ∩ ∩  olduğundan, 

X

n n
n n

G G
β

∈ω ∈ω
=∩ ∩  dir. 

X

n
n

G
β

∈ω
∩  

kümesi Xβ ’in kapalı bir alt kümesi olduğundan kompakt olup n
n

G
∈ω
∩

 
kümesi X’in 

kompakt bir alt kümesidir. 
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Şimdi  { }i
i n

G : n
≤

∈ω∩  ailesinin n
n

G
∈ω
∩  kümesi için bir dış network olduğunu görelim. 

V X⊂  açık küme olmak üzere n
n

G V
∈ω

⊂∩  olsun. Her n∈ω  için i n
i n

G F
≤

=∩  

diyelim. Her n∈ω  için nF V⊄  olduğunu varsayalım. O zaman her n∈ω  için bir 

n nx F \V∈  seçebiliriz. Xβ  kompakt olduğundan { }nx : n∈ω  dizisinin Xβ  içinde bir 

p değme noktası vardır. Bu durumda p V∉  olacağından n
n

p G
∈ω

∉ ∩  dir. Öyleyse 

0np G∉  olacak biçimde bir 0n ∈ ω  vardır. Bu durumda 
0n nx X\G∈  olacak biçimde 

bir 0n n>  sayısı vardır. 0n n>  olduğundan 
0n nF F⊂  olup n nx F∈  olduğundan 

0
0

n n i
i n

x F G
≤

∈ = ∩  dir. Ancak bu durumda ( )
0 0n n nx X\G G∈ ∩  olup bu bir çelişkidir. 

Öyleyse i
i n

G V
≤

⊂∩  olacak biçimde bir n∈ω  sayısı vardır. 

 

:⇐  { }n : nϕ ∈ω  X’in açık örtülerinin (i) ve (ii) koşullarını sağlayan bir dizisi olsun. 

Her nG∈ϕ  için G kümesi X içinde açık olduğundan GG U X= ∩  olacak biçimde 

Xβ ’in bir GU  açık alt kümesi vardır. Her n∈ω  için { }n G nU : Gϑ = ∈ϕ  olsun. Her 

n∈ω  için nϕ  X için bir örtü olduğundan her bir nϑ  ailesi de X’i örter. Şimdi her 

x X∈  için ( )n
n

st x, X
∈ω

ϑ ⊂∩  olduğunu görelim. x X∈  ve y X\X∈β  olsun. Eğer 

( )n
n

y st x,
∈ω

∈ ϑ∩  ise bu durumda her n∈ω  için 
nGy U∈  ve 

nGx U∈  olacak biçimde 

n nG ∈ϑ  vardır. x X∈  ve her n∈ω  için 
nGx U∈  olduğundan 

( )
nG n

n n
x U X G

∈ω ∈ω
∈ ∩ =∩ ∩  olup n

n
G

∈ω
≠ ∅∩  dir. Öyleyse (i)’den n

n
G

∈ω
∩  X’in kompakt 

bir alt kümesi ve (ii)’den { }i
i n

G : n
≤

∈ ω∩  ailesi n
n

G
∈ω
∩  kümesi için bir dış network’tür. 

n
n

G X
∈ω

⊂∩  ve y X∉  olduğundan n
n

y G
∈ω

∉ ∩  dir. n
n

G
∈ω
∩  kümesi X içinde kompakt 

olduğundan Xβ  içinde de kompakttır. Öyleyse n
n

G
∈ω
∩  kümesi Xβ  içinde kapalı, 

{ }n
n

G y
∈ω

∩ = ∅∩  ve Xβ  normal uzay olduğundan { }X

n
n

G W W X\ y
β

∈ω
⊂ ⊂ ⊂ β∩  
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olacak biçimde Xβ ’in açık bir W alt kümesi vardır. { }i
i n

G : n
≤

∈ ω∩  ailesi n
n

G
∈ω
∩  için 

bir dış network olduğundan 
0

i
i n

G W
≤

⊂∩  olacak biçimde bir 0n ∈ ω  vardır. Öte 

yandan X X= β  olduğundan ve GU  kümesi Xβ ’in açık bir alt kümesi olduğundan 

X X

G GU U X G
β β

⊂ ∩ =  olup GU X

G GG G U U
β

= ∩ =  dir. Yani her G kümesi GU  

içinde yoğundur. Böylece 
i

0

X

G
i n

U W
β

≤
⊂∩  dir. Şöyle ki; 

i
0

G
i n

p U
≤

∈ ∩  ve 
X

p W
β

∉  

olsun. Bu durumda her 0i n≤  için ( ) i

cX

Gp W U
β

∈ ∩ , ( ) i

cX

GW U
β

∩  kümesi 
iGU  

içinde boş olmayan bir açık küme ve iG  
iGU  içinde yoğun olduğundan 

( ) i

cX

G iW U G
β

∩ ∩ ≠ ∅  olur ancak bu iG W⊂  olması ile çelişir. O halde 

i
0

X

G
i n

U W
β

≤
⊂∩  olup 

X
y W

β
∉  olduğundan 

i
0

G
i n

y U
≤

∉ ∩  dir. Fakat bu 
iG

n
y U

∈ω
∈ ∩  

olması ile çelişir. Öyleyse her y X\X∈β  için ( )n
n

y st x,
∈ω

∉ ϑ∩  olup ( )n
n

st x, X
∈ω

ϑ ⊂∩  

dir.■  

 

5.22. Tanım 

 

X bir topolojik uzay olmak üzere, eğer X’in her bir A alt kümesi için, A’nın bütün 

kompakt alt kümeler ile kesişiminin kapalı olması A’nın kapalı olmasını gerektiriyor 

ise X uzayına k-uzay denir. 

 

Şimdi p− uzay ile k − uzay arasındaki ilişkiyi gösteren aşağıdaki teoremi verelim. 

 

5.23. Teorem 

 

X p− uzay ise k − uzayıdır. 
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Đspat 

 

 X p− uzay olsun. X’in k − uzay olduğunu göstermek için kapalı olmayan bir 

A X⊂  kümesi için K A∩ kümesi kapalı olmayacak şekilde bir K X⊂  kompakt 

kümesinin bulunabileceğini görmeliyiz. X p− uzay olduğundan 5.21. Teorem’in (i) 

ve (ii) koşullarını sağlayan X’in açık örtülerinden oluşan bir ( )nϑ  dizisi vardır. A 

X’in kapalı olmayan bir alt kümesi olsun. O zaman p A \ A∈  olacak şekilde bir 

p X∈  vardır. Her n∈ω  için nϑ  X’in açık örtüsü olduğu için np G∈  olacak şekilde 

bir n nG ∈ϑ  vardır. 0p G∈  ve X uzayı düzenli olduğu için  0 0 0p U U G∈ ⊂ ⊂  olacak 

şekilde bir 0U X⊂  açık kümesi vardır. 1p G∈  ve 0p U∈  olduğundan 0 1p U G∈ ∩  

dir. 0 1U G∩  kümesi açık ve X uzayı düzenli olduğundan 1 1 0 1p U U U G∈ ⊂ ⊂ ∩  

olacak şekilde bir 1U X⊂  vardır. 1 1 0 1 1p U U U G G∈ ⊂ ⊂ ∩ ⊂  olduğundan 1 1U G⊂  

dir. 1 1 0 1 0p U U U G U∈ ⊂ ⊂ ∩ ⊂  ve 1 1 0 0U U U G⊂ ⊂ ⊂   olduğundan 1 0U G⊂  dır. 

1 1U G⊂  ve 1 0U G⊂  olduğu için 1 0 1p U G G∈ ⊂ ∩  dir. 2p G∈  ve 1p U∈  

olduğundan 1 2p U G∈ ∩  dir. 1 2U G∩  kümesi açık ve X uzayı düzenli olduğu için  

2 2 1 2p U U U G∈ ⊂ ⊂ ∩  olacak şekilde bir 2U X⊂  açık kümesi vardır. 

2 2 1 2 1p U U U G U∈ ⊂ ⊂ ∩ ⊂  ve 1 0 1p U G G∈ ⊂ ∩  olduğundan 

2 2 1 0 1p U U U G G∈ ⊂ ⊂ ⊂ ∩  dir. Buradan 2 2 1 i
i 1

p U U U G
≤

∈ ⊂ ⊂ ⊂ ∩  olur. Aynı 

şekilde devam edildiğinde her n∈ω  için n 1 n 1 n i
i n

p U U U G+ +
≤

∈ ⊂ ⊂ ⊂ ∩  olacak 

şekilde nU X⊂  açık kümeleri vardır. n
n

U K
∈ω

=∩  diyelim. n n
n n

K U U
∈ω ∈ω

= =∩ ∩  

olduğu açıktır. Her n∈ω  için nU  kapalı küme olduğundan n
n

U
∈ω
∩  kümesi de 

kapalıdır. Her n∈ω  için n i n
i n

U G G
≤

⊂ ⊂∩  olduğundan n nU G⊂  olup 

n n
n n

U G
∈ω ∈ω

⊂∩ ∩  dir. n
n

p G
∈ω

∈ ∩  olup n
n

G
∈ω

≠ ∅∩  olduğundan 5.21. Teorem (i)’den 

n
n

G
∈ω
∩  kümesi kompakttır. n

n
G

∈ω
∩  kümesi kompakt ve n

n
U

∈ω
∩  kümesi n

n
G

∈ω
∩  
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kümesinin kapalı altkümesi olduğu için  n
n

U
∈ω
∩  kümesi de kompakttır. Her n∈ω  

için n nx U∈  alınarak oluşturulan { }nx : n∈ω  dizisi için { }nx : n x∈ ω ≻  olacak 

şekilde bir n
n

x G
∈ω

∈ ∩  vardır. Şöyle ki; her n
n

x G
∈ω

∈ ∩  için { }nx : n x∈ ω ≻  olduğunu 

kabul edelim. Öyleyse her xn n>  için n xx V∉  olacak şekilde bir xV  açık kümesi ve 

bir xn ∈ω  vardır. n
n

G
∈ω
∩  kümesi kompakt olduğundan 

i

m

n x
n i 1

G V
∈ω =

⊂∩ ∪  olacak şekilde 

{ }1 2 m n
n

x ,x ,...., x G
∈ω

∈ ∩  vardır. 
i

m

n x
n i 1

G V
∈ω =

⊂∩ ∪  ve 
i

m

x
i 1

V
=
∪  kümesi açık olduğundan 

5.21. Teorem (ii)’den 
i

0

m

i x
i n i 1

G V
≤ =

⊂∩ ∪  olacak şekilde bir 0n ∈ω  vardır. Her n∈ω  için 

n n i
i n

x U G
≤

∈ ⊂ ∩  olduğundan her 0n n≥  için 
0

0
n n n i

i n
x U U G

≤
∈ ⊂ ⊂ ∩  dir. Ayrıca 

i
0

m

i x
i n i 1

G V
≤ =

⊂∩ ∪  olduğundan her 0n n≥  için 
i

m

n x
i 1

x V
=

∈∪  dir. { }
ix 0 0

i m
max n ,n m

≤
=  

diyelim. 0 0n m≤  olduğundan 
0 0

i i
i m i n

G G
≤ ≤

⊂∩ ∩  dir. Diğer taraftan 
i

0

m

i x
i n i 1

G V
≤ =

⊂∩ ∪  

olduğundan 
i

0

m

i x
i m i 1

G V
≤ =

⊂∩ ∪  dir. O zaman her 0n m>  için 

i
0

m

n n i i x
i n i m i 1

x U G G V
≤ ≤ =

∈ ⊂ ⊂ ⊂∩ ∩ ∪

 
ve dolayısıyla 

i

m

n x
i 1

x V
=

∈∪  olup 
jn xx V∈  olacak 

şekilde bir j m<  vardır. Bu durum 
jn xx V∉  ile çelişir. Çünkü 0n m>  ve 

{ }
ix 0 0

i m
max n ,n m

≤
=  olduğundan 

jxn n≥ dir. Her 
jxn n≥  için 

jn xx V∉  dir. Öyleyse 

her n∈ω  için n nx U∈  olmak üzere { }nx : n x∈ ω ≻  olacak şekilde bir n
n

x G
∈ω

∈ ∩  

vardır. 

Her n∈ω  için n 1 nU U+ ⊂  , n n
n n

U U
∈ω ∈ω

=∩ ∩  ve n nx U∈  alınarak oluşturulan her 

{ }nx : n∈ω  dizisi bir değme noktasına sahip olduğundan 5.3. Lemma’dan 

{ }nU : n∈ω  ailesi  n
n

K U
∈ω

= ∩  için bir tabandır. Eğer  A K∩  kapalı değilse 

aradığımız kompakt küme n
n

K U
∈ω

= ∩  kümesidir. Eğer A K∩  kapalı ise; p A \ A∈  
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olduğundan p A∉  olup p A K∉ ∩  dır. p A K∉ ∩  olduğu için ( )c
p A K∈ ∩  dir. 

( )c
A K∩  kümesi açık ve X uzayı düzenli olduğundan ( )c

0 0p V V A K∈ ⊂ ⊂ ∩  

olacak şekilde bir 0V X⊂  açık kümesi vardır. ( )c

0V A K⊂ ∩  olduğundan 

0V A K∩ ∩ = ∅  dir. X uzayı düzenli ve 0V X⊂  açık küme olduğundan 

1 1 0p V V V∈ ⊂ ⊂  olacak şekilde bir 1V X⊂  açık kümesi vardır. X uzayı düzenli ve 

1V X⊂  açık küme olduğundan 2 2 1p V V V∈ ⊂ ⊂  olacak şekilde bir 2V X⊂  açık 

kümesi vardır. Bu şekilde devam edilirse her n∈ω  için n 1 n 1 np V V V+ +∈ ⊂ ⊂  olacak 

şekilde nV X⊂  açık kümeleri vardır. Her n∈ω  için 

n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n nU V U V U V U V+ + + + + +∩ ⊂ ∩ ⊂ ∩ ⊂ ∩  olduğundan 

( ) ( )n n n n
n n

K U V U V
∈ω ∈ω

′ = ∩ = ∩∩ ∩
 
kümesi kompakttır. Ayrıca yukarıda görüldü ki; 

her n∈ω  için n n n nx U V U∈ ∩ ⊂  alınarak oluşturulan her { }nx : n∈ω  dizisi için 

{ }nx : n x∈ ω ≻  olacak şekilde bir n
n

x G
∈ω

∈ ∩  vardır. Her n∈ω  için 

n 1 n 1 n nU V U V+ +∩ ⊂ ∩ , ( ) ( )n n n n
n n

U V U V
∈ω ∈ω

∩ = ∩∩ ∩  ve n n nx U V∈ ∩  alınarak 

oluşturulan her { }nx : n∈ω  dizisi için { }nx : n x∈ ω ≻  olacak biçimde bir x X∈  

olduğundan 5.3. Lemma’ dan { }n nU V : n∩ ∈ ω  ailesi ( )n n
n

K U V
∈ω

′ = ∩∩  kümesi 

için bir tabandır. ( )n n 0
n

K A U V A K V A
∈ω

′ ∩ = ∩ ∩ ⊂ ∩ ∩ = ∅∩  olduğundan 

K A′∩ = ∅  dir. Her n∈ω  için bir n n nx U V A∈ ∩ ∩  seçelim. Şimdi 

{ }0 nK K x : n′= ∪ ∈ ω  kümesinin kompakt, 0A K∩  kümesinin de kapalı olmadığını 

görelim. { }nK x : n Hλ
λ∈ω

′ ∪ ∈ ω ⊂ ∪  olacak şekilde herhangi bir { }H :λ λ ∈ ω  açık 

örtüsünü alalım. { }n
I

K K x : n H λ
λ∈

′ ′⊂ ∪ ∈ ω ⊂ ∪  ve K ′  kümesi kompakt olduğundan 

J
K H λ

λ∈
′ ⊂ ∪  olacak şekilde sonlu bir J I⊂  alt kümesi vardır. 

J
K H λ

λ∈
′ ⊂ ∪  ,

J
H Xλ

λ∈
⊂∪  

açık ve { }n nU V : n∩ ∈ω  ailesi K ′  için bir komşuluklar tabanı olduğundan 

0 0n n
J

U V H λ
λ∈

∩ ⊂ ∪  olacak şekilde bir 0n ∈ω  vardır. Her 0n n>  için 
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0 0n n n n n
J

x U V U V H λ
λ∈

∈ ∩ ⊂ ∩ ⊂ ∪  olur. Böylece { }n 0
J

x : n n Hλ
λ∈

> ⊂ ∪  olur. 

{ }n
I

x : n Hλ
λ∈

∈ ω ⊂ ∪  olduğundan her 0n n≤  için 
nnx Hλ∈  olacak şekilde bir n Iλ ∈  

vardır. { }
0

i

n

n 0
i 1

x : n n Hλ
=

≤ ⊂ ∪  olduğundan 

{ } { } { } ( ) 0

i

n

0 n n 0 n 0
J i 1

K K x : n K x : n n x : n n H Hλ λ
λ∈ =

 ′ ′= ∪ ∈ ω = ∪ ≤ ∪ > ⊂ ∪  
 

∪ ∪  dir. 

Böylece { }0 nK K x : n′= ∪ ∈ ω  kümesinin kompakt olduğu görüldü. 

{ }( ) ( ) { }( )0 n nA K A K x : n A K A x : n′ ′∩ = ∩ ∪ ∈ ω = ∩ ∪ ∩ ∈ ω  ve K A′∩ = ∅  

olduğu için { }0 nA K A x : n∩ = ∩ ∈ω  dir. Her n∈ω  için n n nx U V A∈ ∩ ∩  

olduğundan her n∈ω  için nx A∈  dır. Buradan { }( ) { }n nA x : n x : n∩ ∈ω = ∈ ω  

olur. Böylece { }0 nA K x : n∩ = ∈ ω  kümesi kapalı değildir. Şöyle ki; 

{ }0 nA K x : n∩ = ∈ ω  kapalı küme olsun. K ′  kümesi kompakt, { }n nU V : n∩ ∈ ω  

ailesi K ′  için bir taban ve her  n∈ω  için n n n n nx U V A U V∈ ∩ ∩ ⊂ ∩  olduğundan 

5.17. Lemma’dan { }np x : n∈ ∈ ω  olacak biçimde bir p K′∈  vardır. { }nx : n∈ω  

kapalı küme olduğundan { } { }n nx : n x : n∈ ω = ∈ ω  olup { }np x : n∈ ∈ω  dir. Öyleyse 

0np x=  olacak biçimde bir 0n ∈ ω  vardır. 
0 0 0n n nx U V A∈ ∩ ∩  olduğundan 

0nx A∈  

dir. 
0np x K′= ∈  ve  

0nx A∈  olduğundan 
0nx K A′∈ ∩  dir. Bu durum K A′∩ = ∅  

olması ile çelişir. Bu çelişki { }0 nA K x : n∩ = ∈ ω  kümesini kapalı kabul 

etmemizden kaynaklanmaktadır. Böylece 0K  kompakt bir küme ve 0A K∩  kapalı 

olmadığından bizim aradığımız kompakt küme { }0 nK K x : n′= ∪ ∈ ω  kümesidir.■  
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