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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calsmada kullanilmy bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ilelikie

asagida sunulmstur.

Simgeler Aciklama

N Dogal sayilar kiimesi

Z Tam sayilar kimesi

R Reel sayilar kimesi

d(x,A) inf{d(x,y): yOA}

B, (x.€) d metggine gore x merkezle yaricapli agik yuvar
By (A, €) {x:d(x,A)<g}

A <B A, B’nin incelgidir.

= Gerektirme

g Yeterlilik

i

Ancak ve ancak

,& A kiimesinin igi

A A kimesinin kapasi

A A kiimesinin ygilma noktalarinin kiimesi
A° A kiimesinin timleyeni

ov V kiimesinin siniri

() Ik sayilabilir ordinal

|A| A kiimesinin kardinalitesi

8|A {on A 008}

306 {AnB:AD09,BOY}



1. GIRIS

Metrik uzaylar ilk olarak Fransiz Matematik¢i Maeei Fréchet tarafindan 1906
yilinda yayinlanan Sur quelques points du calcul fonctionneldli doktora tezinde
tanimlanarak literatiire girgtir. Fréchet’in bu tanimindan sonra metrik uzaylar
konusunda uzun yillar boyunca 6nemli gaalar yapilmg ve metriklenebilme

konusu zamanla daha ¢ok 6n plana c¢gkmi

1920’li yillardan itibaren birgcok metriklenebilmeriteri ortaya konmgtur. Bu
konuda ilk 6nemli gefime 1923 yilinda Rus Matematikciler Pavel Samuilbvic
Urysohn ve Pavel Sergeyevich Alexandrov tarafindpatlanan metriklenmebilme
teoremi olmuytur. ki yil sonra Urysohn, sayilabilir tabana sahip Héeenli uzayin

metriklenebilir oldgunu kanitlamgtir.

1944 yilinda parakompakiin tanimlanmasi ve 1951 yilinda birbirindenginasiz
olarak Bing, Nagata ve Smirnov tarafindan genelrikilehebilme teoreminin
ispatlanmasindan sonra metriklenebilme konusunda dak karakterizasyon
verilmistir. U¢ matematikginin teoremlerindeki farkliik Nata ve Smirnov’un
o —yerel sonlu tabani, Bing'iro —ayrik tabani kullanmasi olmgtwr. 1948 yilinda
Ingiliz Matematikgi Arthur Harold Stone yayinlgdi doktora tezinde her
metriklenebilir uzayin parakompakt uzay aidnu gostermstir. Bu dnemli kanit

Bing-Nagata-Smirnov Teoreminin esin kagnalmustur.

1970’li yillarin bgina kadar bu konuyla guasanlar M —uzay, p—-uzay ve

WA —uzay gibi metriklenebilme karakterizasyonu verm&dtanilan pek cok uzay
tanimlamglardir. Ayrica 1945 vyilinda Bka bir Rus Matematik¢i olan

V.E.Sndder’in G, —diagonale sahip kompakt uzaylarin metriklenebilidugunu
gostermesi  metriklenebilme  konusunda ;-Gliagonal  Ozellini iceren

metriklenebilme teoremlerin verilmesine énculik stm

Genellatirilmis metrik uzaylarin incelenmesi, metriklenebilen tioji uzaylarin



hangi yapilardan o6turd metriklenebilir olduklariagiga cikarmasi bakimindan

onemlidir.

Bu calsmada editorlgini K. Kunen ve J.E. Vaughan’nin yaptfHandbook of Set
Theoretic Topolody kitabinin G. Gruenhage tarafindan derlene@efieralized
Metric Space” adli onuncu béliumunun ilk G¢ alt bolumu, teoremmeispatlari
gengletilerek, okunmstur. Buna ilaveten A.V. Arhangel'skii - D.K. Burke

tarafindan 2006 yilinda yayinlanasgace with a regulaiG, —diagonal baslikli

makaleden de konumuzla ilgili olan bazi kisimlanslistir.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

2.1. Metrik, Metrik Uzaylar ve Diger Uzaylarlarla Tlgili Temel Tanim ve

Teoremler

2.1.1. Tanim

X #£0 olmak Uzere, hek,y,z[ X icin;

)] d(x,x)=0
i) d(x,y)=d(y,x)
i) d(x,z)< d(x,y)+ d(y,z

kosullarini sglayan d: XxX — R*0{0} fonksiyonuna X tzerinde pseudo-metrik
(sozde metrik) denir. Bu kallara ek olarak d fonksiyonu(x,y)=0=> x=y

kosulunu sglarsa, d fonksiyonuna X tzerinde bir metrik (%,d) ikilisine de bir

metrik uzay denirTanimlardan kolayca gorulegielizere her metrik ayni zamanda

sozde metriktir. Fakat bunun tersi @o desildir. Ornegin; X =R olsun.

x=(x,x,) ve y=(y,y,) olmak uzere x,yORxR igin d(x,y)=|X, =Y,
seklinde tanimhd :RxR - R*0{0 fonksiyonuR tizerinde sozde metriktir, fakat

metrik degildir.
2.1.2. Tanim

(X,T) bir topolojik uzay olsun. ger X tzerinde tanimh olan herhangi bir mgimi

Urettigi topoloji T topolojisine gitse X uzayina metriklenebilir topolojik uzay denir
2.1.3. Tanim

(X,T) bir topolojik uzay olsun. ger X tzerindet 0T ve (X,r*) metriklenebilir

olacak bicimde birt" topolojisi varsa (X,T) topolojik uzayina alt metriklenebilir



uzay denir.
2.1.4. Tanim

X,Y topolojik uzaylar olmak tzerd : X - Y fonksiyonu, surekli, kapal ve her

yaY igin f™ (y) OX alt kimesi kompakt ise f'ye mikemmel fonksiyon iden

2.1.5. Tanim

X,Y topolojik uzaylar olmak tzerd : X — Y fonksiyonu, sirekli, kapali ve her
yOY icin f*(y)OX alt kimesi sayilabilir kompakt ise fye hemen heme

mikemmel fonksiyon denir.
2.2. Ortii ve Ortii Ozellikleri Tle Tigili Temel Tanim ve Teoremler

2.2.1. Tanim

X bir kime olmak Gzered X'in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. ger X = U U ise
uss

9 ailesine X kiimesinin bir értisudir denirgdf 9 ailesi sayilabilir ised ailesine
sayllabilir 6rtl denir. Eer X bir topolojik uzay ved ailesinin tyeleri acik kiimeler

ise d ailesine acik 6rtl denir.
2.2.2. Tanim

X bir topolojik uzay, 9@ Xin alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Hex X igin
{V:Vv nU=#0V 08} kuimesi sonlu olacajekilde x'in acik bir U korgulugu varsa

0 ailesine yerel sonlu aile denir.



2.2.3. Tanim

X bir topolojik uzay @ X'in alt kimelerinin bir ailesi olsun. HexOX igin
{V:VvnU =0V 08} kiumesi en fazla bir elemanl olacgkilde x’in agik bir U

komsulugu varsad ailesine ayrik aile denir.

2.2.4. Tanim

9 ailesi X'in alt kimelerinin bir ailesi olsun. HerOX igin {U 09 :xOU} kiimesi

sonlu(sayilabilir) ised ailesine noktasal sonlu(noktasal sayilabilir) digmir.
2.2.5. Tanim

Sayilabilir sayida yerel sonlu(ayrik) ailenin bgitai olarak yazilabilen ailelere

o —yerel sonlu(ayrik) aile denir.
2.2.6. Tanim

9 ve ¢ bir X kiimesinin ortileri olsun. Her [3¢ icin SO U olacaksekilde bir
U039 varsa ¢ ailesine 9 ailesinin bir incesidir(refinement) denir ved <9

seklinde gosterilir.
2.2.7. Tanim

X bir kime, 9 X’in alt kimelerinin herhangi bir ailesi véA X olmak Uzere

WuDO8:AnU =0} kimesist(A8) ile gosterilir ve buna A kimesinin yildizi
adi verilir. xOX olmak uzerest({ 8) kumesist(x,8) ile gosterilir. st(x,9)
kimesine xOX elamaninin® igindeki yildizi denir. st(st{ x9) 8) = st( x9)

kiimesinest( x,9) kiimesinin yildizi denir.



2.2.8. Tanim

9 ve ¢ aileleri bir X kiimesinin 6rtuleri olmak Uzerges {st(x,d)) :xO X} <3 ise

¢ ailesined ailesinin yildiz incesi denir vé <" 9 seklinde gosterilir.

2.2.9. Tanim

9 ve ¢ aileleri bir X kiimesinin o6rtlleri olmak Uzergexr Gn H# [0 biciminde

olan her G,HJ]9 icin GOHOT olacak bicimde bir TI¢ varsad ailesine ¢

ailesinin diizenli incesi denir v&@ <t ¢ ile gosterilir.
2.2.10. Tanim

{8n : an} X’in acik ortulerinin bir dizisi olmak tUzere X'iher x elemani icin @r
{st(x8,) :nOa} ailesi x elemaninin bir kognluklar tabani is¢9, : nOo} dizisine

X i¢cin bir acilim(development) denir. Bir acgilimalsp olan topolojik uzaya

acllabilir(developable) uzay denir.
2.2.11. Tanim
Duzenli acilabilir uzaylara Moore uzay! denir.

2.2.12. Tanim
{(x,x) : xDX} O X xX kiumesine X kimesinin diagonali denir ¥eile gosterilir.

2.2.13. Tanim

X bir topolojik uzay ve AX olmak tGzere A kimesi, X uzayinin sayilabilir

sayidaki acik alt kimelerinin kgsni olarak yazilabiliyorsa A kimesine bir



G; —kiime denir.

2.2.14. Ornek

[0,]=n (O—% ,1+%j oldusundan[0,1] aralg R icinde bir G, —kiimedir.

nON

2.2.15. Tanim

X bir topolojik uzay olmak Uzere,ger X xX uzayinin kapali her alt kimesi bir

G; —kiime iseX xX uzayina miukemmel uzay denir.

2.2.16. Tanim

X topolojik uzayinin,A diagonali X xX uzayi iginde birG; —kime ise X uzay!

G, —diagonale sahiptir denir.

2.2.17. Tanim

X bir topolojik uzay olmak tzere, X'in acik Ortlieden olgan ve herx X igin

Nst(x8,)={% kosulunu sglayan {9,:nOw} dizisine X i¢in bir G, —dizisi

nCw

denir.
2.2.18. Tanim

X bir topolojik uzay olsun. X'in acik Ortllerindeolusan ve her xOX igin

Nst(x,9,)={¥ kosulunu sglayan {9,:n0w} dizisine X igin bir G, —dizisi

nCw

denir ve X uzayina dé&; —diagonale sahiptir denir.



2.2.19. Teorem
Her Moore UzayiG; - diagonale sahiptir.
Ispat

X Moore uzayr olsun. Oyleyse X icin b{®,:nOw} aciimi vardir.Simdi her

xOX icin Nst(x8,)={% oldugunu gorelim. Aksine N st(x,3,)#{% olacak
nCoo

ndw

bicimde bir xOX elemaninin var oldtunu kabul edelim.y #x olmak Uzere

yONst(x9,) olsun. X Moore uzayl oldwndan dizenli uzay, dolayisiyla

ndw
Hausdorff uzaydir.y # x olduundan xUJO,, ylO, ve O, n O, =0 olacak
sekilde O, ve O, agik kiimeleri vardirx 0O, , O, 0 X agik ve{st(x,9,) : nOw}

kiimesi x'in bir komguluklar tabani oldgundan st(x,Sno) O O, olacak bicimde bir

n, Jow vardir. yO N st(x,9,) oldugundan stt(x,ﬁno) dir. y0O, ve O, 0X

nCw
aclk oldlgundanst(x,ﬂno) n Q,#0 dir. Diger taraftanst(x,{)no) O O, oldugundan

O, n O, 20 olur ki, bu durumO, n O, =00 olmasi ile ¢elir. Sonug olarak her

xOX igin Nst(x,9,)={% oldugundan X uzayG; —diagonale sahiptia

ndw

2.2.20. Tanim
X bir topolojik uzay veA [1X olmak Uzere, ger A kiimesi, A kiimesini kapsayan

sayllabilir sayidaki acik alt kiimenin kapgarinin kesgimi olarak yazilabiliyorsa A

kiimesine duzenl; —kime denir.

2.2.21. Tanim

X bir topolojik uzay olmak tzere, X uzayinin herlkagrtistnun yerel sonlu bir agik



incesi varsa X uzayina parakompakt uzay denir.

2.2.22. Tanim

X bir T, topolojik uzay olsun. X’in kapali alt kimelerinirer ayrlk{Ki o DI} ailesi
icin K, OV, vei#j icin V,nV,=0 olacak bicimde X'in bi{V;:i O} agik alt

kimeler ailesi bulunabiliyorsa X uzayinagysal-normal(collectionwise-normal)

uzay denir.
2.2.23. Tanim

X bir topolojik uzay olsun. HerK 0 X kapali kimesi ve hex K icin eger
f(K)=0 ve f(x)=1 olacak bigcimde birf : X - [0,1] stirekli fonksiyonu varsa X

uzayina tamamen duzenli(completely regular) uzayrde
2.2.24. Tanim

X bir topolojik uzay olsun. ger X uzayinin her acik ortustinim—ayrik kapali

incesi varsa, ya da buna denk olarak X'in peacik ortisu icin X'in agik ortulerinin
oyle bir {9, :nOw} dizisi var ve herx X icin st(x,ﬁno) 0 U, olacaksekilde bir

n, Jw ve birU,0¢ bulunabiliyorsa X uzayina subparakompakt uzayrdeni
2.2.25. Tanim

X bir topolojik uzay olmak tzere X'in hep agik ortisi igind, < ¢ olacaksekilde
bir {9, :n0Ow} acik ortiler dizisi var dyleki hek DX igin {V: x OV ve VDSnO}
kiimesi sonlu olacakekilde bir n,Jw bulunabiliyorsa X uzayina submetakompakt

uzay denir. Bu bicimdekid, : nOo} acik értiler dizisinep 'nin bir 8- incesi denir.
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2.2.26. Tanim

X bir topolojik uzay ve{xA A D/\} X icinde bir & olsun. p0X olmak tzere, ger
p’nin her U komulugu ve herAOA igin x;0JU olacak bicimde birA <4 varsa
p'ye {XAZ)\D/\} aginin bir dgme noktasi(cluster point) denir ve bu durum

{x, :AOA} > p seklinde gosterilir.
2.2.27. Tanim

X bir topolojik uzay olmak tzeréd X'in bostan farkh bir alt kimesi olsunp [ X
olmak tzere p’nin her U kogalugu icin A n (U\{p}) #[0 ise p'ye A kimesinin bir

yigilma noktasi denir vep [ A seklinde gdosterilir.

2.2.28. Teorem

dir.

Ispat

{x,:n0a} 0X ve pO{x,:n0d olsun. pOfx, :nCd} oldusundan pnin her U agik
komsulugu icin {x, :nOw} n (U{p}) 20 dir. X T, -uzay oldgundan p’'nin her U
aclk komgulugu icin {xn:an}m(U\{p}) kimesinde sonsuz coklukta eleman
vardir. Soyleki p’nin bir U, komsulugu igin {xn:an}m (UO\{p}) sonlu olsun.
{x,:n0a}n (U, \{p}) sonlu ve XT, -uzay oldgundan{x,:nC«}n (U,\{p})
kiimesi kapalidir. Oyleys{{xn:an}n (UO\{p})]Cm U, kiimesi p'nin bir agik

komsulugudur.
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([{Xn:an}n(Uo\{@)]em UO)\{F})¢D
dir. Halbuki{x, : nOc} n (([{xn O} n (U 3)] n Uo) { ;}) =0 dir. Boylece

{xn:an}m(U\{p}) sonsuz elemanhdir. Boylelikle henlw i¢in n,>n ve

pO{x, : o} oldusundan{x, : nOu} n

x,, OU olacaksekilde bir n, Jw vardir. Buradan{x, :nO} > p olur.m

2.2.29. Lemma

X uzayinin kompakt olmasi icin gerekli ve yeterbsil X icindeki her &mn bir

desme noktasinin var olmasidir.

Ispat

=: X bir kompakt uzay vex, :AO0 OX bir a olsun. K, ={x, :A =8} olsun.

520 igin F={x A28 0{x,:Az0}=F olduundan {F:80A} ailesi

(¢

azalandlr.{Fa:ESD D} ailesi sonlu arakesit 6zedllne sahiptir. Clnkid sonlu bir

X kompakt uzay oldgundan kapali kiimelerden gan sonlu arakesit 0zeilne

sahip her ailenin arakesiti gtan farklidir. OyleyseN F, # 0 dir. O haldepO N F,
AOO

AOO

olacak bigimde birpO X vardir. Simdi {x, :AOC} = p oldugunu gérelim. Aksine
{x,:AO0 ~ p olsun. Béylece heh =), igin x, OU olacaksekilde bir A, 00 ve

p'nin bir U acik komgulugu vardir. O halde{x, : A=A} n U=0 dir. Buradan
pO{x, :A=A,} =F_ oluppd F elde edilir. Bu ise bir gejkidir. Boylelikle her
ACO

{x, :AO00 OX aginin bir dgme noktasi vardir.

O: Xigindeki her @in bir d&gme noktasi var olsunr kapali kimelerden ofan
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sonlu arakesit 6zefline sahip bir aile olsun§imdi N #O oldugunu gorelim.

D={)\:)\D<Fve)\ sonll,} kimesi Uzerinde< bantisini sdyle tanimlayalim.

-

A={F.F,....5}00 ve 0={E,E2,. F}DD olmak lizereA<go - ﬂE ONF
i=1 i=1

olsun.simdi (0,<)’in yénlendirilmis kime oldgunu gorelim.

D1) Her A O icin A <A oldugu aciktir.

D2) A<0o ve 0<8 ise A<6 dir. Bunu ispatlamak igiih ={F,,F,,....,E},

~ ~ o~ m k
oz{Fleﬁ} ve ez{Fl,Fz,....,E} olsun. A <o oldugundan DlFi ONF dir.

i
i=1

0< 6 oldugundan _ﬂ F O ﬂ F dir. Buradan_ﬂ F O ﬂ F elde edilir. O halde <8

=1 =1
olur.
D3) AOO ve 800 ise A <0 ve < o olacaksekilde bir o L1L] elemaninin

var oldigunu gorelim. c=A006 alallm. Bu durumdaA<oc ve 6<0 olur.

Boylelikle (0,<) bir yonlendiriimi kime olur. # sonlu arakesit 6zeffine sahip
oldugundan herA 0O igin NA ={F:FOA} 20 dir. Oyleyse herA 0O igin bir
x, ONA segebiliriz. Hipotezdedx, : A0} aginin X iginde bir x dgme noktas!
vardir. Bunun icin XIN# oldugunu goérelim. I oldugunu kabul edelim. O
zamanx OF, olacak bicimde birk, OF vardir.{R} =, denilirse A\, 00 dir. Ote
yandan {x, :A00} =x, xOR°, F°OX agik ve A\,00 oldusundan x, OF,°
olacak bicimde biro 2 A, vardir. Bu durumddlo O A, olup No O F, dir. Boylece
X, O0No OF, oldusundan x,OF, olur ki bu durumx, OF° olmasi ile ¢elir.

Oyleyse kabuliimiiz yagliolup xONF dir. Boylece kapali kiimelerden gan ve
sonlu arakesit 6zefline sahip olan herr ailesi icin ¢ #0 olup X kompakt

uzaydirm

2.2.30. Tanim

X bir topolojik uzay veC 0 X olsun. Ber CninC=A0B ve An B=AnB=0
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olacak bicimde bp olmayan A ve B alt kiimeleri bulunamiyorsa C’'yeglaatih
kime denir. Ayrica C l@antil bir kime olmak UzereCOAUOB ve

AnB=AnB =0 iseCOA veyaC O B oldusu kolaylikla goriilebilir.

2.2.31. Tanim

X bir topolojik uzay olsun. ger herx X i¢in X’'in U kompakt olacak bicimde bir

U komsulugu varsa X uzayina yerel kompakt uzay denir.
2.2.32. Tanim

X topolojik uzayinin her x elamani ve Xxin her U ilagkomsulugu igin

XD&D CO U olacak bicimde birC baglantih kiimesi varsa X uzayina yerel

baglantili uzay denir.
2.3. Kimeler Kurami ile ilgili Temel Tanim ve Teorenler
2.3.1. Tanim

X bir kime ve" <" X lizerinde bir bginti olsun. Ber " <" bagintisi

)] X<y vey<z isex<z dir,
i) X<y isey X x dir,
i) X#y isex<y veyay<x dir.

Ozelliklerini sa&liyorsa " <" bagintisina X lzerinde bir lineer (gausal) siralama

bagintisi, (X, <) ikilisine de dgrusal sirali bir kime denir.

(X,<) dogrusal sirali bir kime olmak lizergge X'in bostan farkli tim alt

kimelerinin bu siralamaya gore bir en kicik elemansa bu dgrusal siralamaya

iyi siralama, X kiimesine de iyi siralargnbir kiime denir.
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2.3.2. Tanim

X bir kime olmak Uzereger "x OX =x 0OX ve x # X" kosulu gercekleniyorsa X

kiimesine gegli kime denir.

2.3.3. Tanim

Eleman olma' 0" bagintisina gore iyi siralansX geckli kiimesine bir ordinal sayi

denir. Bu tanima gore bt kiimesine

)] a kdmesinin tim elemanlari kiimedir,
i) BOa iseB0a veB#a dir,
i) "[0" baintisi a kiimesinde bir iyi siralamadir,

kosullarini gerceklerse bir ordinal sayr denitk sonsuz ordinal sayl'w', ilk

sayllamaz ordinal sayiw," ile gosterilir.

2.3.4. Tanim

X iyi siralanmg bir kime olmak Uzere hexOX igin {yOX:y<x}=1(x)

kiimesine bgangic aralgi(initial segment) denir.
2.3.5. TeoremSonlu Otesi Tiimevariftkes)

X iyi sirali bir kime veY OX olsun. HerxOX igin "I (x)OY =x OY" olmasl

icin gerekli ve yeterli kgul Y =X olmasidir.
Ispat
O: Teoremin bu kismi aciktir.

=1 X iyi sirali bir kiime veY OX olsun. HerxOX i¢in 1(x) OY olmasixOY
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olmasini gerektirsin fakaty =X olmasin. O zaman X\¥ O olup X iyi sirali

oldugundan X\Y kiimesinin birx, en kiiciik elemani vardir. Oyleysd¢x,) 0Y

olup hipotezdenx, Y dir. Bu durumx,0X\Y olmasi ile ¢eliir. O haldeY =X

dir.m

Yukaridaki teoremgdyle de ifade edilebilir.

X iyi sirali bir kime olmak Uzer{eP(x) - xO X} onermelerin bir kimesi olsunger,
) P(0) dogru (0 X'in en kuigiik elemant)
) Her xOX igin "her a < x icin {a) iken B X oluyor

ise x igin P(x) dir.

Kime teori ile ilgili tanim ve kavramlar i¢in “Kunler Teorisine Gig” adli kitaba
basvurulabilir[1].

2.4. Monoton Normal Uzaylar ve D@rusal Sirali Uzaylar

2.4.1. Tanim

(X,<) tam sirali bir kiime véA O X olmak tizere ger p < g seklinde olan her

p,q0d A icin {xOX:p<x<q} OA oluyorsa A kiimesine X'in konveks bir alt

kiimesi denir.

2.4.2. Tanim

(X,<) tam sirali bir kime ve x,yOX olmak (izere x<y olsun.
(x,-)={z0X:x<z}, (<,x)={zO0X:z<x} ve (x,y)={zOX:x<z<y}

kimelerine agik araliklar,[x, - )={zOX:x<2}, (<,x]={zOX:z<sx ve
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[x,y] :{ZDX:xszs y} kiimelerine de araliklar denir. X kimesinin butigika
araliklarindan olgan aile topoloji tabani olma 6zelliklerini @ar ve bu ailenin

Urettigi topolojiye dg@rusal sirali topoloji denir. Bu topoloj‘r(s) ile gosterilir ve

(X,=,1(<)) uclusiine dgrusal sirali topolojik uzay denir.

2.4.3. Tanim

X bir Hausdorff uzay olmak tuzerge X'in her x elemani ve x'i igeren her U acik
alt kiimesi icin 6yle bilG(x,U) agcik alt kiimesi varsa ve

i) xOG(x,U)0 U,

i) x,yOX, UvOX acik ve xOU, yOV olmak uzere
G(x,U)n G(y,V) 20 olmasixOV veyayOU olmasini gerektirir,

kosullari sa&laniyorsa X topolojik uzayina monoton normal uzayid

Bu bélimde yer almayan temel tanim ve teoremler Ri Engelking'in General

Topology ve J. Dugunji’'nin “Topology kitaplarina bakilabilir.
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3. TEMEL METR iKLENEB iLME TEOREMLER I, MOORE UZAYLARI VE
TEMEL ORTU OZELL iKLER1

Simdi bazi 6zel keullara sahip acik ortulerin ojturdugu acik ortiler dizisini
kullanarak bazi genel#riimis metriklenebilme teoremlerinin ispatini verelim.
Oncelikle ¢ok iyi bilinen Bing — Nagata — Smirnoetriklenebilme teoremini ifade
edelim. U¢ matematikci bu teoremi birbirindenglvasiz olarak kanitlangiardir.
Bing teoremic —ayrik taban icin kanitlarken Nagata ve Smirnovdseyerel sonlu

taban icin kanitlanglardir.
3.1. Uyari

Bu ¢alsmada aksi belirtiimedikge tim uzaylar dizenli uzayl, —uzay alinacaktir.

X uzayinin bir agik ortiiler dizis{¢,:nOc} olsun. HernOw igin 9, =00,

seklinde tanimlanagd, : nO o} dizisi hernDw icin 9,,, <9, kosulunu sglar.

3.2. Teorem

X dizenli uzayinin metriklenebilir olmasi icin gklieve yeterli kaul X'in o —yerel

sonlu (o —ayrik) tabana sahip olmasidir[2-4].
3.3. Lemma

Her Moore uzayi subparakompakt uzaydir.
Ispat

X bir Moore uzayi olsund X'in herhangi bir agik ortist olsun. X Moore uzayi

oldusundan X igin bir {8,:nOw} aciimi vardir. Oyleyse hexJX igin

{st(x,ﬁn) :an} X icin bir konguluklar tabanidir.x X olsun. 8 X'in bir agik
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ortust oldgundan xJU, olacak bigcimde bild, 09 vardir. xOU,,U, O X agik
ve {st(x,ﬁn) :an} X igin bir kompuluklar tabani oldgundan st(x,{}no)D U,

olacak bigcimde bir n,Ow vardir. BoOylece 2.2.24. Tanim’dan X uzayl

subparakompakt uzaycar.
3.4. Teorem

X uzayinin metriklenebilir olmasi icin gerekli veterli kagsul X uzayinin yginsal-

normal Moore uzayi olmasidir[2].
Ispat

=: X uzayl metriklenebilir uzay olsun. X uzayl metekebilir uzay oldgundan
parakompakt uzaydir[5]Simdi parakompakt X uzayinin §nsal-normal uzay

oldugunu gorelim. HeA O icin F, O X kapali olmak tzer¢F, :A 1} ailesi ayrik
bir aile olsun. O zaman herOX igin [A0I:G, nF, #0}{<1 ve xOG, olacak
sekilde bir G, X agik kiumesi vardir. X uzayl duzenli uzay didadan
xOH, OH, OG, olacaksekilde bir H, 0 X agik alt kiimesi vardir. Buradan X igin
7—[={HX:XDX} aclk ortusu elde edilir. X uzayl parakompakt uzdgugundan
W <H olacak sekilde yerel sonlu birw agik oOrtust vardir. HerA Ol igin
V, = (U{V_V:W Ow,WnF =0 })C olsun. HerA O1 icin F, OV, oldugu agiktir.v/
ailesi yerel sonlu ve yerel sonlu aileler kagamoruduysundan herA Ol igin V,
X’in bir acik alt kimesidirSimdi {VA A DI} ailesinin ayrik aile oldgunu gorelim.
xOX olsun. ¥, X icin bir orti oldgundan xOW, olacaksekilde bir W, OwW
vardir. Bu durumda [AO1:W, nV, #0}{<1 dir. Bunu kanitlamak igin
‘{)\ OW,nV, # D}‘ >1 oldwunu kabul edelim. Oyleyse W,nV, #0,

WonV, #0 ve A, #A, olacak sekilde A, A, 0I vardir. WonV, #0 ve
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W, nV, #0 oldugundan W, n R, #20 ve W, n F,#0 olur. Diger taraftan
W <# oldugundan W, 0H,  olacak sekilde bir yOX vardir. O zaman
W,0H,0G, dir. W,nF,_#0 ve W,0G, oldugundan G, n F_#0 dir.
W,nF, #0 ve W, 0G, oldugundanG, n F,_#0 dir. Bu durum hexOX icin
{AD1:G, nF 20} <1 olmasi ile geliir. O halde{V,:AO1} ailesi ayrik bir

ailedir.

0:X yiginsal normal Moore uzay! olsun. X Moore uzayl @aoudan X icin bir
{8,:n0c} aciimi vardir. 3.3. Lemma’dan X subparakompalkdyualup hern 0w
icin 9, acik ortisinino —ayrik kapall bir#, incesi vardir. HemUOw igin,

o —ayrik kapall oldgundan, hem,mUw icin &, kapal ayrik bir aile olmak tzere

F = U &, bicimindedir. X yginsal normal uzay oldundan X'in acik alt

mOw

kiimelerinin oyle bir ayrll{UF ; FDTm”} ailesi vardir ki; he=0, icin FO U dir.

Ayni zamanda henUOw icin # <3, oldugundan herFO%, i¢cin FO V. olacak
bicimde bir V.08, vardir. Her FOF, icin V. nU_.=B. olmak uzere
By :{BF: FDTn’}} ailesinin acik kimelerden alan ayrik bir aile oldgunu gérmek
kolaydir. Simdi (B=U{(Br’;:m,an} ailesinin X uzay! icin bir taban olgunu

gorelim. xOX, UOX agik olmak izerex DU olsun.{9, :nOw} X icin bir agilim
oldugundan {st(x,ﬂn) :an} ailesi x icin bir korguluklar tabani olup
st(x,ﬁno) [ U olacak bigcimde birn, Dw vardir. & X igin bir értu oldgundan

xOF olacak bicimde birFO#, vardir. # = U 7 oldusundan FOFy? olacak

mOw

bicimde bir myOw vardir. FOU. ve FUO V. oldugundan FUO B. dir. Ayni
zamandax V. ve V.9, oldusundanV, Dst(x,ﬁno) olup V. OU dur. Boylece

xOFOB-OV.OU olup xOB.OU olacak bicimde bir B.U®



20

bulunabilecginden @ ailesi X uzay! i¢in bir tabands.
3.5. Tanim Temel Sistein

{{)n : nDco} dizisi X topolojik uzayinin acik orttlerinin birizisi olsun. Eer, her
xOX ve xin her V agik komsulugu icin st(U,8,,) O V olacak bicimde bimUw
ve x'in bir U acik korgulugu varsa{®,:nOw} dizisine X'in agik ortiilerinin bir

Temel Sistemi denir[6].
Simdi Moore metriklenebilme teoremini verelim.
3.6. TeoremNloore Metriklenebilme Teoreini

X bir T, —uzay olsun. X uzayinin metriklenebilir olmasi igarekli ve yeterli kgul

X’in bir temel sisteme sahip olmasidir[7].
Ispat

- 1 . ,
=: Her nUw igin 9, ={B(X,EJZXDX} olmak tizere{9,:nOw} X metrik
uzayi icin bir temel sistemdir. Bunu ispatlamaknigi0X ve U 0 X acik olmak

uzere xJU olsun. UOX acik ve X metriklenebilir oldgundan B(x,ikj gu
2

olacak bicimde bir Klw vardir. B(x,%)zv olsun. Simdi st(V,9,,,) 0 U
1F

oldugunu gorelim. yOst(V,9,,,) olsun. O zaman yDB(z 1) ve

! 2k+2

B(z,zk—lﬂj n V #£ 0 olacak bicimde bizO X vardir.q0 B(z ij n V olsun.
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olup d(x,y)<2—:t dir. O halde yDB(x,Z—lkj dir.  Boylece

st(V,9,.,) O B(x,z—lij U olup st(V.9,,,)0U dir. O halde{s,:nOc} bir

temel sistemdir.

0:{9,:n0} Xin agik ortillerinin bir temel sistemi olsun. Gaigi bozmadan

9,,, <9, olacaksekilde alabiliriz. Simdi X'in Moore uzay oldgunu gérelim. Bu

n+l
amacla oncelikle hex 01X icin {stz(x,ﬁn) :an} ailesinin x icin bir komnguluklar
tabani oldgunu gorelim.U [0 X acik kiime olmak Uzerg[JU olsun. Bu durumda
st(V,Sno) O U olacak bigimde x’in acik bir V agik kagalugu ve birn, Jw vardir.
xOV ve V acik kiime oldgundan,st( H,ﬁnl) 0V ve xOH olacaksekilde bir H
aclk kimesi ve bin, Jw vardir. ny + n, = m olsun.m>n, ve m>n, oldugundan
9,<9, ve 8, <9, dir. Bu durumdast(H,8,)0 st( H;Snl)D V olur. Ayrica
st(x,9,,) O s HP,) olduzundanst(x.9,) 0 V ve st(s x9,) 8,) 0 s{ V9,)
olur. st(Vv,9,)0 st( V,SnO)D U olduundan st(st x9,)#8,)0 V olur.

st(x9,)=s{s{ x9,) 9,)0 L olduundan {st'(x9,):nO«} kimesi x

elemaninin bir koguluklar tabani olur.Simdi st(x,9,) 0 st( x2,) oldugunu
gorelim. y Ost(x,8,) olsun. y'nin her N koulugu igin N n st(x,8,)#0 dir. 9,
X'in acik ortlst oldgu icin yOV, olacaksekilde bir V, 9, vardir. V, y'nin
komsulugu oldusu icin V, nst(x,9,)#0 dir.

st(x9,)=U{A:Anst(x9,)#0,A09,} olduundan V, Ost’(x,9,) olur.
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yOst’(x,9,) oldusundanst(x,8,) 0 st( x9,) olur. Sonug olarak xin her U agik

komsulugu igin stz(x,ﬁno)DU olacak sekilde bir n,0w var ve

st(x,ﬂnO)Dst(xﬁno)D sf(xano)D L oldugundan X duzenli uzaydir ve

{st(x9,) :n0a} kimesi x elemaninin bir komluklar tabani olup X Moore

uzayidir. Simdi X uzayinin yginsal normal oldgunu gérelim. X duzenli ve

T, —uzay oldgundan T, —uzaydir. # X'in kapali alt kiimelerinin ayrik bir ailesi
olsun. FOF ve xOF olsun. F  allesi ayrik  oldgundan

({HOF:H2F)n U, =0 olacak bicimde xin birU, acik komulugu vardir.
{s(x9,):n0c} ailesi x igin bir konguluklar tabani oldgundan
stz(x,ﬁn(x)) 0 U, olacak bicimde bir n(xX)w vardir. XLDJFst(x,{)n(x)) = U denilirse
FOU. ve H#F bicimindeki her H,FE1F icin U.nU, =0 dir. Gergekten
H,FOF olmak tzereH#F ve pOU.n U, olsun. C")yleysestt( x,Sn(x)) ve
stt( y,ﬁn(y)) olacak bicimdex OF ve yOH vardir. n(x) < n(y) oldusunu kabul
edelim. Bu durumdaﬁn(y) <8n(x) olup st( y,Sn(y)) O st( yﬁn(x)) dir. Oyleyse
stt( y,ﬁn(x)) olup pOU ve yOU olacak bicimde birU Den(x) vardir. Ayni
zamandastt( x,ﬁn(x)) oldugundan st(x,ﬁn(x))n Uz0O olup U Dstz(x,ﬁn(x))

dir. Oyleyse sttz(x,Sn(x)) olur. Ancak yOH ve H#F oldusundan
yO(U{HOF:H#F})nst(x9,,) olur ki bu ({HOF:H#HA)n U, =0

olmasi ile ¢ekir. Boylece herFOF i¢in FO U, ve {UF : FDT} ikiser ikiser ayrik

aclk kimelerin bir ailesi oldiundan X yginsal normal uzaydir. Boylece 3.4.

Teorem’den X metriklenebilir uzayosr.

3.7. Lemma

X bir kiime, & ve ¢ X'in alt kiimelerinin birer ailesi ved <® ¢ ise herxdX igin
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st (x,9) O s xp) dir.
Ispat

yOst(x,9) olsun. Bu durumdayOA ve Anst(x,8)#0 olacak bicimde bir
AO9 vardir. A nst(x,9) 20 oldugundanxOA’ ve A'n Az olacak bicimde
bir A'O8 vardir. A/A0Y, A'nAz0 ve 3<"¢ oldusundan AOA'0OB
olacak bigimde bir Bl¢ vardir.{x,y} O AOA'OB oldusundany Ost(x,p) olup
st(x,9) O s x¢) dir.m

Simdi Moore metriklenebilme teoremin basit bir sonumlan Alexandrov-Urysohn

metriklenebilme teoremininin ispatini verelim.
3.8. TeoremAlexandrov-Urysohn Metriklenebilme Teorgmi

Bir X T,-uzayinin metriklenebilir olmasi icin gerekli ve gdt kosul X'in

9., <" 9, olacak bigimde bif8, : nOw} acilimina sahip olmasidir[8].

n+l
Ispat

=: X uzayl metriklenebilir uzay olsun. X uzayindaketrik d : XxX - R* D{O}
olsun. Her nOw igin 9, ={B(x,2—1nj: xDX} olsun. Simdi (9,)acik ortiiler

dizisinin X i¢in bir acilim oldgunu gorelim. Bu amagla X'in her x elemani igin

{st(x,ﬁn) :an} ailesinin x'in bir konguluklar tabani oldgunu gérelim.xOX ve

U DX acik kime olmak tizerg DU olsun. O zamarB(x,e) 0 U olacak bigimde

bir €>0 sayisi vardlr.2—%0<s olacak sekilde bir n,Cw vardir. Buradan
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B(X,Z—:!;OJDB(X,E) dir.  Simdi st(x,8n0+1)D B(x,z—%oj oldugunu  gorelim.

zDst( x,8n0+l) olsun. st(x,ﬂnoﬂ) kiimesinin tanimindarx,z[] B(y, nlﬂj olacak

2n0+1 ve d(y,Z)< 2n0+1 dlr

sekilde B(y,%)DSWl vardir. O zamand(X,y) <

d(x2) < d(xy)+ d .3 < Znoﬂ 27%1 2—}b oldusundanz B(x zij elde edili.

Buradan (x 9, +1) (xz—%oj ve B(x, 2%0 j 0B(x,)  oldugundan

st(x9,,..) 0 B(x£) 0 U olur. Bu durum{st(x.9,) :n0c} ailesinin xin bir

komsuluklar tabani oldgunu gosterir. Dolayisiyld9, ) acik ortiiler dizisi X igin bir

acilimdir,
Simdi  9,,,<°9, olduwunu gorelim. Gy HtO  olacak sekilde
1 1
G=B| X,z |U9,, ve H=B|Y,—x i 09, elemanlarini alalim.
2
B(X,Z}ﬂj N B( Zi“”ji O oldugundan z[ B(X,Z}ﬂj N B(y,znlﬂj olacak
bicimde bir zOX vardir. Kolaylikla gorulebilirki
1 1 1
B( “+1JD B(y jD B(z—j dir. 9, ’nin tanimindary = B(z —jDS dir.
2 2" 2" 2"

0: X uzayinin hernJw igin 9,,, <" 9, olacak bicimde bir{ﬁn : nDoo} acihmi
var olsun. Bu acihmin X uzay icin bir temel smsteoldusunu gorecgiz. 3.7.
Lemma’dan hem Dw igin st(x,9,,,) 0 st x8,) dir.

Simdi her xOX ve x'in her U ac¢ik kogulugu icin st(V,Sm) 0 U olacaksekilde
x'in bir V acgik konsulugunun ve birmw sayisinin var oldgunu gorelim.x 00X

ve UOX aclk olmak tGzerex(JU olsun. (ﬁn) X icin bir acilim oldgundan

st(x,SnO) 0 U olacaksekilde bir n,Ow vardir. st(x8,,,) 0 s{ x8,) oldusundan
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stz(x,ﬁnoﬂ) O st( X79n0) O U olur. stz(x,ﬂnoﬂ) = st( s( xﬁno+1) 8rb+1) O L dr.
xDst(x,8n0+l) olup V :st(x,ﬁnoﬂ) denilirse st(V,Snoﬂ) 0 U elde edilir. Boylece

{ﬁn:nDoo} X uzay! icin bir temel sistem olup 3.6. Teorem’def uzayi

metriklenebilirdirm
3.9. Sonug

X uzayinin metriklenebilir olmasi igin gerekli veeterli kasul X'in 9,,, < 9,

kosulunu sglayan bir(ﬁn) acthminin var olmasidir.
Ispat

=: X uzayl metriklenebilir uzay olsun. X uzayindaketmk d:XxX - R* D{O}

olsun.
Her nOw Sn:{B(x,z—lnj: xDX} ortiiler dizisini alirsak {st(x;8,), n0«}
kiimesi x elemaninin bir kapaluklar tabani oldgundan, (8,) dizisi bir acilimdir.

Simdi 9,,,<" 9, oldugunu gorelim. Bunun igin X'in her x elemanina kak

st(x,8n+1)D V olacak sekilde bir V9, var oldgunu gostermek yeterlidir.

stt(x,Sn+l) olsun. O zamarx,y ] B(z,%j olacaksekilde bir B(z,%jmﬁnﬂ

vardir. Boylece d(x,2) < 2’:‘L+l ve d(y,2)< ;ﬂ olur. d(x,y)<d(x,z)+ d(z,y
. 1 1 1 . 1
oldugundand(x,y) < d(x,2) + d Z’9<F+2_n+l = di. BuradanyDB(x,Fj

olur. V = B(x,z—lnj alirsakst(x,9,,,) 0 V= B(x,z—lnj olur. O halded,,, <" 9, dir.

0: (9,), 9,.< 9, kosulunu sglayan X'in bir agiimi olsun.U,v0O39,,, ve
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UnV DO olsun. UnV £ oldusundan zOUn V olacak sekilde bir z[OX
vardir. 9,,,<" 9, oldugu igin st(z#9,,,)0 G olacak sekilde bir GO39, vardir.

zOU ve UO9Y,,, oldwundan UOst(z®,,) 0 G dir. Benzer bicimde
V Ost(z9,,,) 0 G dir. UOGve VOG oldugundan UOV OG olur. Boylece

8, <" 9,,, olup 3.8. Teorem’den X uzayi metriklenebilirair.
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4. G, -DIAGONALLER VE ALT METR IKLENEB iLiR UZAYLAR

Bu bdlimde daha cok metriklenebilir ve acilabilizaylari karakterize eden
teoremler ifade edilip ispatlanacaktir. Bu toeramlg€ogunda basit bir 6zellik olarak

One ¢ikanG, —diagonal 6zelli kullanilacaktir.

Genellatirilmis metrik uzaylarin siniflandiriimasi icin  oldukca yd@li olan

G; —diagonale sahip uzaylari karakterize eden teoreemmeden Once Kkolayca

ispatlanabilen gagidaki iki lemmayi ifade edip ispatlayalim.
4.1. Lemma

X topolojik uzayinin Hausdorff olmasi icin gerekle yeterli kgul A [0 X xX

kimesinin kapali olmasidir.
Ispat

=:X uzayl Hausdorff uzay olsun(x,y)JA° olsun. O zamarx # ydir. X uzay!
Hausdorff oldgundan U nV =0 olacaksekilde xOUOX ve yOV OX acgik
kimeleri vardir. BuradanU xV OX xX acik kimedir. UnV =0 oldugundan
(UxV)nA=0 olup (x,y)OUxVOA® dir. Boylece A° acik olup A kapali

kiimedir.

O: AOXxX kumesi kapali olsunx #y olacaksekilde x,y[1X olsun.x#y

oldugundan (x,y) JA° dir. A° kimesi agik oldgundan(x,y)OUxV OA° olacak
bicimde U X ve V OX acik kimeleri vardir. Sonug olarak#y olmak tzere
X, yX noktalarinin UnV =0 olacak sekilde xOUOXve yOV OX agik

komsuluklari var oldgu icin X uzayl Hausdorff uzayds.
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4.2. Lemma

X topolojik uzayr Hausdorff veX xX mikemmel uzay ise XG;-diagonale

sahiptir.
Ispat

X xX mikemmel oldgundan X xX 'nin kapall her alt kiimesi biG; —ktumedir. X

uzayl Hausdorff oldgundan 4.1. Lemma’ya goréd diagonali X xX iginde
kapalidir. A kapali oldgundan G; —kumedir. Boylece X uzayiG, —diagonale

sahiptirm
4.3. Lemma

Bir X uzayinin G; —diagonale sahip olmasi icin gerekli ve yeterlsiloX icin bir

{8,:n0w} G,-diagonal dizisinin var olmasidir.

Ispat

=: X uzayl G;-diagonale sahip olsun. Bu durumda haflw igin U,

U, OXxX acik kime olmak tzereA= (U, dir. Her nOw i¢cin AOU,

ndw

oldugundan X'in her x noktasi ve henUw igin (x,x)0JU, dir. U ’ler agik
kiimeler olduklarindan X'in her x noktasi ve hetlw icin g(n,x)x g(n,x)d U,
olacaksekilde x’in bir g(n,x) acik kongulugu vardir. Cunku; X'in her x noktasi icin
(x,y)OU(n,x)xV(n,x)0 U, olacak bigimde xin U(n,x) ve V(n,x) acik
komsuluklari vardir. U(n,x) ve V(n,x) Xin ac¢ik konsuluklari olduklarindan
U(n,x)n V(n,x) de Xin acik komgulugudur. g(n,x)= U(n,x)n V(n,x) olarak
alirsak g(n,x)0d U(n,x) ve g(n,x)0 V(n,x) olur. Boylece
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g(nx)xg(n,XY0 UnNx (nR0 Y olur. Her nUw igin
9, ={g(n,x):x0X} olsun. Simdi her xOX igin Nst(x9,)={¥ oldugunu

nCw

gorelim. Her nlw icin stt(x,ﬁn) olsun. O zaman hernlw i¢in
{x,y}Dg(n,zn) olacak sekilde bir z OX vardir. Buradan hernlw igin
(x,y)Og(n,z)xd nz)O Y olur. Her nOw icin (x,y)OU, oldusundan
(X'y)DanU” =A olur. Boylecex =y olur. Sonu¢ olarak(d,) dizisi X igin bir

G, —diagonal dizisidir.

0: {9,:n0c} X igin bir G,-diagonal dizisi olsun. HernOw icin
U,=U{GxG:GO9,} olsun. HernOw icin 9, ailesi X igin bir értii oldgundan

ADONU, olur. (x,y)dN U, olsun. HernUw i¢in (x,y)JU, olup hernUw igin

ndw ndw

(X,y)OGxG olacak sekilde bir GO9, vardir. Bu durumda hemOw igin

GOst(x9,) oldusundan y0Ost(x,9,)olur. Oyleyse yON st(x,{)n) olup
nOw
Nst(x8,)={% dir. Béylecex =y dir. O halde N U, OA olup A= U, dir.

nCw nCw nCw

Sonug olarak X uzayG; —diagonale sahiptim

4.4. Teorem

G; —diagonale sahip olan her gtasal sirali uzay metriklenebilirdir[9].
Ispat

X uzayl G, —diagonale sahip olan gausal sirali bir uzay olsun. 4.3. Lemma’dan X
icin bir {9,:n0w} G;-diagonal dizisi vardir{9,:n0w} agik ortuler dizisini
9,,, <9, olacaksekilde alabiliriz. Ayrica dgrusal siral topolojik uzaylar konveks

kiimelerden olgan bir tabana sahip olgundan hemnw igin 9, ailesinin her bir
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elemanini konveks kabul edebilirigimdi (ﬁn) dizisinin X i¢in bir acilim oldgunu

gorelim. Bunun igin{st(x,9,): nO0w} kimesinin xin konguluklar tabani oldgunu

gostermeliyiz. xOX ve UOX agik olmak tzere xOOU olsun. Bu durumda

x0(a,b)d Uolacak sekilde a,b0d X vardir. st(x,9,)={® oldusundan

nCw

ablst(x®,, ) ve bOst(x3,,) olacak sekide n(a),n(bJw vardir.

aldst(xd, ) oldugu icin st(x.8,,,)0 (a,~ ) dir. Gergektenz I st(x;3,,,) olsun.

atst(xd,, ) zOst(xP,, ), a<x ve 19n(a) konveks kimelerden ajtugu icin
a<z dir. Buradanz[l(a,- ) olur. Boylecest(x,8,,,)0 (a,~ ) dir. bOst(x3,, )
oldugu Icin benzer bicimde  st(x,9,,)U (- ,b) dir. Boylece
St(X,9 )N SUYS ) ) (a,b olur. n(@)+ n(b)= n olsun.n(a)< n, oldugundan
9, <9, olup st(x8, )Ost(xf,, ) dir. Ayni sekide n(b)<n, olup

st(x;9, )U st(xd 4, dir. Boylece st(x8, ) st(xd,, I)n st(xd,,, . olup

st(x,9,, )0 (a,b; dir. (a,b)l U oldusu icin st(x,9, )0 Uolur. Sonug olarak
{st(x;9,):n0c} kimesi x'in bir konguluklar tabani olu$,) agik ortuler dizisi X

icin bir acilimdir. Ayni zamanda gousal sirali uzaylar diizenli oldundan X Moore
uzayidir.Simdi de X d@rusal sirali uzayinin monoton normal gidau gorelim.
Xin her U ack alt kimesi ve herxOU igin Xxi iceren ve

“U,nV, #0=x0V veyayl U” kosulunu sglayan bir U, acik kiumesinin

karsilik getirilebilecegini gormeliyiz. a X tzerinde bir iyi siralama Igantisi olsun.

UDOX aclk ve xOU olsun. X dgrusal sirall uzay oldiundan xD(a,b)D U
olacak bicimdea, b0 X vardir. p, = min, {p:a< p< ¥ veq, =min,{q:x< g< §
olsun. U, =(p,,q,) denilirse xOU, ve U, OX acgk olur. U,'in
“U,nV, #0=x0V veyayl U” kosulunu sgladigini gormek zor dgldir.

Bdylece X uzayl monoton normal uzay olur. Son ddatamonoton normal uzayinin

yiginsal-normal oldgunu gorelim.
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K, Xin kapall alt kiamelerinin ayrik bir ailesi olsu Her HIK icin
F =U{H:H#FHOx} O X kimesi kapalidir. Guinku, K ailesi ayrik ofglindan
yerel sonlu ailedir. Yerel sonlu ailelerde kapalinelerin birlgimi birlesimlerinin

kapangina aittir. Ayrica her FO% icin Fn F =0 dir. X uzayl monoton normal

uzay oldgundan X’in kapali ve ayrik her A,B alt kiime ciftin

i) D(A,B)nD(B,A)=0

i) AOD(A,B)OD (A B)OB®

i) AOA' veB' OB iseD(A,B)OD(A'B’)
iv) D(A,B)OX agik kiime

kosullarini sglayan bir D monoton normal operatori vardir. Hefl#€ icin
U.=D(F,F) olsun. ii) 6zellginden FOD(F,F) oldugundan FO U olur.
H,FOX ve H#F olsun. HOF ve FOF oldugundan iii) 6zellginden
D(F.F)OD(F,H olur. Ayni sekide FOH ve HOH oldusundan iii)
¢zelliginden D(H,H") 0 D(H,F) olur. U, nU.=D(HH)nD(F.F) O HAn O FH
olur. i) ozellginden D(H,F) n D(F,H) =0 oldugundan U,, n U, =0 dir. Sonug
olarak her H,Elx icin FO U., HO U, olacaksekilde ikiser ikiser ayrik ve acik

kimelerin bir {UH:HDK} ailesi bulunabildiinden X uzay! yinsal-normal

uzaydir. 3.4. Teorem’den X uzayl metriklenebilirair

4.5. Tanim Zenor Sistemn

{8,:n0a} X topolojik uzayinin agik 6rtiilerinin bir dizisilsun. Eer hernOw
icin 9, ,, <3, ise ve X'in farkll her x,y elemanlari i¢cin x veryh dyle V,, V, acik
komsuluklari var ve hefT 09, i¢cin TnV, =0 veyaTnV, =0 olacak bicimde
bir n,CJw sayisi varsa{{)n : nDco} acik ortuler dizisine X'in bir Zenor Sistemi

denir[6].
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4.6. Lemma

X topolojik uzaynin diizenlG, —diagonale sahip olmasi icin gerekli ve yeterl§ido
X'in acik ortllerinin “x #y olacak bicimde hek,y[JX i¢in x ve y’nin dyleU,,U,
acik konguluklarr ve éyle birn, Jw sayisi vardir ki, heGU38, icin Gn U, =0

veyaG n U, =0 " kosulunu sglayan bir{8,:nO} dizisinin var olmasidir[10].
Ispat

=: Her nUw igin U, OX agcik olmak tizereA= N U, =N U, olsun. Buradan

nCw nJw

her x0X ve hernlw igin (x,x)DUn ve U, OXxX acik olup herxJX ve her
nOw igin (x,x)OH(n,x)x T(n,x)0 U, olacaksekilde H(n,x),T(n,X) O X agik
kumeleri vardir. Herx OX ve hernOw igin H(n,x)n T(n,x) = G( n,® denilirse
G(n,X)OX agk ve (x,x)OG(n,x)xG(n,x)J Y, olur. Her nfw igin
9, ={G(n,x) - X[ X} olsun. x,y X olmak tzerex £y olsun. x #y oldugundan

(x,y)ONU, dir. Buradan (x,y)OU, olacak sekilde bir n,Ow vardr.

ko
(x,y)OU, ~oldugundan (x,y)OUxV ve (UxV)nU, =0 olacak sekilde
U,V OX acik kimeleri vardi§imdi her GO, icin Gn U=0 veyaGn V=0

oldugunu gorelim. AksineG(n,,2) n Uz0 ve G(n,,z)n V#O olacaksekilde bir
zOX elemaninin var oldiunu kabul edelim. BuradarpdG(n,,2n U ve
q0G(n,,2n V olacak  sekilde p,q0 X vardir. Boylelikle
(p,q)0G(n, ,zx G( .,z Y ve (p,q)0UxV olur. Buradan

(p,q)0 U, n(Ux V) olur. Fakat bu durun, n (UxV)=0 olmasi ile geliir.

O : X'in acik ortulerinin hipotezdeki kmlu sa&layan bir{f)n:an} dizisi var

olsun. HernOw i¢in U, =U{GxG:GO¥,} olsun. HernUOw icin U, kimesi
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actk ve AU, dir. BuradanA O N U, dir. Simdi N'U_ OA oldugunu gorelim.

ndw ndw

Aksine N'U, OA olsun. Oyleysex #y olacaksekilde bir (x,y)J N U, vardir.

ndw ndw

x#Yy oldugundan, hipotezden Oyle bin,Jw ve x ve ynin Oyle U,V acik

komsuluklart vardir ki, her GO39, icin Gn U=0 veya Gn V=0 dir.
(x,y)ONU, olduundan hernOw icin (x,y)0U, olup U, n(UxV)zO dir.
ndw

Buradan (UxV)n(G,xG,)#0 olacak sekilde bir G,09, vardir.
(UxV)n (GyxG,)z0 oldusundan (p,q)d(UxV)n(G,xG,)#0 olacak
sekilde p,ql] X vardir.pO0Un G, ve qUV n G, dir. Bu durumG, n U=01 veya

G,nV=0 olmasi ile cekir. Buradan ﬂU_nDA dir.  Boylelikle

ndw

A=NU,=0 U_n oldugundan X uzay! diizenl, —diagonale sahiptia

nCw nJw

4.7. Sonug
X topolojik uzayi dizenliG, —diagonale sahipse X'is; —diagonali vardir.
Ispat

X uzay! duzenliG; —diagonale sahip olsun. Bu durumda X'in 4.6. Lemna&idyibi

bir {9,:n0w} acik ortiler dizisi vardirSimdi her xOX igin N st(x,9,)={%

nCw

oldugunu gorelim. x 2y olmak tzerey[ (]st(x,3,) olsun. 4.6. Lemma’dan

nCw

xOU,y0OV ve her GU38, icin GnU=0 veya Gn V=0 olacak sekilde

n,dw ve U,VUOX aglk kimeleri vardir. O haldey0]V,VIOX agik ve

yO N st(x,9,) oldugundanV n st(x,ﬁno) 0 dir. Vn st(x,SnO) # [0 oldugundan

nCw

xUOG, ve VnG,#z0U olacak sekilde bir G039, vardir. x0G, ve xUU

oldugundan G, n U# [ dir. BoyleceV nG,#0 ve G,n U# 0 olur. Bu durum
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her GOJ, icin Gn U=0 veyaGn V=0 olmasi ile cekir. Boylelikle X uzayi

G, —diagonale sahiptia
4.6. Lemma ve 3.1. Uyari yardimiylgagidaki sonucu verebiliriz.
4.8. Sonug

X uzayinin duzenliG, —diagonali varsa X'in bir Zenor sistemi vardir.

Simdi bir sonraki lemmanin ispatinda kullaniimak ie&zeagidaki lemmayi verelim
4.9. Lemma

X bir diizenli uzay,x X ve hernUw i¢in U, 0 X acik kime olmak tzerezer

NU,={x} ise hernOw igin V., 0V, ve NV, ={x} olacaksekilde V, OX
nCw nCoo

aclk kiimeleri vardir.
Ispat

x0OU,, U,0X acik ve X dizenli uzay olgundan xOV, 0V, 00U, olacak

bicimde bir V, acik kimesi vardirxOU, nV, ve X dizenli uzay oldtundan
x0OV,0V,0V,nU , olacak bigimde bitv, agik kiimesi vardirx DU, n V, ve X

diizenli uzay oldgundanx 0V, OV, OV, nU , olacak bigimde biV, agik kiimesi

vardir. Aynisekilde devam edilirsexOJU_,, n'V, ve X duzenli uzay oldtundan

n+l

xOV.,,0V, ., 0V nU ., olacak bigimde bitv, ., acik kiimesi vardir. Béylece her

n+l

nOw igin V., 0V, ve xOV, OU, oldwundan xO NV, 0NU,={x} dir.

n+l
ndw nCw

Buradan( V, ={x} olurm

nCw
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4.10. Tanim

X bir topolojik uzay, AOX olsun. Ber Xin A kimesi ile kesien acik alt
kiimlerinin sonsuz hed ailesi i¢in ({V:V 09} 20 ise A alt kimesine X iginde

sinirhdir denir. Ber X kendi icinde sinirli ise X uzayina pseudokoktpeay denir.

4.11. Lemma

X dizenli uzay, A X'in sinirli bir alt kimesi vad A olmak uzere{a} kimesi X

icinde G, —kime ise A uzay! a noktasinda birinci sayilabiiaydir[6].
Ispat

ald A olmak uzerga} X iginde bir G; —kiime oldgundan X'in N T, ={a} olacak
nCw
bicimde T, OX acik alt kimeleri vardir. X dizenli uzay ofgindan 4.9.

Lemma’dan hemOw igin V,,, 0V, ve NV, ={a} olacak bigimdeV, OX agik

n+l e
kimeleri vardir. HemOw igin V, n A =W, diyelim. Simdi {W, :nOw} ailesinin

A uzayinda a'nin bir koguluklar tabani oldgunu goérelim. G, A icinde agik bir
kiime olmak Uzereald Golsun. G, A icinde ac¢ik oldwndan G=An H olacak
bicimde birH 0 X ac¢ik kimesi vardir. Bu durumdsld H, H O X agik kiime ve X

diizenli uzay oldgundan all OO OO H olacak bicimde birO0 X agcik kiimesi
vardir. Simdi W, 0O olacak bicimde birn,Jw bulunabilecgini gorelim. Her
nbow igcin W, O O oldusunu kabul edelim. Oyleyse herlw icin Wn\6¢ O dir.
Her nOw igin V,\O=U, denilirse U, OX agik ve U, n A=W \O olur. Her
nlw icin Wn\6¢ 0 oldusundan hernUw igin U, nAz0 dir. Oyleyse

{U,:nOu} Xin acik alt kimelerinin sonsuz bir ailesi, heiJw igin U, n A #0

ve A sinirh oldgundan N U, #0 dir. zO( U, olsun. Her nOw igin

ndw ndw
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U nO=0 oldyundanz0O dur. N U, 0 NV, oldusundanzO NV, dir. Her
nJw

ndw ndw

nOw igin V,,, OV, olduundan NV, = NV, ={a} olup NV, ={a} dir. O halde
nJow ndw

ndw

zONV, 0NV, ={a} olduundanz = a olmak zorundadir. Fakat bu duruml O
nJw

nCw

olmasi ile celjir. BoyleceW, [ O0HOG olacak bicimde bin, Jw vardirm

4.12. Lemma

X, duzenli G5 —diagonale sahip duzenli bir uzay ve A X’in sinir alt kiimesi

olsun. Bu durumda X’in acik értulerinin her Zenast8mi'nin A’'ya kisitlangi A'nin

acik ortulerinin bir temel sistemidir[6].
Ispat

X uzay! duzenliG; —diagonale sahip oldundan G; —diagonale sahip olup her
x[OX noktasi bir G; —noktadir. Oyleyse A'nin her a elemani I; —noktadir.
Boylece 4.11. Lemma'dan A birinci sayilabilir uzayur. {6,:nOw} Xin acik
ortilerinin bir Zenor sistemi olsun. HemOw igin 8, ={On A:0086,} olmak
tizere{, :nOw} dizisinin A igin bir temel sistem olgwnu gérelim.a, 0 A olsun.
GUOA, A'da agik olmak Uzer@, J G olsun. O zamanG = Hn A olacak bigimde
bir HOX acik kimesi vardir.a,00H ve X dizenli uzay oldiundan
a, [ TO TO H olacak bicimde bifT O X acik kiimesi vardir. A birinci sayilabilir
oldugundan a, noktasinin azalan ve sayilabilir l{ivn 'n Doo} komsuluklar tabani

vardir. {6,:nOw} ailesi bir Zenor sistem olgundan Nst(V,,0,)={a} dir.
nCw
Gergekten henOw icin 6, orti oldgundana, O N st \V, 0,) dir. Diger taraftan
ndw

y#a, olmak uzereyd N st(V,,0,) olsun.y#a, ve {6,:nOw} Zenor sistem

ndw
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oldugundana, G, ylJU ve herOU6, icin On G=0 veya On U=0 olacak
sekilde U,G [ X acik kiimeleri ven,Jw vardir. 3, 1 G, GO X agik kime ve
{V,:nOu} a,"in komsuluklar tabani oldgundana, 0V, 0 G olacak bigimde bir
m, Jw vardir. makq n ,m} = k olsun. ny<k, ve {6,:n0dc} Zenor sistem
oldugundan 9, <6, dir. m;<k, ve{V,:nOu} azalan oldgundanV, OV,

dir. yONst(V,,0,) oldugundan stt(Vko,eko) dir. BuradanV, nO#0 ve

ndow

yUO olacak bicimde birOU8, vardir. 8, <8, ve OU6, oldusundanO[] o)
olacak bigimde bir@DOnO vardir. Buradarv, n O#0 dir. V,, 0V, oldusundan
Vi, N Oz0 dir. Vp,, UG oldusundan Gn Ooz0 dir. Diger taraftan y[JO

oldugundan y 0O olur. BuradanOn U# 0O olur. Bu durum®, ~ ailesinin her O
elemani icin O GO veya On U=0 olmasi ile cekir. Boylece

Nst(v,.0,)={a} dir. aOT oldugundan ﬂ(st(Vn,en)\'_I')=D olup
nCw

ndw

n@w(st(vn,en)ﬁ):m dir. O halde {st(V,6,)\T:nOc} ailesi Xin agik alt
kiimelerinin sonsuz bir alt ailesi ve A sinirli ofgdundan (st(VnO,eno)\'_I') nA=0

olacak bigcimde bir ny,0w vardir. O halde st(Vno,eno)m AOTOH olup
st(Vno ,ﬁno)D G dir. Boylece{9,:n0Ou} dizisinin A igin temel sistemi oldiu

gorulmis olur.m
4.13. Teorem

X diuzenli uzay olmak tzereger X'in diuizenli G; —diagonali varsa X'in sinirli her

A alt uzayinin kapasi metriklenebilirdir[6].
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Ispat

X uzayinin dizenliG, —diagonali varsa 4.8. Sonug¢'tan X'in acik Ortulemirbir
{6,:n0«} Zenor sistemi vardir. A sinirli olgundan A sinirhdir. A sinirh ve
{6,:n0} Zenor sistem oldtundan 4.12. Lemma'daf®, |A:nOw} ailesi A'nin

bir temel sistemidir. O halde 3.6. Teorem’danmetriklenebilirdirm

Altmetriklenebilir uzay olmay! karakterize edenremin ispatinda kullanilacak olan
iki 6nemli lemmay ispatlayalimilk olarak ticgen g@tsizligini saglayan énemli bir

uzaklik fonksiyonunu tanimlayan 4.14. Lemma’yi Viene
4.14. Lemma

X bir kime olmak lzere;

d:XxX - R*0{0} fonksiyonu,

(*) Her €>0icin; eger d(x,y)<e ved(y,z)<e ised(x,2)< =
kosulunu sglasin.

Bu durumda hek,y,z X igin ;

) p(X.Y)< P(X 2} P(Z.Y)
i) AN < pix,y< d(x,y),
i Eger d(x,y)= d(.X) ise p(x.Y)= p(y,X)

kosullarini sglayan birp: XxX - R* D{O} fonksiyonu vardir[11].
Ispat

p:XxX - R*0{0} fonksiyonu herx,y0X igin

p(x.y) = inf{zn:d(xi X ) D% = XX = V{ X%, %) O X,rDco} bigiminde
i=0
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tanimlayalim. Simdi p fonksiyonunun (i),(if) ve (iii) keullarini sgladigini
ispatlayalim.

(i): Xin bitiin sonlu{X,, X,,.., X,} Ve{y.,Y,,...Ym} alt kimeleri icin

p(xy)<(d(xx)+d(x. %)+ ot d x . 3)+( 4 z)+ By Y+ & dy)y

esitsizligi dogru oldugu icin iki kez infumum alinarakp(x,y) < p(x,2+ f z,3

oldugu kolayca gortlebilir.

(i): d(x,y) infumumu alinan kimenin bir elemani ofgmdan p(x,y) < d(x,y)

d(x,y)

oldugu aciktir. C")yleyseTSp(x,y) oldusunu gorelim. Bu amagla 6ncelikle

Xin  {a,x,%,..% .0 bicimindeki bitin sonlu alt kumeleri igin

n-1
d(a,h< 2d a0+ 2 @ x.x)+ 20 x )k ssitsizliginin  dogru  oldusunu

=
gorelim. n=1 icin; d(a,x)< d a,x)+ d x.bp ve d(x,b)<d(x.,0+ d a,x
esitsizlikleri dogru oldusundan, d(x,,b) + d( a,%) =€ denirse (*)dand(a,h< 2
olup d(a,p < 2d x,h+ 2¢ a,) elde edilir. Oyleyse iddian =1 icin dagrudur.
simdi n>1 olmak uizere, iddia hem < n i¢in dogru olsun.{x,, X,,..,x.} O X olsun.
(*)'dan, 1<i<n bicimindeki her i igind(a, < 2d a,X veyad(a,b< 2d x,b
oldusu kolayca gorilebilir. Ber d(a,b< 2d x ,h ise bu durumda aragdmiz
esitsizlik saglanir. Eger d(a,b £ 2d x .B ise d(a,p< 2d a,x) olmak
zorundadir. iy =min{i:1<isnved(al< 2¢ a,¥} olsun. Rer i,=1 ise
aradgimiz  sitsizlik saslanir. Eger i,>1 ise i,’In minimal olmasindan
d(a,b< 2c( t) dir. Ayni zamanda d(a,b< 2(( a,é) oldugundan
d(a,b< (( a,}g)+ (@ X D) olur. iddia m < n bigimindeki her m sayisi icin gou

oldugundani, ve i, -1 sayilari igin de dgrudur. Oyleyse
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ig=2

dahsaday+ 2 @ xn)r Aa o

2d(%,4,%,)* 4 d % xa)+ 2 % .}

=i,

n-1

olup d(a,B< 2d a,x)+ 2 { x,x)+ 20 x )X ssitsizligi elde edilir.

i=1

Simdi d();’y)Sp(x,y) esitsizliginin  dogru olduwunu gorebiliriz. Bunun igin

d(xy)
4

sayisinin S:{Zn:d(x Xa) 1% = X% = V{ %% %} O X,rﬂw}
i=0

kimesi icin bir alt sinir oldtunu gormeliyiz. Aksine@ sayisi S kiimesi igin

bir alt sinir olmasin. O zamad(x,x )+d(x,x,)+ ..+ d x, ’>)<d(>;,y) olacak

bicimde  bir  {x,,X,,...x} 0 X alt kimesi vardir. Bu sisizlikten

n,

2a(xx) + 2.9+ 20 )+ & @)+ 2 wj 6x)  olup

n-1
2d(x,%)+ D d( % ,%.)+ 2d x ,y= d x,¥ ve buradan

i=1

2d(x,%)+2d %, .Y+ d x,y< d x,) sitsizligi elde edilir. Ancak son

d(x,y)

esitsizlikten d(x,x,)+d(x,,y) < 0 olur ki bu gel§kidir. OyleyseT sayisl S

kiimesi icin bir alt sinir olmak zorundadir. O halgé);f'—y)sinfsz p(x,y) olup

d(xy)
4

d();’y)Sp(x,y) dir. Boylece

Eger d simetrik ise bu durumda infumumuna bakilan &i@mayni olacaindan p de

<p(x,y)<d(x,y) oldusu goérilmi olur.

simetrik olurm
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4.15. Lemma

X bir topolojik uzay ve hemUw icgin 9,,,<" 9, olmak tizere{9,:nOw} X'in

aclk ortulerinin bir dizisi olsun. Bu durumda X iimele 6yle bir p s6zde megii

vardir ki;
) ybst(xd,) = p(x,y)=0
i) U kiimesinin p s6zde megiitarafindan olgturulan topolojiye gore agik

kiime olmasi icin gerekli ve yeterli & her xUJU icin st(x,9, )U U olacak

sekilde en az bim, Jw vardir,

kosullari s&lanir.
Ispat

d:XxX - R*O{0} fonksiyonunux,y X olmak tzere

d(x,y) = on ; Her k< niicinyd sf %9,) veil 4t #,) olacak kngde bir nOw val

0 ;Herw iginy] f »8,)

sekilde tanimlayalim.xOst(y,9,) = yOs{ x9,) oldugundan herx,ydX igin
d(x,y)=d(y,x) oldugunu goérmek kolaydir. ger d(x,y)=0 ise hernlw icin
y Ost(x9, ) olur. yOst(x 3, ) oldugundan x Ost(yd, ) dir. Buradan hemUOw igin
xOst(yd,) oldusundan d(y,x)=0 olur. Buradand(x,y)=d(y,x) olur. Simdi
€>0 olmak Uzered(x,y)<e ve d(y,z)<e ise d(x,z)< Z oldugunu gorelim.

€>0 olmak Uzered(x,y)<e ve d(y,z)<e fakat d(x,z)= Z oldugunu kabul

edelim.

n, Jw olmak tzered(X,y) = 1

2%

ve d(y,z)= 0O ise;

L <¢ oldugundan

Ny

<2e<d(x,z) dir.

T el <d(x,z) oldugundand(x,z)# 0
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olup d(x,z):2i ve m<n,—1 olacaksekilde bir mUw vardir. d(x,z)=i

m 2m

oldugundan her k<m i¢in xOst(z®,) ve xOst(z8,) dir. d(x,y):Z::0

oldugundan her k<n, icin xOst(y®8,) ve xDst(y,Sno) dir. d(y,z)=0
oldugundan hemUw icin yOst(z®,) dir. m<n, -1 oldugundan m+1< n, dir.
O zamanx Ost(y9,,.,) ve yOst(z9,,,) dir. xOst(y#®,,.,) oldugundanx,yV

olacak sekilde bir VO3 vardir. stt(zﬁm+1) oldusundan y,z00T olacak

m+1

sekilde bir TOY,,, vardir. BuradanyOTnV olup Tn V£0O dir. 9,,,<°9,

m+1 m+1

oldugundan TOV OH olacak sekilde bir HO9, vardir. x,zOH ve HOY,,

oldugundanx Ost(z#,,) dir. Bu durumx Ost(z9,,) olmasiyla gelir.

d(y,2) = 2%0 ve d(x,y) = 0 olmasi durumu da benzerdir.

1 1.
d(x,y)= ved(y,z) =—- ise;
( y) 2n0 (y ) 2n1
1 1
No<n, olsun. Bu durumda ES T <& olup T <2e<d(x,z) olur.

%<d(x,z) oldugundan d(x,z):zim ve m<n,—1 olacaksekilde bir mUJw

vardir. d(x,y)=2—%0 oldusundan herk <n, igin xOst(y8,) ve xDst(y,ﬁno) dir.

d(y,z):2i oldusundan her k<n, igin yOst(z9,) ve stt(zﬁnl) dir.

d(x,z):zim oldugundan her k<m icin xOst(z9,) ve xOst(z®,) dir.

m< n, — 1 oldusundanm+ 1< n, < n, dir. Boylecex Ost(y®,,,,) ve yOst(z9,..)

olur. xOst(y®,.,) oldusundan x,yOV olacak sekilde bir VO39,,, vardir.

m+1

yOst(z9,,.,) oldusundany,zOT olacaksekilde bir TO9Y,,, vardir. 8,,, <" 8,

m+1 m+1

oldugundan TOV OH olacak sekilde bir HOY,, vardir. Ayrica x,zOH ve

HO9, oldusundan xOst(z#,,) dir. Bu durum xOst(z8,) olmasiyla celir.
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Benzersekilde n, < n, oldusunda ayni cedki elde edilir. BOylecee>0 olmak
Uzered(x,y)<e ve d(y,z)<e ised(x,z)< Z dir.

Bu ise 4.14. Lemmadaki (*) kaludur. d:XxX - R*0{0} fonksiyonu 4.14.
Lemma’daki (*) kaulunu sgladigindan herx,y,z0 X igin;

a) p(x,y)< p(x,2)+ p(z,y.,

b) A < pixy)< dix,y)

kosullarini sglayan birp: XxX - R* D{O} fonksiyonu vardir.

p:XxX - R* D{O} fonksiyonu (i) ve (ii) keullarini sglayan bir s6zde metriktir.
Bunun icin 6nce herxOX icin p(x,x)=0 oldugunu goérelim. Hernllw igin
xOst(xg,) olduundan d(x,x)=0 dir. b) kagulundan her x,yOX igin

d(x,y) d(x,x)
4

<p(x,y)< d(x,y) dir. Buradan < p(x,x)< d(x,x) dir. d(x,x)=0

oldugundan% < p(x,x)< 0 dir. Boylece hex X icin p(x,x)=0 dir. Herx,yOX

icin d(x,y)=d(y,x) olduzundan 4.14. Lemma (iii) kolundanp(x,y)= p(y,x) dir.
a) kasulundan herx,y,zO0 X icin p(X,y)< p(X,z)+ p(z,y oldusundan p fonksiyonu

Ucgen eitsizligini sgslar.

Boylece p fonksiyonu s6zde metrikt§imdi p fonksiyonun (i) keulunu sgladigini

gorelim. yO N st(x,9,) ise her nUw igin yOst(x,9,) olur. d fonksiyonun
nCw

tanimindand(x,y)= 0 olur. b) kaulundan y < p(x,y)< d(x,y) oldugundan

%fSp(x,y)sO olur. Buradan p(x,y)=0 dir. Boylece yO[st(x,9,) ise
nOw
p(x,y)=0 dir. Tersine p(x,y)=0 ise b)den d(x,y)=0 olup her nOw igin
yOst(x9,) dir. Oyleysey O N st(x,9,) dir. Simdi p fonksiyonun (i) keulunu
nOw

sggladigint gorelim. HernDw igin 9 ,, <39, oldugundan herx X igin

n+1l
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1 1 1 i
st(x,8,.,) = d(x’ﬁj 0 Bp( X,Wj O Bd( x?jz s( x9,) oldugunu gdrmek

kolaydir. Simdi (ii) kosulunun gereklilik kismini gorelim. p s6zde mgtriarafindan

olusturulan topoloji T, olmak uUzere UOt, ve xUOU olsun. O zaman

Bp(x,;ojDU olacak sekilde bir n,0Ow vardir. Her nlw igin

st(x,9,,,) = d( ,znlﬂj O B( '2”1*2j oldugundan st(xﬁn +2) 0B ( '2“1+2j dir.

Ayrica Bp( 2”1+ZJD B (x,zinoj oldusundan st(x,8n0+2) OU dir. ny+2=Kk,
denilirsest(x,ﬁko) O U olur. Simdi de (ii) kasulunun yeterlilik kismini gorelim. Her

xOU i¢in st(x,ﬁno)D U olacaksekilde bir nyw var olsun. HernOw igin

Bp(x,%j O Bd(x,?lnjzst( x®,) oldugundan, o6zel olarak n,0w icin

Bp(x,2n1+2j O st(xS )D U olup herxU igin Bp( ’2”1*2j [0 U olacaksekilde

bir n, U vardir. O haldeJ U1, dir.m

4.16. Teorem

X topolojik uzayi icin @agidaki kasullar esdegerdir.

a) X uzay! alt metriklenebilir uzaydir.

b) X uzayl hernUow igin 8,, <" 8, kosulunu sglayan bir {9,:n0w}
G; —diagonal dizisine sahiptir.

c) X uzayl hernOw igin 8,,, <" 9, kosulunu sglayan bir {9, :nOw}

G; —diagonal dizisine sahiptir.
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Ispat
9 <" ¢ olmasid <® ¢ olmasini gerektirdginden b) = c) aciktir.
Simdi ¢)= a) oldugunu gorelim.

X uzayl her nUw icin 9§ ,, <9 kosulunu sglayan bir (Sn) G; —diagonal
dizisine sahip olsun. HenOw (8,) icin 8,,, <" 9, oldugundan X izerinde 4.15.
Lemma’nin (i) ve (ii) kgullarini sglayan bir p sdzde megii vardir. (ﬁn) dizisi
G; —diagonal dizisi oldgundan p s6zde megribir metriktir. Soyle ki; p(x,y) =0
ise 4.15. Lemma (i)’deryDn(D]wst(x,Sn) dir. anSt(X’S”) ={% oldugundany O{x}
olur. Buradany = x olur. p(x,y) =0 iken y =x oldugundan p s6zde megiimetrik

olur. X Uzerine p metdi yardimiyla Uretilen topolojit, olmak lzeret, Ut

oldugunu gosterelim.TUt, olsun. T=0 ise TOT dur. T#0 ve xUT olsun.

4.15. Lemma ii)’denst(x,ﬁno) O T olacaksekilde bir nyOw vardir. st(x,ﬁno)DT

oldugundan xD'T’ dir. BbyleceTD'(I)' olup T='T' olur. '?'Dt oldugundan Tt

dur. Boylecet, U 1 olur. Boylelikle X uzay alt metriklenebilirdir.
Simdi a)= b) oldugunu gorelim.

(X,t) uzay: alt metriklenebilir olsun. Bu durumdX, t') uzayi metriklenebilir uzay
olacaksekilde bir T 01 topolojisi vardir.(X,T') metriklenebilir uzay oldgundan

(X,7') parakompakt uzay olur[2](X,T') metriklenebilir uzay oldgundan X

G, —diagonale sahiptir. Oyleyse 4.3. Lemma’dan X@; —diagonal dizisi olan bir
(¢,) acik ortuler dizisi vardir. HenOw igin ¢, (X,T) icin acik orti ve(X, ')

parakompakt uzay olgundan¢d, acik ortusu icind, <" ¢, olacaksekilde (X, ')’in
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bir 9, agik ortisu vardirg, ve 9, (X,1)’in agik ortuleri oldgundan 9,A¢,
kuimesi (X,7')’in agik ortusudur. (X,7') uzayl parakompakt uzay vé,A¢,
(X,T)’in acik ortisti oldgundan 9, <" (9,Ad,) olacaksekilde (X,T')’in bir 9,
aclk ortust vardird, ve 8, (X,1)’in agik ortuleri oldgundan 8,A¢, kiimesi
(X,7')’in agik ortusudur(X,1') uzay parakompakt uzay A, (X,T')’in agik
ortiisi oldgundan 9, <" (9,A¢,) olacak sekilde (X,T')’in bir 9, agik ortisi
vardir. Ayni sekilde devam edilginde her nJw icin 9,,,< (an/\q)ml) olacak
sekilde (X,T')’in bir (8,) acik ortiler dizisi vardir. Boylec#,,, < &, olacak
sekilde (X, 7')’in bir (9,)agik ortiiler dizisi vardirt’ Ot oldugundan (8,) acik

ortler dizisi(X,1) icin de acik ortuler dizisidir.

Simdi (ﬁn) acik Ortiler dizisinin G, —diagonal dizisi oldgunu gorelim.

yO Nst(x,9,) olsun. Bu durumda henOw igin yOst(x,3,) dir. Her nCw icin

n0w

90 < (8,,.,) oldusundan hernOw igin st(x,9,) 0 V, olacak bigimde bir

n+1l

Vv Oo¢, vardir. Oyleyse hemUw icin yOst(x,,) olup yO N st(x6,) dir.
nOw
{¢,:n0«} G,-diagonal dizisi oldgundan N st(x,p,)={% olupy =x dir.m
nCw
Simdi 4.16. Teorem’in bir sonucunu ispatlayalim.

4.17. Sonug

X topolojik uzayi parakompakt uzay olsungdf X uzayi G, —diagonale sahipse X

uzayi alt metriklenebilirdir[12-13].
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Ispat

X uzayl G, —diagonale sahip olgundan 4.3. Lemma’dan X'in agik ortulerinden
olusan bir{¢,,:nOw} G, —diagonal dizisi vardir. X uzay! parakompakt gidndan
X'in her agik orttstnun bir yildiz incesi vardiryl®yse ¢, agik ortusu icind, < ¢,
olacak sekilde X'in bir 9, acik ortust vardir.¢, ve 9, Xin agik Ortileri
oldugundan 8 A¢, ailesi de X'in bir agik ortiistdir. Oyleysh < (80/\¢1) olacak
sekilde X'in bir 9, acik ortist vardir$, ve 9, X'in acik Ortlleri oldgundan
9.\, ailesi X'in bir acik drtisi olupd, <" (9,Ad,) olacaksekilde X'in bir 9,
acik ortiisti vardir. Ayrgekilde devam edilginde hernOw igin 9,,, <" (8,79 ...)
olacak sekilde Xin bir (9,) agik ortiler dizisi elde edilir. HemUw igin
9= (9, olduiundan 9,.,,< 9, dir. Ayni zamanda hernw igin
9,< ¢, ve {¢,:n0w} bir G;—diagonal dizisi oldgundan{9, :nO} dizisi de
bir G, —diagonal dizisidir. Boylece 4.16. Teorem’den X attetriklenebilir

uzaydirm
Simdi 4.19. Teorem’in ispatinda kullanilacak olad8l.Lemma’yi ispatlayalim.
4.18. Lemma

X bir topolojik uzay ve Y, X’in submetakompakt laft uzayi olsun. Hern L w igin

8, X'in acik alt kiimelerinden ok@an ve Y'yi 6rten bir aile olsun. Bu durumda X'in

acik alt kimelerinden ogan oyle bir{9, :nOu} aileler dizisi vardir ki, hem Jw

icin 9, ailesi Y'yi 6rter ve hery DY icin Nst(y8,)=Ns{yd,)0N s{ yd,)
nCw nJw nw

dir.
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Ispat

Her nUw i¢in 8, X'in acik alt kiimelerinin Y'yi 6rten bir ailesi sun. 60|Y , Yicin

bir acik ortudir. Y submetakompakt ofgundan 90|Y nin {¢g : an} 0 -incelis
dizisi vardir. X uzay! duzenli uzay olgundan hernlJw igin {V:V D82}<¢2
olacaksekilde X'in bir (82) acik ortuler dizisi vardir. Boylece herlJw icin (82)
8,|Y "nin 8- incelisi ve 8° < (8,|Y) dir. (8,]Y)A(8,]Y)ASS, Y icin acik ort, Y
submetakompakt uzay ve X uzayi diizenli uzay giddan (8,|Y)A(8]Y ) A9 nin

91 Y <[ (85]Y)A(8,]Y )A9%] olacak sekilde bir (9%]Y) 6-ince dizisi vardir.

(8] Y)A(B]Y)A(B]Y )A9INSY, Y icin bir agik értudiir. Y submetakompakt uzay
ve X uzay! diizenli uzay olgundan (8,]Y)A(8,Y)A(8,)Y JA89ASYin 6-incesi

olan ve §°|Y <[(90|Y)/\(61|Y)/\(92|Y )/\8‘2/\811] kosulunu sglayan bir (92]Y)

aclik ortuler dizisi vardir. Bgekilde devam edilg@inde, (k/\ 9k|Y) D( A\ 8,‘) Y icin

i,jsm

aclk ortd olur. Y submetakompakt uzay ve X uzayreetli uzay oldgundan

(A 6k|Y)D(_/\ a;)’nin o-incelisi ve 9"y <{(k/\ 6k|Y)D(__/\ ag)] olacak
<m i,jsm <m i,jsm

sekilde bir (8;“|Y) aclik ortuler dizisi vardir. Boylece Y'yi Orte(f);“) acik ortuler
dizisi elde edilir. Ayrica;
(i) Her i,j,k <m icin (97|Y) dizisi & ve 6,|Y "nin 8- incesidir.

(ii) Her i,jk<m ve VO9"|Y igin VOW ve VOU olacaksekilde

uoe|y vewOd! vardrr.

yOY olmak tzerex D N st(y!) olsun. makg j,j} < m, olacaksekilde sabit

i,jsm

igsJoyM, SECElim. (i)’den(ﬁn”“’) B—ince oIdLgundan{V a9y DV} sonlu olacak
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sekilde n, Jw vardir. Boylece,

st(y,ﬁ?o") :U{V ; VDSﬁ,yDV} :U{V: vV osR,y DV} olur.i,<m ve j,<m
oldugundan (iiyden U{V:Vv 0987,y OV} OU{w: W 09%,y OW} =st(y,9%) dir.

Boylece heri, jdw igin xDst(y,Si‘) olur. Heri, j Jw icin xDst(y,Si‘) oldusundan

xO N st(y,&{) olur. Boylece st(y,ﬁf)D N st( yﬁf) olur. Buradan

i,j<m i,j<m i,jsm

N st(y,{)ij) =N sl( yﬁ{) olur.  (i)y)den  97|Y < A 6]y  oldusundan

i,jsm i,jsm

N st(y,ﬁ{) 0N s{ysg,) dir. {193 : i,ij} ailesinin yeniden indekslengblanina
nCw

i,j0c

{8,:n0Ou} denilirse aragnmiz dizi (9,,) dizisidirm

4.19. Teorem

G, —diagonale sahip her submetakompakt uggy- diagonale sahiptir.
Ispat

X uzayi G, —diagonale sahip submetakompakt uzay olsun. X u@ytdiagonale
sahip oldgundan 4.3. Lemma’dan Xin acik ortulerinden o bir (en)

G; —diagonal dizisi vardir. HernJw igin 8, X igin bir ortd ve X uzayi

submetakompakt  olgundan  4.18. Lemma’dan her xOX icin

Nst(x9,)=Ns{ x3,) 0N sf xp,) olacaksekilde X'in bir (9,) agik ortiller
o

ndw nCw

dizisi vardir. (8,) dizisi G,-diagonal dizi oldgundan N st(x,8,)={x dir.
nCoo

Nst(x8,) 0 N st xp,) oldusundan N st(x,9,) ={ % dir. (8,) Xin agik ortiiler
nJw nCw

nCw

dizisi ve N st(x,9,) ={% oldusundan X uzayG; —diagonale sahiptia

ndw

Simdi 4.19. Teorem’in bir sonucu olan 4.20. Teoreisfiatlayalim.
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4.20. Teorem

X kompakt bir uzay olsun. ger X wuzayl G;-diagonale sahipse

metriklenebilirdir[14].
Ispat

X G, —diagonale sahip olan bir kompakt uzay olsun. Korbphk uzayin

metriklenebilir olmasi icin gerekli ve yeterli ad uzayin 2. sayilabilir olmasidir[5].
Oyleyse X'in sayilabilir bir baza sahip olglunu gérmeliyiz.
X uzayl kompakt uzay oldgwndan submetakompakt uzaydir. Boylece X uzayi

G, —diagonale sahip submetakompakt uzay olup 4.19.eheden G; —diagonale
sahiptir. Oyleyse X'in agik oOrtllerinden ghn bir (ﬁn) G, —diagonal dizisi vardir.

Genellgi bozmadand ,, <9, kabul edebiliriz. Ayrica X kompakt olgundan her

n+l

nUow igin 3, agik ortustnin sonlu olgunu kabul edebiliriz.

Simdi 3 ={U¢ o0 UD, ved sonlt}l ailesinin X icin bir baz oldgunu gorelim.
nCw

xOX ve UOX aclk kime olmak Gzere xOUolsun. Simdi

{u} D{X\st(x,ﬁn) ; an} ailesinin X’in acik ortisu oldgunu gosterelim.y 0 X
olsun. yOU ise yD(X \st(x,ﬁn)) olacak sekilde bir n, 0w vardir. Aksine her

nOw igin yD(X\st(x,{)n)) oldusunu kabul edelim. Boylece henUw igin

yOst(x®,) olur. BuradanyOd N st(x9,) olur. {9, :n0w} G;—-diagonal dizisi

ndw

oldugundan N st(x®,)={% tir. Buradany=x olur. Bu ise yOU olmasiyla
nCw
celisir. Cunki xOU dur. Boylecey1U ise yD(X\st(x,ﬁno)) olacak bicimde bir

n, Jw vardir. Sonug olarak{ U} D{X\st(x,ﬁn) ; an} ailesi X'in agik ortusudr,
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X uzayr kompakt oldgundan{ U} D{X\st(x,&n) ; nDoo} értisunin

Her nUw icin 9,,, <39, oldusundan hen <m igin 9, <9, dir. Buradan her<m

icin st(x,9,,) O st x8,) dir. O zaman hersm igin X\st(x,9,) O X\st( x9,,) dir.

Buradan U X\st(x;,) = X\st(x9,,) olur. Béylece X =U OX\st(x,9,) olur.

ism

Buradan X \U OX\st(x9,) dir. Boylelikle st(x8,)0U olur. 8, sonlu

m

oldugundan st(x,9,,) 03 olup @’ nin baz oldgu gorilmi olur. 3 nin sayilabilir

oldugu agiktirm

Bu teorem sayilabilir kompakt uzaylar icin de gdider Eger teoremin
kosullarindan olan G, —diagonale sahip olma kolunun yerine G, —diagonal

kosulu olsaydi yukaridaki ispatta gortlgcézere teoremin ispati daha kolay olurdu.
Yukaridaki teoremi sayilabilir kompakt uzaylar iggpat etmeden 6ncgagidaki iki

lemmayi verelim.
4.21. Lemma

X bir topolojik uzay olsunD O X kiumesinin kapali ve ayrik olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kasul her x OX igin G, n D kiimesi en fazla bir elemanli olacggkilde x’in

acik bir G, komsulugunun var olmasidir.
Ispat

=: D kapali ve ayrik olsunx 0 X icin x 1D veyax D dir.
xOD olsun. D ayrik oldgundan{x} D icinde agciktir. Burada{x}=Dn G,
olacak bicimde birG, 0 X agik kiimesi vardirx JD° olsun. D kapali oldgundan

D° aciktir. G, =D alinirsaD n G, =0 dir. Her iki durumdaG, n D kiimesi en



52

fazla bir elemanli olmaktadir.

0 : xOD° olsun. HipotezderG, n D kiimesi en fazla bir elemanli olacgdkilde
xin acik bir G, komsulugu vardir. YaniG, n D=0 veya G, n D={p} olacak
bicimde birpdX vardir. G, n D=0 ise xOG, O D° dir. BuradanD® acik kiime
olur. G, n D={p} isexOD oldugundan p# x dir. BuradanxOG,\{p} O D° ve
GX\{ p} aclk kiime oldgundan D° acik kimedir.Simdi D’'nin ayrik oldyunu

gorelim. Bunun igin D igindeki her tek nokta kimmesi D iginde agik oldgunu

gormemiz yeterlidirx 0D alalim. HipotezderG, n D kiimesi en fazla bir elamanh

olacak bigcimde x'in birG, ag¢ik kongulugu vardir. x(0D ve G, [0 X oldugundan

Dn G, ={x} olup{x} D icinde agiktim
4.22. Lemma

D 0O X kumesi kapali ve ayrik ise hér (1D icin A’nin yigilma noktalarinin kiimesi

A =0 dir.
Ispat

D O X kumesi kapali ve ayrik olsus 1D olmak tzere A% olsun. Birx JA

alalim. O zamarx D veya x[OD° dir. xOD olsun. D ayrik oldgundan{x} D

icinde acik kiimedir. Buradab n G, ={x} olacak bi¢imde biiG, O X agik kimesi
vardir. x DA oldusundan veG, acik kiime olupA n (GX\{X}) # [ dir. Bu durum
celiskidir. Cinkii D n G, ={x} ve AOD oldugundan A n G, O{x} dir. Buradan
An(G,\{x})=0 elde edilir. x JD® olsun. D° agik kime vex DA™ oldugundan
An (DC\{X}) 0 dir. Bu durum celkidir. Cunki A OD oldugundan

An (D\{x}) 0D nD°=0 dir. Boylece herA OD igin A=0 dir.m
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4.23. Teorem

X topolojik uzayr G -diagonale sahip olan sayilabilir kompakt uzay iskapakt
uzaydir[15].

Ispat

X uzay! G, -diagonale sahip old@undan 4.3. Lemma’dan X'in agik ortulerinin bir

{8,,n0w} G;-diagonal dizisi vardir. O halde harJ X icin N st(x,9,)={% dir.
nCw

X uzayinin kompakt olmagini kabul edelim. X sayilabilir kompakt olgundan

X'in sayilabilir bir alt ortlist olmayan bip acik ortust vardir§imdi w, Uzerine

sonlu Gtesi timevarim ilkesi ile her< w, icin;

) X, 0 U St( X ”9n<rs))

p<a

i) X\Ust(x;.9,z) kimesi ¢’nin sayilabilir hicbir alt ailesi ile

B<a
Ortilemeyecek bicimde bix, ve bir n@ )Jw secgebilecgmizi gorelim. i) ve ii)

kosullarina kolaylik olmasi agisinda®(a) diyelim.

X, OX alahm. X\st(xo,f)no) kiimesi ¢ 'nin sayilabilir higbir alt ailesi ile

ortiilemeyeceksekilde bir n(0Jw vardir. Soyleki, her nJw icin X\st(x,,8,)

kiimesi ¢ ’'nin  sayilabilir  bir ¢, alt ailesi ile ortulebilseydi

U (X\st(x,.9,)) = ( N st %, ,wf)n))C = X\ x4 O U (U ) olurdu ki, bu ¢ ’nin Xi

ndw nCw

orten sayilabilir bir alt ailesinin var olmamase i¢eliir. Oyleyse P(0) dogrudur.
a<w olmak tizere helA <a igin P(A) dogru olsun.Simdi P(a)’nin dogru
oldugunu gorelim. Her A<a icin P()\) dogru oldygundan her A <a igin

X\Ust(xB,ﬁn(B)) kimesi ¢ 'nin sayilabilir hicbir alt ailesi ile Ortilemez. B
B<A
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durumda X\ Ust(x,,9,,) kimesi de ¢'nin sayilabilir hicbir alt ailesi ile

p<a

ortiillemez.Soyle ki; eser bu kiime sayilabilir bir ¢ alt ailesi ile &rtillebilirse o

zaman; X = (BgaSt(XB’S”(B))) O (X\ U st( X ,Sn@))) O (Bga sl( % ﬁn@))j O (Ua))

p<a

oldugundan W :{st(xﬁ,ﬁn@)) B< 0(} O¢ ailesi X icin bir agik értii olur.a < w,

oldugundan {st(xﬁ,ﬁn(ﬁ)):[3<0(} ailesi sayilabilirdir. Ayni zamandap ailesi
sayilabilir old@gundan ¥/ ailesi X igin sayilabilir bir acik ortadur. X saabilir

kompakt oldgundan X 4/ ailesinin sonlu bir alt ailesi ile 6rtulebilir. ®Galde

X :U(qﬁfS D{st(xﬁ,ﬁn@)) B0 F}) olacak bigcimdea 'nin sonlu bir F alt kiimesi vé

ailesinin sonlu birp_ alt ailesi vardir. Fakat bu durumaaakg@ B0 B =\, olmak

uzereX\ U st(xB,Sn(B)) kiimesi ¢, ile ortiilir. Fakat bu durum <a bigimindeki
B<Aq

her A igcin X\ Ust(xﬁ,Sn@)) kimesinin ¢ ailesinin sayilabilir hi¢bir alt ailesi ile
B<A

ortilemiyor olmasi gergeile celisir. O halde X\ Ust(xB,ﬁn(B)) kimesi¢ ailesinin

B<a

sayllabilir higbir alt ailesi ile értilemez. O hald\ Ust(x,,9,,)# 0 olup bir

B<a

XGDX\USI(XB,SMB)) elemanini segebiliriz. BoyleceP(a)’nin (i) kosulunun

B<a
sglandgl goruldd. Simdi de P(a)'nln (i) kosulunun d@rulugunu gérelim. Bu

amagcla; (i) kagulunun sglanmadgini yani her n dgal sayisi igin

X\(Ust(xﬁ,ﬁn@)ﬂ st( x, ,sn)) kiimesinin ¢ 'nin sayilabilir bir ¢, alt ailesi ile
B<a

ortulebildigini varsayalim. O zaman

nLqu[X\(BgaSt(XB’S”@)) 0 st( %, ,Sn)ﬂ O nLqu(U¢”) olur. Buradan

L@w(ﬁgﬁ(& ’Sn(ﬁ)) O st %, ?Sn)ﬂc O nLqu(U¢“) olur.

nCw nCw

LL(Jast(& Do) 0 N (s %, ﬁn))}c 0 U (Us,) ve N (st(x, 9,)) ={ %}



55

oldugundan X\(Ust(xﬁ,ﬁn@))m{xa}) kiimesi ¢ 'nin sayilabilir bir alt ailesi ile

pa

ortuldu. BuradanX\ Ust(xB,S

B<a

n(B)) kiimesi¢ 'nin sayilabilir bir alt ailesi ile ortuldr.

Bu celskidir. Cunku X\ Ust(x[3 ,Sn@)) kiimesi ¢ 'nin sayilabilir hicbir alt ailesi ile

B<a
ortilemezdir. Boylece P(a)'nln (i) kosulunun da dgrulugu goéruldiginden
P(a)'nln dogrulugu gorilmig olur. O halde sonlu 6tesi timevarim ilkesi gémee
her a <w, igin P(a) dogrudur. Hera <w, icin n(a)0w oldugundan w,'in Oyle
bir sayllamaz A alt kimesi ve dyle bir m gt sayisi vardir ki; heBOA igin
n(B)=m olur. Simdi D ={xB : BDA} kimesinin kapall ve ayrik olgunu gorelim.
Bunun igin oncelikle herGO®d,, icin Gn D kumesinin en fazla bir elemanl
oldugunu gorelim. AksineG,n D kiimesi en az iki elemanli olacalkekilde bir
G, U3, oldugunu kabul edelim. Bu durumdx,,x, LG, ve B, #[, olacak
bicimde B,,, A vardir. B, B, oldusundanf, <3, veya 3, <f, dir. B, <P, ise
i)'den X, Dst( Xg, ,8m) dir. B, <P, ise i)'denx, Dst( Xs, ,ﬁm) olur. Her iki durum

geliskidir. Gunkii x,,x, 0G, ve G,09, oldusundan x, Ost(x, 9,) ve

[31’
x&Dst(xﬁz,ﬁm) dir. Boylece her GO39, icin Gn D kimesi en fazla bir
elemanlidir.Simdi D’nin kapali ve ayrik oldgunu gorelim.x0X olsun. 3, acik

ortt oldigundanx G olacak bicimde bitGO3,, vardir. G acik veG n D kiimesi

en fazla bir elemanh olgundan 4.21. Lemma’dan D X'in kapali ve ayrik bit al
uzayidir. D kapal ve ayrik bir alt uzay ofglindan 4.22. Lemma’dan D’ninglima
noktasi yoktur. Ancak D sonsuz elemanli bir kima@uglindan bu X’in sayilabilir

kompakt uzay olmasi ile cgili. Oyleyse X kompakt uzayds.

Yukaridaki teorem ve 4.20. Teorem’dega@daki sonucu verebiliriz.
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4.24. Sonug

G; —diagonale sahip olan her sayilabilir kompakt uzagriklenebilirdir.

Simdi 4.27. Teorem’de kullanaganiz aagidaki lemmalari ifade edip ispatlayalim.

4.25. Lemma

X bir topolojik uzay ve A [0X olmak tzere A bdantili bir kime olsun.V OX
olmak lUzereger AnV° #£0 ve An V£ ise AndVz0O dir.

Ispat

Ispati olmayana ergi yontemiyle yapalim. A kimesgldatili, AnV°e#0 ve

AnV#0O fakat AndV=0 olsun. AndV =A n (\7\\/0 j =0 oldusundan
AD(V\\?) :(\7)CD(\/) dir. A baslantili kiime oldgundan A D(\_/)C veya

A D\c} dir. AO (\7)C olursaA nV =0 olur. Buradan A \=0O olur. Bu durum

AnV £0 olmasi ile cekir. A D\c} olursa A0V olur. BuradanAnV°®=0

olur. Bu durum AnV°®#0 olmasi ile c¢elir. Sonu¢ olarakAnV® £ ve
AnV £ ise AnoVZzD dirm

4.26. Lemma

X bir topolojik uzay ved X’in baglantili alt kimelerinden okan bir aile olsun. Bu

durumda;

i) Her xOX igin st(x,3) kiimesi bglantilidir,

i) Her x OX icin st®(x,8) kiimesi bglantilidir.
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Ispat

Oncelikle  st(x,9)'nin  baglantih  oldusunu  gorelim.  xOX  olsun.
xOMN{uO9:xOU}#0 ve her WY icin U baglantili  oldysundan
W{uO9:xOU} =st(x,9) kimesi balantilidr.

simdi  st?(x,9)’nin baglantili oldusunu gorelim. xOX olsun. Y,ZOX ve
YnZ=0=YnZ olmak lzeres?(x,9)=YDOZ olsun. Y=0 veya Z=[

oldugunu gérelim. YO ve Z#0O olsun.yOY ve zOZ olsun.st(x,3) kimesi
baglantil  ve st(x,;9)Osf(x8)= YO Z oldgundan st(x8)0Y veya
st(x,9) O Z olmak zorundadir.

st(x,9) O Z ise;

yOY oldusundan yOst?(x,9) dir. BuradanV nst(x,9)#0 ve yOV olacak
bigimde bir VO9 vardir. V ve st(x,9) baglantili kimeler veV nst(x,8) # 0

oldugundanV Ost(x,8) baglantilidir. V Ost(x,8) O sf(x8) 0 YO Z olduzundan
VOst(x,9)0Z veya VOst(x,9)0Y olmak zorundadir. st(x,8)0 Z
oldugundan VOst(x,9)0Y olamaz. Cunki Y Z0O dir. Oyleyse
V Ost(x,8) 0 Z olmak zorundadir. Ancaky 0V oldugundan yOZ olur ki, bu
durum Yn Z=0 olmasi ile ¢efir.

st(x,9) 0 Y ise;

z0Z oldugundan zOsf(x8) dir. BuradanU nst(x,8)20 ve zOU olacak
bicimde bir UD® vardir. U vest(x,8) baglantili kiimeler veU n st(x,9) z 0

oldugundanU O st(x,9) baglantilidir. U Ost(x,9) O sf( x8) 0 YO Z oldugundan
UOst(x8)OY veya UOst(x9)0Z olmak zorundadir. st(x;8)0Y

oldusundan UOst(x,3)0Z olamaz. Gunki Y ZO dir. Oyleyse

UOst(x,9)0 Y olmak zorundadir. Ancak OU oldugundan zOY olur ki, bu
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durum Yn Z=0 olmasi ile ¢ekir. Sonug olaraletz(x,ﬁ) baslantili olurm

4.27. Teorem

X uzay! yerel kompakt ve yerel glantili olsun. Bu durumda;

a) Eger X uzayIG; — diagonale sahipse X Moore uzayidir.
b) Eger X uzayi dizenli G- diagonale sahipse X metriklenebilir uzaydir.
Ispat

a): X uzayl G,- diagonale sahip olsun. Oyleyse Xin her x elemagin

Nst(x,$,)={% olacak bigimde X'in bi{¢,:nOw} acik ortiller dizisi vardir. X

n0w

uzay! yerel bglantili oldugundan herGUO¢, icin BfG 0B UG olacak bigimde bir
B, O X baglantili kime vardir. HenmOw icin 9, ={B.:GO¢,} olsun. Genelfi

bozmadan hemw igin 9 ,, <39, kabul edebiliriz.Simdi her xOX ve xOV

n+l
olacak bicimdeki her V agik alt kimesi igm(x,ﬁno) O V olacak bicimde birn,

dogal sayisinin bulunabilegmi gorelim. xOX ve V OX acik olmak Uzerex IV

olsun. Her nw icin st(x,ﬁn)D V oldusunu kabul edelim. X yerel kompakt

oldugundan xOW ve w kompakt olacak bicimde bitw O X acgl vardir.
WnV=U diyelim. U acik oldgu igin oU =U\U olup xOdU dir. Her n icin
st(x,8,) 0 V oldugundanst( x,9,) O U olup her niginst(x,8,)n U 20 dir. Ote

yandan &, baglantili kiimelerden oltugundan st(x,ﬂn) kimesi bglantilidir.

Oyleyse 4.25. Lemma’dan herw icin st(x,ﬁn)n oUz0 olup hernldw igin

st(x,9,)nauUz0 dir. Ayrica W kompakt veU\U OW oldusundandU kompakt

olur. 90U kompakt, hernw icin 9,,,<9, ve st(x8,)ndUz0 oldugundan
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(ﬂ st(x,ﬁn)) noU=DO oldugu kolayca gorulebilir.N st(x,$,) ={% ve hernDw
nOw

nCw

icin 8, < ¢, oldusundan N st(x,9,) ={ ¥ olur. Ancak bu durunx JoU olmasi ile
nCw

celisir. O halde varsayimimiz yaglolup her V agii icin xOV ise st(x,ﬁno) HRY
olacak bicimde bim, dogal sayisi vardir. Oyleyse herlJw igin @, =[§: BDSn]

denilirse{(pn : nDco} acik ortuler dizisi X icin bir acilimdir. Ayni zaanda yerel

kompakt uzaylar tamamen dizenli gidndan X dizenli uzaydir. O halde X bir

Moore uzayidir.

b): X uzayl diizenli G- diagonale sahip olsun. 4.7. Sonug'tan X uz&y-
diagonale sahiptir. X uzayG; - diagonale sahip olgundan a)’dan X Moore
uzayidir. X uzay! duzenli - diagonale sahip olgundanX xX carpim uzayinin

A=NU,=NU, olacak bicimdeU, acik alt kiimeleri vardir. Geneflibozmadan

nCw nCw

her nUw icin U_,, 0 U, olacaksekilde alabiliriz. X Moore uzay oldiundan X'in

n+l

acik ortulerinin bir{q)n : nDoo} acihm dizisi vardir. X yerel @antih oldygundan

¢, ailelerinin elemanlarini fgantili kabul etmek genefii bozmaz. A= U,

nbw

oldugundan herxOX ve hernlw icin (x,x)DUn olup U, O XxX acik ve X
yerel balantili oldusundan(x,x) OB(n,x)x B(n,X) O U, olacak bigimde hzantils
ve aclk B(n,x) alt kiimeleri vardir. Ote yanda, orti old@gundan herx JX ve
her nUw icin xOV(n,x) olacak bigimde bir V(n,x)0¢, vardr.
V(n,x)n B(n,x) 0 G(n,¥ denilirse herxOX ve hernUw i¢in G(n,x) 0 X
baglantii, aglk ve G(n,X)xG(n,YO U, olur. Her nOw igin

9, ={G(n,x) :x0 X} denilirse®, < ¢, olur. Buradan{9,: nOw} dizisi de X igin

n

bir acilim olur. Her nOw i¢gin 8, ,, <8, kabul edebilirizSimdi {stz(x,ﬁn) :an}

n+l

ailesinin x X 'in bir komsuluklar tabani oldgunu gorelim. Bunun i¢in x’in her V
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kompakt komgulugu icin stz(x,ﬂno)D V olacak bigcimde birn,Jw oldugunu
gorelim. Aksine hemUJw igin stz(x,ﬁn) O V olsun. 3, ailesi bglantili kimlerden
olustugundan 4.26. Lemma'dast’(x,9,) baglantili kiimedir. Buradars? (x,9,)

baglantili kiime olur. s€(x,8,)0 V olduundan st(x,9,)0 V dir. Buradan
mm Ve£0O dir. xﬂm ve xOV oIdLgundanmn VzD
dir. m baglantili  kiime, mm Ve£O ve mm Vz0O

oldugundan 4.25. Lemmadanst(x9,)noVz0 dir. Her nOw igin

st(x9,)noVv#0  oldwundan Ost(x9,)nov=0  dir.  Aksine

nCw

Nst(x8,)naVvz0 olsun. xOdV oldugundan x#y olacak bicimde bir

n0w

yONst(x9,)naV vardir. x#y olduundan (x,y)O0A olur. Buradan

o
(x,y)OU, olacak bigimde bir n,0w vardir. (x,y)OU, oldugundan
HnU,_ =0 olacak bigimde (x,y)'in bir HOXxX acik konyulugu vardr.
(x,y)OH ve H agik kime oldgundan(x,y) O TxO0O H olacaksekilde T,O acik
kimeleri vardir. xOT, yOO ve X Moore uzayi oldgundan st(x,Skl)D T ve
st(y,&kz) 0 O olacak bigimdek,, k, Ow vardir. mak{ k ,k} = k olsun. HernJw
icin  st(x,9,,,) 0s{ x9,)  oldugundan st(x,ﬁko) Os{x8, )0 T ve
st(y,Sko)D st( yﬁkz)D C dir. Buradan st(x,&ko) X s( y{)ko)D Tx OJ F dir.
makq k ,n} = m olsun. Boyleliklest(x,9,,) 0 st( xﬁko) st(y9,)0 st( yﬁko) ve
U, 0U, dir. Buradan st(x,8,) x s{ y$,)0 Holur. U OU_ oldugundan
[st(x8,) x s(y9,)]n U0 H U~ dirr. HnU,_ =0  oldusundan

[st(x.8,) x s(y9,)]n U,=0 dir. Her nOw igin yOst*(x,8,) olduzundan

yOst’(x,9,,) dir. 9, acik ortii oldgundan yJG, olacak bigimde birG, 09,
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vardir. yOs€(x,8,) oldusundanG, n sf(x8,)# 0 olup G, n st(x8,) =0 ve
G,n G,#0 olacaksekilde bir G,0%8, vardir. G, nst(x8,)#0 oldugundan
G, nG,#0 ve xOG, olacak bicimde birG,09, vardir. G,n G,#U0 ve
G,n G,z0 olduundanz, 0G,n G, ve z,JG, n G, olacak bigcimdez,,z, [0 X

vardir. z, 0G, ve z,0G, oldugundan(z,,z,)0 G, x G, dir. Ayni sekilde z, G,

ve z,0G, olduundan (z,,z,)0G,x G, dir. xOG, ve G,0%8, oldugundan
z,0G, Ost x®,) dir. yOG, ve G,09,, oldusundan z,0G, 0 st yd,) dir.
Boylece G,xG,Ost x9,)xs{yd,) dir. Her GO®, i¢cin GxGOU,

oldugundan G,xG, 0 U, dir. Boylelikle (z,,z,)0[ s x8,)x s{ y8,)]n U,
olup [st(x.9,,)x st y8,)]n U,z0 dir. Bu durum

[st(x.9,)xst y2,)]n U,=0 olmasi ile geir. Bdylece st’(x,8,)ndV=0

nCw

dir. Bu bir celgkidir. ~Gunki N st(x9,)ndV=0  oldusundan

nCw

ov O U (stz(x,vf)n))C dir. 0V kompakt oldgundan oV Dktrj(stz(x,ﬁnk))C dir.
=1

nCw

mak{ n,n ,...p} = olsun. HernOw icin st’(x,9,,,) 0 st( x,) oldusundan

m

U(Stz(x,Snk))C:(sf(xﬁr))c dir. Boylelikle oV O(sf'(x.5,)) olur. Buradan

k=1
oV nst’(x,9,)=0 olur. Bu durum hemOw icin st (x,9,)noV#0 olmasi ile
celisir. Boylelikle x’'in her V kompakt korulugu icin stz(x,ﬁno)D V olacak

bicimde birn, Jw vardir. Teoremin a) kisminin ispatinda gostegildzere x'in her
T acgik komgulugu icin K T olacak bicimde x’in bir K kompakt kogalugu vardir.

Boylece x'in her T agik kogulugu igin stz(x,ﬁno) O T olacak bigcimde bim, Jw
vardir. Sonug olarak{stz(x,ﬁn) :an} ailesi x’in bir konyuluklar tabanidir.
stz(x,ﬁno) = st( s( xﬁno) {)no) O Tdir. st(x,ﬁno) X'in agik komsulugu oldugundan

3.6. Teorem’den X uzay! metriklenebilir uzaysir.
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5. wA-UZAY, M —-UZAY, p—-UZAY ve k-UZAY

Bu bolimde ele alinacakMw- uzay, M — uzay vep — uzaylar genellgirilmis metrik

uzaylar teorisinde dnemli bir yere sahiptirler. Bzaylar daha ¢ok metrik uzaylarin
mikemmel dongiimler altindaki ters goruntulerinin karakterize legisinde One
ctkmaktadirlar. Parakompakt uzaylara, bu uzayl&osullari eklendginde bu tur
uzaylarin sayilabilir carpimi yine parakompakt dktaair. Oysa ki; X,Y
parakompakt uzaylar olmasinagnaen X xY 'nin parakompakt uzay olmagni

gosteren birgcok 6rnek mevcuttur[16].

Bu boélime acilabilir uzaylara benzer bir yapi olaf- uzaylarin tanimini vererek

baslayalim.

5.1. Tanim

Eger X uzay,xOX olmak tizere henOw igin x, Ost(x,3,) secerek olgturulan
{xn:an} dizisi X icinde bir dgme noktasina sahip olacak bicimde bir

{8n 'nl w} acik ortuler dizisine sahipse, X uzaywa — uzay denir.

5.2. Teorem
Her acilabilir uzaywA — uzay dir.
Ispat

X agilabilir bir uzay olsun{8, : nOw} X icin bir agihim vexOX olsun. HernJw

icin 9,,,<9, olarak alabiliriz. HernOw igin x, Ost(x,9,) secerek olgturulan

n+1

{x,:nDu} dizisi igin {x,:n0w} > x olmak zorundadir. Bunu kanitlamak icin, U

X'in bir acik konyulugu ve nUw olsun.{{)n : an} X icin bir acilim oldgundan
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st(x,Smo) 0 U olacak bicimde birm, Jw vardir. n+m, =k, diyelim. 3, <3,
oldugundan x, Dst(x,ﬂko) O st( xﬁmo) dir. st(x,ﬁmo) [ U oldugundan x, CJU

dir. Boylece{x, :nJw} > x dir.m

Simdi 5.4. Teorem’in ispatinda kullanageiz aagidaki lemmay ifade edip

ispatlayalim.

5.3. Lemma

X bir topolojik uzay, hemUw i¢in U, X'in bir acik alt kimesi,( N U, =N U_n ve

nCw nCw

her nUw icin U ,, 00U olsun. Ber hernUw icin x, JU_ secgerek olgturulan

n+1
{x,:nOu} dizisinin X iginde bir dgme noktas! varsa bu durumd&, :nOw}
dizisi (1 U, kimesi igin bir korguluklar tabanidir.

ndw

Ispat

OU, ve NU, =N U, olsun. Her

nCw nCw

Her nUw i¢in U, O X acik olmak lzerdJ

n+1
nOw igin x,0U, secerek olgturulan {x,:nCO} dizisinin X iginde bir dgme

noktasi var olsun. FakatU,) dizisi () U, kimesi icin bir taban olmasi{U,)

nCw

dizisi taban olmagh icin MU, OV ve hernUw icin U, OV olacaksekilde bir

n0w

V acik kimesi vardir. HerOw icin x,0U,\V olmak tzere {x,:nOw}
kiimesinin deéme noktasi x olsun. HernUOw i¢in x, 0OV dir. Buradan

{xn:nDco}DVC olur. V¢ kiuimesi kapali oldgundan xOV°¢ olur. Ote yandan

xONU, dir. Soyle ki; eger xON U, ise xOU, olacak sekilde bir nyOw

n0w n0w

vardir. U_no kapall oldgundan (U_no)C kimesi acik kUmedirxD(U_nO)C ve X dgme
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noktas! oldgundan XKOD(U_%)C ve n, <k, olacak bicimde birk,Ow vardir.
Xy, D(U_no)C oldugundan X, DU_nO dir. (U,) dizisi azalan ven, < k, oldusundan
U, OU, dir. Buradan X, DU_no olur. Bu durum x, DU_nO olmasiyla celr.

DolayisiylaxO N U, dir. U, =NU, olduu igin xON U, olur. NU, OV
nCw

nCw nCw nCw nCw

oldugundan x OV olur. Bu isexdV* ile gelsir. Sonug olarak(U ) dizisi N U,

n0w

kimesi i¢in bir tabandm.

5.4. Teorem

X uzayinin agilabilir olmasi igin gerekli ve yeiekbsul X uzayinin G, —diagonale

sahip olan birwA- uzay olmasidir[17].
Ispat

=: X uzay! agilabilir uzay olsun. Oyleyse X icif ,, <9 olacak bigimde bir
{8n : an} acihmi vardir.Simdi X'in wA-uzay oldgunu gorelim. x[0X olsun.
Her nOw icin x, Ost(x;9,) secerex, :nOu} dizisini olusturalim. Bu durumda
{x,:nOw}>x dir. GergektenU O X acik olmak tzerexOU ve nOw olsun.
{st(x,ﬁn):an} kimesi x noktasinin bir koguluklar tabani ve U X'in acik
komsulugu oldusu icin st(x,3, )0 U olacaksekilde bir n, Lo vardir.n+n, =m

olsun. ny<m ve her nUw 3,,<3, oldwgundan 9 <3, olur. Buradan

n+l
st(x;9,,)0 st(x3, ) olur. st(x8, )0 U olduwu icin X, Ost(x8,)0 U ve
X, U olur. x'in her U acik kogulugu ve hernCw igin X, 00U ve m> n olacak
sekilde en az bim Ow var oldgu icin x noktasi {x,:nO} dizisinin bir dgme

noktasidir. Sonug¢ olarak X uzaywA-uzaydir. 2.2.19. Teorem’den X uzayl

G; —diagonale sahiptir.
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0 : X uzayl G;—diagonale sahip olan biwA-uzay olsun. X uzaywA- uzay
oldugu icin her nUw igin x,Ost(x,¢,) secerek olgturulan her{xn:an}
dizisinin X icinde bir déme noktasi olacakekilde X'in bir (¢,,) acik Ortler dizisi
vardir. X uzayi G; —diagonale sahip olgw igin ngwm:{@ olacak sekilde
X'in bir (@,) acik ortuler dizisi vardir.(¢,) ve (@,) Ortilerini ¢ ,,<¢, ve
¢.., < @, olacaksekilde secebiliriz.9, =¢, e, olacaksekilde X'in (3,) agik
Ortiler dizisini tanimlayalim. Bu durumdé&,,, <9, oldusundan hernOw igin
st(x,9,,,) O s{ x&,) olup{st(x,3,):nOc} ailesi X'in acik alt kiimelerinin azalan
bir dizisidir. Her nOw icin 9,=¢, 0@, olduundan her nOw igin

st(x8,) 0 s xg,) olur. Ayni  zamanda N st(x,@,)={® oldusundan
nCw

Nst(x8,)=Ns{ x8,)={ %} dir. Her nDw igin st(x,9, )0 st(xg, ) oldugundan

nCw

her nOw i¢in x,Ost(x,9,) secgerek olgturulan {xn:an} dizisi X icinde bir

degme noktasina sahiptir. Oyleyse X'in agik alt kimieie {st(x,9,):n0w} dizisi

5.3. Lemma’nin hipotezini gar. st(x,8n+1):{><} oldusundan 5.3. Lemma’dan
nCw

{st(x;9,):nOc} ailesi x igin bir komguluklar tabanidir. Béylecgd, : nOw} X igin

bir acilim dizisi olup X acilabilir bir uzaydw.

Simdi 4.19. Teorem’in yardimiyla 5.4. Teorem’in bdsit sonucu olan 5.5. Sonug’u

verelim.
5.5. Sonug

X uzayinin Moore uzayl olmasi icin gerekli ve yetekosul X uzayinin

G; —diagonale sahip olan submetakompaktvax — uzay olmasidir.
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Ispat

= X uzayl Moore uzayi oldiundan X acilabilir bir uzaydir. 5.4. Teorem’den X
uzayl G,-diagonale sahip birwA-uzaydir. X uzayl G,-diagonale sahip
oldugundan G, —diagonale sahiptir. Ayrica X uzayl Moore uzay @dadan 3.3.

Lemma’dan  subparakompakttir. X uzaylr subparakompakidusundan

submetakompakitir.

0 : X uzayl G; —diagonale sahip bir submetakompakt A —uzay olsun. 4.19.

Teorem’den X uzayiG; —diagonale sahiptir. Oyleyse 5.4. Teorem’den X uzayi

actlabilirdir. X uzay! diizenli ve acilabilir olgundan Moore uzayidw.
5.6. Tanim

X bir topolojik uzay olsun. ger X’in

i) Her nOw igin x, Ost(x,9,) olmak uzere{x, :nOu} dizisi X icinde
bir dezme noktasina sahip ve

<9

n+1 n

i) Her nUw igin 9

kosullarini sglayan bir (9, ) acik ortiiler dizisi varsa X uzayird — uzay denir.

5.6. Tanim'dan gorile@e Uzere M —uzay olmawA- uzay olma 0Ozeliinden daha
gugluddr. Ayrica sayilabilir kompakt uzayldl —uzaydir. HernUOw 9, ={X}
aldigimizda ii) kaulu sa&lanms olur. Ayrica sayilabilir kompakt uzaylarda her
dizinin bir de&me noktasi var oldiundan i) salanmg olur. Diger taraftan
parakompakiwA- uzaylar M —uzaydir. Cunkl parakompakt uzaylarin her értistnin

bir yildiz incesi vardir ve bdylece ii) @anir.
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5.7. Lemma
M —uzaylarin kapah alt kiimleri d§1 — uzaydir.
Ispat

X bir M —uzay veK OX kapal bir alt kiime olsun. XM —uzay oldgundan X’in

M —-uzay olma keullarini s&layan (Sn) acik Ortaler dizisi vardir.
0, ={VnK:Vv O9,} ailesi K'nin agik ortiiler dizisi olup K kiimesi igiM — uzay
olma kaullarini s&ladigini gorelim. xOK olmak Uzere hernUw igin

st(x0,) = Vn K:VO9,xOVnK}=U[V:V O9,x OV} nK =st (x,9,) nK
oldugundan st(x,¢,)= s x9,)n K dir.x, Ost(x0,) alarak olgturdusumuz
{x,:nO«} kimesinin dgme noktasi vardir. Gunkist(x0,)=s{ x9,)n K
oldusundan x,Ost(x,9,) ve x,0K dir. Buradan X M -uzay oldgundan
{x,:nO«} kimesinin dgme noktasi vardir. Ayricgx,:nOw} 0K ve K kapali
oldugundan {xn ; an} dizisinin dgme noktasi K'nin elemani olur. Boylece
{xn : an} dizisi K i¢cinde bir dgme noktasina sahiptir. Ber taraftan hemJw
icin 9, <" 8, oldusundand, ,, <" ¢, oldusu kolayca gorilebilim

n+l n+1

Asagidaki teorem M —uzay’'in Morita tarafindan 1964'te verilgniolan bir baka

karakterizasyonudur.
5.8. Teorem

Bir X uzayinin M-uzay olmasi icin gerekli ve yetdebsul bir Y metrik uzayinin ve

bir f : X - Y hemen hemen miukemmel fonksiyonunun var olmasidir[18
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Ispat

=: X, M- uzay olsun. Bu durumdasagidaki Ozellikleri sglayan X'in agik
ortiilerinin bir{9,: nOw} dizisi vardir.
a) x, Ost(x;9,) alinarak olgturulan {x,:nOw} dizisinin bir pOX

degme noktasi var,

b) HernOw igin 9,,,<" 9,

9,.,< 9, oldwundand, ,, <% 8, dir. O zaman 4.15. Lemma’dan X Uzerinde;

i) p(x,y)=0 < yDanSt( x3,),

i) UOt, = herxOU igin st(x,ﬁn(x)) [0 U olacak bicimde bir n(>)I w
vardir,

kosullarini sglayan birp s6zde metgi vardir.

X~y < p(X,y)=0 seklinde tanimh "~" bagintisi X uzerinde bir denklik
bagintisidir. Y =X/~={[x]: x OX} olsun. d([x],[y]) =p(x,y) biciminde tanimli
d:YxY - R*O{0} fonksiyonu bir metriktir. Gunku;

M1) p metrik oldgundand([x],[y]) = (x,y) =0 dir.

M2) d([x],ly])=0 = p(x,y)=0e x~y = [x]=[y] dir.

M3)  d([x],Iy]) = p(x,y) <p(x,2)+p(z,y) = d([x],[z]) +d([z].[y]) dir.

Bu durumda(Y,d) uzayr bir metrik uzaydirSimdi her xOX icin f(x):[x]
biciminde tanimlanarf : X - Y dongumuniun hemen hemen mukemmel dgmi
oldugunu gorelim. Bunun icin f fonksiyonun surekli, herlY icin f’l(y) alt
uzayinin sayilabilir kompakt ve f'nin kapall d@din oldyunu gorelim. Oncelikle f
fonksiyonun strekli oldgunu gorelim. Her € >0 icin B, ([x],€) 01, acik yuvari
icin (B, ((x], €))=B,(x,€) oldugu aciktir. 4.15.Lemma (iiyden dolayp
tarafindan Uretilen topoloji, X Gzerindeki topoltgirafindan kapsanan(x,s) aclk

yuvarl p tarafindan dretilen topolojinin bazinin bir elemahdugundan Bp(x,s)
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kiimesi X tzerindeki orijinal topolojiye gore acrktBuradan f strekli fonksiyondur.
Simdi her ydY igin f’l(y)’nin sayllabilir kompakt oldgunu gérelim. Bunun i¢in
f*(y) alt uzayr icindeki her dizininf *(y) icinde bir dgme noktasina sahip
oldugunu gérmemiz vyeterlidir[5,19].[x]0Y ve {x,:nO«} Of*([x]) olsun.

f1(x]) = (D]st (x,9,) dir. Gunku;

zOF([x]) = f @z) =[x] =[z] 4X] =z ~x = pf.x)=0 =z ONst(x,8,) dir.

nCdw

Buradan{x,:nOw} O N st( x3,) olur. Béylece hemOw icin x, Ost(x,3,) dir.

nCw

a)'dan {xn : an}> p olacak bicimde birp0X vardir. f fonksiyonu surekli ve
[x] OY kapal kime oldgundanf™([x]) kapali kimedir{x,:nOcw} Of™*([x])

ve f*([x]) kapall oldgundan pOf™([x]) dir. Boylece f *([x]) icindeki her
dizinin f™([x])'de bir de&gme noktasi var oldiundan f™*([x]) sayilabilir
kompakttir. Boylece herydY icin f™*(y) sayilabilir kompakttir. Simdi f

fonksiyonun kapal oldgunu gérelim. Bu amacla ('jnc{est(x,ﬁn) :an} ailesinin
[x] icin bir komsuluklar tabani oldgunu gérelim. HernOw icin 8, <9,
oldugundanst(x9,.,,) 0 s{ x9,) olup{st(x.9,) :nOc} Xin acik alt kimelerinin

azalan bir dizisidir. Ayni zamanda henOwicin 8, < 9, oldugundan

Nst(x9,)=Ns{x8,) dir. Soyle ki; 9,,<9, olduundan
nJo

n0w

st (x,9,,,) O s x9,) oldugunu gérmek kolaydir. Ayrica hev acik ortusi icin

st(x,#) O st(x#’) oldugundan st(x,9,,,) 0 st( x8,,) olup her nOwicin

n

t(x,9,)0st(x9,) elde edilir. BoyleceNst(x,9,)=N s x8,) dir. llaveten
nCow o
a)dan hernOwicin x,Ost(x8,) alinarak olgturulan her{x,:n0cu} dizisi X

icinde bir dgme noktasina sahip olgundan 5.3. Lemma’dalﬁst(x,ﬁn) :an}

ailesi Nst(x,9,) kumesi igin bir komuluklar tabanidir. Ayni zamanda

nCw
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yDn(D]wst(x,Sn) < p(x,y)=0< x~ye yO[¥{ oldusundan anSt(X’S“)Z[X]
olup {st(x.9,) :nOcy} ailesi[x] icin bir komsuluklar tabanidir$imdi fnin kapall
bir donum oldgunu gorelim. HOX kapall olsun. f bdélum fonksiyonu
oIdugundanf(H) kimesinin Y icinde kapall olgunu gérmek iginf’l(f (H))
kimesinin X icinde kapal oldgunu gormek yeterlidirxD(f ‘1(f (H )))C olsun. Bu
durumda[x] n H=0 olmak zorundadir§dyle ki, ezer h[x] olacak bigimde bir
hOH varsa[h]=[x] olup f(x)=f(h) olur. Ancak f(h)Of(H) oldusundan
f(x)Of (H) olur ki; bu xO(f*(f (H))) olmasi ile celiir. Oyleyse[x]n H=0
dir. {st(x,9,) :nOcy} ailesi [x] icin bir komsuluklar tabani[x] O H® ve H® agik

oldugundan st(x9, )n H=0 olacak bicimde bir n,0w vardir. Simdi
st(x9,,.,) O(F*(f(H)))" oldugunu gorelim. yOst(x.9,,,) alalm. Buradan
st(y:9,,.) 0 st(x9,.,) olur. Aynca st'(x9,.,)0s(x9,) dir. Boylelikle
st(y®,.) O st(x9,.,)0 s{ x,) ve st(x9,)nH=0  oldusundan

st(y,8n0+1)n H=0O dir. Buradan Nst(y®8,)n H=0O olur. Nst(y?8,)=[Y]

nCw nCw

oldugundan [y]nH=D olur. Buradan yOH c¢ikar. y[OH oldugundan

c

yOf™(f (H)) dir. Boylece st(x{)n +1) (f-l(f(H)))° oldugundan (f _1(f (H )))

acik kimedir. Boylece f fonksiyonu kapali olur.

f fonksiyonu kapali, sirekli ve heydY icin f’l(y) sayilabilir kompakt

oldugundan hemen hemen mikemmel d@middir.

O: Y metrik uzay olmak tUzerdé:X - Y fonksiyonu hemen hemen mukemmel

olsun. Y metrik uzay oldtundan 3.9. Sonug'tath,,, < ¢, olacak bigcimde Y’nin bir

n+l

{0,:n0Oc} aciimi vardir. HemUOw igin 9, ={f‘1(O):OD¢n} denilirse 9, X'in
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bir agik ortist olur ved,,, <" 9 dir. Soyle ki;

41
st(x,8,.,)=U{D:xd0DOY,,}

=U{f *(0):00¢,,,, x0f*(0O)}

=t*(Ufo:f (x)DoD09,.})

= (st(f (x).00.))
ve ¢,,,< ¢, oldusundan st(f(x),$,,,) 0 B olacak bicimde birBO¢, vardir.
Buradan f (st(f (x).¢,.,)) O f (B) olur. Boylelikle st(x.9,,,) 0 f*(B) olur.
BO¢, oldugundan f™*(B)O09, dir. O halde 9,,,< 8, dir. Her nOw icin
X, Ost(x,9,) alarak olgturulan {x,:nOc} dizisinin X icinde bir dgme
noktasinin var oldgunu gorelim. Ber {xn:an} dizisine ait sayilabilir sayida
terim f7(f (x)) kumesine ait ise;f*(f (x)) sayilabilir kompakt oldgundan
{x,:nOa} dizisinin dgme noktas vardir. ger f7(f (x)) kumesi{x,:nOw}
dizisine ait sayilabilir sayida terim igermiyorsfx,:nOw} n f7(f (x)) =0
oldugunu kabul edebiliriz. B(‘jylecéxn ; nDco} [ (f‘l(f (x)))C dir. Ote yandan her
nOw igin  x,0st(x9,) ve st(x9,)=f*(stf(x)9,) olduzundan
anf’l(st(f (x),q)n)) olup f(x,)Ost(f(x),0,) dir. {¢,:n0«} agihim
oldusundan f(x,) - f(x) oldusu kolaylikla gorilebilir. f kapall doniim
oldugundan {xn : nDoo}> p olacak bicimde bir pr’l(f (x)) vardir. Bunu
ispatlamak amaciyla hepr’l(f (x)) icin {xn : nDoo} > p oldugunu varsayalim.
Bu durumda herpOf~(f (x)) icin pO{x, :nOc} olup her pOf~™*(f (x)) icin
{x,:nO0}n (Up\{p})=D olacak bicimde birp0U, O X agik kimesi vardir.
pOf™(f(x)) ve {x,:nOc}nf?(f(x))=0 oldugundan {x,:nOc} n U, =0

dir. Her pOf™(f(x)) icin pOU, oldugundan f*(f(x))0 U U, dir.

por (i (x)
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U U, OX agk kime ve f kapall dosiim oldyzundan f(x)OV ve

pof(f (x))

f*(v)O U U, olacak bicimde birV OY acgl vardir. f:X - Y kapall

Pt (i () "
doénisim , SOY ve UOX agik olsun.f *(S)0 U ise SOV ve f*(V)OU
olacak bicimde birV OY acik kiimesi vardir[20].¥ (x,) - f (x) ve f(x)OV
oldugundan hern>n, igin f(xn)DV olacak bicimde bim,Jw vardir. Buradan

{x,:n>n}Of*(V)O pr'g(Jf(x))Up olur. Bu durum{x, :nOw} n U, =0 olmasi ile

celisir. Boylece {x,:nOw} > p olacak bicimde birpOf™(f (x)) vardir. Sonug
olarak X'in {9,:n0Oc} acik ortisit icin9,,, <" 9, ve x,0st(x8,) alarak
olusturulan {x,:nOcw} dizisinin X iginde bir dgme noktasinin var olgu

goruldigiinden X uzay! biM — uzaydirm

Sayilabilir kompakt parakompakt uzaylarin kompakayiolmasi[5] ve parakompakt
uzaylarin mukemmel dégim altindaki ters goruntisinin parakompakt olmasi

gerceklerinden[21] yola ¢ikarak 5.8. Teorem’inin $wnucunu verelim.
5.9. Sonug

X uzayinin parakompaki —uzay olmasi icin gerekli ve yeterli fa bir Y metrik

uzayinin ve birf : X - Y mukemmel fonksiyonun var olmasidir.
Ispat

=:. X parakompakt M —uzay olsun. X uzaylM -uzay oldgundan 5.8.
Teorem’den bir Y metrik uzayr ve bif:X -Y hemen hemen miukemmel
fonksiyonu vardir. f hemen hemen mikemmel @lchdan her yOY igin

f(y) OX sayilabilir kompakt ve kapalidir. Parakompakt uaay kapal alt

uzaylari da parakompakt ve sayilabilir kompakt panapakt uzaylar kompakt uzay



73

oldugundan[5]f (y) kompakttir. Boylece f fonksiyonu mikkemmel olur.

O: Y metrik uzay vef:X -Y mikemmel fonksiyon olsun. f mukemmel

fonksiyon oldgundan hemen hemen mikemmeldir. 5.8. Teorem’den X
M —uzaydir. Y metrik uzay oldiundan parakompakt uzaydir[5]. Y parakompakt ve
f:X - Y mikemmel oldgundan X parakompakttir[21].

Boylelikle X parakompaki —uzay olurm

Boylelikle M —uzaylarin yapisini daha acik biekilde gérme imkanina sahibiz.
Simdi sayilabilir kompakt uzaylarin metriklenebilmaiterini ifade eden 4.24.

Sonuc’un genelkgirilmi s halini verelim.
5.10. Sonug

X uzayinin metriklenebilir olmasi icin gerekli veeterli kagul X uzayinin

G, —diagonale sahipM — uzay olmasidir.
Ispat

= X uzayl metriklenebilir uzay olsun. X uzayl melekebilir uzay oldgundan
G; —diagonale sahiptirl: X - X 0zdglik dondsimu hemen hemen mukemmel

olup 5.8. Teorem’den X uzaywl —uzaydir.

0 : X uzayl G; —diagonale sahigM —uzay olsun. X uzayM —uzay oldgundan
5.8. Teorem’den bir Y metrik uzayl ve bifr: X - Y hemen hemen mikemmel
fonksiyonu vardir.f hemen hemen mukemmel ofgundan hery Y igin f‘l(y)

kiimesi sayilabilir kompakttir. 4.23. Teorem'déb, —diagonale sahip sayilabilir

kompakt uzaylar kompakt olgundan heryJY icgin f‘l(y) kompakt olupf

mikemmel fonksiyon olur. Y metrik uzay olglundan parakompakt uzaydir[5].

f:X =Y mikemmel ve Y parakompakt olglindan X parakompakttir[21]. X
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M —uzay oldgundan wA — uzay olur. X uzayl parakompakt uzay gidandan
yiginsal normal uzaydir. Ayrica X parakompakt uzayugicthdan submetakompakt
uzaydir. X uzay! submetakompattA —uzay ve G, —diagonale sahip oldundan

5.5. Sonug¢’tan X Moore uzayidir. X uzaygysal normal Moore uzayi olgundan

3.4. Teorem’den X uzay! metriklenebilirair.
Simdi 5.9. Sonuc¢’un kolay bir uygulamasi olan 5.$bnuc¢’u verelim.

5.11. Sonug

Her nUw igin X, parakompakM —uzay ise[] X, parakompakM — uzaydir.

nCw
Ispat

Her nUw icin X, parakompakiM —uzay oldgundan hem O w igin bir Y, metrik
uzayi ve birf : X  -Y _  mikemmel fonksiyonu vardir. HerOw igin Y, metrik

uzay oldgundan []1Y,=Y 'de metrik uzaydir. HernUOw icin f :X Y,

nCw

mikemmel fonksiyon oldiundan nf.:NxX,-ny, fonksiyonu
nJw

nCw nCw

muikemmeldir[22]. [1f,=f diyelim. Boylece Y metrik vef:[]1X,6 -Y

nCw nCw

mikemmel fonksiyon oldtundan 5.9. Sonug'tan[] X, parakompaktM —uzay

nCw

olur.m

Simdi 5.13. Teorem’in ispatinda kullanilacak olgagdaki lemmay verelim.

5.12. Lemma

oX, X'in herhangi bir kompaktkiirmasi olmak ulzeref: X - Y fonksiyonu
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mukemmel iseh(x) = (f (x),x) seklinde tanimlth:X - Y xoX fonksiyonu bir

gommedir veh(X) kimesiY xaX icinde kapalidir.

5.13. Teorem

X uzayinin parakompaki! —uzay! olmasi igin gerekli ve yeterli & bir Y metrik
uzayinin, bir Z kompakt uzayinin ve X uzay F kimeshomeomorf olacakekilde

bir FO Y xZ kapal alt kimesinin var olmasidir[23].
Ispat

= X uzayi parakompaki —uzayi olsun. 5.9. Sonug¢'tan bir Y metrik uzay we b
f:X - Y mikemmel fonksiyonu vardir. Yukaridaki lemmadaix) = (f (x).x)
seklinde tanimlih: X - Y xBX fonksiyonu bir ggmme véa(X) OY xBX kimesi

kapalidir. h(X)=F ve BX =Z diyelim. Bu durumda Y metrik uzay, Z kompakt

uzay ve FO YxZ kapali alt kimelerdir. Sonu¢ olarak: X - F fonksiyonu

homeomorfizma oldgundanX OF dir.

O Y bir metrik uzay ve Z bir kompakt uzay olmak lUzeteuzayl Y XxZ carpim

uzayinin kapali bir F alt uzayina homeomorf olstimmetrik uzay oldgundan 5.10.
Sonug¢’'tan Y M —uzaydir. Y metrik uzay oldiundan parakompakt uzaydir[5].
Boylelikle Y parakompaki — uzay olur. Dger yandan Z kompakt uzay olglundan
parakompakt uzaydir. Z kompakt uzay giddodan M —uzaydir. Béylece Y ve Z
uzaylari parakompaktM —uzay olur. 5.11. Sonuc¢’tanY xZ parakompakt

M —uzaydir. ParakompaktM —uzaylarin kapali alt kimeleri de parakompakt
M —uzay oldgundanF 0 Y xZ parakompakiM — uzaydir. Boylece F parakompakt
M —uzay olupX OF oldugundan X uzay! da parakompalt — uzay olurm

Simdi Arhangel’skinin 1963 yilinda yayinlanan malsitele yer alanp —uzaylari
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inceleyelim. Parakompaktlik olmasi durumunga uzaylar, M —uzaylara benzer

Ozelliklere sahip olurlarken, parakompaktlik olm@addurumlarda farkl bgka

ozelliklere sahiptirler. Orngn her yerel kompakt uzay —uzaydir. Bir baka
Ozellik, sayilabilir sayidakp —uzayin ¢arpimip—uzaydir. Halbuki M —uzaylarda
bu Ozellik parakompaktlk kolu altinda mevcutturp —uzaylar, acgik ortiler dizisi

yardimiyla da tanimlanabilirler.  Bazi durumlardazayn kendisinin yerine
kompaktlgtirmasinin  kullanilmasi daha faydali olabilmektedBiz yalnizca

tamamen dizenlip-uzaylarla ilgilenmenin yaninda iyi bilenen Stofiech
Kompaklgtirmasini kullanagaz. Simdi p—uzaylarini karakterize edecek olan 5.16.

Teorem ve 5.18. Teorem’den 6npe-uzay ve kesimp—uzay tanimlarini verelim.

5.14. Tanim

X topolojik uzayr tamamen dizenli olsupX 'in acik alt kimelerinden okan ve
)] Her nUw igin 3, X'i drter,

) Her xOX igin N st(x,9,) 0 X

nCw

kosullarini sglayan bir (Sn) acik alt kimeler dizisi varsa X uzayipe- uzay denir.

Eger ilaveten (N st(x,8,) = N s{ x8,) ise X uzayina kesip—uzay denir.
oo o

Simdi p— uzaylarin 6nemli bir 6zefini ifade eden gagidaki teoremi verelim.
5.15. Teorem

Her nUw icin X, bir p— uzay iseX =[] X, uzayIp— uzaydir.

nOw
Ispat

Her nUw i¢in X, p— uzay olsun.X, p- uzay oldgundan hernUw igin BX
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uzayinin agik alt kimelerinden gan ve

n
m?

1) Her mUw igin 6, X, yiOrter,

i) Her xOX,, icin N st(x,er”n) O X,

mOw

kosullarini  s&layan bir {9”' me} aileler dizisi vardir. Her nUw igin

m*

Sn:{HUixlﬂxi:UiDGL,isn} olsun. Simdi her nUw igin I, ailesinin

i<n i>n

X =T1X, uzayi i¢in bir ortu oldgunu gorelim.n, Dw ve x =(x,) X olsun. Her

nCw
mUw igin 67 ailesi X, 'nin 6rtust oldgundan heri <n, igin eino ailesi X, ’nin bir
ortusudir. Oyleyse her<n, icin x,0U, olacak bicimde birUiDG‘no vardir.

BoylecexU [1U; x [1X; U3, olupd, ailesi X uzay igin bir ortadur.

i<ng i>n,

simdi de her x=(x,)0X=[1X, i¢in Nst(x9,)0X oldugunu godrelim.

nCw nCw

y=(y,)ONst(x9,) olsun. HernOw icin yOst(x,9,) oldugundan hernJw

nCw

icin xOV, ve yllV, olacak bicimdeV, 09, vardir. 3, ailesinin tanimindan her

nOw igin V, =[MU] x[]X; olacak bicimde U 08, vardir. Boylece henOw ve

1=n 1>n

her i<n igin x,0U" ve y,OU" olup her nUw igin U"06, oldusundan her

nUw ve heri<n icin y, Ost(x ,6,) dir. O halde heii <n igin y, 0 st(>§ 9:1)
nCw

dir ve ﬂst(xi,eL)D X, oldusundan heri<n icin y, OX, elde edilir. Ayni

nCw

zamanday =(y,)0V, ve V, =[TU!x[1X, oldugundan i >nicin y,OX, dir.

isn i>n

Boylecey =(y,)OTU} x[1X; olup yOX tir.

Sonu¢ olarak hernUw icin &, ailesi X igin bir orti ve her xOX igin

Nst(x8,) 0 X oldugundan [ X, =X bir p— uzayidirm

nCw nCw
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Simdi kesin p—uzay olmanin bir kriterini verersagidaki teoremi verelim.

5.16. Teorem

X uzayinin kesinp—uzay olmasi i¢in gerekli ve yeterli fad X'in acik drttlerinin

her x O X igin;
i) C, = N st( x9,) kimesi kompakt,
ndw
i) {st(x8,) :nOa} ailesiC, icin bir taban,

kosullarini sglayan bir(ﬁn) dizisinin var olmasidir[24].

Ispat

= X topolojik uzayl kesinp—uzay olsun. X uzayi kesip—uzay oligundan

BX'in acgik alt kimelerinden okan

a) HernUw igin ¢, X kiimesini Orter,
b) HerxOX icin Nst(x,%,)0 X,
nCw
c) Nst(x7,) =N s xv,),
nCw nJw

kosullarini s&layan bir (+,) aileler dizisi vardir(+,) aileler dizisini hem U icin

rV

n+l

< 1. olacak sekilde alabiliriz. U0/, ise U kimesiX iginde agiktir. Bu
durumdaU n X kimesi X'te acik kimedir. HenOw igin 9, ={Un X:U 0¥}

olsun. ¢,,, <, oldusundang,,, <8, dir. (9,) dizisinin X'in agik ortilerinin bir

n+l

dizisi oldugu agiktir. Ayrica herx JX ve hernOw igin st(x4,)n X=st( x3,)

dir. Ayni zamanda( st(x,%,) 0 X oldugundan N st(x,%,)n X= N st{ x¥,) ve

nCw nCw nCw

Nst(x%,)=Ns{x8,) dir. Ote yandan X, BX iginde ygun ve

nCw nJw

st(x,%,) n X=st( x8,) oldusundan her nOw icin st(x4,)=s{ x&,) dir.
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Buradan Nst(x%,)=Ns{x?,) ve Nst(x¥)=Ns{x¥,) olduundan
n0w nJw

n0w nJw

Nst(x7,)=Ns{x8,) dir. Boylece Nst(x%,)=Ns{x3,) ve

nCw nCw nCw

Nst(x9,)=N s xp,) elde edilir. C = Nst(x3,)=N s(xP,) olup C,

nCw

kimesi BX icinde kapalidir. Kompakt uzaylarin kapali alt ylaa da kompakt
oldugundan veC, [0 X oldugundan C, X'in kompakt bir alt kiimesidir. 2.2.29
Lemma’dan kompakt uzaylarda het hir dgsme noktasina sahip olgundan, her
nOw icin x, Ost(x,9,) alinarak olgturulan{x, :nOw} dizisinin X iginde bir p

degme noktasi vardir. HenOw igin 9,,, <9, oldusundanst(x,9,,,) O s{ x8,)

olup pO N st( x3,) olmak zorundadir. OyleyspC, olup {x,:n0w} dizisinin

n0w

X icinde bir dgme noktasi vardir. Bbylecést(x,ﬁn):nﬂw} X’in acik alt

kiimelerinin azalan bir dizisi) st(x,8,) = N s x8,) ve {x,:n0Ou} dizisinin X
nJw

nCw

icinde bir dgme noktasi var oldundan 5.3. Lemma'dagst(x,9,) :nda} ailesi

C, icin bir komyuluklar tabani olur.

0: {9,:n0Ou} Xin acik ortilerinin (i) ve (i) kgullarini s&layan, bir dizisi olsun.
Her OO, icin O kiimesi X i¢inde agik olgundanO = U(O) n X olacak bicimde
BX’in bir U(O) agik alt kimesi vardir. HemDw icin v, ={U(0):00#%,} olsun.

Her xOX igin C, = Nst(x8,) 0 N s x¢,) O N st x¢,) oldugu aciktir.
e

nCw nJw

simdi her xOX i¢in Nst(x,%,)0 N s x3,)= G oldugunu gorelim. x OX

nCw nCw

olmak tizere N st(x,%,) 0 C, oldugunu kabul edelim.y 0 st(x,%,)\C, olacak

nCw nCw

sekilde bir yOBX vardir. BX duzenli uzay veC, BX icinde kapall oldgundan
BX\C, kimesi BX icinde aciktir. yOOC, oldusundan yOW DWDBX\CX

olacaksekilde bir W O X agik alt kiimesi varditw 0 BX \ C, = (C

X

)° oldusundan
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C,O(W) dir. (W) kimesi BX'te agik bir kimedir. (i) keulundan

X

{st(x®,):n0a} ailesi C, icin bir konyuluklar tabani oldgundan

st(x,ﬁno) D(VV)C olacak sekilde bir nyOw vardir. delecest(x,ﬂno)mVV:D
olup W acik kiime oldgundan st(x,ﬂno)n w=0O dir. st(x,ﬂno): st( Xﬂ/no) n X
oldugu aciktir. st(x,ﬂ/no) kiimesiBX icinde agik ve XBX'in yogun bir alt kiimesi

oldugundan st(x,ano) O st( xﬂ/no) n X dir. Oyleyse st(x,ano) O st( xﬂno) olup

st(x,f(/no):st(xﬂno) dir. yONst(x%,) oldugundan stt(xﬂ/no) olup

nOw
stt(x,Sno) dir. Fakat bu st(x,ﬁno) n W=0 olmasi ile cekir. Oyleyse
C,=Nst{x¥,) =N s x¢,) olup BX'in acik alt kiimelerinin{*, :nOc} ailesi
nCw oo

kesin p—uzay tanimindaki ¢ kolu da sglar.m
5.17. Lemma

KOX kimesi kompakt ve henUw icin G, 0 X kimesi acik olmak uzere

{G,:nO«} ailesi K kiimesi igin bir koguluklar tabani olsun. Bu durumda her

nDw icin x, 0G, olmak tizerep0{x, : nOw} olacaksekilde birpOK vardir.
Ispat

Her x 0K igin xD{xn : an} oldugunu kabul edelim. Bu durumda hgifJK icin
xin V, n{x,:n0w} =0 olacaksekilde bir V, agik komgulugu vardir. Herx K

icin xOV, oldusundanK O UV, olup{V,:x OK} ailesi K igin bir agik ortudiir,

XOK
K kompakt oldgundan {V,:xOK} acik ortustinin{x,,X,,...,x} 0 K olmak

k

tizereK O UV, olacaksekilde sonlu bir alt ortust vardfG, : nOw} ailesi K igin
=
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k
bir komsuluklar tabani oldgundan G, UV, olacaksekilde bir n,Ow vardir.
0 i=1 i

k
Her nOw i¢in x,0G, oldugundanx, OG, olup x, OUV, dir. Bu durum her
0 0 0 i=1 i

xOK icin V, n{x,:nOw} =0 olmasi ile celiir. Oyleysex, O{x,:nOw} olacak

sekilde birx, UK vardirm

5.18. Sonug

Her Moore uzayi bir kesip — uzay, her kesirp —uzayi da birwA — uzaydir.
Ispat

X uzayl Moore uzayi olsun. Oyleyse X'in acik ortielen oligan bir (Sn) acthmi
vardir. X T,-uzay ve{st(x9,) :nOc} ailesi x noktasinin koguluklar taban

oldusundanC, = (1 st( x9,) ={ ¥ olup C, kompakttir. Boylece(9,) acik ortiiler

n0w

dizisi 5.16. Teorem'in (i) ve (ii) kaullarini sgladigindan X uzayi kesimp —uzaydir.
Simdi X uzayinin wA —uzay oldgunu gorelim. X uzay! kesip —uzay oldgundan
5.16. Teorem’den

()  HerxOX igin C, = N st(x8,) kimesi kompakt,

nCw

(i) Her xOX icin {st(x,ﬂn) :an} ailesi C, icin bir konsuluklar tabani
kosullarini sglayan X'in acik ortulerinden okan bir{%n : nD(o} dizisi vardir.

xOX olmak tzere hermOw igin x,0st(x,9,) secerek{x,:nOw} dizisini
olusturalim. C, kimesi kompakt ve{st(x,ﬁn) :an} ailesi C, icin bir
komsuluklar tabani oldgundan, yukaridaki IemmadarpD{xn:Tw} olacak
bicimde bir pOC, vardir. X T, —uzay oldgundan{x,:nCw} = p dir. Boylece X

bir wA —uzaydirm
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5.19. Teorem

X submetakompakt uzay olsun. Bu durumgiasadaki ifadeler gdeserdir.

a) X bir kesinp — uzaydir,
b) X bir p—uzaydir,

C) X WA —uzaydir.

Ispat

5.18. Sonuc¢’'tana)=> c) dir. Ayrica tanimdan her kesip—uzay, bir p—uzay

oldugundan a)= b) dir. Simdi b)= a) gerektirmesini gorelim. X uzayi
submetakompaktp—uzay olsun. X uzayip-uzay oldgundan X'in acik alt

kiimelerinden olgan ve

) Her nUw i¢in 7, X'i Orter,

) Her xOX igin N st(x,%,) 0 X

nCw

kosullarini s&layan bir{«/n : nD(o} aileler dizisi vardir. X uzayl submetakompakt
oldugundan 4.18. Lemma’dafiX 'in acik alt kimelerinden okan ve X'i drten dyle

bir  {9,:n0«}  aileler dizisi vardir ki, her xOX icin

Nst(x8,)=N s x3,)0 N st x¢,) salanir. Nst(x,)0 X oldugundan her
nCow oo o

nCw

xOX icin Nst(x,9,) 0 X dir. Boylece X uzay kesip - uzay olur,

ndw
Simdi de c)= a) gerektirmesini gorelim. X Ww-uzay oldgundan X'in acik
ortilerinden olgan {¢,:nOw} acik ortiler dizisi var ve hex X ve hernUw
icin x, Ost(x,0,) alinarak olgturulan {x,:nO} dizisinin X icinde bir dgme

noktasi vardir. Genefli bozmadan henUw igin ¢,,, < ¢, alabiliriz. Diger taraftan

n+l

X submetakompakt uzay olgundan 4.18. Lemma’dan X’in acik ortulerinin her
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xOX igin Nst(x8,)=N s xd,)0N s{ xp,) olacak bigimde bi{8,: nDw}

nCw nCw

dizisi vardir. HernUw icin 9,,, <9, almak genelfii bozmaz.#) =9 A¢, olmak
tizere {w,:nOw} dizisinin 5.16. Teorem’nin i) ve ii) kollarini sa&ladigini
gorelim. w, =9 A, oldugundan st(x,u,)=s{ x9,)n s{ xp,) dir. Simdi

Nst(x,%,) =N s xw),) oldusunu gorelim.

Nst(xm)= N (s(x,)n s{ x,))
[ ngw(st(x,ﬂn) n st xq)n))
0 Nst(x.9,)
= n(D]mst(x,ﬂn)

nCw

=(nst(xs,)]n (0 s(xb,))

n0w nJw

= N (st(x.9,)n st x,))

nCw

= N st(x,%,)
nCw
oldugundan Nst(xw,) 0 N s xw,)0 N st xw,) olup
nCw nCw Jw

Nst(x,,) =N s xw,) dir. Simdi her xOX ve hernOw icin x, Ost(x,),)

n0w nCw

alinarak olgturulan {xn:an} dizisinin X iginde bir déme noktasinin var
oldugunu  gorelim. x,Ost(xw,) ve st(xw,)0 s xp,) oldusundan
x, Ost(x,0,) dir. Boylece{x,:nOw} = p olacaksekilde bir pdX vardir. Her
nbw icin  ¢,,<¢, olduundan w,, <, olup her nUw igin

st(xw),,,) O s xw,) dir. {st(x,) :nOc} dizisi azalan, hernOw igin
st(x,,) kimesi acik kime, Nst(x,%,)=N s xw,) ve {x,:n0}>p
nCow o

oldugundan 5.3. Lemma'dafst(x,%,) :nOw} ailesi N st(x,%),) kumesi igin bir

nCw

komsuluklar tabanidir. Boylelikle 5.16. Teorem’in (Kpsulu s&lanms olur. Simdi
{Wn : an} dizisinin 5.16. Teorem’in (i) kaulunu sa&ladigini gorelim. Oncelikle
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ﬂst(x,fwn) kimesinin sayilabilir kompakt olgunu go6relim. Bunun icin

nCw

{p, :nOw,nz micinp# p}O n(D]w st xw,) dizisinin bir ygilma noktasinin var
oldugunu gorelim. Her nOw icin p, Ost(xw,)dir. st(x,w,) 0 st xp,)
oldugundan p, Ost( x$,) dir. Buradan{p, :nOw} = z olacaksekilde bir zO X
vardir. z nokta5|{pn :nDoJ} dizisinin bir dgme noktasi oldgundan z noktasi
{pn :nDoJ} dizisinin bir ygilma noktasidir. Clnkd z nin her U acik karugu ve
her nUw igin p,, 00U olacaksekilde bir m>n vardir. p, O{p, :nO} n (UY 3)

oldugundan z y&llma noktasidir. Boylecd ) st(x,wn) kimesi sayilabilir kompakt

nCw

olur. Diger taraftan () st(x,%,)= N s xw,) oldugundan N st(x,%,) kimesi

n0w nCw nCw

kapalidir. X submetakompakt uzay ogdmdan () st(x,wn) O X kapal alt kimesi

nCw

de submetakompakttif) st(x,%,) kiimesi sayilabilir kompakt ve submetakompakt

nCw

oldugundan kompakttir[21,25].

Sonug olarak X'in agik ortulerinigw, :nOw} dizisi 5.16. Teorem'inin (i) ve (ii)

kosullarini sgladigindan X kesinp—uzaydirm

5.20. Sonug

X parakompakt bir uzay olsun. Bu durumdagadaki ifadeler gdegerdir.

a) X M —uzaydir,
b) X WA —uzaydir,
C) X p-uzaydir.
Ispat

X parakompakt uzay olgundan submetakompakt uzaydir. 5.19. Teorem’den X’in
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p—uzay ve vA-uzay olmasi geger oldigundan b) = c¢) dir. Tanimindan her
M —uzay WA —uzay oldgundan a)= b) dir. ispatin tamamlanmasi icih) = a)
oldugunu gorelim. X wA-uzay olsun. X W-uzay oldgundan X'in acik

Ortilerinden olgan 0&yle bir {¢n : an} dizisi vardir ki; her nw igin

X, Ost(x,$,) alarak olgturulan {x,:nOw} dizisinin bir dgme noktasi vardir,
Ayrica genellgi bozmadan henUw igin ¢,, < ¢, alabiliriz. X uzay! parakompakt
oldugundan her acik ortustnun yildiz ingelardir. 9, = ¢, olsun. 9, ve ¢, X'in
acik ortileri oldgundan 9,A¢, X'in bir agik ortisudir. X parakompakt uzay
oldugundan®, <" (9,A¢,) olacaksekilde X'in 9, acik ortisii vardir. Ayngekilde
devam edilirsed, ve ¢,,, X'in acik ortileri oldgundan 9 ,A¢ ., X'in bir acik
ortustdur. X parakompakt uzay ofgdndan 9, ,, < (an/\q;ml) olacaksekilde X'in

bir 9,,, acik ortiisi vardir. Sonug olarak herJw icin 9,,,< (8,/9,..)

n+1
oldugundand,,, < 9, dir. Her nDw icin x, Ost(x,9,) alarak{x,:nOw} dizisini
olusturahm. 9,,,< (8,A¢,.,) olduundan her nOw icin 8,<¢, olup
st(x,8,) O s x,) dir. Béylece hernOw igin x, Ost(x,0,) olup {x,:nOw}

dizisinin bir dgme noktasi vardir. Sonug olarg®, :nCw} acik ortiller dizisi X

icin M —uzay olma keullar sglandgindan XM —uzaydir. Bdyleceb) = a) dirm

Simdi p-uzay olmanin hgka bir karakterizasyonunu verergagidaki teoremi

verelim.
5.21. Teorem

X topolojik uzayinin p—uzay olmasi icin gerekli ve yeterli fad X'in acik
ortulerinin gagidaki kasullarr sa&layan bir(ﬂn) dizisinin var olmasidir:

Her nOw icin G, 09, olmak uzereger (1 G, 20 ise;

nCw
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i) N G, kiimesi kompakt,
nCw

i) {ﬂa:an} ailesi N G_n kimesi icin bir dy network'tir, yani () G_n
isn nCw nCw

kimesini iceren her V acik kiimesi icifi a OV olacaksekilde bir n,CJw sayisi

i<ng

vardir[26].
Ispat

=: X p-—uzay olsun. Oyleys@X'in acik alt kiimelerinden okan, her biri X’i

orten ve her xOX i¢in N st(x,$,) 0 X olan bir{¢,:nOw} aileler dizisi vardir.
nCow

Her nUw igin

9, ={G ren az birVd¢, ,enaz bir HB X acik var,léxi; H” OV ve G=Hn ><}
olsun. Herhangi bir A kiimesinin X icindeki kapganif3X 'teki kapangindan ayirt

etmek icin X 'teki kapansgini A seklinde gostereggz. Her nUw igin 9, X igin
bir agik ortudirSoyle ki; xOX ve nUw olsun. ¢, ailesi X'i orttistinden x OV

olacak bigimde birv O¢, vardir. V BX icinde agik veBX duzenli oldgundan

xOHOH" OV olacak bicimdeBX'in acik bir H alt kiimesi vardir. Oyleyse
Hn X=G denilirse xOG ve GOJ, oldugundan &, ailesi X iginde bir agik

ortudur. HernOw icin G, 09, olmak tizere G, # 0 olsun. Oyleysex 1 N G,

n0w ndw

olacak bicimde birx OX vardir. Ik olarak ﬂG_n kiimesinin kompakt oldiunu

nCw

gorelm. xONG, oldiundan her nbw igin G,” Ost(x$,) olup

ndw

NG,” ONst(xo,) dir. Nst(x0,)0 X oldugundan N G,” O X dir. Oyleyse,
n0w nCw

nCw nCw

NG, =N (Enﬁx N X):(ﬂgnﬁx)m X oldugundan, N G, = ﬂG_an
w ndw nCw

nCw nCw

dir. NG,

nCw

kiimesi BX'in kapali bir alt kimesi oldgundan kompakt olup G_n kiimesi X'in

nCw

kompakt bir alt kimesidir.
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Simdi {ﬂa :nOowy ailesinin N G_n kimesi icin bir dy network oldgunu goérelim.

i<n nCw

VOX agik kime olmak tizereN G, OV olsun. Her nOw igin NG, =F,

nCw i<n

diyelim. Her nUw i¢in F, OV oldugunu varsayalim. O zaman harJw icin bir
x, OF,\V segebiliriz.pX kompakt oldgundan{x,:nC} dizisinin BX icinde bir

p desme noktasi vardir. Bu durumdaldV olac&indan p[ ﬂgn dir. Oyleyse
nOw

pOG,, olacak bicimde bim,Jw vardir. Bu durumda, OX\G, olacak bicimde

bir n>n, sayisi vardir.n>n, olduundan F, O F _ olup x,0F, oldusundan

x, 0F, = N G, dir. Ancak bu durumda, 0(X\G, ) n G, olup bu bir gelikidir.

i<ng

OyleyseN G, 0V olacak bicimde binOw sayisi vardir.

a: {q)n X an} X’in acik ortulerinin (i) ve (ii) kgullarini sglayan bir dizisi olsun.
Her GO¢, icin G kimesi X icinde acik olgundan G = U; n X olacak bi¢cimde
BX'in bir U acik alt kimesi vardir. HemUw icin 9, ={U,:GO¢,} olsun. Her

nUw icin ¢, X icin bir 6rth old@gundan her bird,, ailesi de X'i 6rter.Simdi her

xOX igin Nst(x,9,) 0 X oldugunu gérelim. xOX ve yOBX\X olsun. Eer

nCw

yO N st(x.8,) ise bu durumda henUw igin yOU, ve xOU, olacak bigimde

nCdw

G,039, wvardr. x0OX ve her nlw icin  xUOUg  oldugundan

xON (UGn N X) =NG, olup NG, 20 dir. Oyleyse (i)’den(D] G_n X'in kompakt

nCw nCw nCw

bir alt kiimesi ve (ii)’deq NG, : nDoo} ailesi N G, kiimesi igin bir dy networktir.

i<n nCw

NG, 0X ve yOX olduundany NG, dir. NG, kiimesi X iginde kompakt

nCw nCw nCw

oldugundan BX icinde de kompakttir. C")yleyseﬂG_n kimesi BX icinde kapall,
nCw

NG,n{y}=0 ve BX normal uzay oldgundan NG, OWOW  OBX\{y}

n0w nCw
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olacak bicimdeX 'in acik bir W alt kimesi vardn{ﬂa : nDco} ailesi N _n icin
isn nCw

bir dis network oldgundan HGDW olacak bigimde birn,Ow vardir. Ote

isng

yandanX =X oldugundan veU. kimesiBX'in acgik bir alt kiimesi oldgundan

U,OUgn X =G olup G =G n U, =U, dir. Yani her G kiimesiU,
. " v S . —BX
icinde yaggundur. Boylece (1 U, OW™  dir. Soyle ki; pO ) U, ve pDWG

olsun. Bu durumda her<n, igin pD(WBX) n Ug . (V_VBX) nUg kimesi Ug
icinde bg olmayan bir acik kime veG; U, icinde ydgun oldigundan
(WBX) nUg nG,#0 olur ancak buG OW olmasi ile cefir. O halde

N Ug ow™ olup yDWBX oldusundan yO (1 U, dir. Fakat buyO ) Ug

i<ng i<ng nCw

olmasi ile gefiir. Oyleyse hery OBX\X icin y O N st(x,9,) olup Nst(x8,) 0 X
ndw

nCw

dir.m

5.22. Tanim

X bir topolojik uzay olmak tzere,ger X'in her bir A alt kimesi icin, A’'nin bitin
kompakt alt kiimeler ile kegminin kapali olmasi A’nin kapali olmasini gereitar

ise X uzayina k-uzay denir.

Simdi p—uzay ile k —uzay arasindaki gkiyi gosteren gagidaki teoremi verelim.

5.23. Teorem

X p-uzay isek —uzayidir.
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Ispat

X p-uzay olsun. Xin k—uzay oldgunu gostermek icin kapali olmayan bir

A OX kumesi icin K n A kiimesi kapali olmayacajekilde bir K 00X kompakt

kiimesinin bulunabile@ni gormeliyiz. X p—uzay oldgundan 5.21. Teorem’in (i)
ve (i) kosullarini sglayan X'in acik orttlerinden okan bir (Sn) dizisi vardir. A
X’in kapali olmayan bir alt kiimesi olsun. O zamprmK\A olacaksekilde bir
pOX vardir. HernUw icin 3, X'in acik ortusu oldgu icin p G, olacaksekilde
bir G, 09, vardir. pd G, ve X uzay diizenli oldiu icin pOU, O U, O G, olacak
sekilde bir U, O X acik kiimesi vardirpJG, ve pd U, oldusundanpOU, n G,
dir. U,n G, kiimesi acik ve X uzayi diizenli olgindanpOU, DU, 0U,n G,
olacaksekilde bir U, 0 X vardir.p0U, 0 U, 0U,n G,0 G, oldugundanU, 0 G,
dir. pO0U,0U,0U,n G,0U,ve U, 0U,0U,0G, oldwundanU, 0G, dir.
U,0G, ve U, 0G, olduu icin pOU OG,n G, dir. pG, ve pOU,
oldugundanpU U, n G, dir. U, n G, kiimesi acik ve X uzay! dizenli okglw icin
pUu, DUZ OU,nG, olacak sekilde bir U,0X acik kimesi vardir.
pOU,0U,0U,nG,0U, ve pOU, 0G,n G, oldusundan

pOU,0U,0U,0G,n G, dir. Buradan p0U,0U,0U,0NG, olur. Ayni
i<l

sekilde devam edilginde her nUw icin pOU,,, 00U, 0U ONG, olacak

i<n

sekide U, OX acik kimeleri vardir. VU, =K diyelim. K=NU,=NU,

nCw nCw nCw

oldugu aciktir. Her nUw igin U_n kapali kime oldgundan ﬂU_n kimesi de

nCw

kapaldir. Her nUw igin U, 0ONG,0G, oldigundan U, 0G, olup

isn

NU,ONG, dir. pONG, olup NG, #0 oldusundan 5.21. Teorem (i)'den

n0w nJw nCw nCw

NG, kimesi kompakttir. NG, kiimesi kompakt ve N\ U_ kimesi NG,

nCw nCw nCw n0w
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kiimesinin kapali altkimesi oldu igin ﬂU_n kiimesi de kompakttir. Hen [ w

nCw

sekilde bir x 0N G, vardir.S6yle ki; herx O ﬂ G, igin {x,: an} ~ x oldugunu

n0w

kabul edelim. Oyleyse her> n,_ icin x, 0V, olacaksekilde bir V, acik kiimesi ve

bir n, Jow vardir. G kiimesi kompakt oldgundan G O UV. olacaksekilde

n0w nCw

{X),Xp0es %} ON G, vardir. NG, D_UVI ve _UV kiimesi acik oldgundan

nCw nCw

5.21. Teorem (ii)’den() G O U - olacaksekilde birn, w vardir. HernJow igin

i<n

x,0U,0NG, olduundan hernzn, icin x,0U, 0U, O NG, dir. Ayrica

isn i<ng

Cs

G, O

isng

V, oldugundan her n=n, igin anLerx, dir. max{@ rg,}: m
=

Xi ism

.I_I‘

n

diyelim. n,<m, oldugundan (N G 0N G dir. Diger taraftan G DUV

ism, isng isng

oldugundan N G O _U Vi, dir. 0] zaman her n>m, icin

ism,

x,0U, DﬂG 0N G DUV ve dolayisiylax, DUV olup X, OV, olacak

i<n ismg

sekilde bir j<m vardir. Bu durum x, 0V, e celsir. Cinki n>m, ve

max{ n, rg)} m oldusundan n=n, dir. Her n2n, icin x 0OV, dir. Oyleyse

Ism

her nUw igin x, 0U, olmak uzere{x, :nJw} = x olacaksekilde bir x0ON G,

nCw

vardir.

OU, , NU =NU, ve x,0U, alinarak olgturulan her

nbw nCw

Her nUw igin U

n+1
{x,:nOu} dizisi bir dgme noktasina sahip olgundan 5.3. Lemma'dan

{U,:nOw} ailesi K=NU, igin bir tabandir. Ber AnK kapall dgilse

nCw

aradgimiz kompakt kiimeK = (1 U, kiimesidir. EBer A n K kapali ise;p0A\A

nCw
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oldugundan pO0A olup pO0AnK dir. pOANnK oldugu icin pO(AnK)° dir.
(AnK)® kimesi agik ve X uzayl dizenli oglindan pOV, OV, O (A nK)°
olacak sekilde bir V,OX agik kimesi vardir.V,0(A nK)® oldugundan

VonAnK =0 dir. X uzaylr duzenli veV,0X acik kime oldgundan
pOV, 0V, 0V, olacaksekilde bir V, X agik kiimesi vardir. X uzay diizenli ve

V, 0X agik kime oldgundan pOV, OV, OV, olacaksekilde bir V, OX agik

kimesi vardir. Byekilde devam edilirse hanUw i¢in pOV, ,, 0OV

n+l

OV, olacak

n+1

sekilde Vv, OX acik kimeleri vardir. Her nUw icin

U.,nV.,,0U, . nVv,_ . 0OU_ nV,OU »V  olduundan

n+l n+1

K'=N(U,nV,)=N(U,nV,) kimesi kompakttir. Ayrica yukarida géruldii ki;

nCw nCw

her nOw igin x, 00U, nV, OU, alinarak olgturulan her{x, :nO«} dizisi icin

{x,:n0a}»x olacak sekilde bir xONG, vardir. Her nUw igin

n0w

UnV,,0U.nV, N(U,nV,)=N(U,nV,) ve x,0U,nV, alnarak

nCw nJw

n+l

oldugundan 5.3. Lemma’ dafU, nV,:nOw} ailesi K'=N(U,nV,) kimesi

nCw

icin  bir tabandir. K'nA=N(U,nV,)nA OK nV,nA =0 oldusundan

nbw

K'nA=0 dir. Her nUw icin bir x,0U,nV, nA secgelim. Simdi
Ko, =K'O{x,:nOu} kiimesinin kompaktA n K, kiimesinin de kapali olmagini

gorelim. K'O{x,:n0w} O UH, olacak sekilde herhangi bir{H, :AOu} agik

ANw

ortisini alaimK' OK'O{x ,:n 0w} O UH, ve K' kiimesi kompakt oldgundan

Al

K'O UH, olacaksekilde sonlu birJO | alt kimesi vardirK' 0 UH, ,UH, OX
AL

A A

acik ve {U,nV,:nOw} ailesi K' igin bir komsuluklar tabani oldgundan

U, nV, OUH, olacak sekilde bir n,0w vardir. Her n>n, igin
0 o AW
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x,0U,nV, 0OU, nV, OUH, olur. Boylece {x,:n>n}OUH, olur

DD DD

{x,:n0w} O UH, oldugundan hem< ng i¢in x, OH, olacaksekilde bir A O

Adl

vardir.{x,:n<n} O UH, oldusundan
i=1 !

Ko =K'O{x,:nO} =K'O{x ;n<n}O{x,:n>n¢ D(U HA)D(E_j HM) dir.

A
Boylece K,=K'O{x,:n0w}  kimesinin kompakt oldiu  goruldi.
AnKy,=An(K'Ofk nO})=(A nK')O@ nk ;nOa}) ve KnA=0O
oldugu icin AnK,=An{x :nO«} dir. Her nUw icin x,0U, nV, nA
oldugundan hernUw icin x,0A dir. Buradan(A n{x,:nO«})={x,:n0c}
olur. Boylece AnK,={x,:n0w} kimesi kapall dgldir. Soyle ki
AnK,={x,:nOu} kapall kime olsunK' kimesi kompakt{U, nV,:nOw}
ailesi K’ i¢in bir taban ve hernUw icin x, U _nV nA OU nV A oldugundan

5.17. Lemma'danpO{x, :nOw} olacak bicimde birpOK' vardir. {x,:n0Ow}

kapali kime oldgundan{x, : nO«} ={x, :nOw} olup pO{x, :nO} dir. Oyleyse
p =X, olacak bi¢cimde bim,Uw vardir.x, OU, nV, nA oldugundanx, UA
dir. p=x, OK" ve x, OA olduundanx, OK'nA dir. Bu durumK’'nA =0
olmasi ile gefir. Bu celski AnK,={x,:nOw} kiimesini kapali kabul
etmemizden kaynaklanmaktadir. BoyleKg kompakt bir kiime veA n K, kapal

olmadgindan bizim araggmiz kompakt kimeK , =K' O{x ,:n Do} kiimesidirm
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