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Bu galigmada, log 6, (z)'nin y ilkel karakteri ile genellemesi olan

Ay (z,50) = 3 D x (m)x (n) (=1)" a1 E

n=1m=1

fonksiyonu i¢in doniisim formiilleri elde edildi. Bu doniisim formiillerinde,
Hardy—Berndt toplamlarinin karakter genellemeleri olan toplamlar gorildii.
Bu toplamlarin sagladigi resiprosite bagintilar1 doniigiim formiilleri yardimiyla
ispatlandi. Ayrica, bu toplamlarin bazi 6zellikleri incelendi.
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the generalization of log#s (2) in the sense of primitive character x, are obtained.
Appearing in the transformation formulae are generalizations of the Hardy—Berndt
sums. The corresponding reciprocity formulas for these sums are proved with the
help of transformation formulas. Furthermore, several properties of these sums are
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ONSOZ

Bu calisma esas olarak Onbilgiler ve Bulgular olmak iizere iki boliimden
olugsmaktadir. Bulgular boliimiinde kullanilacak olan Bernoulli polinomlar1 ve
fonksiyonlari, Fuler polinomlar1 ve fonksiyonlari, Dirichlet karakteri, Dedekind
toplamlari, Hardy—Berndt toplamlari, Berndt tarafindan elde edilen doniigiim
formiilleri Onbilgiler béliimiinde tanitilmig ve bazi 6zellikleri verilmistir.

Bulgular boliimiinde ise, log 6 (z)’nin genellemesi olan A; (z, s, x) fonksiyonu
i¢in doniistim formiilleri verilmigtir. Bu doniigiim formiillerinde ortaya ¢ikan karakter
Hardy-Berndt toplamlari tamimlanmigtir.  Doniistim formiilleri yardimiyla, bu
toplamlarin resiprosite bagintisi sagladig1 gosterilmigtir.

Bu tez c¢alismasinin, bu alandaki caligmalara onemli katkilar saglayacagi
inancindayiz.

Bu caligma boyunca bilgisini ve zamanini benimle paylasan, destegini
esirgemeyen danigmanim Saym Yrd. Dog¢. Dr. Mimiin CAN’ a ve Arg.Gor.
Muhammet Cihat DAGLI'ya tegekkiirlerimi sunarim.
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GIRIS Merve CELEB]

1. GIRIS

Berndt (1978) ve Goldberg (1981), ¢ > 0 ve ad — bec = 1 olan a, b, ¢, d tamsayilar
icin Tz = (az + b) / (cz + d) kesirsel dontigiimiin katsayilarima bagl olarak

92 (z) _ 6m‘z/4 H (1 _ 62n7riz) (1 + 62"””)2,
n=1
ﬁ _ mz2n + 6m’z(2n71))2 ’
ﬁ 2n7rzz . 6(2n—1)7riz)2

ile tanimlanan theta fonksiyonlar: igin agagidaki logaritmik déniigiim formiillerini
elde etmislerdir:

Eger b ¢ift ise

e e

log 6, (Tz) =logh, (z) + log (cz+d) — g Z84<d c), (1.1)
eger a ¢ift ise
mid  m o m
log 04 (Tz) =log s (2) + . log (cz+d) + 2 1t 353(d c), (1.2)
eger a ve b tek ise
1 . .
log 8, (Tz) =log s (2) + 5 log (cz +d) — %Z + 7TZZS(d, c), (1.3)
eger d cift ise
1 ma T T
log 0y (Tz) =log by (2) + 5 log (cz +d) — e 1 + Esl(d c), (1.4)
eger c ¢ift ise
d
log 6y (Tz) = log 0y (2) + log (cz+d) + maz; - WZZ — misy(d, ¢), (1.5)
eger ¢ ve d tek ise
1 ma T T
log 03 (Tz) =log s (z) + 5 log (cz + d) — 17 385(03 c). (1.6)

Bunlardan (1.3) ve (1.6) doniisiimleri Goldberg (1981), digerleri ise Berndt (1978)

tarafindan verilmistir. ~ Bu doniigtim formiillerinde goriilen S(d,c) ve s,,(d,c),

1
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m = 1,5 toplamlar1 (bkz. sayfa 7), Hardy toplamlar1 ya da Berndt’in aritmetik
toplamlar1 (Hardy—Berndt toplamlar1) olarak adlandirilir.

Can (2006) log @, (z)'nin bir genellemesi olan B(z, s : x) fonksiyonunu

(281 %) Z Z x(m)x(2n 4 1) (2n +1)° ! emmCrl3

m=1 n=0

seklinde tanmimlayarak doniisiim formiilleri elde etmistir.  Burada x bir ilkel
karakterdir (bkz. Tanim 2.1). Bu déniisiim formiillerinde S(d, ¢), s3(d, ¢) ve s4(d, c)
toplamlarinin genellemeleri olan ve S,(d, ¢, x), s3,(d, ¢, X) ve s4,(d, ¢, x) ile gosterilen
karakter Hardy—Berndt toplamlar1 goriilmektedir.

Bu tez ¢aligmasinda,

log <2 7r712/4) i i -1 27r7,zmn

m=1n=1

nin bir genellemesi olarak A; (z,s, x) (Tanim 3.1) fonksiyonu

A (55,0) = Y D x (m) x (n) (~1)™ ne ez

m=1 n=1

az
esitligi ile tanimlanarak
SIUHE cz+d

olarak ti¢ farkl doniigiim elde edilmigtir. Elde edilen doniigiim formiillerinde s;(d, ¢),
s9(d, ¢) ve s5(d, c) Hardy—Berndt toplamlarinin, sirasiyla,

s1p(d,c,x) = ZX p1x<dn)531<&>,

kesirsel doniistimiiniin a, b, ¢, d katsayilarina bagh

2 (dy 0, X) = :2:1(—1>“x () B, (d”) B ()
ss5.p(d, ¢, X) = ;Zi (—=1)"x (n)Ep-1x (dn) B, (ck;>

karakter Hardy-Berndt toplamlar1 goriilmektedir. Burada 9,(x) Bernoulli
fonksiyonu (bkz. sayfa 3) ve B,,(x), & (x) ise x ile genellestirilmis
Bernoulli ve Euler fonksiyonlaridir (bkz. sayfa 5). Bu toplamlarin sagladiklari
resiprosite bagintilar1 doniigtim formiilleri yardimiyla ispatlanmigve bazi 6zellikleri
incelenmistir.
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2. ONBILGILER

Bu boliimde, Bernoulli ve Euler fonksiyonlari, Dirichlet karakteri, Dedekind
toplamlar1, Hardy—Berndt toplamlar1 tanitilacak ve bazi 6zellikleri verilecektir.

2.1. Bernoulli ve Euler Fonksiyonlari

B, (z) Bernoulli polinomu ve E,, (x) Euler polinomu, sirasiyla,

S B <2
= n\T)—,

et —1 e n! T

Qext o0 m

et+1:ZOEn<x> 2 It <7

tireteg fonksiyonlariyla tanimlanir. B, (z)’in tammimda = = 0 alinrsa B,,(0) = B,
n-inci Bernoulli sayis1 elde edilir; By = 1, By = —%, By = %, -++ ve her n > 1 igin
Bopi1 = Ba,—1(1/2) = 0°dir (Jordan 1965). B, (z) n-inci Bernoulli polinomunun
Bernoulli sayilar: cinsinden ifadesi

dir.

n-inci Bernoulli fonksiyonu B, (x),

B, () = B, ({r}), n > 1 ve By (x) = { Bulla) o ¢2

ile tanimlamir. Burada {z}, #'in kesir kismudir. Bernoulli fonksiyonu periyodu 1 olan
bir fonksiyondur. Bernoulli polinomlarinda oldugu gibi %B,,(x) Bernoulli fonksiyonu
da, herhangi bir x igin,

-1

3

B, (:c + 2 ) = m!"B, (mx) (2.1)

m

Il
=)

J
Raabe bagintisini saglar.

Euler sayilan E, = 2"E, (1/2) ile tamumlanir, £y = 1, B} = 0, Fy = —1,
E3 =0, E, =5,--+ ve her n > 0 igin Ey,; = 0'dir (Jordan 1965). n-inci Euler
fonksiyonu, 0 < x <1 ve m € N i¢gin

En(x) = E,(x) ve & (x+m) =(-1)"E&, (x)



ONBILGILER Merve CELEBI

esitligi ile tanmmlanir (Carlitz 1959). Euler fonksiyonlarmin Raabe bagintisi

nf: (1Y &, (x + %) — g, (nz)

J

seklindedir. Ayrica,
E,(1—z)=(—1)"&E (z) ve & (—x) = (=1)" &, () (2.2)

ve n ¢ift olmak {izere

1S (1) B, (x + i) = T (na) (2.3)

n
=0

<.

dir.

Tamim 2.1 a) n € Nigin x(a+n) = x(a), a € Z ve x(a) =0 <= (a,n) =
obeb (a,n) # 1 kosullarini saglayan Z’den C’ye tanwmly x ¢arpvmsal fonksiyona bir
n modil Dirichlet karakteri denir.

b) x bir k modil Dirichlet karakteri ve d, k nin pozitif boleni olsun. (a, k) =1
ve a = 1 (modd) oldugunda x (a) = 1 oluyorsa d sayisina x i¢in indirgenmis modiil
denir.

¢) X, k modil Dirichlet karakteri d < k olacak sekilde indirgenmis modiile
sahip degilse x ye ilkel (primitif) karakter denir.

Bu c¢alismaboyunca x’nin bir £ modiil ilkel karakter oldugu varsayilacak ve
X ile x'nin kompleks eglenigi, yani X (a) = x (a), gosterilecektir.

x ile genellestirilmis B, , Bernoulli sayis1 ve B, , () polinomu, sirasiyla

Py (a) teat

Yy AT T Zan 5 ltl <27 /k
a=0

k—1 _ te (L-‘r:ﬂ)t

tTL
Z Wq _Z%NMPMGM:
n=0

=0

s}

tirete¢ fonksiyonlariyla tanimlanir. £ =1 ise
B,1 = B, ve B, (z) = B, (2)

olur.
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z € R olmak ftizere, x ile genellestirilmis B, , (z) Bernoulli fonksiyonu
(Berndt 1975a)

B, (2) = k"> X (a) B, (“ - l’) (2.4)
a=0
ve &, () Euler fonksiyonu
k—1
" a—_ a+x
Enle) =10 Y (1) & () (25)
a=0

olarak tanimlanir. Ayrica

By (x+mk) =B, (x) ve B, (—z) = (=1)" x (—1)B,, (x),
Enx (@ +mk) = (=1)" Eny (z) ve Eny (—2) = (=1)" ' X (=1) Eny (z)  (2.7)

ozellikleri saglanir.

2.2. Dedekind Toplamlar:

d,c € Z, ¢ > 1 olmak tizere, s(d, ¢) ile gosterilen Dedekind toplami

wo- () (%))

esitligi ile tanmmlanir ve z € H = {z + iy : y > 0 ve z,y € R} olmak iizere

fonksiyonunun doniigiim formiiliinde goriilmektedir. Burada

@y ={ 5l

ve [z], ’in tam degeridir. Dedekind toplamlarinin en énemli 6zelligi

d ¢ 1

s(d,c) + s(e,d) = 1—12 (Z + p + %> - 411 (2.8)

resiprosite bagintisidir (Rademacher ve Grosswald 1972).

Bu toplamlar, birgok matematik¢i tarafindan genellegtirilmig ve bunlara
kargilik gelen resiprosite bagntilar: farkli yollardan ispatlanmigtir (Rademacher ve
Whitheman 1941, Apostol 1950, Carlitz 1954, 1964, Rademacher ve Grosswald 1972,
Berndt 1973a, 1973b, 1975b, Takacs 1979, Kurt 1990, 1991, 1997, Nagasaka vd 2003,

5
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Ota 2003, Sekine 2005, Cenkci vd 2007, Dagh ve Can 2014, Kim ve Son 2014, Cenkci
2015, Dagh ve Can 2015, 2016 ve Hu vd 2016).

p,d ve ¢ pozitif tamsayilar olmak iizere, Apostol (1950) s(d, ¢) toplamin

c—1
n dn
sp(d, c) = Z —%B, (—)
—~c c
esitligi ile genellestirerek, (d,c) = 1 ve tek p’ler igin

dc’s,(d, c) + cdPsy(c, d)

p+1

1 p+1 o _j . PBpia
= ) (1Y Bjd By P 4 2.9
(pﬂ);( BB e
resiprosite bagmtisini ispatlamigtir. p = 1 olmasi durumunda B, (z) = ((x))

oldugundan s;(d, c) = s(d, ¢) olur ve (2.9) esitligi (2.8) formiiliine indirgenir.

Berndt (1973b), s(d,c¢)nin y ile genellegtirmesi olan s(d,c,y) karakter
Dedekind toplamini d, ¢ > 0 ve (d, c) = 1 olmak iizere,

ck—1

s(d, e, x) = ) x(n)Biy (%n) B (%)

n=0

esitligi ile tanimlayarak ¢ ya da d = 0 (mod k) kogulu altinda
s(c,d, x) + s(d,c,x) = By Bix

bagintisini vermigtir. s(d, ¢; x) toplaminin Apostol anlamindaki genellemesi Cenkci
vd (2007) tarafindan

doe) = 3 (B (d—”) B ()

n=0

ifadesiyle verilerek d,c > 0 ve (d,c) = 1 olmak fiizere, (dc,k) = 1 iken k asal,
(dc,k) > 1 iken k herhangi bir tamsay1 kogulu altinda karsilik gelen resiprosite
bagintis1 aritmetik yoldan ispatlanmigtir.

2.3. Hardy-Berndt Toplamlar:
(1.1)—(1.6) doéniigiim formiillerinde goriilen S(d,c) ve s,(d,c), m = 1,5



ONBILGILER Merve CELEBI

Hardy—-Berndt toplamlari, d,c € Z, ¢ > 1 olmak iizere,

c—1
S(d,e) = (-1p el s1(d;0) = Z = ((j))
j=1 i= ‘
c—1 . .
(I dj 4
saa=5c0 () (1) swa-Zev (1)),
c—1 5 c—1
sl =3 (-1, sstd.e) = 3 (1714 ((2))
j=1 J=1 ¢
ile tamimlanir.  Bu toplamlarin temel 0zelligi olan resiprosite bagintilarinin

farkl ispatlar1 Berndt (1978), Goldberg (1981), Apostol ve Vu (1982), Berndt
ve Goldberg (1984), Sitaramachandrarao (1987) ve Simgek (2003) tarafindan
verilmigtir. Aritmetik 6zellikleri ve genellemeleri Berndt (1978), Goldberg (1981),
Berndt ve Goldberg (1984), Sitaramachandrarao (1987), Meyer (1997a, 1997b), Can
(2000, 2004, 2006), Can vd (2006), Dagh (2010), Guo ve Zhang (2011), Dagh ve Can
(2013, 2014), Zhang ve Zhang (2014), Can ve Kurt (2014), Peng ve Zhang (2016)
tarafindan verilmigtir.

Bu toplamlarin sagladiklar: resiprosite bagintilar: agagidaki gibidir.

Teorem 2.2 c¢,d > 1 ve (¢,d) =1 olmak tzere, eger (c+ d) tek ise

S(d,c) + S(e,d) = 1,

d ¢ift ise
1 1/1 ¢
s1(d, c) — sa(c,d) = 5 (d_c + 3) )

c tek ise p

283(d7 C) - 84(07 d) =1- E?
(d+c) ¢ift ise

1 1
ss(d,c) +s5(c,d) = 5 — o

dur.

Bu bagintilarin sonuncusu Goldberg’e (1981), digerleri ise Berndt’e (1978)
aittir. Hardy-Berndt toplamlar: trigonometrik serilerle agsagidaki gibi ifade edilir.
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Teorem 2.3 (Berndt ve Goldberg 1984) c¢,d € Z, ¢ > 0 ve (¢,d) = 1 olsun. Eger
(c+d) tek ise,

S(d,c) = fz2 L fan 42— 1)

T n—1 2c

l d(2j —1 27 —1
c 4 2c 2c
j=1
eger d ¢ift ise

2 1 nd (2n — 1)
ado=—2 3 gget—

n
2n—120(mod k)

LT (MDY, (2 1),

j=1
j#(k+1)/2
eger ¢ ¢ift ise
1 > 1 wdn
so(d,c) = —— —tan —
2(d, ) 27 nz_:l n &
2n20(mod k)

eger c tek ise

eger d tek ise
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eger d ve c tek

L (M) g (20

j=1
J#(k+1)/2

esitliklers saglanar.

Sitaramachandrarao (1987) bu toplamlari Dedekind toplami cinsinden
asagidaki gibi ifade etmistir.

Teorem 2.4 (Sitaramachandrarao 1987) ¢,d € Z, ¢ > 0 ve (¢,d) = 1 olsun. Eger
(c+d) tek ise,
S(d,c) = —20s(d, c) 4+ 8s(d, 2¢) + 8s(2d, ¢),

eger d cift ise,
s1(d, c) = 2s(d, c¢) — 4s(d, 2¢),

ejer c ¢ift ise,
so(d, c) = —s(d, c) + 2s(2d, ¢),

eger c tek ise,

s3(d, c) = 2s(d, c) — 4s(2d, c),

eger d tek ise,
s4(d,c) = —4s(d, c) + 8s(d, 2¢),

ejer d + c ¢ift ise,
s5(d, c) = —10s(d, ¢) + 4s(d, 2c) + 4s(2d, ¢)
dir. Ayrica, (¢ +d) ¢ift ise S(d,c) =0, d tek ise si(d,c) =0, ¢ tek ise sa(d,c) =0,
c ¢ift ise s3(d,c) = 0, d ¢ift ise s4(d,c) =0 ve d + c tek ise s5(d,c) = 0’dar.
2.4. Berndt’in Doniisiim Formiilii

Bu galigmanin bundan sonraki kisminda, {z=x+iy e C:y >0} iist
yari-diizlemi H ile ve {x 4+iy:x > —d/c ve y > 0} kiimesi K ile gosterilecektir.

az
Ayrica a, b, ¢, d birer tamsay1 ve ¢ > 0 olmak tizere, ile ad — bc = 1 kosulunu

cz+d
saglayan kesirsel dontigiimler ele alinacaktir ve T'z veya T (z) seklinde gosterilecektir.

Berndt (1973b), z € H olmak {izere

9



ONBILGILER Merve CELEBI

—  x(m)x(n
G(z,8,x) = Z ﬁ, Re(s) > 2 (2.10)
om0
ve o
(z:5,X) = > Y x(m)x(n)n®~ e
m=1 n=1

fonksiyonlarini tanimlayarak

271

['(s)G(z,8x) =GX) (—7)8H (z,8,%) (2.11)

oldugunu gostermistir. Burada, H (z,s,x) = (1+¢e™)A(z,s,x), I'(s) Euler
gamma fonksiyonu ve G(x) = G(1, x) olmak iizere

Z X 27nm

Gauss toplamidir. Eger n bir tamsay: ise

G(n,x) = X(n)G(x)
saglanir (Apostol 1976).

Berndt G (z, s, x) fonksiyonu i¢in agagidaki déniigiim formiillerini vermistir.

az+b

Teorem 2.5 (Berndt 1973b) Tz =
z € K ve her s € C igin

(cz+d) °T(s)G(Tz,s,x) =Xb)x(c)T (s) G (2,8 :X)

e ) (|4]-v) fesica 2

olsun. Eger a = d = 0 (mod k) ise,
cz +

dir. Eger b=c=0 (mod k) ise, z € K ve her s € C igin
(cz+d)°T'(s) G (T'%,5,x) = X(a)x(d)L (s) G (2,5, x)

+¥ ﬂZ%k:X ({ 1+du—V>f(Z,S¢C,d) (2.13)

7j=1 p=0 v=
dir. Burada f(z,s:c¢,d) = f(z,s:¢,d,7, pu,v)
/ 6_(uz;rj) (cz+d)ku 6((y+{%})/k)ku
e

s—1
“(eztd)ku _ prT— u® du (2.14)

c
ve C, fdst yari-dizlemde +oo’dan baslayan, orpni pozitif yonde cevreleyip alt
yari-dizlemden tekrar +o00’a giden kapaly yoldur. Ayrica, u® nin dal 0 < argu < 2w
olarak sec¢ilmaistir.

10
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3. BULGULAR

Bu bélimde A; (z,s,x) fonksiyonunun kesirsel dontigimler altindaki goriintiileri
incelenecektir. Bu doniigim formiillerinde goriilen toplamlarin sagladiklar:
resiprosite bagintilari ve baz1 6zellikleri aragtirilacaktir.

Bu ¢alismanin bundan sonraki kisminda, x bir £ modiil, £ > 1 tek tamsay,
ilkel karakter oldugu varsayilacaktir.

3.1. Doniisiim Formiilleri

Tanim 3.1 z € H ve s € C olmak tizere Ay (z,s,x) fonksiyonu

(z,8,%) Z Z X (m (—)™ nsle

n=1 m=1

olarak tanimlansin ve Hy (z,s,x) = (1 + ™) A; (2, s,X) olsun.

Aj (z, s, x) fonksiyonu A (z, s, x) cinsinden agagidaki gibi yazilabilir:

Z X (m) x (n) (=1)" n*~ e

Y (n) nsfl { Y (2m 27rz"m22 Z X 2m +1 271'mz (2m+1> }

m=1

X (n)n! {2X (2) Z X (m) €5 Z X (m) €25 }
1 m=1

X (2) A(2z,8,x) — A(z,8,X) -

1(2, 8, %)

MgﬁMg

1

3
Il

I
WK

|
O

Boylece Hj (z,s,x) fonksiyonu igin, Teorem 2.5 yardimiyla, doniigiim
formdilleri elde edilebilir.

az+b

Teorem 3.2 Tz =
cz+d

her s € C igin

G(X) (cz4+d) " Hy (Tz,5,x) = X () x (¢) G (x) 2" °x (2) B1 (2,5 : X) (3.1)

RUNCIGEA S 2 X (e +)

2mi
=1 pu=0 v

ve d ¢ift olsun. Eger a = d =0 (modk) ise, z € K ve

<

< (2ove@niegd -0 s (Goag) -1 (2] -v) resea)

11
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dir. Burada

Bi(z,s:x) = (1+€™) Z Z x(m)x(2n + 1) (2n + 1)° " emm@rtlz/k (3 9)

G (X) (cz+d)™" Hy (Tz5,x) = X (a) x (d) G (X) 2" "X (2) B (2,5 : x) (3.3)
k s ¢ k-1 k-1
Fx@@ (<5 ) ST a)
7=1 p=0 v=0
(4 d z d ([dj
1-s i P = bl e o
(ee([2] o) o) ([2] o) )
dar.
. . . 20z + b z az+b
Ispat. d cift olmak iizere S (z) = 1 dR olsun. S <§> /2t d2 2Tz
oldugundan
Hy (Tz,5,%) = 20 () H (S (5) 15,X) = H (T2,5,%) (3.4)

elde edilir. Boylece

z
DUN@H (55%) —H (55,0 = 27X @) Bi(5s:0),  (35)
(3.4) ve Teorem 2.5’ten istenen elde edilir. u
az+b , y ,
Teorem 3.3 Tz = q e ¢ift olsun. Eger a =d = 0 (modk) ise, z € K ve
cz
her s € C igin
G(X) (cz+d) " Hi (Tz,s,x) = X (b) x (¢) G (x) Hi (2,5, X) (3.6)
k s k-1 k-1
X0 (-5 >

12
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dir. Eger b=c=0 (modk) ise, z € K ve her s € C igin

(Cz—i_d)iSG()z)Hl (TZ,S,X) :X< ) ( ) ( )Hl (278>X) (37)
-xx @ (5 ) e

2mi
p=0 v=0

X (CZX(J')XQ% +du—7/>f(z,870,d)
—Z2x(2>x<j>x([2f7] +dp )f(2z,s,§,d)

j=1
dar.
Ispat. ¢ cift olmak iizere V (z) = acz i olsun. V' (2z) = 2Tz oldugundan
7% +d
Hy (Tz,s,x) =2x2)H (V(22),s,x) — H(Tz,s,x) (3.8)
elde edilir. Boylece (3.8) ve Teorem 2.5’ten istenen elde edilir. [ ]

Teorem 3.2 ve Teorem 3.37iin ifadeleri s’nin tamsay1 degerleri i¢in sadelegir.
p tamsay1 olmak tizere, s = 1 — p i¢in f (2,1 — p, ¢, d) fonksiyonu Rezidii Teoremi
yardimiyla hesaplanirsa

f(z,1=p,cd) (3.9)
 2mikP! (AL 1 v+ {4} pe+ g
= (p+ 1)' mzz:o ( m ) (_ (CZ + d)) Bp+1—m (T) B, <7)

olarak bulunur.

Teorem 3.4 p > 1 tek ve d ¢ift olsun. Ejer a =d =0 (modk) ise, z € H i¢in

G (X) (cz+d)" " Hy (Tz,1—p,x) (3.10)
=X () x () 2°x(2) G (x) B1 (2,1 = p,X) = X (b) x (—¢) %(m)pgl (¢.d, z,p,X)
dir. Burada
91(c,d,z,p, x)

—Z( )kmp (cz +d))™" lzx pmx(df)%m(%) (3.11)

13
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dir. Eger b=c=0 (modk) ise, z € H i¢in
G (X) (cz+d)" Hy (Tz,1—p,x) (3.12)

=X (a)x (d) 2°X (2) G (X) B1 (2,1 = p,x) — X (a) x (=d) 5

dar.

Ispat. « = d =0 (mod k) olsun. (3.9) yardimyla (3.1) esitligi
G (%) (cz+d)"" Hy (T,1 = p, x)
=X ) x ()G (x)2°x (2) By (2,1 —p

®)x () (—%)Zfl Z(“) oo 4 d)

7j=1 pu=0 v=0 ¢
v+ d—i ue+ )
X Bpi1-m (%) B, (7) (3.13)
c k—1k-1 . dj .
_ , d v+ 1% ¢+
=X > D x(ue+i)x ([—]} - V) Byi1m (—{}> By, (u»
: c k ck
j=1 p=0 v=0
(3.14)

seklini alir. (3.13)’te Byy1—m (%) yerine B,11_, (%) yazilirsa toplam

degismez. Gergekten, 0 < % < 1 olmasi durumunda
v+1dj/2c v+ 1{dj/2c
Byoyy, (VA2 _ g (v AD/20 (3.15)
k k
dir. v = 0 ve {dj/2c} = 0 (j =¢) olmasi durumunda ise x(d/2) = 0 (d = 0
(modk) ve k tek) oldugundan toplam degismez. Benzer nedenlerle B, (£5)
+{s}

)

ve B, (“C’L]) yerine B,, (“C+] ) yazihr ve gerekli iglemler

ile B, (”Cﬂ ) degigtirilirse toplam degismez.  Dolayisiyla, Bp+1m(

k (w{ '}

yapilirsa, (3.13)’teki toplam

yerine B, 1,

]01§§2P+1 " (ucﬂ)xq%—u) Bpi1-m <V+{ }> (%)
_ oty (g Z X0 Bt () B () (3.16)

14
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seklini alir. Benzer gekilde, (3.14)’teki kath toplam

‘c ki > X (e +j) x ([d?j} — u) Bpiiom (%) B, (ucc;:j)

=K ) Y0 Bt () B () (317

olur. Toparlanirsa,

G(x) (cz + d)p_1 Hi(Tz,1—p,x)
=X (0) x (c) G (x) 2°x (2) By (2,1 = p, X)

_ 2mi)’ & [(p+1 _ 1
B R Sl m=p (_
RONCNEIF=Sd 3 (M LIS
i n dn dn
& Z X (n) B, (&) (ZPHmX (2) Bpr1-mx (%) — Bpti-mx (?))
n=1
(3.18)
elde edilir. Simdi
y dn dn
2Pt X (2) %p—kl—m,i (2_C> - %p—kl—m,)’( (7) (3-19)
farkin ele alalim.
r € N ve (r, k) = 1 olmak tizere, herhangi bir z i¢in
r—1 7
Z By (1’ + j?) = x(r)r "B, (1) (3.20)
=0
(Can 2006) ozelliginde r =2 ve x = 2_77, aliirsa
c
o dn dn
2p+1 X (2) %p+1—m,)_( <%> - EBP—‘,—I—TI’L,S( (?)
m dn o dn k
= 277X (2) Bpr1-mx (2—6) — 277X (2) Bpa1-mx (2—0 + 5)
k—1 dn dn
p— vtae vt 1
:kp 2p X(2)VZOX<V> <%p+l—m < ]f2 ) _%p-i-l—m ( kQ +§)>
bulunur. (2.3)’ten
1 p+1—m
%p+1,m (X) - %p+17m (X + 5) - _wgpfm <2X)

15
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oldugu dikkate alinirsa,

o dn dn
ortl X (2) %p—kl—m,i (2_C> - sBp-l-l—m»’( (7)

p—i—l v+ £
= kpm ¢ 3.21
Zx ( : ) (3.21)

olur. Burada

N

-1

@08 (25

X (21) En <2“;$) + 3 X (21) En (2“;$)

=
g
ko
| |
-

n=0 u=%
e ) k+
ikinci toplamda g yerine p + alinirsa
2 2 1
- x<2u>sm(“;m>+ x<2u+1>em(“+k” 1)
pn=0 n=0
k-1 k=3
2 20+ x : 2u+1+x
=S, (20 ) = v ne (P
u=0 n=0
k—1
+x
=D (=D"x (1) &n (” - ) (3.22)

=0

=

elde edilir. Buradan ve (3.21)’den

p+1— m
2 Bpi1- >‘<<

k—1
p+1— 1
_ P T ypem E

p+1—m
= —Tgp_m»—( () (3.23)

oldugu goriiliir. Buna gore, x = dn/c igin
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olur. Sonug olarak,

G (X) (cz+d)y’ " Hy (Tz,1—p,X)
=X (0) x () 2°x (2) G (x) B1 (2,1 — p, X)

RO () gy SO (T e (e )

m

bulunur.
b=c=0 (modk) olsun. (3.9) yardimiyla (3.3) esitligi
G (X) (cz +d)"" Hy (T2,1 = p, x)
2
=X (@)X ()G ) (2X@H (5.1 =px) = H(z1-p.X)

W (_i) & fn (p; 1) (— ez + )™

!
m=0

v+ d—i pe+j
e () . (25) 20
c k—1k-1 .
d
- X(])X([—j]—dﬂ—V>
j=1 p=0 v=0 ¢

% Byi1m <#) B,, (%)) (3.25)

olur. (3.24)’te {g—jc} = ;—i — [g—ﬂ oldugundan v — [S—Jc} yerine v yazilip gerekli iglemler
yapilirsa

c k—1 k-1 dj .
o d 2 +v c+
SN G (v L) By | 2 B, (F
2 k ck
j=1 p=0 v=0
c k-1k-1 d(pc+j) du .
L d duetd) _di gy c+
=SS xR (v L) Bprw | 2 : B, (F
, 2 k ck
j=1 p=0 v=0
k—1 k—1

c / d(pctj) ;
o Y 4 diets) ¢+
= X (pe +J) X (=) Bpi1-m (—k2 )iBm (Mck]>
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c k-1

DE"PY Y X (e +5) Bprima (W) Bon (MCCZ j)

j=1 p=0

ck d
—1)kmP Z X () Bpi1—mx (2_2) B (%)
n=1

elde edilir. Benzer sekilde (3.25)’teki kath toplamin

355 o0 ([4] - ) o (2L (120

7j=1 pu=0 v=0

ck
_mep [ n dn
) S 0% () B (
oldugu goriiliir. Boylece, (3.23) yardimiyla
(3.24) — (3.25)

ck
_ n _ —m dn dn
= k"7 Z X (=n) B, <E> (X (2) 27+ Bpr1-m,x (%) — Bpt1-mx (?))
n=1
_ ptl-—m Py dn n
B 2 g ZX pmx(c %m<ck>

elde edilir. m
b
(d+ ¢) gift olmak iizere, Teorem 3.4'te T (z) = azi—d yerine R (z) =
cz
az + b+ ak

et dt ok alinirsa, (2.7) yardimiyla, g; (¢, d + ck, z, p, x) fonksiyonu

g1 (c,d+ck,z,p,x)

_Z( )kmp (cz +d + ck) lex pmx(dank’”)% <c%>

(3.26)
seklini alir. Burada farkli bir toplam goriildiigiinden agagidaki teoremi vermek uygun
olacaktir.

az + b+ ak

Teorem 3.5 p > 1 tek, R(z) = m
cz

(mod k) ise, z € H i¢in
G () (ez +d + k)"  Hi (R(2),1 = p,x)

ve (d+ ¢) ¢ift olsun. Egera =d =0

=x ) x(c)G(x)2°x (2) Bi (2,1 — p,X) — x (b) x (—¢) %(%@p

g1 (Cad+ Cka%}%%)

18
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dir. Eger b=c=0 (modk) ise, z € H i¢in

G (X)(cz+d+ck)’" Hy (R(2),1—p,X)

= X@X @G W ZXE) By (1= p) = X (0) x (-) 5 E gy e+ ek 2.

dar.
Teorem 3.3’lin ifadesi s = 1 — p i¢in agagidaki gibidir.

Teorem 3.6 p > 1 tek ve ¢ ¢ift olsun. Ejer a =d =0 (modk) ise, z € H i¢in

G(X)(cz+d)" " Hy (Tz,1—p,x) (3.27)
— XX (O 6 () H (21— 5.0 + X (DX () s (e 2,5.0)
dwr. Burada
g2 (c,d, z,p,x) (3.28)
- :1 ("5 e apm wz 1 0) B () B0 ()
dir. Eger b=c=0 (modk) ise, z € H i¢in
G (X) (cz+d)" " Hy (Tz,1—p,x) (3.29)
= V@ (@) 6 () Hi (20500 + X ()X () (g (e o)

dar.
Ispat. p > 1 tek tamsay, ¢ cift ve a = d = 0 (mod k) olsun. Bu durumda,

k-1 k-1 ¢ dC
. >‘<(/w+j)><({7} —V>f(z,1—p,c,d)

b et W c 2dc c
2.2 X(f‘é*j)xqﬂ —”) f(2=1-p5.4)

ifadelerinde m = 0 i¢in p {izerinden olan toplamlar ve m = p + 1 igin v {izerinden
olan toplamlar sifir olur (Zﬁ;(l) X(pe+7)= Zﬁ;(l) X (1) = 0). (3.9) yardimyla (3.6)

19
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diizenlenirse

@IS () X (M) e

k=1 k=1 ¢ . dj .
B . v+ > c+
X( X(NC+J)X([—J —V)Bp+1—m (T{}) Bm(“ k])
p=0 v=0 j=1 ¢ ¢

(3.30)

% Byirom (%) By (%)) (3.31)

olarak yazilabilir. Burada, (3.30) ve (3.31)’deki toplamlar1 hesaplanacak olursa:

(3.30)’da Bpii-m <%> yerine B,i1-m, (%) yazilirsa toplam

degismez. Gergekten, 0 < % < 1 olmasi durumunda
v+{dj/c v+{dj/c
Bpti-m (%) =Bpii-m (%) (3.32)

dir. v = 0 ve {dj/c¢} = 0 (j=c) olmasi durumunda ise x(d) = 0
(d = 0(mod k)), oldugundan toplam degismez. Benzer nedenlerle B, (£t
B (’%) degistirilirse toplam degismez. Ayrica v (mod k)’y1 tararken (v — [df]
(mod k)’y1 tarar. Boylece (3.30)’daki toplam

k-1 k-1 ¢ . di .
_ : dj v+ pic + j
S i ([4] ) o (2212 . (2
‘ c k ck
pn=0 v=0 j=1
c k-1 . .
m— _ , d(pc+j) — dpc pe +
=x (DK"Y X(MC+])%p+1m,x( ( ) )%m( ’
== c c
(burada pc+j =n,1 <n < ck, denirse )
ck
dn n
= — m=p Y V. — I
KRS R0 By () B () (3.39)

seklinde yazilabilir.
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Benzer gekilde, (3.31)’deki toplam
k=1 k—1 ¢/2 . 2dj .
N _[puc . 2dj 750 e ue + 23
2X (2) Z X (3 +]> X ([T} - V) Bpii-m <+}> B, ( ok

il 2dn 2n
=2x (=1)km? Z X (2n) Bpii-mx (T) B, (E) (3.34)

olarak hesaplanir. Boylece,

(3.31) = (3.30) = 2 f X (2n) Bpi1om (QdTn> B (i_Z)

n=1

=Y "X (1) Bpi1-msx (%n) Bom (%)
— Z (=1)" X (n) Bpr1-myx (djn) B (%)

- (27-”)1) . p +1 m—1 -
— d kP
k dn n
SR B () B ()
elde edilir.
b=c=0 (modk) durumu da benzer gekilde elde edilir. |

3.2. Resiprosite Bagintilari

Bu bélimde, gi(d,c + dk;z,p;x), gi(d.c;z,pix) ve ga(d,¢;z,pix)
fonksiyonlarinin sagladig1 resiprosite bagintilar1 ispatlanacaktir. Ik olarak, bu
resiprosite bagintilarinin kanitinda kullanilacak olan agagidaki teoremi verelim.

az+b
cz +

vea=d=0

Teorem 3.7 (Can 2006) p > 1 tek tamsayr olmak tizere Tz =
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(mod k) olsun. Eger a ¢ift ise, z € H i¢in

2°X(2) (cz+d)P ' G (X) B (T(2),1 —p: x)
=X0)x(c)G(x)H1 (2,1 —p:X)

FxO) Criy M S (V) - e e

ck
m n — dn n
X (—5 D (=D X() By mix (7) Em1 (E)) (3.35)
dwr. Eger b ¢ift ise, z € H i¢in

(cz+d)" ' G(X) B (Tz,1-p,x)

=% (3)xEIGB (1=
o (g) x (=20 (;21?1;!; (p; 1) K™ (= (cz 4+ d)™

X 2> X (1) Byit-ma (‘;—Z) Ent () (3.36)

dar.

Asgagidaki sonug, (3.26) ile verilen gy (d, ¢+ dk; z, p; x) fonksiyonun resiprosite
formiilii olarak goriilebilir.

Teorem 3.8 p > 1 tek, d ve ¢ aralarinda asal tek tamsayilar olmak iizere, eger c
veya d =0 (mod k) ise

g1 (du —C— dka z, P, X) - X (_1) (Z - k)P—l g1 <C7 d+ Ck, Vi (Z) » D, X)
p—1

=X (4) 215271 Z (pn_,b 1) (2 = k)" Ep1-m,x (0) Emyy (0)

m=0

—kz+ k-1
dur. Burada Vi (z) = H—k dar.
Z E—

. b+ ak
Ispat. d =0 (mod k) olsun. (¢ + d) ¢ift olmak iizere R (z) = grroTan R*(z) =

, cz+d—+ck’
bz —a — bk —kz4+ k-1
G e —ax V) = — %

doniigiimlerini ele alinsin. Teorem 3.5’in
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a=d=0 (modk) kisminda z, V; (z) ile degistirilirse

G (¥ (d%;dk) Hy (R(Vi (). 1=p.)
= XX C ) PX @) B (i ()1~ pX)
x5 g cd+ ki ()0 (337

olarak bulunur. Diger taraftan, R* (z) dontigiimii Teorem 3.5'in b = ¢ = 0 (mod k)

kismina uygulanirsa

G (X) (dz —c—dk)" " Hy (R (2),1 = p,x)
=X () x (=) G(X)2°X (2) B1 (2,1

_ 1(2m)?
=20 = X0 ) 55 g (b = dbzp)

(3.38)
elde edilir. (3.36)da a = —k,b = k* — 1,c = 1 ve d = —k almr ve x yerine Y
yazilirsa

(2= k)" 27X (2) G (X) Bi (Vi (2),1 =, X)

(55 ) x@2x @G 0 B -y

A (ER ) EEE e o

k
m ~ —kn n
X Q_m;X (n) %p—&—l—m,)’( (T) 5m—1 <E) (339)
esitligi elde edilir. Boylece, (3.37) bagmtisi (z — k)P~ ile carpihip (3.38) ve (3.39)
g6z Oniine alinirsa

2% (<2) G () By (=1

by 27rz

g (T e
X Z—mZX () Bpr1-mx (—_/m) Em (2>

2 k

- D,X)

(—1) 57 (z — k)p_lgl (c,d+ ck, Vi (2),

2°X (=2) G (X) B (2,1

P, X)
1 (2mi)”

_p7X) - 5 p' g1 (d> —C—dk,Z,p,X)
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elde edilir. Buradan

a1 <d7 —C— dk’,Z,p, X) - X(_l) (Z - k)P—l a1 (Cvd_'_ Ckv ‘/1 (Z) » D, X)

X %i){ (n) Bp1-m.x <_Tkn) Em-1 (%) (3.40)

oldugu goriiliir. Simdi (3.40)'ta n iizerinden olan toplami sadelegtirmeye ¢aligalim.
(3.20)'nin r = 2 hali

k e
Bpi1-m.x (5) + Bpr1-myx (0) = 277X (2) Bpr1-m,x (0)
oldugundan
k
—kn n
2 (1) Bpti-ms (T) s (7)
_ 2n _ k 2n +1
= ZX (2n) Bpi1-mx (0 (?) X (2n+1)Bpi1-mx (5) Em—1 ( L
n k B 2n
= %p—i—l—mx ZX 2n m—1 (?) +B p+1—m,x (5) ZX(QTL m—1 (?)

- %p+1—m,x( )ZX (2n) Epr (%)

(k-1)/2 o
=) B )3 x@0) ()

n=0
k—1

B (5) 0 v 8

n=

S
~—

yazilir. (2.2)’den

k-1 o
X (21) Ema <?)
=0

w

(k—1)/2 2 k—1 2%
pn=0 k+1
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ikinci toplamda g yerine k — p alinirsa

N 2 (%ﬂ) + (ki/zx(—m) £ (—%)

pn=1
(k—1)/2

p=1

(k—1)/2 o
=28, 1 my (0) Y X(2n) Emo <?)

n=1

olur. Burada

S0 6 (%”) Y 1 )y (%)

n=0 =0

3

oldugu g6z 6niine alinir (bkz. (3.22)) ve (3.23)'te = k yazilirsa

Sponznn (7)o ()

k1
X (2 o k " n
= 2p+(1_>m <%p+lm,x (0) - 2p+1 X (2) %erlfm,)’( (5)) (_1) X (n) gmfl (%)
n=0
= k2T (2) (P4 1= m) Epng (K) Em—1,x (0) (3.41)
elde edilir. Boylece (3.40), (3.41) ve (2.7)’den
g1 (d7 —C= dk7 Z, D, X) - X <_1) (Z - k)P—l g1 (C7 d+ Ck? Vi (Z) D, X)
p—1
_ _ — — P — 1 m m—
=@ X @2 R (U ) o o (0) (1) X (1) O
m=0
p o~ (p-1
=) g (7)) 6 s 0800
elde edilir. |
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Teorem 3.4’te d nin ¢ift olma kosulu g;(d, ¢; z, p; x) fonksiyonu i¢in, Teorem
3.8 anlaminda, bir resiprosite bagintisi elde etme imkani vermez. Benzer
kisitlamadan dolay1 Teorem 3.6, go(d, ¢; 2, p; x) fonksiyonu i¢in resiprosite bagimtisi
vermez. Ancak, g;ve go fonksiyonlarini igeren agagidaki baginti gecerlidir.

Teorem 3.9 d ¢ift olsun. Eger d veya ¢ =0 (mod k) ise

+1 I
pTZp lgl <Cv da_;7p7 X> +92 (d7 —Gzp, X)
u p+1\m
— m—1
=R (P R g B Ok O (342

m=1

1
dir.  Burada g, (c, d,——,p, )‘() ve go(d,—c,z,p,X), (3.11) ve (3.28) ile verilen
2

fonksiyonlardar.
. — 1
Ispat. Tz = o7l ve T*(z) = > ol T ( —— ) doniistimleri ele alinsin ve
cz+d dz —c z
a=d=0 (modk) olsun. Teorem 3.6 da (3.29)’a T* (z) uygulanirsa
(dz = )" G () Hy (T" () .1 = p. X) (3.43)
=X () x (=) G(X) H1 (2,5, )
_ 2m +1\ .- m—
FX(b)x ,}j(p )i = e+ ) st (i)

1
elde edilir. Teorem 3.4’iin (3.10) kisminda z, —— ile degistirilirse
z

G (%) (dzz_ C>pl H,y (T (—é) 1 —p, X) (3.44)

elde edilir. (3.35)’ten

2x(2)2""'G (x) By (—% 1—p: Y)
= X(_l)G(_)Hl (2,1 =p:x)

pp+

+1 m—17m— —m
i 2 (p ) (=)™ KB 1 (0) Erg (0K (3.45)
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oldugu g6z 6niine aliniwrsa, (3.43), (3.44) ve (3.45) ten

X (b) x (—c +1 [ v
X( )X< ) (p 5 Zp lgl (Cad7_;7an> +92 (d7 _C’Z’p’x>)

(p+1)!
XX s (PN, s
D mzl( m )E(_Z) Bpr1-mox (0) Em-1.x (0)

elde edilir. y (b) # 0 ve x (¢) # 0 oldugundan istenen elde edilir.

¢ =0 (modk) durumu benzer gekilde kanitlanir. u

3.3. Karakter Hardy—Berndt Toplamlar:

Teorem 3.8 ve Teorem 3.9un ifadeleri z nin degerlerine bagl olarak sadelegir.

' dk
e [lk olarak Teorem 3.8’de z = C+d alinsin. Bu durumda
c+dk 1p & n —cn n
9 d7 _C_dkuTup7X :pk Z(_1> X(Tl) gpfl,x 7 %1 (%)
n=1

ve

y + dk
(z — k)P lgl(c,d—l—ck,\/l(Cd ),p,x)

p—1 _ ck n — d
_ <C_Ci> k! pp; (=1)"X (n) Ep-15 (771) B (%)
seklini alir.

Tanim 3.10 d,c € Z ve ¢ > 0 olmak izere, ss5,(d,c,x), x ile genellestirilmis
Hardy—Berndt toplama

o 4,620 = 3 (1) (1) Ep 1 () (5)

n=1

ile tantmlansin.

Boylece, Teorem 3.8’in ifadesi
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olur. (2.7)'den
S5.p (_07 d7 X) ==X (_1) S5.p (C7 d7 X)

oldugu goriiliir. Boylece asagidaki resiprosite bagintisi elde edilir.

Teorem 3.11 p > 1 tek, d ve ¢ aralarinda asal tek tamsayilar olmak 1izere, ejer c
veya d =0 (mod k) ise

cdPss, (c,d, x) + dcPss, (d, ¢, X)
p—1

- (p - 1) CE, s (0) Eny (0)

m=0
dar.
e Teorem 3.8’de z = k alinirsa
g1 (d) —C — dku Z, P, X) |z:k

p : (2 )m (= e - = amym? ST (=) = ()

m n=1

1 (oi) I f: (=1)"x (n) Epmy (—TCR) % <%>

n=1

bS]

m=

ve

(Z - k)P—l g1 (Ca d + Ck7 ‘/1 (Z) » D,y X) ‘sz

S 2”: (5) o (_ (C_kz%i_l +d+ ck>>m_l

m=1
ck dn n
X Z (=1)" X (n) Ep-mx <_> B (-

vt c (ck:)
ok dn n

_ .p—1 _1\" - o

— ;( 1) X(n)go,x(c)%p(ck)

olur. Buradan

g1 (d,—c = dk,k,p.x) = X (=1) (2 = k)" g1 (e, d + ck, Vi ( 2),p,X) s=n

=3 (e S 0 8 () ()

n=1
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elde edilir. Eger

dk

S (€40 = D2 (1" X (1) & (57) B (1)

n=1

olarak tanimlanir ve (2.7) gbz 6niine alinirsa

> (f;) (=ke)"" 55, (¢, X)

m=1

= = (ke)" " 550, (d,0,) = X (—4) 5&,-15 (0) €, (0)

elde edilir.
e Simdi Teorem 3.9’un 6zel durumlar: ele alinsin. z = 2 igin

9 (c, d, — d,p, ) = pk'” pZX (d:) B1 (ck>

ve

9 (d, —c, g,p, x) =(p+1)k'? f: (=1)"x (n) By x (_Tm) B (%)

olur.

Tanim 3.12 d,c € Z ve ¢ > 0 olmak dzere, s1,(d,c,x) ve sa,(d,c,x), x ile
genellestirilmis Hardy—Berndt toplamlar:

S1,p dCX ZX plx d%)%l<%>

ck
n dn n
sap (o) = 3 (1" 00 B () 1 ()
tle tanimlansin.

Bu durumda,
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ve

C —
g2 <d> —C, 87}77 >_<> = (p + 1) kl pSZ,P (—C, da X)
= —x(=1) (p+ 1)k Ps2; (c,d, x)

olur. Dolayisiyla

+ 1 c\p—1 B B _
P (5 PR s () — X (<1) (o DK sy (e, x)

S () s 00801, 0)

elde edilir. Boylece asagidaki resiprosite bagintisi elde edilir.

Teorem 3.13 p > 1 tek, (d,c) =1 ve d ¢ift olsun. Ejer d veya ¢ =0 (mod k) ise,
pdcPsyp (d, c,x) — x (—1) 2¢dPsy,, (¢, d, X)

=x(—-1) Z (=™ (mp_ 1> Cmdpﬂ_m%p-i-l—m,x (0) Em-1,% (0) (3.46)

m=1

dar.

e Teorem 3.9°da z = 0 alinirsa

+1 1
b 2 2P 1gl (Ca d7 - D, X)
z

P+l ¢ (p

2=0

)kmp (= (dz =)™ " 2P "1 (d ¢ X)

ve

olur. Burada

st = (2) . (2),

ck
n dn n
S2.p+1—m,m (d, C, X) = Z (—].) X (n) %p+1_m’x (?) %m (&>
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dir. Dolayisiyla

p
1
Z (p + > km_pcm_132,p+1—m,m (_C7 d, X)

m=1 m
+1 -1
=gy (e - X ]ip_R (p+1)B,. (0) & (0) (3.49)

elde edilir.

c ile d aralarinda asal olmasalar bile Teorem 3.11 ve Teorem 3.13’te ifade
edilen resiprosite bagintilar1 saglanir. Ancak, bunu kanitlayabilmek ic¢in agagidaki
onteoreme ihtiyag vardir.

Onteorem 3.14 ¢ €N, p> 1, (d,c) =1 ve ¢ > 0 olsun. Eger p tek ve d ¢ift ise,

Si,p (Qd, qc, X) = S1p (da C, X) )

eger p tek ve c ¢ift ise,
S2,p (qd7 qc, X) — 8271? (d7 C, X) )
eger p tek ve (d+ c) ¢ift ise

55,;7 (qd7 qc, X) - 85,p (da ¢, X)

saglanwr.  Bundan baska, ejer d 4+ p ¢ift ise s1,(d,c,x) = 0, eger ¢ + p ¢ift ise
Sap (d,c,x) =0, ve eger (d+ ¢) + p ¢ift ise s5,(d, ¢, x) = 0’dr.

Ispat. p tek ve d cift olsun.

qck
d
s1p (qd, ge, x) = ZX Ep 1X(:>%1(q%>

dep=n+ckm,1<n<ck, 0<m<m—1 yazilirsa ve (2.1) kullanilirsa
! n m
mZ:OX (n) Epry < + dkm> B, (E + 5)

dn\ S~ (_pyimgg, (2
PR e — ! qck  q

£
: ()

dn
P—T,X 7

= S1p (d7 C, X)

o |5

s1p (qd, qc, x) =

=2
B>
B>

&3

X (n)
X (n)
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elde edilir. d + p ¢ift iken s1, (d, ¢, x) = 0 oldugu ise

den aciktir.

Benzer sekilde diger ifadeler elde edilir. [ ]

Sonug 3.15 p > 1 tek, (d+c) ¢ift ve (d,c) = q olmak iizere, ejer ¢ veya d = 0
(mod k) ise

Cdp857p ( ) + dcp55,p (d, ¢, 5()
—1

—1
=S (P ) s (06
0

dar.
Sonug 3.16 p > 1 tek, (d,c) = q ve d ¢ift olsun. Eger d veya ¢ =0 (mod k) ise,

pcPdsyy (d, e, x) — x (1) 2¢dPsqy, (¢, d, X)
p+1
m p m -m
D 0 () B (0) € O

dar.
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4. SONUC

Bu galigma kapsaminda, log 05 (2)'nin y ilkel karakteri ile genellemesi olan A; (z, s, x)
fonksiyonu tanimlanmigtir. 7z = (az + b) / (cz + d) kesirsel doniigiimiiniin a, b, ¢, d
katsayilarina bagh olarak A; (T'z,s,x) i¢in {i¢ farkhh dontisim ve bu doniigiim
formiillerinde Hardy—Berndt toplamlarinin karakter genellemeleri olan toplamlar
elde edilmistir. Dontigiim formiilleri yardimiyla, bu toplamlarin resiprosite bagintisi
sagladigl gosterilmigtir. Ayrica, bu toplamlarin bazi 6zellikleri incelenmigtir.
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