T.C.
GUMUSHANE UNIVERSITESI
LiSANSUSTU EGITIM ENSTITUSU

MATEMATIK MUHENDISLiGi ANABILiM DALI

BAZI INTEGRAL DENKLEMLERIN iTERASYON YONTEMLERI iLE
CcCOZUMU

YUKSEK LiSANS

Tugba TUNA

OCAK-2024
GUMUSHANE



GUMUSHANE UNIVERSITESI
LiSANSUSTU EGITIM ENSTITUSU

MATEMATIK MUHENDISLiGI ANABILiM DALI

BAZI INTEGRAL DENKLEMLERIN iTERASYON YONTEMLERI iLE
CcOZUMU

SOLUTION OF SOME INTEGRAL EQUATIONS WITH ITERATION
METHODS

YUKSEK LiSANS

Tugba TUNA

OCAK-2024
GUMUSHANE



T.C.
GUMUSHANE UNIVERSITESI
LiSANSUSTU EGITIM ENSTITUSU

MATEMATIK MUHENDISLiGI ANABILiM DALI

BAZI INTEGRAL DENKLEMLERIN iTERASYON YONTEMLERI iLE
CcOZUMU

SOLUTION OF SOME INTEGRAL EQUATIONS WITH ITERATION
METHODS

YUKSEK LiSANS

Tugba TUNA

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Lale CONA

OCAK-2024
GUMUSHANE






BILIMSEL ETiGE UYGUNLUK BEYANI

Yiiksek Lisans Tezi olarak hazirlamis oldugum “Bazi Integral Denklemlerin
Iterasyon Yontemleri ile Coziimii” isimli bu tezimin, tamamen kendi ¢alismam
oldugunu, her alintiya kaynak gosterdigimi, alint1 yaptigim tiim ¢aligmalar1 kaynakg¢ada
belirtigimi ve Giimiishane Universitesi’nin lisansli kullanicist oldugu intihal yazilim
programi ile Lisansiisti Egitim Enstitlisi’niin belirledigi kistaslara uygun olarak
raporladigimi taahhiit ederim. Tezimin kagit ve elektronik kopyalarmin Giimiishane
Universitesi Lisansiisti Egitim Enstitiisii arsivinde saklanmasma izin verdigimi
onaylarim.

Lisansiistii  Egitim ve Ogretim Yonetmeligi’nin ilgili maddeleri uyarinca

gereginin yapilmasini arz ederim.

17/01/2024

Tugba TUNA



TESEKKUR

Bu c¢alisma Giimiishane Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii Matematik
Miihendisligi Anabilim Dali’nda Yiiksek Lisans Tezi olarak hazirlanmistir. Tez konusunu
belirleme ve hazirlama siirecinde yol gosterici olan, bilgi ve tecriibelerinden
faydalanmama izin veren, her tiirlii goriis ve Onerilerini paylasan g¢ok kiymetli
danismanim Saym Dr. Ogr. Uyesi Lale CONA’ya; yiiksek lisans egitimim boyunca
iizerimde emegi olan Giimiishane Universitesi Matematik Miihendisligi Anabilim
Dali’ndaki tiim saygideger hocalarima; destegini iizerimden hicbir zaman esirgemeyen

kiymetli aileme tesekkiirlerimi sunarim.

Tugba TUNA
GUMUSHANE - 2024



OZET

Bu tez ¢alismasinda, Picard’in ii¢ adimli iterasyon yontemi kullanilarak lineer
Fredholm integral denklemlerin ve ii¢ adimli iterasyon yontemi kullanilarak ise ikinci tip
lineer olmayan Volterra integral denklemlerin ¢oziimlerinin giiglii yakinsaklig1 ve veri
baglilig1 arastirilmistir. Tez ¢aligmasi ti¢ boliim olarak hazirlanmistir. Birinci boliimde tez
calisma konusu hakkinda bir literatiir 6zeti sunulmustur. ikinci boliimde tezin bulgular
kisminda sik kullanilan bazi temel kavramlara yer verilmistir. Ugiincii boliimde ise
hipotezler dogrultusunda elde edilen bulgulara yer verilmistir. Son olarak ise elde edilen

sonuclar 6zetlenerek, yeni calismalar i¢in 6nerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta teoremleri, Fredholm integral denklemler,

Volterra integral denklemler, iterasyon yéntemleri, Veri baglilig:.
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SUMMARY

In this thesis study, the strong convergence and data dependency of the solutions of
linear Fredholm integral equations using Picard's three-step iteration method and the
second type of non-linear Volterra integral equations using the three-step iteration method
were investigated. The thesis study has been prepared in three parts. In the first chapter,
a literature summary about the subject of the thesis study is presented. In the second
chapter, some basic concepts frequently used in the findings section of the thesis are
included. In the third section, the findings obtained in line with the hypotheses are
included. Finally, the results obtained are summarized and suggestions are made for new

studies.

Keywords: Fixed point theorems, Fredholm integral equations, Volterra integral

equations, Iteration methods, Data dependence.
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SEKILLER DiZiNi

Sekil 1. Doniisiimler arasindaki baglanti



1+

[l->

4

[a, b]
B(X,R)
C([a,b],R)
A:M-M
Am

AT (x)
vb.

vd.

Fy

SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Dogal sayilar kiimesi

: Tam sayilar kiimesi

. Pozitif tam sayilar kiimesi

: Rasyonel sayilar kiimesi

: Pozitif reel sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: Elemanidir

: En az bir, baz1

: Oyle ki

. Esittir

: Esit degildir

: Esit midir

: Her, herhangi

: Kapal1 aralik

: X uzayindaki R degerli tiim sinirli fonksiyonlarin kiimesi
: [a, b] tizerindeki R degerli tiim siirekli fonksiyonlarin kiimesi
: M den M e tanimli A operatorii
: A operatoriiniin m. iterasyonu

. A operatoriiniin m. tiirevi

: Ve benzeri

: Ve digerleri

: A nin tim sabit noktalarinin kiimesi



1. GENEL BILGILER

Metrik uzay kavrami ilk kez 1906 senesinde Maurice Fréchet tarafindan verilmistir.
Fréchet bostan farkli bir kiime {izerindeki metrik yapisi iizerine calismalar yapmuis,
kiimenin farkli iki eleman arasindaki uzakliin pozitif bir reel say1 olmasi gerektigini
gostermis ve bu da klasik analizden modern analize gegisin ilk adimi olmustur (Kurag,
2014). Ayn olarak topoloji teorisinde bulunan bazi kavramlarda metrik uzay teorisi ile
birlikte daha somut kavramlarla agiklanma firsat1 bulabilmistir (Bilgili, 2009).

Maurice Fréchet 1926 senesinde bir ¢aligmasinda lineer metrik uzaylar lizerine
tanimlamalar yapmigtir (Fréchet, 1926). Bu tanimlamalarin ardindan metrik uzaylar
izerine bircok detayli ¢alismalar yapilmistir. Metrik uzayda en kullanigh ve en faydali
olanlari, vektor uzayi ve bununla tizerinde bir norm yardimiyla tanimlanan bir metrik ile
olusturulanlaridir. Bu yol yardimiyla elde edilen metrik uzaylara normlu uzay adi
verilmigtir. Normlu uzaylar Polonyali matematik¢i Stefan Banach tarafindan tanitilmistir.
Ayni1 donemlerde bircok matematik¢i benzer dogrultuda ¢alismalar yapmustir.

Modern matematikte 6nem arz eden “Sabit Nokta Teorisi” caligmalar1 19. yy
baslarina dayanmaktadir. Sabit nokta teorisinin matematigin bir¢ok alt dalinda uygulama
alan1 oldugu gibi bagka bilim dallarinda da uygulama alant bulmustur. Bunlara
matematigin alt dallar1 i¢in genel topoloji, fonksiyonel analiz, matematiksel analiz,
diferansiyel denklemler ve matematik digindaki bilim dallar1 i¢in ise fizik, kimya,
biyoloji, miithendislik, istatistik 6rnek verilebilir. Bunun disinda tip, haberlesme, ekonomi
basi ¢ekmekle birlikte bircok alanda da fayda saglamistir. Genis uygulama alani olup
birgok problemin ¢oziimiinde kullanildigindan ge¢misten giiniimiize biiylik bir dnem
tasimaktadir.

Sabit nokta teorisi iizerine yapilan ¢alismalar iki yonde ilerlemektedir. Ik olarak
normlu lineer uzaylarin kompakt konveks alt kiimeleri iizerinde tanimli siirekli
dontisiimler i¢in sabit nokta teorisi; ikinci olarak da tam metrik uzaylar {izerinde tanimli
daralma ve daralma tipi doniisiimler icin sabit nokta teorisidir. Normlu lineer uzaylarda
sabit nokta ¢alismalarin1 1910 da Brouwer baslatmistir. Ardindan 1930 da Brouwer’in
teoremini Schauder, R* yerine herhangi bir normlu lineer uzay almis ve teoremi
genisletmistir (Rezapour ve Hamlbarani, 2008). Tam metrik uzaylar iizerinde ise sabit
nokta caligmalar1 Banach tarafindan baslatilmistir (Banach, 1922). Bu nedenle en {inlii ve

en bilinen sabit nokta teoremlerinden biri Banach sabit nokta teoremi olmustur. Bazi



matematikc¢iler Banach teoremini “daralma doniisiim teoremi” adiyla da kullanirlar. Bu
teorem 1920 li yillarda Banach tarafindan “ (M, d) bir tam metrik uzay ve A: M — M bir

dontisiim olsun. Her x,y € M igin,
d(Ax,Ay) < ad(x,y), 0 <a<1

ise A, M de bir tek sabit noktaya sahiptir” ifadesini tanimlamistir. Banach doktora tezinin
bir kisminda teoreminin ispatint yapmustir. Bundan sonraki siiregte bu teorem
matematigin bir¢ok alt dallarinda bulunan varlik problemlerinin ¢oziimiinde kolaylik
saglayarak ¢ok kullanilan bir teorem haline gelmistir. Ayrica S. Banach, J. Schauder ve
Browder Sabit nokta teoremini gelistirmek i¢in g¢alismiglardir. Banach teoreminde
doniistimiin sabit noktasmin varligin1 garanti etmekle birlikte tizerinde ¢alisilan bu iki
teoremden farkli olarak bu noktanin tekligini ve nasil bulunabilecegini de gostermistir.
Ilerleyen zamanda F. E. Browder, W. A. Kirk, L. B. Ciric ve daha bir¢ok arastirmac1 bu
sonuclart genellestirerek yeni sonuclar elde etmislerdir (Browder, 1968; Kirk, 1971;
Ciric, 1974).

Tiim bu ¢alismalara bakildiginda sabit nokta teorisinin esas amacinin A: M - M
doniisiimiinlin sabit noktalarinin bostan farkli olabilmesi i¢in M kiimesinin ya da A
doniisimiiniin lizerine eklenecek uygun sartlari belirlemek oldugu goriilmektedir. Bir
dontisiimiin sabit nokta varligin1 gosterdikten sonra bu noktay1 bulmak icin iterasyon
denilen algoritmalar tanimlanmistir. iterasyon yontemi ilk kez italyan matematikgi Picard
(1890) tarafindan tanimlanmistir. Picard iterasyonu, adi diferansiyel denklemler igin
baslangi¢ deger problemlerinin ¢oziimiiniin varlik ve tekliginin ispati igin Sistematik

olarak gelistirilmistir. Orijinal Mann iterasyonu 1953 yilinda Mann (1953) tarafindan bir
matris formiilasyonunda tamtilmistir. Krasnosel’skii iterasyonu, 6zellikle a = %durumu

i¢in ilk olarak 1955 yilinda Krasnosel’skii (1955) tarafindan tanitilmis ve 1957 yilinda bu
iterasyonunun genel formu Schaefer (1957) tarafindan verilmistir. Ishikawa iterasyonu
1974 yilinda yayinlanan Ishikawa (1974) makalesinde tanitilmistir. Giiniimiize kadar ise
bir¢ok iterasyon yontemi ortaya konmustur ve belirli doniisiim siniflari i¢in bu iterasyon
yontemlerinin kuvvetli yakinsakligi, yakinsakliklarinin denkligi, veri bagliliklari,
ozellikleri detayli olarak incelenmistir. Ayrica, bu iterasyon yontemlerinin hangisinin
daha hizli, daha kararli oldugu ve daha genele ulastigi hakkinda kendi aralarinda
teoremler ispatlanmis ve tartismalar yaparak yeni sonuglar elde edilmistir. (Abbas ve
Nazir, 2014; Khan, 2011; Giirsoy, 2016; Atalan, 2017; Cona ve Sengiil, 2023).

2



Literatiirde sik kullanilan bazi iterasyon yontemleri: Picard iterasyon y6ntemi, Mann
iterasyon yontemi, Krasnosel’skii iterasyon yontemi, Genellestirilmis Krasnosel’skii
iterasyon yontemi, Kirk iterasyon yontemi, Ishikawa iterasyon yontemi, Noor iterasyon
yontemi, Multistep iterasyon yontemi, S iterasyon yontemi, iki Adimli Mann iterasyon
yontemi, SP-iterasyon yontemi, CR iterasyon yontemi, S* iterasyon yontemi, Abbas ve
Nazir iterasyon ydntemi, Thakur vd. iterasyon yontemi, Ug adiml1 iterasyon ydntemi, M-
iterasyon yontemi, Picard’in {i¢ adimli iterasyon yontemi (Picard, 1890; Mann, 1953;
Krasnosel’skii, 1955; Schaefer, 1957; Kirk, 1971; Ishikawa, 1974; Noor, 2000; Rhoades
ve Soltuz, 2004; Agarwal vd., 2007; Thianwan, 2009; Phuengrattana ve Suantai, 2011,
Chugh vd., 2012; Karahan ve Ozdemir, 2013; Abbas ve Nazir, 2014; Thakur vd., 2014;
Karakaya vd., 2017; Ullah ve Arshad, 2018; Ali vd., 2021).

Ayrica bu iterasyon yOntemlerine dayanarak tanimlanan bircok hibrit iterasyon
yontemleri de tanimlanmistir. Bunlara Kirk-Ishikawa, Kirk-Mann iterasyonu, Kirk-Noor
iterasyonu, Kirk-SP iterasyonu, Krik-CR iterasyonu, Picard-Mann iterasyonu, Multistep-
SP iterasyonu, Kirk-Multistep iterasyonu, Kirk-S iterasyonu, Picard-S iterasyonu
yontemi ornek verilebilir (Olatinwo, 2009; Chugh ve Kumar, 2012; Khan, 2013; Giirsoy
vd., 2013; Giirsoy vd., 2014; Giirsoy ve Karakaya, 2014a; Giirsoy ve Karakaya, 2014b).



2. TEMEL KAVRAMLAR
Tez calismasi boyunca genis bir literatiir taramasi yapilarak tezde kullanilacak olan
fonksiyonel analiz, sabit nokta teorisi, iterasyon teknikleri ve integral denklemler ile ilgili

kavramlar verilmistir.

2.1. Fonksiyonel Analiz ile ilgili Bazi1 Temel Kavramlar

Tamim 2.1.1: M bostan farkli bir kiime olsun. d: M X M — R fonksiyonu

[M1]vx,y € M (x # y) igind(x,y) =0

[M2]Vx,y € Migind(x,y) =0 & x =y,

[M3] Vx,y € Migind(x,y) = d(y, x)(simetri 6zelligi)

[M4] Vx,y,z € M igind(x,y) < d(x,z) + d(z,y)(liggen esitsizligi)

sartlarin1 sagladigi ve sonlu degerler aldig: taktirde d ye M kiimesi iizerinde bir metrik ve
(M, d) ikilisine de metrik uzay denir (Kreyszig, 1978).
Ornek 2.1.1:

dRxR->R, dxy) =[x —y|

ile tanimlanan d bir metriktir. Bu metrige R nin aligilmis metrigi ad1 verilir.

Cozim: Vx,y,z € R igin,

[M1] x # yigind(x,y) = |[x—y| =0
[M2] d(x,y) =0 & |x —y|=0 © x=y
[M3] d(x,y) = |x = yl=ly — x| = d(y,x)
[M4] d(x,z) = |x-z|=|x-y + y- z|
< lx —yl+ly — 2|
=d(x,y)+ d(y,z)

olup

d(x,z) < d(x,y) + d(y, z).



Ornek 2.1.2: M en az iki elemanli bir kiime ve x,y € M olsun. Bu taktirde,

0,; x=y
d(x’y):{l ;X FY

tanimlarsak d, M iizerinde bir metriktir. Bu metrige ayrik (disciret) metrik adi verilir.

Tamm 2.1.2: Dogal sayilar kiimesi {izerinde tanimli her fonksiyona dizi denir ve
{x,} ile gosterilir (Musayev, 2000).

Tanmm 2.1.3: (M, d) metrik uzay ve {x,}, M de herhangi bir dizi olsun. Ve > 0 igin
en az bir ny(g) € N vardir 6yle ki Vn > ny(e) oldugunda d(x,, x) < € ise {x,} dizisi M
de x e yakinsaktur denir (Kreyszig, 1989).

Tanmm 2.1.4: (M, d) bir metrik uzay ve {x,}, M de bir dizi olsun. Ve > 0 igin en
az bir ny(&) € N vardir 6yle ki her m,n > ny(¢) igin d(x,, x,,) < €ise {x,} e M de bir
Cauchy dizisidir denir (Kreyszig,1989).

Her yakinsak dizi Cauchy dizisidir. Yalniz bu ifadenin tersi her zaman dogru
degildir (Suhubi, 2001).

Tamim 2.1.5: (M, d) bir metrik uzay olsun. (M, d) de ki her {x,} Cauchy dizisi
uzayin bir elemanma yakinsak ise (yani {x,} - x € M) (M,d) metrik uzay1 tamdwr
denilir (Maddox, 1988).

Ornek 2.1.3: R mutlak deger metrigine gore tamdur.

Ornek 2.1.4: C mutlak deger metrigine gore tamdir.

Tamim 2.1.6: M bos olmayan bir kiime ve F kompleks ya da reel sayilarin bir cismi

olsun.

+:MXM->M
= FXM-M

fonksiyonlar1 Vx,y € M, VA,y¥ € Ficin,

[L1]x+y=y+x,

L2 (x+y)+z=x+ O +2),

[L3] x + 8 = x olacak sekilde bir 8 € M vardir.

[L4] x + (—x) = 6 olacak sekilde bir (—x) € M vardir.
[L5] 1.x = x,

[L6] A(x +y) = Ax + Ay,



[L7T] A+ y)x = Ax + yx,
[L8] A(y x) = (¥ Dx,

ozelliklerini sagladigi taktirde M kiimesine FF cismi lizerinde bir lineer uzay (vektor uzayr)
denir (Kreyszig, 1978).

F = R alinirsa M ye bir reel lineer uzay ve F = C alinirsa M ye bir kompleks lineer
uzayr denir.

Ornek 2.1.5: C[a,b] ={f | f:[a,b] = R, f siirekli } reel degerli ve siirekli
fonksiyonlarin uzay1 bir lineer uzayidir. Gergekten;

VY f,g € Cla, b] igin x € [a, b] olmak {izere

(f +9)(x) = f(x) + g(x) € Cla, b]
V f € Cla,b] ve VA € R i¢in x € [a, b] olmak tizere

(Af)(x) = Af (x) € C[a, b]
gortliiyor ki C[a, b] kiimesi iizerinde skaler ile ¢arpma ve toplama islemleri anlamlidir.
Ayrica lineer uzay aksiyomlarini sagladigini gérmek oldukga kolaydir. Sonug olarak reel
degerli ve siirekli fonksiyonlar bir lineer uzayidir.

Tamim 2.1.7: M bir F cismi {izerinde bir lineer uzay1 olsun.

I'll: M >R, x - [x]l

fonksiyonu Vx,y € M ve VA € F i¢in

[N1] llx|l = 0

[N2] |lx]| =0 &x=206

[N3] [|2x]| = [A]l]xl

[N4] llx + ¥l < llx|l + llyll (liggen esitsizligi)

ozelliklerini saglhiyorsa M iizerinde norm adini alir ve bu durumda (M, ||-||) ikilisine
normlu lineer uzay adi verilir (Kreyszig, 1978).

Ornek 2.1.6: R, reel sayilar kiimesi iizerinde Vx € R igin



llxll = x|

bir normdur.

Cozliim: Vx,y € Rve VA € R i¢in

[N1] [[x|l = |x| = 0
[N2] x|l =0 < |x| =0
= x=60
[N3] [|Ax]l = [Ax]| = |A]|x] = [A]l|x]l
[N4] [lx + yll = [x + y|
< lx| + lyl
= llxIl + Iyl

Ornek 2.1.7: C(M) = {f | f : M > R, f siirekli fonksiyon} lineer uzay: iizerinde

tanimli olan

Illeo : C(M) = R, |Iflleo = sup{lf(x)|:x € M}

fonksiyonu bir normdur. Bu norma C (M) lizerindeki supremum normu denir.
Ornek 2.1.8 : X ve Y, F iizerinde lineer uzaylar olsun ve ||-||;, X iizerinde bir norm

ve ||*]|,, Y tizerinde bir norm olsun. X ve Y nin kartezyen ¢arpimi

XxY={z=(xy):x€X, yeVY},

olsun. Bu taktirde

[ Ce, I = max(llxll1, llyll1)

fonksiyonu X X Y tizerinde bir norm tanimlar.

Coztim: Norm oOzelliklerini kontrol edelim. A € F, x;,x, €X ve y;,y, €Y,z =

(x1,y1) ,t = (x,y,) olsun.

[N1] [lx¢ll1 = 0, [ly1]l, = 0 oldugundan



llzIl = max{|lxq |1, ly41l2} = O

dir.

[N2] |lz|| = 0 olsun.

llzIl = max{|lxq |1, ly11l2} = O

ve buradan

llx1ll; =0, lly1ll, = 0
x1 = O'yl = 0

bulunur. Boylece z = 0 dir.
Simdi de z = 0 olsun. x; = 0,y; = 0 dir. Su halde ||x;]l; = 0, ||y,|l, = 0 dir ve
buradan
Izl = max{llx[l1, ly1l.} = max{0,0} = 0
bulunur.
[N3] 12zl = max{||Axy |l1, 1Ay I}
= |Almax{]lxq |1, ly1]l2}

= |2/l

[N4] |z + tll = max{llx; + x2]l4, ly1 + 212}

< max{|[xq]l; + x4, lya 1l + ly2ll23

oldugu hemen goriiliir. Simdi, Va, b, c,d = 0 i¢in,

max{a + b, c + d} < max{a, c} + max{b, d}

oldugunu gosterelim. Burada



a>cb=>disemax{a+ b,c+d}=a+b;
a<cb=>=dise max{a+ b,c+d} <c+b;
a>c,b<disemax{a+b,c+d}<a+d;
a<cb<disemax{a+b,c+d}=c+d

esitsizlikleri saglanir. Sonug olarak,
lz + ¢ll < llzIl + [1¢ll

elde edilir.

Tammm 2.1.8: M normlu uzay olsun. M deki tim smirl lineer fonksiyonellerin
uzayina M nin duali denir ve M* ile gésterilir (Agarwal vd., 2009).

Tammm 2.1.9: M normlu uzay ve {x,}, M de herhangi bir dizi olsun. Ve > 0 icin en

az bir ny(e) € N vardir 6yle ki Vn > ny(¢) oldugunda ||x, — x|| < € ise {x,} dizisi M
k
de x e kuvvetli yakinsaktir denir. Yani lim ||x, — x|| = 0 dir ve x,, — x seklinde
n—->oo

gosterilir (Kreyszig, 1989).
M normlu uzay ve {x,}, M de bir dizi ve M*,M in duali olsun. Vf € M* igin

lim f(x,) = f(x) olacak sekilde x € M varsa {x,} dizisi x e zayif yakinsaktir denir
n—->oo

Ve X, 5 x seklinde gosterilir (Maddox, 1970).

Tamm 2.1.10: (M, ||*]|]) normlu uzayinda bir dizi {x,} olmak iizere, her € > 0 igin
m,n > ny(e) oldugunda ||x,, — x,|| < & olacak sekilde bir ny(e) € N varsa, (x,)
dizisine bir Cauchy dizisi denir (Bayraktar, 2006).

Tamim 2.1.11: (M, ||]|) normlu uzaymdaki her Cauchy dizisi M deki bir noktaya
yakinsak ise M ye tam uzay denir (Maddox, 1970).

Tanmmm 2.1.12: M normlu bir lineer uzay olsun. M, d(x,y) = ||x — y|| norm
metrigine gore tam ise M ye Banach uzay denir (Kreyszig, 1978).

Ornek 2.1.9: R bir Banach uzaydir.

Ornek 2.1.10: C bir Banach uzaydir.

Ornek 2.1.11: R" = {x = (x,%5, ..., X,,) : x; € R, 1 < i < n} kiimesi

1
2
)

x|l = (leilz)



normuna gore bir Banach uzaydir. Yani R" in n-boyutlu Oklid uzay1 bir Banach uzayidur.

Ornek 2.1.12: C"* ={z = (24,2, ...,2,) : z; € C, 1 < i < n} kiimesi

llzIl = <anlzi|2>

1
2
)

normuna gdre Banach uzaydir. Yani C" in n-boyutlu Uniter uzay1 bir Banach uzayidir.

Ornek 2.1.13: F = R (veya C) olmak iizere, C([a, b], F) lineer uzay:

Ifllee = max{|f ()] : t € [a, b]}
normuna gore Banach uzaydir.

Cozum: C([a, b], F) in Banach uzay oldugunu gostermek igin ||-||, normuna gore
tam oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Bunun i¢in C([a, b], F) uzayinda bir {f,;} Cauchy

dizisi alinsin. {f;,,} bir Cauchy dizisi ise Ve > 0 i¢in Iny(e) € N 3 Vn,m > ny(e) igin
fie = finlloo < € 0lur. vn,m > ngy(e) igin

max{|f,(t) — fin(©)] : t € [a,b]} <€

anlamina gelir. Bu halde Vt € [a, b] igin ( fn(t)) yakinsaktir.
lim /,(6) = f(©), t € [ab]

kabul edilsin. Bu durumda
lim|1f, = fllo = 0

ve f € C([a, b], F) oldugu gosterilmelidir.

max{|f, (t) — fm(@®)| : t € [a,b]} < ¢

esitsizliginde n > n,(€) igin m — oo iken limite gegilirse,

max{|f,(¢) — f(O)| : t € [a,b]} <€

10



bulunur. Buradan Ve > 0 i¢in Any(e) € N 3 Vn > ny(e) ve Vt € [a, b] i¢in

1fn(®) = fO] <e
elde edilir. Boylece {f,(t)} dizisinin f(t) ye diizgiin yakmsak oldugu goriiliir. Ote
yandan, f,(t), [a,b] tzerinde siirekli ve f(t) ye diizgiin yakinsak ise f(t) limit
fonksiyonu da [a, b] tizerinde siireklidir. Dolayisiyla, C ([a, b], F) uzayinn ||| ,, NOrmuna
gore tam oldugu gortiliir.

Bulgular kisminda kullanilacak olan literatiirde yer alan bazi tanim ve lemmalara
yer verilecektir.

Tamm 2.1.13: 4,5 : M = M iki operator olsun. Vx € M ve € > 0 igin

|[Ax — Sx|| < ¢

ise A ya S nin bir yaklasim operatérii denir (Soltuz ve Grosan, 2008).

Lemma 2.1.1: {a,}n-o Ve {bn}n=o negatif olmayan iki dizi olmak iizere,
Any1 < (1 — ppa, + by

esitsizligi saglansin. Eger n > n; igin
nuTL € (Orl) ’ Zﬂn =
n=0

ven — oo igin Z—” — 0 saglanirsa lim a,, = 0 olur (Weng, 1991).
n n—oo

Lemma 2.1.2: {a,},=, Negatif olmayan bir dizi ve Vn € N igin,

fn €O, ) pn=00, 120
n=0

ve Vn = ng igin

aptq < (1 - .un)an + UnVn
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esitsizligi saglanacak sekilde bir n, sayist mevcut olsun. Bu durumda
0 < lim supa, < lim supy,
n—>oo n—->oo
esitsizligi saglanir (Soltuz ve Grosan, 2008).

2.2. Sabit Nokta Teorisi ve Iterasyon Yontemleri ile Tlgili Bazi Temel
Kavramlar

Tanim 2.2.1: M # @ bir kiime ve A: M — M bir doniisiim olsun.
Ax =x (1D

esitligini saglayan x € M elemanina A nin bir sabit noktas: denir (Berinde, 2007). A nin
tim sabit noktalarmin kiimesi F, , F(A) ya da Fix(A) ile gosterilebilir. Biz bu tez
calismasi boyunca F, gosterimini kullanacagiz.

Asagidaki orneklerde goriilecegi gibi bir A: M — M doniistiimiiniin hicbir sabit
noktasi olmayabilir, yalniz bir sabit noktasi olabilir veya birden fazla sabit noktasi
olabilir.

Ornek 2.2.1: M # @ olmak iizere I: M = M, I(x) = x seklinde tanimli 6zdeslik
doniisiimii igin M nin her noktasi sabit noktadir. Yani F; = M dir.

Ornek 2.2.2: A:(0,1] = (0,1], Ax = gdénﬁsﬁmﬁnﬁn sabit noktas1 yoktur. Boyle

bir doniisiim i¢in tek bir sabit nokta x = 0 olabilirdi. Fakat 0 ¢ (0,1] dir. Yani F, = @
dir.

Ornek 2.2.3: M = [0,2] olmak iizere A: M - M, Ax = 2 — x seklinde tanimlanan
doniisiimiin sabit noktas1 x = 1 dir. Yani F, = {1} dir.

Tamm 2.2.2: M + @ bir kiime olsun. A: M — M bir doniisiim ise,
AoA(x) = A(A(x))
ile verilen A2 déniisiimii de M — M bir doniisiimdiir ve buna A nin ikinci iterasyonu denir

(Soykan, 2008).

Genel olarak m adet A dan elde edilen
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AoAo..0Ax) =A(A(A(x) ...))

m tane A

ifadesine A nin m. iterasyonu denir ve A™ ile gosterilir
A: M — M bir doniisiim olsun. Su halde, keyfi bir m € N i¢in F; € F m dir. Yani
bir doniistimiin sabit noktalar1 ayn1 zamanda bu doniisiimiin m. iterasyonunun da sabit

noktasidir. Gergekten herhangi bir x, € F, i¢in Ax, = x, olup,

A™(xo) = Am_l(A(xo))
=A™ (xo)
= A™2(A(x0))
= A™%(xo)

= 4™ "D (A(x,))
= A(xo)

dir. Béylece x, € F,m elde edilir. Ancak bunun tersi her zaman dogru degildir. Ornegin,
A:{1,2,3} - {1,2,3} doniisimii, A(1) = 3, A(2) = 2 ve A(3) = 1 olarak tanimlansin.
Bu durumda, F, = {2} dir. Ote yandan F ;- = {1,2,3} diir.

Tamm 2.2.3: (M, d) bir metrik uzay ve A: M — M bir d6niistim olsun. Vx,y € M

i¢in
d(Ax,Ay) < ad(x,y)

olacak sekilde bir a = 0 sayis1t mevcut ise A ya bir Lipschitz doniisiim a yada Lipschitz
sabiti ad1 verilir (Berinde, 2007).
Ayrica, Ve > 0 icin

&
d(x, 5=—
(x,y) < =

ise
d(Ax,Ay) < ad(x,y) < ¢

olur. Yani, her A Lipschitz doniisiimii diizgiin stireklidir.

13



Ornek 2.2.4: M = Rbirkimeve A : M - M, Ax = 6x bir doniisiim olsun.

Bu durumda, d(x,y) = |x — y| alisilmis metrigine gore
d(Ax, Ay) = |6x — 6y| = 6|x — y| = 6d(x,y)

bulunur. Bu halde, a > 6 igin A doniigiimii Lipschitz kosulunu saglar.
Tanmim 2.2.4: (M, d) bir metrik uzay ve A: M — M bir Lipschitz doniisiim olsun.
Eger Vx,y € M i¢in

d(Ax, Ay) < ad(x,y)

olacak sekilde @ € [0,1) reel sayisi varsa A ya bir daralma (contraction) doniisiimii ve

yada daralma oran: denir (Berinde, 2007).

Ornek 2.2.5: M = (0,1]ve A:M - M, Ax = %x doniisiimii verilsin. Bu durumda

2x 2yl 2 2
d(Ax,Ay) = 3 9|~ |x—y|=§d(x,y)

O |

oldugundan A bir daralma doniistimdiir. Fakat A nin M de bir sabit noktas1 yoktur. Ciinkii
sabit noktanin tanimindan %x =x=2.x=9.x=>x=0o0lur. Buradax =0 ¢ (0,1] =

M oldugundan A nin M de bir sabit noktas1 yoktur.

Uyant 2.2.1: A:M — M bir doniisiim olsun. Lipschitz kosulunu saglayan her
doniistim diizgiin stirekli oldugundan daralma doniistimlerde diizglin siireklidir.
Dolayisiyla A siirekli degilse, bir daralma doniisiimii olamaz. Buna karsin A daralma
donisiimii olmasa bile A™ bir daralma dontisiimii olabilir.

Ornek 2.2.6: A : [0,2] = [0,2] olmak iizere

4 _{O,xE[O,l]
1, xe(1,2]

olarak tanimlansin. 4, x = 1 de siireksizdir. Dolayisiyla A siirekli olmadigindan daralma
doniisiimii olamaz. Fakat, A2: {0,1} - {0}, A%(x) = 0 olup bir daralma doniisiimiidiir.
Ayricax = 0, A? nin tek sabit noktasidir.

Tanim 2.2.5: (M, d) bir metrik uzay ve A: M — M bir Lipschitz olsun. Eger Vx,y €
M i¢in
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d(Ax,Ay) < d(x,y)

ise A ya bir genislemeyen (non-expansive) doniigiim ad1 verilir (Berinde, 2007).

Ornek 2.2.7: (M,d) bir metrik uzay olsun. A:M - M, Ax = x + a, (a # 0)
doniisiimii seklinde tanimlansin. A geniglemeyen bir doniistimdiir.

Tamim 2.2.6: M normlu bir uzay ve C, M nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.

f:C — C doniisiimii i¢in x, € F(f) # @ ve her x € C igin
Ifx = xoll < llx — xol

esitsizligini sagliyor ise, f Yye Quasi(yari) genislemeyen doniigiim denir (Petryshyn ve
Williamson, 1973).

Uyar1 2.2.2: Her genislemeyen doniisiim bir yar1 genislemeyen doniistimdiir. Fakat
tersi her zaman dogru degildir.

Ornek 2.2.8:

A:[-1,1] » [-1,1], Ax={73 Shy » *¥#0
0 , x=0

seklinde tanimlansin. A siirekli ve yar1 genislemeyen doniisiimdiir. Ancak A
geniglemeyen doniisiim degildir. A¢ik olarak A siireklidir ve 0,A nin tek bir sabit
noktasidir. Eger x # 0 ve Ax = x ise x € [—1,0) U (0,1] i¢in

_2x 1
x = sin—

olur. Buradan,
sin—=—
X

olmast miimkiin degildir. Ciinkii,

2|x|

11 2|x|
1Ax — AO| = |Ax — 0] = |

sin—| < —
X 3
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dir. Bu yiizden tim x € [—1,1] i¢in
|Ax — 0] < |x — 0]

olur. Bdylece A yar1 genislemeyen doniisiimdiir. Bunu dogrulamak i¢in x = %, y =5

alinsin. Bu durumda,

212 . m 2 | 3m
|Ax — Ay| =§’ESIHE_§SIH7
2/(2 2
=5z
4 1
=5 (1+3)

16
~or
2 2 4
=yl= o5 =5
elde edilir ve
16 4
or ~ 31

olur. Buradan A nin genislemeyen doniisiim olmadig1 goriiliir. Boylece yar1 genislemeyen
dontisiimlerin genislemeyen doniisiimlerden daha genel oldugu sonucuna ulasilir.

Tamm 2.2.7: (M, d) bir metrik uzay ve A: M — M bir doniisiim olsun. Vx,y € M

Ve x # y i¢in
d(Ax,Ay) < d(x,y)

ise A ya bir kesin (strict) daralma déniisiimii denir (Berinde, 2007).
Ornek 2.2.9: M =[1,+), d(x,y) = |x—y|ve &:M > M, Ax = x + i olsun.

A donisimii kesin daralma doniisiimdiir. Ciinkii,

1
A’(x)=1—x—2<1 ve 0<A'(x) <1
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dir. Ayrica Ortalama Deger Teoremi’nden

, Ax — Ay
A (C):ﬁ

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla,

A(c) <1
olur. Yani
Ax — Ay
A(c) = <1

|Ax — Ay| < |x — y]
d(Ax, Ay) < d(x,y)

dir.
Uyari 2.2.3: Yukarida verilen doniisiimler arasinda, daralma doniisiimii = Kkesin

daralma doniistimii = genislemeyen donilisim = Lipschitz doniisiimii, seklinde bir

bagint1 vardir.

A-Lipschitz dontisiimii

A-Genislemeyen doniistimi

A-Kesin daralma doniisiimi

A-Daralma dontisimii

Sekil 1. Doniistimler arasindaki baglant

Tanim 2.2.8: (M, d) bir metrik uzay ve A: M — M bir doniisiim olsun. Vx,y € M

i¢cin

d(A(x), A»)) < b[d(x, A)) + d(v,A())]
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olacak sekilde b € [0, %) sayisi var ise A doniisiimiine Kannan dontisiimii denir (Kannan,
1968).
Tanmim 2.2.9: (M, d) bir metrik uzay ve A: M — M bir doniisiim olsun. Vx,y € M

icin
d(A(x), A(Y)) < c[d(x, A(y)) + d(y, A(x))]

olacak sekilde c € [0, %) sayisi varsa A donilisimiine Chatterjea doniisiimii denir

(Chatterjea, 1972).
Tamim 2.2.10: (M, d) tam metrik uzay ve A: M — M bir dontisiim olsun. Vx,y €

M i¢in

i d(A (x),A(y)) < ad(x,y) (Daralma doniisiimii)
ii. d(A(x),A(y)) < b[d(x,A(x)) + d(y,A(y))] (Kannan Doniistimii)
ii. d(A(x),A(y)) < c[d(x,A(y)) + d(y,A(x))] (Chatterjea Doniistimii)

sartlarindan en az birisi dogru olsun. Egera € [0,1) , 0 < b,c < % kosullarini saglayan

a,b ve c reel sayilari mevcutsa, bu durumda A ya bir Zamfirescu déniisiimii denir
(Zamfirescu, 1972).

Tamim 2.2.11: (M, d) bir tam metrik uzay ve A:M — M bir doniisim olsun.
Vx,y € M i¢in

d(Ax, Ay) < amax{d(x,y),d(x, Ax),d(x, Ay),d(y, Ax),d(y, Ay)}
olacak sekilde bir @ € (0,1) sayis1t mevcut ise A ya bir yar: (quasi) daralma déniisiimii

denir (Ciri¢, 1974).
Tamm 2.2.12: (M, d) bir tam metrik uzay, A: M — M bir doniisiim olsun. Vx,y €

M i¢in

d(Ax,Ay) < ad(x,y) + Ld(y, Ax) (2)
veya

d(Ax,Ay) < ad(x,y) + Ld(x,Ay) (3)
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olacak sekilde a € (0,1) ve L > 0 reel sayilart mevcutsa A ya bir zayif (weak) daralma
doniistimii veya hemen hemen (almost) daralma déniisiimii denir (Berinde, 2004).

A donistimiiniin zayif daralma olup olmadigini dogrulamak i¢in (2) ve (3) ile
verilen kosullar kontrol edilmelidir.

Tanmmm 2.2.13: (M, d) bir tam metrik uzay ve A:M — M bir doniisiim olsun.
Vx,y € M i¢in

d(Ax,Ay) < ad(x,y) + (p(d(x, Ax))

olacak sekilde bir a € [0,1) sabiti ve ¢(0) = 0 sartin1 saglayan monoton artan bir ¢ :
R* — R* fonksiyonu varsa A ya bir contractive-like déniisiim denir (Imoru ve Olatinwo,
2003).

Tamim 2.2.14: (M, ||-||) bir Banach uzay1 ve C de bu uzayin bos olmayan bir alt

kiimesi olsun. f: C - C déniisiimii Vx,y € C i¢in

%le —f@I < llx =yl iken [|[f () = FDIl < llx =yl

sartin1 sagliyorsa f donistimiine Suzuki tipi genellestirilmis genislemeyen déniisiim denir
(Suzuki, 2008).
Tamm 2.2.15: (M, d) bir metrik uzay, A : M — M bir doniisiim olsun. Sabit nokta

iterasyon yontemi f bir fonksiyon olmak tizere Vn € N ve x, € M i¢in en temel formda

Xns1 = f(4,xp) (4)

bagintisi ile tanimlanir (Berinde, 2007).

Iterasyon yontemleri bir déniisiimiin sabit nokta veya sabit noktalarin1 bulmak icin
kullanilan en Onemli tekniklerden biridir. Bunun ig¢in g¢esitli iterasyon yontemleri
tiiretilmistir. Fakat bir iterasyon yontemi ortaya konarken iki onemli hususa dikkat
edilmelidir. Yeni iterasyon yonteminden onceki yontemlerden daha hizli ve daha sade
olmas1 beklenir. Asagida literatiirde sik¢a kullanilan bazi iterasyon yoOntemleri
verilecektir.

Tamm 2.2.16: (4) ifadesinde

Xn+1 = f(A' xn) = Ax, = An(xo)

19



alinarak elde edilen iterasyona, Picard iterasyon yontemi denir (Picard, 1890).

Adi diferansiyel denklemlerin baslangi¢ deger problemlerinin ¢oziimlerinin varlik
ve teklik ispatiyla gelistirilen bu iterasyon yontemi, tam metrik uzayda tanimli daralma
dontistimlerinin sabit noktalarina yaklagiminda kullanilir.

Tanmim 2.2.17: a,, < [0,1] bir reel say1 dizisi olmak tizere, (4) ifadesinde
Xn+1 = f(Ar xn) =(1- an)xn + ap,Axy

alinarak elde edilen iterasyona, Mann iterasyon yontemi denir (Mann, 1953).

Mann iterasyon yontemi genislemeyen doniisiimlerin sabit nokta yaklasimlarinda
kullanilmak {izere gelistirilmesine ragmen giincel birgok calismada hala siklikla
kullanilmaktadir. Bu nedenle Mann iterasyon yontemi en temel iterasyon yontemlerinden
biridir. Asagida ifade edilecek olan Krasnosel’skii iterasyon yontemi ise Mann iterasyon
yonteminden daha sonra tanimlanmis olmasina ragmen Mann iterasyon yonteminin 6zel
bir versiyonudur. Aslinda Krasnosel’skii iterasyon yontemi Picard iterasyon yonteminin
genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarina yakinsamasindaki yetersizligi ortadan
kaldirmak amactyla tanimlanmustir.

Tanmm 2.2.18: (4) ifadesinde

1
Xn+1 = f(A: xn) = E (xn + Axn)

alinarak elde edilen iterasyona, Krasnosel skii iterasyon yontemi denir (Krasnosel’skii,
1955).

Asagida tamimlanan genellestirilmis Krasnosel’skii iterasyon yonteminde a =%
aldigimizda Krasnosel’skii iterasyon yontemi, « = 1 aldigimizda ise Picard iterasyonu
elde edilir.

Tamim 2.2.19: a € (0,1) olmak iizere, (4) ifadesinde

Xnt1 = f(4, %) = (1 = a)xp + adx,

alinarak elde edilen iterasyona, genellestirilmis Krasnosel skii iterasyon yontemi denir
(Schaefer, 1957).
Bir sonraki tanimda yer alan Kirk iterasyon ydntemi, Banach uzaylarinda

genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarina yaklagim i¢in tanimlanmustir.
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Asagida verilen iterasyon yonteminde k = 0 aldigimizda Picard iterasyon yontemi,
k = 1 aldigimizda ise genellestirilmis Krasnosel’skii iterasyon yontemi elde edilir.
Tamm 2.2.20: k > 1ve0 < i< kigina; 20, a; >0, YV ,a; =10lmak

lizere, (4) ifadesinde

k
Xn+1 = f(4,x,) = Z aiAixn
i=0
alinarak elde edilen iterasyona, Kirk iterasyon yontemi denir (Kirk, 1971).
Asagidaki iterasyon yontemi Mann iterasyon yonteminin yetersiz kaldigi
durumlarda doniisiimlerin sabit noktalarina yaklagim i¢in tanimlanmistir. Bu yontemde

Brn = 0 aldigimizda Mann iterasyon yontemi elde edilir.

Tanim 2.2.21: {a,}, {B.} < [0,1] reel say1 dizileri, 0 < a, < B, <1, lim B, =
n—-oo

0, Yim=q &y fBn = oo sartlarii saglamak tizere, (4) ifadesinde

Xn+1 = f(A' xn) = (1 - an)xn + a Ay,
Yn = (1 - Bn)xn + BrAx,

alinarak elde edilen iterasyona, Ishikawa iterasyon yontemi denir (Ishikawa, 1974).

Ishikawa iterasyon yonteminin genellestirilmis versiyonu olan Noor tarafindan
tanitilan {ic adimh iterasyon yontemi varyasyonel esitsizliklerin yaklasik ¢oziimlerini
bulmak amaciyla tanimlanmistir (Noor, 2000).

Tanmm 2.2.22: {a,,}, {Bn}, {vn} < [0,1] reel say1 dizileri olsun. (4) ifadesinde

Xn+1 = f(A: xn) = (1 - an)xn + a, Ay,
Yn = (1 - ﬁn)xn + ﬁnAZn
Zn = (1 - Vn)xn + ynAxy

alinarak elde edilen iterasyona, Noor iterasyon yontemi denir (Noor, 2000).

Yukarida verilen iterasyon yontemlerinin genellestirilmesi ile olusturulan asagidaki
iterasyon yontemi c¢ok adimli iterasyon yontemi olarak tanmitilmistir. Bu iterasyon
yonteminde k = 3 aldigimizda Noor iterasyon yontemi, k = 2 aldigimizda Ishikawa
iterasyon yontemi, k = 2 ve B = 0 aldigimizda Mann iterasyon yontemi, k = 2, L =
0 ve a,, = a aldigimizda ise genellestirilmis Krasnosel’skii iterasyon yontemi elde edilir.
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Tanim 2.2.23: k > 2i¢in1 < i < k — 2 ve {a,}, {B,ll} c [0,1] bir reel say1 dizileri

olsun. (4) ifadesinde

Xn+1 = f(A; xn) = (1 - an)xn + anAy%
v = (1= BL)xy, + BLAyL?
YYILC_l = (1 - .Brlf_l)xn + ,Br’f_len

alinarak elde edilen iterasyona, Multistep iterasyon yontemi denir (Rhoades ve Soltuz,
2004).

Bir sonraki iterasyon yontemi, Mann ve Ishikawa iterasyon yoOntemlerinden
bagimsiz olarak tanimlanmigtir. R.P. Agarwal, D.R. Sahu ve D.O’Regan ¢alismalarinda
S iterasyon yonteminin daralma doniistimleri i¢in yakinsama hizinin Picard iterasyon
yonteminin yakinsama hizina denk ve diger sabit nokta iterasyon yontemlerinin
yakinsama hizlarindan daha hizli oldugu sonucuna ulagmislardir (Agarwal vd., 2007)

Tanmm 2.2.24: {a,,}, {8} < [0,1] reel say1 dizileri olsun. (4) ifadesinde

Xn+1 = f(A' xn) = (1 - an)Axn + a, Ay,
Yn = (1 - Bn)xn + BrAxy

alinarak elde edilen iterasyona, S iterasyon yontemi denir (Agarwal vd., 2007).
Tanmm 2.2.25: {a,,}, {B,} < [0,1] reel say1 dizileri olsun. (4) ifadesinde

Xn+1 = f(A' xn) = (1 - an)yn + an Ay,
Yn = (1 - ﬁn)xn + BrAx,

alinarak elde edilen iterasyona, iki adimli Mann iterasyon yontemi denir (Thianwan,
2009).
Tamm 2.2.26: k,s € Z, k > s Ve {a,;},{ Bn;} < [0,1] reel say1 dizileri a,,; > 0,

ano # 0, Bnj =0, Bro # 0 sartlarini saglamak tizere, (4) ifadesinde

k

k
Xn+1 = f(A' xn) = QpoXn t Z an,iAiyn ’ Z Ani = 1,

Yn = .Bn,oxn + Zi:l ,Bn,jijn , §=0 .Bn,j =1
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alinarak elde edilen iterasyona, Kirk-Ishikawa iterasyon yontemi denir (Olatinwo, 2009).
Tamm 2.2.27: k € Z ve {an'i} c [0,1] reel dizisi a,,; = 0, @, # 0 sartlarin1

saglamak tizere, (4) ifadesinde
K

k
Xn+1 = f(A’xn) = QpoXn t+ z an,iAixn ’ Z Ani = 1

i=1 i=0

alinarak elde edilen iterasyona, Kirk-Mann iterasyon yontemi denir (Olatinwo, 2009).
Phuengrattana ve Suantai, Noor iterasyon yonteminden ilham alarak iki adiml
Mann iterasyon yoOntemini asagidaki sekilde genellestirmislerdir (Phuengrattana ve
Suantai, 2011).
Tanmm 2.2.28: {a,,}, {8}, {¥n} < [0,1] reel say1 dizileri olsun. (4) ifadesinde

X1 = f(A, xp) = (1 — ap)yn + anAy,
VYo = (1= Bn)z, + BrAz,
Zn = (1 — V)X + Vnlx,

alinarak elde edilen iterasyona, SP iterasyon yontemi denir (Phuengrattana ve Suantai,
2011).
Tanmm 2.2.29: {a,,}, {8}, {vn} < [0,1] reel say1 dizileri olsun. (4) ifadesinde

Xn+1 = (1 - an)yn + a, Ay,
Yn = (1 - Bn)Axn + BnAzy
Zn = (1 - Vn)xn + ynAxy

alinarak elde edilen iterasyona, CR iterasyon yontemi denir (Chugh vd., 2012).
Tamm 2.2.30: k,s,t €Z, k=5 >t ve {a,;}, {,Bn,j}, {Yni} € 10,1] reel say:
dizileri an; =0, ayo # 0, Bpn; =0, Bro #0, Yni1 =0, Yo # 0 sartlarini saglamak

lizere, (4) ifadesinde

k

k
Xn+1 = f(A’ xn) = QApoXp t Z an,iAiyn ’ Z Ani = 1,

i=1 i=0

Yn = BnoXn + Zizl ﬁn,jAjZn ) ;:0 Bn,j =1,
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t t
n = VnoXn + z Vn,lAlxn , z Yni = 1
=1 =0

alinarak elde edilen iterasyona, Kirk-Noor iterasyon yontemi denir (Chugh ve Kumar,
2012).

Bu iterasyon yontemi, Kirk-Mann ve Kirk-Ishikawa iterasyon yoOntemlerinin
genellestirilmesi olarak tanimlanmustir.

Tanmm 2.2.31: k,s,t€Z, k>s>t ve {am} {ﬁnj} {Vnz} [0,1] reel say1
dizileri an; =0, ano # 0, B =0, Bro #0, Yni =0, ¥no # 0 sartlari saglamak

lizere, (4) ifadesinde

k

Xns1 = f(4,x,) = anoyn'i'zanlA Yn» zan,i =1,

i=0
ﬁnozn‘l'ZﬁnJA A Eﬁnj

Zp = ¥YnoXn t Zl:l Vn,lA Xn » Zl:o Yni =1

alinarak elde edilen iterasyona, Kirk-SP iterasyon yontemi denir (Hussain vd., 2012).
Tanmm 2.2.32: k,s,t €Z, k=>s >t ve {an,i}, {ﬁn]} {an} [0,1] reel say1
dizileri ay; =0, ano # 0, Bpnj =0, Bno # 0, Yn1 =0, ¥no # 0 sartlari saglamak

tizere, (4) ifadesinde

k

Xn+1 :f(A xn) = anoyn+zanlA Yn zan,i =1,

i= i=0

= BroAxy +Zﬁn,A Zn Zﬁn,

n = YnoXn t+ 2l=1 yn,lA Xn » Zl=0 Yot = 1

alinarak elde edilen iterasyona, Kirk-CR iterasyon yontemi denir (Hussain vd., 2012).

Tanmm 2.2.33: {a,}, {B.}, {vn} © [0,1] reel say1 dizileri olsun. (4) ifadesinde

Xn+1 = f(A: xn) = (1 - an)Axn + a, Ay,

Yn = (1 - .Bn)Axn + .BnAZn
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Zp = (1 - Vn)xn + ynAxy

alinarak elde edilen iterasyona, S* iterasyon yontemi denir (Karahan ve Ozdemir, 2013).
Tamim 2.2.34: {a,} c (0,1) reel say1 dizisi Y;—, @, = oo sartin1 saglamak tizere,

(4) ifadesinde

Xn+1 = f(A’ xn) = Ayn

Yn = (1 - an)xn + anAx,

alinarak elde edilen iterasyona, Picard-Mann iterasyon yontemi denir (Khan, 2013).

Bu iterasyon yontemi Picard, Mann ve Ishikawa iterasyon yontemlerinden daha
giiclii yakinsayan bir iterasyon yontemi bulmak amaciyla tanimlanmastir.

Tamm 2.2.35: k > 2i¢in 1 < i < k — 1 ve {a,},{ Bi} < [0,1] reel say1 dizileri

{an}, Ymeo @y = oo sartin1 saglamak tizere, (4) ifadesinde

Xn+1 = f(A xn) = (1 23 an)yr} + anAy%
= (1 .Bn)yrll+1 + ﬁnAyH-l
= (1 - ﬁrlf_l)xn + ﬁﬁ_len

alinarak elde edilen iterasyona, Multistep-SP iterasyon yontemi denir (Giirsoy, 2013).

Burada k = 3 igin SP iterasyon yontemi, k = 2 i¢in iki adimli Mann iterasyon
yontemi, k = 2 ve 1 = 0 igin Mann iterasyon yontemi, k = 2, L = 0 ve a,, = a i¢in
ise genellestirilmis Krasnosel’skii iterasyon yontemi elde edilir.

Tamm 2.2.36: 1 < p < k — 1igin s; V€ Sp4q, S; = S, = *++ = S sartin1 saglayan

tam sayilar, {an_il},{ b }C [01], 1< p<k—-1licin an; =20, a,,#0,

MNilp+1

ﬁ,ipﬂ = 0, o # 0 kosullarini saglayan dizilerve 1 < p < k — 1 i¢in Zfllzo ani, =1,
YoPH BP. =1 olmak iizere, (4) ifadesinde

lp+1=0 n,lp+1

S1

Xn+1 = f(A' Xp) = AnoXn + Z an,ilAily%

i1=1
Sp+1
P _ p l p+1
yn - noxn+ Z ﬁn1p+1 p+1y ) 1<p<k 2
lp+1 1
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y’fll(_ Zlk OﬁrlfllAl le ) k 2 2

alinarak elde edilen iterasyona, Kirk-Multistep iterasyon yéontemi denir (Giirsoy, 2014).
Burada k = 3 alindiginda Kirk-Noor iterasyon yontemi, k = 2 alindiginda Kirk-

Ishikawa iterasyon yontemi, k = 2 ve s, = 0 alindiginda Kirk-Mann iterasyon yontemi,

k =2,s, =0veay; = a; icinise Kirk iterasyon yontemi elde edilir. Ayrica, 1 <p <

p

ips1=0 Bripey = 1 bulunur.

k—1igins; =1 Ve s,y =1 almrsa ¥j _gay;, =1ve X}

Bunlara ilave olarak 1 <p < k — 1 igin al = a,, ve ﬁ,’fl = BP secimleri ile multistep
iterasyon yontemi elde edilir.

Tamm 2.2.37: 1 < p <k — li¢in s; V€ 5,11, Sy = S, = *** = 5 sartin1 saglayan

tam sayilar ve {“n,h}:_oi { P } c[01], 1<sp<k-1licinay,; =0, apo+#
= 0

n,i
p+1) -

0, BE;

lp+1

1, yoP+t P = 1 olmak iizere, (4) ifadesinde

lp+1 oFn,i p+1

>0, fno # 0sartlarini saglayan dizilerve 1 < p < k — 1i¢in Zf;o Ui, =

S1

Xnt1 = f(A: Xp) = an,Oyr} + Z an,ilAilyr}
i1=1
Sp+1
+1 +1
lp+1—1
Sk
yk=1 = Z BritAxy , k=2
ix=0

alinarak elde edilen iterasyona, Kirk-Multistep-SP iterasyon yontemi denir (Giirsoy,
2014).

Burada k = 3 alindiginda Kirk-SP iterasyon yontemi, k = 2 alindiginda Kirk iki
adimli Mann iterasyon yontemi, k = 2 ve s, = 0 alindiginda Kirk-Mann iterasyon
yontemi, k = 2, s, =0 ve {an,i 1} = {ai 1} i¢in ise Kirk iterasyon yontemi elde edilir.
Ayrica, 1<p<k-1 i¢in s;=1 ve sp;; =1 alirsa Zillzo Ani, =1 ve

l,,ﬂ_oﬁﬁl = 1 elde edilir. Bunlara ek, 1 < p < k — 1 i¢in {an} = {a,} ve {8} } =

{ﬁfl’} secimleri ile Multistep-SP iterasyon yontemi elde edilir.
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Tanim 2.2.38: s,,5, €Z, s; = s, Ve {an‘il}, {Bn‘iz} c [0,1] reel say1 dizileri

ani, =0, ano#0, Bni, 20, Bpno # 0 sartlarim saglamak iizere, (4) ifadesinde

S1 S1
— — § i § —
Xn+1 = f(A’ xn) - an,OAxn + an,ilA Yo an,il =1
i1=1 i1=0

Yn = ﬁn,oxn + Zfzzzl Bn,izAizxn ’ 2?22=0 ﬁn,iz =1

alinarak elde edilen iterasyona, Kirk-S iterasyon yontemi denir (Giirsoy, 2014).

Bu iterasyon yontemi, Banach uzaylarinda daralma benzeri doniisiimler i¢in, S
iterasyon yoOnteminin genellestirilmesi olarak tanimlanmistir. Burada s; =s, =1
alinirsa X _o @, = 1 Ve X} _o B, = 1 elde edilir. Bunlara ek olarak {e,,;, } = {a;,}
ve {,Bn'iz} = {Bn} secimleri ile S iterasyon yontemi elde edilir.

Tanim 2.2.39: {a,,}, {B,} < [0,1] reel say1 dizileri olmak iizere, (4) ifadesinde

Xn+1 = f(4,x,) = Ay,
yn = (1 —ay,)Ax, + a,Az,
Zp = (1 = Bp)x, + PnAx,

alinarak elde edilen iterasyona, Picard-S iterasyon yontemi denir (Giirsoy, 2014).

Tanmm 2.2.40: {a,,}, {8}, {vn} < [0,1] reel say1 dizileri olsun. (4) ifadesinde

Xn+1 = f(A' xn) = (1 - an)Ayn + a,Az,
Yn = (1 - ﬁn)Axn + BnAzy
Zn = (1 - Vn)xn + ynAxy

alinarak elde edilen iterasyona, Abbas ve Nazir iterasyon yontemi denir (Abbas ve Nazir,
2014).
Tanim 2.2.41: M bir diizgiin konveks Banach uzayi, @ # C € M kapali1 konveks
bir
alt kiimesi ve x, € C olsun. {a,},{B,} < (0,1) reel say1 dizileri olmak lizere (4)

ifadesinde

Xn+1 = Ayn
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Yn = A((l - an)xn + anZn)
Zn = (1- ﬁn)xn + BrAx,

alinarak elde edilen iterasyona Thakur ve arkadagslari iterasyon yontemi denir (Thakur
vd., 2014).
Tanim 2.2.42: {a,} < [0,1] olsun. (4) ifadesinde

Xn+1 = f(A, xn) =(1- an)yn + a Ay,
Yn = Axp

alinarak elde edilen iterasyona, Mann-Picard iterasyon yontemi denir (Dogan, 2016).
Tamm 2.2.43: k,s € Z, k > s ve {ay,;}, {Bn,;} < [0,1] reel say1 dizileri a,; > 0,

ano # 0, Bnj =0, Bro # 0 sartlarini saglamak iizere, (4) ifadesinde

k k
Xns1 = f(4,x,) = AnoYn + Z an,iAiyn ) Z Ani =1

i=1 i=0

s s
Yn = zﬁn,jijn , Z.Bn.j =
j=1 j=1

alinarak elde edilen iterasyona, Kirk-MP iterasyon yontemi denir (Dogan, 2016).

Picard, Mann, Ishikawa, Noor, SP, CR ve Picard-S gibi birgok iterasyon
algoritmasindan daha hizli oldugu Karakaya vd. tarafindan gosterilen asagidaki yeni ii¢
adimli iterasyon yontemini verelim.

Tanim 2.2.44: {$,,} < [0,1] bir reel say1 dizisi olsun. (4) ifadesinde

Xn4+1 = f(A: xn) = Ayn
Yn = (1 - ﬁn)zn + .BnAZn (5)
Zy, = Axy,

alinarak elde edilen iterasyona, ii¢ adimli iterasyon yontemi denir (Karakaya vd., 2017).
K. Ullah ve M. Arshad tarafindan tanimlanan M —iterasyon ydntemi, diizgiin
konveks Banach uzaylarinda Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniisiimlerin sabit

noktalarina yaklagmak i¢in olusturulmustur.
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Tamm 2.2.45: X bir normlu uzay, M # @, M, X uzaymin konveks bir alt kiimesi,

A:M — M tanimli bir déniisiim olsun ve Burada {a,} < (0,1) ve lim a,, = 0 sartlar1
n—-oo

saglansin. Bu durumda (4) ifadesinde

Xn+1 = Ayp
Yn = Azy

zp, = (1 —ay)x, + a,Ax,

alinarak elde edilen iterasyona, M-iterasyon yontemi denir (Ullah ve Arshad, 2018).
Tamm 2.2.46: M bir metrik uzay veya Banach uzay olsun. A: M — M tanimli bir
doniligim olsun. Tahmini baslangi¢c noktasi x, € M olmak tiizere (4) ifadesinde n €

Z i¢in

Xni1 = f(4,x,) = Ay
Yn = Azy (6)
Zy = Axy,

alinarak elde edilen iterasyona Picard'wn ii¢ adimli iterasyon yontemi denir (Ali vd.,
2021).

Asagida verilen Banach sabit nokta teoremi, bir tam metrik uzay tizerindeki
herhangi bir daralma doniigiimii i¢in bir sabit noktanin varligini ve tekligini garanti eder
ve hesaplamak i¢in bir yontem saglar (Banach, 1922).

Teorem 2.2.1: (M, d) bir tam metrik uzay ve A : M — M bir daralma dontistimii
olsun. Bu durumda,

I. A nin yalniz bir tek x € M sabit noktas vardir.

ii. Herhangi bir x, € M igin {A™x,} iterasyon dizisi, A nin bu sabit noktasina yakinsar
(yani vn € N igin x,, = A(x,_;) ile tammli {x,} iterasyon dizisi A nin bu sabit x
noktasina yakinsar).

Ispat: Once sabit bir noktanin varlig1 ispatlansin ve bunun icin x, € M baslangig

noktasi secilsin.

x1 = Axg

Xy = Ax1 = AZXO
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Xn = Axp_1 = A"xg (7)

iterasyon dizisi géz Oniine alinsin. m > n i¢in

d(xn; xm) = d(AnxOfAme)

=d(AMxy, ATA™ " x,)

a™d(xq, A xg)

IA

and(inxm—n)
a™{d(xg,x1) +d(xy,x3) + -+ d(Xpp—n—1, Xm-n)}
< ad(xg,x){1+a+a?+-+a™ "1}

. 1
< @0, x) X0l , (lal < 1,EEea" = )

IA

n

= % d(xg, x1) (8)
elde edilir. 0 < a < 1 oldugundan {x,,} dizisinin Cauchy dizisi oldugu sonucuna ulasilir.
(M, d) bir tam metrik uzay oldugu i¢in 3x € M vardir 6yle ki {x,} dizisi x e yakinsar.

Simdi x elemaninin A nin bir sabit noktas1 oldugu gosterilsin.

d(Ax,x) < d(Ax, A"xy) + d(A™xy, x)
< d(Ax, AA™ 1xy) + d(A"x, x)
< d(Ax,Ax,_1) + d(x,, x)
< ad(x,xp-1) + d(x,, x)

oldugundan ve {x,} dizisi x e yakinsadigindan

d(Ax,x) =0

elde edilir ve buradan

sonucuna ulagilir. Burada, x in A nin bir sabit noktast oldugu, A nin siirekliligi

kullanilarak asagidaki gibi de gosterilebilir.

Ax =A (lim xn) = lim A(x,) = lim x,;, = x.
n—->oo n—->oo n—-oo
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Simdi A nin sabit noktasinin tek (bir tane) oldugu gosterilsin. Herhangi bir y € M igin
Ay =y

olsun. Bu durumda,
d(x,y) = d(Ax,Ay) < ad(x,y)

olup, 0 < a < 1 oldugundan
d(x,y) =0

bulunur ki bu

oldugunu verir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.1, (1) esitligi igin sadece bir ¢6ziimiin varligindan bahsetmez; ayrica
¢oziimiin bulunmasi i¢in pratik bir yontem de verir. Yani, iterasyonlarla (7) esitliginin
hesaplanmasimi saglar. Ispatin icinde gosterildigi gibi (7) ile verilen iterasyon, (1) ile

verilen ¢6ziime yakinsar. (8) esitsizliginde m — oo iken limit alinirsa
d(xn: x) < fTad(th xl) (9)

elde edilir. Bu esitsizlik sabit noktaya bir yaklagim olarak n. iterasyonun se¢imindeki
hatay1 hesaplamada kullanilabilir. Bununla birlikte bu ¢ok zahmetli bir islem olabilir.
Ciinkii iterasyon icin baslangi¢c noktasinin se¢imi bir iterasyon dizisi liretebilir dyle ki bu

dizi yakinsamak i¢in ¢ok yavas olabilir. (9) esitsizliginde n = 1 alinmasi halinde,
a
d(le .X') S -— d(th xl)
1—a

elde edilir. Iterasyonu x,_; den baslatarak yani x, yerine x,,_, ve x; yerine x, alarak

hatanin daha 1yi bir hesabi
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d(xn: x) < ﬁd(xn—lf xn) (10)

ile verilir.

Uyan 2.2.4: Ozellikle Banach sabit nokta teoremi uygulanmak istendigi
durumlarda, A doniisiimii bir (M, d) tam metrik uzaymin tamam iizerinde bir daralma
olmayabilir fakat sadece M in bir N alt kiimesi iizerinde daralma olabilir. Eger N alt
kiimesi kapal1 ise tamdir. Bu nedenle, eger A : N - N ise Banach sabit nokta teoremi
uygulanabilir. Ote yandan, A doniisiimii daralma olmayabilir fakat A nin m. iterasyonu
yani A™ bir daralma olabilir.

Asagidaki Lemma Banach sabit nokta teoreminin bir genellemesidir (Banach,
1922).

Lemma 2.2.1: (M, d) bir tam metrik uzay ve A : M — M olsun. 3m € N i¢in A™
bir daralma dontisimi ise,

i. A bir tek x sabit noktasina sahiptir.
ii. Herhangi bir x, € M verildiginde, ardisik olarak Vn € N i¢in {x,,} = A(x,_1) ile
taniml1 {x,,} iterasyon dizisi, A nin bu x sabit noktasina yakinsar.

Uyari 2.2.5: Teorem 2.2.1°deki (i) ve (ii) sartin1 saglayan bir doniisiime bir Picard
operatori denir (Rus, 1996).

Teorem 2.2.2: (M, d) bir tam metrik uzay ve A : M — M bir Kannan doniistimii
olsun. Bu taktirde A bir Picard operatortidiir (Kannan, 1968).

Teorem 2.2.3: (M, d) bir tam metrik uzay ve A: M — M bir Chatterjea doniisimii
olsun. Bu taktirde A bir Picard operatoridiir (Chatterjea, 1972).

Teorem 2.2.4: (M, d) bir tam metrik uzay ve A: M — M bir Zamfirecu dontisimi
olsun. Bu taktirde A bir Picard operatoridiir (Zamfirecu, 1972).

Sabit nokta teoreminde kullanilan daralma doniisiimii, problemlerin tek ve kesin bir
hesaplama ile elde edilebilir olmasinda 6nemli faydalar saglamaktadir. Fakat teoremin
uygulama boliimlerinde bazi zorluklar1 da beraberinde getirmektedir. Bu nedenle
yukarida ifade edilen teoremlerin yani sira farkli iterasyon yontemleri veya farkli
dontisiim smiflar1 kullanarak, Banach’in sabit nokta teoreminin birgok genellestirilmis
versiyonunu elde etmislerdir. Ayrica, A doniisiimiiniin siirekliligini gerektirmeyen farkl
daralma doniisiimleri i¢in de yeni sabit nokta teoremleri ortaya konmustur. Ozellikle son
donemlerde Berinde tarafindan (2) ve (3) kosullar1 altinda ifade edilen zayif daralma
sartlar1 kullanarak bir¢cok sabit nokta teoreminin genellemesi olan asagidaki teorem
ispatlamistir (Berinde, 2004).
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Teorem 2.2.5: (M, d) bir tam metrik uzay ve A : M —» M doniisiimii (2) sartini

saglayan bir zayif daralma olsun. Bu durumda,

iLE,={xeM: Ax=x}+0,

Ii. Herhangi bir x, € M igin Picard iterasyonundan elde edilen dizi baz1 x € F4
sabit noktalarina yakinsar.

Ayrica bu son teoremde Berinde sabit noktanin varligini elde etmesine ragmen
tekligini ifade edememistir. Fakat (2) ile verilen daralma kosuluna olduk¢a benzer (11)
da ifade edilen ek bir daralma kosulu tanimlayarak asagidaki teorem ile zayif daralmanin
sabit noktasinin tekligini miimkiin kilmistir (Berinde, 2004).

Teorem 2.2.6: M bir tam metrik uzay ve A: M — M doniistimii asagidaki sarti

saglayan bir zayif daralma olsun. Vx,y € M i¢in
d(Ax,Ay) < 6d(x,y) + L,d(x, Ax) (11D

olacak sekilde 6 € (0,1) sabiti ve L, = 0 mevcut olsun. Bu durumda,
I. A bir tek sabit noktaya sahiptir.
Ii. Herhangi bir x, € M i¢in Picard iterasyonundan elde edilen dizi bu sabit noktaya

yakinsar.

2.3 Integral Denklemler ile Tlgili Bazi Temel Kavramlar
Integral denklemle, ¢@(x) bilinmeyen fonksiyonunun integral isareti altinda
bulundugu denklemlerdir. g(x) ve h(x) integrasyon limitleri, a sabit bir parametre olmak

tizere, integral denklemlerin en genel sekli

h(x)

PO = F(0) +a j K (x, @ (0)dt
gx)

ile verilir (Koklii, 2018). Burada K (x, t), x ve t degiskenlerine bagl ¢ekirdek ad1 verilen
bilinen bir fonksiyon, ¢(x) bilinmeyen fonksiyon, u(x) bilinen fonksiyon ve f(x) de
kaynak fonksiyondur. integral denklemler bircok baslik altinda siniflandirilir. Bu
denklemleri siniflandirmak i¢in Oncelikle denklemin integrasyon limitleri, lineerligi,
homojenligi ile tipi incelenir.

Tamm 2.3.1: Integrasyon limitlerinin en az biri degisken olan integral denkleme
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Volterra integral denklem, her ikisi de sabit olan integral denkleme de Fredholm integral
denklem denir. a sayisal bir parametre u(x), f (x) ve K(x, t) bilinen fonksiyonlar, ¢(x)

bilinmeyen fonksiyon ve a, b sabit sayilar olmak tizere

X

P(OU) = F(0) +a f K (x, ()t

a

denklemi Volterra integral denkleminin,

a

PO = F(O) + @ f K (x, O (t)dt

b

denklemi ise Fredholm intergal denkleminin standart gosterimidir (Kokli, 2018).
Bu tanimlara gore Fredholm integral denklemin g¢ekirdegi {(x,t):a < x < b,a <
t < b} karesel bolge tizerinde, Volterra integral denklemin gekirdegi ise {(x,t):a <t <
x < b} tiggensel bolge iizerinde tanimlanmstir. Dolayisiyla Volterra integral denklemi
icin "Cekirdegi t > x iken K(x,t) = 0 sartin1 saglayan denklem" ifadesi kullanilabilir
(Zabreyko, 1975).
Ornek 2.3.1: x, t € [0,1] olmak iizere,

X
1 t
=——7+43 t)dt
() 1+x2+ f1+x2<p()
0

bir Volterra integral denklem iken,
T
@(x) = cosx — f(x2 +t) cos t(t) dt
0

ise bir Fredholm integral denklemdir.
Tanmm 2.3.2: ¢(x) bilinmeyen bir fonksiyon olsun. ¢(t) fonksiyonun kuvveti n
olmak tizere n = 1 ise yani ¢(t) lineerse bu denkleme lineer integral denklem, n > 1

veya @(t) lineer degilse bu denkleme de lineer olmayan integral denklem denir. Lineer
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olan ve lineer olmayan Volterra integral denklemler ve Fredholm integral denklemler

sirastyla

P

¢@)=ﬂw+afK&JWGMt

a
X

¢w>=ﬂw+afxamw%wm

a
b

¢@)=ﬂw+afK&JWGMt

a
b

¢@>=ﬂm+ajx&xmwww

a

seklinde gosterilir (Koklii, 2018).
Ornek 2.3.2:

X

p(x) = x? — 4] cos(x — t) p(t)dt
0

bir lineer Volterra integral denklem iken,
1
() = e* + 3fx—t (t)dt
plx) = t+x?
0

ise bir lineer Fredholm integral denklemdir.

Tanim 2.3.3: Bir integral denklemde bilinen fonksiyon u(x), ¢ekirdek fonksiyon
K(x,t), kaynak fonksiyon f(x) ve bilinmeyen fonksiyon ¢(x) olsun. ¢(x) yalnizca
integral i¢inde mevcut ise bu tip denkleme birinci tip integral denklem, hem integral
icinde hem de disinda mevcut ise bu tip denkleme de ikinci tip integral denklem denir.

Birinci tip ve ikinci tip integral denklemleri sirasiyla

b

ulx) =f(x)+ afK(x, te(t)dt

a
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b

o) = f(O) +a f K (x, g(6)dt

a

seklinde gosterilir.

b

Pl = f() +a f K(x, )o(t)dt

a

seklindeki denklemlere ise iiciincii tip integral denklem denir.

Birinci tip ve ikinci tip integral denklemler, tigiincii tip denklemlerin birer 6zel
halidir (Kokli, 2018). Soyle ki u(x) = 0 alinirsa birinci tip integral denklemi, u(x) = 1
alinirsa ikinci tip integral denklemine doniistiiriilebilir.

Ornek 2.3.3:

2
X +f (x%2 = Dte(t)dt =0

birinci tip Fredholm integral denklem,

X

@(x) =tanx +J xto(t)dt
0
ikinci tip Volterra integral denklem,

1
1+ x2

x2p(x) = e* +J p(t)dt
0

ise tigiincii tip Volterra integral denklemdir.

Tamim 2.3.4: Bilinen f(x) fonksiyonun varligina gére homojen olup olmadigina
karar verilir. Eger ki f(x) = 0 ise homojen integral denklem olarak f(x) # 0 ise
homojen olmayan integral denklemi olarak adlandirilir.

Simdi, lineer Fredholm integral denklemlerin ve lineer olmayan Volterra integral
denklemlerin ¢6ziimlerinin varlik ve teklik sartlarini ifade eden teoremleri verelim.

Lemma 2.3.1: f(x), [a, b] tizerinde bir siirekli fonksiyon ve ¢(x), [a, b] lizerinde
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¢oziimii istenen bir fonksiyon olsun. K(x,t), G = {(x,t) : (x,t) € [a, b]} bolgesinde bir

stirekli fonksiyon ve a bir parametre olmak iizere

b
000 =00 +a f K(x, Do (o)dt (12)

olarak lineer Fredholm integral denklem tanimlansin. K, sinirli ve G {izerinde siirekli

oldugundan V(x, t) € G igin

b
M = maxbeK(x, t)|dt (13)
a

asx,t<

olacak sekilde bir M vardir (Musayev ve Alp, 2000).
Teorem 2.3.1 (Lineer Fredholm integral Denkleminin Varlik Teklik Teoremi):
f(x) € C([a, b]) olmak tizere

b
Aprar () = F() +a j K (x, ©)pn(6)dt

a

ile tanimli A : (Cla, b], |Ill) = (Cla, b], ||"ll) operatorii goz oOniine alinsin. (13)
esitligindeki M i¢in

1Ap1 — A@zlle < |alMllp1 — @2llc

oldugundan, eger |@¢|M < 1 ise A bir daralma doniisiimiidiir. Bu durumda (12) ile verilen
integral denklemin ¢oziimii A operatoriiniin sabit noktasidir ve |a|M < 1 oldugunda
¢Ozlimii vardir ve tektir (Musayev ve Alp, 2000).

Teorem 2.3.2 (Lineer Olmayan Volterra Integral Denkleminin Varlik Teklik

Teoremi):
px) =f(x) + af;K(x, t,o)dt ,0<x<T (14)

lineer olmayan Volterra integral denklemi verilmis olsun. ¢ (x) bilinmeyen, K(x, t, ¢)

fonksiyonu G ={(x,t,) ER3: 0<x,t <T, —o0 < @ < o} fiizerinde, f(x)
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fonksiyonu ise [0,T] iizerinde siirekli fonksiyonlar ve V(x,t) € [0,T]*> ve Vo, €

(—o0, 00) igin
|K(x,t,0) = K(x, t, )| < 0(x, D)l — I,
olacak sekilde [0,T]? iizerinde negatif olmayan ve siirekli 6(x,t) fonksiyonu vardur.

Eger 6(x,t) =L >0 ve L < L, olacak sekilde L, pozitif sayist varsa C([a, b]) uzay1

uzerinde tanimli norm

loll. = max{e "*|p(x)| : x € [0,T]},

olmak tuzere

L(1 - e‘le)} _ L(1—ehT)

= max
P { L, Ly

dir. Bu taktirde p < 1 ise (14) ile verilen integral denkleminin ¢6ziimii vardir ve tektir
(Musayev ve Alp, 2000)
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3. BULGULAR

Bu boliimde, Picard’in li¢c adimli iterasyon yontemi kullanilarak lineer Fredholm
integral denkleminin ve ii¢ adimli iterasyon yontemini kullanarak da lineer olmayan
Volterra integral denkleminin yakinsakligi ve veri bagliligi arastirilmistir. S6z konusu

arastirma i¢in elde edilen sonuglar sunulmus ve bu sonuglar 6rneklerle desteklenmistir.

3.1. Lineer Fredholm integral Denklemler

Lineer Fredholm integral denklemler i¢in yakinsaklik ve veri baglhilig
incelemelerinde kullanilmak iizere, asagidaki iterasyon algoritmasi tanimlanacaktir.
Bunun i¢in (12) ile verilen integral denklem kullanilarak, (6) ile verilen iterasyon

algoritmasi 4 : (C[a, b]) — (C|a, b]) operatorii ile asagidaki gibi yeniden insa edelim.

(9ni1(0) = £ +a 2 KCx, O (0)dt
! Ya(0) = £ + a [ K(x, )T, (8)de (15)
| 2 = £GO) + a [ Ko, O gt

Teorem 3.1.1: A:(Cla,b],|l'lle) = (Cla,b],|l'llo) bir operatér olsun. Bu
durumda, (12) ile verilen integral denklem bir tek p € C([a, b]) ¢oziimiine sahiptir ve
(15) ile verilen iterasyon algoritmasindan elde edilen {¢,, }n—, dizisi bu ¢6ziime yakinsar.

Ispat: A: (Cla,b), |Ill) = (Cla, b], |I*lls) operatorii ile insa edilen ve (15) ile
verilen iterasyon algoritmasindan elde edilen {¢,},-, dizisi g6z 6niine alinsin. n — oo
iken ¢, — p oldugu gosterilecektir. (12) integral denklemi, (15) iterasyon algoritmasi

ve Teorem 2.3.1 in sartlar1 kullanilarak,

|11 (0) = )| = |4 () — Ap ()]
= |F @) +a J} K, O (Odt — £() — a [ K(x, Op(t)dt

= |al |f; K (x, ) (t) — K(x, t)p(t)dt|
2 K, 0) () - p(O)d]

< lal [P 1K Ge, O11ga () — p(0)ldt

= |a|



b
#r1CO = PCOL < el = Pl [ IKCrOlde

a

daha sonra her iki tarafin maximumu alinirsa,

max{] @41 (x) = pCOI} < lalllpy — pllomax { [} 1K x, £)ldt ]

lpni1 — Pl < laIM|[Y, — pllos (16)

elde edilir. Benzer sekilde,

[Yn(x) — ()| = [AT, (x) — Ap(x)]
= |f00 +a [} K, O, ()dt = f(x) — a f; K(x, ()t

= lal [ K )74 (t) — KCx, p(e)dt]
< lal [21K (%, D7,(6) — K (x, )p(0)|dt

< lal [71K G, )11t () = p(D)] dt
b

() — O] < lallltn - pllo j K(x, t)dt

a

bu son esitsizlikte her iki tarafin maximumu alirsa,

b
max{|y, (x) —p()|} < |alllt, — pllmax U |K (x, t)Idt}

ln = plle < lalMllT, = plle (17)

elde edilir.

72 () = POO| = 1Ay () — Ap ()]
= |F@) +a [ K Dput)dt — £() +a [, K(x, Op()at
= lal |f; K e 0)pa(t) — K (x, Op(e)dt]
< lal [ 1K (x, 0@ () — K (x, Op(D)]dt

< lal 1K G, )19 () — p(D)] dt
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X

122(0) = P < latlllgn — Pl f K(x, )dt

a

bu son esitsizlikte her iki tarafin maximumu alirsa,
b
mﬂﬂ%&)—ﬂﬂﬂﬁkmwn—wmw{fUH%GM%
a
Itn = plleo < laIMll@n — Pl

elde edilir. Simdi, (18) esitsizligi (17) esitsizliginde yazilirsa,

lYn — pllo < laIM|alM||@, — pllo
lYn —pllo < lal*M?|l@n — Plleo

bulunur. (19) esitsizligi (16) esitsizliginde yazilirsa,

lpni1 — Pllo < la|IM|al*M?||@, — pllo
lpnii — 2l < laPM3|l@n — Pllo

olur. (20) esitsizligine tiimevarim uygulanarak,

loni1 — Pl < la|?M?]|@n — pllo
<lalPM3||lpn—1 = Plloo

lPns1 — Pllo < (alM)2™*V]lgy — plle

(18)

(19)

(20)

(21

elde edilir. Boylece, (21) esitsizliginde n — oo iken limit alinirsa |@|M < 1 oldugundan

1im s = plles = 0

bulunur ve ispat tamamlanir.

Simdi, (12) ile verilen integral denklemin ¢oziimiiniin veri bagliligi (6) ile verilen

iterasyon algoritmasi kullanilarak incelensin. Bunun i¢in,
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u(x) = g() +ay [, Hx, Hu(t)dt (22)

integral denklemi tammlansin. Ote yandan, S: (Cla,b),|l'lle) = (Cla,b], |I*lle)

operatorii ile tanimlanan

S(u) = g(x) + a, f;, Hlx, Hu(t)dt (23)

integral denklemi g6z 6niine alinsin. Burada g(x), [a, b] lizerinde stirekli; u(x), [a, b]
tizerinde ¢oziimii istenen; H(x,t), G = {(x,t) : (x,t) € [a, b]} bolgesi tizerinde siirekli
olarak verilen birer fonksiyonlar ve a; bir parametredir. (6) ile verilen iterasyon

algoritmasi S(23) operatorii ile yeniden insa edilirse,

(1 () = 9GO + @y [ H(x, Ova (Dt
v () = g(0) + a [ HCx, Ow, ()dt (24)
Wa (%) = g(0) + ay [ H(x, Dy (£)dt

iterasyon algoritmasi yazilabilir.

Teorem 3.1.2: (15) algoritmasindan elde edilen {¢,}n—, Ve (24) algoritmasindan
elde edilen {u,},-, dizileri géz 6ntine alinsin. (12) ve (22) ile verilen integral

denklemlerinin ¢6ziimleri, Teorem 3.1.1 in kosullar1 altinda sirasiyla p ve q olsun.
i.V(x,t) € [a, b] igin

B = max |[K(x,t) —H(x O, If(x) —g() <&

asx,ts

olacak sekilde B ve &, sabitleri mevcut olsun.

ii. Vn € Ni¢in

&

B< :
llunll + llvnll + [lwnl

Gllunll, l[vall, llwy |l # 0)

olacak sekilde bir &, sabiti mevcut bulunsun.

a, = max{|al, |a,|} olmak lizere, eger n — o iken ¢,, = p ve u,, — q ise,
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|lag|(b—a)ez+3¢&4
1—|a0|M

lp —qll < (25)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat:

b
f(x) + af K(x, )y, (t)dt
(P () — a1 ()] = a
—mm—ijmw%@m

< |fG) — g0l

b (K(x, ), () — K(x, ), (8)
0 Ja (K(x. v, (t) — H(x, t)vn(t)) dt|

< &+ laol [J 1K OlYa(®) — v (O)1dt

Haol [} 1K (x,t) — Hx, O)l|v, (O)]dt

+ |«

olup bu son esitsizlikte her iki tarafin maximumu alinirsa;

Max{| @41 (X) = Up41(X) [} < max{e,}
+max {laol [ 1K(x, )l [1ha(t) — v () ldt}
+max {lao| [} 1K(x,t) — H(x, )] |v,(0) dt

Pn+1 = tns1llo < &1 + laoIMIlthy = vyl + [0l B(b — d)llvnlle (26)

elde edilir. Benzer sekilde,

f) +af] KD, (t)dt

Wl == ) — e [P H e a0t

SIfG) =gl +

P (K (x, )T, (1) — K (x, )wy (£)
%o fa (K(x, Ow, () — H(x, t)wn(t)) dt‘

b
< &+ |ao| f 1K G, )17 (6) — wa(D)]dt

Haaol 2 1K Cx, ) — Hx, Ol lwy (0)]dt

olup bu son esitsizlikte her iki tarafin maximumu alinirsa;
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max{|1), (x) — v, (X)[} < max{e;}
+max {laol [, 1K(x, O)l|7,(t) — wa(t)]dt}
+max {laol [ 1K(x,t) — H(x, )|l ()]t}

¥ = vl < &1+ laoIMIlTh = Wallo + [0l B(b — @)Wyl o (27)

elde edilir. Benzer sekilde,

FQ) +a [ K(x Oea(t)dt
—g(x) —ay fab H(x, t)u, (t)dt

b (K (%, 0)n(£) = K (x, D)1, (£)
“ |, (K<x. Dun (£) — H(x, t)un(t)> dt|

|Tn(x) - Wn(x)l =

S IfG) =gl +

< & +laol [} 1K@, Oll@n(t) — up(O)ldt

b
+aol [, [K(x,t) = H(x, )| [un (t)|dt
olup bu son esitsizlikte her iki tarafin maximumu alinirsa;

max{| 7, (x) — w, (x)[} < max{]e, |}
+max {laolllgn — unlle [} 1K Cx, D]dt]
+max {laol f; 1K (x, £) — H(x, )] [uy (6) |t}

ITn () = wn (Ol < &1 + oM@y — unlleo + lao|B(b — a)llunlle (28)
bulunur. Asagidaki hipotezler kullanilarak,

o |la|lM <1
o |a1|M < 1
e ay = max{|al, |a,|}

e M <1
(28) esitsizligi (27) esitsizliginde yerine yazilirsa,

= vnlleo < &1 + lagIM (1 + laoIMI|@n — uplleo + || B(b — a)llupllco)
+lao|B(b — a)|lwpl e
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=& + |ag|Mey + |ag|M|ag|M|@n — unlle
+lag|Mlao|B(b — )lluplle + lao|B(b — a)llwplle
< 2&; + aoIMllon — uplleo + lagl B(b — a) llunle
+lao|B(b — a)llwnle
< 2& + |aoIM|lon — unllo
+lao|B(b — a)(luplleo + llwnlle) (29)

(29) esitsizligi (26) esitsizliginde yerine yazilirsa,

281 + |a0|M”(pn - un”oo
+lag|B(b — a)([unlleo + Wnlle)

+lag|B(b — a)llvnle
= & + laoIM2¢; + |ap|M|ao|Mllpn — Unlleo
+lag|M|ag|B(b — a)(llunllo + lIwnlle)
+lao|B(b — a)llvnlle
<&+ 2& + |l Mllpn — upllo
+lao|lB(b — a)(lunlle + lIwnllew) + laglB(b — a)llvnlle

lpn+1 — Untilleo < & + |“0|M[

=3¢ + |agM|l@n — unlle
+lag|B(b — a)([lunlle + lvnlle + lIwnlle)
< lagIM|len — uplle + laol(h —a)e; + 3¢
= (1= = laoIM)llgy — uplles + lagl(b — a)e, + 3¢,
= (1= = laoIM)llgn — tnlle

3e1+|ag|(b-a)e,

(A = laolM) =7 o

elde edilir. Bu son esitsizlikte,

a, = ”(Pn - un”oo ’
pn = (1 —|ag|M) € (0,1),

_ 3e; +apl(b —a)g,
T T Jagm

olarak kabul edilsin. Bu taktirde Lemma 2.1.2 nin kosullar1 saglanacagindan,

0 < limsup||@, — Ul
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3e; + |agl(b — a)s, }

< limsup{ 1= |aolM

_ 3e; +apl(b—a)g,
B 1—laoglM

Dolayisiyla, n — oo iken ¢,, = p ve u, = q oldugundan lim a,, = 0 olur. Boylece,
n—->0oo

3¢, + lagl(b — a)e,
1—|ay|M

lp—qll <

elde edilir.
Ornek 3.1.1: G = {(x,t) : (x,t) € [0,1]} bolgesinde verilen

K(x,t) = xt

stirekli bir fonksiyon olmak iizere,

2x 1 (1
p(x) = —+—f xto(t)dt
3 3),

integral denklemi gz 6niine alinsin. V(x, t) € [0,1] i¢in

0=x,t<1 0<x<1

1 x 1
M = max f |xt|dt = max = ==
0 2
olur. Buna gore |a| = % oldugundan,

| |M—1<1
M=%

ve s0z konusu denklemin [0,1] tizerinde siirekli bir tek p ¢oziimii vardr.

Simdi, 4 : (C[0,1], [|[l) = (C[0,1], Il ll o) olmak iizere,

1

Ap(x) = ng + J xto(t)dt

0
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operatdrii tanimlansin. Ote yandan, G bdlgesinde verilen
H(x,t) =x—t

stirekli bir fonksiyon olmak iizere bir bagka integral denklem,

ulx) =x+ %f(x —t)u(t) dt

g6z Ontine alinsin. V(x, t) € [0,1] i¢in

0=<x,t<1

1

1

M; = max j(x—t)dt=§
0

olur. Buna gore |a;| = i oldugundan

1
M, ==<1
lay My 3

ve s0z konusu denklemin [0,1] tizerinde siirekli bir tek g ¢oziimii vardir.

Simdi, S : (C[0,1],|ll0) = (C[0,1], |||l o) olmak iizere,

1
Su(x) =x+ %f(x —tu(t)dt
0

operatorli tanimlansin. Bu durumda,
11 1
@ = max{lal, oy} = max}z, 7} =

3’4

olur. V(x, t) € [0,1] i¢in
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1 1
1
flK(x't)_H(x'tth:flxt—x+t|dts§:3
0 0
2x 1
|f(x;t)—g(x,t)|=|——x|:_sgl
3 3
1
Bzzsgz
olup
1 1 1
3¢, + |ap|(b—a)e, 3Xz+tzx(1-0)%x5

1—|aglM 1—%)(%

dir.

3.2. Lineer Olmayan Volterra Integral Denklemler

Lineer olmayan Volterra integral denklemlerinin yakinsaklik ve veri bagliliginin
incelenmesi i¢in asagidaki iterasyon algoritmasi tanimlansin. Bunun i¢in (14) de verilen
integral denklemi kullanilarak (5) ile verilen iterasyon yontemi A : C([0,T]) —
C([0,T]) operatorii ile

Pne1(0) = f0) +a [T K(x, t,1,(8))dt
P () = (1 = )T () + Bul F () + a [ K (x,t,7,(0))dt ] (30)
1,00 = f) +a [ K(x, t,9,(0))dt

olarak insa edilsin.
Teorem 3.2.1: A : (C([0, TD, lI-l.) — (C([0,TD, I|l.) bir operatér ve {B,}7=o <
[0,1] belirli sartlar1 saglayan bir dizi olsun. Bu durumda, (14) ile verilen integral denklem

bir tek p € C([0, T]) ¢6ziimiine sahiptir. Eger,

X

p = max {e‘le f 0(x,t) ethdt},

a

olmak tizere |a|p < 1 ise (30) ile verilen iterasyon algoritmasindan elde edilen {¢, }r-,

dizisi bu ¢6ziime yakinsar.
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Ispat: A : (C[0,T],|I-ll.) = (C[0,T), |Ill.) operatorii ile insa edilen ve (30) ile
verilen iterasyon algoritmasindan elde edilen {¢,, }y=o dizisini géz 6niine alahm. n — o
iken ¢,, = p oldugu gosterilecektir. (14) integral denklemi, (30) iterasyon algoritmasi

ve Teorem 2.3.2 in sartlar1 kullanilarak, gerekli hesaplamalar yapilirsa;

|Pn+1(x) = p(0)| = A, (x) — Ap(x)]

f(x) + af K(x,t, ¢, (0))dt — f(x) — af K(x,t,p(t))dt

= lal|[] K(x,t, ¥ (®)dt — [ K(x,t,p(t))dt]|
< lal [J|K(x,t,9(®) = K(x,t.p(®)| dt
<lal [7 6(x, ), —pldt

X
< lallgn - pll. f 6(x, t)elrtdt
a

olup

X
|@ner () = pCOI < lalllpn — pll. f 0(x, telitdt
a

—le

dir. Buradan bu son esitsizlikte her taraf e ile gapilarak maximumu alinirsa;

X

max{e ™| ¢4, (1) — pG)1} < lallly, — pll.max {" [ o t)ethdt}

a

olur. Buradan eger 0(x,t) =L >0velL <L, ise

L1 —e™T)
= T

dir. Boylece,

lgn+1 — pll. < lalpllypn — pll . (3D
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elde edilir. Daha sonra,

[ (x) = p(O)] = [(1 = Bp)Tn (%) + BpAty, (x) — Ap(x)|
= |Tn(X) = BT (%) + BpAty(x) — Ap(x)|
= |tn (%) = Ap(x) + (ATn(x) — 75(x)) Bn|
[ (x) = p(O)] < |70 (%) = p(x)]

—Lix

olup son esitsizlikte her iki tarafi e ile ¢apilarak maximumu alinirsa;

I —pll. < llzn =PIl (32)

elde edilir. Benzer sekilde gerekli islemler yapilirsa,

|7, (x) —p(0)| = |[A@,(x) — Ap(x)|
= |f(x)+«a f;K(x, t, pn(0))dt — f(x) — af(fK(x, t,p(t))dt|

= |af

fo(x, t, (1) — K(x,t,p(t))dt

< |al f K (x,t, 0n () — K (%, 6, p(0))]dt

< |al f 8(x, O)len(6) — p(O)]dt

< lalllgy —pll. [, 6(x, t)etrtde

olup

X
17,00) — p)| < lellln — plI. f 0(x, )elitdt
a

dir. Bu son esitsizlikte her iki taraf e ~1% ile capilip maximumu alinirsa;

X

max{e~1¥|7,(x) — pGOI} < lal @, — pllmax {"’f 6(x, t)ethdt}

a
olur. Buradan,
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Iz, —pll. < lalplle, —pll. (33)

elde edilir. (33) esitsizligi (32) esitsizliginde yazilirsa,

lYn —pll. < lalplle, —pll. (34)
olur. (34) esitsizligi (31) esitsizliginde yazilirsa,
Pne1 —pll. < (alp)ll@n — pll. (35)

bulunur. (35) esitsizligine tiimevarim uygulanarak,

lpni1 — 2l < (alp)?lle, — pll.
< (lalp)*llgn-1 — pll

lpni1s —pll. < (alp)?™ Vg, — pll. (36)

elde edilir. Boylece, (36) esitsizliginde n — oo iken limit alinirsa |a|p < 1 oldugundan
lim llgnyq —pll. =0

bulunur ve ispat tamamlanir.
Simdi (5) ile verilen iterasyon algoritmasi kullanilarak (14) ile verilen integral
denklemin ¢oziimiiniin veri bagliligini inceleyelim. Bunun igin,

u(x) =g +a [, H(x,t,u®))dt , 0<x<T (37)

integral denklemi tamimlansin ve diger yandan S:(Cla,b],||‘|l.) = (C[a,b], |IIl.)

operatorii ile tanimlanan

Su) =g +a; [ Hx t,u(®)dt (38)
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integral denklemi goz Oniine alinsin. Burada g(x), [a, b] tizerinde siirekli; u(x), [a, b]
lizerinde ¢dziimii istenen; H(x, t,u(t)), 6 = {(x,t, ) ER®: 0< x, ¢t <T, —o <u<
oo} bolgesi lizerinde siirekli olarak verilen bir fonksiyon ve a bir parametredir. (5) ile

verilen iterasyon algoritmasi S(38) operatorii ile yeniden insa edilirse,

Uns1() = g(0) + @y [ H(x,t,v,(8))dt
Up () = (1 = B)wy (%) + B g(x) + 4 f;H(x, t, w, (1) )dt] (39)
wy(x) = g(x) + a4 f;H(x, t,up (£))dt

iterasyon algoritmasi yazilabilir.
Teorem 3.2.2: {Bn}m=o < [0,1] dizisi Vn € N igin 3, = %531"[11’11 saglasin. (30) ve

(39) esitliginden elde edilen sirasiyla {@,}n=o V€ {Up}neo dizileri géz Oniine alinsin.
Teorem 2.3.2 in kosullariyla (14) ve (37) ile verilen integral denklemlerinin ¢6ziimleri
sirasiyla p ve q olsun.

i.V(x,t) € [0,T]i¢in

|K(x, tuu) —H(x,t,a))l < Z(x't)l,u_wl

olacak sekilde [0,T]? iizerinde negatif olmayan ve siirekli {(x,t) fonksiyonu vardir.

{(x,t) = N >0 ve N < N; olacak sekilde N; pozitif sayis1t mevcut olsun.

M = max{e N* f:{(x, t) eMitde}

g1 = max{e M¥|f(x) — g(¥) [}
iii. Vn € N i¢in @y = max{|a|, |a;|} olmak iizere,
O0<aM<e <1

olacak sekilde bir €, sabiti mevcut bulunsun.

Bu durumda eger n — oo iken ¢,, = p ve u,, — q ise,
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581
lp —qll < e (40)

esitsizligi gecerlidir.
Ispat: Teorem 3.2.2 in hipotezleri gbz oniine almarak gerekli hesaplamalar

yapilirsa,

FO) +a [ K(xt,(r)dt
—g(x) —ay [ H(x,t,v,(t))dt

<G = 9@l + g [ (55 ae)

[ (K(x,t,wn(@) ) dt |

—H(x,twvp (D)

|(,0n+1(X) - un+1(x)| =

= 1f(x) =gl + |aol

K(x,t,y@)
—H(x, t, vn(t))

< 1F () — g + laol [ {0x, ) [ (£) — va(8)] dt
< If() - g@)|
Haol [T ()| (6) — v, ()] e MteMt dt

< 1f () — g + |ao|f

< 1F ) — g + laollldy — vall. j I(x, O)eMt dt

olup bu son esitsizlikte her iki taraftaki esitsizligi e “V1* ile ¢arpip maximumu alinirsa;

max{e ™M¥|@y11 (%) = Up+1 (O} < max{e™¥|f(x) — g(x)[}

+max{|ao| [, — vyll.e ™% [ {(x, )Mt dt}

lPn+1 — Untalls < & + lag MY, — vyull. (41)

elde edilir. Benzer sekilde,

[Yn(x) = v ()| < (1 = Br)lTn(x) — wp ()]
fx) + af;K(x, t,7,(t))dt
"l—g(x) — ay f;H(x, t, wy(t))dt
< (1= Bdltn(x) = wn ()| + Bulf (x) — g(x)|
4B, o |f; (K(x, t, 7,(6)) — H(x, ¢, Wn(t))) dt|
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< (= BT () = Wy (O] + Bl F () — g()]
+Balaol [ 1K (x,t, 1o (8)) — H(x, t, wa (D) | dt

< (1= B)ITn(x) = Wy (O] + Bul F () — ()]
+Balaol [0, ) [1,(0) — wy(D)]dt

< (1= B)ITn(x) = Wy (O] + Bul £ () — ()]

X
+B.laollItn — wall. f (x, et dt
a

bu son esitsizlikte her iki taraftaki esitsizligi e "V1* ile ¢arpip maximumu alinirsa;

max{ e[, (x) — v, () [} < (1 — Br)max{e ¥ (|7, (x) — wr (X))}
+fpmax{e M*|f (x) — g(x)I}
+Bulaol1Tn — wyl.maxfe % [ ¢(x, ) eMitdt}
”1/)11 . vn”* < (1 - ,Bn)”Tn - Wn”* + ,Bngl + ﬁnlaolM”Tn - Wn”*
”1/)11 - vn”* < ”Tn - Wn”*(l - ﬁn 2 ﬂnlaolM) + ;81181 (42)

elde edilir. Daha sonra,

FoO)+a [T K (xten())dt
—g(0)-a; [ H(x,tup())dt

< If () — g + laol|f] K(x,t, 9, (8)) — H(x, t,u, (D)) dt]
< 1) = g + laol [ K (x, 8, on(£)) = H(x, t, un(8))|dt

< 1f(x) = g + laol [ {0, D) l@n(t) — un (D) dt

|70 (x) = wy (0)| =

< 1f () = 9@ + ol llon — unll. f {(x, )e™ dt
Her iki taraftaki esitsizligi e "V1* ile garpip maximumu alinirsa;

e~ M*max{|7, (x) — wn ()1} < max{e™¥|f (x) — g()I}

x
+|a0|”§0n - un”*max {e_le J ((X, t)eNltdt}
a

”Tn_Wn”* < & + IaolM”q)n_un”* (43)

bulunur. Asagidaki hipotezler kullanilarak,
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o a,=max{|al,|a,|}

L 0<a0M<€2<1

b 1_.3113.871

1
b Esﬁn<1

(43) esitsizligi, (42) esitsizliginde yazilirsa,

lhn — vulle < (&1 + laolMIl@n — unll)(X = Bn + BrlagIM) + Bre;
< (&1 + &llon —unll)(@A = B + Brez) + Brer
=& — &Pn + e160n + &2(1 = Bu + Bre)llon — unlls + Brey
=&+ &80 + (1 — Bn + Bue)ll@n — unll.
=& (1 = By + Bredllon — unll. + €168, + & (44)

bulunur. (44) esitsizligi (41) esitsizliginde yazilirsa,

lons1 — unsalls < &+ laol Ml — vyl
< &+ &[e;(1 = B + Bre)ll@n — unlls + 16260 + &1]
= &1 + &5 (1 = B + Bre) log — unll. + e165Bn + €16,
= &5(1 = By + Pre)llon — unll. + €185 Bn + €16, + &1
< &1 = B+ Bue)ll@n —unll + £183Bn + £185 + &1
= &5[(1 = Bn + B lon — tnlls + Brey + 2.1¢]
< (1= Bn+ Bre)llon —unlls + Brey + 2.2. 8584
= (1= Bn + Bre)llon — unlls + 58,8
=[1 = (Bn — Bne)llon — upll. + 58,5
< 1= Ba(1 = e)1llpn = unll, + (1 — &) 2

5&1
1-¢&;

< [1 - ﬁn(l - SZ)]ll(pn - un”* + ﬁn(l - 82) (4’5)

bulunur. (45) esitsizliginde,

a, = ”(pn — Uy N
fn = B,(1—&) € (0,1)
581
Yn = =0
1-— &y
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olsun. vn € N i¢in 8, > %Oldugundan Yim=o Bn = oo dir. Dolayisiyla, Y57 iy, = oo olur.

Boylece, (45) esitsizligi Lemma 2.1.2 nin tiim sartlarin1 saglar. Boylece,

5¢

0< llmsup”go -u || < limsupy,, = limsup

n—-oo n—oo — &

elde edilir. n —» o iken ¢,, = p ve u,, = g oldugundan,

—qll <
Ip = qll < T— 5
bulunur.
Ornek 3.2.1: ={(xt,p) ER3: 0<x,t<1, —o0< @ <o} bolgesi
lizerinde

K(X, t, (P(t)) =2 -e()

stirekli fonksiyon ve integral denklemi

2X
o(x) = w j 2 - (Ot

olmak {izere,

K, t,0) =K, 6, ) < 12 = Do) — (2 - D)yp(0)]
< @2 -9l -y @)l

olacak sekilde [0,1]? iizerinde negatif olmayan ve siirekli 8(x,t) = 2 — t fonksiyonu

vardir. C([0,1]) uzay1 iizerinde tanimli, normu

—Lix

lell. = maX{e f(Z —e()dt|: x € [0,1]},
0

olmak tizere eger 6(x,t) = (2—1t) =L > 0ve L < L, olmak tizere L, = 2 alirsak,
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<1

_ (-0 -e))_ 2-0)(1-e?)
p—max{ > }— >

verilen integral denkleminin bir tek ¢6ziimii vardir.

H(x,t,u(®)) = 1 —tu(r)

stirekli fonksiyon ve integral denklemi

2x x
ulx) = xeo - f(l —t)u(t)dt
0

3

olmak iizere,

|H(x,t,u) — H(x, t,v)| < |(1 — u(t) — (1 —t)v(t)|
<1 -0u®) —v@®)|

olacak sekilde [0,1]? iizerinde negatif olmayan ve siirekli 8(x,t) = 1 — t fonksiyonu

vardir. C([0,1]) uzayi lizerinde tanimli, normu

lull, = maX{e‘le

f (1 — Hu(t)dt
0

: x € [0,1]},
olmak tizere eger 6(x,t) = (1 —t) =L > 0velL < L, olmak iizere L; = 1 alinirsa

<1

(1—ou—eﬂ?_<l—mu—e*)

p=max{ T T

verilen integral denkleminin bir ¢dziimii vardir ve tektir. Buradan,

(1+ x)e?*

30 — J(z —te(t)dt

0

p(x) =
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X

u(x) =

2x x
- f (1 - Hu(t)de
0

|K(x,t, @) —H(x, t,uw)| < (2 = )|e —ul

olacak sekilde [0,1]? iizerinde negatif olmayan ve siirekli {(x,t) = 2 — t fonksiyonu
mevcut olsun. Boylece {(x,t) = N > 0 ve N < N; olacak sekilde N; = 2 pozitif sayist

mevcuttur.

X
5 5
M = max {e‘zx j(Z —t) etht} = max {e‘zx [— I —e‘zx]} = 0,58
0

4 2 4
i
~ 30

vn € N i¢in ay =max{|—1|,|—1|} = 1 olmak lizere,

(1+x)e?™ xe?*

30 30

—2x

€ = max {e

0<aM<e <1

olacak sekilde bir €, sabiti mevcut bulunsun. Bu durumda eger n — oo iken ¢,, = p ve

u, — q ise,

1

5& 5'30
lp —qll < (1=&) 058 0,287

)

dir.
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4. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu tez caligmasinda, Picard’in ii¢ adimli iterasyon yontemi ve ii¢ adimli iterasyon
yontemlerinden elde edilen dizilerin sirasiyla, lineer Fredholm ve lineer olmayan Volterra
integral denklemlerin ¢oziimlerine giiglii yakinsadigi ispatlanmistir. Ayrica, bu integral
denklemler i¢in veri baglilig1 elde edilmis ve bu sonuglar 6rneklerle desteklenmistir.

Tez calismasi boyunca yapilan incelemelerden;

e Daralma doniisiim siiflarinin gelistirildigi,

¢ Yeni iterasyon yontemlerinin ortaya kondugu,

e Banach sabit nokta teoreminin farkli uzaylar, daralma doniisiimleri ve iterasyon
yontemleri kullanilarak bir ¢ok yeni versiyonun elde edildigi,

¢ Elde edilen bu sabit nokta teoremlerinin matematik anabilim dali basta olmak
tizere fizik, ekonomi gibi bir¢ok anabilim dalinda yaygin bir sekilde kullanildig,

e Ozellikle integral denklemler ile ¢dziilebilen giincel problemlerde sabit nokta
teorilerinin genis bir sekilde kullanildigi,
gbzlemlenmistir.

Sonu¢ olarak, yeni daralma donilisiimleri smiflari, iterasyon yoOntemleri

tanimlanabilir. Boylece ¢esitli integral denklemleri icin yeni sabit nokta teoremleri ifade
edilebilir.
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