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Merve Nur CAKALOGLU

Agr1 Ibrahim Cegen Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Bu tez ¢aligmasimin ilk boliimiinde konvekslik kavrami, Kkesirli analizin tarihgesi ve
esitsizlikler kavraminin calisma alanlar1 verilmistir. ikinci bélimde, konveks
fonksiyonlarla ilgili temel tanim ve 6zellikler ile farkli tiirden bazi konveks fonksiyon
siniflarina yer verilmistir. Ugiincii boliimde, literatiirdeki bazi temel esitsizlikler ve
kesirli basamaktan integral operatorleri tanitilmistir. Sonraki boliimde ABK-Kesirli
integral, Katugampola kesirli integral ve Atangana-Baleanu kesirli integral operatorleri
kullamlarak ters Minkowski, Hadamard ve Simpson tipli esitsizlikler elde edilmistir.
Elde edilen bulgular i¢in parametrelerin 6zel segimleri ile literatiirde var olan sonuglari

destekleyen ¢esitli sonuglar verilmistir.
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ABSTRACT

MASTER THESIS
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In the first part of this thesis, the concept of convexity, the history of fractional analysis and
the working areas of the concept of inequalities are given. In the second chapter, basic
definitions and properties of convex functions and some different types of convex function
classes are given. In the third chapter, some basic inequalities in the literature and fractional
digit integral operators are introduced. In the next section, Reverse Minkowski, Hadamard and
Simpson type inequalities are obtained by using ABK-fractional integral, Katugampola
fractional integral and Atangana-Baleanu fractional integral operators. For the findings
obtained, various results supporting the results available in the literature are given with the

special selection of the parameters.
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1. GIRIS

Konvekslik kavrami, Arsimed’in yontemiyle 7 sayisi hesabina dayanan bir kavramdir.
Arsimed, konveks bir seklin ¢evresinin o sekli ¢evreleyen baska bir seklin ¢evresinden
daha kiiciik oldugunu gormiistiir. Konvekslik 19. yilizyilin sonlarinda matematik
alaninda yer edinmistir. Ilk defa 1881 yilinda Hermite tarafindan elde edilen bir
bulgunun, Mathesis isimli dergide 1883 yilinda yayinlanmasi ile beraber ortaya

cikmustir.

Konveks fonksiyonlarmn baslangic1 1905 ve 1906 yillarinda Johan Ludwig William
Valdemar Jensen’e dayanmaktadir. Fakat konveks fonksiyonlarla ilk ¢alisan kisi
Jensen degildir. Jensen’den once 1893 yilinda Hadamard bu konveks fonksiyonlarin

temellerinden bahsetmistir.

Konveks fonksiyon tanimmi esitsizlikle anlatildigindan konveks fonksiyon kavrami
esitsizlik teorisiyle yakindan baglantihidir. Esitsizlikler matematigin tiim dallarinda,
fizikte, istatistikte, miithendisligin ¢esitli dallarinda, optimizasyon teorisinde, niimerik
integrasyonda ve yaklasim teorisinde biiyiik bir ¢alisma alanina sahiptir. Esitsizlikler
devamli gelismekte olan bir konudur. Bu konu son yillarda bir¢ok arastirmacimin

ilgisini ¢ekmistir.

Bir¢ok matematik¢i tarafindan esitsizlikler teorisi ve konveks fonksiyon ile ilgili

bir¢ok kitap yazilmustir.
- Inequalities (Hardy, 1952)
- Inequalities (Beckenbach ve Bellman, 1961)
- Analytic Inequalities (Mitrinovic, 1970)
- Classical and New Inequalities in Analysis(Mitrinovic, 1993)
- Mathematical Inequalities (Pachpatte, 2005)

- Convex Functions and Their Applications (Persson,2006)



Konveks fonksiyonlar ve esitsizlikler beraber kullanilarak bir¢ok ¢alisma ve integral
esitsizlik elde edilmistir. En temel ve 6nemli integral esitsizliklerden biri Hermite-

Hadamard integral esitsizligidir.(1822-1901)

Konveks fonksiyonlarla ilgili yapilan bir¢ok yeni c¢alisma esitsizlik teorisinin
gelismesinde rol oynamustir. Esitsizlik teorisine katkida bulunan kavramlardan diger
ikisi de kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlaridir. Kesirli hesap, * Tiirev ve

integraller sadece tam sayilar i¢in mi vardir?’’ sorusuyla baglamistir. 1695 yilinda bu
soruyu L’Hospital bir mektup araciligiyla % Mertebeden tiirev anlamli midir? Seklinde

Leibnitz’e sormustur. Bu mektuplasmayla kesirli hesap matematikte yerini alaya
baslamigtir. Konunun diger bilim dallarinda kullanilmasi ve basarili ¢oziimler
vermesiyle kesirli hesap Onemini giin gegtikge arttrmustir. Kesirli diferansiyel
denklemler 6zellikle fizik ve miihendislik bilimlerindeki pek cok durumu en iyi
aydinlatan denklem tiirli olmustur. Fizik ve miihendisligin disinda tip, biyoloji,
genetik, kimya, istatistik, psikoloji gibi pek ¢ok bilim dalinda genis kullanim alani

vardrr.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Konveks Fonksiyonlarla Tlgili Temel Tanmim ve Ozellikler
I1k olarak galigmanim temelini olusturacak bazi temel kavramlar sunulacaktur.

Tanmim 2.1.1. (Konveks kiime): L bir lineer uzay A € L ve k,7 € A keyfi elemanlar

olmak tizere
B={z€l:z=0k+ (1-o0)1, 0<o<1}cA

oluyorsa A kiimesine konveks kiime denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tamim 2.1.2. (J] —konveks fonksiyon): I, R’de bir aralik olmak iizere her k, T € I igin

f(fc;rr> Sf(zc) ;rf(r)

sartin1  saglayan f fonksiyonuna [ fizerinde Jensen anlaminda konveks veya

J —konveks fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 2.1.3. (Konveks fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon

olmak tizere her x,y € I ve o € [0,1] i¢in
flok + (1 —0)1) <of(k) +(1—0)f(7)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Pecaric et al. 1992).

I tizerinde tanimlanan bir f fonksiyonunun konveks olmasi demek geometrik olarak
(x,f(x)) ve (v,f(y)) noktalarin1 igeren I tizerindeki dogru pargasimin f’nin

grafiginin Gist kisminda yer almasidir (Sekil 2.1).



L) + (1 — 1) fly)
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]
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Sekil 2.1. Aralik {izerinde konveks fonksiyon

Teorem 2.1.1. (Uggen esitsizligi): Herhangi x,y reel sayilar1 icin
lx +yl < |x| +yl,
|lxl = Iyl| < 1x = yl,
|lxl = Iyl] < 1x + yl,
ve tiimevarim metoduyla
oy + -+ xp | < g + oo+ [

esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.2. (Uggen esitsizliginin integral versiyonu): f, [e;, e,] araliginda

stirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

fzf(K)dK Sf 2|f(K')|dK' (e1 < ey)

esitsizligi gegerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).



2.2. Farkh Tiirden Baz1 Konveks Fonksiyon Siiflar:

Tamm 2.2.1. (m —konveks fonksiyon): f:[0,b] - R ve b > 0 olsun. Her k,t €
[0,b],0 € [0,1] ve m € [0,1] i¢in
flok + m(1 — o)1) < of(k) + m(1 — o) f (1)

sart1 saglantyorsa f fonksiyonuna m —konvekstir denir (Toader 1988).

Tamm 2.2.2. ((@,m) —konveks fonksiyon): f:[0,b] - R ve b > 0 olsun. Her
k,T € [0,b],0 € [0,1] ve (a,m) € [0,1]? i¢in

flok+ m(1 — o)1) < 0%f (k) + m(1 — a*)f (1)

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna (a, m) —konvekstir denir (Mihesan 1993).

Burada (a,m) € {(0,0),(«,0),(1,0),(1,m),(1,1), (a, 1)} secilirse, sirasiyla artan,
a —starshaped (a —yildizil), starshaped (yildizil), m —konveks, konveks ve

a —konveks fonksiyon siniflar1 elde edilir.

Tamm 2.2.3. (Godunova-Levin fonksiyonu): Negatif olmayan f:1 — R fonksiyonu

k,T €I, o € (0,1) olmak iizere

f(

f(0K+(1—0)T)STK)+ f(@

1-o0

esitsizligini sagliyorsa f’ye Godunova-Levin fonksiyonu veya Q(I) sinifina aittir

denir.

Bu tanima denk olarak; f € Q(I) ve k, 1,0 € I ise, bu takdirde

fk -k -0+ f(DE-K)(T—0)+f(e)e—Kr)(e—1)=0

esitsizligi saglanir (Godunova-Levin 1985).

Tamm 2.2.4. (P — fonksiyon): Negatif olmayan f:1 — R fonksiyonu k,t € I,

o € (0,1) olmak tizere



flok+ (1 —0)1) < f(x) + f(7)

esitsizligini sagliyorsa f’ye P — fonksiyon veya P (1) sinifina aittir denir (Dragomir et
al. 1995).

Tanimlardan agik¢a goriilecegi lizere, tiim negatif olmayan monoton ve negatif
olmayan konveks fonksiyonlar Q(I) smifina aittir. Ayrica Q(I) 2 P(I) ve P(I)
sinifindan fonksiyonlar negatif olmayan monoton, konveks ve quasi—konveks

fonksiyonlardan meydana gelmektedir.

Tammm 2.2.5. (Birinci anlamda s —konveks fonksiyon): {,n >0, +n5=1

ve s € (0,1] olmak tizere tim v, v € R, igin f: R, — R fonksiyonu eger

fQu+nv) =f@) +n°f(v)

esitsizligini saghyorsa f’ye birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarm sinifi K} ile gdsterilir (Hudzik and Maligranda 1994).

Tamm 2.2.6. (ikinci anlamda s —konveks fonksiyon): {,n >0, {+1n = 1ve
s € (0,1] olmak tizere tiim v, v € R, i¢in f: R, — R fonksiyonu eger
fQu+nv) <Ff) +n°f(v)

esitsizligini sagliyorsa f’ye ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarm sinifi K2 ile gosterilir (Breckner 1978).

Tamm 2.2.7. (h —konveks fonksiyon): h: ] € R — R negatif olmayan bir fonksiyon

olsun. Negatif olmayan f: I - R fonksiyonu x,t € I, € (0,1) olmak {izere

flok + (1 —=0)7) < h(0)f (k) + h(1 = 0)f (1)

esitsizligini sagliyorsa f’ye h —konveks fonksiyon veya SX (h,I) smifina aittir denir
(Varosanec 2007).

Bu esitsizlik yon degistirirse, bu durumda f’ye h —konkav fonksiyon veya SV (h,I)

sinifina aittir denir. Eger h(o) = ¢ alinirsa, bu takdirde tiim negatif olmayan konveks



fonksiyonlar SX (h,I) smifina ve tim negatif olmayan konkav fonksiyonlar SV (h,I)
smifina aittir; h(o) = iahmrsa, SX(h,I) = Q(D); h(o) = 1 almwrsa SX(h,1) 2 P(I)

ve h(o) = a5, s € (0,1) almirsa SX(h,I) 2 K2 olacag: agiktr.

Tamm 2.2.8. k, T pozitif sayilarinin r. kuvvetlerine gore kuvvet ortalamasi

M, (k,T;9) = {(lpKT +(1—)T),  r#Oise

k¥i-v¥ , r=0ise

olarak tanimlanir.

Tanmim 2.2.9. Pozitif f fonksiyonu her k, T € [e;,e,] ve ¥ € [0,1] i¢in

f@r+ (1 —9)1) < M. (f (), f(T); ¥)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna [e4, e, ] araliginda r —konveks fonksiyon denir (Gill
et al. 1997).

Bu tanimdan 0 —konveks fonksiyonlarm log —konveks fonksiyonlar ve 1 —konveks

fonksiyonlarm bilinen konveks fonksiyonlar oldugu sonucuna kolaylikla ulasilabilir.

r —konvekslik tanimi

Wfr()+ (1 - lp)fr(r))%, r # 0 ise
T+ 1 —-Y)1) =

[FEOIP[f (D] ,  r=0ise
bigiminde genisletilmistir (Pearce et al. 1998).

Tamm 2.2.10. (Quasi—konveks fonksiyon): f:S — R bir fonksiyon ve S ¢ R"

bostan farkli konveks kiime olsun. Vk,7 € S ve ¢ € [0,1] i¢in

f(ox + (1 = 0)7) < max{f (), f (1)}

ise f’ye quasi—konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Eger



f(ox + (1 = o)1) < max{f(x), f ()}
ise £ ye kesin quasi—konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda
f(ox + (1 —0)1) = max{f (), f (1)}
ise £°ye quasi—konkav fonksiyon ve
fox + (1= 0)7) > max{f (), f ()}

ise f’ye kesin quasi—konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Tammm 2.2.11. f hem quasi—konveks hem de quasi—konkav ise f’ye quasi

monotoniktir denir (Greenberg and Pierskalla 1971).

Not: Her konveks fonksiyon ayni zamanda quasi—konvekstir. Ama her

quasi—konveks fonksiyon konveks olmayabilir.

Tamm 2.2.12. I, R’de bir aralik ve f: I — R bir fonksiyon olsun. Eger logf konveks

ise veya her k, 7 € I and her ¢ € [0,1] i¢in

flok + (1 —0)1) < [f()1°[f(2)]¢

ise f’ye log —konveks fonksiyon ve bu esitsizlik ters ¢evrilirse f’ye log —konkav
fonksiyon denir (Pecari¢ et al. 1992).

Tamm 2.2.13. Beta fonksiyonu

1
Bk, 1) = f o 1(1 - o)™ 1dt, K,T>0

0

seklindedir. Bu esitlik Euler tipi Beta integral fonksiyonu ya da birinci ¢esit Euler
integrali olarak adlandirilir (Dragomir et al. 2000).

3. MATERYAL VE YONTEM



Teorem 3.1. (integraller icin Holder esitsizligi): X > 1 ve i + % =1 olsun. f ve g,

[¢,x] arabginda tanimli reel fonksiyonlar, |f|¥ wve |g|* [¢,x] arahgmnda
integrallenebilir fonksiyonlar ise

1

X X % X 3
[ |f<x>goc>|dxs(f If(K)I"dK> (f |go<)|ldx>
¢ ¢ ¢

esitsizligi gegerlidir (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power mean esitsizligi de asagidaki gibi

ifade edilir.

3.2. (Integraller icin Power Mean esitsizligi): 3 > 1 olsun. f ve g, [¢, x] arahgnda
tanimli reel fonksiyonlar, |f| ve |g|*, [¢, x] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar
ise

1

X X 1‘% X 3
f |foc)goc)|dzcs<f If(rc)ldrc> (f |f<fc>||g<x>|ldx)
¢ ¢ ¢

esitsizligi gegerlidir.

Teorem 3.3. (Young esitsizligi): ¢, y > 0 ve X, > 1 i¢in i + % = 1 olmak iizere

N »)
¢t X
<+
XSty

esitsizligi gecerlidir. Esitlik durumu sadece ¢¥ = y* durumunda saglanir. (Mitrinovic,
1970, 5.49.)

3.4. (Hermite — Hadamard Esitsizligi): I, R de bir aralik, x,7 € [ ve k < T olmak

tizere f:1 € R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu taktirde



(K-l—‘[

1 (F f(e) + f(T)

esitsizligi literatiirde konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi olarak

bilinir (Pecari¢ et al. 1992).

3.5. (Simpson Integral Esitsizligi): f:1 = [x,7] € R - R bir foksiyon olsun.
\f (4)”oo < oo olmak iizere, f fonksiyonu [° iizerinde 4. mertebeden siirekli
tiirevlenebilir fonksiyon olsun. Bu takdirde, asagidaki esitsizlik saglanir:

1[f () + + 1 [ 1
‘§Ifk 2f(r)_l_zf(rczT)l_T_KLf(g)dé‘Sm”f@)”w&_Kﬁ

3.6. (Minkowski Integral Esitsizligi): 0> 1,0 < f: kKo(x)dx <o ve 0<

f: 7% (x)dx < oo olsun. Bu halde

1 1 1

b P b p b p
<f (K(x)+r(x))"dx> S(f K"(x)dx> +<J. T"(x)dx>

esitsizligine Minkowski integral esitsizligi denir.
3.7. Kesirli Integral Operatorler

3.7.1. (Riemann — Liouville Kesirli Integral Operatérii): f € L,[x, 7] olmak
sartiyla J&, f ve J& f Riemann — Lioville kesirli integrallerinin a > 0 ve @ > 0 igin

tanimlar1 sirasiyla

Jouf = % f “w-0eipods 0>k
ve
Jof = ﬁ f:u o) Od, w<t

dir. Burada I'(@) = [ e *u®"1du

Je+f (@) = f(w)

ve
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Ji-f (@) = f(w)
esitlikleri gecerlidir (Kilbas et al. 2006).

3.7.2. (Hadamard Kesirli Integral Operatorii): Hadamard kesirli integralinin a €

R™ i¢in sag ve sol tarafli tanimlar1 sirasiyla

S+ = ! fw o) _dt w>Kk>0
K+ F(CZ) B (lnﬁ)l_a t )
t
1 (7 @) dt
RS f ——, O<w<T.
e I'(a)J, (lni)l “t
w

seklindedir. Burada I' gamma fonksiyonudur (Kilbas et al. 2006).

3.7.3. (Katugampola Kesirli integral Operatorii): [k, 7] € R sonlu aralik, k > 0 ve
f € X¥(k,7) olsun. Sol ve sag tarafli Katugampola kesirli integral operatorleri k <

w < T Ve p > 0 i¢in sirasiyla

l1-a rw p—1
‘I f (@) = B f oy [0

ve

1

u _-pl—a T tP~
@) = 5 fw (o —aryial Bt

seklindedir. (Katugampola, 2011; Katugampola, 2014).

Teorem: a > 0ve p > 0ise w > k igin,
})i_l:f} pI;‘cx+f((U) = Ji+f ()
})i_l:f(l) P12 f () = 3% f ()

benzer sonuglar sag tarafli operatorler icin de gegerlidir (Katugampola, 2014).

3.7.4. (Atangana-Baleanu Kesirli integral Operatorii): f € L'(¢, w), ¢ < w,€ €
[0,1] iken

11



BIEF09) = 0y 10O + oy | G0 G

Burada B(e) normalizasyon fonksiyonu olup; B(e) >0, B(0)=B(1)=1
seklindedir(Atangana and Baleanu 2016).
3.7.5. (ABK-Kesirli integral Operatorii): [e; e,] R sonlu bir aralik, v € (0,1) ve

f € X?(ey, e,) olsun. Sol ve sag tarafli ABK- kesirli integral operatérleri p > 0 igin

sirastyla

ABK pyy _ u p Vv ‘ uP™t
elﬁlt f(t) - B(V) f(t) + B(V)F(V) jel (tp _ up)l“’ f(u)dur t> €1 = 0

Ve
p—1

BWIrw)J, e —trP)t-v

ABKpIVf(t) _ B( )f( t) + f(w)du, t<e,

burada B(v) normalizasyon fonksiyonu olup; B(v) >0, B(0)=B(1)=1
seklindedir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. ABK-Kesirli integral Operatérler Yardimiyla Elde Edilen Ters Minkowski
Tipli Esitsizlikler

Teorem4.1.1.v € (0,1),p > 0,B(v) > 0,7 = 1 Ve ky,k, € X¥ (ey, e,) fonksiyonlari

[0,00) araligi iizerinde iki pozitif fonksiyon olsun. Oyle ki 7 >e; =0,

ABfleI}’ Kk, (1) < oo, ABflfI}’ K, (1) < 0. m,M € R* icin 0 <m < 2—8 < M sart1

saglanirsa asagidaki esitsizlik yazilir:

1 1
(et @) + (Tl e @)
1+ M(m+2)
<
(m+1)M+1)

(X212 (11 (0) + 1, (D))

1)
Ispat. Z:—Eg < M sart1 altinda
(D) < = (0D + 1,(D) ¥
yazilir.
(2)’nin her iki tarafinin r. kuvveti alinirsa
K, (1) < (%)T (K'l (1) + K, (T))r (3)
elde edilir.
(3)’tin her iki tarafi % ile garpilirsa
% k" (1) < (%)r % (1 (1) + K5 (T))r 4)

13



yazilir.

pl—vv ,‘9p—1

B(V)IL(v) (tP-9P)1~Y

(3)’te T yerine 9 koyulur, her iki tarafi ile garpilir ve 9 ya gore e;

den 7 ya integral alinirsa

pl—vv T 19p—1
BOIT(W) J,,, (2 = 9°)1

K," (9)d

< (51 ) P () + @) d

M+ 1) BWIr'(v) e (P —9P)1~v
()
elde edilir. (4) ile (5) toplanirsa
1-v plvv (*  9r? ,
B0 O RO ), G ey 4T
M T 1—v r
<
= (M n 1) [B(v) (2@ + 2 (D)
1-v T -1
pt Vv 9P r
BOIT) ), G —grys () ¥ @) o
(6)
yazilir ve
r
A (1) < () PRI (ky (1) + 16,(D) 7)
elde edilir.
(7)’nin her iki tarafinin % kuvveti alinirsa
1 1
T M ™Nr
(K06 (@) < = (PRI (6 (D) + 16(D)') (8)

bulunur.

Simdi, mk, (7) < k(1) sart1 altinda
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(1+3) @ < (2) (0@ + K@) ©)
ifadesi yazilr.

(9)’un her iki tarafi % ile carpilirsa

(1 + i)r 1Y (1) < (l)r 1_—V(K1 () + KZ(T))T (10)

m/) B®) m/ B(v)
elde edilir.

p 1—Vv ,‘9p—1
BW)T'(v) (zP-9P)1~V

(9)’da t yerine 9 koyulur, her iki tarafi ile ¢arpilir ve 9 ya gore e,

den t ya integral alinirsa

1 r 1—vv T '9p—1
(1 ) . K,” (9)dd

m) BO)T() J,, (xP —9°)1~Y

(16, () + 1,(89)) a9

- ( 1 )T pl—vv T 19p—1
—\m

BMWIT'(v) J,, (zP —9P)1Y
(11)
bulunur ve (10) ile (11) taraf tarafa toplanir ve % kuvvet alinirsa
1 L . 1
ABK T ABK r
( el_’:lg Kzr(‘[)) < m( elleé’ (Kl(f) + Kz(T)) ) (12)

elde edilir. (8) ve (12) toplanarak (1)’deki esitsizlik ispatlanir.

Teorem4.1.2.v € (0,1),p > 0,B(v) > 0,r = 1 Ve ky,k, € X? (e;, e,) fonksiyonlari

[0,00) araligi iizerinde iki pozitif fonksiyon olsun. Oyle ki 7 >e; =0,

ABflﬁI}’ Kk, (1) < oo, ABZ_’:I}’ k,"(1) < co.om,M € Rt igin 0 <m < 2—8 <M sart1

saglanirsa asagidaki esitsizlik yazilir:

2

ABK T
+ ("0 e (@)

S IN

ABK
(5t @)
l 1
T

> ((M + 1])\/5771 +1) _ 2> (ABé(lil;; Klr(_[)) (AB;(IJ;:I;, Kzr(T)); -

15



(13)
Ispat. (8) ve (12)’deki esitsizlikler taraf tarafa ¢arpilirsa

1 1
ABK r (ABK r
S @) (PR e @)

M+ 1)(m+1)
e

< | (41 (ke (D) + 12 (r))r)?]

(14)
elde edilir.

(14)’1in sag tarafina Minkowski esitsizligi uygulanirsa

[(“Béim (0@ + @) ] < [(AB:.’:ITV KJ(T))% + (o xzrm)%]

2

< (Ko@) + (PR (@)

X IN

1

1
+2 (ABZ.p,.I‘}/ Klr(,l.))r (ABé(lﬁI;/ Kzr(,[))r
(15)

elde edilir. (14) ve (15)’ten (13)’teki esitsizlik ispat edilmis olur.

Teorem 4.1.3. v € (0,1),p > 0,B(v) > 0,r,s = 1,% + % =1 Ve ki, K, € XP (eq, ;)

fonksiyonlar1 [0, o) aralig1 iizerinde iki pozitif fonksiyon olsun. Oyle ki T > e; > 0,

ABflﬁI}’ Kk, (1) < oo, ABZ_’:I}’ k,"(1) < co.om,M € Rt igin 0 <m < z:g <M sart1

saglanirsa asagidaki esitsizlik yazilir:
1 1

(4% 21t s @) (0 e, < () (20 ey OB ) . (16)

K1(T)

Py < M sartindan

1spat.

[, (D] = M3 [1e4 (D)5 (17)
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yazilir. Ardindan
[, (D]l (D] = M [16, (D5, (D]F = M [16,(0)] (18)
esitsizligi elde edilir.

(18)’in her iki tarafi % ile carpilirsa

2 [, (@ b (O 2 M 22 [ (0] (19)

elde edilir.

pl—vv ﬁp—l

BW)T'(v) (zP-9P)1~V

(18)’de 7 yerine 9 koyulur, her iki tarafi ile garpilir ve ¥ ya gore e,

den t ya integral alinirsa

pl—vv T 19p—1
BT (M) J,, (tP —99)1~

[ie1 (9)]7 [165 (9)]5k9

-1 pl—vv & 19p—1

=M B0 J,, o — gm0
(20)
yazilir. (19) ve (20) taraf tarafa toplanirsa
1—v 1 1 pttvy T 9Pt 1 1
By R OO+ gsres | oy @) )]s
afl-v pt™vv [t 9Pt
=Ms IW [Kl(r)] + B(V)F(V) Ll (Tp _ 19p)1—v [Kl(ﬁ)]dﬁ
(21)
yazilir ve
ABKL1Y [, (1D, (D] = M. 4ZKL1Y ke, ()
elde edilir.
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. 1 .
Her iki tarafin = kuvveti alinirsa
T

1 1

(250 e @ o) = M= (P50 k) @)
elde edilir.

Diger yandan, m. k, (1) < k,(t) sart1 altinda

ks (DI = mrliey (D7

ve
e (DIl (D] = mrlie, O (O = mrl ()] (29)
yazilir.

(23)’1in her iki tarafi ;(;:) ile garpilirsa

1-v 1 i 1 1-v
s I @1l @1 = mr 71, (1)] (24)
elde edilir.
pl—v.v 19p—1

(23)’te t yerine 9 koyulur, her iki tarafi ile garpilir ve 9 ya gore e

BV (v) (P-9P)1~Y

den 7 ya integral almirsa
pl—vv T 9P-1

BW)T(v) J,, (xp —9P)~v [ (9)]7 12 ()]s dd

1 pl—vv T 9P-1
> mr
T ) (P =) [k, (9)]dY
(25)
elde edilir. (24) ve (25) taraf tarafa toplanirsa
ABK p ;v 1 1 1ABK p vy
31+Ir [K1(T)]T[K2(T)]S =mr e1+Ir K, (1) (26)
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esitsizligi elde edilir.
(26)’nin her iki tarafinin i kuvveti alinirsa

1 1
1

(AB:“QI;/ [Kl(r)];[KZ(T)]E)S =z mrs (ABflfl%’ Kz(r))s (27)
yazilir.

(22) ve (27) taraf tarafa carpilirsa (16)’°daki istenen esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.1.4.v € (0,1),p > 0,B(v) > 0,7, = 1,7+ % =1 ve Ky, K, € XP (1, €5)
fonksiyonlar [0, 00) aralig1 iizerinde iki pozitif fonksiyon olsun. Oyle ki T > e; = 0,
ABflf:I;’ K, (1) < oo, ABflfI;’ K,5(1) <oo.m,M € R icin 0 <m < 2—8 <M sart1

saglanirsa asagidaki esitsizlik yazilir:

AT L1y (D (7)]

2T—1MT s« plv

S D eth [re1” + 1,1 (7)

s—1
2 ABK plv

TS L [re1® + 1, °1(7)
(28)
i K1 (T)
<
Ispat. o = M sart1 altinda
M+ 1)7k;" (1) < M7 (k1 + K2)7 () (29)
elde edilir.
(29)’un her iki tarafi = ile carpilirsa
B(v)
M+ D7 1" (1) < M7 25 (g +1)" (D) (30)

B(v) B(v)

elde edilir.
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pl—v ﬂp—l

B(W)T(v) (tP—9P)1~

(29)’da t yerine Y koyulur, her iki tarafi ile carpilir ve 9 ya gore e,

den 7 ya integral alinirsa

M+ 1) K" (9)dY

pl—vv fT l9p—1
BWI () J,, (7 —9P)1=v
pl—vv T ﬁp—l
=M 1-v
BW)rm J, (¢ —9°)

(k1 + )7 (9)d

(31)
bulunur. (30) ve (31) taraf tarafa toplanirsa
PRI 6T (@) < MUY (e + 1) (@) (32)
elde edilir.
Diger yandan, 0 < m < z;—gg sart1 goz oniinde bulundurulursa
(m + 1)°1,° (1) < (g + 12)° () (33)
yazilir.
(33)’lin her iki tarafi % ile carpilirsa
(m + 1) 1=1e," (1) < o5 (i + 1) (2) (34)
elde edilir.
plvy g1

(33)’te 7 yerine Y koyulur, her iki tarafi ile garpilir ve 9 ya gore e,

B(W)I(v) (tP-9P)1~Y

den t ya integral alinirsa

(m+ 1) K, (9)dY

pl—vv fr 9P-1
B(WI) J,, (xp —9P)t=v
pl—vv T 19p—1
<
~BOWIr() J, (xp =9ty

(K1 + 1) (9)dV

(35)
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elde edilir. (34) ile (35) taraf tarafa toplanirsa

1
Pt 10° (@) < s Y (4 16)° (@) (36)

yazilir.

Simdi Young Esitsizligi kullanilirsa
1 (D)rcy (1) < S 4 20 (37)
yazilir.

(37)’nin her iki tarafi % ile carpilirsa

1-v 1-v k"(7) |, 1-v k5(7)
ok (DK, (1) < o + = (38)
elde edilir.
pl—vv 19p—1

(37)’de 7 yerine 9 koyulur, her iki tarafi ile garpilir ve 9 ya gore e,

B(W)F(v) (tP-9P)1~Y

den 7 ya integral alinirsa

pl—vv T l9p—1

BT (V) J,, (xP —9P)1-Y k1 (9), (9)dd

1 pl—vv T 1_9p—1
< Z
“rBW)r'(v) e (zP —9P)1-Vv

K, (9)dd

1 pl—vv T 19p—1

< S
" sBWMI(W) J,, (tp —99)1-v K2 (9)dd
(39)
elde edilir. (38) ve (39) taraf tarafa toplanirsa
ety Ik (@i (] < 275 01 ™ (@) + 275 MY i * (@) (40)

esitsizligi elde edilir.

(40)°da (32) ve (36) kullanilarak asagidaki gibi yazilir.
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o oY 16 (D15 (1)

1 M' gk pIV

< ;W e +1T (rey + 162)7 ()

1 1 ABK p v

+;m e +1T (11 + K2)%(2)

Simdi, (x + y)" < 2" (x" + y"),r > 1, x,y > 0 basit esitsizligi kullanilirsa

AB:;fIV [1c1 (D, (7)]

27 1A4T ABK'pIV

RZCED A

25—1
T et I £ 271D

(28)’deki esitsizlik elde edilir.

Teorem4.1.5.v € (0,1),p > 0,B(v) > 0,r = 1 Ve k;,k, € X' (e;, e,) fonksiyonlari
[0,00) araligi iizerinde iki pozitif fonksiyon olsun. Oyle ki 7 >e; >0,

ABK py

VK, (1) < 0, ABK P

Kzr(r)<oomME]R+1<;1n0<k<m<K1ET;<M<
K2

oo sart1 saglanirsa asagidaki esitsizlik yazilir:

M+1 1 ; %
— (Ll b ki @) < (el @) + (P kT (@)
m +1 1
——— (Ll I (D~ki, DT )
(41)

k1(7)

[spat. 0 <k <m <-+=
K2(T)

< M < oo sart1 altinda

mk<Mk=>mk+m<mk+M<Mk+M
>M+1)(m—-k)<(m+1)(M - k)

M+1<m+1
M-k " m-—-k
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_ K@=k @)

< X, (0) <M-k
(K1(T)—kkz(f)) - (12 (D) =k ()"
oo SR OSTRe (“42)
elde edilir.
Ayrica
1 k,(t) 1 m-k rx(@)-kk,(t) M-k
M = k(1) = m = km = ki, (1) = kM
() (ks D=k ) < 1" @) < (-2 (6 @~k (@) (43)
elde edilir.

(42)’nin her iki tarafi ;(;:) ile carpilirsa

1-v (Kl(T)—kKZ(T))T < r( ) < 1-v (ke (7)— k;cz(r))
B(v) (M-K)" B(v ) ~ B(v) (m-K)"

(44)

bulunur.

pl—v.v 19p—1
B(W)F(v) (tP-9P)1~Y

(42)’de 7 yerine 9 koyulur, her iki tarafi ile garpilir ve 9 ya gore e,

den 7 ya integral alinirsa

plvy

BT (M — k)rf (oo — ap>l v
pl—vv T 19p—1

=BT J, @ — ooy

(k1 (9) =k, (9)) dO

K," (9)dV9

1-v

p- v 1 T 9rP-1 .
= BWT(w) (m = k)" fel (zP — 9P)1—V (1, () —kic,(9)) do
(45)

elde edilir. (44) ve (45) taraf tarafa toplanirsa
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1 1 z
(P20 s (D =k DI < (P51 167 ()

M-k
1 1
= m—k (ABflfI;/ [K1(T)—kK2(T)]T)T

(46)

elde edilir.

9. . . 1_V .
(43)’tin her iki tarafi ) ile carpilirsa
M \"1-v
(M—k) B(v )(Kl(f) sz(T)) = B( )K1 ()
m rl—vy p
= (m — k) B(v) (Kl(T)_sz(T))

(47)

yazilir.

pl=Vy gp-1

(43)’te t yerine 9 koyulur, her iki tarafi ile garpilir ve 9 ya gore e,

B(W)L(v) (P—9P)1~Y

den 7 ya integral almirsa

(1 (9)—kre, (9)) dO

M r pl—vv T 9r-1
(M - k) BT () J,, (zP —9P)1~Y
- pl—vv T l9p—1
~BMWI'(v) e (zP — 9P)1-Vv

K, " (9)do

1-v

m \* prTVv (t 9t
= (m—k) BWIr() J,, (z° —9P)1~v

(1, () —kicy (9)) a9

(48)
elde edilir. (47) ve (48) taraf tarafa toplanirsa
M 1 1
T (e b @ k@) < (i @)
1
T (M0 [y (D=l (1T
(49)
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elde edilir. (46) ve (49) taraf tarafa toplanirsa (41)’deki esitsizlik elde edilir.

Teorem4.1.6.v € (0,1),p > 0,B(v) > 0,7 = 1 Ve ky,k, € X¥ (e;, e,) fonksiyonlari
[0,00) araligi iizerinde iki pozitif fonksiyon olsun. Oyle ki 7 >e; >0,

ABK p v

Vi, " (1) < o0, AP Py

YKk, (1)< 0. 0<a<k(t)<Ave 0<o0<k,(1)<

C sartlar1 saglanirsa asagidaki esitsizlik yazilir:

("t @) + (" )

Ala+C)+C(o+A) rapk,,, . -
ST araCrD (A e ©)

(50)
Ispat. Verilen sartlar altinda
1 1 1
S (51)
yazilir.
(51) ile 0 < a < k(1) < A sartinin taraf tarafa carpilmasiyla
a _ k(1)
oS D) S = (52)
elde edilir.
(52)’den
r T
k'@ < (-%) (6@ + (@) (53)
ve
'@ < (22) (6@ + k@) (54)
elde edilir.

(53)’iin her iki tarafi % ile ¢arpilirsa
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e @ = (55) 5 (a@ + @) (55)

yazilir.

pl—vv ,‘9p—1

(53)’te t yerine 9 koyulur, her iki tarafi BT (P9

ile ¢arpilir ve ¥ ya gore e,

den 7 ya integral alinirsa

pl—vv T 19p—1

BOI) J,, G — ooy 2 (40
C r pl—vv T 19p—1 .
757) 50700 ), gy (0@ + ()Y a0
(56)
elde edilir. (55) ve (56) taraf tarafa toplanirsa
(ABKpIV r( % C (ABK pqyy - %
e+'T K2 T)) a+C( 91"'] CREY (T)) G7)
bulunur.
(54)’1in her iki tarafi ¥ ile carpilirsa
B(v)
0@ < (555) 2 (0@ + @) (58)

yazilir.

pl—v.v .l9p—1
B(W)T(v) (tP-9P)1~Y

(54)’te 7 yerine Y koyulur, her iki tarafi ile garpilir ve 9 ya gore e,

den t ya integral alinirsa

pl—vv T 9P-1

BWI W) J,, (zP —9P)1~v

K,"(9)d9

r

A pl—vv T 9P-1
(0 + A) BW)I'(v) el (P —9P)1-v

(1, (9) + 1,(8)) a9

(59)
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elde edilir. (58) ve (59) taraf tarafa toplanirsa

1 1

(*5 o w7 (@) < (KRR (e + 1T (@) (60)

elde edilir. (57) ve (60) taraf tarafa toplanirsa (50)’deki istenen esitsizlik elde edilir.

Teorem4.1.7.v € (0,1),p > 0,B(v) > 0,7 = 1 Ve ky,k, € X¥ (e;, e,) fonksiyonlari

[0,00) araligi iizerinde iki pozitif fonksiyon olsun. Oyle ki 7 >e; =0,
ABfleI}’ K, (1) < oo, ABflfI}’ K, (1) < o.m,M € RY igin 0 <m < 2—8 <M sart1

saglanirsa asagidaki esitsizlik yazilir:

L 4B 01y [, (1)1 ()]

M
<O [ (1) + (@] < =20 [ (D, ()]
Smr DM+ D a*- e (1) + 16 (D] < = LI [ (D (7
(61)
: g K1(T)
Ispat. Verilen 0 <m < (D < M sart1 altinda
2
kK,(TD)(m+1) < k(1) + k(1) S Ky ()M + 1) (62)
yazilir.
1 Ko (T) 1
Ayrica T (D) = sartindan
k(D5 < k(D) + 10 (@) < k(@D (63)
yazilir.
(62) ve (63)’iin taraf tarafa ¢arpimindan
[@6E _ (O+60) _ k@) (64)

M - (m+1)(M+1) T m

elde edilir.
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(64)’1in her iki tarafi % ile ¢arpilirsa

1-v K1 (T)K2(T) < 1-v (K1(7)+K2(‘L'))2 < 1-v Kk1(T)K2(T)
B(v) M ~ B(v) (m+1)(M+1) — B(v) m

(65)

elde edilir.

pl—vv ,‘9p—1

B(W)T(v) (tP—9P)1~Y

(64)’te T yerine 9 koyulur, her iki tarafi ile ¢arpilir ve ¥ ya gore e,

den 7 ya integral alinirsa

pl—vv T 19p—1
BOTWM J,, (# - 99)1~

K1 (D), (9)dY

(1, (9) + 16,(9)) 9

b p vy Tyt
“"BWrrvy((m+1)M+ 1) Ll (P — 9P)1-V

- pl—vv T l9p—1
~“ BWIT'(v)m e (zP —9P)1-Vv

K1 (D) ke, (9)dY
(66)

elde edilir. (65) ve (66) taraf tarafa toplanirsa

1
o el e (D (0]

1 1
< CEEN S ABflJ’:ITV [1c1(7) + K, (D)]? < EABflﬁI;’ EAGING]

elde edilir ve (61)’deki istenen esitsizlik tamamlanir.

Teorem4.1.8.v € (0,1),p > 0,B(v) > 0,r = 1 Ve ky,k, € X? (e;, e,) fonksiyonlari

[0,00) araligi iizerinde iki pozitif fonksiyon olsun. Oyle ki 7 >e; =0,
ABflﬁI}’ Kk, (1) < oo, ABZ_’:I}’ k,"(1) < co.om,M € Rt igin 0 <m < Kl—(T; <M sart1

Ko (T

saglanirsa asagidaki esitsizlik yazilir.

1 1

1 1 1
(ABflfI}’ Klr(r))r + (ABfl_’:I}’ Kzr(‘[))r <2 (ABfli’I}’ hr(Kl(T),KZ (T)))T (67)
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Burada (i, (1), k(7)) = max {M [(% n 1) K, (7) — MKZ(T)] ’ (m+M)K2(T)—K1(r)}

m

seklindedir.

ispat. 0 < m <2 < M sart: altinda
K2(T)

< _ k(™
O<m<M+m (D (68)
ve
K1 (T)
A

M+m ") = M (69)

yazilir. (68) ve (69)’dan
i, (1) < (M+m);c:r(lr)—rc1(r) < h(Kl(T),Kz(T)) (70)

m

h(x, (1), K, (1)) = max {M [(g + 1) K, (1) — Mic, (r)] ’ (m + M)k, (t) — Kl(‘[)}'

yazilir.

0<tgh® 1 sartindan
M K41 (T) m

_ KZ(T) (71)

ve
1,1 k(D) _ 1
pris e (72)
yazilir. (71) ve (72)’den
1 1
1 _ (rpa®-e® 1
MS K1 (T) Sm (73)

elde edilir.

Ardindan
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K, (1) < M (% + %) ke, () — Mic, (1)

_ MM +m)x, (7) - M?mi, (1)
B mM

_ (g 1)1, (D) = Miy(2)

<M [(% + 1) k(1) — MKZ(T)]

< h(k, (1), K, (1)) (74)
yazilir. (70) ve (74)’ten
PHORYMCAGEIAG) (75)
ve
17 (1) < A (ke (1), 12 (7)) (76)

esitsizlikleri yazilir.

(75)’in her iki tarafi % ile carpilirsa

so (0 < 5o (1 (1), 1 (1) 77)

elde edilir.

pl—v.v .l9p—1

(75)’te 7 yerine 9 koyulur, her iki tarafi BT ) (P3P

ile ¢arpilir ve 9 ya gore e,

den t ya integral alinirsa

p™Vv ot 9pP~1 r pVv T 9pP-1
B(v)T(v) fel (zP—9P)1-V K1 (ﬁ)dﬁ s B(v)T'(v) fe1 (zP-9P)1-Vv

A (k1 (9), 16, (9))d9  (78)

elde edilir. (77) ve (78) taraf tarafa toplanirsa
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1

(5o @) < (PR A (1, (), 16,(D) ) (79)
elde edilir.

(76) i¢in de yukaridaki gibi ayni prosediir kullanilarak asagidaki esitsizlik yazilir.
1

(ABflfI}’ KZT(T)); < (ABflfI;’ hr(Kl(T),KZ (T)))% (80)

Dolayisiyla (79) ve (80) taraf tarafa toplanirsa (67)’deki istenen esitsizlik saglanir ve

ispat tamamlanir.

4.2. Katugampola Kesirli Integraller Iceren Hermite-Hadamard Tipli
Esitsizlikler

Bu béliimde m —konveks fonksiyonlar1 kullanarak Katugampola kesirli integralleri
icin Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilmistir. Temel bulgular1 Katugampola
kesirli integralleri araciligiyla kanitlamak i¢in yararh olacak asagidaki 6zdeslikle

baslanmistir:

Lemma 4.2.1: ¢ € (0,1] vev > 0 olsun.f: [k¥,TV] - R ye (k¥,tV) arahig1 lizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 0 < k¥ < tV olsun. O zaman asagidaki esitlik

Katugampola kesirli integral operatorleri igin gegerlidir:

&-1 _ E—l/ \
:2 Ev+v-1Drv | vj§ o+ vi§ ) f(K)l

(TV - K.v)E kY +1V\v KV +tV\v
) ) )
(K" + r")
f 2
v(ie¥ =) [t tv 2—tY
_ v oK) 2 )U t"ft"‘lf’(?ic"+ T")dt
0
1

—f tvitvif (ﬁrv + 2t KV) dt
o 2 2 '

Ispat: Kismi integrasyon uygulanarak

A
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1 , tV 2 — tv
= [ oty (S 22 o) a
. 2 2

2f(55) v av-Dr@f

£
T — k) (07 — ")+ yi—Ey I(Kv”v)% f(@
2 /4
ve
! ([t 2—-tY
K, =f tvitv-if (—TV + KV) dt
0 2 2
KV+1V
C2f () 2y v — DI P

v — KkY) r (v — k¥)E+ 11§y (KVHV)V
2

yazilir ve K; den K, ¢ikarilirsa

—4f kV+tY
K~ K = v(r"(— lzc“))

£+ -~
25T &v +v—1T(€) v L F@ + vé 1 | f ()

(v — kV)$+iyi=ty (KVHV)z (£aey

v(tv

elde edilir. (K; — K,) ifadesini T_KV) ile ¢arparak istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.2.1: £ € (0,1]vev >0, f:[0,00) >R ye (kY,00) araligi lzerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f' € L,[x",7"] ve 0 < k¥ < 7V < oo olsun.|f’|
m —konveks fonksiyon ve m € (0,1] ise Katugampola kesirli integral operatorii igin

asagidaki esitsizlik gecerlidir:
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-1 — -1
2571 v +v—-Drv it L ro+| L G |

./
(Tv —kv)¢ \ rcv+r v (KVHV)i

-r(5)

SV(TV;KV)val_FALV(lf,(KV)l+M(|f ( )

+ If’(TV)I>-

Ispat: Lemma 4.2.1’in sag tarafini kullanarak asagidaki esitsizlik yazilr.

tv

dt + [} tvE+v1 |f’ (—

™+

V(TV—K")[ 1 Vfﬂ/—ll ,(ﬁ v, 2-tY v)
|A| <—0 Jo t frige+=-r .

2
2—-t
=)
2

| '] nin m-konveks fonksiyon oldugu kullanilarak

dt| .

(2 -

“))
o))

v TV—KV 1 tv
|A| S(T)[f tV€+V—1 (?lf/(K‘V)l +m
0

(2 —t”)

; fo e (%If’(rv)l +m fe

elde edilir. integral hesaplamalar1 sonucunda

v(tV — KkY) 1

4 2vE+ 4v<|f’(’cv)| * %(V (g)

+If’(r”)l>

[ G

esitsizligi bulunur.

Sonug 4.2.1: Teorem 4.2.1 de m = 1 segilirse asagidaki esitsizlik elde edilir :
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-1 — -1
27 YEv +v—1Dré)v vy L lr@ + | e L FGo |

./
(Tv —kv)¢ \ rcv+r v (KVHV)i

k' +1v TV —
1 (555)| < 2 G+ 1 @D,

Sonug 4.2.2: Teorem 4.2.1 de v = 1 alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

257+ 1) e
e Vi 0 gy 0) =1 (57)

ST;K.2€1+4<If’(K)I +2E2 () + | G+ 'f'“)')

Sonug¢ 4.2.3: Teorem4.2.1 dev = 1,¢& = 1 segilirse asagidaki esitsizlik elde edilir:

K+T>

= [ raau- s
=z o+ zn(|r ()l + | G + 1 @i

Teorem 4.2.2: £ € (0,1]vev >0, f:[0,00) >R ye (k¥,o0) araligi lizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f’' € L,[k¥,7t¥] ve 0 < k¥ < 7V < o0 olsun. |f’|4
m —konveks fonksiyon ve m € (0,1] ise Katugampola kesirli integral operatorii igin

asagidaki esitsizlik elde edilir:

|
251 (Ev 4+ v —DrEwi?t
(Tv — k)¢

I/ i ; @+ 4| fG) |
\ 1c+1: (x o )1:
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1

<v(r”—rc”)( 1 )%( 1 )q
- 4 vp+vp—p+1/ \2v+2

1 1

q>q + <|f'(m|q emev+ ) (7) q>5

X <|f’(Kv)|q +m2v+1) |f’ (:n—v)

ve buradap > 1,p7! + g7 = 1 seklindedir.
Ispat: Lemma 4.2.1’in sag tarafin1 kullanarak asagidaki esitsizlik yazilir.

tv

|A| < v(rV4_;cV) [fol tvét+v-1 |f’ (ﬂKv + ﬂ,[v) dt + fol tvEtv-1 |f’ (?TV +

2 2
2—-tY
—KV)
2

dt|

Holder esitsizligi uygulanarak

1
V.V 1 ? 1
VHSM(I tVEp+vp—p>p <f
4 0 0
1 1

vV _ LV 1 D 1 v _+V
+M f tvép+vp-p v f f (t_Tv_|_2 t K")
4 0 0

2 2
elde edilir. |f'[? nin m —konveks oldugu gergegi gz oniine alinirsa

,(t" V+2—t" v)
Az 2

vV _ LV 1 % 1 v _ Vv A é
|A|s”(TT")<fO tvawp-p) (f <%|f’(fc")lq+m2 e () )m)

_I_WVT_’C]/)(thvfpwp—p)E <J: <%|f’(f1’)|q + mZ _2 a f' (lrcn_v> q>dt>a

elde edilir. Integral hesaplamalar1 sonucunda ispat tamamlanur.

Sonug 4.2.4: Teorem 4.2.2 te m = 1 segilirse asagidaki esitsizlik elde edilir :
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281 (Ev+v—DrEnét

=\ et )

(xv+rv>v (KV+TV)V
2 + 2 _

-r(5)

<v(rV—KV)( 1 )%( 1

T 4 \Wptwp-p+l 2v+2) [(lf'("m“ @v+ DIf'@)IDe

+(f @I+ (2v + 1>|f'ocv>|q>%].

Sonuc 4.2.5: Teorem 4.2.2 te v = 1 alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

27TE+ D § § K+T
‘W <]("T+T)+f(T) +](KT+T)_f(K)> —f( . )

1 1 1

< (o) () |0 s amlr ()

+(IF @+ 3m|r (%)F)q]

Sonug¢ 4.2.6: Teorem4.2.2tev = 1,¢ = 1 secilirse asagidaki esitsizlik elde edilir:

1
T—K

[resa-r(57)

< w0 ool (Y

1

+ (I @1 +3mf (%)F)q]

Teorem 4.23:£€(0,1]vev >0, f:[0,0) >R ye (k¥,0) araligi lizerinde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 0 < k¥ < 1¥ < oo, f’ € L;[k”,7"] olsun. |f’|4
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m —konveks fonksiyon ve m € (0,1] ise Katugampola kesirli integral operatorii i¢in

asagidaki esitsizlik elde edilir:

1

v _ v 1‘% q
|4 SV(T 4 - )(vfi—l) (Mﬁ)

) v q %
7 () )
m©é + 3v)

V¢ +v)

m©é + 3v)

x (If’(rc”)lq +0E )

)

1
Q>E

- (If’(r”)lq -

ve burada g = 1 seklindedir.

Ispat: Lemma 4.2.1°den asagidaki esitsizlik yazilir.

wy & 4
2 (Ev(—l—vv— Ki))lg(f)v | vl(fv V)l D) + "I(fv v)g fao) |

2 2

-r(5)

V(T"—K")[ 1 v€+v—1| /(tv vy 2=ty V)
L — - i -
= " fo t f oK + ST

2—-tVY KV)
2

v
N A oA

dt|

Power-mean esitsizligi kullanilarak

1
1 1-2 1
14| < v(r¥ — k") <f tv§+v—1> 1 (f pvé+v—1
4 0 0
v(r¥ — KkY) 1 1—% 1
+—<f tvf+v—1> (f tvE+v—1
4 0 0
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elde edilir. |f’|? nin m —konveks oldugu gergegi gbz 6niine alinirsa

1
v _ .V 1 1_5 1 v
|A| < V(T - K )(f tv§+v—1> <f tvé+v-1 <% Ifr(KV)Iq
0 0

1

V(TV_KV) ' vé+v—-1 1_% ' vé+v—1 t” I(+V
e e

Jo)

elde edilir. Integral hesaplamalari sonucunda ispat tamamlanir.

—t” v

f (—)

+

-tV KY

fe)

1

<20 o)

w m(vé + 3v)
X <|f (x )|q+(vf—+v)

)

(i + "R (5)

1

)

Sonug¢ 4.2.7: Teorem 4.2.3 te m = 1 secilmesi halinde asagidaki esitsizlik elde edilir:

|
251 (v+v— 1)r(5)v€—1|/ Ve Pa o |
( v — v)E KV+1V % KV+1V %
ot e =)
k¥ +1Vv
_f< 2 )

38



1
v(t¥V — k) 1=

= 4 (vf%l- v) q <2v€1+ 4v>q (lf,(Kv)lq * VVEE:SVV If’(TV)Iq)%

. v+3v %
+ (17 @)1+ T I Gel)

Sonuc 4.2.8: Teorem 4.2.3 te v = 1 alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

257IT(E+ 1) e
e Vi 0 gy 0) =1 (57)

kg1 \Tag 1 Na|f €+3) . Ty
ST4K<5+1> (25+4) <|f(K)|q+mf++1 i (%)|>

1

+(iror s =21 )|

Sonug¢ 4.2.9: Teorem4.2.3tev = 1,¢ = 1 secilerek agsagidaki esitsizlik elde edilir:

K+T>

= [ rea- s (

T—

<250 [ or camly QI + (a2l (Y]

Teorem 4.2.4:¢£€(0,1]vev >0, f:[0,0) >R ye (k¥,0) araligi lizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 0 < kY <1V < o0 olsun.|f’| m —konveks
fonksiyon ve m € (0,1] ise Katugampola kesirli integral operatorii i¢in p,q >

1 olmak iizere asagidaki esitsizlik elde edilir:
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-1 — -1
27 YEv +v—1Dré)v vy L lr@ + | e GE

./
(Tv — k)¢ \ (KV+TV>T/ (KV+TV)1:

2 /4

-r(5)

v(t¥V — kY) 2
- 4 vép? +vp? —p% +p

e +mev+ 1 (|7 (S)] + [ (E)]) + 1@l

+
2vq + 2q

Ispat: Lemma 4.2.1’in sag tarafini kullanarak asagidaki esitsizlik yazilr.

14| < V(TV;KV) [fol FVE+V-1 |f’ (ﬂ KV + ﬂr")

2 2
2—-tV KV)
2

dt + fol tvstv-1 |f/ (%TV +

dt|

Young esitsizligi kullanilarak

|A] <

v(z¥ — k) j-l tvEp+vp—p |f’ (% kY + —Z_Zt TV)
4 0 D

2

q
v(tV-Kk") (1 tvép+vp—p
+= f0< - + - dt)

tY 2-tV
(Gt

elde edilir. |f'| nin m —konveks fonksiyon oldugu gergegi gz 6niine alinirsa

|A] < t

v 2tV | o (T q
V(T — k") f i i) G +m | (5] 4
4 0 p q
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) e SIF @I mEE | &) )

ic t
q

elde edilir. Boylece integral hesaplamalarindan sonra su sonuca varilabilir.

X
vsp? +vp? —p? +p

et emey o (| () + | ) + 1 @
2vq + 2q '

Sonuc 4.2.10: Teorem 4.2.4 te m = 1 segilerek asagidaki esitsizlik elde edilir :

-1 _d §— /
2571 v +v—DrE)v 1| il L@+ L oo |

S A =) )

V(T —kY) (2v +2)(f eI+ |f (T”)Iq)
v€p2+vp —p2+p 2vq + 2q

Sonuc¢ 4.2.11: Teorem 4.2.4 te v = 1 alinwrsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

257IT(E+ 1) e
S 0 1) -1 ()

] 2w ()

< N+1r@le
T 4 [épt+p 4q '
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Sonuc¢ 4.2.12: Teorem4.2.4tev = 1, = 1 segilirse agagidaki esitsizlik elde edilir:

‘;é;LFWﬁm—f(K:

A&

ok 2 reissm (@) +

)+ @I
4 [p?2+p 4q '

<

4.3. Atangana-Baleanu Kesirli Integral Operatér Yardimyla Konveks

Fonksiyonlar I¢in Elde Edilen Simpson Tipli Esitsizlikler

Lemma 4.3.1. f:[a,b] » R ye (a,b) aralig: iizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, a < b ve f' € L[a, b] olsun. Asagidaki esitlik Atangana-Baleanu kesirli
integral operatdrleri igin elde edilmistir:

_ - +25(1 - OrE)
[ 3.25(b — a)B(E)I(§) (f(@ + (b))
(b_@f+ﬁﬂﬂ—€ﬁﬁ)(a+%

3 25‘2(19 — a)B(OT() 2
3(b _ ) [aﬂ?lff(b) + ABIa+bf(a)l

“s=a | () ()

B (b —a) 120-0% -5 _ 14t 1-t
__25+1B(§)r(5)U 3 f( 7 bt a)dt
e —21-0f 1+t 1-t
+J; 3 f( >t b)dtl

burada ¢ € (0,1],¢ € [0,1], B(¢) normalizasyon fonksiyonudur.

Ispat. Kismi integrasyon uygulanarak

flz(l—t)f—tf 1+t 1-—t
11: ,< b+
6 3 2 2
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b

4 a+b 25+2¢ . 2
=—3(b_a)f< - )+3( S M,,(b W Wi - 55— f0)

%Lib (u -2 er b)f_ fwdu

ve

; fltf—Z(l—t)f ,(1+t +1—tb)dt

= a
27 ), 3 2 2
a+b
2 2§%18 7 ia+b !
= 3=/ @+ 35— a)mfa (52-v)  fadu
4 a+b 2i+2g i

~s6-a'7) 30~ )f+1J (w=a)=fw)du

yazilir.
—a)

I, ve I, toplanir ve (I, + I,) ifadesini — #gr(f) ile garparak istenen sonug elde

edilir.

Teorem 4.3.1. f:[a,b] > R ye (a,b) arahig:1 lizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, a < b ve f' € L[a, b] olsun. |f’| konveks bir fonksiyon ise Atangana-
Baleanu kesirli integral operatorleri i¢in asagidaki esitsizlik gegerlidir:

(b—a) +271(1 - OI(E)
3200 — BTG U@ +/®)

(b—a)5+2€—1(1_5)r(5) a+b

3. 25_2(1’ —a)BI) ( 2 )

30-a) [a+b16f(b) + ABIj+bf(a)l
~swmal i (5) e (5]

B 1 f+1 1 f‘l‘l 7
—4< 2 ) _2 < 2 > +3
(b — a)f 28+1 28+1

= 2EBOI) 3¢+ 1)

v

(f (@]

+ /(0D

burada ¢ € (0,1],¢t € [0,1], B(§) normalizasyon fonksiyonudur.
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Ispat. Lemma 4.3.1’in sag tarafin1 kullanarak asagidaki esitsizlik yazilr.

(b —a)t 20—t =¢8], 1+t 11—t
|I|—26+1B(§)r(5)< 3 ’f( 7 Pt a)|dt
t —2(1-1t)°

f

’,(1+t +1_tb)|dt
3 izt :

|f'| nin konveks fonksiyon oldugu kullanilarak,

(b — a)f 2@ -0 =8| 1+t
'”SZfHB(E)r(f)( 3 (517 <b>l+—|f(a)|)
M -2 -0 1+t
[ S| (@i —If(b)l)dt>
e
2841
b-a)f | 21— )5 — 8\ /1 +¢
=Wf)r<f)|f< 3 )( TROIE —|f<a>|)
\1 tf—2(1 0¥\ 1+t
" f( 3 )( I (&) + —|f(a)|)
Ea
z%+1
2%+1 2(1 )E f 1
—tr -t +t
+Of< 3 >( |f(a)|+—|f(b)|)

+

\n—l

§ — —t)¢
() (@i o)

|
: )

elde edilir. integral hesaplamalarmdan yararlanarak

N
Bl

| R

2
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B 1 f+1 1 f+1 T
g g
—4(1—3 ) —2<f—> +3
(b —a)t 28+1 28+1

= 28H1B(OT(E) 36+ 1)

(f' @1+ 1 ®B)D

esitsizligi bulunur.

Sonug¢ 4.3.1: Teorem 4.3.1 de & = 1 segilirse asagidaki esitsizlik elde edilir:

1[f(a) + f(b) a+b 1 (b
H 2 +2f( 2 l_b—aLf(x)dx
5(b—a)

——Uf"@I+ [ B)D.

Teorem 4.3.2. f:[a,b] > R ye (a,b) arahig: iizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, a < b ve f’ € L[a, b] olsun. |f'|? konveks bir fonksiyon ise Atangana-
Baleanu kesirli integral operatorleri i¢in asagidaki esitsizlik gegerlidir:

1 €+1 f+1
3
(b — a)t | 28+1 zf+1

|
2EB(Or@) | P 3(E+1) )

11l <

k|fww

| =
I—I

21 @I)’ (v«mw+|fwnﬁ

burada pt+qt=1, é€(0,1],t€[0,1],gq>1, ve B(§) normalizasyon
fonksiyonudur.

Ispat. Lemma 4.3.1°de verilen esitlik kullanilarak

(b —a)s N2 —of ¢8|y, 1+t 1—¢
'”S%“mama< |1 (7 a)|
t§ —2(1—1t)¢

|,(1+t +1_tb)|dt
izt

1
f
0

3
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yazilir. Holder esitsizligi uygulanarak

(b —a)t H2(1 —t)f —¢t¢
msZ“%@F®)<L 3
1—t \|? a
+ > a) dt>

([ af ([ egter 5o )

3
elde edilir. |f'| nin konveks oldugu ger¢egi gbz 6niine alinirsa

1

Pdt)ﬁgol

’(1+tb
f 2

2(1 - 0)f — ¢8| Z i+t
2 m>qx7¢vww

(b —a)t 4
'”S%ﬂmawa<L

@I ac )

A

o))

1

t§ —2(1 = t)¢|” >"< 11+t
d “f @l
> ) ([ Fr@

l-
q

elde edilir.

p > 0,A € [0,1] olmak iizere |A|? < |p.A]| basit esitsizliginden yararlanarak

46



21 —t)8 —t¢
3

a) ([ (o

(b — a)® !
< s s
+¥|f’(a)IQ)dt>q
([ b

F o))

a) ([ (i

té —2(1-1¢t)¢
' 3

yazilir. Integral hesaplamalarindan sonra ispat tamamlanir.

Sonug¢ 4.3.2: Teorem 4.3.2 de & = 1 segilirse asagidaki esitsizlik elde edilir:

1[f(a) + f(b) a+b 1 (P
P e ()| e

2
ey
~ 4 \18

+(FIr @I+ 17 <b>|q)1

(ol + 517 <a>|q)1

Teorem 4.3.3. f:[a,b] > R ye (a,b) araligi lizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, a < b ve f' € L[a, b] olsun. |f'|7 konveks bir fonksiyon ise Atangana-
Baleanu kesirli integral operatorleri i¢in asagidaki esitsizlik gegerlidir:

1\ $+1 1\ §+1 1_$
/ 4<1 2?) 2<ZE> +3\
- -1 - 1
(b — a)f | 28+1 28+1 |

25 1B(OI (D) |\ 36+ 1) /I

+ Kl @I + Ul @I + Ko /()17

1] <

(LK

QR

ve
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N

| =

z z z
—4<1+f )(1—3 ) —2( ) +3
2541 2541 2§+1

K. =
1 6(¢ +1)
1 f+2 1 f+2
1—2(125) 1—2(1—125)
28+1 28+1
+ +
6(¢+2) 3(6+1D(E+2)
1 f+2 1 f+2 1 f+1
—4(1—35) +2<ff) +1 1—2<f5>
28+1 28+1 28+1
K, = 4
? 6(¢+2) 6(¢+1)

burada ¢ € (0,1],t € [0,1],q = 1, ve B(§) normalizasyon fonksiyonudur.

Ispat. Lemma 4.3.1 den,

(b—a)’ 2@ —of -8y, 1+t 1—t
'”Szfﬂs(g)r(g)(fo 3 (G )|
té—2(1-1t)¢

1
+ .]-
0

yazilir. Power-mean esitsizligi uygulanarak

|,(1+t +1_tb)|dt
3 izt

|11

(b —a)t 2@ -0 —¢¢ g 2@ -8 8]y, 1+t
Sz€+1B(g)r(§)l<fo 3 dt) <f0 3 |f (Tb
1=t \7  \a
+ > a>| dt)

s —2(1 —6)8 3 et =21 =08y, 1+t
(=) Ul e

1
1—tb qd a
)|

elde edilir. |f'[? nin konveks oldugu gergegi gz oniine alinirsa
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1]

(b — a)t 21 —t)¢ —t¢ G 21 —t)5 =8| /14t
- 2§+1B(.’;)F(.’;) < 3 dt) <j;) 3 ( |f (b)lq
+%|f’(a)lq)dt)a

Hed —2(1 —0)f g Hed —2(1 -0 /1 +¢
N (e

17

o)

elde edilir. Yukaridaki integral hesaplanarak ispat tamamlanir.

Sonug 4.3.3: Teorem 4.3.3 te £ = 1 secilirse asagidaki esitsizlik elde edilir:

1[f(a) + f(b) a+b 1 (b
H 2 +2f( 2 )l_b—aj;f(x)dx

1—=

<=2 "((@v B+ 2 If <a>|q)1

+ (g @I+ 21 o)1)’ )

Teorem 4.3.4. f:[a,b] > R ye (a,b) araligi lizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, a < b ve f' € L[a, b] olsun. |f'|? konveks bir fonksiyon ise Atangana-
Baleanu kesirli integral operatorleri i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir:

r 1 E+1 &+1 .
6—4<12€) —8(1—i>
(b —a)t 28+1 28 +1 + If'(@)]? + |f'(b)|?
28+1B(E)I'(§) 3(6+1) q

1] <
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burada pt+qgt=1, é€(0,1],t€[0,1],gq>1, ve B(§) normalizasyon
fonsiyonudur.

Ispat. Lemma 4.3.1 de verilen esitlik kullanilarak

(b—a)t 2@ -0 =¢8]y, 1+t 1—t¢
'”Szfﬂs(g)r(g)go 3 ’f< 2 Pt “)|dt
t$ —2(1 —¢t)¢

3

1
+ f
0

yazilir. Young esitsizligi uygulanarak

|,(1+t +1_tb)|dt
izt

— = p =
oot (PR o M Gt MY
ET(E) Jo P q

|1 < t

e DAY

2B J, y : ‘

elde edilir. |f'|? nin konveks oldugu ger¢egi g6z Oniine alinirsa

—é_¢&)P _
e G- e Bree s Hir@ie
~ 28BS J, p q
E_a1-p&P _
b-af [ A KOLAM
25O E) J, p q
elde edilir.

p > 0,4 € [0,1] olmak iizere |A|P < |p.A| basit esitsizligi kullanilirsa
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CET [p. 2070 2 a4 L ()
= 2B J, p :
G 1 (|p. 20
25 BT Jy p
2 @I+ D)
+ p dt

elde edilir. Basit integral hesaplamalar: yapilarak istenen sonug elde edilir.

Sonug 4.3.4: Teorem 4.3.4 te £ = 1 secilirse asagidaki esitsizlik elde edilir:

1[f(a) + f(b) a+b 1 (b
H 2 +2f( 2 )l_b—aLf(x)dx

sb‘“F+”“”“+”““”}
4 |9

q
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada ABK-kesirli integral operatdrii yardimiyla ters Minkowski tipli esitsizlik
elde edilmistir. Ardindan Katugampola kesirli integral operatdrii yardimiyla Hermite-
Hadamard tipli esitsizlikler verilmistir. Son olarak yeni bir 6zdeslik kullanilarak
konveks fonksiyonlar i¢in Atangana-Baleanu kesirli integral operatorii yardimiyla

Simpson tipli esitsizlikler olusturulmustur.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar Lemma 4.3.1 e benzer farkli kesirli basamaktan
integral operatorler yardimiyla integral 6zdeslikleri elde ederek konveks fonsiyonlarin

cesitli smiflar1 i¢in yeni integral esitsizlikleri elde edebilir.
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