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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Baz Interval Degerli Fonksiyon Smiflar:
Uzerine” baghkh bu ¢alismanm bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diigecek bir
yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin
kaynaklarin, hem metin i¢inde hem de kaynakcada yontemine uygun bicimde
gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Omer Faruk OZDEMIR



OZET

Yiksek Lisans Tezi
BAZI INTERVAL DEGERLI FONKSIYON SINIFLARI UZERINE
Omer Faruk OZDEMIR

Inénii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Ana Bilim Dali

28+v sayfa
2019

Damsman : Dr. Ogr. Uyesi Umit CAKAN

U¢ boliimden olusan bu viiksek lisans tezinin ilk boliiminde kiime degerli
fonksiyonlar ile integral denklemlerin tanimi ve uygulama alanlar1 verildi. Ayrica
bu konuda yapilmig ¢caligmalar hakkinda genel bilgiler de verildi.

Tezin ikinci bolimiinde son bolimde kullanilan temel tanim ve teoremler ile
baz1 ornekler sunuldu.

Son boliimiinde ise C' ([a, ], Q¢ (R)) uzayinda nonlineer bir interval integral
denklem sinifinin ¢oziimiine iligkin bir varlik teoremi ispati ile birlikte verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Kiime Degerli Fonksiyonlar, Kesirli Integral,
Interval Integral Denklemler, Sabit Nokta

Teoremi.
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2019

Supervisor : Assist. Prof. Dr. Umit CAKAN

In the first chapter of this master thesis consisting of three chapters, definition,
usage areas, classification of integral equations and set valued functions are given.
Also general informations about studies carried out in this area are given.

In the second chapter, some basic definitions and theorems used in later
chapters are given with some examples.

In the third chapter, in space (C[a,b],Qc (R)), an existence theorem for
solutions of a class of nonlinear interval integral equations is presented with its
proof.

KEYWORDS: Set Valued Functions, Fractional Integral, Interval Integral

Equations, Fixed Point Theorem.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Qc (RY)

C'[a,b]

C (la, b], Q2c(R))
L¥[a, )

B[z, ]

R+

min

sup

Reel sayilar ciimlesi

R™ nin bogtan farkli kapali, sinirli ve konveks alt
ciimlelerin ailesi

la, b] araliginda tamml, reel degerli ve siirekli
fonksiyonlarin ailesi

la, b] araligindan Q¢(R)’ye tamimlanan siirekli
fonksiyonlarin ailesi

[a, b] araliginda tammh p. kuvveti integrallenebilen
fonksiyonlarin ailesi

x merkezli r yaricaph kapali yuvar
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1. GIRIS

Kiime degerli fonksiyonlar ve integral denklemler nonlineer fonksiyonel analizde
onemli bir yere sahiptir. Kontrol teorisi, optimizasyon teorisi, oyun teorisi, robotik,
miihendisligin cesitli dallar1 ve ekonomide temel bir arag olarak kiime degerli
fonksiyonlar kullanilmaktadir. Diger taraftan integral isareti altinda en az bir
bilinmeyen fonksiyonun bulundugu denklemler olarak tanimlanan integral denklem-
ler ile bilinmeyen fonksiyonun hem tiirev hemde integralinin bulundugu integro-di-
ferensiyel denklemler epidemiyoloji, fizik, mekanik, miihendislik ve ekonomi gibi
bir ¢cok alandaki karsilagilan problemlerin matematiksel olarak modellenmesinde
onemli bir yere sahiptir, [1], [2].

integral denklemler alanindaki calismalar 19. ytlizyilda baglamigtir. Daha once-
den diizenli olmayan arastirmalar yapilsa da, ayni ytzyilin sonlarina dogru daha
diizenli ve bilin¢li calismalar yapilmis ve baz sonuclar elde edilmistir. Integral
denklemlerle ilk olarak 1823 yilinda Abel’in tautochrone problemi olarak bilinen
bir mekanik problemini inceledigi esnada karsilagildigi bilinmektedir. Abel bu
problemi matematiksel olarak analiz ederken integral denklem kullanmig olsa da
integral denklem ifadesi literatiire ilk olarak Du Bois Reymond’un 1888 yilindaki
bir ¢aligmas: ile girmistir, [3], [4].

Nonlineer analizin en kapsamli branglarindan biri olan ve ekonomide optimal
kontrol teorisi [5-7], tipta insan kalbindeki aortun mitral kapaklar1 gibi yapilarin
modellenmesi [8], mekanikte viskoelastik malzemelerin yapisinin modellenmesi
[9] gibi daha bir ¢ok problemin matematiksel zemine tagimmasina imkéan saglayan
lineer olmayan integral denklemler ayr1 bir 6neme sahiptir.

Ozel olarak integral isareti altinda interval degerli bilinmeyen bir fonksiyon
ihtiva eden denklemlere interval integral denklem denir. Bir ¢cok aragtirmaci bugtine

kadar bazi tipteki lineer olmayan interval integral denklemlerin ele alinan uzayda



¢ozlime sahip olmasi icin yeter sartlar1 arastirmig ve bu sartlar altinda soz konusu
¢oziim ya da ¢oziimlerin karakterine iligkin sonuglar vermiglerdir.

Son yillarda, S. Arshad [10], V. Lupulescu [11], N. V. Hoa [12], Y. Shen [13],
M. T. Malinowski [14], S. Salahshour, M. Khan [15] ve kaynakga kisminda verilen
diger yazarlar interval degerli diferansiyel denklemler ve integral denklemler ile
ilgili cesitli sonuclar vermislerdir.

Ornegin [16] ve [12] numarali cahsmalarda Y bilinen, X ise bilinmeyen kiime

degerli fonksiyonlar ve ¢ € [a, b] olmak tizere;

1 ¢ o1
o / (t - 5 1 (TX)(s)ds,

X(t) ﬁ / (t — 5)°1(TX)(s)ds

Y(?)

ve
t
Yt)= = [ (t—s)*"X(s)d
)= g7 | (=X ()
seklindeki interval integral denklemler sirasi ile ele alinmigtir.

Bu calismada ise [a, b] araliginda tanimh interval degerli ve siirekli fonksiyonlarin

uzay1 C ([a, b], Qc(R)) de,

X(t) = ﬁ/ (t— ) ult, s, (TX) (s))ds, (1.0.1)

seklinde tanimlanan kesirli mertebeden interval integral denklemi ele alinacaktir.
Bu amacla, Banach Sabit Nokta Teoremi kullanilarak ¢oziimiin varhigi ve varsa
bu ¢oziimiin ne oldugu arastirilacaktir.

Burada a € (0,1] ve T ise C ([a, b], 2c(R)) tizerinde bir operatordiir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde sonraki boliimde ihtiyac duyulacak olan bazi tanim ve teoremler
verilecektir. Ayrica daha fazla bilgi igin [17] ve [18] numarali gahgmalara bakilabilir.
R™ kiimesinin bog olmayan, kapali, sinirli ve konveks alt kiimelerinin ailesi
Q¢ (R™) ile gosterilir. Ozel olarak n = 1 olmas: durumunda, Q¢ (R) ailesi R reel
sayilar kiimesinin kapali ve siirh intervallerinden (araliklarindan) olusur. Q¢ (R)
ailesinin herhangi bir elemam A = [A, Z] ile temsil edilir.
[Aﬂ, [Q, Bl € Q¢ (R) ve p € R i¢in Minkowski toplama ve skalerle garpma
islemleri sirasiyla;

(AA) + [B.B) = [A+B.A+ ]

ve
(1A, pA], >0
pelAAl =9 {0}, u=0
(A pA], p<0

ile tanimlanir. Ayrica
(—1)- [A,A] = [-A,-A]
seklindedir.

Ornek 2.0.1. A = [-2,1] ve B = [3,4] olmak izere,

A+B=1[(-2)+3,1+4]

= [1,9]
ve
—B = —[3,4] = [-4, —3]
oldugundan
A— B =[-6,-2]
olur.



Tanmim 2.0.1. Q¢ (R) dzerinde,
H(A,B) =max {|A— B|,|A-B|}

seklinde tanamlanan H : Qc (R) X Q¢ (R) — RT = [0, 00) fonksiyonu bir metrik
belirtir. Bu metrige Hausdorff-Pompeiu metrigi denir. Ayrica (Qc (R), H) bir

tam metrik uzaydur, [17).
Ornek 2.0.2. A = [3,5] ve B = [—2,4] i¢in
H (A, B) = max {[3 — (=2)[,[5 — 4}
= max {|5], [1]}
=95
dar.

Tanim 2.0.2. Bir A = [A, Z] araliginin genisligi veya boyu,

tle tanimlanar.

Ayrica
wp(t) = w (F(t))

seklinde tanimlanan wg : [a,b] — RT reel degerli fonksiyonu [a,b] araligi izerinde
artan (azalan) ise F : [a,b] — Q¢ (R) interval degerli fonksiyonuna w—artan

(w—azalan) denir. Bu durumda F ’nin [a, b] dzerinde w—monoton oldugu séylenir,

[17).

Ornek 2.0.3. A = [—2,8] icin
w(A) =8—(=2) =10

dir.



Ornek 2.0.4.
F(t) = [t €]

seklinde tanumly F : [1,2] — Q¢ (R) interval degerli fonksiyonu i¢in
wp(t) =w (F(t) =¢e —t

ve

wp(t) =€ —1>0
oldugundan F fonksiyonu w—artandar.

Ornek 2.0.5.

F(t) = [t*,2 —t]
seklinde tanimly F : [0,1] — Q¢ (R) interval degerli fonksiyonu i¢in
wr(t) =w(F(t) =2t —t

ve t € [0,1] olmak tzere,

wp(t) = —1—2t <0
oldugundan F fonksiyonu [0,1] araligs izerinde w—azalandar.

Tanim 2.0.3. [A, Z}, [ﬁ, B| € Q¢ (R) intervallerinin genellestirilmis Hukuhara

fark:y (veya kisaca gH fark:)
[A,Z} Sy [E,E} = [min {A — B, A— F} , max {A — B, A- EH
seklinde tanimlanan intervalidir, [17).

Tanim 2.0.4. F : [a,b] — Q¢ (R) bir interval degerli fonksiyon ve ty € |a, b

olmak “zere, eger

. F(to+k)o, Fl(ty)
/ _ g
F(to) = Jim, k

limiti mevcut ise F'(ty) ifadesine F'nin ty noktasinda genellestirilmis Hukuhara

tirevi (veya kisaca gH-tiirevi) denir. Eger hert € [a, b] noktasinda F'(t) € Q¢ (R)
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mevcut ise F'nin [a,b] dzerinde genellestirilmis Hukuhara tirevlenebilir (veya
kisaca gH-tirevlenebilir) oldugu séylenir. Burada F' : [a,b] — Qo (R) interval

degerli fonksiyonuna F'nin [a,b] dzerinde gH-tirevi denir [17], [18].

Onerme 2.0.1. Hera <t <b i¢in F(t) = [F(t), F(t)] olmak iizere, F : [a,b] —
Qc (R) interval degerli bir fonksiyon olsun. Reel degerli F ve F fonksiyonlar
to € [a,b] noktasinda tirevlenebilirse bu durumda F interval degerli fonkisyonu

to € [a, b] noktasinda gH-tirevlenebilirdir. Ayrica

F'(ty) = [min {%F(to), %M} , max {%F(to), %MH (2.0.1)

dir, [19].

Bu onermenin karsiti dogru olmayabilir. Yani F'nin gH-tlirevlenebilirligi F'
ve I fonksiyonlarimin tiirevlenebilirligini gerektirmez. Ancak F fonksiyonu [a, b]

iizerinde gH-tiirevlenebilir ve w—artan ise F ve F fonksiyonlar da [a, b] iizerinde

tiirevlenebilirdir ve F'(t) = [F'(t), F'(t)] dir. Benzer olarak F' fonksiyonu [a, b]

{izerinde w—azalan ise F ve F fonksiyonlar1 da [a, b] {izerinde tiirevlenebilirdir ve

F'(t) = [F'{1), F'(t)] dir.

Ornek 2.0.6. F : [0, %] — Q¢ (R) doniisiimii
F(t) = [sint, 1 4+ cost]

seklinde tanvmlansin. Burada F | F : [0, 5] — R fonksiyonlar:

F(t) =sint ve F(t) = 1+ cost

dir. Béylece to € [0, 3] igin

F'(ty) = [min {M,m} , Max {M,m}]
= [min {cos ty, —sinty} , max {cos tyg, — sin to }|

= [—sinty, cos ty|

olur.



Ornek 2.0.7.

[t-1,1-t], —-3<t<0
F(t) =
[-1—-t,1+%], 0<t<3
olarak verilen F : [=3,3] — Q¢ (R) dontsiminin t = 0 noktasindaki tirevini

arastiralim.
-3 <t <0 tken;
t

o= [}-11-

olup, F' fonksiyonu w— azalandvr. Bu durumda F” (0) = [—1, %] dir. Diger taraftan
0 <t <3 iken;

F(t) = {_1 — 1+ é]

ve F fonksiyonuw—artan oldugundan F'_(0) = [—1, 1] dir. Béylece t = 0 noktasinda
sagdan ve soldan tirevler birbirine esit oldugundan F' fonksiyonununt = 0 noktasinda

turevi mevcuttur ve

F'(0) = FL(0) = FL(0) = [_1’ %}

seklindedur.

[a, b] tizerinde tanimlanan, reel degerli ve siirekli fonksiyonlardan olusan C'|a, b]
kiimesi do (f,9) = max{|f(t) —g(t)| : t € [a,b]} standart metrigi ile bir tam
metrik uzaydir, [23].

C ([a,b],Qc (R)), [a,b] izerinde tanimlanan stirekli ve interval degerli fonksi-

yonlarin ailesi ve

Hc(F,G) = sup H(F(t),G(t))

a<t<b

olmak iizere, (C ([a,b],Qc (R)), He) bir tam metrik uzaydir, [12].
Interval degerli fonksiyonlar icin Lebesgue integrali kiime degerli fonksiyonlar

i¢in tanimlanan Lebesgue integralinin 6zel bir durumudur, [20].

Tanim 2.0.5. Her a <t < b i¢in F(t) = [F(t), F(t)] olmak tizere, F : [a,b] —

Qc (R) interval degerli bir fonksiyon ve F, F de |a, b] tizerinde reel degerli dlgiilebilir

7



ve Lebesgue integrallenebilir iki fonksiyon olsun. Bu durumda F ’nin [a, b] tzerinde

Lebesgue integrallenebilir oldugu soylenir ve

/F(t)dt: /Mdt,/bmdt

ile verilir, [20].

Ornek 2.0.8. F : [0,1] — Q¢ (R) déniigiimii F(t) = [t, 2+ 1] olarak verilsin. Bu

1

[ o /

tdt,/t2+1
0

durumda

“ij

(t)dt

Il
o — \H

Il
1
N | —
Q| >
—_

seklindedir.

1 < p < ooigin K(t) = H(F(t),0) seklinde tanimlanan K : [a,b] — R
fonksiyonu LP[a,b] smifinda olmak iizere, F' : [a,b] — Q¢ (R) interval degerli

fonksiyonlarin ailesi LP([a, b, Q¢ (R)) ile gosterilir. Ayrica LP([a, b], Q¢ (R)) ailesi

b 1/p
(F,G) = (afH (B (@), GO dt) , 1<p<oo
ess SpH (F(1), G(1),  p=o0

metrigi ile bir tam metrik uzaydir, [21].

Tamm 2.0.6. [12 © € L' [a,b] ve a > 0 olsun. Bu durumda z’in «. mertebeden

Riemann-Liouwille kesirli integrali

ile tansmlanar.



F € L'([a,b],Qc (R)) ve a > 0 olmak tzere,

e L[
O = | G

ile tamemlanan integrale ise F' 'nin o. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali

ady verilir.

Burada I' sembolii 0 < o < oo degerleri i¢in,

F(a):/ tte~tdt
0

seklinde taniml gamma fonksiyonunu gostermektedir.
Diger taraftan F = [F, F] € L'([a,b], Qc (R)) olmak tizere hemen hemen her
t € [a,b] igin

Y5 F(t) = I F (1), I F (1)

seklindedir.

Bu calismada, J5, F'(-) gosterimi yerine F,(-) gosterimi kullanilacaktir.
Okuyucu konuyla ilgili daha fazla bilgi igin [11], [22] ve kaynak¢ada verilen

calismalara bakabilir.

Tanim 2.0.7. F : [a,b] — Q¢ (R) dondisimi verilsin. Her e > 0 sayisina karsilik
la,b] araligindaki )" ) (tm — sm) < 0 olacak sekilde ayrik agik araliklarin her
{(sm,tm) :m=1,2,...,n} ailesi i¢in Y " H(F (tm),F (sm)) < € kosulunu

saglayacak sekilde 6 > 0 sayist mevcut ise F donisimine mutlak sureklidir

denir. [a,b] dzerinde tanimly interval degerli mutlak sirekli fonksiyonlarin ailesi

AC([a, b], Qe (R)) ile gdsterilir, [17].

Teorem 2.0.1. Asagudaki (i) ve (ii) sartlarine saglanmast durumunda,

Y (t) = m/ (t— )1 (TX) (s) ds

«

t € [a,b] olmak iizere, denkleminin bir tek X (t) = T-' (Y]

1_a) cozumi vardar,

[16].



(i) Y € L'([a,b], 2 (R)) olmak iizere, Yy _,, w—artan, |a,b] tizerinde mutlak
stirekli ve Y1_o(a) = {0} dir.

(ii) T, L'([a, b], Qc (R)) tizerinde birebir bir operatordiir.

Ornek 2.0.9. [16] L'(]0,1], Q¢ (R)) uzayinda

[\/E, Vi + t2] /t(t —5)7Y2 [e&, em} ds (2.0.2)

1
I'(3)
seklindeki nonlineer Volterra interval integral denklemini goz onine alalim.

Burada T : L*(]0, 1], Q¢ (R)) — L'([0,1], Q¢ (R)) operatori ve interval degerli
Y :[0,1] = Q¢ (R) fonksiyonu

(TX)(s) =X = [e&, em]

ve
Y () = [VEVi+ 22|
seklindedir.
Ayrica f (x) = €® reel degerli fonksiyonu artan oldugundan [e&, em} intervalleri
anlamlidur.

Vg ()= i [ (6= [V v+ ds

_ [F(ll) /t (t— )72 \/gds,i/ot (t— )" (V5 +52) ds}

[ét,w—i_ﬁt} '(3)

157 2

olup t € [0,1] ve Y1 € AC([0,1],Qc (R)) dir.

Ayrica

1 t5/2
w (Y; (t)) _ M)
2 157

w <Y% (t)) - 8@3/2 >0

oldugundan Y1 fonksiyonu [0, 1] dizerinde w-artandar.

10



Bovylece

Y (1) = {@ 8@3/2 4 \/ﬂ

ve hert € [0, 1] igin

27 37 2

(TX) (1) = X0 = [X0,X0] = v (1) {ﬁ BVt ﬁ]

2

elde edilir. Boylece (2.0.2) interval integral denklemin ¢ozimai

X(t)=T" <Y2 (t))

[ (Y]

seklinde elde edilir.

Teorem 2.0.2 (Banach Sabit Nokta Teoremi). (X, d) bir tam metrik uzay
veT' : X — X bir daralma donisumi olmak tzere;

(a) T nin bir ve yalniz bir sabit © € X noktas, vardr,

(b) Herhangi bir xy € X igin (T"xq) iterasyon dizisi T 'nin sabit noktasina

yakinsar, [23).

Ispat. Ilk olarak T nin bir sabit noktasmin varligini ispatlayalim. ¢ € X herhangi

bir baglangic noktasi olsun. n > 1 i¢in
Ty =TT,

olmak iizere (x,,) iterasyon dizisini géz oniine alalim.

Bu durumda m > n icin
d(zp, xy) =d(T"xy, T"xo) = d (T”xo, T”Tm_"xo)
< a"d (:co, Tm’":co) = a"d (z9, Tm_n)
< a"{d(xo,z1) +d(z1,22) + ... + d(Tpm—pn_1,Tm—n)}

<a'"d(zo,z) {l1+a+a®+...+a™ "1}

1—am™™
= a"d (x9,x1) 1o

d (Qj’o, xl)

an

<
T 1-«

11



elde edilir. « € (0,1) oldugundan

lim o =0
n—oo

olur ve béylece (x,,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu sonucuna ulagiriz.
Ayrica (X, d) bir tam metrik uzay oldugundan X kiimesinde (z,) dizisinin
yakinsadigr bir x eleman1 mevcuttur. Simdi bu x elemaninin 7' déniigtimii igin

sabit bir nokta oldugunu gosterecegiz.
d(Tz,x) <d(Tx,T"xo) + d (T"xg, x)
<ad(x,x,—1) +d(z,, )
oldugundan ve (z,) dizisi z’e yakinsadigindan d (T'z,z) = 0 elde edilir. Boylece

Tx = x sonucuna ulasilir.

Diger taraftan 7' nin stirekliligi ve

Te =T ( lim xn) = lim T'(x,) = lim z,.; =2
n—00 n—00 n—00

esitligini kullanarak da x’in sabit nokta oldugu gosterilebilir.
Simdi 7" nin yalniz bir tane sabit noktaya sahip oldugunu gorelim.

Herhangi bir y € X igin T'y = y olsun.O zaman
d(z,y) =d(Tz,Ty) < ad(z,y)
olur. 0 < a < 1 oldugundan d (z,y) = 0 bulunur ki bu ise x = y oldugu anlamina
gelir. [

Ornek 2.0.10.
1
z(t)=1+ )\/ ez (s)ds (2.0.3)
0
denkleminin C' [0, 1] uzayinda bir ¢éziime sahip olmasu i¢in A nan saglamasi gereken

yeter sarty belirleyip bu sart altinda denklemin ¢oziminid arastiralim.

C'[0,1] dzerinde T operatori,
1
(Tz)(t) =1+ )\/ ez (s)ds
0

12



seklinde tanimlansin.

Bu durumda T operatorunin sabit noktasi, yani Tx = x sartiny saglayan x
fonksiyonu (2.0.3) ile verilen denkleminin bir ¢ézimi olacaktur.

Simdi T operatorinin sabit noktasimin varhgimi arastiralim. Bunun icin T
operatoriuniun bir daralma dontusimi olup olmadigina bakalim.

Herhangi x,y € C'[0,1] i¢in,

do (T, Ty) = sup |(T'x) (t) — (Ty) (2))

t€[0,1]
1 1
= sup (1+)\/ e x (s) ds) - (1+)\/ ey (s) ds)
te[0,1] 0 0
1
= sup )\/ e (z(s) —y(s))ds
tefo1] | Jo
1
< sup [ [l (s) =y (s ds
tef0,1] Jo
1

< Al sup / sup |z (s) — y (s)| &*ds
0

te(0,1] s€[0,1]

1
< [N duo (,) sup / e'>ds
0

tel0,1]

= [N dw (z,y) sup (—et*1 + et)
t€[0,1]

= [Adw (z,y) (e = 1)
elde edilir. Boylece
doo (T, Ty) < [A] (€ — 1) dos (2, 9)

olup || (e — 1) < 1 alvmrsa, yani

1

Al <
Al <——

icin T operatori bir daralma donusimaidir. O halde Tx = x olacak sekilde bir
tek sabit nokta vardar.

Simdi xo (t) = 0 ile baslayarak Banach sabit nokta teoremindeki iterasyonla

13



bu noktayr bulalvm.

x1(t) = (Txo) (1) =1+ )\/01 e xy () ds = 1,

xg(t):(TxQ)(t):1+)\/016t_sx2(t)ds:1—/\et (1—1) (1+ ),

e

ve genel olarak

T (t) = (Txn—1) (t) =1 — Ae' (1 - 1) (T+A+...+2"7?)

e

olmak “izere

1
lim z, (t) = lim (1—Aet (-—1) (1+>\+>\2+--~+)\”2)>
n—oo n—00 e

A 1
& — | — g
1-A° <e )

:p(t)zl—li)\et(é—l)

seklinde tanwml x fonksiyonu T ’nin sabit noktasidur ve (2.0.3) denkleminin bir

elde edilir. Boylece

cozumadur.
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3. NONLINEER BIR INTERVAL INTEGRAL

DENKLEM SINIFININ COZULEBILIRLIGI

Bu ¢aligmada sunulacak temel sonucu vermek icin agagidaki lemmaya ihtiyag

vardir.

Lemma 3.0.1. X, Y € C([a,b],Q2c (R)) olmak tizere

HC (X, Y) = sup P(X,y) (t)

t€[a,b]

esitligi saglanir. Burada

)

Pix,yy (t) = sup (max{‘&s) —Y(s)

s€la,t]

seklindedir, [16].
ispat .

9

Heo (X,Y) = sup (max{‘&—@

te(a,b]

X(s) = Y(s)

- 1)

tanimi goz 6niine alinirsa P xy) : [a,b] — R fonksiyonunun iyi tanimh oldugu ve

her bir t € [a, b] icin

0< Pxy(t) < He(X,Y)

esitsizliginin saglandigi goriiliir. Supremum 6zelliginden

Sl[lp] Pxy)(t) < He (X,Y)
tela,b

ve

P(X7y) (b) = HC (X, Y) S sup P(va) (t)

te(a,b]

yazilabilir. Boylece (3.0.1) ve (3.0.2) esitsizliklerini kullanarak

HC (X, Y) = sup P(X,y) (t)

t€(a,b]

elde edilir.
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Bu ¢alismada C([a,b], Q¢ (R)) tizerinde (1.0.1) formunda verilen nonlineer
interval integral denklemi agagidaki kabuller altinda ele alinacaktir.

(i) D C C([a, b], 2 (R)) kapali bir kiime,
T:D — C([a,b],2% (R)) ve u: [a,b] X [a,b] x Qc (R) — Q¢ (R)
olmak fizere, her X,Y € D ve t € [a,b] i¢in

Uty s, (TX) (1) = ult,s, (TY) ()| < K |(TX) (1) = (TY) (1),

[t s, (TX) (1) — ults, (TY) ()] < K [(TX) () - (TV) (1)

Y

(TX) (1) - @) ()] < LX) - Y (1)

(TX) (0 - 1Y) ()] < L|X @ -V @)

esitsizlikleri saglanacak sekilde negatif olmayan K ve L sabitleri mevcut olsun.
(ii)
KL(b—a)* <T(a+1) (3.0.3)

esitsizligi saglansin.

Teorem 3.0.1. (i) ve (ii) sartlar: altinda, (1.0.1) interval integral denkleminin

bir X = X (t) ¢ozimi mevcuttur.

ispat. Ispat yapilirken Banach sabit nokta teoremi kullanilacaktir.

Her X € D ve t € [a, ] igin,
F:D — C(a,b],Qc (R))

operatoru
(FX)(t) = FL / (t— s)"Yu(t, s, (TX) (5))ds

seklinde tanimlansin.
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Lemma 3.0.1 ile birlikte (i) ve (ii) kabulleri kullamlarak,

He (FX,FY)
= swp I (FX) (@), (FY) ()
= mp (max {‘( FX)(t) — (FY) (t)’ : ‘(FX) (t) — (FY) (t)‘})

S|

1 tu(t,s, (TX)(s)) 1 tu(t,s,(TY)(s))
T it |

Ia) J, t—s)l-a o Ia) J, t—s)l-@

)

| uty5, (TX) (5)) — ult 5, (TY) (s))
=T oy (max{/ (t—s)t= &
s T ) - ules T E)|
/a (t=s) ’
| CK|(TX) ()~ (M) ()| e K |TX) () - (TY) (5]
= o) (m{/ T e R d})

i t KL|X(s) = Y(s) t KL|X(s) — Y(s)
o) o (“{/ (i s d/ DR d})

X(s) - Y(s)| [ X5 - Vo) }ds)
)1
(

(t—s
. X(s) 5>() WW})dS)

= sup | max
te[a,b]

1 Yul(t,s, (TX)(s)) 1 tu(t,s,(TY)(s))S
T o) ’

I(a) J, t—s)l-a [(a) J, t—s)l-@

KL tmaX{
: /

/t SUP,ea,4] (max{

= T(a >te[ 3 t

sup (P(XY >
tE[ ,b] a

KL b—a)®
( sup P(Xy) (t)
( ) te(a,b]

KL(b a)®
Ma+1)

elde edilir.

Ho(X,Y)

(3.0.3) esitsizliginden
KL(b—a)~
<
- D(a+1)
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oldugundan, F' operatoriiniin D tizerinde bir daralma déniigiimii oldugu soylenebilir.
Boylece Teorem 2.0.2 ’den F' déniigiimii C([a, b], Q¢ (R)) uzayimimn D alt kiimesinde
bir sabit noktaya sahiptir.

Sonug olarak (1.0.1) ile verilen nonlineer interval integral denklemi C/([a, b], Q¢ (R))

uzayinda bir ¢oziime sahiptir. O]

Ornek 3.0.1. C([8,9], Q¢ (R)) uzaymda

X(t)zr(lé)/o \/‘Z{_(Ss)ds (3.0.4)

seklindeki interval integral denklemini ele alalim.

Buradau : [8,9]x[8,9]x Q¢ (R) — Q¢ (R) dondstimi u(t, s, X) = [\/X, \/?]
seklinde tanimlidar.

Ayrica K : [8,9] — Q¢ (R) dondigimii K (t) = [7,8] ve
D =B[K,3] = {X : X € C([8,9], 2 (R)) | Ho (K, X) <3} c C(]8,9], Q¢ (R))

olmak dzere T : D — C([8,9],Q¢ (R)) operatéri TX = X seklinde birim
operatodiir.

Diger taraftan X € D = B[K, 3| olmak iizere,

)

He(X,K) = sup (max{‘&—@

8<t<9

- K])) <3

olacagindan hert € [8,9] i¢in ‘X(t) — K(t)‘ < 3,

X(t) — K(t)‘ < 3 ve dolayiswyla

4 < X(t) <10 veb < X(t) <11 olur.

Bu durumda
A={X=[X.X] € ®R):X>40veX >4}

olmak tizere, X € D iken (TX) (t) = X (t) € A elde edilir. Boylece u(t, s, (T'X) (s))
ifadesinin anlamly oldugu goruliir.

Simdi (1) ve (ii) sartlarimn saglanip saglanmadigine inceleyelim.
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X,Y € D vet,s € [8,9] olmak tizere, X(t),Y (t) € A oldugundan,

ult, s, TX (1)) — ult, s,TY(t))‘ - ]\/X(t) - \/Y(t)‘

ve benzer sekilde

w(t, s, TX()) — a(l, s, TY(t))‘ < ‘X(t) - y@)‘

elde edilir.

Diger taraftan X, Y € D ve t € [8,9] olmak iizere,

(TX) (1) - (1) ()] =[x - Y ()

TX) 0 - T 0| = [XO - Y0
oldugundan
K=—-—wvel=
dir.

Ayrica

=8, b=9 _1
a=8, b= Uea—2

oldugu da goz onine alimirsa

KL(b—-a)* /r
Tatl) 7 !

olur. Dolayiswyla (1) ve (ii) sartlar saglanar.
Teorem 3.0.1 geregince (3.0.4) denkleminin D = B[K,3] C C([8,9],Q¢ (R))
kumesinde bir cozimi vardar.

Simdi bu cozimu arastiralim.
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[£.t] alinrsa,

Xo(t)

ve genel olarak

elde edilir.

2" —1
2TL
t

(7)

, lim
2’ n—oo

2™ —1
il A

oldugundan
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seklindeki dizi C([8,9], Q¢ (R)) uzaywmn B[K, 3] kapal yuvarimda

™

T
X(t :[ a—ﬂ
&)= |3t 2
noktasina yakinsar. Dizinin terimleri ve yakinsadign nokta B [K, 3] kapali yuvarin-

dadir. Ayrica
T,w
X(t) = [—t, —t]
&)= |7t 2
fonksiyonu (3.0.4) denkleminin bir ¢ozimidir.

Gercekten de (3.0.4) denkleminde

yerine yazilirsa

oldugu gorilir.
Ornek 3.0.2. C([0, 71, Q¢ (R)) uzayinda

1 b sin X (s)
X(t) = F(%)/O s (3.0.5)

seklindeki interval integral denklemini goz oniine alalim.

B [0, %] kapals yuvare C([0, 5], Qc (R)) ‘nin tam olan bir alt uzayider. Bu denklemin

™

cozumuniu B [9, g] kiimesinde arayacagiz. X € B [9, 5} ise

He(X,0) = sup (maX{(& —@‘ ) ’m B @\})

- . (o {0 [0}

s
0<t<Z

)

™

< =
-2
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olacagindan X (t) C [—g, %] dir. Ayrica f (x) = sinx fonksiyonu [—7, 7] tzerinde

artan reel degerli bir fonksiyon oldugundan, her X € B [9, g} wein,

sin X (t) = [sin X(t),sinm}

intervali anlambidar. (3.0.5) denklemi igin,

(TX) (1) = Si”‘;( ) _ % [sin X (1), sin X7
s 1
CL:O, b= 5, a = g

dir. Diger taraftan

X))~ @V) ()] = 5

sin X (£) — sinY(t)(

2
(X)) -Y(E) X)) +Y()
= |S1n 5 COS >
< |sin <—%_ w)
r 2
<5 |[xm -y
ve benzer olarak
@70 - T < 5 [K0 - 7]

yazlabilir. Ayrica

[t 5, (TX) (1)) = u (2,5, (1Y) (0)] < |(@X) (8) = (@Y) (1)

I

[t (TX) (1) — ults, (1Y) )| < |[[TX) (0) - (V) 1)

oldugundan
1

Lzéve[(zl

alinabilir. Béylece (i) sarty saglanwr. Ayrica

KL(b—a)~

=0,65<1
['(a+1) ’
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olmaktadur. Béylece (3.0.5) interval integral denkleminin B [9, %} c ([0, 5], Q¢ (R)

yuvarinda bir X = X (t) ¢ozimi mevcuttur.

Ornek 3.0.3. C([0, 11,Q¢c (R)) uzayinda,

X(t) = /0 (0, 5] + X(s)) ds (3.0.6)

interval integral denklema icin,

dir. Burada

ult, s, (TX)(t)) = (TX)(?),

u(t,s, (TX)(t) =s+ (TX)(t)
ve (TX)(t) = X(t) olmak tizere

(X)) - ()| =[x -y,

TX)@) - 0| = [X@ - Y0
oldugundan L =1 dir. Ayrica

ult, s, (TX)(1) — ult, s, (TY) (1) | = |(TX) (1) - (@V) (1)

ve

ult.s, TX)®) - ult.s, (TY) )| = |TX)@) - TV

oldugundan K =1 dir.
Boylece
KL(b—-a)* 1

=-<1
['a+1) 2

oldugundan Teorem 3.0.1 geregince (3.0.6) denkleminin C([0, 1], Qc (R)) uzayinda
bir ¢ozumi vardar.

Simdi bu ¢cozimi arastiralim.
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Xo =[0,0] alimrsa
Xi(t) = /Ot [0, s] + Xo(s)ds
:/Oto +Xo_(s)ds,/0t(s +M)ds]

= :/Ot Ods,/ot(s + O)ds]

ve genel olarak

olarak bulunur.

Daha sonra bu dizinin limiti alinirsa, (3.0.6) denklemin ¢ézimi

X (t) = lim X, (t)

n—o0
n t(k+l)
= |0, i
o0 (k+1)!
= [O, el —t— 1}

olarak elde edilir.

Gercekten de (3.0.6) denkleminde
X(s)=[0,e* —s—1]
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yerine yazilirsa

/0([0,8]—1—[0,65—5—1])(15:/0 ([0,e* —1])ds

_ [ /0 s, /O t(es—l)ds}

= [0,¢" =t —1]

— X(t)

oldugu gorilir.
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