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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

BAZI İNTERVAL DEĞERLİ FONKSİYON SINIFLARI ÜZERİNE

Ömer Faruk ÖZDEMİR

İnönü Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Ana Bilim Dalı

28+v sayfa

2019

Danışman : Dr. Öğr. Üyesi Ümit ÇAKAN

Üç bölümden oluşan bu yüksek lisans tezinin ilk bölümünde küme değerli

fonksiyonlar ile integral denklemlerin tanımı ve uygulama alanları verildi. Ayrıca

bu konuda yapılmış çalışmalar hakkında genel bilgiler de verildi.

Tezin ikinci bölümünde son bölümde kullanılan temel tanım ve teoremler ile

bazı örnekler sunuldu.

Son bölümünde ise C ([a, b] ,ΩC (R)) uzayında nonlineer bir interval integral

denklem sınıfının çözümüne ilişkin bir varlık teoremi ispatı ile birlikte verildi.

ANAHTAR KELİMELER: Küme Değerli Fonksiyonlar, Kesirli İntegral,

İnterval İntegral Denklemler, Sabit Nokta

Teoremi.
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ABSTRACT
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ON SOME CLASS OF INTERVAL VALUED FUNCTIONS

Ömer Faruk ÖZDEMİR
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Department of Mathematics
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2019

Supervisor : Assist. Prof. Dr. Ümit ÇAKAN

In the first chapter of this master thesis consisting of three chapters, definition,

usage areas, classification of integral equations and set valued functions are given.

Also general informations about studies carried out in this area are given.

In the second chapter, some basic definitions and theorems used in later

chapters are given with some examples.

In the third chapter, in space (C [a, b] ,ΩC (R)), an existence theorem for

solutions of a class of nonlinear interval integral equations is presented with its

proof.

KEYWORDS: Set Valued Functions, Fractional Integral, Interval Integral

Equations, Fixed Point Theorem.
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SİMGELER VE KISALTMALAR

R : Reel sayılar cümlesi

ΩC (Rn) : Rn nin boştan farklı kapalı, sınırlı ve konveks alt

cümlelerin ailesi

C [a, b] : [a, b] aralığında tanımlı, reel değerli ve sürekli

fonksiyonların ailesi

C ([a, b],ΩC(R)) : [a, b] aralığından ΩC(R)’ye tanımlanan sürekli

fonksiyonların ailesi

Lp[a, b] : [a, b] aralığında tanımlı p. kuvveti integrallenebilen

fonksiyonların ailesi

B[x, r] : x merkezli r yarıçaplı kapalı yuvar

R+ : [0,∞)

max : Maksimum

min : Minimum

sup : Supremum
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1. GİRİŞ

Küme değerli fonksiyonlar ve integral denklemler nonlineer fonksiyonel analizde

önemli bir yere sahiptir. Kontrol teorisi, optimizasyon teorisi, oyun teorisi, robotik,

mühendisliğin çeşitli dalları ve ekonomide temel bir araç olarak küme değerli

fonksiyonlar kullanılmaktadır. Diğer taraftan integral işareti altında en az bir

bilinmeyen fonksiyonun bulunduğu denklemler olarak tanımlanan integral denklem-

ler ile bilinmeyen fonksiyonun hem türev hemde integralinin bulunduğu integro-di-

ferensiyel denklemler epidemiyoloji, fizik, mekanik, mühendislik ve ekonomi gibi

bir çok alandaki karşılaşılan problemlerin matematiksel olarak modellenmesinde

önemli bir yere sahiptir, [1], [2].

İntegral denklemler alanındaki çalışmalar 19. yüzyılda başlamıştır. Daha önce-

den düzenli olmayan araştırmalar yapılsa da, aynı yüzyılın sonlarına doğru daha

düzenli ve bilinçli çalışmalar yapılmış ve bazı sonuçlar elde edilmiştir. İntegral

denklemlerle ilk olarak 1823 yılında Abel’in tautochrone problemi olarak bilinen

bir mekanik problemini incelediği esnada karşılaşıldığı bilinmektedir. Abel bu

problemi matematiksel olarak analiz ederken integral denklem kullanmış olsa da

integral denklem ifadesi literatüre ilk olarak Du Bois Reymond’un 1888 yılındaki

bir çalışması ile girmiştir, [3], [4].

Nonlineer analizin en kapsamlı branşlarından biri olan ve ekonomide optimal

kontrol teorisi [5-7], tıpta insan kalbindeki aortun mitral kapakları gibi yapıların

modellenmesi [8], mekanikte viskoelastik malzemelerin yapısının modellenmesi

[9] gibi daha bir çok problemin matematiksel zemine taşınmasına imkân sağlayan

lineer olmayan integral denklemler ayrı bir öneme sahiptir.

Özel olarak integral işareti altında interval değerli bilinmeyen bir fonksiyon

ihtiva eden denklemlere interval integral denklem denir. Bir çok araştırmacı bugüne

kadar bazı tipteki lineer olmayan interval integral denklemlerin ele alınan uzayda
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çözüme sahip olması için yeter şartları araştırmış ve bu şartlar altında söz konusu

çözüm ya da çözümlerin karakterine ilişkin sonuçlar vermişlerdir.

Son yıllarda, S. Arshad [10], V. Lupulescu [11], N. V. Hoa [12], Y. Shen [13],

M. T. Malinowski [14], S. Salahshour, M. Khan [15] ve kaynakça kısmında verilen

diğer yazarlar interval değerli diferansiyel denklemler ve integral denklemler ile

ilgili çeşitli sonuçlar vermişlerdir.

Örneğin [16] ve [12] numaralı çalışmalarda Y bilinen, X ise bilinmeyen küme

değerli fonksiyonlar ve t ∈ [a, b] olmak üzere;

Y (t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1(TX)(s)ds,

X(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1(TX)(s)ds

ve

Y (t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1X(s)ds,

şeklindeki interval integral denklemler sırası ile ele alınmıştır.

Bu çalışmada ise [a, b] aralığında tanımlı interval değerli ve sürekli fonksiyonların

uzayı C ([a, b],ΩC(R)) de,

X(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1u(t, s, (TX) (s))ds, (1.0.1)

şeklinde tanımlanan kesirli mertebeden interval integral denklemi ele alınacaktır.

Bu amaçla, Banach Sabit Nokta Teoremi kullanılarak çözümün varlığı ve varsa

bu çözümün ne olduğu araştırılacaktır.

Burada α ∈ (0, 1] ve T ise C ([a, b],ΩC(R)) üzerinde bir operatördür.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bölümde sonraki bölümde ihtiyaç duyulacak olan bazı tanım ve teoremler

verilecektir. Ayrıca daha fazla bilgi için [17] ve [18] numaralı çalışmalara bakılabilir.

Rn kümesinin boş olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks alt kümelerinin ailesi

ΩC (Rn) ile gösterilir. Özel olarak n = 1 olması durumunda, ΩC (R) ailesi R reel

sayılar kümesinin kapalı ve sınırlı intervallerinden (aralıklarından) oluşur. ΩC (R)

ailesinin herhangi bir elemanı A =
[
A,A

]
ile temsil edilir.[

A,A
]
,
[
B,B

]
∈ ΩC (R) ve µ ∈ R için Minkowski toplama ve skalerle çarpma

işlemleri sırasıyla; [
A,A

]
+
[
B,B

]
=
[
A+B,A+B

]
ve

µ ·
[
A,A

]
=


[
µA, µA

]
, µ > 0

{0} , µ = 0[
µA, µA

]
, µ < 0

ile tanımlanır. Ayrıca

(−1) ·
[
A,A

]
=
[
−A,−A

]
şeklindedir.

Örnek 2.0.1. A = [−2, 1] ve B = [3, 4] olmak üzere,

A+B = [(−2) + 3, 1 + 4]

= [1, 5]

ve

−B = −[3, 4] = [−4,−3]

olduğundan

A−B = [−6,−2]

olur.
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Tanım 2.0.1. ΩC (R) üzerinde,

H (A,B) = max
{
|A−B| ,

∣∣A−B∣∣}
şeklinde tanımlanan H : ΩC (R) × ΩC (R) → R+ = [0,∞) fonksiyonu bir metrik

belirtir. Bu metriğe Hausdorff-Pompeiu metriği denir. Ayrıca (ΩC (R) , H) bir

tam metrik uzaydır, [17].

Örnek 2.0.2. A = [3, 5] ve B = [−2, 4] için

H (A,B) = max {|3− (−2)| , |5− 4|}

= max {|5| , |1|}

= 5

dir.

Tanım 2.0.2. Bir A =
[
A,A

]
aralığının genişliği veya boyu,

w(A) = A− A

ile tanımlanır.

Ayrıca

wF (t) = w (F (t))

şeklinde tanımlanan wF : [a, b]→ R+ reel değerli fonksiyonu [a, b] aralığı üzerinde

artan (azalan) ise F : [a, b] → ΩC (R) interval değerli fonksiyonuna w−artan

(w−azalan) denir. Bu durumda F ’nin [a, b] üzerinde w−monoton olduğu söylenir,

[17].

Örnek 2.0.3. A = [−2, 8] için

w(A) = 8− (−2) = 10

dir.
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Örnek 2.0.4.

F (t) =
[
t, et
]

şeklinde tanımlı F : [1, 2]→ ΩC (R) interval değerli fonksiyonu için

wF (t) = w (F (t)) = et − t

ve

w
′

F (t) = et − 1 > 0

olduğundan F fonksiyonu w−artandır.

Örnek 2.0.5.

F (t) =
[
t2, 2− t

]
şeklinde tanımlı F : [0, 1]→ ΩC (R) interval değerli fonksiyonu için

wF (t) = w (F (t)) = 2− t− t2

ve t ∈ [0, 1] olmak üzere,

w
′

F (t) = −1− 2t < 0

olduğundan F fonksiyonu [0, 1] aralığı üzerinde w−azalandır.

Tanım 2.0.3.
[
A,A

]
,
[
B,B

]
∈ ΩC (R) intervallerinin genelleştirilmiş Hukuhara

farkı (veya kısaca gH farkı)

[
A,A

]
	g
[
B,B

]
=
[
min

{
A−B,A−B

}
,max

{
A−B,A−B

}]
şeklinde tanımlanan intervalidir, [17].

Tanım 2.0.4. F : [a, b] → ΩC (R) bir interval değerli fonksiyon ve t0 ∈ [a, b]

olmak üzere, eğer

F ′(t0) = lim
k→0

F (t0 + k)	g F (t0)

k

limiti mevcut ise F ′(t0) ifadesine F ’nin t0 noktasında genelleştirilmiş Hukuhara

türevi (veya kısaca gH-türevi) denir. Eğer her t ∈ [a, b] noktasında F ′(t) ∈ ΩC (R)
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mevcut ise F ’nin [a, b] üzerinde genelleştirilmiş Hukuhara türevlenebilir (veya

kısaca gH-türevlenebilir) olduğu söylenir. Burada F ′ : [a, b] → ΩC (R) interval

değerli fonksiyonuna F ’nin [a, b] üzerinde gH-türevi denir [17], [18].

Önerme 2.0.1. Her a ≤ t ≤ b için F (t) = [F (t), F (t)] olmak üzere, F : [a, b]→

ΩC (R) interval değerli bir fonksiyon olsun. Reel değerli F ve F fonksiyonları

t0 ∈ [a, b] noktasında türevlenebilirse bu durumda F interval değerli fonkisyonu

t0 ∈ [a, b] noktasında gH-türevlenebilirdir. Ayrıca

F ′(t0) =

[
min

{
d

dt
F (t0),

d

dt
F (t0)

}
,max

{
d

dt
F (t0),

d

dt
F (t0)

}]
(2.0.1)

dir, [19].

Bu önermenin karşıtı doğru olmayabilir. Yani F ’nin gH-türevlenebilirliği F

ve F fonksiyonlarının türevlenebilirliğini gerektirmez. Ancak F fonksiyonu [a, b]

üzerinde gH-türevlenebilir ve w−artan ise F ve F fonksiyonları da [a, b] üzerinde

türevlenebilirdir ve F ′(t) = [F ′(t), F ′(t)] dir. Benzer olarak F fonksiyonu [a, b]

üzerinde w−azalan ise F ve F fonksiyonları da [a, b] üzerinde türevlenebilirdir ve

F ′(t) = [F ′(t), F ′(t)] dir.

Örnek 2.0.6. F : [0, π
2
]→ ΩC (R) dönüşümü

F (t) = [sin t, 1 + cos t]

şeklinde tanımlansın. Burada F ,F : [0, π
2
]→ R fonksiyonları

F (t) = sin t ve F (t) = 1 + cos t

dir. Böylece t0 ∈ [0, π
2
] için

F ′(t0) =
[
min

{
F ′(t0), F ′(t0)

}
,max

{
F ′(t0), F ′(t0)

}]
= [min {cos t0,− sin t0} ,max {cos t0,− sin t0}]

= [− sin t0, cos t0]

olur.
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Örnek 2.0.7.

F (t) =


[
t
3
− 1, 1− t

]
, −3 ≤ t ≤ 0[

−1− t, 1 + t
3

]
, 0 < t ≤ 3

olarak verilen F : [−3, 3] → ΩC (R) dönüşümünün t = 0 noktasındaki türevini

araştıralım.

−3 ≤ t ≤ 0 iken;

F (t) =

[
t

3
− 1, 1− t

]
olup, F fonksiyonu w−azalandır. Bu durumda F ′−(0) =

[
−1, 1

3

]
dir. Diğer taraftan

0 < t ≤ 3 iken;

F (t) =

[
−1− t, 1 +

t

3

]
ve F fonksiyonu w−artan olduğundan F ′+(0) =

[
−1, 1

3

]
dir. Böylece t = 0 noktasında

sağdan ve soldan türevler birbirine eşit olduğundan F fonksiyonunun t = 0 noktasında

türevi mevcuttur ve

F ′(0) = F ′+(0) = F ′−(0) =

[
−1,

1

3

]
şeklindedir.

[a, b] üzerinde tanımlanan, reel değerli ve sürekli fonksiyonlardan oluşan C [a, b]

kümesi d∞ (f, g) = max {|f(t)− g(t)| : t ∈ [a, b]} standart metriği ile bir tam

metrik uzaydır, [23].

C ([a, b] ,ΩC (R)) , [a, b] üzerinde tanımlanan sürekli ve interval değerli fonksi-

yonların ailesi ve

HC(F,G) = sup
a≤t≤b

H(F (t), G(t))

olmak üzere, (C ([a, b] ,ΩC (R)) , HC) bir tam metrik uzaydır, [12].

İnterval değerli fonksiyonlar için Lebesgue integrali küme değerli fonksiyonlar

için tanımlanan Lebesgue integralinin özel bir durumudur, [20].

Tanım 2.0.5. Her a ≤ t ≤ b için F (t) = [F (t), F (t)] olmak üzere, F : [a, b] →

ΩC (R) interval değerli bir fonksiyon ve F , F de [a, b] üzerinde reel değerli ölçülebilir
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ve Lebesgue integrallenebilir iki fonksiyon olsun. Bu durumda F ’nin [a, b] üzerinde

Lebesgue integrallenebilir olduğu söylenir ve

b∫
a

F (t)dt =

 b∫
a

F (t)dt,

b∫
a

F (t)dt


ile verilir, [20].

Örnek 2.0.8. F : [0, 1]→ ΩC (R) dönüşümü F (t) = [t, t2 + 1] olarak verilsin. Bu

durumda

1∫
0

F (t)dt =

 1∫
0

F (t)dt,

1∫
0

F (t)dt


=

 1∫
0

tdt,

1∫
0

(t2 + 1)dt


=

[
1

2
,
4

3

]
şeklindedir.

1 ≤ p ≤ ∞ için K (t) = H(F (t), θ) şeklinde tanımlanan K : [a, b] → R

fonksiyonu Lp[a, b] sınıfında olmak üzere, F : [a, b] → ΩC (R) interval değerli

fonksiyonların ailesi Lp([a, b],ΩC (R)) ile gösterilir. Ayrıca Lp([a, b],ΩC (R)) ailesi

Hp(F,G) =


(

b∫
a

H (F (t), G(t))p dt

)1/p

, 1 ≤ p <∞

ess sup
t∈[a,b]

H (F (t), G(t)) , p =∞

metriği ile bir tam metrik uzaydır, [21].

Tanım 2.0.6. [12] x ∈ L1 [a, b] ve α > 0 olsun. Bu durumda x’in α. mertebeden

Riemann-Liouville kesirli integrali

Iαa+x(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

x(s)

(t− s)1−α
ds

ile tanımlanır.
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F ∈ L1([a, b],ΩC (R)) ve α > 0 olmak üzere,

Iαa+F (t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

F (s)

(t− s)1−α
ds

ile tanımlanan integrale ise F ’nin α. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali

adı verilir.

Burada Γ sembolü 0 < α <∞ değerleri için,

Γ(α) =

∫ ∞
0

tα−1e−tdt

şeklinde tanımlı gamma fonksiyonunu göstermektedir.

Diğer taraftan F = [F , F ] ∈ L1([a, b],ΩC (R)) olmak üzere hemen hemen her

t ∈ [a, b] için

Iαa+F (t) =
[
Iαa+F (t), Iαa+F (t)

]
şeklindedir.

Bu çalışmada, Iα0+F (·) gösterimi yerine Fα(·) gösterimi kullanılacaktır.

Okuyucu konuyla ilgili daha fazla bilgi için [11], [22] ve kaynakçada verilen

çalışmalara bakabilir.

Tanım 2.0.7. F : [a, b]→ ΩC (R) dönüşümü verilsin. Her ε > 0 sayısına karşılık

[a, b] aralığındaki
∑n

m=1 (tm − sm) < δ olacak şekilde ayrık açık aralıkların her

{(sm, tm) : m = 1, 2, . . . , n} ailesi için
∑n

m=1H (F (tm) , F (sm)) < ε koşulunu

sağlayacak şekilde δ > 0 sayısı mevcut ise F dönüşümüne mutlak süreklidir

denir. [a, b] üzerinde tanımlı interval değerli mutlak sürekli fonksiyonların ailesi

AC([a, b],ΩC (R)) ile gösterilir, [17].

Teorem 2.0.1. Aşağıdaki (i) ve (ii) şartlarını sağlanması durumunda,

Y (t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1 (TX) (s) ds

t ∈ [a, b] olmak üzere, denkleminin bir tek X (t) = T−1
(
Y ′1−α

)
çözümü vardır,

[16].
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(i) Y ∈ L1([a, b],ΩC (R)) olmak üzere, Y1−α, w−artan, [a, b] üzerinde mutlak

sürekli ve Y1−α(a) = {0} dir.

(ii) T, L1([a, b],ΩC (R)) üzerinde birebir bir operatördür.

Örnek 2.0.9. [16] L1([0, 1],ΩC (R)) uzayında

[√
t,
√
t+ t2

]
=

1

Γ(1
2
)

∫ t

0

(t− s)−1/2
[
eX(s), eX(s)

]
ds (2.0.2)

şeklindeki nonlineer Volterra interval integral denklemini göz önüne alalım.

Burada T : L1([0, 1],ΩC (R))→ L1([0, 1],ΩC (R)) operatörü ve interval değerli

Y : [0,1]→ ΩC (R) fonksiyonu

(TX)(s) = eX(s) =
[
eX(s), eX(s)

]
ve

Y (t) =
[√

t,
√
t+ t2

]
şeklindedir.

Ayrıca f (x) = ex reel değerli fonksiyonu artan olduğundan
[
eX(t), eX(t)

]
intervalleri

anlamlıdır.

Y1− 1
2

(t) =
1

Γ(1
2
)

∫ t

0

(t− s)−1/2
[√
s,
√
s+ s2

]
ds

=

[
1

Γ(1
2
)

∫ t

0

(t− s)−1/2
√
sds,

1

Γ(1
2
)

∫ t

0

(t− s)−1/2
(√

s+ s2
)
ds

]
=

[√
π

2
t,

16
√
πt5/2

15π
+

√
π

2
t

]
olup t ∈ [0, 1] ve Y 1

2
∈ AC ([0, 1] ,ΩC (R)) dir.

Ayrıca

w
(
Y 1

2
(t)
)

=
16
√
πt5/2

15π
,

w
′
(
Y 1

2
(t)
)

=
8
√
πt3/2

3π
≥ 0

olduğundan Y 1
2

fonksiyonu [0, 1] üzerinde w-artandır.
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Böylece

Y
′
1
2

(t) =

[√
π

2
,
8
√
πt3/2

3π
+

√
π

2

]
ve her t ∈ [0, 1] için

(TX) (t) = eX(t) =
[
eX(t), eX(t)

]
= Y

′
1
2

(t) =

[√
π

2
,
8
√
πt3/2

3π
+

√
π

2

]
elde edilir. Böylece (2.0.2) interval integral denklemin çözümü

X (t) = T−1
(
Y
′
1
2

(t)
)

=

[
ln

√
π

2
, ln

(
8
√
πt3/2

3π
+

√
π

2

)]
şeklinde elde edilir.

Teorem 2.0.2 (Banach Sabit Nokta Teoremi). (X, d) bir tam metrik uzay

ve T : X → X bir daralma dönüşümü olmak üzere;

(a) T nin bir ve yalnız bir sabit x ∈ X noktası vardır,

(b) Herhangi bir x0 ∈ X için (T nx0) iterasyon dizisi T ’nin sabit noktasına

yakınsar, [23].

İspat. İlk olarak T nin bir sabit noktasının varlığını ispatlayalım. x0 ∈ X herhangi

bir başlangıç noktası olsun. n ≥ 1 için

xn = Txn−1

olmak üzere (xn) iterasyon dizisini göz önüne alalım.

Bu durumda m > n için

d (xn, xm) = d (T nx0, T
mx0) = d

(
T nx0, T

nTm−nx0
)

≤ αnd
(
x0, T

m−nx0
)

= αnd (x0, xm−n)

≤ αn {d (x0, x1) + d (x1, x2) + . . .+ d (xm−n−1, xm−n)}

≤ αnd (x0, x1)
{

1 + α + α2 + . . .+ αm−n−1
}

= αnd (x0, x1)
1− αm−n

1− α

≤ αn

1− α
d (x0, x1)
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elde edilir. α ∈ (0, 1) olduğundan

lim
n→∞

αn = 0

olur ve böylece (xn) dizisinin bir Cauchy dizisi olduğu sonucuna ulaşırız.

Ayrıca (X, d) bir tam metrik uzay olduğundan X kümesinde (xn) dizisinin

yakınsadığı bir x elemanı mevcuttur. Şimdi bu x elemanının T dönüşümü için

sabit bir nokta olduğunu göstereceğiz.

d (Tx, x) ≤ d (Tx, T nx0) + d (T nx0, x)

≤ αd (x, xn−1) + d (xn, x)

olduğundan ve (xn) dizisi x’e yakınsadığından d (Tx, x) = 0 elde edilir. Böylece

Tx = x sonucuna ulaşılır.

Diğer taraftan T nin sürekliliği ve

Tx = T
(

lim
n→∞

xn

)
= lim

n→∞
T (xn) = lim

n→∞
xn+1 = x

eşitliğini kullanarak da x’in sabit nokta olduğu gösterilebilir.

Şimdi T nin yalnız bir tane sabit noktaya sahip olduğunu görelim.

Herhangi bir y ∈ X için Ty = y olsun.O zaman

d (x, y) = d (Tx, Ty) ≤ αd (x, y)

olur. 0 < α < 1 olduğundan d (x, y) = 0 bulunur ki bu ise x = y olduğu anlamına

gelir.

Örnek 2.0.10.

x (t) = 1 + λ

∫ 1

0

et−sx (s) ds (2.0.3)

denkleminin C [0, 1] uzayında bir çözüme sahip olması için λ nın sağlaması gereken

yeter şartı belirleyip bu şart altında denklemin çözümünü araştıralım.

C [0, 1] üzerinde T operatörü,

(Tx)(t) = 1 + λ

∫ 1

0

et−sx (s) ds
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şeklinde tanımlansın.

Bu durumda T operatörünün sabit noktası, yani Tx = x şartını sağlayan x

fonksiyonu (2.0.3) ile verilen denkleminin bir çözümü olacaktır.

Şimdi T operatörünün sabit noktasının varlığını araştıralım. Bunun için T

operatörünün bir daralma dönüşümü olup olmadığına bakalım.

Herhangi x, y ∈ C [0, 1] için,

d∞ (Tx, Ty) = sup
t∈[0,1]

|(Tx) (t)− (Ty) (t)|

= sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣(1 + λ

∫ 1

0

et−sx (s) ds

)
−
(

1 + λ

∫ 1

0

et−sy (s) ds

)∣∣∣∣
= sup

t∈[0,1]

∣∣∣∣λ∫ 1

0

et−s (x (s)− y (s)) ds

∣∣∣∣
≤ |λ| sup

t∈[0,1]

∫ 1

0

∣∣et−s∣∣ |x (s)− y (s)| ds

≤ |λ| sup
t∈[0,1]

∫ 1

0

sup
s∈[0,1]

|x (s)− y (s)| et−sds

≤ |λ| d∞ (x, y) sup
t∈[0,1]

∫ 1

0

et−sds

= |λ| d∞ (x, y) sup
t∈[0,1]

(
−et−1 + et

)
= |λ| d∞ (x, y) (e− 1)

elde edilir. Böylece

d∞ (Tx, Ty) ≤ |λ| (e− 1) d∞ (x, y)

olup |λ| (e− 1) < 1 alınırsa, yani

|λ| < 1

e− 1

için T operatörü bir daralma dönüşümüdür. O halde Tx = x olacak şekilde bir

tek sabit nokta vardır.

Şimdi x0 (t) = 0 ile başlayarak Banach sabit nokta teoremindeki iterasyonla
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bu noktayı bulalım.

x1 (t) = (Tx0) (t) = 1 + λ

∫ 1

0

et−sx0 (t) ds = 1,

x2 (t) = (Tx1) (t) = 1 + λ

∫ 1

0

et−sx1 (t) ds = 1− λet
(

1

e
− 1

)
,

x3 (t) = (Tx2) (t) = 1 + λ

∫ 1

0

et−sx2 (t) ds = 1− λet
(

1

e
− 1

)
(1 + λ) ,

ve genel olarak

xn (t) = (Txn−1) (t) = 1− λet
(

1

e
− 1

)(
1 + λ+ . . .+ λn−2

)
olmak üzere

lim
n→∞

xn (t) = lim
n→∞

(
1− λet

(
1

e
− 1

)(
1 + λ+ λ2 + · · ·+ λn−2

))
= 1− λ

1− λ
et
(

1

e
− 1

)
elde edilir. Böylece

x (t) = 1− λ

1− λ
et
(

1

e
− 1

)
şeklinde tanımlı x fonksiyonu T ’nin sabit noktasıdır ve (2.0.3) denkleminin bir

çözümüdür.
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3. NONLİNEER BİR İNTERVAL İNTEGRAL

DENKLEM SINIFININ ÇÖZÜLEBİLİRLİĞİ

Bu çalışmada sunulacak temel sonucu vermek için aşağıdaki lemmaya ihtiyaç

vardır.

Lemma 3.0.1. X, Y ∈ C([a, b],ΩC (R)) olmak üzere

HC (X, Y ) = sup
t∈[a,b]

P(X,Y ) (t)

eşitliği sağlanır. Burada

P(X,Y ) (t) = sup
s∈[a,t]

(
max

{∣∣∣X(s)− Y (s)
∣∣∣ , ∣∣∣X(s)− Y (s)

∣∣∣})
şeklindedir, [16].

İspat.

HC (X, Y ) = sup
t∈[a,b]

(
max

{∣∣∣X(t)− Y (t)
∣∣∣ , ∣∣∣X(t)− Y (t)

∣∣∣})
tanımı göz önüne alınırsa P(X,Y ) : [a, b]→ R fonksiyonunun iyi tanımlı olduğu ve

her bir t ∈ [a, b] için

0 ≤ P(X,Y ) (t) ≤ HC (X, Y )

eşitsizliğinin sağlandığı görülür. Supremum özelliğinden

sup
t∈[a,b]

P(X,Y ) (t) ≤ HC (X, Y ) (3.0.1)

ve

P(X,Y ) (b) = HC (X, Y ) ≤ sup
t∈[a,b]

P(X,Y ) (t) (3.0.2)

yazılabilir. Böylece (3.0.1) ve (3.0.2) eşitsizliklerini kullanarak

HC (X, Y ) = sup
t∈[a,b]

P(X,Y ) (t)

elde edilir.
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Bu çalışmada C([a, b],ΩC (R)) üzerinde (1.0.1) formunda verilen nonlineer

interval integral denklemi aşağıdaki kabuller altında ele alınacaktır.

(i)D ⊂ C([a, b],ΩC (R)) kapalı bir küme,

T : D → C([a, b],ΩC (R)) ve u : [a, b]× [a, b]× ΩC (R) −→ ΩC (R)

olmak üzere, her X, Y ∈ D ve t ∈ [a, b] için

∣∣∣u (t, s, (TX) (t))− u (t, s, (TY ) (t))
∣∣∣ ≤ K

∣∣∣(TX) (t)− (TY ) (t)
∣∣∣ ,∣∣∣u (t, s, (TX) (t))− u (t, s, (TY ) (t))

∣∣∣ ≤ K
∣∣∣(TX) (t)− (TY ) (t)

∣∣∣
ve

∣∣∣(TX) (t)− (TY ) (t)
∣∣∣ ≤ L

∣∣∣X (t)− Y (t)
∣∣∣ ,∣∣∣(TX) (t)− (TY ) (t)

∣∣∣ ≤ L
∣∣∣X (t)− Y (t)

∣∣∣
eşitsizlikleri sağlanacak şekilde negatif olmayan K ve L sabitleri mevcut olsun.

(ii)

KL(b− a)α < Γ(α + 1) (3.0.3)

eşitsizliği sağlansın.

Teorem 3.0.1. (i) ve (ii) şartları altında, (1.0.1) interval integral denkleminin

bir X = X(t) çözümü mevcuttur.

İspat. İspat yapılırken Banach sabit nokta teoremi kullanılacaktır.

Her X ∈ D ve t ∈ [a, b] için,

F : D → C([a, b],ΩC (R))

operatörü

(FX)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1u(t, s, (TX) (s))ds

şeklinde tanımlansın.
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Lemma 3.0.1 ile birlikte (i) ve (ii) kabulleri kullanılarak,

HC (FX,FY )

= sup
t∈[a,b]

H ((FX) (t), (FY ) (t))

= sup
t∈[a,b]

(
max

{∣∣∣(FX) (t)− (FY ) (t)
∣∣∣ , ∣∣∣(FX) (t)− (FY ) (t)

∣∣∣})
= sup

t∈[a,b]

(
max

{∣∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

a

u (t, s, (TX) (s))

(t− s)1−α
ds− 1

Γ(α)

∫ t

a

u (t, s, (TY ) (s))

(t− s)1−α
ds

∣∣∣∣∣ ,∣∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

a

u (t, s, (TX) (s))

(t− s)1−α
ds− 1

Γ(α)

∫ t

a

u (t, s, (TY ) (s))

(t− s)1−α
ds

∣∣∣∣∣
})

≤ 1

Γ(α)
sup
t∈[a,b]

max


∫ t

a

∣∣∣u (t, s, (TX) (s))− u (t, s, (TY ) (s))
∣∣∣

(t− s)1−α
ds,

∫ t

a

∣∣∣u (t, s, (TX) (s))− u (t, s, (TY ) (s))
∣∣∣

(t− s)1−α
ds




≤ 1

Γ(α)
sup
t∈[a,b]

max


∫ t

a

K
∣∣∣(TX) (s))− (TY ) (s))

∣∣∣
(t− s)1−α

ds,

∫ t

a

K
∣∣∣(TX) (s)− (TY ) (s)

∣∣∣
(t− s)1−α

ds




≤ 1

Γ(α)
sup
t∈[a,b]

max


∫ t

a

KL
∣∣∣X(s)− Y (s)

∣∣∣
(t− s)1−α

ds,

∫ t

a

KL
∣∣∣X(s)− Y (s)

∣∣∣
(t− s)1−α

ds




≤ KL

Γ(α)
sup
t∈[a,b]

∫ t

a

max
{∣∣∣X(s)− Y (s)

∣∣∣ , ∣∣∣X(s)− Y (s)
∣∣∣}

(t− s)1−α
ds


≤ KL

Γ(α)
sup
t∈[a,b]

∫ t

a

sups∈[a,t]

(
max

{∣∣∣X(s)− Y (s)
∣∣∣ , ∣∣∣X(s)− Y (s)

∣∣∣})
(t− s)1−α

ds


=

KL

Γ(α)
sup
t∈[a,b]

(
P(X,Y ) (t)

∫ t

a

1

(t− s)1−α
ds

)
≤ KL(b− a)α

Γ(α + 1)
sup
t∈[a,b]

P(X,Y ) (t)

=
KL(b− a)α

Γ(α + 1)
HC(X, Y )

elde edilir.

(3.0.3) eşitsizliğinden

0 ≤ KL(b− a)α

Γ(α + 1)
< 1
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olduğundan, F operatörününD üzerinde bir daralma dönüşümü olduğu söylenebilir.

Böylece Teorem 2.0.2 ’den F dönüşümü C([a, b],ΩC (R)) uzayınınD alt kümesinde

bir sabit noktaya sahiptir.

Sonuç olarak (1.0.1) ile verilen nonlineer interval integral denklemi C([a, b],ΩC (R))

uzayında bir çözüme sahiptir.

Örnek 3.0.1. C([8, 9],ΩC (R)) uzayında

X(t) =
1

Γ(1
2
)

∫ t

0

√
X (s)

t− s
ds (3.0.4)

şeklindeki interval integral denklemini ele alalım.

Burada u : [8, 9]×[8, 9]×ΩC (R) −→ ΩC (R) dönüşümü u(t, s,X) =
[√

X,
√
X
]

şeklinde tanımlıdır.

Ayrıca K : [8, 9] −→ ΩC (R) dönüşümü K(t) = [7, 8] ve

D = B[K, 3] = {X : X ∈ C([8, 9],ΩC (R)) | HC (K,X) ≤ 3} ⊂ C([8, 9],ΩC (R))

olmak üzere T : D −→ C([8, 9],ΩC (R)) operatörü TX = X şeklinde birim

operatödür.

Diğer taraftan X ∈ D = B[K, 3] olmak üzere,

HC(X,K) = sup
8≤t≤9

(
max

{∣∣∣X(t)−K(t)
∣∣∣ , ∣∣∣X(t)−K(t)

∣∣∣}) ≤ 3

olacağından her t ∈ [8, 9] için
∣∣∣X(t)−K(t)

∣∣∣ ≤ 3,
∣∣∣X(t)−K(t)

∣∣∣ ≤ 3 ve dolayısıyla

4 ≤ X(t) ≤ 10 ve 5 ≤ X(t) ≤ 11 olur.

Bu durumda

A =
{
X =

[
X,X

]
∈ ΩC (R) : X ≥ 4 ve X ≥ 4

}
olmak üzere, X ∈ D iken (TX) (t) = X (t) ∈ A elde edilir. Böylece u(t, s, (TX) (s))

ifadesinin anlamlı olduğu görülür.

Şimdi (i) ve (ii) şartlarının sağlanıp sağlanmadığını inceleyelim.
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X, Y ∈ D ve t, s ∈ [8, 9] olmak üzere, X(t), Y (t) ∈ A olduğundan,

∣∣∣u(t, s, TX(t))− u(t, s, TY (t))
∣∣∣ =

∣∣∣√X(t)−
√
Y (t)

∣∣∣
≤ 1

2

∣∣∣X(t)− Y (t)
∣∣∣

ve benzer şekilde

∣∣∣u(t, s, TX(t))− u(t, s, TY (t))
∣∣∣ ≤ 1

2

∣∣∣X(t)− Y (t)
∣∣∣

elde edilir.

Diğer taraftan X, Y ∈ D ve t ∈ [8, 9] olmak üzere,

∣∣∣(TX) (t)− (TY ) (t)
∣∣∣ =

∣∣∣X(t)− Y (t)
∣∣∣

ve ∣∣∣(TX) (t)− (TY ) (t)
∣∣∣ =

∣∣∣X(t)− Y (t)
∣∣∣

olduğundan

K =
1

2
ve L = 1

dir.

Ayrıca

a = 8, b = 9 ve α =
1

2

olduğu da göz önüne alınırsa

KL (b− a)α

Γ(α + 1)
=

√
π

π
< 1

olur. Dolayısıyla (i) ve (ii) şartları sağlanır.

Teorem 3.0.1 gereğince (3.0.4) denkleminin D = B[K, 3] ⊂ C([8, 9],ΩC (R))

kümesinde bir çözümü vardır.

Şimdi bu çözümü araştıralım.
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X0(t) =
[
t
2
, t
]

alınırsa,

X1(t) =
1

Γ(1
2
)

∫ t

0

√[
s
2
, s
]

√
t− s

ds

=

[
1

Γ(1
2
)

∫ t

0

√
s
2√

t− s
ds,

1

Γ(1
2
)

∫ t

0

√
s√

t− s
ds

]

=

[(π
2

) 1
2 t

2
,
(π

4

) 1
2
t

]
,

X2(t) =
1

Γ(1
2
)

∫ t

0

√[(
π
2

) 1
2 s

2
,
(
π
4

) 1
2 s
]

√
t− s

ds

=

 1

Γ(1
2
)

∫ t

0

√(
π
2

) 1
2 s

2√
t− s

ds,
1

Γ(1
2
)

∫ t

0

√(
π
4

) 1
2 s

√
t− s

ds


=

[(π
2

) 3
4 t

2
,
(π

4

) 3
4
t

]
,

X3(t) =
1

Γ(1
2
)

∫ t

0

√[(
π
2

) 3
4 s

2
,
(
π
4

) 3
4 s
]

√
t− s

ds

=

 1

Γ(1
2
)

∫ t

0

√(
π
2

) 3
4 s

2√
t− s

ds,
1

Γ(1
2
)

∫ t

0

√(
π
4

) 3
4 s

√
t− s

ds


=

[(π
2

) 7
8 t

2
,
(π

4

) 7
8
t

]
ve genel olarak

Xn(t) =

[(π
2

) 2n−1
2n t

2
,
(π

4

) 2n−1
2n

t

]
elde edilir.

lim
n→∞

Xn(t) =

[
lim
n→∞

(π
2

) 2n−1
2n t

2
, lim
n→∞

(π
4

) 2n−1
2n

t

]

=
[π

4
t,
π

4
t
]

olduğundan

Xn(t) =

[(π
2

) 2n−1
2n t

2
,
(π

4

) 2n−1
2n

t

]

20



şeklindeki dizi C([8, 9],ΩC (R)) uzayının B [K, 3] kapalı yuvarında

X(t) =
[π

4
t,
π

4
t
]

noktasına yakınsar. Dizinin terimleri ve yakınsadığı nokta B [K, 3] kapalı yuvarın-

dadır. Ayrıca

X(t) =
[π

4
t,
π

4
t
]

fonksiyonu (3.0.4) denkleminin bir çözümüdür.

Gerçekten de (3.0.4) denkleminde

X(s) =
π

4
s

yerine yazılırsa

1

Γ(1
2
)

∫ t

0

√
π
4
s

t− s
ds =

√
π

2

1

Γ(1
2
)

∫ t

0

√
s

t− s
ds

=

√
π

2

1√
π

(π
2

)
t

=
π

4
t

= X(t)

olduğu görülür.

Örnek 3.0.2. C([0, π
2
],ΩC (R)) uzayında

X(t) =
1

Γ(1
3
)

∫ t

0

sinX (s)

2(t− s)−2/3
ds (3.0.5)

şeklindeki interval integral denklemini göz önüne alalım.

B
[
θ, π

2

]
kapalı yuvarı C([0, π

2
],ΩC (R))’nin tam olan bir alt uzayıdır. Bu denklemin

çözümünü B
[
θ, π

2

]
kümesinde arayacağız. X ∈ B

[
θ, π

2

]
ise

HC(X, θ) = sup
0≤t≤π

2

(
max

{∣∣∣X(t)− θ(t)
∣∣∣ , ∣∣∣X(t)− θ(t)

∣∣∣})
= sup

0≤t≤π
2

(
max

{∣∣∣X(t)
∣∣∣ , ∣∣∣X(t)

∣∣∣})
≤ π

2
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olacağından X(t) ⊂
[
−π

2
, π
2

]
dir. Ayrıca f (x) = sin x fonksiyonu [−π

2
, π
2
] üzerinde

artan reel değerli bir fonksiyon olduğundan, her X ∈ B
[
θ, π

2

]
için,

sinX (t) =
[
sinX(t), sinX(t)

]
intervali anlamlıdır. (3.0.5) denklemi için,

(TX) (t) =
sinX (t)

2
=

1

2

[
sinX(t), sinX(t)

]
ve

a = 0, b =
π

2
, α =

1

3

dir. Diğer taraftan

∣∣∣(TX) (t)− (TY ) (t)
∣∣∣ =

1

2

∣∣∣sinX(t)− sinY (t)
∣∣∣

=

∣∣∣∣∣sin
(
X(t)− Y (t)

2

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣cos

(
X(t) + Y (t)

2

)∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣sin
(
X(t)− Y (t)

2

)∣∣∣∣∣
≤ 1

2

∣∣∣X(t)− Y (t)
∣∣∣

ve benzer olarak ∣∣∣(TX) (t)− (TY ) (t)
∣∣∣ ≤ 1

2

∣∣∣X(t)− Y (t)
∣∣∣ .

yazılabilir. Ayrıca∣∣∣u (t, s, (TX) (t))− u (t, s, (TY ) (t))
∣∣∣ ≤ ∣∣∣(TX) (t)− (TY ) (t)

∣∣∣ ,∣∣∣u (t, s, (TX) (t))− u (t, s, (TY ) (t))
∣∣∣ ≤ ∣∣∣(TX) (t)− (TY ) (t)

∣∣∣
olduğundan

L =
1

2
ve K = 1

alınabilir. Böylece (i) şartı sağlanır. Ayrıca

KL(b− a)α

Γ(α + 1)
= 0, 65 < 1
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olmaktadır. Böylece (3.0.5) interval integral denkleminin B
[
θ, π

2

]
⊂ C([0, π

2
],ΩC (R)

yuvarında bir X = X(t) çözümü mevcuttur.

Örnek 3.0.3. C([0, 1
2
],ΩC (R)) uzayında,

X(t) =

∫ t

0

([0, s] +X(s)) ds (3.0.6)

interval integral denklemi için,

a = 0, b =
1

2
, α = 1

dir. Burada

u(t, s, (TX)(t)) = (TX)(t),

u(t, s, (TX)(t)) = s+ (TX)(t)

ve (TX)(t) = X(t) olmak üzere∣∣∣(TX)(t)− (TY )(t)
∣∣∣ =

∣∣∣X(t)− Y (t)
∣∣∣ ,∣∣∣(TX)(t)− (TY )(t)

∣∣∣ =
∣∣∣X(t)− Y (t)

∣∣∣
olduğundan L = 1 dir. Ayrıca∣∣∣u(t, s, (TX)(t))− u(t, s, (TY )(t))

∣∣∣ =
∣∣∣(TX)(t)− (TY )(t)

∣∣∣
ve ∣∣∣u(t, s, (TX)(t))− u(t, s, (TY )(t))

∣∣∣ =
∣∣∣(TX)(t)− (TY )(t)

∣∣∣
olduğundan K = 1 dir.

Böylece

KL (b− a)α

Γ(α + 1)
=

1

2
< 1

olduğundan Teorem 3.0.1 gereğince (3.0.6) denkleminin C([0, 1
2
],ΩC (R)) uzayında

bir çözümü vardır.

Şimdi bu çözümü araştıralım.
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X0 = [0, 0] alınırsa

X1(t) =

∫ t

0

[0, s] +X0(s)ds

=

[∫ t

0

0 +X0(s)ds,

∫ t

0

(s+X0(s))ds

]
=

[∫ t

0

0ds,

∫ t

0

(s+ 0)ds

]
=

[
0,
t2

2

]
,

X2(t) =

[∫ t

0

0ds,

∫ t

0

(
s+

s2

2

)
ds

]
=

[
0,
t2

2
+
t3

6

]
,

X3(t) =

[∫ t

0

0ds,

∫ t

0

(
s+

s2

2
+
s3

6

)
ds

]
=

[
0,
t2

2
+
t3

6
+
t4

24

]
ve genel olarak

Xn(t) =

[∫ t

0

0ds,

∫ t

0

(
s+

s2

2!
+
s3

3!
+ . . .+

sn

n!

)
ds

]
=

[
0,
t2

2!
+
t3

3!
+ . . .+

t(n+1)

(n+ 1)!

]
olarak bulunur.

Daha sonra bu dizinin limiti alınırsa, (3.0.6) denklemin çözümü

X (t) = lim
n→∞

Xn (t)

=

[
0, lim

n→∞

n∑
k=1

t(k+1)

(k + 1)!

]

=
[
0, et − t− 1

]
olarak elde edilir.

Gerçekten de (3.0.6) denkleminde

X(s) = [0, es − s− 1]
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yerine yazılırsa∫ t

0

([0, s] + [0, es − s− 1]) ds =

∫ t

0

([0, es − 1]) ds

=

[∫ t

0

0ds,

∫ t

0

(es − 1)ds

]
=
[
0, et − t− 1

]
= X(t)

olduğu görülür.
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[16] S. Çakan, Ü. Çakan, On solvabılty of some nonlinear fractional ınterval

ıntegral equations, Fractional Differential Calculus, 2 (2017) 235-246.

[17] S. Markov, Calculus for interval functions of a real variables, Computing

22 (1979), 325-337.

[18] L. Stefanini, A generalization of Hukuhara difference and division for interval

and fuzzy arithmetic, Fuzzy Sets and Systems, 161 (2010) 1564-1584.

[19] Chalco-Cano Y, Román-Flores H, Jiménez-Gamero MD, Generalized
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