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Danisman: Dog. Dr. Tiillay KESEMEN
Ikinci Danisman: Dog. Dr. Mehmet MERDAN
2017, 130 Sayfa

Bu c¢alismada salgin hastalik modellerinin rastgele etkiler altindaki dinamikleri
aragtirtlmaktadir. Literatiirde genellikle deterministik kompartmanli modeller kullanilarak
analiz edilen salgin hastaliklar yapilari itibariyla rastgele davranislar sergileyebilmektedir.
Bu rastgele yapinin incelenmesi icin ¢alisma kapsaminda deterministik kompartmanh
modeller rastgele etki terimleri araciligiyla rastgele hale getirilmektedir. Rastgele
modellerin sayisal karakteristiklerini incelemek i¢in Monte Carlo simiilasyonlarinin yani
sira literatliirde yer alan rastgele diferensiyel doniisiim yonteminin bir modifikasyonu da
sunulmaktadir. Modifiye rastgele donilisim yontemi ile modellerin momentleri igin
yaklagik c¢oziimler elde edilmekte ve bulgular simiilasyon sonuglar1 ile de
karsilastirilmaktadir. Bu yontemler ile SIR, SVEIR ve SIIR tipli tic kompartmanli modelin
rastgele incelemeleri verilmektedir. Normal dagilim ve Beta dagilimi kullanilarak modeller
icin elde edilen sonuglar deterministik ve stokastik sonuclarla da karsilastirilarak
modellerin rastgele yapilar1 yorumlanmaktadir. Modifiye rastgele Diferansiyel Doniisiim
Yontemi ile rastgele modellerin momentleri i¢in elde edilen yaklasik ¢oziimlerdeki hatanin

azaltildig1 sayisal verilerin karsilastirilmasi ile gosterilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Rastgele Etki, Rastgele Diferansiyel Doniisiim Yontemi, Modifiye
Rastgele Diferansiyel Doniisiim Yontemi, Normal Dagilim, Beta
Dagilimi, Simiilasyon, Moment
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In this study, the dynamics of epidemic models are investigated under random
effects. Epidemics, which are usually analyzed with deterministic compartmental models
in literature, can produce random behavior. The scope of the study is to randomize
deterministic compartmental models by using random effect terms to analyze such random
structures. A modification of the random Differential Transformation Method, which is
already available in literature, is presented along with Monte Carlo simulations to
investigate the numerical characteristics of random models. The modified random
Differential Transformation Method is used to obtain approximations for the moments of
the models and the findings are compared with the results of the simulations. Random
investigations of three SIR, SVEIR, SIIR type compartmental models are given by using
these methods. The results of the models obtained with normal and Beta distributions are
compared with deterministic and stochastic to comment on the random structure of the
models. Comparison of numerical data is used to show that the modified random
Differential Transformation Method decreases the amount of error in the approximations

obtained for the moments of the random models.

Key Words: Random Effects, Random Differential Transformation Method, Modified
Random Differential Transformation Method, Normal Distribution, Beta
Distribution, Simulation, Moments
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Harezmi 9. yy. baslarinda cebrin temellerini olusturan kitabinda ikinci dereceye
kadar olan bazi denklemlerin analitik ¢oziim yontemlerini sunmustur. Bu ¢6zliim
yontemlerinin basta miras paylagimi ve ticaret problemleri gibi bazi sorunlarin ¢éziimiinde
kullaniminm1 igeren kitabin Latinceye c¢evirisinin ardindan tiim diinyada giindelik
problemlerin denklemler kullanilarak modellenmesi ve c¢oziimlerinin arastirilmasi hiz
kazanmigtir [55]. Matematiksel modelleme gilinlimiizde temel bilimler, saglik ve
miihendisligin yaninda ekonomi, matematiksel sosyoloji ve matematiksel psikoloji gibi

sosyal bilimlerde de 6nemli bir ¢caligma alan1 haline gelmistir.

1.1.1. Matematiksel Modelleme

Matematiksel modelleme bir olayin isleyisinin denklemlerle ifade edilmesidir. Tip,
biyoloji, fizik ve finans gibi bir¢ok alandaki olaylar diferansiyel denklemler ve diferansiyel
denklem sistemleri kullanilarak incelenmektedir. Bu alanlarda kullanilmakta olan niifus
modelleri, reaksiyon modelleri, bilisim aglar1 modelleri gibi modeller incelenmekte olan
olaym isleyisi hakkinda bilgi sunmanin yan1 sira gegmis ve gelecek davraniglar: hakkinda
tahmin yapabilme imkani da saglamaktadir.

Modellenecek olay hakkinda sahip olunan bilgi miktarina gore farkli tipteki
matematiksel modellerden uygun olanlar kullanilabilmektedir. Model degiskenlerinin
birbirlerine bagimhiliklarina gére dogrusal (lineer)/dogrusal olmayan (nonlineer) modeller;
sistemin zamana bagli de8isim gosterme durumuna gore statik/dinamik modeller;
modellenen olaymn rastgele bilesenlere sahip olmasma gore deterministik/rastgele
(stokastik) modeller model ¢esitlerinin bazilarindandir [75].

Incelenmekte olan olaya ait degiskenler, parametreler ve model bilesenlerinin
birbirleri ile iliskilerinin analizi ardindan tiim bu parcalarin denklemlerde bir araya
getirilmesi ile modeller kurulmaktadir. Matematiksel modellerde ihtiyaca gore adi-kismi-

kesirli tiirevli diferansiyel denklemler kullanilabilir ve bu denklemlerde sisteme ait eldeki



veriler kullanilarak sistemin bilinmeyen yonleri hakkinda ¢ikarimlar yapilmaya
calisilabilir. Diferansiyel denklem sistemleri kullanarak olusturulan modeller araciligi ile

incelenen dogal siireclerden biri de salgin hastaliklardir.

1.1.2. Salgin Hastalik Modelleri

Gliniimiizdeki matematiksel modelleme c¢aligmalarinin  6nemli  bir kismin
epidemiyoloji (salgin hastalik) modelleri olusturmaktadir. Modelleme ¢alismalarindan elde
edilen sonuglarin hastaliklarla miicadele konusundaki politikalara yon verdigi ve
aragtirmalara katkida bulundugu bilinmektedir [84]. Diinya Saglik Orgiitii, “Centre for the
Mathematical Modelling of Infectious Diseases” (Ingiltere) ve “BC Centre for Disease
Control” (Kanada) gibi bir¢ok merkez hastaliklarin matematiksel modellenmesi {izerine
yogun caligmalar yiiriitmektedir.

Her ne kadar M.O. 5. yy. sonlarinda Atina’da goriilen veba salginina ait kayitlarda
hastaligin ilerlemesi ve Olii sayilariyla ilgili matematiksel veriler olsa da, salgin
hastaliklarin modellemesine dair ¢aligmalara 18. yy. ortalarma kadar rastlanmamaktadir.
1760 yilinda Daniel Bernoulli matematiksel bir ¢calisma ile ¢igcek hastaligin 6liim oranlarini
incelemis ve asilamanin genel etkilerine dair sonuglar1 Paris’te sunmustur. Cigek salginin
etkili oldugu bu déonemde D’Alembert gibi bilim adamlar1 da asilamanin olumlu etkilerini
gbzler Oniline seren matematiksel calismalar yayimlamistir. Ancak Bernoulli’nin 1766
yilinda yayimlanan “Essai d’une nouvelle analyse de la mortalite causee per la petite
verole” isimli ¢alismasi ilk salgin hastalik modeli olarak kabul edilmektedir [40].

Salgin hastaliklarin modellenmesiyle ilgili calismalar 6zellikle 19. yy. sonlarinda
bakteriyolojinin gelismesi ve bilimin insanlarin nasil hasta olduklarini agiklayabilme
yetenegini kazanmasiyla ivme kazanmistir. William Hamer 20. yy. baglarinda kiitle etkisi
kanunu kullanarak salgin hastaliklarin davranislarini agiklamistir. Kiitle etkisi, hastaliga
duyarl insanlarla hastaligin bulastig1 insanlarin karsilasmasimnin ve bdylece hastaliin
yayillmasimin bu iki grubun biiyiikliikleriyle orantili oldugu prensibine dayanmaktadir.
Ardindan Ronald Ross’un 1902 yilinda kendisine Nobel kazandiran sitma ile ilgili
calismalar1 ve 1927°de Kermack ve McKendrick’in esik teoremi ile sekillenen SIR modeli
giinlimiizde kullanilan bir¢cok epidemiyolojik modelin temelini olusturmustur [5, 75, 116].
McKermack ve Kendrick tarafindan “A contribution to the mathematical theory of

epidemics” adli c¢aligmalarinda kullanilan SIR modeli ve bir hastalifin salgina



doniisebilmesi i¢in gegmesi gereken seviyeyi belirten esik teoremi giliniimiizde hemen her
salgin hastalik i¢in kullanilmakta olan ve binlerce c¢alismadan olusan kompartmanli
modellerle ilgili calismalara 6ncii olmustur. Kompartmanli modeller 6zel bir matematiksel
modelleme ¢esididir ve 1980 sonrasi tiim diinyada etkisini gosteren HIV virlisii hastaligi,
2000 sonrast etkili olan Kus Gribi, Ebola ve son donemde de Zika gibi atesli hastaliklarla
ilgili literatiirde bir¢ok deterministik kompartmanli modelleri igceren ¢aligmalara rastlamak

mumkuindiir.

1.1.3. SIR Modeli ve Kompartmanh Modeller

Kompartmanli modeller bir topluluktaki bireyleri hastalik durumlarmma gore
kompartman adi verilen boliimlerde gruplandirir ve hastaligin gidisatinin bu gruplardaki
degisimlerin analizi araciligiyla yapilmasi prensibine dayanir. Kermack ve McKendrick
tarafindan 1927°de yayimlanan SIR model kompartmanli modellerin en basitlerindendir ve
bu modellerin temelini olusturur [64].

Kompartmanli modellerde bireylerin smiflandirildiklar1 gruplar smiflandirmaya
uygun olarak adlandirilmaktadir. SIR modeli, toplulugu hastaliga duyarl (susceptible) —
hasta (infected) — iyilesmis (recovered) seklinde ii¢ gruba ayirir. Model ismini
kompartmanlardan alirken, kompartmanlar da isimlerini bireylerin hastalikla 1ilgili
durumlarindan alirlar.

Klasik kompartmanli model olarak adlandirilan SIR modeli kullanilarak, farkli
hastaliklar ve durumlart modellemek igin yeni modeller tiiretilebilmektedir. Ornegin,
hastaliga maruz kalmis ancak heniiz hastaligin viicutta aktif hale gelmedigi durumlarin
miimkiin oldugu hastaliklarda, bu tip enfeksiyonlar1 temsil etmek i¢in yeni bir kompartman
olarak E (exposed) eklenerek SEIR modeli olusturulabilmektedir. Benzer sekilde, ayni
modele yeni parametrelerin eklenmesiyle SIR modeli ve tlirevi olan kompartmenl
modellerin farkli versiyonlarini da olusturmak miimkiindiir. SIS, SEIR, SEIRS, MSEIR
gibi farkli kompartmanlardan olusan salgin hastalik modelleri bu tiirevlerin
bazilarindandir.

SIR modelinin bir hastalikla ilgili etkin matematiksel inceleme yapilmasini saglayan
bazi1 varsayimlart bulunmaktadir. Salgin siirecinde toplulukta yasanan degisimler, bu
varsayimlara uygun olarak denklemlerle ifade edilir ve denklemler incelenir. Bu

varsayimlar soyle belirtilebilir [56, 74]:



e Sabit Topluluk Hacmi:
N(t) - sabit
Dinamik bir model olan SIR modelinde incelenmekte olan topluluktaki bireylerin tamami
S, I ve R gruplarindan birine dahildir. Herhangi bir t aninda hastaliga duyarli bireylerin
sayisini gosteren S(t), hastalikli bireylerin sayisin1 gosteren I(t) ve hastaliktan iyilesmis
bireylerin sayisin1 gosteren R(t) degiskenlerinin biraya gelmesiyle olusan toplam niifus
N (t) ile gosterilir ve sabittir:
S(t)+1(t) + R(t) = N(t) — sabit.

Bu varsayimin sonucu olarak hastalia duyarli insanlar yalnizca hastalik bulagmasi
durumunda I kompartmanina gecerek gruplarindan ¢ikabilirler. Benzer sekilde I grubuna
dahil olan bireyler de yalnizca iyilesmeleri durumunda R grubuna dahil olarak
gruplarindan ayrilabilirler. Ek olarak sabit kabul edilen N(t) degerinin yeterince biiyiik
oldugu kabul edilmektedir. Bu kabul burada siralanan varsayimlara dahil edilmeyen
durumlarin olasi etkilerinin, N yeterince biiyiik oldugunda g6z ardi edilebilecek diizeyde
kalmasini saglar.

e Sabit Dogum/Oliim Orani:
S kompartmanindan yalnizca I kompartmanina, I kompartmanindan da yalmizca R
kompartmanina gecilebildiginden her t aninda N(t) toplam niifusunun sabit kalabilmesi
icin dogum/6liim oranlarinin ayni olmasi gerekmektedir. Modellerde incelenmekte olan
topluluklarin birey sayist ve gercek hayattaki ortalama dogum/6liim oranlar1 géz Oniinde
bulundurulunca, aradaki farkin SIR modelinin kurulumunda goéz ardi edildigi
goriilmektedir. Bu nedenle dogum/6liim oranlar1 SIR modelinde esit kabul edilmektedir.
Benzer sekilde toplam niifusun sabit kalabilmesi i¢in go¢ alma/verme orani da esit olarak
varsayilmaktadir.

e Esit Karisim:
Model kompartmanlar arasindaki gecislerin denklemlerde etkin bir sekilde temsil edilmesi
icin her bireyin diger tiim bireylerle — hasta olsun ya da olmasin — ayni olasilikla
karsilagma ihtimalinin oldugunu varsaymaktadir. Benzer sekilde, kompartmanlardaki
bireylerin diger kompartmanlara gecis olasiliklarinin da aynmi olmasi i¢in her bireyin
hastalanmaya ve iyilesmeye yatkinliklarinin esit oldugu varsayilir (Bireylerin yas, cinsiyet,
ik, gelir durumu vb. 6zellikleri hastalanma ve iyilesmeyi etkilememektedir). Bireylerin

ayrica hastaliga maruz kalir kalmaz hastalandiklar1 da kabul edilmektedir.



e Kalic1 Bagisiklik
SIR modeli toplumda hastaliga karsi bagisikligi olan bireylerin olmadigini varsayar.
Ayrica hastaliktan iyilesen bireylerin de hastaliga kars1 kalict olarak bagisiklik kazandig

varsayilmaktadir.

S , I y R
(Susceptible) —_—> (Infected) — (Recovered)
Hastaliga Duyarlilar [ Frfeksivon Hasta Olanlar Ivilesme ¥ 4o staliktan Tvilesenler

Sekil 1. SIR modelinin akis semasi

Akis semasi Sekil 1 ile verilen SIR modeli bu varsayimlar altinda agagidaki denklem

sistemi ile ifade edilir:

s _ psi

dt N’

dl  BSI

=y 1
dt N vh b
dr _

ac -

Baslangi¢ sartlart S(0) = Sy, 1(0) = I,, R(0) = R, seklinde modellenecek duruma gore
herhangi bir keyfi k sabiti igin S(t) + I(t) + R(t) = N(t) = k sartim saglayacak sekilde
verilir. (1) denklem sisteminde 8 parametresi hastaligin bulasma oranini, y parametresi ise
bireylerin iyilesme oranini belirtmektedir.

SIR modelinin varsayimlarinin herhangi bir olayin modellenmesine uygun olmadig1
durumlarda (1) denklem sisteminden c¢esitli modifikasyonlarla yeni modeller tiiretilebilir.
Ornegin SIR modeli herhangi bir bireyde dogustan gelen bagisiklik olmadigini varsayar,
ancak bazi hastaliklara kars1 pasif bagisikligi olan bireyler mevcuttur. Bu tip bireylerin M
(Maternally-derived immunity: Dogustan kazanilan bagisiklik) kompartmanina dahil
edilmeleriyle olusturulan MSIR kullanilabilir. Hastalifin bulastiktan sonra hemen aktif

olmasi varsayiminin gecerli olmadigi durumlarda E kompartmaninin eklenmesiyle SEIR



modeli kullanilmaktadir. Dogum/6liim oranlarinin géz ardi edilemeyecegi durumlar icin de

SIR modelinin asagidaki hali kullanilmaktadir [55]:

as _ N — uS — BIS/N

g MV —m BIS/N,

dl IS

— =——yl—ul 2
dt N VE—HE @
dR_ | R

dt_y I’l'

(2) denklem sistemi i¢in de baslangig sartlar1 S(0) = S, 1(0) = Iy, R(0) = R, seklindedir.
Burada y dogum 6liim oranini belirtmektedir ve S kompartmanina dogum ile katilan uN
kadar birey diger kompartmanlardan uS,ul ve uR kadar bireyin ayrilmasiyla
dengelenmektedir.
N=S+I+R>=uN =uS+ ul + uR.

SIR modeli yukarida belirtilen varsayimlar altinda deterministik olarak ¢alisilmaya uygun
bir modeldir. Ancak gercek hayatta SIR ve tlirevi modellerin varsayimlarmin uygun
olmadig1 durumlar da bulunmaktadir. SIR ve tiirevi deterministik modellerin doga
kosullarina her zaman uymayan varsayimlarindan biri de toplam niifus sayisinin yeterince
biiyiik olmas1 ve bunun sonucunda verilerdeki kii¢iik degisikliklerin goz ardi edilebilmesi
varsayimidir. Incelenmekte olan toplam niifus sayisinin yeterince fazla olmadig
durumlarda (6rnegin belirli bir bolgede) parametreler, baslangic degerleri ve model
degiskenleri ile ilgili kabullerin gercekteki degerlerinin farkli olmasi model sonuglarinda
gdz ard1 edilemeyecek degisikliklere yol agabilmektedir [56]. Bu gibi durumlarda
deterministik bir incelemeden ziyade rastgele (stokastik) bir modelleme yaklagimi daha

uygundur.

1.1.4. Deterministik ve Rastgele Modeller

Deterministik olaylar ayni kosullar altinda gerceklestiklerinde ayn1 sekilde
sonuglanmaktadirlar. Ornegin, su aym kosullar altinda her defasinda ayni sicaklikta
buharlasir. Ancak dogada bazi olaylar ayni kosullar altinda farkli sonu¢lanabilmektedir.

Ornegin bir zarin aym kosullarda atilmasi olayinda her denemede zarin iist yiiziindeki say1



farkli olabilmektedir. Rastgele durumlar iceren olaylarin denklemlerde modellenmesi i¢in
rastgele degiskenler ve stokastik siire¢ler kullanilabilmektedir.

SIR modeli ve tiirevi olan kompartmanli modellerin en 6nemli bilesenlerinden biri
hastaliklarin kendilerine 0zgii 6zelliklerini tanimlamakta kullanilan parametrelerdir.
Ornegin (1) denklem sistemi ile verilen klasik SIR modelinde 8 ve ¥, (2) denklem sistemi
ile verilen modifiye SIR modelinde ise 5,y ve u bu modeller ile incelenecek hastaliga dair
onemli 6zelliklerin denklem sisteminde ifade edilmelerini saglarlar.

Literatiirde matematiksel modelleme caligmalarinin biiyiik kisminin deterministik
olarak incelendigi goriilmektedir. Bu calismalardaki modellerin parametreleri ve baslangic
kosullar1 gibi bilesenleri deterministik ¢okluklar olarak ele alinmaktadirlar. Ancak 6zellikle
model parametrelerinin degerleri gergek hayatta deterministik olmayabilirler. Ornek olarak
(1) ve (2) sistemlerinde [ parametresi hastaliga duyarli bireylerle hastalikli bireylerin
temast sonucunda hastaligin yayilmasinin oranini belirtmektedir. (1) ile verilen SIR modeli
ile (2) ile verilen modifiye SIR modeli 6rneklerinde goriildigi gibi bu modeller ve bu
modelleri temel alan kompartmanli modellerin neredeyse tamami dogrusal olmayan
denklem sistemlerinden olugmaktadirlar. Dolayisiyla bu sistemlerin kesin ¢oziimlerinin
elde edilmesi genelde ¢ok zordur ve calismalar bu modellerin yaklasik ¢oziimlerinin
sayisal incelemelerine yogunlagmaktadir.

B parametresi deterministik modelleme g¢aligmalarindaki sayisal analizlerde g = 1
degeri kullanilarak incelenmektedir. Ancak bu degerin deterministik bir ¢cokluk olarak ele
alinmas1 modellenen olayin gergek hayattaki isleyisini tam anlamiyla yansitamamasi
anlamina gelmektedir. Deterministik modelin bu eksikliginin bir kaynagi da SIR modelinin
varsayimlaridir. SIR modeli ve bu modeli temel alan deterministik kompartmanli modeller
bireyler arasindaki farklari, bireylerin sosyal aligkanliklarini, yasam bicimlerini, yaslarini
ve cinsiyetleri gibi bir¢ok ozelliklerini gbz ardi ederek tiim bireyleri esit olarak kabul
etmektedir. Ancak gergek hayatta ayn1 eve yasayan insanlarin birbirleriyle daha ¢ok sik
karsilastig1, ayn1 isyerinde benzer bireylerin daha sik temasta bulundugu, okullarda benzer
yas grubundan bireylerin bir araya geldigi asikardir. Bu nedenle, SIR modelinin £
parametresi Ornegindeki gibi deterministik modellerin parametrelerinin sabit degerler
kullanilarak incelenmesi, hastaligin gercek hayattaki dinamiklerinin kurulan denklem
sisteminde tam anlamiyla modellenmesinin Oniine ge¢mektedir. Bu parametrelerin,

parametreler ile modellenen hastalik bilesenlerinin gergek hayattaki davraniglarina uygun



sekilde, rastgele olarak ele alinmasi modellerin gergege daha uygun sonuglar vermesini
saglayabilir.

Modellerdeki parametrelerin rastgele cokluklar olarak ele alinmasinin daha gercekei
bir yaklasim olacagi, bu parametrelerin deterministik olarak kullanilan degerlerinin nasil
belirlendiginin incelenmesiyle de goriilebilir. Parametrelerin degerleri genellikle gercek
hayatta hastaliklarla ilgili karsilagilan durumlardan elde edilen verilerin istatistiksel olarak
analizi sonucunda belirlenmektedir. Ornegin 2008 yilinda J. Mossong vd. tarafindan
Avrupa’daki ¢esitli iilkelerden 7290 kisinin bir gilinliik davranislarinin incelenmesi
sonucunda toplam 97904 temas kaydedilmistir [83]. Calisma sonucunda bir bireyin bir
giinde farkli bireylerle ortalama 13.4 kez temasta bulundugu belirtilmektedir. Ancak bu
degerin Almanya’daki bireyler i¢in 7.95 ortalama ve 6.26 standart sapmaya sahip oldugu,
Italya’da ise 19.77 ortalama ve 12.27 standart sapmaya sahip oldugu goriilmektedir.
Benzer sekilde hafta igi giinlerde Pazar giiniine oranla %30-%40 daha fazla temas
gozlendigi de aynm c¢alismada goriilmektedir. Dolayisiyla bu ¢alismada anketlerle elde
edilen verilerde ortalama 13.4 giinliik temas sayis1 i¢in yaklasik 10.6 standart sapma elde
edildigi belirtilebilir. Benzer sekilde 2004 yilinda S. Cauchemez vd. tarafindan grip
hastaliginin hane igerisinde yayilmasina iligkin yapilan bir ¢calismada 15 giin boyunca 334
haneden elde edilen veriler Monte Carlo 6rnekleme ve Bayesci sonug ¢ikarimi metotlar ile
incelenmistir. Bu ¢alismada toplumsal hastalik bulagsma olasilig1, haneden hastalik bulagsma
olasiligr ve hastalik siiresi verilerine ait istatistiksel sonuglar verilmektedir. Toplumsal
hastalik bulasma olasiligt 0.08 ortalama ve 0.02 standart sapmali bir deger olarak
belirtilmistir [29]. 2014 yilinda J. A. Gilbert vd. tarafindan salgin hastalik modellerinin
belirsizlik analiziyle ilgili bir caligmada hastaligin yayilma orani olarak temas orani ile
hastaligin bulagsma olasiliginin ¢arpimi kullanilmistir [48]. Benzer bir yaklagim ile [83] ve
[29] c¢alismalarindaki verilerle SIR modelindeki f parametresi i¢in yaklasik bir deger
olusturulabilir:

B = gunlik ortalama temas sayist X hastalik bulasma olasilig.

Kaynak calismalarda bireylerin farkli bireylerle bir giinde ortalama 13.4 tez temasta
bulundugu ve toplumdan hastaliin 0.08 olasilikla bulastig1 verileri kullanilarak 13.4 X
0.08 = 1.072 sonucu elde edilir.

SIR modeli ve bu modeli temel alan kompartmanli modellerdeki parametrelerin

degerleri hemen her zaman bu ve benzeri sekildeki hesaplamalar araciligiyla

bulunmaktadir. Ancak goriildiigii gibi hesaplarda kullanilan bazi degerler gercekte 6nemli



miktarda sapma gosterebilen biiyiikliiklerdir. SIR modeli kullanilarak 2014/2015 yillarinda
Afrika’da yasanan Ebola salginin modellenmesi i¢in 2016 yilinda J. Bartlett vd. tarafindan
yapilan caligmada Amerika Birlesik Devletleri’'ndeki “Centers for Disease Control and
Transmission (CDC)” araciligila bolgedeki 13 iilkede yasanan salgmla ilgili veriler
incelenmistir [11]. SIR modelinin yasa bagli bir modifikasyonunun kullanildig1 ¢alismada,
denklem sisteminin ¢oziimlerinden parametreler i¢in elde edilen sonuglarin hastaliga ait
verilere en kiiciik kareler yontemiyle uydurulmasi sonucu S ve y parametrelerinin verilerin
toplandig1 160 giin boyunca degisimi gosterilmistir. Bu c¢alismada Sierra Leone’de 160
giinliik Ebola salgini doneminde hastaligin yayilma oranini belirten £ i¢in (0,0.153),
insanlarin hayatin1 kaybetme oranini belirten § parametresi i¢in (0,0.032) araliklarinda
degerlerin gozlemlendigi belirtilmektedir. [11], [29] ve [83] calismalarinin ii¢clinde de farkli
istatistiksel yaklagimlar ve gergek wveriler kullanilarak kompartmanli modellerin
parametrelerinin ne 6l¢iide degisiklikler gosterebildigi sunulmustur.

Deterministik salgin hastalik modelleri, parametrelerin ger¢ek hayatta tasvir ettikleri
olaymn rastgele davraniglarin1 daha etkin bir sekilde modelleyebilmeleri i¢cin modifiye
edilebilirler. Hastaligin dogal isleyisindeki rastgele yapiyr modelde temsil etmek icin
yapilabilecek  degisikliklerden biri  parametrelerin  rastgele degiskenler haline
getirilmeleridir.  Deterministik modellerin  analizinde sabit biyiiklikler olarak
degerlendirilen parametrelerin birer rastgele degiskene doniistiiriilmeleri, bu modellerin de
birer rastgele diferansiyel denklem sistemine doniligmeleri anlamina gelmektedir.

Deterministik diferansiyel denklemler kullanilarak {i¢ sekilde rastgele diferansiyel

denklemler elde edilebilmektedir.

X'() =fX@),Y(@®),0), teT; X(t) =X, 3)

seklindeki bir adi diferansiyel denklem g6z 6niinde bulundurulsun [Soong, 1973]. Bu adi
diferansiyel denklemi
i. Rastgele baslangi¢ degerleri ile
X®=f&x®,Y®),0, teT; X(t) =Xo
seklinde bir X, rastgele degiskeni kullanarak,
ii. Rastgele homojen olmayan terim ile
X'(t) =fX(@),t)+Y(b), teT; X(ty) = Xo

seklinde bir rastgele Y (t) siirecini kullanarak ve
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1il. Rastgele katsayilar ile

X' @) +AM®MX() =Y(®), teT; X(ty) =X, 4)

seklinde bir rastgele A(t) siireci kullanarak bir rastgele diferansiyel denklem haline
getirebiliriz (Rastgele siiregler A(t) = A(t, w) seklinde yalnizca zaman degiskenine bagl
gosterilmistir) [105].

(1) ile ifade edilen SIR modeli ve (2) ile ifade edilen modifiye SIR modeli 3 adet
dogrusal olmayan deterministik adi diferansiyel denklemden olusmaktadir. Benzer sekilde
kompartmanli modeller de deterministik diferansiyel denklem sistemleridir. Bu modellerin
parametrelerinin gercekteki rastgele davraniglart (iii) tipindeki rastgele diferansiyel
denklemlerin kullanilmast ile denklem sistemine yansitilabilir. Bunun i¢in bu
denklemlerdeki degiskenlerin katsayilari olarak gorev tistelenen parametreler birer rastgele
degisken haline getirilerek rastgele diferansiyel denklem sistemleri olusturulabilmektedir.
Kurulan rastgele diferansiyel denklem sistemleri rastgele modelleri olusturacaktir.

Modellenen olaylarin gercek hayattaki davraniglarini denklemlerde temsil etmenin
bir bagka yolu da stokastik diferansiyel denklemlerin kullanilmasidir. Rastgele diferansiyel
denklemler kullanilarak kurulan modellerde, olayin sadece parametreler ile temsil edilen
yonlerinin rastgele davraniglar1 denklemlere yansitilabilmektedir. Denklemlerin baslangic
kosullari, degiskenlerin bagimliliklar1 ve homojen olmayan kisimlarinin yapilar gibi farklh
yonlerinde de rastgele bir yapiya sahip olmalari miimkiindiir. Dolayisiyla bu c¢esit
olaylardaki “genel” rastgele yap1 yalnizca parametrelerin rastgele olarak incelenmesi ile
temsil edilemez. Bu asamada denklemlere stokastik giiriiltii terimleri eklenmesi ile elde
edilecek stokastik diferansiyel denklemler, modellenecek olaydaki rastgele yapiy1 tiim

yonleriyle ifade edebilme 6zelligine sahiptir. Bir stokastik diferansiyel denklem

dXt = a(t, Xt)dt + b(t,Xt)th (5)

seklinde ifade edilmektedir [68]. Burada X(t) ile ifade edilen deterministik fonksiyonun
stokastik analizin terminolojisine uygun olarak X; seklinde ifade edildigine dikkat
edilmelidir. Denklemde W, ile Wiener siireci gosterilmektedir. a(t,X;) fonksiyonu
stokastik diferansiyel denklemin siiriklenme (drift) katsayisi, b(t,X;) ise diflizyon
(diffusion) katsayis1 olarak adlandirilmaktadir. (3) adi diferansiyel denklemine,
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modellenecek olayin gergekteki genel rastgele hareketini temsil edecek stokastik
giiriiltiiniin eklenmesi ile (5) stokastik diferansiyel denklemi elde edilir.

(1) ile ifade edilen SIR modeli ve benzeri kompartmali modeller i¢in parametrelerin
rastgele degiskenler haline getirilmesi ile olusturulan (4) denklemi seklindeki rastgele
diferansiyel denklem sistemleri ve stokastik giiriiltii terimlerinin eklenmesi ile olusturulan
(5) denklemi seklindeki stokastik diferansiyel denklem sistemleri ile rastgele davranis
analizi yapilabilmektedir. Rastgele diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri birer rastgele
degisken iken, stokastik diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri birer stokastik siire¢ oldugu
icin bu modellerin ¢oziim yontemleri farkli olsalar da, elde edilecek sonuglar ile
modellenen olaylarin rastgele yapilarini inceleme olanagi sunmaktadirlar. Bu calisma
kapsaminda deterministik kompartmanli modellerin rastgele ve stokastik modellere
dontistiiriilmesi aracilifiyla modellenen olaylarin rastgele dinamiklerinin incelenmesi ve

sahip olduklar1 rastgele altyapinin yorumlanmasi amaglanmaktadir.

1.2. Literatiir Arastirmasi

Salgin hastaliklarla ilgili matematiksel ¢aligmalar Daniel Bernoulli’nin 1766 yilinda
cicek hastalig1 ve asilama {izerine yaptig1 analizlerden sonra yeni bir boyuta taginmistir. 19.
yy. baslarinda Nobel 6diillii ingiliz doktor Sir Ronald Ross ve Ingiliz matematik¢i Hilda
Phoebe Hudson tarafindan hastaliklarin yayilmasinin matematiksel incelenmesi iizerine
yayimlanan ¢aligsmalar kompartmanli modellerin gelisimine 6nemli katki saglamigtir [101,
102, 103]. 1927 yilinda Iskog biyokimyact William Ogilvy Kermack ve iskog fizyolog
(Yarbay) Anderson Gray McKendrick tarafindan yayimlanan c¢alisma ile salgin
hastaliklarin yayilma dinamikleri, hastaligin salgina doniigebilecegini gdsteren iireme
katsayist vb. faydali sonuglarin elde edilmesine imkan saglayan kompartmanli modeller
sunulmustur. Ancak kompartmanli modeller, A. G. McKendrick tarafindan 1926 yilinda
yayimlanan “Applications of Mathematics to Medical Problems™ [77] baslikli caligmasi
gibi ilk donemlerde ¢ok dikkat ¢cekmemistir. Bu caligmanin salgin hastaliklar ve niifus
artis1 i¢in stokastik modellerde kullanimina dair sonuglar1 1939°da yayimlayan William
Feller kitabinda McKendrick’in ¢alismasi i¢in “Bu dikkat ¢ekici ¢alismanin pratikte fark
edilmemis olmasi talihsizliktir” yorumunu yapmistir [45].

Kompartmanli modeller 1980’11 yillarda goriilen HIV vakalar1 ve bu hastalikla ilgili
caligmalarin yogunlasmasi ile birlikte odak noktasi haline gelmistir. HIV 2016 yili
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itibartyla yaklasik 36.7 milyon insana bulagsmistir ve sadece 2015 yilinda 1.1 milyon insan
bu virlisten kaynaklanan sebeplerle hayatini kaybetmistir [122]. Bugiine kadar yaklasik 35
milyon insanin 6liimiine yol acan HIV, 1980’lerin ortalarinda tanimlanmasinin ardindan
bir¢ok bilimsel ¢caligmaya konu olmustur. Sir Roy Malcolm Anderson ve Robert McCredie
May gibi alanin 6nde gelen bilim adamlar1t HIV viriisiiniin tanimlanmasinin ardindan
hastaligin yayilmasini incelemek i¢in kompartmanli modelleri kullanmislardir [6, 39, 76].
HIV viriisiiniin kompartmanli modellerle incelenmesinin ilk 6neklerinden biri 1988 yilinda
R. M. Anderson tarafindan “The role of mathematical models in the study of HIV
transmission and the epidemiology of AIDS” baglikli ¢calismada su denklem sistemi ile

verilmistir [6]:

T ()

% =AX(t) — (v + wY(0), (6)
dA(t)

T = VA(t) — (lA(t).

HIV viriisiiniin yayilmasint modelleyen bu denklem sisteminde topluluktaki hastalia
duyarli bireyler X(t), hastalik bulasmis bireyler Y(t) ve AIDS’li bireyler A(t) ile
belirtilmektedir. Giiniimiizdeki uygulamalarda cogunlukla S,I,R,M,E gibi hastalikla
iliskili durumlariyla adlandirilan kompartmanlarin, salgin hastalik modellerinin 1980
sonrasi ilk orneklerinden olan bu ¢aligmada X,Y, A ile isimlendirildigi goriilmektedir. Bu
modelde 4 ile kisi bas1 ortalama enfeksiyon orani, & ile AIDS hastalarinin 6liim orani, u ile
hastaliga duyarli bireyler ile hastalik bulagmis bireylerin kisi bast ortalama 6lim orani
gosterilmektedir. Viriisiin bulasmasimin ardindan bireylerin AIDS’li hale gelmesi i¢in
gereken ortalama kulugka siiresi 1/v ile gosterilirken sistemde zaman t degiskeni ile temsil
edilmektedir. (6) sistemi, sadece hastaliga duyarli bireyler ile hastalik bulasmis bireylerin
sayilarinin zamanla degisimini belirttii i¢in, SI (Susceptible-Infected) modellerinin bir
versiyonudur. Burada S ve I kompartmanlarinin degisimini belirten denklemlerin,
modellenen hastaligin  ozelliklerine gore (1) ve (2) modellerindeki S ve [
kompartmanlarindan farkli olusturuldugu goriilebilmektedir.

1980’1 yillar ve sonrasinda HIV viriisiiniin diinya ¢apinda yol ac¢tig1 oliimler, bu

hastalikla ilgili calismalar1 ve bu calismalar kapsaminda matematiksel modelleme
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caligmalarinin sayilarini da artirmistir. Bu dénem sonrasinda HIV gibi diinya capinda etkili
olan bir¢ok hastalikla ilgili tibbi ¢alismalarin yaninda matematiksel modelle ¢alismalarina
da 6nem verildigi ve hastalikla miicadelede bu modellerin sonuglarinin géz oniine alindigi
goriilmektedir. Ozellikle 2013-2016 arasinda Bati Afrika’da yaklasik 11,000 kisinin
6limiine neden olan Ebola [86, 95], 2012 sonrasi diinya ¢apinda etkili olan MERS (Orta
Dogu Solunum Sendromu) [67] ve 2009°da binlerce insanin Sliimiine yol agan Domuz
Gribi [124] kompartmanli matematiksel modeller kullanilarak incelenen salgin
hastaliklardan yalnizca birkagidir. Son olarak 2015 yilinda Brezilya kaynakli olarak
baslayan ve tiim diinyada etkili olan Zika viriisii hastali§i da matematiksel modelleme
calismalarina konu olmustur [70, 93].

1933 yilinda A.N. Kolmogrov tarafindan yaymmlanan (ingilizce ismiyle)
“Foundations of the Theory of Probability” ile Olasilik kurami aksiyomatik bir altyapiya
kavusmustur [69]. Olasilik kuraminda 20. yiizyilin ilerleyen donemlerinde rastgele
degiskenlerin kuadratik orta anlamda yakinsakliklarini temel alan kuadratik orta analizi
(mean-square calculus) kavraminin tanitilmasi, rastgele diferansiyel denklemler
kavraminin matematiksel modelleme calismalarinda daha Onemli bir bilesen haline
gelmesinin Oniinii agmustir. Rastgele diferansiyel denklemler (RDD) rastgele bilesenlere
sahip olan diferansiyel denklemlerdir ve kuadratik orta analizini temel alan ¢aligmalar ile
diferansiyel denklemler icin uygulanan yoOntemlerden bazilar1 rastgele diferansiyel
denklemler i¢in de kullanilir hale gelmistir. Kuadratik orta analizi ile ilgili faydali bilgiler
sunan T. T. Soong [104, 105] ve A. Papoulis [92] gibi yazarlarin kaynaklar1 sonras1 21. yy.
baslarinda matematiksel modellerde de rastgele diferansiyel denklemler kullanilmaya
baglamistir.

Bir X rastgele degiskeni ve X,,,n = 1,2, ... rastgele degiskenler dizisi bir (Q,F, P)
olasilik uzayinda tamimli olsunlar. lim,_., E[|X, — X|?] = 0 kosulu saglandiginda X,

rastgele degiskenler dizisi X rastgele degiskenine kuadratik orta anlamda yakinsaktir denir

ve X, x (m.s.: mean-square) ile gosterilir [1, 105]. Rastgele degiskenlerin kuadratik
orta anlamda yakinsakliklart ve L, uzaymin 6zellikleri kullanilarak, kuadratik orta anlamda
stireklilik ve kuadratik orta tlirevin detaylar1 ile Soong tarafindan “Random Differential
Equations in Science and Engineering” adli kitapta verilmektedir. Kuadratik orta anlamda
tirevle tanimi1 kullanilarak rastgele diferansiyel denklemlerle ilgili islemlerin altyapilari
olusturulmus ve matematiksel modeller dahil bir¢ok alanda daha detayli olarak

kullanilmalarina imkan saglanmistir.
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Diferansiyel denklemlerde kullanilan yontemlerin kuadratik orta analizini temel
alarak rastgele diferansiyel denklemlere uygulanmasina Ornek olarak Diferansiyel
Doniisim Yontemi (DDY; Differential Transformation Method - DTM) verilebilir [113].
Diferansiyel Doniisiim Yontemi’nin rastgele diferansiyel denklemlere uygulanmasi ile
ilgili teorik altyapinin sunuldugu [113] caligmasi sonrasi bazi rastgele bilesenli diferansiyel
denklemler [66], dogrusal rastgele diferansiyel denklemler [114] ve belirsizlik igeren
parabolik difiizyon denklemi [50] i¢in uygulamalar literatiire kazandirilmistir. Benzer
sekilde stokastik sonlu-elemanlar yontemi (SFEM) [42], rastgele Euler yontemi [59],
rastgele degisken doniisiimii yontemi (Random Variable Transformation Method - RVT)
[27, 115], Homotopy Analizi yontemi (HAM) [49], ¢ok adim yontemleri (Multistep) [36],
yerel dogrusallagtirma yontemi (Local Linearization Method) [23] rastgele diferansiyel
denklemlere uygulanan diger yontemlerden bazilaridir. Bu yontemlerin Caratheodory
diferansiyel denklemi, rastgele Bernoulli diferansiyel denklemi, rastgele Riccati
diferansiyel denklemi, rastgele Airy diferansiyel denklemi, rastgele Hermite diferansiyel
denklemi, rastgele Legendre diferansiyel denklemi gibi rastgele bilesenlere sahip olan
denklemlere uygulamalart mevcuttur [21, 22, 25, 26, 33, 59]. Ancak rastgele diferansiyel
denklemlerin ¢oziim yontemleri ve uygulamalar ile ilgili literatiiriin yukarida listelenen
caligmalardan ¢ok da fazlasini icerdigini sOylemek miimkiin degildir. Caligmalarin genel
olarak kuadratik orta analizi ile rastgele diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziim
yontemleri i¢in temelleri iceren bazi kaynak calismalar [19, 35] ve RVT yonteminin [43,
115] uygulamalar1 etrafinda yogunlastig1 goriilmektedir. Bu caligmalara ek olarak 1979
yilinda rastgele katsayili rastgele diferansiyel denklemler icin sonlu elemanlar yontemi
tizerine [110] de bir ¢calisma bulunmaktadir.

Kuadratik orta anlamda incelenen rastgele diferansiyel denklemlerde rastgele
terimlerin genel olarak, diferansiyel denklemin bagimsiz degiskeni t ile uyum iginde,
X(t,w) = X; seklinde zamana bagli olarak degisim gosteren stokastik terimler olarak ele
alindig1 goriilmektedir. S6z konusu bu denklemlerin rastgele bilesenlerdeki belirsizligin de
denklemin deterministik bilesenleri gibi zamana bagli olarak degistigi goriilmektedir. Bu
orneklerin yani sira rastgele diferansiyel denklemlerdeki belirsizligin analizinde “cok
terimli kaos” (polynomial chaos) [72] yontemi de kullanilmaktadir. Wiener [118]
tarafindan adlandirilan ve denklemlerdeki belirsizligin (rastgele bilesenlerin) polinom
acilimlart yardimiyla [62] incelenmesini saglayan bu yoOntemin yani sira rastgele

diferansiyel denklemler icin diizenleme (collocation), kuvvet serileri agilimi ve yolsal
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yaklasim (pathwise approximation) tabanli bazi yontemlere de literatiirde rastlamak
mimkiindiir [19, 53, 123].

Rastgele bilesenlere sahip denklem ve sistemlerin analizinde en yaygin olarak
kullanilan yontem ise hi¢ siiphesiz Monte-Carlo yontemidir [80]. Rastgele denklemlerin
benzetiminde (simiilasyon) Monte-Carlo yoOntemlerinin siklikla kullanilmalarinin
nedenlerinden biri kolaylikla hemen her denklemde kullanilabilme olanaklarinin
bulunmasidir. Bu yontemin ger¢ek degere yakinsama hizinin diisiik olmasi oldukca biiyiik
bir hesap yiikii gerektirse de [72] gelisen bilgisayar teknolojisi ve yontemin pratikligi hala
Monte-Carlo simiilasyonlarinin popiilaritesini korumasini1 saglamaktadir. Metropolis ve
Ulam “The Monte Carlo Method” adli caligmalarinda [80] bu yoOntemin mantigini
aciklamak icin iinlii bir kart oyununu 6rnek vermektedirler. Metropolis ve Ulam bu kart
oyununda basarili bir sonug¢ elde etme olasiliginin hesabinin, oyuncu kabiliyeti gibi bazi
faktorler devre dig1 birakilsa bile, olasilik teorisinin yontemleriyle zorlu bir is oldugu
vurgulamaktadir. Buna alternatif olarak ise ilgili oyunun yeterince biyiik sayidaki
Orneginin incelenmesi ve bu Orneklerdeki basari sayisinin hesaplanmasinin pratik bir
¢oziim olacag belirtilmektedir. Bu prensip 1s1ginda Monte-Carlo yontemi, bir deneyin
yeterli sayida tekrarinin  kullanilmasi ile sonucun istatistiksel Ozelliklerinin
gozlemlenmesini temel almaktadir. Monte Carlo yonteminde hata deney sayisiyla ters
orantilidir [72], dolayisiyla simiilasyonlarda yeterince iyi bir sonug alinabilmesi i¢in
deneyin birgok kez tekrarlanmasi gerekmektedir. Bu da hesap zamani ve yiikiiniin
artmasia yol agmaktadir ve Monte Carlo yonteminin dezavantajlarindan biridir. Buna
ragmen Monte Carlo yontemi, literatiire girdigi 1940’11 yillardan itibaren, pratikligi
sebebiyle rastgele bilesenlere sahip bircok deneyin sonuglarinin incelenmesinde
kullanilmistir [3, 12, 33].

Rastgele diferansiyel denklemlerin incelenmesinde kuadratik orta analizi ve Monte
Carlo simiilasyonlarini igeren ¢alismalara siklikla rastlamak miimkiin olsa da, bu durumun
rastgele diferansiyel denklem sistemleri i¢cin de gegerli oldugunu sdylemek miimkiin
degildir. Rastgele niifus modelleri ve lojistik model i¢in kuadratik orta analizini igeren bir
calisma bu matematiksel modellerin rastgele ¢oziimlerini sunmaktadir [37]. Benzer bir
inceleme, rastgele baslangic kosullar1 ile niifus modelleri i¢in de ilerleyen yillarda
yapilmistir [95]. Lineer rastgele modellerle kuadratik orta anlamda detayli bir inceleme
iceren bir doktora tezi de 2010 yilinda Valencia’da yaymmlanmustir [73]. Ozellikle

kompartmanli modeller a¢isindan, diferansiyel denklem sistemlerinin rastgele kosullar
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altinda incelemeleri birkag Ornekten ibarettir. Bu c¢alismalarin ilk 6rnegi kompartmanli
modellerdeki S kompartmani icin rastgele baslangic kosullar1 kullanarak simiilasyon
sonugclar elde edilen ve sonuglarin yorumlanmasini igeren 2005 tarihli calismadir [63]. Bu
calisma yalnizca tek kompartman icin ve yalnizca tek bir dagilimla baslangi¢ kosullarinin
rastgele alinmasini igermektedir. 2008 yilinda Kuple (Coupled-Baglasik) diferansiyel
denklem sistemlerinin belirsiz baglangi¢ kosullar1 ve kaynak terim (source term) ile [20]
incelenmesi, kuple diferansiyel denklemlerden olusan kompartmanli matematiksel
modeller i¢in de oncii bir ¢alismadir. Nitekim 2010 yilinda yayimlanan “Epidemic models
with random coefficients” isimli ¢alisma rastgele katsayilar igeren SIR ve SIRS modelleri
icin ¢ok terimli kaos yontemiyle rastgele sonuglar1 incelemektedir [31]. Bu calismadan
once 2009 yilinda rastgele dinamik sistemlerin sayisal karakteristikleri ile ilgili simiilasyon
iceren bir calisgma yapilmistir [16]. Rastgelelik igeren epidemiyolojik kompartmanli
modeller ile ilgili en giincel ¢alismalar ise 2015 ve 2016 yillarinda M.C. Casaban vd.
tarafindan yayimlanmistir [24, 28]. Bu calismalarda SI ve SIS kompartmanli modelleri
baslangi¢ degerleri ve parametreleri rastgele degiskenler olacak sekilde ele alinmis ve
Rastgele Degisken Dontisiimii (RVT) yontemi kullanilarak ¢oziimiin olasilik dagilimi ve
R, ireme katsayisinin rastgele yorumu hakkinda sonuglar verilmistir. Bu caligmalar
disinda rastgele bilesenler igeren modellerin Ispanya’daki uyusturucu kullanimi [4], bakteri
iiremesi [ 106] ve Monod kinetikleri [107], biyokimyasal reaksiyonlar [13], Dang Hummast
[14], Sitma [12], bakteri direnci [78] ve Hepatit C hastalig1 [79] gibi 6zel konulardaki
uygulamalarini iceren ¢alismalar da literatiirde mevcuttur. Bu uygulamalarin bir kisminin
tez calismalar1 dahilinde literatiire kazandirildigr diisiiniildiigiinde, rastgele diferansiyel
denklem sistemleri ile kompartmanli modeller iizerine ¢aligmalarin sayisinin az oldugu
fark edilebilmektedir. Kompartmanli matematiksel modeller genellikle ¢ok boyutlu
denklem sistemlerinden olugmaktadirlar. Dolayisiyla bu sistemler rastgele bilesenler ile
birlikte géz Oniine alininca, yaklasik ¢6ziim yontemleri ve simiilasyon ¢aligmalariyla kesin
degere yakinsayan sonuglar elde edilebilmesi i¢in yiiklii miktarda hesap ve zaman
gerektiren c¢alismalara ihtiyag duyulmaktadir. Bu hesap ve zaman yiikii gereksinimi,
rastgele kompartmanli modeller ile ilgili literatiiriin i¢in yalnizca SI, SIS ve SIR modelleri
ile ilgili birkag¢ ¢aligmayla sinirli kalmasinin baslica nedenlerindendir.

Olaylarin gercek hayattaki rastgele davranisini denklemlere yansitmak i¢in rastgele
degiskenlere alternatif olarak stokastik siiregler de kullanilabilmektedir. Ancak rastgele

degiskenler ve rastgele diferansiyel denklemlerin aksine stokastik siirecler ve stokastik
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diferansiyel denklemler ile ilgili cok genis bir literatiir mevcuttur. 1905 yilinda Albert
Einstein’in modern fizigin kurulusuna biiylik katki saglayan dort makalesinden biri olan
Brown Hareketi (Brownian Motion) ile ilgili ¢alismasi stokatik diferansiyel denklemlerin
temellerindendir [41, 89]. Ancak stokastik diferansiyel denklemlerle ilgili detayli analiz
yapilabilmesi ve sonuclar elde edilmesi 1940 yilinda Japon matematik¢i Kiyoshi It6 nun
onciilik yaptigr Stokastik integral [58] ve Stokastik analiz (Stochastic Calculus) ile
gerceklesmistir. Stokastik analizin gelismesi stokastik integral denklem, stokastik
diferansiyel denklem ve stokastik kontrol gibi yapilarin yani sira stokastik Euler yontemi
ve stokastik Milstein yontemi gibi stokastik yaklagik ¢oziim yontemlerinin de gelismesini
saglamistir [68, 128]. Stokastik diferansiyel denklemler hakkindaki genis literatiire paralel
olarak stokastik modeller ve stokastik kompartmanli modellerle de ilgili bir¢ok calismaya
rastlamak miimkiindiir. Finanstan [94] sosyal bilimlere [34] ve sagliga [57] kadar hemen
her alanda stokastik modelleme c¢alismalari devam etmektedir. Benzer sekilde
kompartmanli modeller i¢in de SIR [32] ve SIRS [71] ile SEIR [126] modelleri gibi bir ¢ok
tiirevi iizerine literatiirde onlarca ¢alisma bulunmaktadir. Ozellikle finans alanindaki
stokastik modellerde, rastgele modellere benzer sekilde, Monte Carlo simiilasyonlar
yaygin olarak kullanilan yontemlerdendir. Saglik alanindaki stokastik modelleme
calismalarinda [2, 57] deterministik model sonuglari ile karsilastirma odakli incelemeler de

siklikla karsilasilan ¢alismalar arasindadirlar.

1.3. Tez i¢erigi

Bu tez calismasi dahilinde deterministik diferansiyel denklem sistemlerinden olusan
kompartmanli modellerin “rastgele etki” terimleri kullanilarak rastgele diferansiyel
denklem sistemlerine doniistiiriilmesi ve bu sayede hastaligin dinamiklerini temsil eden
model  degiskenlerinin  sayisal  karakteristiklerinin  Glgiilmesi  amaglanmaktadir.
Olusturulacak olan rastgele modeller i¢in yaklasik ¢oziimler arastirilacak, bu yaklasik
¢Ozlimler simiilasyon sonuglari ve deterministik sonuglarla karsilastirilarak yaklasik
moment formiillerinin gegerliligi ve deterministik-rastgele sonuglar arasindaki farklar
yorumlanacaktir. Ek olarak deterministik modellere “stokastik giiriiltii” terimleri eklenerek
stokastik modeller de kurulacak ve stokastik c¢oziimler kullanilarak hastaligin stokastik
davranisi, stokastik-rastgele sonuglarin uyumu ve stokastik-deterministik sonuglarin

karsilagtirilmas1 hakkinda incelemeler yapilacaktir. Rastgele etki terimlerinin isleyisi ve
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rastgele-stokastik model kurulumunun detaylarinin daha anlasilir olmasi igin yapilacak
analizlerin 2017 yilinda yayimlanmis iki deterministik modele uygulamalar1 yapilacaktir.
Bu modeller L. Nkamba vd. tarafindan yayimlanan Poliomyelitis (Polio — Cocuk Felci)
hastaligit modeli [87] ve yilinda T. Khan vd. tarafindan yayimmlanan olan Hepatit B
hastalig1 modelidir [65].

Literatiirde rastgele katsay1 kullanilarak olusturulmus diferansiyel denklemlerde bu
katsayilar, denklem degiskenleri gibi, zamana bagli stokastik siire¢ler tarzinda ele
alinmistir. Ancak bu calisma dahilinde rastgele katsayilar, modellerdeki parametrelerin
deterministik degerlerine eklenecek — zamandan bagimsiz — rastgele giiriiltii gérevindeki
rastgele etki terimleri kullanilarak olusturulacaktir. Ayrica Diferansiyel Donilisiim
Yontemi’nin (DDY) rastgele diferansiyel denklemlerde uygulamalar: ile ilgili literatiirde
var olan c¢aligmalara da deginilmistir. Ancak DDY ile elde edilen yaklasik ¢6ziimiin
Laplace-Pade yontemi ile modifiye edilmesine dayanan Modifiye Diferansiyel Doniisiim
Yontemi (MDDY: Modified Differential Transformation Method - MDTM) ilk kez
rastgele diferansiyel denklem sistemlerinde kullanilacaktir. MDDY kullanilarak uygulama
icin kullanilacak kompartmanli modeller icin yaklasik ¢oziimler elde edilecek ve model
bilesenleri i¢in yaklasik moment formiilleri hesaplanacaktir. Yaklasik beklenen deger ve
yaklagik varyans — yaklagik gliven aralig1 formiilleri, modellerin deterministik ve stokastik
coziimleri ile karsilastirilacaktir. Bu sekilde “rastgele etki” kullanilarak olusturulan elde
edilen yaklasik moment formiillerinin deterministik davraniglarla ne denli uyumlu oldugu
ve yaklagik gliven araliklarinin hastaligin stokastik gergeklesmeleri ile ilgili ne denli
giivenilir sonuglar verdigi gozlemlenecektir. Stokastik giiriiltii — rastgele etki
uyumu/farklarinin - yorumlanmasi ve rastgele analizlerin hastalikla 1lgili yapilacak
¢ikarimlara ne denli katkisinin bulundugu ile ilgili incelemeler de rastgele modelleme ilgili

yapilacak bu ¢aligsmalarin 6nemini ortaya koyacaktir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu boliimde tez calismalarinda kullanilacak olan yaklasik ¢6ziim yontemleri ile
rastgele modellere uygulanacak kuadratik orta analizi ve Monte-Carlo simiilasyonu ile
ilgili bilgiler verilmektedir. Ek olarak cocuk felci ve Hepatit B hastaligina dair iki
kompartmanli model {iizerinde rastgele ve stokastik modelleme g¢aligmalar1 ve rastgele

davranig analizi de bu boliimde yapilacaktir.

2.1. Deterministik Diferansiyel Denklemlerde Yaklasik Coziimler

Tezde incelenecek olan denklem sistemlerinde Diferansiyel Doniisiim Y ontemi
(DDY), Modifiye Diferansiyel Doniisiim Yontemi ve dordiincii mertebeden Runge-Kutta

Yontemi kullanilacaktir.

2.1.1. Diferansiyel Doniisiim Yontemi (DDY)

Bir x(t) fonksiyonunun Diferansiyel Doniisiimii [88, 97, 127] sOyle tanimlanir: x(t)
fonksiyonu bir D bolgesinde analitik bir fonksiyon olmak iizere bu fonksiyonun k-inc1
tiirevinin Diferansiyel Donlistimi, t, € D olmak {izere,

K
1 Id x(t) veeD -

XU = k| dtk

t=t0

ile tanimlanir. Burada x(t) orijinal fonksiyon iken X (k) donistiriilmiis fonksiyondur.

X (k) nin ters diferansiyel doniisiimii ise

x(t) = ) X(k)(t—ty)*,VteD (8)

seklinde tanimlanir. (7) ve (8) esitlikleri kullanilarak
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,Vt €D 9
t=ty

dtk

x(t) = Z (t - to)k [de(t)

elde edilir. (9) esitligi ile de goriilebilecegi gibi DDY Taylor acilimini temel alan bir
yontemdir. Uygulamalarda Y52, X (k)(t — to)* terimi yeteri derecede kiigiik degere
sahip oldugu i¢in goz ardi edilmektedir. Bu sekilde x(t) fonksiyonunu temsil etmesi i¢in

her t € D igin

x(©) = ) X~ to)" (10
k=0

sekildeki sonlu seri kullanilir. (7) ve (9) kullanilarak DDY yonteminde gerekli olabilecek
bazi islemler i¢in asagidaki sonuglar elde edilir:
Teorem 2.1.1 [7] DDY yonteminde asagidaki matematiksel islemlere karsilik gelen
dontistiiriilmiis fonksiyonlar kullanilir:

@ z@) =x(t) L y(t)ise Z(k) = X (k) £ Y (k),

)  z(t) = cy(t) ise Z(k) = cY(k),

(i) z(t) =2 “) ise Z(k) = (k + DY (k + 1),

(k +n)

(OFGEE {‘” e Z(k) =

V)  z() = x(@)y()ise Z(k) = Zk1=o X (k)Y (k = ki),

1 k=n,
0 k # n.

Uygulamalarda DDY yonteminde kullanilacak iterasyon (terim) sayisi olan n, incelenilen

—=Y(k +n),

i) z(t) = t"ise Z(k) = 6(k —n) = {
problem i¢in gozlemlenen yakinsama hizina gore degigmektedir.

2.1.2. Modifiye Diferansiyel Doniisiim Yontemi (MDDY)

Literatiirde klasik Diferansiyel Doniisiim Yontemi’nin basta ¢ok adimli yontemler
olmak tizere farkli modifikasyonlar1 mevcut olsa da [15] bu calismada Padé yaklagimini
temel alan ve bazi kaynaklarda DTM-Padé Yontemi olarak da adlandirilan Modifiye
Diferansiyel Doniisiim Yontemi kullanilacaktir [82]. Diferansiyel Donilisiim Yontemi ile

diferansiyel denklemler icin kuvvet serileri seklinde analitik ¢oziimler iretilmektedir.
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Ancak 0Ozellikle kompartmanli modeller 06zelinde goriilebildigi gibi uzun zaman
araliklarinda yapilan incelemelerde (t degeri biiyiik oldugunda yani t — oo iken) kuvvet
serileri temelli yaklasim yontemleri ¢ok kullanigli olmamaktadir [100]. Bu dezavantaji
kaldirmak i¢in polinom formundaki yaklagimlari polinomlarin rasyonel fonksiyonlarina
dontistiiren Padé yaklasimi kullanilmaktadir [9]. DDY Yontemi ile Padé yaklasiminin
birlesimi olan bu yontem kullanilarak sonsuz tanim araligina sahip problemlerde basarili
elde edilen basarili sonuglar literatiirde mevcuttur [51, 99, 100].

Bir x(t) fonksiyonunun [p/q] Padé yaklasimi p-inci mertebeden bir polinomun g-
uncu mertebeden bir polinoma boliimiidiir. Bu polinomlar, yaklasimin kuvvet serininin bas
katsayilarinin x(t) in kuvvet serisinin ilk (p +q + 1) terimiyle uyusmasi esasina gore
segilirler [17]. Bir x(t) fonksiyonunu temsil eden bir Y72, a;t* kuvvet serisini ele alalim

[99]:

[00]

x(t) = z a;ti. (11)

i=0
Bu fonksiyonun Padé yaklasimi pay1 ve paydasi polinom olan bir kesirdir ve

(/m) = 2O (12)

~Qu(®)

seklinde ifade edilir. Burada P; (t) ve Qy(t) sirasiyla en fazla L-inci ve M-ince dereceden

polinomlardir. Dolayisiyla (11) ve (12) denklemlerinde,

x(t) = ag + ast + at? + azt3 + a t* + -, (13)
PL(t) = po + pit + pot® + pst® + - + p,th, (14)
Qu(t) = qo + g1t + qot* + q3t® + -+ gy t", (15)

oldugu goriilmektedir. Bu durumda (12) denkleminin pay ve paydasinda sirasiyla L + 1 ve
M + 1 katsay1 bulunmaktadir. Pay ve paydanin birer katsay ile carpilmasi [L, M] ikilisini

degistirmeyeceginden
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Qu(0) =1 (16)

normallik kosulu kullanilmaktadir. Bu kosul ile birlikte (12) denkleminde payda L + 1 ve
paydada M adet olmak iizere toplam L + M + 1 adet bilinmeyen katsay1 oldugu goriiliir.

., tE*M mertebeleri

Dolayisiyla (11) denklemine uyum igin [L,M] araciligiyla 1,t,t2,.
kullanilmalidir. Bu sekilde sadece bir [L,M] yaklasiminin oldugu [10] ve [17] ile

gosterilmistir. Kuvvet serisi gosterimi kullanilarak

i ¢l Po+p1t+p2t2 +p3t3 +...+thL
a;t” =
i q0+q1t+q2t2 +q3t3+"'+thM

+ 0(tL+M+1) (17)
i=0

yazilir. Buradan

(po + pit + pat? + -+ prtH)(ap + agt + ayt? + )

(13)
= (o + q,t + qztz + q3t3 + .+ thM + O(tL+M+1)
elde edilir. (18) denkleminden
aO = pOr
al + aOQl = pl;
a, + aq + a.q; = poy, (19)
ap+ap_1q, + -+ apq, = pL,
ve
apyr tapqr + -+ a_yi1qu =0,
Apyz + Ar41qr+ -+ A pi2qu =0, o0

Apem + Apepm-1q1 + -+ aqu =0,

denklemleri elde edilir, burada n < 0 iken a, = 0 ve j > M iken q; = 0 dir. (19) ve (20)

denklemleri tekil degilseler
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ar—m+1 ar—m+2 ar+1
a Ar+1 arL+m
[L/ﬁ4]:: j=M "%j—-M j=M-1Y%j-M+1 e j=0Yj (21)
ar-m+1 Ar-m+2 - Qr41
a Ar+1 v Arim
tM T |

seklinde coziilebilirler. Toplamlarda alt indis iist indisi gectiginde, toplam sifir ile

degistirilmektedir. Alternatif formlar soyledir:

L-M

[L/M] = Z ajt! + MW Wy W,
j=0
L+n (22)
= z a;t! + " W W MW any M
j=0
burada
[Ap-m+1 — tAp—pm42 " a, —tap4q
Wim = : : (23)
a, —tap4q vt Apam+1 — gy
(AL —Mm+1
| QL-m+2
Wim = : (24)
ar,

seklindedir [99, 100]. [L/M] yaklasiminin insasinda her bir L ve M se¢imi farkli bir
yaklasim vermektedir. Yontemin en zor yanlarindan biri en iyi yaklasimin elde edilmesi
i¢cin kullanilmasi gereken L ve M sayilarinin belirlenmesidir. Uygulamalarda genel olarak

L = M seklindeki se¢imlerin 1yi yaklagimlar olusturdugu gozlemlenmistir [99].

2.1.3. Runge-Kutta Yontemi

Diferansiyel denklemlerin kesin ¢oziimlerine ulasmanin miimkiin olmadig1 veya ¢ok

zor oldugu durumlarda analitik veya yaklasik-analitik yontemlerin yaninda kullanilan bir
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diger yontem de sayisal (niimerik) ¢0ziim yoOntemleridir. Euler yontemi (Birinci
mertebeden Runge-Kutta ydntemi-RK1), Orta nokta ydntemi (ikinci mertebeden Runge-

Kutta yontemi-RK2) gibi sayisal yontemlerin temeli,

dy(®) _

— —So®.0 (25)

formundaki bir adi diferansiyel denklemin ¢6ziimii olan y(t) icin bir yaklasik degerin elde
edilmesidir. Elde edilen y*(t) yaklasik degeri ile y(t) gercek degeri arasindaki hata,
yaklasik degerin hesaplanma yontemine gore degisir. Bu nedenle bu sayisal yontemlerin en
cok kullanilanlarindan biri dordiinci mertebeden Runge-Kutta Yontemidir (RK4). Bu
yontem bir y(t,) = y, baslangi¢c kosulu ile bir A adim boyu igerisindeki dort test
noktasindaki artiglarin (bu noktalardaki egimlerin) agirlikli ortalamasini kullanarak
y*(to + h) vyaklasik degerinin hesaplanmasi temeline dayanir. Dolayisiyla, RK4
yonteminde dort test noktast kullanarak hesap yapildigindan hata terimi O(h®)
mertebesindendir [96].

(25) seklindeki adi diferansiyel denklem icin, y,.1 = y(t441) Ve thy1 =t +h
olmak tizere, y,,, yaklasik sayisal ¢oziimii dordiincii mertebe Runge-Kutta asagidaki

yinelemeli (iteratif) formiille hesaplanir:
1
Yne1 =Yn + 6 (K1 + Kz + K5 + Ky)h,
Kl = f(y;' tn)'

1 1
Ky = f (i + 5 hota + 50K,

K3 = f(y; +%h, th +%hK2>,

K, = f(y, + h t, + hK3).
Daha kii¢iik adim boylar1 kullanilarak, tekrarh sekilde birka¢ adim i¢in uygulanabilen RK4
yontemi, gelisen bilgisayar teknolojisi ile birlikte gilinlimiizde de yaygin olarak
kullanilmaktadir. Alman matematikciler C. Runge ve M. W. Kutta tarafindan 20. yy.

baslarinda gelistirilen bu yontem tez ¢alismasinda 6zellikle rastgele diferansiyel denklem

sistemlerinin simiilasyonu isleminde kullanilacaktir.
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2.2. Rastgele Kompartmanh Modeller icin Yontemler

Deterministik diferansiyel denklemlerin incelenmesinde kullanilan ydntemlerin
ardindan bu boliimde rastgele diferansiyel denklemler ve rastgele denklem sistemleri igin

kullanilan yontemler incelenecektir.

2.2.1. Kuadratik Orta Analizinin Temelleri

Onceki boliimlerde sunulan deterministik ydntemlerin rastgele yapilarda
kullanilmasimin miimkiin oldugu durumlar da bulunmaktadir. Ancak uygulamada
cogunlukla bir rastgele olayin olasi1 gerceklesmelerinin her birinin 6zelliklerinden ziyade
bu gergeklesmelerin ortalamasi veya standart sapmasi gibi sayisal karakteristikleri ile
ilgilenildigi icin bu yontemlerden farkli bir yapiya ihtiya¢ duyulmaktadir. Kuadratik orta
analizi stokastik siireclerde her bir realizasyonundansa siirecin énemli realizasyonlarina
odaklanarak bu siiregle ilgili rastgele incelemeler yapilmasini saglamaktadir [108].

Kuadratik orta analizinin temel yap1 taslar1 “Kuadratik orta anlamda limit”,
“Kuadratik orta anlamda siireklilik”, “Kuadratik orta anlamda tiirev” ve “Kuadratik orta
anlamda integral” kavramlaridir. Kuadratik orta analizinin tiim islemleri bu kavramlarin
tizerinde insa edildigi i¢in bu kisimda sadece kuadratik orta analizinin temel tanimlari
verilmektedir. Bu tanimlarin temelinde, giris kisminda bahsedilmis olan, “Kuadratik orta
anlamda yakinsaklik” kavrami kullanilmaktadir.

Tanim 2.2.1.1 (p-inci mertebeden rastgele degisken) [114] Bir (Q, F, P) olasilik uzayinda
taniml1 bir X rastgele degiskeni, p = 1 bir reel say1 ve E[-] beklenen deger operatorii
olmak tizere,

E[IX|P] < e
kosulunu sagliyorsa, p-inci mertebeden bir rastgele degiskendir.

Tim p-inci mertebeden rastgele degiskenlerin L, uzayi,

I1X1l, = (E[IX[PDYP
normu ile birlikte bir Banach uzayidir [8]. Ozel olarak, p=2 icin
E[|X|?] < o kosulunu saglayan ikinci mertebeden rastgele degiskenlerin uzay1 L, ikinci

mertebeden X ve Y rastgele degiskenleri i¢in tanimlanan
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(X,¥) = EQUVIT = ) EU]

i¢ carpim ile birlikte bir Hilbert uzayidir [8, 114].
Tanmm 2.2.1.2 (Kuadratik orta anlamda yakimsaklik ve limit) [105] Bir {X,,} rastgele
degiskenler dizisi
lim|| X, —X||=0
n—00
kosulu saglanir ise n — oo iken bir X rastgele degiskenine ‘“kuadratik orta anlamda

yakinsar” veya “L,’de yakinsar” denir. X rastgele degiskeni bu durumda {X,} dizisinin

m.s.
“kuadratik orta anlamda limitidir ve X,, — X veya

LimX,=X

n—-oo

ile gosterilir. “L.i.m.” yazimi “kuadratik orta anlamda limit (limit in the mean)”

kullanildigin1 belirtmektedir. Kuadratik orta anlamda limitin 6nemli bir 6zelligi de

beklenen deger operatorii ile degismeli olmasidir: X, % X ise

lim E{X,} - E{X}
n—oo

olur [105]. Kuadratik orta anlamda yakinsakligin ve kuadratik orta anlamda limitin rastgele

denklemlerin analizinde temel yap1 tasi olusturmalari, L, wuzayinda taniml
I1XIl, = (E[1X|?D*? normu ile de ilgilidir. Bu norm tanimindan, X,, % X ise

lim [1X, — X|| = lim ((E[1X, — X|)/2) - 0
olmast rlll_l)‘rolo E{X,} - E{X} ¢ikarimini dogruladig1 gibi, rastgele degiskenler dizilerinde her

bir degisken i¢in inceleme yapmak zorunda kalmadan dizinin geneli ile ilgili egilimi elde
etme imkani saglar.

Kuadratik orta analizi kullanilarak incelenen rastgele denklemlerde ve denklem
sistemlerindeki rastgele diferansiyel denklemlerin, katsayilari rastgele olan ve zaman
degiskenine de bagli olan rastgele siirecler oldugu daha once belirtilmisti. Dolayisiyla,
kuadratik orta anlamda siireklilik, tiirev ve integral tanimlarini, literatiire uygun olarak,
rastgele stirecler i¢cin sunmak daha uygundur. Bunun icin oncelikle stokastik siireglerin
asagidaki tanimi verilmelidir.

Tamim 2.2.1.3 (Stokastik siire¢) [1] (Q,F,P) bir olasilik uzay1 ve T € R = (—o0,0)
olsun. Reel degerli X(w,t) her t €T igin Q Ornek uzayinda tanimlanmis bir rastgele

degisken ise bu fonksiyon bir rastgele fonksiyon olarak adlandirilir. Eger T = R* ise ve t
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parametresi zamani ifade ediyorsa bu durumda X(w, t) rastgele fonksiyonuna “stokastik
siire¢” denir.
Stokastik siireglerin X(w, t) gosteriminde bazen w argiimani goz ardi edilerek X (t) veya
X, gosterimleri de kullanilir. lerleyen kisimlarda literatiire ve incelenmekte olan
sistemlerdeki “zamana bagli rastgele degisken katsayisi” islevine uygun olarak X(t)
gosterimi ile devam edilecektir.
Bir bagimsiz ve ayni dagilima sahip (independent and identically distributed — i.i.d.)
rastgele degiskenler dizisi asikar bir stokastik stire¢ 6rnegidir [38]. Dolayisiyla T > 0 i¢in
belirli bir (t,t+7) zaman araligi igerisindeki X(¢;),t; = (t,t+ 1) rastgele
fonksiyonlarmin bir X(t*),t* € (t,t + 7) rastgele fonksiyonuna kuadratik orta anlamda
yakisamasinin

tlii_l}tl*”X(ti) - X =0= . X X(")
seklindeki yorumlanmasi, ézellikle X(t*) = Li.m.; ¢+ X(t;) = Lim.._o X(t + 1) [108]
gosterimi ile, deterministik analizden rastgele analize gecisin temsilcisidir. Bu baglamda
X, rastgele degiskenler dizisinin L,’de bir X rastgele degiskenine yakinsamasi, X rastgele
degiskeninin bu rastgele degiskenler dizisini domine etmesi olarak yorumlanabilir [52].
Tanmm 2.2.1.4 (Kuadratik orta anlamda siireklilik) [105] Ikinci mertebeden bir X(t),t € T

stokastik siireci sabit bir t aninda t + t € T igin

Lim. X(t+ 1) =X(t)
-0

veya

lim|X (¢ +7) = X(©)l = 0
T

kosullarini sagliyorsa “kuadratik orta anlamda siireklidir” veya “kuadratik orta stireklidir”
denir.
Ikinci mertebeden stokastik siire¢ tanimi, E[-] beklenen deger operatorii i¢in E[|X|P] < oo
sartin1 saglayan X rastgele degiskeninin p-inci mertebeden bir rastgele degiskenin tanimini
temel alarak asagidaki gibi verilir.
Tamm 2.2.1.5 (Ikinci mertebeden stokastik siire¢) [105] Bir X(t),t € T stokastik siireci
ikinci mertebeden ise asagidaki kosullar saglar:

(1) Beklenen degeri E{X(t)}, T iizerinde sonludur.

(ii) X(t),t €T stokastik siireci, ancak ve ancak Kkovaryans fonksiyonu

cov(X(t),X(s)), T XT ftzerine tamimli ve sonluysa ikinci mertebeden bir

stokastik siirectir.
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Bu tanimin ikinci 6zelligi aracilifiyla cov(X(t),X(t)) nin T X T iizerinde varlig1r ve
sonlulugu kullanilarak T {izerinde

cov(X(t),X(t)) = E{X?(t)} < =
sonucu elde edilir.
Burada dikkat edilmesi gereken bir nokta kuadratik orta anlamda stirekliligin, siirecin her
bir siirecin  gerceklesmeleri  diizeyinde siirekliligin  6zelliklerinin ~ saglandigini
belirtmemesidir [105].
Tanmmm 2.2.1.6 (Kuadratik orta anlamda tiirev) [105] Bir X(t),t € T ikinci mertebeden
stokastik siireci bir t aninda

l.Ti;rgl.[X(t +17) - X(@)]/T =X'(t)

seklinde tanimlanan smirli mertebe rastgele siirecine sahip ise, X'(t) siirecine X(t)
sirecinin t aninda “kuadratik orta tlirevi” denir.

Bu tanim kullanilarak, yliksek mertebeden tiirevler de benzer sekilde tanimlanabilir.

2.2.2. Rastgele Diferansiyel Doniisiim Yontemi ve Momentler

Stokastik siiregler i¢in tanimlanan kuadratik orta siireklilik ve kuadratik orta tiirev
tanimlar1 kullanilarak 2.1.1 kisminda tanimlanan Diferansiyel Donilisiim Yontemi rastgele
diferansiyel denklemlere uygulanmaktadir. Rastgele Diferansiyel Donilisim Yontemi
(RDDY) asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

k negatif olmayan bir tamsayr olsun. {u(t),t € T} dordiincii mertebe stokastik
stirecinin t € T aninda k-mnc1 mertebeden dordiincii mertebeden orta anlamda tiirevi var
olsun ve ul(t) ile gosterilsin (kuadratik orta anlamimda tirev L,’de yakimsaklik ve
siireklilik tizerinde tanimlanmis ise dordiincii mertebeden orta anlamda tiirev benzer
sekilde L, ve dordiincii mertebeden stokastik siireclerle tanimlanir). u(t) siirecinin rastgele
diferansiyel doniistimii

k
1 ld (u®) 06)

Uk) = k' dtk

t=t0

ile tanimlanir [113]. Burada U doniistiiriilmiis stokastik siire¢ iken tiirev kuadratik orta

anlamdadir. U siirecinin ters doniisiimii de benzer sekilde,
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u(®) = ) UG - to)* 27)
k=0

seklindedir.
Burada (27) denkleminde tanimlanan serinin yakinsak oldugu bolgedeki herhangi bir
kapali aralikta dordiincii mertebeden orta anlamda diizglin yakinsak oldugu
varsayllmaktadir. (26) ve (27) denklemlerinin iyi tanimliligr ile asagidaki islemlerin
rastgele diferansiyel doniisiim igin ispat1 [ 113] tarafindan verilmektedir.
Teorem 2.2.2.1 [113] k negatif olmayan herhangi bir tamsay1 olsun ve {f(t):t € T} ile
{g(t):t € T} dordiincii mertebeden stokastik siire¢lerinin k-inc1 dereceden dordincii
mertebeden orta anlamda tiirevleri t € T aminda var olsunlar ve f®(t) ve g (¢t) ile
gosterilsinler. Asagidaki sonuglar rastgele diferansiyel doniisiim yontemi i¢in gecerlidir:
(1) u(t) = f(t) £ g(t) seklinde ise u(t)’nin rastgele diferansiyel donisiimi
U(k) = F(k) + G(k) ile tanimlanur,
(i)  Bir A dordiincii mertebeden rastgele degiskeni igin, u(t) = Af(t) ise u(t)’nin
rastgele diferansiyel doniisimi U (k) = AF (k) ile tamimlanir,
(i)  u(t) =d™(g(t))/dt™ seklinde ise u(t)’nin rastgele diferansiyel doniisiimii
Uk) =(k+1)..(k+m)G(k +m) ile tanimlanur,
(iv) u(t) = f(t)g(t) seklinde verilmis ise u(t)’nin rastgele diferansiyel doniisimii
U(k) = Yk_, F(n)G(k — n) ile tammlanir.
Burada m negatif olmayan bir tamsay1 iken F ve G ile sirasiyla f ve g nin doniistliriilmiis
fonksiyonlar1 gdsterilmektedir.
Uygulamalarda t, = 0 kullanimina uygun olarak, bir u(t) rastgele fonksiyonu i¢in

rastgele Diferansiyel Doniisiim Yontemi (RDDY) ile elde edilen

u(t) = ) Uk)tk

kuvvet serisi ¢oziimii i¢in

E(u(t) = Z EUK)tk,
k=0
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Var(u(t)) = Z Z cov(U(Q), U(j))tH/,

i=0 j=0
seklindeki yaklasik formiilleri kullanilarak beklenen deger ve varyans hesabi
yapilabilmektedir [44, 49]. Burada cov(U (i), U(j)) ile U(i) ve U(j) fonksiyonlarinin
cov(UW),U() = EUMDUR) —EUWD)EUY)),i,j=0,..,n,
ile tanimlanan kovaryans fonksiyonu belirtilmektedir.
Rastgele diferansiyel donilisiim yontemi, 6rnek modellere uygulandiktan sonra elde
edilecek beklenen deger ve varyans formiilleri deterministik Laplace-Padé yaklasimi

kullanilarak modifiye edilebilmektedir.

2.2.3. Monte-Carlo Yontemi ve Rastgele Denklemlerin Simiilasyonu

Monte-Carlo yontemi temel olarak rastgele sistemin her bir denemesi igin birer
rastgele parametre lirettikten sonra bu parametreleri kullanan denklem sisteminin yaklasik
cozlimlerini belirlemektedir. Daha sonra N tekrar sayist kadar denemeden elde edilen
coziimler kullanilarak denklem bilesenlerine ait sayisal karakteristikler belirlenmektedir.
Bu algoritma asagidaki sekilde adim adim gdsterilmektedir (Sekil 2).

Monte-Carlo yontemi ile incelenecek rastgele denklem sistemi i¢in, tekrar sayis1 N
kez, rastgele katsayilar iiretilecektir. Uretilecek rastgele katsayilar kullanilarak N farkl
deterministik denklem sistemi olusturulacak ve bu sistemler RK4 yontemi ile ¢oziilecektir.
Elde edilen sayisal ¢oziimler ile kompartmanlara ait beklenen deger, varyans, standart
sapma, degisim katsayisi, merkezi momentler ve giiven araliklart gibi sayisal
karakteristikler elde edilecektir. Bu karakteristikler modelin rastgele davraniglarinin
yorumlanmas1 ve hastaliga iliskin c¢ikarimlarin yapilabilmesi agisindan biiyiik 6nem

tasimaktadirlar.

2.3. Uygulamalar

Bu bolimde rastgele diferansiyel doniisim yontemi ve Monte Carlo ydntemi
kullanilarak SIR modeli [54], Cocuk felci [87] ve Hepatit B [65] hastaliklarina ait {i¢

kompartmanli model incelenecektir. Rastgele DDY kullanilarak elde edilecek moment
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formiilleri Laplace-Padé yaklagimi ile modifiye edilecek ve tiim sonuclar karsilastirilarak

hastaliklarla ilgili yorumlar yapilacaktir.

Adim 1: Adim 2:
Deterministik ﬁ Rastgele
Model girilir. parametreler
olusturulur.
v
Adim 3:
Denklem sistemi
RK4 ile cozulir.
N kez tekrarlanir. ¢
i : Adim 4:
N ad'me sonuglariile » raparfibaiEnicih
statistider sonugclar alinir.
olusturulur.

Sekil 2. Monte-Carlo algoritmasinin akis semast

2.3.1. Klasik Kompartmanh Model: SIR Modeli

Oncelikle 1.1.3 béliimiinde verilen klasik SIR modeli ile “rastgele etki” terimleri
kullanilarak rastgele modelin nasil elde edildigi ve bu rastgele model icin rastgele
Modifiye Diferansiyel Donilisiim Yontemi (MDDY) ve Monte-Carlo Yontemi ile kisa ve
uzun donemdeki rastgele davraniglarin arastirilacaktir.

(1) denklem sisteminde S(t),I(t) ve R(t) degiskenleri sirasiyla hastaliga duyarl,
hasta ve iyilesmis insanlarin t anindaki sayilarin1 géstermektedir. S(t) + I(t) + R(t) = N
toplam niifusu gosterirken, § ve y parametreleri sirasiyla hastaligin bulagsma ve hastaliktan

lyilesme oranlarimi gostermektedir. SIR modeli kullanilarak incelenecek hastaliklardaki
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rastgele yapinin incelenebilmesi i¢in, f ve y parametreleri rastgele etki terimleri
kullanilarak rastgele hale getirilir ve olusacak rastgele diferansiyel denklemler ile bir
rastgele model kurulmus olur.

Modelin analizini yapmak i¢in t anindaki kompartman niifuslarini veren S(t), I(t) ve
R(t) degiskenleri toplam niifusa boliinerek s(t), i(t) ve r(t) toplumdaki hastaliga duyarl,

hasta ve iyilesmis insan oranlarin1 gosteren yeni kompartmanlar elde edilir:

S@ 1@  R@®)
N TN TN T

S(t)/N =s(t) ve I(t)/N =i(t) ve r(t) =1—s(t) —i(t) oldugundan (1) modeline

denk olan (2) denklem sistemi kullanilarak S,I ve R kompartmanlari i¢in elde edilecek tiim

S +I(t)+R(t)=N>=> 1.

sonuclar ayn1 sekilde elde edilebilir:

. (28)
di(y
T = Bsi — yi.

SIR modelinin deterministik ve rastgele analizinde kullanilacak parametreler ve
baslangi¢ degerleri su sekildedir [54]: Hastaligin bulasma oran1 f = 1, hastaliktan iyilesme
orant y = 1/3, baslangicta toplumdaki hastaliga duyarli insan orani s(0) = 0.99 ve
baslangicta toplumdaki hasta insan orani i(0) = 0.01.

P ve y parametreleri rastgele etki terimleri ile su sekilde rastgele hale getirilirler:

B*=1+o0yny,

Yy =1/3 + oums.

Yeni rastgele parametreler f* ve y*, parametrelerin deterministik degerlerine o;n;,i = 1,2
rastgele etkilerinin eklenmesi ile olusturulurlar. Burada o;,i = 1,2, rastgele etkinin
miktarini belirler ve olusturulacak rastgele degiskenin standart sapmasidir. n;,i = 1,2 ise
birbirinden bagimsiz standart normal dagilima sahip rastgele degiskenlerdir. (1) modelini
normal rastgele etkiler kullanarak rastgele hale getirmek icin 7; degiskenleri kullanilmis
olsa da farkl olasilik dagilimina sahip rastgele etkiler kullanilmas1 da miimkiindiir.
Rastgele etkinin detaylarindan once, bu etkiler i¢in kullanilacak olan ‘“Normal
Dagilim” sunulacaktir. Gauss Dagilimi1 (Gaussian Distribution) olarak da adlandirilan
normal dagilim stirekli bir olasilik dagilimdir ve istatistikte en ¢cok kullanilan dagilimlardan

biridir. Ozellikle dagilimi tam olarak bilinmeyen rastgele cokluklarin dagilimlarinda
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kullanilmasi, en yaygin olarak kullanilan dagilim olmasinin en 6nemli nedenlerindendir
[79]. Ayrica Merkezi Limit Teoremi sonlu varyansa sahip olan yeterince biiylik sayidaki
bagimsiz ve ayni dagilima sahip rastgele degiskenin ortalamasinin yaklasik olarak normal
dagilima sahip oldugunu belirtmektedir. Dolayisiyla uygulamada rastgele yapidaki birgok
durumda bu dagilim tercih edilir. Ek olarak, bircok bagimsiz etkenin etkisi altindaki
(bilimsel hesap hatalar1 vb.) fiziksel biiyiikliikklerin de normal dagilima sahip oldugu
bilindiginden, farkli rastgele bilesenlerin etkisi altindaki rastgele davranislar1 incelenecek
olan model parametreleri i¢in normal dagilimin kullanilmasi en uygun segenektir.
Bir X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 (x—u

2
e 2 T) ,X € (—00,00)

fx) =

o

seklindeyse, bu rastgele degisken u ortalama ve o2 varyansli normal dagilima sahiptir

denir ve X ~ N(u,0?) ile gosterilir. Normal dagilima sahip bir X rastgele degiskeninde
Y = % degisken doniisiimii ile standart normal Y rastgele degiskeni elde

edilebilmektedir. £ =0 ve o0 =1 ile normal dagilimin 6zel bir durumu olan standart

normal dagilim i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu

1 _1..
f(y) :\/T_T[e 2 VS (—O0,00)

seklindedir. Normal ve standart normal dagilimlarin olasilik yogunluk fonksiyonu
ortalamalar1 civarinda simetriktir, dolayisiyla bu dagilimlara sahip rastgele degiskenlerin
ortalamalarinin altinda veya Ustiinde degerler almalar1 esit olasiliklidir. Bu 6zellik ve
bilimsel hesaplarda hatalarin normal dagilima sahip oldugunun bilinmesi, genellikle
ortalamalar1 bilinen ancak dagilimlar1 kesin olarak bilinmeyen parametreler i¢in normal
dagilimin kullanilmasini ideal hale getirmektedir. f* = 1 + 07711 oldugundan, beklenen
degerin 6zellikleri ile [45]

EB)=EQ+om) =1+E(0)E(m) =1,

Var(8*) = Var(1+ oyny) = ofVar(n,) = of
elde edilmektedir. Dolayisiyla rastgele etki, deterministik modelde 1 sabit degeri
kullanilarak incelenilen  parametresini, 1 ortalamaya sahip olan oy standart sapmali ve
normal dagilima sahip bir rastgele degiskene doniistiirmektedir.

Rastgele etki terimleri, literatiirde var olan rastgele modellerde katsayr olarak
kullanilan zamana bagimli stokastik fonksiyonlarin aksine zamandan bagimsizdir ve

yalnizca parametrelerin  deterministik  degerleri ve uygulamalarda gosterdikleri
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dagilimlarina bagimhidirlar. Uygulamalardan parametrelerin dagilimlar1i veya sapma
miktarlarinin elde edilemedigi durumlarda varsayimsal olarak standart sapma atamasi da
yapilabilmektedir. Ornegin bu calismada parametrelerin ortalamadan ger¢ek sapma
miktarlar1 bilinmedigi i¢in ortalamalarinin %5°1 miktarinda standart sapmaya sahip

olduklarini varsayalim. Bu durumda
o, = std(B”) =me(,8 ) =Wxﬁ = 0.05,
i 5 i 5 1
oy = std(y”) =MXE(V)=WXV=@

olmaktadir. Dolayisiyla yeni parametreler
B* =1+ 0.05n,, vy =1/3+(1/60)n,

olarak sekillenirler. Bu parametreler kullanilarak yeni rastgele model asagidaki gibi elde

edilmektedir:
ds(t) . .
= —f"si = —(1 + 0.05n;)si,
dt
. (29)
U _prsi—yri= -+ 00smsi - (54 (2]

(29) rastgele modeli kullanilarak SIR modeli ile incelenen hastaliklarin rastgele
davraniglarini analiz etmek miimkiindiir.

Rastgele modelin kisa donemdeki davranislarini belirlemek icin kompartmanlarin
yaklasik beklenen deger ve varyans formiilleri rastgele MDDY yontemi ile elde edebilir.

(29) modeli DDY uygulanirsa

k
(k+ Ds(k+1) = —B° z i(m)s(k —m),
m=0 (30)

k
(k+1Di(k+1) =p* z i(m)s(k —m) —y*i(k).
m=0

halini alacaktir. (30) modeli kullanilarak s(t) ve i(t) degiskenleri i¢in n terimli yaklasik
analitik ¢oziimler elde edilebilir ve bu ¢oziimler ile rastgele degiskenlerin beklenen deger

ve varyans gibi karakteristikleri incelenebilir. Burada s(t) ve i(t) degiskenlerinin (29)
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rastgele modelinde B* ve y* rastgele degiskenlerine bagimli olarak tanimlanmalari
dolayisiyla, kendilerinin de birer rastgele degisken haline geldiklerine dikkat edilmelidir.

C‘*”

n = 4 terim ile (karisiklik olmamasi i¢in parametrelerde “ ” notasyonu kullanilmamustir)

s(t) = 0.99 + (—0.00998)t + (—0.0048518% + 0.004958y)t>
+(—0.001551998% + 0.003217582y — 0.001658y2)t3,

i(£) = 0.01 + (0.00998 — 0.01y)t 31)
+(0.00485182 — 0.0099By + 0.005y2)¢?
+(0.0015519983 — 0.004834582y + 0.004958y2 — 0.0016y3)¢3

yaklasik ¢coziimleri elde edilir. s(t) i¢in yaklasik ¢6ziim

3
s(t) = ) Stk

oldugundan
S5(0) =0.99;5(1) = —0.00998, 5(2) = —0.00485182 + 0.004958y,
$(3) = —0.0015519943 + 0.0032175B8%y — 0.001658y2
seklindedir. Rastgele DDY yontemi ile beklenen deger (n = 4 ile uyumlu olacak sekilde)

n—-1
E(s(®) = Z E(S(K))t
k=0

olarak tanimlandigindan s(t) icin yaklasik beklenen deger
E(s(®) =E(S(0)+E(SW)t+E(S(2)t2 + E(5®3))¢®
seklinde hesaplanir. Benzer sekilde i(t) i¢in de
E(i®) =E(I)+E(I)c+E(1(2)t*+E(1(3))¢®
olacaktir. Burada
1(0) = 0.01, 1(1) = 0.009985 — 0.01y,
1(2) = 0.0048513% — 0.00998y + 0.005y?,
1(3) = 0.0015519943 — 0.004834582y + 0.004958y2 — 0.0016y3.
Rastgele parametreler normal dagilima sahip olduklarindan, normal dagilima sahip bir

X ~ N(u, o) rastgele degiskeninin moment gikaran fonksiyonu

0.2 2
MX(t) = e“t+ 2

kullanilarak bu degiskenin momentleri asagidaki gibi hesaplanir:
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E(X) = u,
E(X?) = u? + o2,
E(X?) = u(u® + 30?2),
E(X*) = u* + 6u?c? + 30
Bu formiiller kullanilarak normal dagilima sahip f ve y rastgele degiskenlerinin ilk dort

momentleri §oyle elde edilir:

E(B) = 1,E(B?) = 1.0025,E(8?) = 1.0075, E(8*) = 1.01501875,

1
Ely) = §,E(yz) = 0.111388888888889, E(y3) = 0.037314814814815,
E(y* =0.012531095679012.
Bu momentler ve E(s(t)) =XRsES(k)tkile E(i(t)) = Xps E(U(k)tk esitlikleri

kullanilarak s(t) ve i(t) i¢in rastgele DDY yontemi ile elde edilen yaklasik beklenen
degerler soyledir:

E(s(t)) = 0.99 — 0.0099t — 0.0032131275¢>

(32)
—0.000672240341666667t>

veE

E(i(t)) = 0.01 + 0.006566666666667t + 0.002120071944444t>

(33)
+0.0004372848169628708¢t3.

Benzer sekilde (31) ile verilen yaklasik ¢oziimler ve varyans igin verilen esitlik ile s(t)

degiskeninin yaklasik varyansi (cov(S(i), S(/)) = COU(S(]'), S(i))):

n-1n-1

Var(s(t)) = Z z cov(S(i), S()) et

i=0 j=0
= cov(5(0),5(0)) + [cov(S(1),5(0)) + 2cov(S(1),S(1))]¢
+[cov(S(1),S(1)) + 2cov(5(0),5(2))]t?
+[2cov(S(3),5(0)) + 2cov(S5(2),5(1))]¢3
+[cov(5(2),5(2)) + cov(S(3),5(1))]¢*
+[2cov(S(3),5(2))]t% + cov(S(3),5(3))t°.
seklinde hesaplanabilir. Benzer formiil i(t) degiskeni icin de elde edilebilmektedir.
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(cov(S(@),S()) = E(SWS()) — E(SW)E(S())
tanimi da kullanilarak bu kovaryanslar hesaplanir:
cov(5(0),5(0)) = c0v(0.99,0.99) =0,
cov(5(0),S(1)) = cov(0.99,—0.00998) = 0,
cov(5(0),5(2)) = cov(0.99,—0.00485152 + 0.004958y) = 0,
cov(5(0),5(3)) = cov(0.99,—0.0015519983 + 0.00321758%y — 0.001658y2)
= 0.
Benzer yontemle (31) esitliklerinden elde edilen S(k), k = 1,2,3 kullanilarak kovaryanslar
i¢in:
cov(S(1),S(1)) = 2.4502 x 1077,
cov(S(1),5(2)) = 1.9929 x 1077,
cov(S(1),5(3)) = 6.6698 x 1078,
cov(5(2),5(2)) = 1.6920 x 1077,
cov(5(2),5(3)) = 5.7638 x 1078,
cov(S(3),5(3)) = 1.9747 x 1078
sonuglari elde edilir. Dolayisiyla s(t) i¢in yaklasik varyans

Var(s(t)) = [2.4502 x 1077]t? + [3.9857 x 10~7]¢t3 + [3.0317 x 10~7]¢*

(34)
+[1.1528 x 1077]¢5 + [1.9747 x 1078]t®

olarak bulunur.

(31) esitliklerinden elde edilen I(k), k = 1,2,3 kullanilarak
cov(1(0),1(0)) = cov(0.01,0.01) = 0,
cov(1(0),1(1)) = cov(0.01,0.00998 — 0.01y) = 0,
cov(1(0),1(2)) = cov(0.01,0.00485152 — 0.0099By + 0.005y?) = 0,
cov(1(0),1(3)) =0,
cov(I1(1),1(1)) = 2.7820 x 1077,
cov(1(1),1(2)) = 1.7669 x 1077,
cov(I(1),1(3)) = 5.52448 x 1078,
cov(1(2),1(2)) = 1.1461 x 1077,
cov(I1(2),1(3)) = 3.6014 x 1078,
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cov(1(3),1(3)) = 1.1335 x 10~8

bulunur ve i(t) i¢in yaklasik varyans

Var(i(t)) = [2.7280 x 1077]¢% + [3.5338 x 1077]¢3 + [2.2530 x 10~ 7]¢* a5
+[7.2027 x 1077]¢t° + [1.1335 x 1078]¢®

olarak elde edilir.

(32)-(33) ile verilen yaklasik beklenen degerler ve (34)-(35) ile verilen yaklasik varyanslar
Laplace-Padé¢ teknigi kullanilarak modifiye edilirlerse, asagidaki modifiye formiiller elde
edilir. s(t) icin n = 4 terim kullanilarak rastgele MDDY yontemi ile

E(s(t)) = 0.0003385884842t + 1.006312564 y
—0.0163125637 6¢ (0-6276504823t) (36)

(Padé [3,1] aracilig1 ile) yaklasik beklenen deger elde edilir. Bu modifiye beklenen deger
i(t) icin (Padé [2,2] aracilig ile)

E(i(t)) = (0.009999999997cosh(0.4515828670t)
(37)
— 0.01017492338sinh(0.4515828670t) )e 116148774t

seklindedir. Benzer sekilde n = 4 terim kullanilarak rastgele MDDY yontemi ile s(t) ve
i(t) degiskenlerinin yaklasik varyanslari sirastyla (Pade [5,1] ile)

Var(s(t)) = —0.000001058727564t + 1077 (—2.392651763¢
— 5.568605751 — 7.614294641¢? (38)
+ 5.568605751e1901243527t)

ve (Pade [5,1] ile)

Var(i(t)) = 1077(—8.282393827 — 2.104095788t> — 7.853181401t>

(39)
+ 8.282393827¢1:598468709t) _ ,000001323914737t
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elde edilir.
(28) modeli i¢in deterministik DDY ile elde edilen yaklasik analitik ¢oziimler (n = 4)
adim ile su sekildedir:

s(t) = 0.99 — 0.0099¢t — 0.003201¢% — 0.0006628233333t3 (40)

veE

i(t) = 0.01 + 0.006566666666667t + 0.002106555556t> 41
+0.0004287616050¢3.

(28) modeli i¢in MATLAB ile elde edilen yaklasik ¢oziim asagida verilmektedir (Sekil 3).
s(t) i¢in (40) ile verilen yaklasik analitik ¢oziimiin Sekil 3’teki deterministik yaklasik
¢Oziim, (29) modelinin simiilasyonundan elde edilen yaklasik beklenen deger, rastgele
DDY ile elde edilen yaklasik beklenen deger (32) ve modifiye rastgele DDY ile elde edilen
yaklasik beklenen deger (36) ile t € [0,2.5] araliginda karsilastirilmas: tabloda
verilmektedir (Tablo 1).

i

Niifus oranlar
o o o o o
wn (=)} ~ o0 O

e
>

Zaman

Sekil 3. SIR modelinin deterministik yaklasik ¢éztimleri
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s(t) igin (41) ile verilen yaklasik analitik ¢6ziimiin Sekil 3’teki deterministik yaklasik
¢Ozlim, (29) modelinin simiilasyonundan elde edilen yaklasik beklenen deger, rastgele
DDY ile elde edilen yaklasik beklenen deger (33) ve modifiye rastgele DDY ile elde edilen
yaklasik beklenen deger (37) ile t € [0,2.5] arahiginda Kkarsilastirilmasi tabloda
verilmektedir (Tablo 2).

Tablo 1. t € [0,2.5] i¢in S kompartmaninin beklenen degerine ait sonuglar

Deterministik Deterministik Rastgele Rastgele DDY Rastgele
t (MATLAB) DDY (n = 4) Simiilasyon (n=4) MDDY

0.9900 0.9900 0.9900 0.9900 0.9900
0.1 0.9890 0.9890 0.9890 0.9890 0.9890
0.2 0.9879 0.9879 0.9879 0.9879 0.9879
0.3 0.9867 0.9867 0.9867 0.9867 0.9867
0.4 0.9855 0.9855 0.9855 0.9855 0.9855
0.5 0.9842 0.9842 0.9842 0.9842 0.9842
0.6 0.9827 0.9828 0.9827 0.9828 0.9827
0.7 0.9812 0.9813 0.9812 0.9813 0.9812
0.8 0.9796 0.9797 0.9796 0.9797 0.9796
0.9 0.9779 0.9780 0.9779 0.9780 0.9779
1.0 0.9761 0.9762 0.9761 0.9762 0.9761
1.1 0.9742 0.9744 0.9742 0.9743 0.9741
1.2 0.9721 0.9724 0.9721 0.9723 0.9721
1.3 0.9699 0.9703 0.9699 0.9702 0.9699
1.4 0.9679 0.9680 0.9676 0.9680 0.9675
1.5 0.9651 0.9657 0.9651 0.9657 0.9650
1.6 0.9625 0.9633 0.9625 0.9632 0.9623
1.7 0.9597 0.9607 0.9597 0.9606 0.9595
1.8 0.9567 0.9579 0.9567 0.9578 0.9564
1.9 0.9535 0.9551 0.9535 0.9550 0.9532
2.0 0.9502 0.9521 0.9502 0.9520 0.9498
2.1 0.9467 0.9490 0.9466 0.9488 0.9461
2.2 0.9429 0.9457 0.9429 0.9455 0.9422
2.3 0.9389 0.9422 0.9389 0.9421 0.9380
2.4 0.9348 0.9386 0.9347 0.9384 0.9336
2.5 0.9303 0.9349 0.9302 0.9347 0.9288

Beklenen degerler i¢in rastgele DDY ile elde edilen yaklasimin modifiye rastgele DDY ile
daha az hata iceren bir hale donistiiriildiigii tablolardaki sonuglardan goriilmektedir.
Benzer sekilde s(t) ve i(t) i¢in (29) modelinin simiilasyonundan elde edilen varyans

degerleri, rastgele DDY ile elde edilen (34)-(35) yaklasik varyanslar1 ve modifiye rastgele



41

DDY ile elde edilen (38)-(39) yaklasik varyanslar ile t € [0,1] araliginda karsilastirilirsa
asagidaki sonuglar elde edilir (Tablo 3-4).

Tablo 2. t € [0,2.5] i¢in I kompartmaninin beklenen degerine ait sonuglar

Deterministik Deterministik Rastgele Rastgele DDY Rastgele

t (MATLAB) DDY (n = 4) Simiilasyon (n=4) MDDY

0 0.01000 0.0100 0.01000 0.0100 0.0100
0.1 0.01068 0.0107 0.01068 0.0107 0.0107
0.2 0.01140 0.0114 0.01140 0.0114 0.0114
0.3 0.01217 0.0122 0.01217 0.0122 0.0122
0.4 0.01300 0.0130 0.01299 0.0130 0.0130
0.5 0.01387 0.0139 0.01387 0.0139 0.0139
0.6 0.01481 0.0148 0.01480 0.0148 0.0148
0.7 0.01580 0.0158 0.01580 0.0158 0.0158
0.8 0.01686 0.0168 0.01686 0.0168 0.0169
0.9 0.01799 0.0179 0.01798 0.0179 0.0180
1.0 0.01919 0.0191 0.01918 0.0191 0.0192
1.1 0.02046 0.0203 0.02046 0.0204 0.0205
1.2 0.02182 0.0217 0.02182 0.0217 0.0218
1.3 0.02325 0.0230 0.02326 0.0231 0.0233
1.4 0.02479 0.0245 0.02479 0.0245 0.0248
1.5 0.02641 0.0260 0.02642 0.0261 0.0264
1.6 0.02813 0.0277 0.02815 0.0277 0.0281
1.7 0.02996 0.0294 0.02999 0.0294 0.0300
1.8 0.03190 0.0311 0.03193 0.0312 0.0319
1.9 0.03395 0.0330 0.03399 0.0331 0.0339
2.0 0.03611 0.0350 0.03618 0.0351 0.0361
2.1 0.03841 0.0371 0.03849 0.0372 0.0384
2.2 0.04084 0.0392 0.04093 0.0394 0.0408
2.3 0.04341 0.0415 0.04351 0.0416 0.0433
2.4 0.04611 0.0438 0.04624 0.0440 0.0459
2.5 0.04897 0.0463 0.04912 0.0465 0.0487

Tablo 1’de rastgele sistemin simiilasyonunda s(t) i¢in ¢ = 2.5 aninda elde edilen 0.9302
degerine gore rastgele DDY ve rastgele MDDY yaklagimlariin mutlak hata yiizdeleri

sirastyla

RDDY — 100 X 10,9302 — 0.9347] %0.48
N ~ .
0.9302 0

ve

MRDDY — 100 X 10.9302 — 0.9288] %0.15
N ~ .
0.9302 0
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seklindedir. Benzer sekilde rastgele MDDY ile hatanin azaltildig: i(t) i¢in elde edilen

sonuglardan da goriilmektedir

10.04912 — 0.0465]|

RDDY — 100 X >~ %35.33

Ve

MRDDY — 100 X

0.04912

|0.04912 — 0.0487|

0.04912

= 0950.86.

Tablo 3. t € [0,1] i¢in S kompartmaninin varyansina ait sonuglar

Rastgele Rastgele DDY Rastgele MDDY
t Simiilasyon n=4) n=4)

0 5.874 x 10727 0 0
0.1 2.945 x 107° 2.8803 x 10~° 2.8803 x 10~°
0.2 1.381 x 1078 1.3513 x 1078 1.3514 x 1078
0.3 3.639 x 10~8 3.5564 x 1078 3.5578 x 1078
04 | 7.564x1078 | 7.3735x1078 | 7.3821x 1078
0.5 1.380 x 1077 1.3394 x 1077 1.3429 x 1077
0.6 2.315x 1077 2.2348 x 1077 2.2458 x 1077
0.7 3.668 X 10~ 3.5126 x 1077 3.5421 x 1077
0.8 5.667 X 10~ 5.2802 x 1077 5.3496 x 1077
0.9 8.175 x 1077 7.6651 x 1077 7.8141 x 1077
1.0 1.169 x 10 1.0818 x 107° 1.1115 x 107°

Tablo 4. t € [0,1] i¢in | kompartmaninin varyansina ait sonuglar

Rastgele Rastgele DDY Rastgele MDDY
t Simiilasyon n=4) n=4)
0 2.834 x 10732 0 0
0.1 3.055 x 10~° 3.105 x 10~° 3.105 x 10~°
0.2 1.391 x 1078 1.412 x 1078 1.412 x 1078
03 | 3.564x10°8 3.610 X 1078 3.611x 1078
0.4 7.210 x 108 7.226 x 1078 7.286 x 108
0.5 1.282 x 1077 1.289 x 1077 1.290 x 1077
0.6 2.098 x 1077 2.099 x 1077 2.104 x 1077
0.7 3.246 x 1077 3.224 x 1077 3.238 x 1077
0.8 4.817 x 1077 4,744 x 1077 4,775 x 1077
0.9 6.922 x 1077 6.750 x 1077 6.817 x 1077
1.0 9.697 x 1077 9.348 x 10~ 9.481 x 1077
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Rastgele MDDY ile kisa donemdeki sayisal karakteristikleri incelenen (29)
modelinin uzun vadedeki sayisal karakteristiklerinin incelenmesi icin MATLAB ile
modelin simiilasyonu yapilabilmektedir.

Modelin 100000 kez simiile edilmesiyle elde edilen sonuglar modelin sayisal
karakteristikleri ile ilgili asagidaki sonuglar1 vermektedir. (29) modelinde s(t) ve i(t) igin

elde edilen beklenen degerler sekilde goriilmektedir (Sekil 4).

1 T T T T 04

04+

s(t) - beklenen deger
i(t) - beklenen deger

0 5 10 15 20 25
Zaman

Sekil 4. SIR modelinin beklenen degerleri

Bu modelde t zaman degiskeninin giin sayisini belirtmektedir. Rastgele etkiler kullanilarak
elde edilen (29) modelinin Monte-Carlo simiilasyonlari ile elde edilen sonuglara gore s(t)
degiskeni i¢in minimum deger t = 25 aninda 0.06167 olarak, maksimum deger t = 0
aninda 0.99 olarak elde edilmistir. Dolayisiyla SIR modelinde rastgele etkiler altinda,
deterministik durumu benzer sekilde, hastaliga duyarli insan oraninda siirekli bir diisiis
goriildiigl soylenebilir. i(t) i¢cin minimum deger t = 25 aninda 0.006398 ve maksimum
deger t = 7.8 aninda 0.3005 olarak elde edilmistir. Buradan hastaligin ilk 7.8 giin i¢in
artisgta oldugu ve niifusun yaklasik %30.05’ini etkilemesinin beklendigi ¢ikarimi
yapilabilir. Hastaligin toplumda bu andan itibaren etkisini kaybetmeye basladigi
sekillerden de goriilebilmektedir. t = 25 aninda toplulugun yalnizca yaklasik %0.64’1
halen “hasta” olarak siniflandirilmaktadir.

(29) modelinde s(t) ve i(t) i¢in elde edilen ikinci momentler asagidaki sekilde
goriilmektedir (Sekil 5). Ikinci momentler s(t) ve i(t) nin karelerinin beklenen degerini

gostermektedir ve varyans degerlerinin hesaplanmasi i¢in kullanilmaktadir.
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1 T 0.1 T
—E(s(t)") — EG(t))

= 08 4 = 0.08} k
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Sekil 5. SIR modelinin ikinci momentleri

s(t) i¢in minimum ikinci moment ¢t = 25 aninda 0.004031, maksimum ikinci moment ise
t =0 aninda 0.9801 olarak elde edilmistir. Benzer sekilde i(t) i¢in minimum ikinci
moment t = 25 aninda 4.363 x 10~°, maksimum ikinci moment ise t = 7.9 aninda 0.091
olarak bulunmustur.

(29) modelinde s(t) ve i(t) icin elde edilen varyanslar asagidaki sekilde
goriilmektedir (Sekil 6).

x10° : : . : sl . , , ,

wn

Var(i(t))

S
T

w
T
- varyans

s(t) - varyans

o
T

i(t)

05r

Zaman

Sekil 6. SIR modelinin varyanslari

Varyanslar aracilifi ile modelin S ve I kompartmanlarinda rastgele etkiler altinda
yasanmasi muhtemel olan degisimler Ol¢iilebilmektedir. s(t) i¢in minimum varyans t = 0
aninda 1.769 X 1072* ve maksimum varyans t= 7.2 anminda 0.004835 olarak
olgiilmiistiir. i(t) icin minimum varyans t = 0 aminda 5.845 X 1072° ve maksimum
varyans t = 6.2 aninda 0.001445 olarak 6l¢iilmiistiir.

(29) modelinde s(t) ve i(t) icin elde edilen standart sapmalar asagidaki sekilde
gorilmektedir (Sekil 7).
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Varyansin karekokii olarak tanimlanan standart sapma da varyansa benzer sekilde
kompartmanlarin rastgele davramislarindaki degiskenligin olgiilmesi i¢in gereklidir. s(t)
icin minimum standart sapma t = 0 aninda 1.33 X 10712, maksimum standart sapma
t = 7.2 aninda 0.06954 olarak Ol¢iilmiistiir. i(t) i¢in ise standart sapma t = 0 aninda

7.645 x 107> ile minimum t = 6.2 aninda 0.03801 ile maksimum degerini almistir.

0.08 T T T T 0.04

s(t) - standart sapma
i(t) - standart sapma

1L 1 L L 0 L 1 Il 1
00 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Zaman Zaman

Sekil 7. SIR modelinin standart sapmalar1

Varyans ve standart sapma grafiklerinden de goriildiigii gibi t = 6 — 7 giinleri civarinda
hastaligin seyrinde g6z ardi edilemeyecek degisikliklerin yasanmasi miimkiindiir.
Hastaliga duyarli insanlarin oram1 t = 7.2 i¢in yaklagik %7 dilizeyine varan degisiklik
gosterebilirken hasta insanlarin oranmmin t = 6.2 aninda %3.8 civarinda degisiklik
gosterebildigi goriilmektedir. Bu oranlar1 varyasyon katsayisit aracilifiyla daha iyi
gbzlemlemek miimkiindiir.

(29) modelinde s(t) ve i(t) i¢in elde edilen varyasyon katsayilar1 asagidaki sekilde
goriilmektedir (Sekil 8). Varyasyon katsayisi

(100 x standart sapma)

VaryasyOn KatsaylSl (CV) = beklenen deger

seklinde hesaplanmaktadir ve yiizde olarak rastgele degiskendeki sapmanin beklentiye
oran1 aracilifiyla degiskenligi Olgmektedir. (29) modelinin  kurulumu esnasinda
parametrelerin %5 varyasyon katsayisina sahip olacak sekilde rastgele hale getirildigi g6z
ard1 edilmemelidir. Bu durumda s(t) i¢in t = 0 aninda minimum CV 1.343 x 10719 ve
t = 12.2 aninda maksimum CV 26.36 olarak elde edilmistir. t = 12.2 sonrasi da %25
civarinda seyrettigi goriilen CV, S kompartmanindaki sonuglarda ne denli farkli degerlerin
elde edilebilecegini gostermektedir. Benzer sekilde i(t) igin elde edilen t = 0 anindaki

7.645 x 10~ minimum ve t =5 aninda elde edilen 25.65 maksimum varyasyon
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katsayist bu kompartman i¢in de Onemli derecede degiskenlik yasanabildiginin

gostergesidir.
30 : 30 . ; ; :
—CV(s(t) —CV(@(D)
7 25 4 Z 25
> >
8 20r S 20
515 515
3 <
S =
g 10/ g 10}
g st g st
% 5 10 15 20 5 % 5 10 15 20 25
Zaman Zaman

Sekil 8. SIR modelinin varyasyon katsayilari

Bu degiskenligi giiven araliklar1 kullanarak gostermek de miimkiindiir. (29)
modelinde s(t) ve i(t) icin elde edilen giliven araliklar1 asagidaki sekilde goriilmektedir

(Sekil 9).

1 04
0. N\

5 8 0.3
= <
2 06- =
EXPE Ly

00 5 10 1I5 20 25 .

Zaman

Sekil 9. SIR modelinin giiven araliklari

QGiiven araliklari

(E(s(t) = K.sta(s(®)), (E(s(®)) + K. std(s(£)))
seklinde hesaplanmaktadir ve K = 3 icin rastgele degiskenin beklenen degerinin ii¢
standart sapma civarinda alabilecegi degerleri gostermektedir. Normal dagilima sahip bir
rastgele degiskenin {i¢ standart sapma icin hesaplanan giliven aralig1 igerisinde degerler
alma olasiliginin yaklasik %99.7 oldugu bilinmektedir. s(t) ve i(t) i¢in hesaplanan giiven
araliklart sekilde goriilmektedir (Sekil 9). Sekillerde kirmizi egriler beklenen degerleri,

mavi egriler giiven araliklarinin st limitlerini ve yesil cizgiler ise gliven araliklarinin alt
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limitlerini gostermektedir. s(t) i¢in giiven araligi t = 25 aninda 0.01643 ile minimum
t =0 aninda ise t = 0.99 ile maksimum degerini almaktadir. i(t) igin gliven araligi
t =25 aninda 0.001474 minimum degerini, t = 7.2 aninda ise 0.3922 maksimum
degerini almaktadir. Giiven araliklari araciligi ile ¢ = 7.2 aninda beklenen degeri yaklasik
0.2927 olan i(t) i¢in su yorum yapilabilmektedir:
“Hasta insanlarin oraninin ilk hafta sonunda yaklasik %99 olasilikla %20 ile %39 arasinda
olmasi1 beklenmektedir”.
s(t) kompartmani i¢in de benzer yorum yapilabilecegi gibi bu yorumun giliven araliklar
kullanilarak farkli ¢ anlar1 i¢in de yapilmasi miimkiindiir.
(29) modelinde s(t) ve i(t) i¢in elde edilen ii¢lincii merkezi momentler ve ¢arpiklik

katsayilar1 asagidaki sekillerde goriilmektedir (Sekil 10-11).

s(t) - tiglincii merkezi moment
i(t) - igiincli merkezi moment

0 5 10 15 20 25 70 5 10 15 20 25
Zaman Zaman

Sekil 10. SIR modelinin {i¢iincli merkezi momentleri

x 10 : : : : 4210 , ; : :

Skew(s(t)) = Skew(i(t))

—
=1

o0

s(t) - garprklik
i(t) - garprklik

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Zaman Zaman

Sekil 11. SIR modelinin ¢arpiklik katsayilari

.o 3
Uglincli merkezi momentler (s(t) igin yz = E ((s (t)—E (s(t))) ) olarak hesaplanir) ve

bu merkezi moment kullanilarak
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Us

< /m@@))g

ile hesaplanan ¢arpiklik katsayist (Skewness — Asimetre katsayisi) bir rastgele degiskeninin

Y1 =

dagiliminin simetrik olmayisinin Slgiisiidiir. Bu katsaymin pozitif veya negatif olmasina
gore dagilim sola veya saga carpik oldugu yorumlanabilmektedir. Pozitif ¢arpikliga sahip
bir rastgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonunun grafiginde sag taraftaki kuyrugu
daha uzun ve yogunluk sol tarafta daha konsantredir ve dagilim “sagdan ¢arpiktir” denir.
Benzer sekilde sol taraftaki kuyrugu daha uzun olan ve yogunlugu sag tarafta olan
dagilimlar negatif ¢arpikliga sahiptir ve “soldan ¢arpik™ olarak adlandirilirlar.

(29) modelinde s(t) igin ii¢iincii merkezi moment t = 5.6 aninda 3.382 X 10~°
minimum degerini ve t = 8.5 aninda 0.0001068 maksimum degerini almaktadir. s(t) igin
carpiklik katsayis1 ¢ = 3.7 aninda —0.3797 minimum degerini ve t = 0 aninda 8.137 X
1022 maksimum degerini almaktadir. Benzer sekilde i(t) i¢in iiciincii merkezi moment
t = 7.3 aninda —1.045 X 10~° minimum degerini ve t = 5.3 aninda t = 9.307 X 10~
maksimum degerini almaktadir. i(t) i¢in carpiklik katsayisi ise t = 8.2 aninda 0.438
minimum degerini ve t = 0 aninda 3.336 X 10%* maksimum degerini almaktadir. s(t) ve
i(t) degiskenlerinin ¢arpiklik katsayilarinin pozitif baslayip ardindan sifirin altina diistiigd,
daha sonra sirasiyla 6 ve 8. giinlerde tekrar pozitif hale gelip bu sekilde devam ettikleri
gorilmektedir.

(29) modelinde s(t) ve i(t) icin elde edilen dordiincii merkezi momentler ve basiklik

katsayilar1 asagidaki sekillerde gortilmektedir (Sekil 12-13).
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Sekil 12. SIR modelinin dordiincii merkezi momentleri
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Sekil 13. SIR modelinin basiklik katsayilari

4
Dordiincii merkezi momentler (s(t) igin pu, = E ((s(t) —E (s(t))) ) olarak hesaplanir)

ve bu merkezi moment kullanilarak
Ug

- W 3
(Var(s(t)))

ile hesaplanan basiklik katsayisi (Kurtosis — Diklik katsayis1), bir rastgele degiskenin

Y2

dagilimimin basikliginin Slgiisiidiir. Buradaki “—3” terimi, basikligin normal dagilimin

2
basikligina kiyasla yapilmasi olanagi saglar ¢iinkii normal dagilim i¢in py/ (Var(s (t)))

degeri 3 olmaktadir. Pozitif basiklig1 olan bir dagilimda olasilik yogunluk fonksiyonunun
grafigi ortalamasinda daha sivri ve dolayisiyla yogunluk fonksiyonunun kuyruklari daha
yiiksektedir. Negatif basikligi olan bir dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi
ortalamasinda daha diisiiktiir ve dolayisiyla kuyruklar1 daha ince sekilde yayilmistir.

(29) modelinde s(t) i¢in ddrdiincii merkezi moment t = 25 aninda 1.552 X 107>
minimum degerini ve t = 0 aninda 0.9606 maksimum degerini almaktadir. s(t) igin
basiklik katsayisi t = 12.4 aninda 222.4 minimum degerini ve t = 10 aninda 3.07 X 10%’
maksimum degerini almaktadir. i(t) i¢in dordiincii merkezi moment t = 25 aninda
1.816 x 10™° minimum degerini ve t =8 amnda 0.008218 maksimum degerini
almaktadir. i(t) icin basiklik katsayisi ise ¢ = 25 aninda 247.3 minimum degerini elde
ederken t = 0 aninda 2.928 X 10*® maksimum degerini elde etmektedir. Sonuglardan da
goriilebildigi basiklik degerleri her iki degisken icin de siire¢ boyunca pozitif olarak elde
edilmektedir ve buna gore degiskenlerin dagilimlart normal dagilima gore daha sivridir.

s(t) ve i(t) igin elde edilen rastgele sonuglar r(t) = 1 — s(t) — i(t) kosulundan da
faydalanarak R kompartmani hakkinda da yorum yapabilmeyi saglar. Ornegin 25 giinliik



50

donemde simiilasyonu yapilan hastalik donemi i¢cin t =25 aninda S ve I
kompartmanlarinin beklenen degerleri
E(s(25)) = 0.06167,E(i(25)) = 0.006398
olarak elde edilmistir. Dolayistyla hastaliktan iyilesen insanlarin oranini gésteren r(t) icin
E(r(25)) =1—-E(s(25)) — E(i(25)) = 1 — 0.06167 — 0.006398 = 0.9319
sonucuna ulasilmaktadir. Bu da 25. glin sonunda toplam niifusun %93’iinden fazlasinin

artik hastaliktan iyilestigi anlamina gelmektedir.

2.3.2. Cocuk Felci i¢cin SVEIR Tipinde Bir Kompartmanh Model

Cocuk Felci (Poliomyelitis veya Polio) hastaligi “Poliovirus (PV)” adli viriisten
kaynaklanan bulasict bir hastaliktir. Cocuk felci hastaligt en ¢ok bes yasinin altindaki
cocuklar1 tehdit etmektedir. Cok bulasici olan bu hastalik sinir sistemini etkileyerek, birkag
saat icinde felce neden olabilmektedir. Bir tedavisi bulunmayan bu hastaliktan asi ile
korunmak miimkiindiir [121].

Cocuk Felci ilk olarak Michael Underwood tarafindan 1789 yilinda tanimlanmaistir.
18. yy. oncesinde, tarihi kayitlar ile antik donemlerde de var oldugu diisiiniilen hastalik
ozelikle 20. yy. da diinya capinda genis kitleleri etkisi altma almustir. Ozellikle 1952
yilinda Amerika’da goriilen salginda, felgli vakalarin sayis1 bile 21000°1 agmistir [30].
Ancak 1988’de Diinya Saglik Orgiitii (WHO- World Health Organization) dnciiliigiinde
diinya capinda cocuk felcini yok etme hareketi caligmalari kapsaminda gelistirilen
koruyucu agilar sayesinde tiim diinyada goriilen vakalarda biiylik bir azalma olmustur.
Ornegin 1988’de yaklasik 350000 cocuk felci vakasi oldugu diisiiniilmekte iken 2016’da
rapor edilen vaka sayist 37’ye diismiistiir. Diinya Saghk Orgiitii'niin GIVS (Global
Immunization Vision and Strategy) hareketi sayesinde sadece ¢ocuk felci nedeniyle felg
tehlikesiye karsi karsiya kalabilecek insan bir¢cok kurtarilmistir. Cocuk felci asisinin
tekrarli uygulamalar1 ¢gocuklar1 hayat boyunca korumaya yetmektedir [121].

Cocuk Felci, PV viriisiiniin sindirim sistemi ve bagirsaklara yerlesmesiyle olusan
enfeksiyon sonucu olugmaktadir. En ¢ok anneden veya kirlenmis yiyecek igecekten agiz-
sindirim yoluyla bulasan viriisiin dogal konagi insanlardir [87, 121]. Merkezi sinir
sistemini etkilemeyen zayif Cocuk Felci ile merkezi sinir sistemini etkileyerek felce sebep

olabilen biiyiikk captaki Cocuk Felci hastaligin olasi iki gerceklesme seklidir. PV
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enfeksiyonu yaklasik %95, salgin durumunda bile, herhangi bir belirti géstermezken bazi
durumlarda ates, bas agrisi ve kusma gibi belirtiler goriilebilmektedir [81]. Zayif PV
enfensiyonlar1 yaklasik 3 giin i¢inde sonlanmaktadir. Ancak enfeksiyonlarin 200’de 1’1
kalic1 felg¢le sonuglanmaktadir. Felgle sonuglanan enfeksiyonlarda %35-%10 oraninda
solunum kaslarinin etkilenme sonucu hasta hayatin1 keybetmektedir. Diinya capinda
ilkelerin biiyilk cogunlugunda Cocuk Felci hastaligiin yok edildigi diisiiniilse de,
hastaligin tedavisi olmamasi dolyistyla tiim diinyada viriis yok edilmeden hastalik tehlikesi
devam etmektedir [121]. 2013 yilindan beri Kamerun DSO tarafindan PV yayilan iilke
olarak tanimlanmistir [87]. Dolayisiyla son yillarda tekrar artan vakalar, bu hastalikla ilgili
caligmalara daha da 6nem kazandirmistir.

Literatiirde Cocuk Felci hastaligiyla ilgili kayda deger sayida matematiksel
modelleme ¢alismasi bulunmaktadir. Bu c¢alismalar hastaligin yayilmasi [60], asilama ile
hastaligin kontrolii [18] ve salgin durumunda olast miidahale yontemleri [112] gibi
konularin modeller ile incelenmesine yogunlagsmaktadir. Tez dahilinde incelenecek model
astlamanin hastalifin yayilmasini kontrol altina almada etkisini inceleyen SVEIR tarzi bir
kompartmanli modeldir [87]. SIR modelini temel alan bu ¢alismada, asilanan insanlar
potansiyel olarak hala az da olsa hastalanma riski tasidiklari i¢in V (Vaccinated -
Asilanmis) kompartmani, viriisiin bulastig1 ancak heniiz hastaligin tam olarak baslamadigi
hastalar oldugu icin ise E (Exposed — Viriise maruz kalmis) kompartmani modele dahil

edilmistir. Modeli olusturan denklem sistemi sdyle verilmektedir [87]:

das

EzA—(dS+p)S—ﬁSI,

W _ S—dyV —6pVI

dt - p |4 ﬁ )

dE

i BI(S +6V) — (dg + €)E, (42)

dl
=¢E—(d; +v)],

dt
R _ I —dgR
(42) denklem sisteminde S kompartmani hastaliga duyarli insanlari, V kompartmani

hastaliga kars1 asilanmis ancak hala az da olsa hasta olma ihtimali olan insanlari, E

kompartman viriisiin bulastigr ancak heniiz viicutta gizli evrede bulundugu insanlari, [
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kompartman1 hastaligin bulastigi insanlar1 ve R kompartmani da iyilesmis insanlari
icermektedir. (42) denklem sisteminin ¢Oziimlerinin biyolojik olarak anlamli olmasi
acisindan, kompartmanlar i¢in elde edilecek ¢dziimlerin negatif olmayan degerler olmasi

gerekmektedir:

S() =0,V(t) =0,E(t) = 0,I(t) = 0,R(t) = 0.

Tablo 5. SVEIR modelinin parametreleri, tanimlar1 ve degerleri [87].

Parametre Tanim Deger
dg Hastaliga duyarli insanlarin dogal 6liim orani 0.0551
dy Asilanmis insanlarin dogal 6liim orani 0.0551
dg Virlise maruz kalmis insanlarin dogal 6liim orani 0.0551
d; Hastalikl1 insanlarin dogal 6liim oran1 0.08
dp Iyilesmis insanlarin dogal 6liim orani 0.0551
A Hastaliga duyarl insanlara katilim orani 2.5
D Asilanma orani 1
B Etkilesim orani 0.1

0 Asi etki oranm1 (1 — 0) 0.1
€ Hastaligin ortalama gizlilik evresi orani 0.05
14 Iyilesme oram 0.005

Modelde t degiskeni, giin sayisini belirten zaman degiskeni olarak yorumlanmaktadir.
Tablo 5 ile verilen parametre degerleri, baslangic degerleri ile birlikte (42) denklem
sisteminin sayisal ¢oziimiiniin incelenmesinde kullanilacaktir [87]:

S(0) = 20, V(0) = 15, E(0) =5, 1(0) = 5.
Baslangic degerleri, baslangicta 15’1 asilanmis 35 kisilik bir topluluga, 5’1 hastaliin
gizlilik evresinde olan 10 viriislii kisinin katilmas1 durumunu belirtmektedir.

Dolayisiyla (42) modeli, zaman igerisinde bu toplulukta hastaligin ilerleyisini,
hastaliga duyarli, asili, hastaligin gizli evresinde, hastalikli ve iyilesmis insan gruplarinin
sayilarindaki degisimlerin araciligiyla tasvir etmektedir. SIR modelinin bir modifikasyonu
olan bu modelin akis semasi1 sekilde gosterilmektedir (Sekil 14). Kompartmanli modellerin
sabit niifus varsayimi dolayistyla kompartmanlarin toplamindan olusan

S +V(E)+E@)+1(t)+R(t) = N(t) - sabit
N (t) degeri sabittir.
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l A: Katihm

Hastaliga

Duyarh
Insanlar
(Susceptibles) B: Etkilegim
dS:l Olim Hastaligin " Hastalikli - Tyilesmis
Gizlilik &: Gizli insanlar | Y* lyilesme Insanlar
Evresindeki | = (Infected) — (Recovered)
Insanlar Evre
p: Asllanma (Exposed-Latent)

Asilt dEZ Olim d]l Oliim dRZ Olim
V Insanlar

(Vaccinated) BB Etki|e§im

Sekil 14. Cocuk Felci modelinin akis semasi [87].

Bu nedenle

R(t)=N(t)—-S(t)—-V(t)—E() —I(t)
olmasi ve R degiskeninin diger kompartmanlarin denklemlerinde goriilmemesi géz oniinde
bulundurularak sistemin davranislari ilk dort denklem kullanilarak da belirlenebilir. Ayrica
hastaliga duyarli, asili, gizli evredeki ve iyilesmis insanlarin dogal Oliim oranlarn
dg,dy,dg, dp aym degere sahip olduklarindan bu 6rnek igin tek bir d Olim oram
parametresi olarak alabiliriz.

ds =dy =dg =dp =d.
Bu durumda (42) modeli su hali alir:

ds
—-=A=(d+p)S-psl,

W s —av 0BVI

—_— p —_ —_ )

“
= = BI(S +6V) — (d + o)E,

dl
E =¢eE - (d; +v)I,
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(43) denklemi Cocuk Felci hastaliginin verilen baslangic ve parametre degerleri
kullanilarak modellemektedir. Kaynak makalede asilanma oranini gosteren p parametresi
[0,1] arasinda degerler alabilmektedir ancak calisma kapsaminda toplulukta herkesin
astlandigimi gostermek i¢in burada p = 1 alinmistir. Benzer sekilde asinin etki oram1 1 — 6
icin 6 € [0,1] olmas1 muhtemel gosterilmis ancak burada %90 oraninda etkili bir asiy1
belirtmek i¢in 8 = 0.1 alinmistir. Hastaliga neden olan viriislin etkisine paralel olarak
tyilesme siiresini belirten y parametresi i¢in 0.005,0.2,0.5 degerleri kullanilmistir ancak
bu calismada gii¢lii bir viriisii belirtmek i¢in y = 0.005 kullanilmistir. Son olarak gizlilik
evresini belirten & parametresi i¢in 0.05 ve 0.5 olasi degerler olarak gdsterilmistir ancak
burada gizlilik evresi icin & = 0.05 kullanilmistir. Bu parametre segimleri altinda

deterministik modelde davranislar su sekilde ger¢eklesmektedir (Sekil 15):

—S()
—N{1)
—E()
1(t)
—R(H)

n

(=]

Kompartman Biiyiikliikleri

|
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Zaman (t)

Sekil 15. Deterministik Cocuk Felci modelinin ¢oztiimleri

Kullanilan parametrelere gore kaynak calismada agilanmanin oldugu durumda
epA 0
(ds +p)(dp +&)(d; +v)

dy
olarak verilen iireme katsayis1 Tablo 5 ile verilen parametrelere gore Ry = 3.733 degerini

almaktadir. Bu deger Ry = 3.733 > 1 oldugundan hastaligin salgin halini almas1 beklenir

ki Sekil 15 ile verilen sonuglarda E(t) ve I(t) ile verilen viriislii insanlarin sayisinda artig
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olurken S(t) ve V(t) ile verilen saglikli insanlarin sayisindaki azalis bu durumu
dogrulamaktadir. Deterministik sonucglara gore en biiyiilk ve en kiigiik degerler tabloda

verilmistir (Tablo 6).

Tablo 6. SVEIR modelinin deterministik parametreleri i¢in u¢ degerleri

En kiigiik deger En biiylik deger
(ve zamani) (ve zamani)
S(t) 1114 |t=48.72 | 20 t=0
V(t) | 6426 |t=59.74 | 2479 |t=1.768
E() |5 t=0 20.9 t =29.16
I(t) [4964 |t=0422 |11.89 |t =48.98

Incelenilen zaman araliginin sonunu gosteren t = 200 icin kompartman degerleri sdyle
elde edilmistir:

S$(200) = 1.128; V(200) = 6.587; E(200) = 19.740;1(200) = 11.610.
Toplam niifus sabit oldugu i¢in ilk andaki niifus:

N(0) =S(0)+V(0)+ E(0) +1(0) + R(0) = 45 = N(200)
olmalidir. Dolayisiyla,

R(200) = N(200) — S(200) — V(200) — E(200) — 1(200) = 5.935
olarak elde edilir. Yiizdeye vurulursa yaklasik %13.19 oraninda insanin 200 giin sonunda
hastaliktan 1iyilesebildigi goriilmektedir. Hastaligin tedavisinin olmamasi ve sadece
koruyucu oOnlemlerin zayif enfeksiyonlarda etkili oldugu g6z Oniinde bulundurulursa,
parametreler araciligi ile gilicli bir viriisiin tasvir edildigi bu sonuglar, kaynak
calismadakilere benzer sekilde olast durumu dogru bir sekilde resmetmektedir.
Dolayisiyla, parametrelerin rastgele hale getirilmesi ile Cocuk Felci hastaligi modelinin
rastgele davraniglar1 incelenebilir. Her ne kadar (42) modeli ile (43) modeli denk olsalar
da, yaklasik beklenen deger hesaplar1 I(t) ve R(t) kompartmanlari i¢in yapilacagindan
analizler (42) modeli kullanilarak yapilacaktir.

(42) denklem sisteminin parametrelerini rastgele hale getirmek i¢in 6ncelikle normal

dagilim kullanilacak olursa, yeni parametreler asagidaki gibi tanimlanir:
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AN =A+sm,d" =d+ 531y,
p*=p+53m3,B" =B+ 54N,

0" =0+ s5ms5, " = €+ SN,

di =d;+sym7,Y" =V + Sghs.
Burada yeni parametreler {A*,d*, p* B% 0%, €",d;,y*}, deterministik parametrelerin
degerlerine s;m;,i = 1,8 seklindeki rastgele etki terimlerinin eklenmesiyle elde
edilmektedirler. Rastgele etki terimlerini olusturan s;,i = 1,8 terimleri rastgele etkinin
miktarmi belirten standart sapma miktarlariyken n;,i = 1,8 bagimsiz standart normal
rastgele degiskenlerdir. X, = pgy + g1y ile tanimlanan herhangi bir X, i¢cin

E(Xo) = E(uo + 0gono) = E(uo) + E(0ono) = po + 00.0 = o,

Var(X,) = Var(uo + aono) = Var(agno) = 0§
Oldugundan {A*,d*, p* B*, 0% ¢, d;,y*} seklinde tamimlanan rastgele degiskenler,
ortalamalar1 Tablo 1’°de verilen deterministik degerler ve standart sapmalari s;,i = 1,8 olan
normal rastgele degiskenlerdir. Parametrelere ait dagilimlar ve dagilimlarin ortalama-
varyanslarinin bilindigi durumlarda standart sapma bu bilgiler araciligiyla belirlenebilse de
cogu durumda parametrelerle ilgili kesin bilgiler mevcut degildir. Boyle uygulamalarda
rastgele etki i¢in kullanilacak standart sapma miktarlar1 varsayimlara gore belirlenebilir.
Omegin {A,d*,p*,B",0%,€,d],y*} parametreleri igin standart sapma, ortalamalarinin

%15°1 kadar olsun. Bu durumda,

A d p B
S1=5X 900752 = 3 X 10953 = > X 7507 = > X 1g0°

0 € d; y
55:SXM;S6:SXW;SSZSXW;S7:5XW.

Bu sekilde belirlenen standart sapmalar ile, tiim parametreler i¢in varyasyon katsayist (CV-
Coefficient of Variation) yaklasik %35 olarak belirlenmis olur (standart sapmalar tanim

olarak beklenen degerlerin %5°1 olarak belirlendiklerinden):

beklenen deger
<100 X (5 X 100 ))

beklenen deger

CV =

Dolayistyla rastgele parametreler su hali alirlar:
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AN =A+sm =25+ 0.1257,, d* =d + s,n, = 0.0551 + 0.0027557,
p*=p+s3n3 =1+ 0.0573, B* =P+ s4n, = 0.1+ 0.0057,,
0" =0+ ssns = 0.1 4+ 0.0057s, e =&+ 5¢n6 = 0.05 + 0.00257,,
d; =d; + s;n; = 0.08 + 0.0047n,, y* =y + sgng = 0.005 + 0.00025n4.
(42) denklem sistemindeki parametreler {A*, d*, p*, 8,0, €*, d], y"} rastgele parametreleri
ile degistirildiginde, rastgele katsayili diferansiyel denklemlerden olusan bir rastgele model

elde edilmis olur:

ds _ A —(d*+p*)S *S1

dt - p B ]

w_ *S—d'V—0*BVI

dt - p ﬁ )]

dE

i B*I(S +0*V) — (d* + £*)E, (44)

i

I =¢E—(d]j +y)I,
dr _ *I —d*R
ac ! '

(44) denklem sisteminde rastgele parametreler yerlerine yazilirsa;

ds

== (2.5 + 0.1257,) — ((0.0551 + 0.0027557,) + (1 + 0.0515))S

—(0.1 + 0.0057,)SI,

dv
— = (1 + 0.0573)S — (0.0551 + 0.0027551,)V

dat
—(0.1 + 0.00575)(0.1 + 0.0051,)V]I,
dE
- = (0.1 + 0.0051,)I(S + (0.1 + 0.00575)V) (45)

—((0.0551 + 0.0027557,) + (0.05 + 0.00257,))E,
di
= = (0.05 +0.00257)E — ((0.08 + 0.0047;) + (0.005 + 0.0002575))1,
dR
— = (0.005 + 0.0002575)! — (0.0551 + 0.0027557;)R.

$(0) = 20,V (0) = 15,E(0) = 5,1(0) = 5,R(0) = 0.
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rastgele modeli elde edilir. (45) modeli, (42) deterministik modelinin rastgele
davramglarinin  yalmizca 7;,i = 1,8 bagimsiz standart normal rastgele degiskenleri
kullanilarak incelenebilmesini saglar. Parametrelerin deterministik degerlerine “rastgele
giiriiltii” olarak gorev iistlenen terimlerin eklenmesiyle olusturulan rastgele etkiler altindaki
(45) modeli, hastaligin kisa ve uzun donemdeki rastgele davraniglarinin, literatiirdeki
benzer rastgele analizlerden ¢ok daha basit bir sekilde yapilabilmesini saglamaktadir.
Rastgele sistemin incelenmesi i¢in yeni olusturulan rastgele parametrelerin ve rastgele
kompartmanlarin birbirlerinden bagimsiz olduklar1 varsayilmaktadir.

(45) modeli kullanilarak, Cocuk Felci hastaliginin kisa donem igerisindeki rastgele
davraniglart incelenmek i¢in S,V,E,I, R kompartmanlarinin yaklagik analitik ¢6ziimleri

elde edilecektir. (45) modeline rastgele Diferansiyel Doniisiim Y 6ntemi uygulanirsa,
1, k=0
s =f@={y {7

olmak iizere, asagidaki sistem elde edilir:

k
(k+1DSk+1) =A6%k)—(d*+p)Sk) — B* 2 I(m)S(k —m),

m=0
k
(k+ D)V(k + 1) = p*S(k) — d*V (k) — 6*B* Z I(m)V (k —m),
m=0

(k + DE(k + 1) “6)

k k
— p* Z 1m)S(k — m) + 6° Z 1)V (k — m)
m=0 m=0

— (d* + e)E(K),
(k+ DIk + 1) = e E(k) — (dF +y)I(k),
(k + DR(k + 1) = y*I(k) — d*R(k).

elde edilir. Baglangic sartlar ile birlikte rastgele n = 3 terimle:
S(t) =20+ (—1008 — 20d + 1 — 20p)t
1 1
+ (100dﬁ + 100pp + 10d? — Edll + 20dp — Epﬂ + 10p? + 25047

5
+508d; + 508y — = B2~ 5035> t2,

V(t) = 15 + (=7580 — 15d + 20p)t
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375

1 15
+ (—SOp,B — 20dp + Ep/l — 10p? + 75p8d6 + sz + Tﬁzé)z

75 75 75
+—-Bdi0 +—By0 — 508p6 — 75ee> t2,

E(t) =5+ (7586 + 1008 — 5d — 5¢)t
5

, 5 375 , . 5,
+ (—2503 ~ 100dp ~ 50Bd; — 508y +5 A~ 50pp — —~ 0% + 5 ¢

75 75 5
— 75pd6 — —pd;0 — =By + 50pp6 + Edz + 5de> t2,
I(t) =5+ (=5d; — 5y + 5¢&)t

+(75 Bs + 508 — 2de — 262 4 2d2 4 5dy — S 42y 2 )tz
2[38 [382828 5 di ¥~ die 5yt —5ye )t

R(t)=5 t+< Sd > 2+5 5d >t2
= oY > 14 ZV 2)/5 ) 4

elde edilir. (karigiklik olmamasi icin rastgele degiskenlerdeki

GG*’?

notasyonlari
kullamlmayacaktir). Burada &rnek olarak I(t) icin I(t) = Yr=g1(k) t* seri agilimima gore
1(0) =5,
I1(1) = —5d; — 5y + 5¢,

1(2)—75 fs + 50 5d > 2+5d2+5d 5d +5 22

olmaktadir.

E(I() = z E(I(k)) t©
k=0

oldugundan (n = 3 ile uygun olarak), bu 6rnek i¢in yaklasik beklenen deger
E(I(t)) = E((0)) + E(I(1))t + E(1(2))¢?

seklinde elde edilmektedir.
E(I(0) = E(5) =5,
E(I(1)) = E(-5d; — 5y + 5¢) = —5E(d;) — 5E(y) + 5E(e),

75 5 5, 5, 5 5, 5
E(1) = E (5802 +508e = 2 de — 2> + 2 dF + 5y — > de + 277 — 2y

_ 775E(395) + 50E(Be) — ;E(df) - ;E(‘SZ) + gE(d’z) +SE()

5 5 5
—EE(d1€)+§E()/ )_EE()/S)'

X ,Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in E (XY) = E(X)E(Y) oldugundan
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75 5 5 5
E(1(2) = 7E(ﬁ)E(@)E(g) + 50E(B)E(¢e) — EE(al)E(g) - EE(ez) + EE(d,Z)

+SEDEQ) 2 EDEE) + 2 E(r®) — 2 EQE(e).

{A*,d*,p*, B",0%,€",d},y"} rastgele parametreleri Normal dagilima sahip olduklarindan,
normal dagilima sahip bir X ~ N(u, 02) rastgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu
kullanilarak  bu  degiskenin momentleri  hesaplanir. Normal dagilima sahip
{A,d,p, B, 0,5 d;, v} rastgele degiskenlerinin ilk dort momentleri s6yle elde edilir:

E(A) = 2.5, E(A?) = 6.265625; E(A3) = 15.7421875; E(A*) = 39.64916992,

E(d) = 0.0551; E(d*) = 0.0030436; E(d®) = 0.000168539;

E(d*) =9.35579 x 107°,

E(p) = 1, E(p?) = 1.0025; E(p®) = 1.0075; E(p*) = 1.01501875,

E(B) = 0.1; E(B?) = 0.010025; E(B3) = 0.0010075; E(8*) = 0.000101502,

E(8) = 0.1; E(8%) = 0.010025; E(63) = 0.0010075; E(6*) = 0.000101502,

E(g) = 0.05; E(¢?) = 0.00250625; E(£3) = 0.000125938;

E(e*) = 6.34387 x 107¢,

E(d;) = 0.08;E(d,*) = 0.006416; E(d,®) = 0.00051584;

E(d,*) = 415752 x 107,

E(y) = 0.005; E(y?) = 2.50625 x 1075 E(y®) = 1.25938 x 1077;

E(y*) = 6.34387 x 10710,
Rastgele parametrelerin momentleri yerlerine yazilirsa beklenen deger su sekilde elde
edilmektedir:

E(I(t)) = 5—0.175t + 0.26307453125¢2.
Benzer sekilde R(t) icin

5 5 5 5
R(0) = 0;R(1) =5y;R(2) = =S diy ==y +Sye ——dy

oldugundan
E(R(t)) = 0.025¢t — 0.00112640625¢>
olmaktadir. n =3 adim kullanilarak elde edilen agilimlar kullanilarak varyans igin

yapilmasi gereken hesaplar soyle gosterilir (cov(R(i), R(j)) = cov(R(j), R(i))):

n-in-1

Var(R(t)) = 2 Z cov(R(i), R(H)tH

i=0 j=0
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Var(R(t)) = cov(R(0),R(0)) + 2cov(R(0),R(1))t

+ ((cov(R(1), R(1)) + 2cov(R(0), R(2)) ) t?
+ 2cov(R(1),R(2))t3 + cov(R(2),R(2))t*.
R(0) = 0 oldugundan cov(R(0),R(i)) = 0,i = 1,2,3 olmaktadir.
(cov(R(1),R(1)) = E(R(DR(1)) — E(R(D))E(R(D)).
R(1) = 5y ve E(R(1)) = 0.025 olmak iizere,
E(R(1R(1)) = E(25y%) = 25E(y?) = 25(2.50625 x 10~%) = 0.0006265625
E(RM)E(RD)) = (5E())” = 25E(y)? = 25(0.005)2 = 0.000625
(cov(R(1),R(1)) = 0.0006265625 — 0.000625 = 0.0000015625.
Benzer hesaplarla
(cov(R(1),R(2)) = —6.6491 x 1078,
(cov(R(2),R(2)) = 8.2076 x 10~°
olmaktadir. Dolayistyla n = 3 adimda R(t) nin yaklasik varyans formiilii DDY ile
Var(R(t)) = 0.0000015625t? — 1.3298 x 10773 + 8.2076 x 10~ %¢*
olarak elde edilir. Buradan normal dagilima sahip bir rastgele degiskenin degerlerinin

%99.7’sinin ortalamasinin {i¢ standart sapma civarinda olmasi kuralin1 kullanarak R(t) i¢in

%99.7’lik giiven araligini soyle elde ederiz:

<E(R(t)) -3 /Var(R(t)),E(R(t)) +3 /Var(R(t))>

= (0.025t —0.00112640625t2

— 3\/0.0000015625t2 —1.3298 x 1077¢t3 4+ 8.2076 x 1079t*,0.025¢
—0.00112640625t>

+ 3\/0.0000015625t2 —1.3298 x 1077¢t3 4 8.2076 X 10‘9t4).

Bu yaklasimlarda n = 3 olarak kullanilan adim sayis1 artirilarak, hata miktart azaltilabilir.
Ancak her ne kadar daha fazla adim kullanmak hatay: azaltacak olsa da, parametreler ve
degiskenler i¢in yapilan bagimsizlik varsayiminin her zaman yaklasik ¢éziimlerde gergek
degerden uzaklagmalara neden olabilecegi unutulmamalidir.

Deterministik (42) sisteminde [(t) degiskeni icin n =5 kullanilarak deterministik

Diferansiyel Doniisiim Yontemi ile su yaklasik ¢6ziim elde edilir:
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I(t) =5—0.175t + 0.26305t% — 0.1310419996¢> + 0.05385815978t*.  (47)

(42) sisteminin rastgele karsiligi olan (45) sistemi igin (46) sistemi kullanilarak I(t)
degiskeninin beklenen degeri Rastgele Diferansiyel Doniisiim Yontemi ile n =15

kullanarak benzer sekilde elde edilir:

E(I(t)) =5—0.175t + 0.26307453125t? — 0.131148360545833t3 48)
+0.054008971778864t*.

(48) yaklasik ¢oziimii, Laplace-Padé yontemi kullanilarak modifiye edilerek daha uzun

aralikta gercek E (I (t)) degerine yakinsayan bir ¢oziim iiretilebilir. MAPLE bilgisayar

yazilimi kullanilarak [3,2] mertebesinde Padé yaklasimi ile modifiye edilmis rastgele

modifiye Diferansiyel Doniisiim Yontemi ile (48) yaklasik beklenen degeri asagidaki gibi

elde edilir:

E(I(t)) = 4.356046001
+[0.2715615205 sinh(0.9507723071t) (49)
+ 0.643953998 cosh(0.9507723071t)]e(~0-6727082555¢)

I(t) icin Sekil 15 ile grafigi verilen deterministik yaklasik sayisal c¢oziimler, (47)
deterministik yaklasik analitik ¢6zlimiiniin degerleri, (48) rastgele yaklasik beklenen deger
formiili ve (49) rastgele modifiye beklenen deger formiiliiniin degerleri tabloda
verilmektedir. (45) rastgele modelinin simiilasyonundan elde edilen beklenen degerler de
t € [0,1.5] icin tabloya eklenmistir (Tablo 7).

Monte-Carlo yontemi ile elde edilen rastgele simiilasyon degerlerinin, biiyiik sayilar
kanununa gore yeterli sayida tekrar kullanildigi takdirde, ger¢ek beklenen degerlere
oldukca yakin oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla rastgele degerler (C) goz Oniinde
bulunduruldugundan t = 0.6 sonrasinda DDY ile elde edilen yaklasgimin (D) gercek
degerden uzaklastig1 goriilmektedir. Ancak modifiye edilen yaklasim (E) t = 1.5 aninda

bile gercek beklenen degere olduk¢a yakin sonu¢ vermektedir.
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Tablo 7. t € [0,1.5] i¢in I kompartmanina ait sonuglar

A B C D E

Deterministik | Deterministik Rastgele Rastgele DDY | Rastgele

t (MATLAB) | DDY (n = 5) | Simiilasyon (n=15) MDDY
0 5.000 5.000 5.000 5.000 5.000
0.1 4.985 4.985 4.985 4.985 4.985
0.2 4.975 4.975 4.975 4.975 4.975
0.3 4.968 4.968 4.968 4.968 4.968
0.4 4.965 4.965 4.965 4.965 4.965
0.5 4.965 4.965 4.965 4.965 4.965
0.6 4.967 4.968 4.967 4.968 4.967
0.7 4.972 4.974 4.972 4.974 4.972
0.8 4.978 4.983 4.979 4.983 4.979
0.9 4.986 4.995 4.988 4.995 4.987
1.0 4.996 5.011 4.997 5.011 4.997
1.1 5.007 5.030 5.008 5.030 5.009
1.2 5.020 5.054 5.020 5.054 5.022
1.3 5.033 5.083 5.034 5.083 5.036
1.4 5.047 5.118 5.048 5.118 5.051
1.5 5.062 5.160 5.063 5.160 5.067

(42) deterministik sistemi ve (45) rastgele sistemi i¢in R kompartmaninin ¢6ziimleri, DDY
ve rastgele DDY ile elde edilen yaklagik ¢ozlimler ve simiilasyon sonuglari asagidaki
tabloda verilmektedir (Tablo 8).

R(t) degiskeninin (46) sistemi kullanilarak Diferansiyel Doniisiim Yontemi ile n = 5 igin

elde edilen yaklasik analitik ¢6ziimii

R(t) = 0.025t — 0.00112625t% + 0.000459102125¢3 (50)
—0.0001701266313t*
seklindedir. (45) rastgele modelinde rastgele Diferansiyel Doniisiim Yontemi ile n = 5 igin

beklenen deger i¢in elde edilen yaklagik analitik formiil su sekildedir:

E(R(t)) = 0.025t — 0.00112640625t% + 0.0004418316219875001¢3 51
—0.0001702643628382569t*
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(51) esitligi [3,2] mertebesinde Padé yaklasimi ile modifiye edilerek E (R(t)) beklenen
degeri i¢in daha uzun aralikta ger¢ek degere yakinsayan modifiye yaklasik analitik ¢6ziim

elde edilir:

E(R(t)) = 0.001626893221 + 0.02308555873¢

(52)
—0.001626893221¢(111767467250)
Tablo 8. t € [0,2.5] i¢in R kompartmanina ait sonuglar
F G H J K

Deterministik | Deterministik Rastgele Rastgele DDY | Rastgele

t (MATLAB) | DDY (n = 5) | Simiilasyon (n=15) MDDY

0 0 0 0 0 0

0.1 0.00249 0.00249 0.00249 0.00249 0.00249
0.2 0.00496 0.00496 0.00496 0.00496 0.00496
0.3 0.00741 0.00741 0.00742 0.00741 0.00741
0.4 0.00985 0.00985 0.00985 0.00984 0.00985
0.5 0.01227 0.01227 0.01228 0.01226 0.01227
0.6 0.01468 0.01467 0.01469 0.01467 0.01468
0.7 0.01707 0.01707 0.01708 0.01706 0.01707
0.8 0.01946 0.01945 0.01947 0.01944 0.01946
0.9 0.02184 0.02181 0.02185 0.02180 0.02184
1.0 0.02421 0.02416 0.02422 0.02415 0.02421
1.1 0.02657 0.02650 0.02658 0.02648 0.02658
1.2 0.02892 0.02882 0.02894 0.02879 0.02893
1.3 0.03127 0.03112 0.03129 0.03108 0.03129
1.4 0.03361 0.03340 0.03363 0.03335 0.03363
1.5 0.03595 0.03565 0.03597 0.03560 0.03598
1.6 0.03828 0.03788 0.03830 0.03781 0.03832
1.7 0.04060 0.04008 0.04063 0.03999 0.04065
1.8 0.04292 0.04224 0.04295 0.04214 0.04299
1.9 0.04524 0.04437 0.04527 0.04425 0.04532
2.0 0.04756 0.04645 0.04759 0.04631 0.04764
2.1 0.04987 0.04848 0.04990 0.04831 0.04997
2.2 0.05217 0.05045 0.05222 0.05026 0.05229
2.3 0.05448 0.05237 0.05451 0.05215 0.05462
2.4 0.05678 0.05422 0.05681 0.05397 0.05694
2.5 0.05907 0.05599 0.05911 0.05571 0.05926
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(50), (51), (52) formiillerinin (G-J-K), Sekil 15 ile grafigi verilen deterministik yaklagik
sayisal c¢oziimler ve (45) rastgele modelinin simiilasyonundan elde edilen beklenen
degerler ile t € [0,2.5] araliginda karsilastirilmasi tabloda verilmistir (Tablo 4).

Tablo 4’te goriildiigl tlizere, toplam niifus i¢cin ¢ = 2.5 aninda R(t) degiskeninin
beklenen degeri icin rastgele DDY ve rastgele MDDY yontemleriyle elde edilen
degerlerinin mutlak hata oranlar1 su sekildedir:

Rastgele DDY i¢in:

|0.05911 — 0.05571|
0.05911
Rastgele MDDY ig¢in:
|0.05911 — 0.05926|
0.05911
Yalnizca n = 5 terim kullanilarak elde edilen yaklasim kullanilarak t € [0,2.5] araliginda

X 100 = %5.75,

X 100 = %0.25.

rastgele MDDY ile ¢ok daha diisiik bir hata orani yakalanabildigi goriilmektedir. Tablo
3’teki degerler kullanilarak I(t) degiskeninin beklenen degeri i¢in benzer analiz yapilirsa:
Rastgele DDY i¢in:

|5.063 — 5.160]|
5.063
Rastgele MDDY i¢in:

|5.063 — 5.067|

5.063
Iki durumda da elde edilen hata oranlarinda %95 ten fazla azalma goriilmiistiir.

X 100 = %1.92,

X 100 = %0.08.

(45) modelinin uzun vadedeki rastgele davranislari, (43) sisteminde rastgele parametreler
Monte-Carlo simiilasyonlar1 ile incelenecektir. S,V,E,I kompartmanlarinin beklenen
degeri (43) modelinin MATLAB program: kullanilarak 100000 kez simiile edilmesiyle
asagidaki gibi elde edilmektedir (Sekil 16).
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Sekil 16. SVEIR modelinin beklenen degerleri

SVEIR modelinin rastgele etkiler altinda incelenmesi sonucu kompartmanlar i¢in elde
edilen beklenen degerlerin, modelin deterministik ¢oziimii i¢in elde edilen degerler ile
benzer oldugu gozlemlenmektedir (¢t gilin sayisim1 belirtmektedir). Sekil 15 ile verilen
deterministik ¢oziimlere gore kompartmanlar i¢in asagidaki u¢ degerler Tablo 6’da
verilmisti. Rastgele model i¢in beklenen degerler ise benzer sekilde su degerleri
almaktadirlar: Hastaliga duyarli insanlarin sayisini gosteren S(t) degiskeninin beklenen
degeri t = 50 aninda 1.116 minimum, ¢t = 0 aninda 20 maksimum degerini almaktadir.
Hastaliga karsi asilanmis insanlarin sayisini gosteren V(t) degiskeni t = 50 aninda 6.57
minimum degerini, t = 1.8 aninda 24.77 maksimum degerini almaktadir. Hastaligin gizli
evresindeki insanlarin sayisin1 gosteren E (t) degiskeni ¢ = 0 aninda 5 minimum degerini,
t = 28.1 aninda 20.88 maksimum degerini almaktadir. Hasta insanlarin sayisini gosteren
I(t) degiskeni t = 0.1 aninda 4.965 mimimum degerini, t = 50 aninda 11.91 maksimum
degerini almaktadir.

Beklenen degerlerden de goriildiigii gibi hastaliga duyarli insanlarin sayisi (t giin
sayis1 olarak yorumlanmaktadir) siirecin ilk giinlerinde biiyiik bir azalma yasamaktadir.
Asilanan insan sayisindaki ani artig toplulugun hizlica agilandigin1 géstermektedir. Ancak
modelleme i¢in kullanilan parametreler daha once belirtildigi gibi hastaligin ¢ok agir bir
sekilde gergeklestigi durumu belirtmektedir. Dolayisiyla S(t) ve V(t) degiskenlerinin
beklentilerindeki azalmalara karsilik E (t) ve I(t) degiskenlerinin beklentilerindeki artiglar
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bu durumu dogrulamaktadir. E(t) ve I(t) degiskenlerinin beklenen degerlerinin siirecin
sonuna kadar arttig1 sekilden de goriilmektedir.

(43) modelinde S(t),V(t),E(t),I(t) i¢in elde edilen varyanslar asagidaki sekilde
goriilmektedir (Sekil 17).
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Sekil 17. SVEIR modelinin varyanslari

Rastgele modelin varyanslar1 incelendiginde S(t) i¢in minimum varyansin t = 0 aninda 0
ile ve maksimum varyansin t = 0.7 aninda 0.08246 ile elde edildigi goriilmektedir. V(t)
icin minimum varyans ¢ = 0 aninda 0 iken maksimum varyans ¢ = 19.2 aninda 1.637
olmaktadir. E(t) i¢in minimum varyans t = 0 aninda O ile minimum degerini alirken
t = 39.3 aninda 2.689 maksimum degerini almaktadir. I(t) i¢in minimum varyans t = 0
aninda 0 olmakta iken t =50 aninda 1.435 maksimum varyansi elde edilmektedir.
Varyans icin elde edilen sonuglar kullanilarak asagidaki varyasyon katsayilar1 ve giiven
araliklar ile kompartmanlardaki olas1 degisimler incelenecektir.

(43) modelinde S(t),V(t), E(t),I(t) igin elde edilen varyasyon katsayilar1 asagidaki
sekilde goriilmektedir (Sekil 18).
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Sekil 18. SVEIR modelinin varyasyon katsayilari

S(t) icin varyasyon katsayis1 t = 0 aninda 0 minimum degerini ve t = 2.2 aninda 6.902
maksimum degerini almaktadir. V(t) degiskeni t = 0 aninda 0 minimum degerini ve
t = 36.1 aninda 14.38 maksimum degerini almaktadir. E(t) degiskeni ¢ = 0 anind 0
minimum degerini ve t = 50 aninda 8.051 maksimum degerini almaktadir. I(t) degiskeni
t = 0.7 aninda 4.966 minimum degerini ve ¢ = 50 aninda 10.06 maksimum degerini
almaktadir. R(t) degiskeni igin ise varyasyon katsayist agsagidaki gibi elde edilmektedir.
(Sekil 19).

Rastgele model tiim parametreler %5 varyasyon katsayisina sahip olacak sekilde
kuruldugu halde bu parametrelere bagli olan kompartmanlarin ¢ok degisken varyasyon
katsayilarina sahip oldugu goriilmektedir. S ve E kompartmanlar1 en fazla degiskenlige
sahip olduklar1 giinlerde yaklastk %7 — %8 varyasyon katsayisina sahip iken V
kompartmani i¢in bu degerin %14’ astig1 goriilmektedir. Dolayisiyla bu sonuglardan V
kompartman i¢in elde edilecek deterministik sonucglardaki hata paylarinin daha fazla

olmasinin beklenmesi ¢ikarimi yapilabilir.
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Sekil 20. SVEIR modelinin giiven araliklar

(43) modelinde S(t),V(t),E(t),I(t) icin elde edilen giiven araliklar1 sekilde
goriilmektedir (Sekil 20). Rastgele model normal dagilima sahip parametreler kullanilarak
olusturuldugundan ii¢ standart sapma icin elde edilen yukaridaki giiven araliklarinin
%99.7 olasilikla kompartmanlarin sonuglarint icerdigi varsayilmaktadir. S(t) igin

minimum deger t = 46.5 aninda 0.9072 olarak elde edilirken maksimum deger t = 0
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aninda 20 olmaktadir. V(t) i¢in minimum deger t = 50 aninda 3.82 iken maksimum
deger t = 2 aninda 26.1 olarak elde edilmektedir. E(t) i¢in minimum deger t = 0 aninda
5 iken t = 30.4 aninda 25.72 maksimum degeri elde edilmektedir. /(t) i¢in minimum
deger t =1 aninda 4.912 olmakta iken maksimum deger t = 50 aninda 15.51 olarak
bulunmaktadir.

N =5S(t)+V(t) + E(t) + I(t) + R(t) kosulunu kullarak kompartmanlarin toplam
niifustaki oranmi belirleyebilir ve R(t) ic¢in beklenen orani simiilasyon sonuglarini
kullanarak bulabiliriz. t = 50 i¢in

S(50) = 1.116,V(50) = 6.57, E(50) = 20.28,1(50) = 11.91
oldugundan toplam niifus N = 45 kullanilarak beklentiler

1.116
5(50) = —=— = 0.0248; v(50) = 0.146; €(50) = 0.4507; (50) = 0.2647

olmaktadir. Dolayisiyla 50 giinliikk silirenin sonunda hastaliga duyarli insanlarin orani
%2.48, asillanmis insanlarin orani %14.6, hastaligin gizli evresindeki insanlarin orani
%45.07, hasta insanlarmn orani ise %26.47 olmaktadir. Dolayisiyla r(t) = R(t)/N igin
r(50) =1—-s(t) —v(t) —e(t) —i(t) =1—0.0248 — 0.146 — 0.4507 — 0.2647
oldugundan r(50) = 0.01138 olmaktadir. Buradan iyilesmis insanlarin oraninin 50 giin
sonunda yaklasik %1.14 olmasinin beklendigi goriilmektedir.
Kaynak caligmada 45 insanlik bir topluluk i¢in yapilan inceleme daha genis kitleler icin
(6rnegi N = 1000 i¢in) yapilarak belirli bolgelere veya iilkelere de uygulabilir. Literatiirde
Cin niifusu i¢cin N = 1.36 x 10° kullanilarak yapilan kompartmanli modelleme ¢alismalar
da mevcuttur [111].

Rastgele model i¢in normal dagilimdan farkli olasilik dagilimlarina sahip rastgele
etki terimlerinin de kullanilmasi miimkiindiir. Ornek olarak kullanilabilecek bircok olasilik
dagilimi1 olsa da bu calismada normal dagilimla karsilastirilmak iizere secilecek olan
dagilim genel Beta dagilimidir. Beta dagilimi literatiirde giinigig1 verilerinin dagilimi ve
HIV  virlisiiniin  yayitlma olasiliginin  incelenmesinde kullanilmistir  [109, 119].
Biyokimyasal reaksiyonlarin modellenmesi i¢in de kullanilmis olan Beta dagilimi [13],
normal dagilima benzer sekilde siirekli bir olasilik dagilimidir. Bir X rastgele degiskeninin

olasilik yogunluk fonksiyonu

(x—c)* Y c+d-x)’"L,x€(c,c+d),a>0b>0

f(x) = B(a, b)da+b—1
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seklindeyse, X rastgele degiskeni genel Beta dagilimina sahiptir  denir
(X ~ gBeta(c,d, a, b) olarak gosterilecektir) [13]. Burada a ve b dagilimmn sirasiyla sol
ve sag sekil parametreleri iken ¢ parametresi dagilimin konumunu belirmek i¢in ve d
parametresi dagilimin agikligini 6lgeklemek i¢in kullanilir. B(a, b) ile Beta fonksiyonu
gosterilmektedir. Normal dagilim ortalama degeri civarinda simetrik oldugundan Beta
dagiliminda da simetrik bir dagilim elde etmek i¢in a = b se¢imi yapilacaktir [46]. Bu
sekilde deterministik modelde sabit bir deger olarak degerlendirilen model parametreleri,
rastgele modellerde bu sabit degerin saginda ve solunda degerler almasi olasiliklar esit
olan rastgele degiskenler olarak degerlendirilecektir (Sekil 21). Bu ozelliklere sahip genel
Beta dagiliminin se¢ilmesindeki en dnemli neden, sonsuz aralikta degerler alabilen normal
dagilim ile sinirh bir aralikta degerler alan bir olasilik dagiliminin karsilagtirilmasidir.
Ornek olarak (42) deterministik denkleminin sayisal analizinde p = 1 ile incelenen p
parametresinin, (43) modelinde p* ~ N(1,0.05%) normal rastgele degiskeni ve Beta

dagiliminda nasil davranis gdsterdigi asagidaki sekilde goriilebilir (Sekil 21).

; :
— B~ N(1,0.05%)

—— B~ gBeta(0.85,0.30.4.4)
B deterministik

fix)

Sekil 21. B parametresinin deterministik, normal ve beta dagilimlari ile grafikleri

Genel Beta dagiliminin konum parametresi ¢ ve acikligini belirleyen 6lgek parametresi d

secilirken, bu rastgele degiskenin alacag:i degerlerin kiimesinin normal dagilimin degerler
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kiimesiyle miimkiin oldugunca ortiismesi amaglanmistir. 4 ortalama ve o standart sapmali
bir normal dagilima sahip rastgele degiskenin aldig1 degerlerin %99.73 olasilikla
(u—30,u+30)
araliginda oldugu bilinmektedir. Genel Beta dagilimina sahip bir rastgele degiskenin ise,
dagilim smirli tanim kiimesine sahip oldugundan, tiim degerleri
(c,c+4d)
araligindadir. Dolayisiyla [ parametresi i¢in normal dagilimda kullanilan p, o
parametreleri ile genel Beta dagiliminda kullanilan c¢,d parametreleri sekildeki gibi
secilerek rastgele degiskenlerin tanim kiimeleri Ortiistiiriilebilir.
Bunun i¢in (4 — 30, 4 + 30) araligimmin agikligi olan 60 ile (c,c + d) aralifinin agiklig
olan d esit olacak sekilde segim yapilmalidir. Bu 6rnek i¢in f ~ N(1,0.05%) oldugundan
60 =6x0.05=030=d
olmaktadir. Genel Beta dagiliminin, normal dagilima denk olarak parametrenin ortalama
degerinin civarinda esit dagilimli olmasi i¢in, a = b sec¢ilmistir (genel Beta dagilimi
a =b > 1 oldugunda normal dagilim gibi ¢an seklinde olasilik yogunluk fonksiyonuna
sahip olabilir). ¢ konum parametresi ise, agikligin yarist f’nin deterministik degerinin
sonunda kalacak, yarisi saginda kalacak sekilde ¢ = 0.85 olarak belirlenmistir.
Bu sekilde (¢ =0.85,d =0.30,a = 4,b = 4) parametreli genel Beta dagilimina
sahip rastgele f parametresinin degerlerinin tamami
(0.85,1.15)
araliginda iken, (u = 1,0 = 0.05) parametrelerine sahip normal dagilima sahip rastgele 8
parametresinin degerleri %99.73 olasilikla ayn1 (0.85,1.15) araligindadir. Modelin tiim
parametreleri, ortalamalar1 deterministik degerlerle ve tanim araliklart normal dagilimin
%99.73 olasilikl1 tanim araligiyla ayni olacak sekilde genel Beta dagilimina sahip rastgele
degiskenler haline getirilecektir.

Bir Z rastgele degiskeni, olasilik yogunluk fonksiyonu [47]

f(z) = z%71(1-x)’"1z€[01],a>0,b>0

B(a,b)
seklinde ise standart Beta dagilimina sahiptir denir ve Z ~ Beta(a, b) ile gosterilir. Burada
B(a, b) beta fonksiyonudur ve a, b parametreleri sol ve sag sekil parametreleridir. Standart
Beta dagilimina sahip rastgele degisken [0,1] araliginda degerler alir ve a = b igin

simetriktir. Genel Beta dagilimina sahip bir X rastgele degiskeni (X ~ gBeta(c,d, a, b))
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X=c+dZ
seklinde bir standart Beta dagilimma sahip rastgele degisken kullanilarak
gosterilebilmektedir. Standart Beta dagilimina sahip bir Z rastgele degiskeni i¢in beklenen

deger ve varyans

E(Z) — a 7) = ab
()_m'var()_(a+b)2(a+b+1)

[Forbes et al., 2011] oldugundan X = ¢ + dZ esitligi ve beklenen deger operatoriiniin
ozellikleri ile genel Beta dagiliminin beklenen deger ve varyansi

a

EX)=E(c+dZ)=c+dE(Z)=c+d—,

a+b

ab
(a+b)’(a+b+1)

Var(X) = Var(c + dZ) = d?

seklinde elde edilir.

(43) modelinin parametreleri {A**,d**,p**, B**, 0", €™, d;*,y*"} seklinde genel Beta
dagilimina sahip rastgele degiskenler haline getirilecektir. Her rastgele degiskenin normal
dagilima sahip oldugu durumda standart sapmasi s;,i = 1,8, deterministik degeri ve
normal dagiliminin ortalamasi olan deterministik degerinin %35°1 olarak belirlenmisti.
Dolayisiyla genel Beta dagilimi i¢in

N =cy +diZy,

d*™ = c,; +dyZ,,

p* = c3 + ds3Zs,

B =cy +duZy,

0™ = c5 +dsZs,

e =g+ dgZ,

di* =c; +d,Z,

Y™ =cg + dgZg
seklinde ¢;,i = 1,8 konum parametreleri, d;, i = 1,8 Olcek parametreleri ve bagimsiz
Z;,i = 1,8 standart beta rastgele degiskenleri ile tanimlanacak olan yeni rastgele

parametrelerde c;, d;, i = 1,8 asagidaki yontemle belirlenir:
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~ N(25,01252),A** =C + d1Z1

=d 6 X 6><(A>< 5)—6><(25>< 5)—Ax3 3
1= 0% = 100/ — 100 &

3

A d, A (/1><10) A)(17 p 3 17

= - — = AL 1S —=25——=—,
a=4"5 2 20 8- 8

=A™ Bt(17344)
gbeta(—=.7,

Bu durumda her bir {A™,d*,p™,B*, 0%, €™, d;*,y**} parametresi i¢in c¢; degeri
deterministik degerinin —’si, d; degeri ise deterministik degerinin —u olmaldir. Her
genel Beta dagilimina sahip rastgele degisken icin normal dagilimla uyumlu bir olasilik
yogunluk fonksiyonu yakalamak adina a; = b; = 4 olarak secilmistir.

d* ~ N(0.0551,0.002755%),d™ = ¢, + d,Z,

= d™ ~ gBeta(0.046835,0.01653,4,4),

17 3
p* ~ N(1,0.05%),p™ = c3 + d3sZ3 = p”" ~ gBeta (20 10’ 44)

17 3
~ 2 i L
B* ~ N(0.1,0.0052), B = ¢, + d, 7, = B gBeta(ZOO 100,4,4),

17
~ 2 *k *k
N(0.1,0.005%),6 cs+dsZs = 6 gBeta(ZOO 100,4,4),

17 3
¥~ 2 ¥ — ~
" ~ N(0.05,0.0025%), ¢ Co +dgZs = € ~ gBeta (400 500" 4 4)

17
~ 2 —_— ~
N(0.08,0.004%),d;* = ¢, + d,Z, = d;* ~ gBeta (250 125,4,4),

17 3
* o~ 2 R o~ _—
y* ~ N(0.005,0.00025%),y cg +dgZg =y gBeta (4000 ' 5000" 4,4).

Bu durumda {A™,d*,p™,B*, 0%, €™, d;*,y**} rastgele parametrelerinin beklenen

degerleri agagidaki gibi hesaplanir:

ab

.. a
X ~ gBeta(c, d, a, b) 1¢1n E(X) =c+ die Var(X) = m

oldugundan:
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A Bt<17344)
gBeta RL

= E(A™) = = —=—+-X-=25=A
AN)Y=c,+d,—— P (:1+2 8+4 > 5 ,
ab 1
Var(A™) = d,? =d;" o
ar) =& e b D) - Y 36
(A 3)2 Lo, 11
= X — e X —=—
10/ " 36 400 ~ 64

Dolayisiyla A™ ~ gBeta (%,%,4,4) genel Beta dagilimina sahip rastgele degiskeninin
beklenen degeri, normal dagilima sahip oldugu halinin beklenen degeriyle ayni iken,

: L. U S
varyansi ise bu degerin karesinin m’udur. Buradan standart sapmasi

1 A
td(A™) = Var(h™) = A2 x d
std(A™) 2 200 20

olarak elde edilir. Varyasyon katsayisi da

A
std(A*) 20

CV =100 X ———=100 X =5
E(A*) A

olur. Boylece, normal dagilima sahip parametrelere benzer sekilde, ortalama degerleri ve
varyasyon katsayillar1 ayn1 olan genel Beta dagilimina sahip rastgele
A, d, p*, B, 0%, €, d;", y**} parametreleri olusturulmus olur. Bu durum diger

parametreler i¢in de gosterilecek olursa:

d
d™ ~ gBeta(0.046835,0.01653,4,4) = E(d*") = c, + 72 = 0.0551 =d,

1 1
= Var(d*) = d,* 3= (0.01653)2 x 3¢ = 7590025 % 1076,

17 3 N ds; 17 3 1
p* ~gBeta(20 0’ 44):>E(p )_C3+?_E+EX§:1ZP'
N ,1 9 1 1
= Var(p™) = d; %:ﬁx£:m'
17 3 y d, 17 3 1
B ~gBeta(200 100’ 44):E(,8 )_C4+7=m+ﬁ 5—001—,8
K% 21 1
= Var(f™) =d, 36 = 20000
6™ ~gBeta(200 100" 44):>E(9 )=0.01=0,Var(6 )—40000.
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SEE™) =cg+—=—+ = 0.05 = ¢,

44) dg 17 3><1
’ 2 400 2007 2

. Bt<17 3
& T 9P\ 100200’

*% 21
= Var(e™) =dg £=(

3\ 1 1
m) 36 160000

d;* ~ gBeta (ﬁ'FSAA) = E(d;") =0.08 =d;;Var(d;*) = £2500°
1

1.6 x 107

17 3
y** ~ gBeta (m,m,él,él) = E(y*) = 0.005;Var(y™) =

Bu 6zelliklere sahip olan parametrelerle olusturulan

ds

— =
dv
dt
dE

(53)

T BI(S +67V) — (d*™ + €™)E,

dI k% kk k%

Frimk E—(d+y™)I,

modelinin simiilasyonu ile S(t),V(t),E(t),I(t), R(t) degiskenlerinin genel Beta

dagilimina sahip rastgele etkiler altindaki davranislarini inceleyebiliriz. Parametreler

yerine yazilirsa,

ds 17 3 17 3
E = <§ + ZZl) - <(0.046835 + 0.01653Z%Z,) + (% + EZ3>>S
17 3
~(355* T0%)
av 17 3
E = <% + EZ3)S — (0.046835 + 0.01653Z,)V
17 3 17 3
- (m + m@ (m + WZ‘*) Vi (54)
dE 17 3 17 3
qa (m+m24)’(5+(m+mzs)V)

17 3
- .04 .01653Z —+—Z¢) | E
<(OO 6835 + 0.01653 2)+(400+200 6)) )

dI_(17+3Z)E (17+BZ>+(17+ 32)1
dt ~— \400 ' 200°° 250 12577 4000 20008




77

rastgele modeli elde edilmektedir. Bu modelin Z;,i = 1,8 birbirinden bagimsiz (4,4)
parametreli standart Beta rastgele degiskenlerinin olusturulmasiyla MATLAB ile
simiilasyonu yapilacaktir. 100000 simiilasyon sonucunda (40) modelinin sayisal

karakteristikleri agagidaki gibi elde edilir.

9
(=
[
g

—
N

S(t) - beklenen deger
» =

V(t) - beklenen deger
[

. . . L 5 . L | L
00 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Zaman Zaman

—EE®)

E(t) - beklenen deger
[
(t) - beklenen deger

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Zaman Zaman

Sekil 22. SVEIR modelinin genel Beta etkilerle beklenen degerleri

(54) modelinin belirtilen o6zelliklere sahip {A*™*,d™,p*™, B**, 0%, €, d;",y**} genel Beta
dagilimima sahip rastgele parametreleri i¢in beklenen degerleri sekilde gosterilmektedir
(Sekil 22).

Genel Beta dagilimina sahip rastgele parametreler i¢in normal dagilimla hemen hemen
ayni tanim aralig1 ile esit ortalama ve varyans belirlenmesi, iki rastgele modelin sayisal
karakteristiklerinin benzer sekilde elde edilmesine yol agmistir. S(t) i¢in beklenen deger
t = 50 aninda 1.117 minimum degerini, t = 0 aninda 20 maksimum degerini almaktadir.
V(t) i¢in t = 50 aninda 6.588 minimum degeri elde edilirken t = 1.9 aninda 24.78
maksimum degeri bulunmugtur. E(t) degiskeni t = 0 aninda 5 minimum degerini alirken
t = 28.2 aninda 20.89 maksimum degerini almaktadir. I(t) degiskeni t = 0.4 aninda

4.965 minimum degerini alirken ¢ = 50 aninda 11.91 maksimum degerini almaktadir.
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(54) modelinde S(t),V(t),E(t),I(t) i¢in elde edilen varyanslar asagidaki sekilde
goriilmektedir (Sekil 23).
Genel Beta dagilimina sahip rastgele etkiler altinda da normal dagilima sahip rastgele
etkiler altindaki varyans degerlerine benzer sonuglara ulasilmistir. S(t) hastaliga duyarh
insanlarin varyanst t =0 aninda 0 minimum degerini ve t = 0.7 aninda 0.08114
maksimum degerini elde etmistir. V(t) asilanan insanlarin varyansi minimum degeri t = 0
aninda 0 minimum degerini elde ederken t = 18.9 aninda 1.668 maksimum degerini
almistir. E(t) hastaligin gizli evresindeki insanlarin varyant ¢ = 0 aninda 0 minimum
degerini ve t = 39.3 aninda 2.756 maksimum degerini almistir. /(t) hasta insanlarin
varyansinin minimum degeri t = 0 aninda 0 olarak bulunurken t = 50 aninda 1.473
olarak gerceklesmistir. Genel Beta dagilimina sahip rastgele etkiler altinda varyanslarin
degisimleri normal dagilima sahip rastgele etkilerin olusturdugu varyansla benzer olsa da
Beta dagilimina sahip etkiler igin V(t), E(t) ve I(t) degiskenlerinde varyansin bir miktar

daha fazla oldugu goriilmektedir.

0.1 T T T T 2 T T T T
—Var(S(t)) — Var(V(t))
0.08 4 sk |
g 0.06 S
d a
g > 1
- 0.04 1o
= >
05r
0.02 q
0 . . . ! 0 . . L .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Zaman Zaman
3 T T 15 T T :
——Var(E(t)) Var(I(t))
25F B
g 2F Z2 1t
2 =
£15 g
5 1F 05
05
0 L L L . 0 . . A ;
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Zaman Zaman

Sekil 23. SVEIR modelinin genel Beta etkilerle varyanslari

(54) modelinde S(t),V(t), E(t),I(t) igin elde edilen varyasyon katsayilar1 asagidaki
sekilde goriilmektedir (Sekil 24). Varyasyon katsayilarindaki degisimler de dolayli olarak

beklenen degerler ve varyanslar kullanilarak elde edildiklerinden, her iki rastgele etki i¢in
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benzer grafikler meydana gelmistir. Hastaliga duyarli insanlarin S(t) varyasyon katsayisi
t =0 aninda 0 minimum degerini alirken t = 2.2 aninda 6.84 maksimum degerini
almaktadir. Asilanmis insanlarin V(t) varyasyon katsayisi t = 0 aninda 0 minimum
degerini ve t =37.6 aninda 14.53 maksimum degerini almaktadir. Hastaligin gizli
evresindeki insalarin E(t) varyasyon katsayist t = 0 aninda 0 minimum degerini ve
t =50 aninda 8.148 maksimum degerini almaktadir. Hasta insanlarin I(t) varyasyon
katsayist minimum degerini t = 0 aninda 0 ile ve maksimum degerini ¢ = 50 aninda

10.19 ile almaktadir.

T 15

|

oo

;CV(V(I))

N
T

S(t) - varyasyon katsayisi
o £
1 1
V(t) - varyasyon katsayisi

0 . | . . 0 1 1 1 .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Zaman i Zaman

E(t) - varyasyon Katsayisi
1
I(t) - varyasyon katsay1isi
N

00 10 20 30 40 5 00 10 20 30 40 50
Zaman Zaman

N
-~

Sekil 24. SVEIR modelinin genel Beta etkilerle varyasyon katsayilari

Tablo 9. SVEIR modelinin varyasyon katsayilari i¢in maksimum

degerler
Normal dagilim ile | G. Beta dagilim
varyasyon ile varyasyon
katsayisi katsayisi

S(t) %6.902 %6.84
V(t) %14.38 %14.53
E(t) %8.051 %8.148
I1(t) %10.06 %10.19
R(t) %12.1 %12.24
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[ p—t p—t
o0 (@] g =N

R(t) - varyasyon katsayisi
o

4O 10 20 30 40 50

Zaman

Sekil 25. R kompartmaninin Beta etkilerle varyasyon katsayist

Hastaliktan iyilesen insanlarin varyasyon katsayisinin minimum degerini ¢ = 0.9 aninda
4.991 ile ve maksimum degerini t = 50 ile 12.24 ile aldig1 goriilmektedir (Sekil 25).
Normal ve genel Beta dagilimlarina sahip rastgele etkilerin maksimum degerleri tabloda

karsilastirilmaktadir (Tablo 9).

S(t) - gliven arah g
=
1

V(t) - giiven aralifi

0 10 20 30 40 50

Zaman
30 T
& 25
R0 B
S 200 7S
S 5
= " &
?b 15 - e T —
= 10 1=
5 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 so0 %o 10 20 30 20 50
Zaman Zaman

Sekil 26. SVEIR modelinin genel Beta etkilerle giiven araliklar1
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(54) modelinde S(t),V(t),E(t),I(t) i¢in elde edilen giiven araliklar1 sekilde
goriilmektedir (Sekil 26).
Sekildeki giiven araliklar1 normal dagilima benzer sekilde kompartmanlarin beklenen

degerlerinin ti¢ standart sapma civarlarinda olusturulmustur (S(t) i¢in):

(ES(®)) - 3.5td(S(0)), E(S(1)) + 3.5td(S(D)) ).
Giiven araliklar1 i¢in mavi egriler araligin iist sinirim1 belirtirken yesil ¢izgiler alt sinir1
gostermektedir. S(t) icin giiven araligi minimum degerini t = 45.8 aninda 0.9097 olarak
ve maksimum degerini ¢ = 0 aninda 20 maksimum olarak elde etmektedir. V(t) i¢in
giiven araligi t = 50 aninda 3.8 minimum degerini ve t = 2.1 aninda 26.11 maksimum
degerini almaktadir. E(t) i¢in gliven aralig1 t = 0 aninda 5 minimum degerini ve t = 30.8
aninda 25.79 maksimum degerini almaktadir. I(t) i¢in gliven aralifi t¢ = 2 aninda 4.909
minimum degerini ve t = 50 aninda 15.55 maksimum degerini almaktadir.
R(t) icin siirecin sonundaki beklenen deger ilk duruma benzer sekilde diger
kompartmanlarin beklenen degerleri kullanilarak elde edilebilir. = 50 i¢in

S(50) =1.117,V(50) = 6.588, E(50) = 20.34,1(50) = 11.91
oldugundan toplam niifus N = 45 kullanilarak

1.117
s(50) = T 0.02482; v(50) = 0.1464; e(50) = 0.452;i(50) = 0.2647

olmaktadir. Dolayisiyla r(t) = R(t)/N igin

r(50) =1—5s(t) —v(t) —e(t) —i(t)

=1-0.02482 — 0.1464 — 0.452 — 0.2647

oldugundan r(50) = 0.011208 olmaktadir. Normal dagilima sahip rastgele etkiler i¢in 50
giin sonunda iyilesmis insanlarin orant %1.14 olarak elde edilmisken genel Beta dagilimi
icin bu deger %1.12 olarak bulunmustur.
Genel Beta dagilimina sahip bir X rastgele degiskeni standart Beta dagilimina sahip bir Z
rastgele degiskeni ile X = ¢ + dZ seklinde gosterilebildigine gore, X rastgele degiskeninin
yiiksek dereceli momentleri i¢in

E(X®) = E((c +dZ)*)
gosterimi kullanilabilir. Standart Beta dagilimina sahip Z degiskeninin momentleri
a(a+1)..(a+(k—-1)) — 12

Ky —
E(Z )—(a+b)(a+b+1)...(a+b+(k—1))' -

seklindedir [47]. Standart Beta dagilimina sahip Z degiskeni, a = b = 4 oldugundan,
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E(Z) = a —1E(ZZ)—45 5_
“a+b 2’ 89 18’
456 1 4.5.6.7 7
3\ — = 4 - =
E@°) = 8.9.10 6'E(Z ) 8.9.10.11 66

Dolayisiyla genel Beta dagilimina sahip degisken i¢in

a d

E(X*) = E((c +dZ)?) = c* 4+ 2¢dE(Z) + d’E(Z*) = c* 4+ cd + %2;
E(X3) =E((c+dZ)3) = c3+3c?dE(Z) + 3cd?E(Z?) + d3E(Z3)
3c%d N 5cd? N d_3
2 6 6’
EXYH =E((c+d2)h
= c* + 4c3dE(Z) + 6¢?d?E(Z%) + 4cd3E(Z3) + d*E(Z%)

=c3+

5 2 7
_ 4 3740222 2 43, 1 a4
=c*+2c d+3c d +3cd +66d :
Bu durumda genel Beta dagilimina sahip rastgele parametrelerin momentleri:
17 3 2
A~ gBeta( 5T 44) = E(A™) = 2.5,E(A™?*) = 6.265625,

E(A*?) = 15.7421875,E(A™**) = 38.590687144886367.

d** ~ gBeta(0.046835,0.01653,4,4) = E(d"™*) = 0.0551,

E(d*?) = 0.003044, E(d**®) ~ 1.6854 x 107, E(d***) = 8.3733 x 1079,
17 3 )

p** ~ gBeta (20 o 44) = E(p™) = 1LE(p™?) = 1.0025,

E(p™?) = 1.0075,E(p***) = 0.9392,

= E(B*) = 0.1, E(B?) = 0.010025,

> 44
200" 100" )
E(8***) = 0.0010075, E(8**) ~ 9.09891 x 1075,

17
B** ~ gBeta (

3 *x *x2
2007100’ 44):>E(9 ) =0.1,E(6"*) = 0.010025,

E(6*°) = 0.0010075, E(6***) =~ 9.09891 x 1075,

17
0™ ~ gBeta (

Bet (17 3 44) E(e™) = 0.05,E(e™?) = 0.00250625,
~ = = =

97\ 2007 200" ¢ ¢

E(e™?) = 1.2594 x 10~ E(e*) = 5.6766 x 107°,

= E(d;*) = 0.08,E(d}™*) = 0.006416,

ar Bt(17 3 44
1T 9veta\550°125° )
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E(d;*®) = 51584 x 1074, E(d;**) ~ 3.7243 x 1075,

(—17 3 44) E(y*) = 0.005
= =0.
4000°2000" Y ’

E(y*?) = 2.50625 x 1075, E(y***) ~ 1.2594 x 1075,

Y™ ~ gBeta

E(y™*) = 5.6675 x 1071°.

Bu momentler kullanilarak (46) denklem sistemi kullanilarak elde edilen (n = 5 igin)

n-1 n-1

E(I(v) = Z EU() S ERD) = Z E(R(k)) tk
k=0 k=0

yaklagik beklenen degerleri ile diger kompartmanlar i¢in beklenen deger ve varyanslarin
yaklasik formiilleri hesaplanabilir. Normal dagilim i¢in (48) esitliginde
E(I(t)) =5—0.175t + 0.26307453125t% — 0.131148360545833t2
+0.054008971778864t*.

seklinde bulunan I(t) beklenen degeri genel Beta dagilimina sahip oldugu durumda

E(I(t)) =5—0.175t + 0.26307453125t? — 0.131148360545833t3 55)
+0.054008208130904¢*.
seklinde elde edilmektedir. Benzer sekilde genel Beta dagilim durumunda R(t) icin (51)
ile elde edilen yaklasik beklenti
E(R(t)) = 0.025t — 0.00112640625t% + 0.0004418316219875001¢3
—0.0001702643487476519t*
seklinde elde edilmektedir. Genel Beta dagilimina sahip rastgele etkiler i¢in tekrar normal
dagilim i¢in bulunan yaklasimlara olduk¢a yakin yaklasimlar elde edilmistir. I(t) rastgele
Diferansiyel doniisiim yontemi ile elde edilen yaklasik beklenen deger (55), [3,2]

mertebesinden Laplacé-Pade yontemi ile asagidaki gibi modifiye edilebilir:

E(I()) = 4355956053
+[0.2716410522 sinh(0.9507440120t) (56)
+ 0.6440439466 cosh(0.9507440120t)]e(70:6727197825¢)

Tablodan da goriilebildigi gibi Modifiye rastgele Diferansiyel Doniisiim yontemi ile I

kompartmani i¢in rastgele Diferansiyel Donilisiim Yontemi ile elde edilen yaklasik
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beklenen degerden daha iyi bir yaklasim elde edilmistir. Ayrica genel Beta dagilimina
sahip rastgele etki ile olusturulan rastgele model ve normal dagilima sahip rastgele etkiler
ile olusturulan rastgele modellerin simiilasyonlar ile elde edilen sayisal karakteristiklerine
benzer sekilde, kompartmanlarinin yaklasik degerlerinin de birbirine ¢ok benzer oldugu
goriilmektedir. Rastgele Diferansiyel Donilisim Yontemi ile benzer yaklasik beklenen
degerler elde edildigi i¢in bu yaklasimlarin modifikasyonlar1 da benzer sekilde aciga
cikmistir. Daha 6nce de belirtildigi gibi Beta dagilimi i¢in de yaklasimlarda daha fazla

terim kullanarak hatay1 azaltmak miimki{indyir.

Tablo 10. t € [0,1.5] i¢in I kompartmanina ait sonuglar

Deterministik | Deterministik Rastgele Rastgele DDY Rastgele
t (MATLAB) | DDY (n = 5) | Simiilasyon | (n =5)—(55) | MDDY (56)

5.000 5.000 5.000 5.000 5.000
0.1 4.985 4.985 4.985 4.985 4.985
0.2 4.975 4.975 4.975 4.975 4.975
0.3 4.968 4.968 4.968 4.968 4.968
0.4 4.965 4.965 4.965 4.965 4.965
0.5 4.965 4.965 4.965 4.965 4.965
0.6 4.967 4.968 4.967 4.968 4.967
0.7 4.972 4.974 4.972 4.974 4.972
0.8 4.978 4.983 4.978 4.983 4.979
0.9 4.986 4.995 4.986 4.995 4.987
1.0 4.996 5.011 5.996 5.011 4.997
1.1 5.007 5.030 5.007 5.030 5.009
1.2 5.020 5.054 5.020 5.054 5.022
1.3 5.033 5.083 5.033 5.083 5.036
1.4 5.047 5.118 5.047 5.118 5.051
1.5 5.062 5.160 5.062 5.160 5.067

2.3.3. Hepatit B i¢cin SIIR Tipinde Bir Kompartmanh Model

Hepatit B hastalig1 “Hepatit B Viriisii (HBV)” adli viriisten kaynaklanan bulagic1 bir
hastaliktir. Karacigeri etkileyen bu hastalik akut veya kronik enfeksiyona yol
acabilmektedir. Kisa donemli akut enfeksiyonlarda bazi bireylerde herhangi bir belirti
goziikmeyebilir ve hastalik kendiliginden sonlanabilir. Ancak akut sathada viriisten
kurtulamayan bireylerde alti aydan sonra hastalik kronik enfeksiyona doniigiir. Kronik

Hepatit B enfeksiyonlari siroz ve karaciger kanserine yol acabilmektedir.
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Hepatit B hastalifinin akut asamada herhangi bir tedavisi yoktur ancak kronik
sathasinda ilagla tedavi miimkiindiir. Hastaliga neden olan HBV viicut disinda yedi
giinden fazla hayatta kalabilmektedir ve asiyla korunmamis insanlarin viicuduna girdigi
durumlarda enfeksiyona yol acabilmektedir. Hepatit B hastaligi bu hastaligi tasiyan kan ve
diger viicut sivilarindan bulasabildigi gibi bu viriisii tasiyan anneden ¢ocuga gecmesi de
miimkiindiir. Akut sathada bazi durumlarda herhangi bir belirti géstermeyebilen hastaligin
belirtileri arasinda asir1 yorgunluk, bulant1 ve karin agris1 gibi sikayetler bulunmaktadir.
Hastaliktan korunmak igin Diinya Saglik Orgiitii, 6zellikle yeni doganlar basta olmak
lizere, asilanmayi tavsiye etmektedir. 1982 yilindan beri kullanilabilen koruyucu asi
bireyleri enfeksiyondan ve kronik hastalifin gelismesinden %95 etkiyle korumaktadir.
Hastalik basit bir kan testi ile kolaylikla teshis edilebilmektedir [120].

Diinya c¢apinda yaklasitk 257 milyon bireyin Hepatit B viriisiinii tasidigi

disiiniilmektedir. Bat1 Pasifik ve Afrika hastaligin niifusun %6’sindan fazlasina bulagmis
oldugu ve en yaygin oldugu bolgelerdir. Hastalik 6zellikle 6 yas ve alt1 cocuklarda etkili
olmaktadir; 1 yas alti bebeklerde enfeksiyonlar %80-%90 oraninda kronik enfeksiyona
dontismekte iken bu oran 6 yas altinda %30-50 aras1 ve yetiskinlerde %5 altindadir.
Yetigkinlerde kronik enfeksiyonlar %20-%30 oraninda siroz veya karaciger kanserine yol
acmaktadir. 2015 yilinda Hepatit B kaynakli nedenlerden 887000 kisi hayatin1 kaybetmistir
[120].
Diinya ¢apinda yaygin bir saglik problemi olan Hepatit B i¢in yapilan bir¢ok matematiksel
modelleme ¢aligmasi bulunmaktadir. Hepatit B enfeksiyonu lizerinde asinin etkisi [85],
farkli giivenlik 6nlemlerinin hastaligin yayilma riskine etkisi [117] ve Hepatit B ile farklhi
hastaliklarin ayn1 anda goriilmesi [90] gibi konulara yogunlasan matematiksel modellerin
genel olarak deterministik diizeyde yapildigi goriilmektedir. Bu c¢alismada kullanilacak
olan deterministik model akut ve kronik Hepatit B enfeksiyonlarinda kontrol ve yayilma
dinamiklerini incelemektedir. Iki farkli enfeksiyon tipini ayri olarak ele alan model, SIR
modeline ikinci enfeksiyona sahip insanlart ayr1 olarak ele alan ek bir I kompartmani
eklenmesi ile olusturulmustur [65].

Beklenen degerler kompartmanlarin baslangic gosterecek sekilde

$(0)>=0,1,(0)>0,1,(0) >0,R(0) >0

belirlenir.
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das

E = b _aSIZ - (ﬂo +U)S,

dl,

E =aSl, — (uo + B + v,

dl 57
=2 =PI — (uo + 11 +v2) 1,

dR

P Yili +v2lz +vS — uoR.

(57) modelinin akis semasi sekilde gosterilmektedir (Sekil 27).

b: lDOéum uO:T Olim pO:T Oltm uO:T Olim ul:I Oltum

Hastaliga Akut Kronik

Duyarh o Akut Enfeksiyonlu B Kronik Enfeksiyonlu
Insanlar _> 1 Insanlar 2 Insanlar

(Susceptibles) Enfeksiyon (Infected- EnfekSIyon (Infected-
Acute) Chronic)
v: Asilanma Y1: | lyilesme =
Y2: lyilesme
Tyilesmis
Insanlar
(Recovered) Ho: Olim
—

Sekil 27. SIIR modelinin akis semasi [65].

(57) modelinin kompartmanlar1 S(t) — Hastaliga duyarli insan sayisi, I;(t) — Akut
Hepatit B enfeksiyonu olan insan sayisi, I (t) — Kronik Hepatit B enfeksiyonu olan insan
sayist ve R(t) hastaliktan iyilesen insan sayis1 seklindedir. Toplam niifus

N(t) =S(t) + I,(t) + L,(t) + R(t)
seklinde verilmektedir. Modelin parametreleri ise agagidaki tabloda agiklanmaktadir.

Modelde t ile gosterilen zaman degiskeninin tam oOl¢iisii kaynak caligmada
verilmemis olsa da benzer Hepatit B modelleme ¢alismalarinda ve parametre degerleri igin

kaynak gosterilen ¢alismalarda bu deger yil sayis1 olarak kabul edilmektedir [61, 91, 125].
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Tablo 11. SIIR modelinin parametreleri, tanimlar1 ve degerleri [65].

Parametre Tanim Deger
b Dogum orani 0.4
a Akut hepatit enfeksiyonuna yakalanma orani 0.005
U Dogal 6liim orani 0.03
v Asilanma orani 0.02
B Enfeksiyonun kronik safthaya gegis orant 0.01
Y1 Akut safhada iyilesme orani 0.05
Uy Hepatit B iligkili 6liim oran1 0.002
Y, Kronik enfeksiyondan iyilesme orani 0.06

S(0) = 100, 1,(0) = 40, 1,(0) = 20, R(0) =5
ile verilen baslangi¢c degerleri t = 0 aninda 165 kisilik bir topluluk i¢in 100 kisinin bu
hastaliga kars1 duyarli bireylerden, 40 kisinin akut Hepatit B enfeksiyonuna sahip olan
bireylerden, 20 kisinin kronik Hepatit B enfeksiyonuna sahip olan bireylerden ve 5 kisinin
Hepatit B hastaligindan iyilesmis bireylerden olugmasini temsil etmektedir. Dolayisiyla
(57) denklem sistem ile yillar i¢inde bu toplulukta kompartmanlardaki degisimlerin
incelenmesi araciligiyla toplulugun tamaminda hastaligin seyrinin analiz edilmesi
amaglanmaktadir. Ek olarak incelenen model yillar i¢inde toplam niifustaki degisimi
gosterirken dogum orani1 ve Olim oranlarini farkli ele aldigi i¢in toplam niifusun sabit
olmast kosulunu barindirmamaktadir ve toplam niifusu incelemek i¢in denklem sisteminin
tamaminin goz onilinde bulundurulmas: gerekmektedir.

(57) denklem sistemi Tablo 11 ile verilen parametreler i¢in deterministik olarak
incelenecek olursa, kaynak ¢calismada

afBb

- (o + V) (o + B +v1) (o + 11 +72)

seklinde verilen lireme katsayisi Ry = 0.0483 < 1 olacagindan hastaligin salgin halini

Ro

almamasi ve belli bir siire i¢inde hasta insanlarin toplulukta kalmamasi beklenir. Sekil 28
ile verilen deterministik ¢oziim, MATLAB ile {iretilmistir ve kaynak makaledeki sonuglara
uygun olmasinin yani sira bu beklentiyle de ortiisen sonuglar sunmaktadir. Bu sonuglara
gore deterministik modelde elde edilen ug¢ degerler tabloda gosterilmektedir (Tablo 12).
Deterministik inceleme siirecin sonunda kompartman niifuslari

5(200) = 7.999;1,(200) = 5.127 x 107>;[,(0) = 2.439 x 10~>;

R(200) = 5.706

olarak bulunmaktadir.



88

Tablo 12. SIIR modelinin deterministik parametreleri i¢in u¢ degerleri

En kiiciik deger En biiyiik deger
(ve zamani) (ve zamani)
S(t) | 7.634 t=61.2 100 t=0
Li(t) |5127x107> |t =200 5035 |t=4
Iy(t) [2439x107° |t=200 20 t=0
R(t) |5 t=0 52.4 t =225

—S()
—1,0
— 1

R(t)

Kompartman Biyiikl ikleri

| | 1 1 | 1
80 100 120 140 160 180 200
Zaman (t)

Sekil 28. SIIR modelinin deterministik ¢éziimleri

Ureme katsayismin 6ngérdiigii sekilde uzun bir dénem sonunda hastalikli kesimin
toplumda yok denecek kadar azaldigi, kalan kesimin saglikli bireylerden olustugu
goriilmektedir. Hastaligin topluluktan temizlendigi sdylenebilir.

(57) modelinin rastgele sartlar altinda incelenmesi i¢in {b,a, g, v, B, V1, U1, V2}
sartlar1 Oncelikle normal dagilima sahip rastgele etkiler kullanilarak rastgele hale
getirilecektir. Daha Onceki rastgele modellere benzer sekilde %5 varyasyon katsayisina
sahip rastgele katsayilar olusturmak i¢in parametreler, deterministik degerlerinin %5
oraninda standart sapmaya sahip olacak sekilde ayarlanacak olursa:

b* =b+s;m; = 0.4+ 0.02n,, a* = a + s,n, = 0.005 + 2.5 X 107*n,,

Uo = Uo + 5313 = 0.03 + 0.0015n3, v* = v + 541, = 0.02 + 0.0017,,
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B* =L+ ssns = 0.01 4+ 0.0005ns, Y1 = y1 + SgNe = 0.05 + 0.00257,
Ui = Yy +ssm7, = 0.002 + 0.0001n,, ¥y, =y, + sgng = 0.06 + 0.0037ng,

ile yeni {b*,a", uy v, B vi, Ui, v5} parametreleri elde edilir. Burada n;i=1,8

birbirinden bagimsiz standart normal dagilima sahip rastgele degiskenlerdir. Dolayisiyla

ds . . " x
- =b-a Sl — (ug + v*)S,
dIl * * * *
E =a SIZ — (I’LO +,8 +Y1)I1;
o (58)
d_t2 =B — (po + 11 + vl
dR s N . .
E = ]/111 +y212 +v S - :u'OR’
modeli su hali alir:
ds -4
T (0.4 + 0.02n1) — (0.005 + 2.5 X 10™*n,)SI,
—((0.03 + 0.0015n3) + (0.02 + 0.001n,))S,
dl;
T (0.005 + 2.5 X 10™*n,)SI,
—((0.03 + 0.0015n3) + (0.01 + 0.0005n5) + (0.05 + 0.00257n4)) 14, (59)
dl
d—tz = (0.01 + 0.000575) 1,

—((0.03 + 0.001575) + (0.002 + 0.00017,) + (0.06 + 0.00375))1,,

dR
—7 = (0.05 +0.002576)1; + (0.06 + 0.0037g) ; + (0.02 + 0.0017,)S

—(0.03 + 0.0015n5)R.

(57) modelinin normal etkiler altindaki davraniglart (59) modeli ile incelenecektir.
Yalnizca n;,i = 1,8 standart normal rastgele degiskenleri aracilig1 ile rastgele analizi
yapilacak olan sistem icin oncelikle MRDDY ile yaklasik beklenen degerler incelenecektir.
(59) sistemine rastgele Diferansiyel Doniisiim Yo6ntemi uygulanirsa S(0) = 100, I;(0) =
40, I,(0) = 20, R(0) = 5 baslangig kosullar1 ile birlikte
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k
(k+ DSk + 1) = b*8(k) — a* z Lm)S(k —m) — (ut, + v)S(K),

m=0

k
(ke + DG+ 1) = Y LStk —m) = (45 + B+ yDh () (60)

m=0

(k+ DI (k+1) = B*L (k) = (1o + p1 + y2) L (K),
(k+ DRk +1) = yili(k) +y21(k) +v*S(k) — uoR (k)

sistemi elde edilir. (60) sistemi kullanilarak kompartmanlarin yaklasik beklenen degerleri,
varyanslar1 ve giiven araliklar1 onceki orneklere benzer sekilde elde edilebilir. Ornek

olarak I, kompartmani i¢in deterministik durumda DDY ile n = 5 terim kullanarak

I,(t) = 20 — 1.44t + 0.09824t* — 0.007606026667t3 61
+0.0005280719465t*

elde edilmektedir. (60) sistemi araciligiyla rastgele durumda I, (t) igin n = 3 terim ile

L(t) = 20 + (408" — 20u; — 20u5 — 20yt
+(1000a*B* — 208™% — 208*y; — 208"y; — 408" uy — 208}
(62)
+10y37 + 20y;3u5 + 20y i + 10u3” + 20p5 1

+10u;?)t?

yaklasik analitik ¢ozliimii elde edilir. Bu ¢oziim araciligiyla I,(t) degiskeninin daha fazla
terim  kullanarak  yaklasik  beklenen  degerinin  elde  edilebilmesi  icin
{b*, a*, ug, v*, B*, v1, Ui, v5} rastgele parametrelerinin momentlerine ihtiya¢ duyulmaktadir.
Bu momentler, normal dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu ile asagidaki gibi elde edilir:

E(b) = 0.4; E(b?) = 0.1604; E(b3) = 0.0645; E(b*) = 0.0260;

E(a) = 0.005; E(a?) = 2.5063 x 107>;

E(a®) =1.2594 x 1077, E(a®*) = 6.3439 x 107 19;

E(ug) = 0.03; E(up?) = 9.0225 x 1074

E(ue®) = 2.7202 x 1075, E(up*) = 8.2217 x 1075;

E() = 0.02; E(v?) = 4.01 x 1074
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E(w3) =8.06 x 1076 E(v*) = 1.624 x 1077;
E(B) = 0.01; E(B?) = 1.0025 x 10™%;
E(B3?) =1.0075 x 1075 E(B*) = 1.0150 x 1078;
E(y;) = 0.05; E(y,%) = 0.0025;
E(y,®) = 1.2594 X 1074 E(y,*) = 6.3439 x 107%;
E(uy) = 0.002; E(u,?) = 4.01 x 1076;
E(u®) =1.209 x 1077, E(uy*) = 1.624 x 10711;
E(y,) = 0.06; E(y,2) = 0.0036;
E(y;3) =2.1762 x 104 E(y,*) = 1.3155 x 107>
(rastgele parametrelerde basitlik igin “™ kullanilmamistir). Bu momentler kullanilarak

RDDY ile n = 5 terim i¢in I, (t) degiskeninin yaklasik beklenen degeri

E(I,(t)) = 20 — 1.44t + 0.0983476t% — 0.007618574666667t3 63)
+ 0.0005294906029981667t*
olarak elde edilir. Bu yaklasimdaki hatay1 azaltmak i¢in [3,1] mertebesinde Padé yaklasimi
kullanilarak elde edilen yaklasik beklenen degerin deterministik I,(t) ve (63) yaklasik
beklenen degeri ile karsilastirilmasi agagidaki sekilde gosterilmektedir (Sekil 29).

E(I,(t)) = —0.5936255492t + 16.35807223 + 3.641927770 64)

X exp—0.232397374-2t

olarak elde edilen modifiye yaklagik beklenen deger Sekil 29 ile verilmistir. I, (t) i¢in [2,2]
mertebesinde Padé yaklasimi kullanilarak MRDDY ile elde edilen baska bir yaklasim da

E(I,(t)) = (exp~01695926773t)(16.39397640sinkh (0.1190591897¢t)
+20.00000001cosh(0.1190591897t))

(65)

seklindedir. (65) yaklasiminin deterministik I,(t) ¢oziimii ve RDDY ile elde edilen
beklenen degerle karsilastirilmasi asagidaki sekilde goriilmektedir (Sekil 30).

Sekillerden gorildiigli gibi Modifiye rastgele Diferansiyel Doniisim Y ontemi
(MRDDY) ile elde edilen yaklasik beklenen deger rastgele Diferansiyel Doniisiim Y 6ntemi
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(RDDY) ile elde edilen yaklagima oranla ¢ok daha az hata icermektedir. Daha fazla terim

kullanilarak elde edilecek yaklasimlarla bu hatanin daha da azaltilmasi miimkiindiir.

Deterministik

~—5 terim RDDY
5 terim MRDDY ||

E(L D)

Zaman (t ~ Y1)

Sekil 29. [3,1] mertebesinde MRDDY ile deterministik ¢éziim ve RDDY yaklagimi

Deterministik
S terim RDDY
5 terim MRDDY

E(L,(0)

Zaman (t ~ Yil)

Sekil 30. [2,2] mertebesinde MRDDY ile deterministik ¢6ziim ve RDDY yaklagimi
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(59) rastgele modelinin simiilasyonu ile E(I,(t)) i¢in t = 7 aninda elde edilen
deger 13.01 olmaktadir. RDDY ile elde edilen (63) yaklasik beklenen degeri t = 7 igin
13.6481 oldugundan mutlak hata orani

100 x 13.01 — 13.6481| _ .90
13.01 -

olmaktadir.

Tablo 13. I, (t) icin yaklasik ¢oziimler ve beklenen degerlerin karsilastiriimasi

Deterministik | Deterministik | Rastgele RDDY | MRDDY | MRDDY
t (MATLAB) | DDY (n = 5) | Simiilasyon | (n = 5) [2,2] [3,1]

0 20.0 20.0 20.0 20.0 20.0 20.0
1.0 18.65 18.6512 18.65 18.6513 | 18.6512 | 18.6512
2.0 17.46 17.4606 17.46 17.4609 | 17.4600 | 17.4589
3.0 16.39 16.4016 16.40 16.4023 | 16.3957 | 16.3908
4.0 15.43 15.4602 15.43 15.4613 | 15.4350 | 154211
5.0 14.55 14.6353 14.56 14.6373 | 14.5599 | 14.5294
5.1 14.47 14.5595 14.47 14.5616 | 14.4765 | 14.4438
5.2 14.39 14.4850 14.39 14.4872 | 14.3939 | 13.3589
53 14.30 14.4119 14.31 14.4141 | 14.3119 | 14.2746
5.4 14.22 14.3400 14.23 14.3425 | 14.2306 | 14.1908
5.5 14.14 14.2695 14.15 14.2720 | 14.1500 | 14.1076
5.6 14.06 14.2004 14.07 14.2030 | 14.0700 | 14.0249
5.7 13.98 14.1327 13.99 14.1353 | 13.9907 | 13.9428
5.8 13.90 14.0664 13.91 14.0691 | 139121 | 13.8612
5.9 13.82 14.0015 13.83 14.0044 | 13.8340 | 13.7801
6.0 13.74 13.9381 13.75 13.9411 | 13.7566 | 13.6995
6.1 13.67 13.8762 13.68 13.8794 | 13.6798 | 136194
6.2 13.59 13.8159 13.60 13.8192 | 13.6036 | 13.5397
6.3 13.51 13.7572 13.52 13.7605 | 13.5280 | 13.4606
6.4 13.44 13.7000 13.45 13.7035 | 13.4529 | 13.3818
6.5 13.36 13.6445 13.37 13.6481 | 13.3785 | 13.3036
6.6 13.29 13.5906 13.30 13.5944 | 13.3046 | 13.2257
6.7 13.22 13.5385 13.22 13.5424 | 13.2312 | 13.1483
6.8 13.14 13.4881 13.15 13.4922 | 13.1584 | 13.0713
6.9 13.07 13.4395 13.08 13.4438 | 13.0862 | 12.9947
7.0 13.00 13.3928 13.01 13.3972 | 13.0144 | 12.9186
7.1 12.93 13.3479 12.93 13.3525 | 12.9433 | 12.8427
7.2 12.85 13.3050 12.86 13.3097 | 12.8726 | 12.7673
7.3 12.78 13.2640 12.79 13.2688 | 12.8024 | 12.6923
7.4 12.71 13.2250 12.72 13.2300 | 12.7327 | 12.6176
7.5 12.64 13.1881 12.65 13.1933 | 12.6636 | 12.5432
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MRDDY ile elde edilen (64) yaklasik beklenen degeri t = 7 i¢in 12.9186 degerine sahip

oldugundan mutlak hata oran1

100 x 13.01 — 12.9186] _ 04070
13.01 -

olurken [2,2] mertebesinde MRDDY ile elde edilen (65) yaklasik beklenen degeri t = 7

icin 13.0144 degerine sahip oldugundan mutlak hata orani su sekildedir:

100 x 13.01 — 13.0144| _ 060,03
13.01 -

I;(t) ic¢in (57) deterministik sisteminden MATLAB ile elde edilen yaklasik degerler, (62)

ile elde edilen DDY yonteminden n =5 terim ile elde edilen yaklasik degerler, (59)
rastgele modelinden elde edilen E(I,(t)) ile MRDDY ile elde edilen (64) ve (65) yaklasik
beklenen degerleri tabloda karsilagtirilmaktadir (Tablo 13). Tabloda da goriildiigii RDDY
ile elde edilen E(I,(t)) yaklasimi MRDDY ile [3,1] mertebesinde daha az hata igeren bir
hal almaktadir. Sekil 30 ile verildigi gibt MRDDY ile [2,2] elde edilen yaklasim ise uzun
siire boyunca beklenen degeri yaklasik olarak ¢ok az hata ile vermektedir. Burada t
degiskeni y1l sayisin1 verdigi i¢in diger degiskenlerin beklenen degerleri ve varyanslari i¢in
de elde edilecek yaklagimlar modelin rastgele davraniglarinin 6ngériilmesinde yil-ay

doniistimii yapilarak ¢ok daha faydali olma imkanina sahiptir.

100 T T T T 60 T T T T

=]

50

40

30+

I (t) - beklenen deger

S(t) - beklenen deger

20r 10
0 . . . . 0 L L L \
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Zaman Zaman
20 T T T T 60 T T T T
—EQ,®)
2 15 1 8
° b4
5 5
= =
310 =
o &
0 L L . L 0 . . . .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Zaman Zaman

Sekil 31. SIIR modelinin normal rastgele etkiler altinda beklenen degerleri
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(59) modelinin rastgele davraniglarinin daha uzun siireli olarak incelenmesi igin
Monte-Carlo simiilasyonlari yapilacaktir. 100000 adet tekrar kullanilarak (59) modelinin
S(t), I;(t), I,(t) ve R(t) degiskenleri i¢in beklenen degerler sekilde gosterilmektedir
(Sekil 31).

Normal dagilima sahip rastgele etkiler altinda olusturulan (59) modelinin beklenen
degerleri ile (57) deterministik modelinin yaklasik ¢Ozliimlerinin birbirlerine uyumlu
oldugu gozlemlenmektedir. Beklenen degerler ile yaklasik ¢oziimler arasindaki kiiciik
sayisal farkliliklar rastgele etki terimlerinin sonuca etkisi olarak yorumlanabilir. S(t) i¢in
beklenen deger t = 50 aninda 7.763 ile minimum degerini alirken, £ = 0 aninda 100
maksimum degerini almaktadir. I;(t) degiskeninin beklenen degeri t = 50 aninda 2.505
minimum degerini ve t = 4 aninda 50.31 maksimum degerini almaktadir. I, (t) degiskenin
beklenen degeri t = 50 aninda 0.9956 minimum degerini ve t = 0 aninda 20 maksimum
degerini almaktadir. R kompartmaninin beklenen degeri ise t = 0 aninda 5 minimum
degerini alirken t = 22.4 aninda 52.39 maksimum degerini almaktadir. Hastaligin rastgele
etkiler altinda da R, iireme katsayisinin gerektirdigi sekilde sonuclar verdigi bu beklenen
degerler ve grafiklerden anlasilmaktadir.

(59) modelinde S(t), I, (t), I,(t) ve R(t) i¢in elde edilen varyanslar asagidaki sekilde
goriilmektedir (Sekil 32).

2 T 25 T T T T
Var(S(t)) Var(I, (1))
5k i
15 1 =
g S 15}
g 1 g
H .|
& —
5L -
e 05
0 L L L L 0 L . . 1
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Zaman Zaman
02 T T T T 8 T T T T
—Var(1,(t)) ——Var(R(t))
0.15f 1 6F 1
= g
G 2
S o1 S4
= =
0.05f 2
0 L . L . 0 | .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Zaman Zaman

Sekil 32. SIIR modelinin normal rastgele etkiler altinda varyanslari




96

S(t) degiskeninin varyansi t = 0 aninda 0 minimum degerini ve t = 8.1 aninda
1.671 maksimum degerini almaktadir. I;(t) degiskeninin varyanst ¢ =0 aninda 0
minimum degerini ve t = 11.4 aninda 2.058 maksimum degerini almaktadir. I,(t)
degiskenin varyanst t =0 aninda 0 minimum degerini ve t = 15.6 aninda 0.1693
maksimum degerini almaktadir. R(t) degiskeninin varyanst t = 0 aninda 0 minimum
degerini ve t =45.6 aninda 7.134 maksimum degerini almaktadir. S(t),I;(t),I,(t)
degiskenlerinin varyanslarinin maksimum maksimum degerlerini aldiklar1 10-15. yila
kadar degiskenliklerinde bir artma yasandigi, ardindan bu degiskenligin varyanslardaki
azalmaya paralel olarak azaldig1 goriilmektedir. R(t) i¢in ise varyanstaki artis 45. yila
kadar devam etmektedir.

(59) modelinde S(t),I;(t),I,(t) ve R(t) igin elde edilen varyasyon Katsayilari
asagidaki sekilde goriilmektedir (Sekil 33).

8 T 15 T
N —CV(S(L) = —CV(I,(t)
E >
E 2 10r
g S
g g 5t
A I2F 2
z =

0 | ) L | 0 ) \ .

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Zaman Zaman

15 T T 8 T T T
. —CV(I,(t) " ——CV(R(t)
Z 10 13
S 5f s
2 2T
= Z

0 | L L 0 L | |

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Zaman Zaman

Sekil 33. SIIR modelinin normal rastgele etkiler altinda varyasyon katsayilari

S kompartmaninin varyasyon katsayis1 minimum degerini t = 0 aninda 0 ile alirken
maksimum degerinin t = 28.1 aninda 6.654 olarak elde edildigi goziikkmektedir. I,
kompartmani i¢in minimum deger t = 0 aninda 0 iken maksimum deger ¢ = 50 aninda
12.89 olmaktadir. I, kompartmant i¢in minimum deger t = 0 aninda 0 iken maksimum

deger t = 50 aninda 13.43 seklinde elde edilmektedir. R kompartmaninin minimum degeri
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t = 0 aninda 0 iken maksimum degeri t = 50 aninda 7.4 olarak bulunmaktadir. Tiim
parametreler %5 varyasyon katsayisina sahip olacak sekilde olusturuldugu ve S(t) ile R(t)
degiskenlerinin varyasyon katsayist en fazla %7 civart oldugu halde I,(t) ve I,(t)
degiskenlerinin varyasyon katsayilarinin %13 civarinda oldugu goriilmektedir. Buradan I
kompartmanlar1 i¢in elde edilecek deterministik sonuglarin bazi durumlarda gercekte elde
edilecek degerlerden goz ardi edilemeyecek Olgiide farkliliklar gosterebilecegi
anlagilmaktadir.

(59) modelinde S(t),1,(t),I,(t) ve R(t) i¢in elde edilen giiven araliklar1 asagidaki
sekilde gorilmektedir (Sekil 34). Giiven araliklar1 ortalama degerlerin ii¢ standart sapma
civarinda olusturulan araliklardan elde edilmektedir. Grafiklerde mavi egriler giliven
araliklarmin st smirmi gosterirken yesil egriler araliklarin alt sinirimi gostermektedir.
Normal dagilima sahip parametreler kullanildig i¢in rastgele degiskenlerin degerlerinin

%99.73 olasilikla bu verilen giiven araliklar i¢inde olacagi yorumu yapilabilir.

100
. 80F
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E
«< 60,
=
(5]
z
B 40F
4 20f
0 1 1 1 1 1 1 1 1 - '
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Zaman Zaman
20 T T
,En 15F
s
[}
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)
st
0 | : L L o 0 L L L !
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
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Sekil 34. SIIR modelinin normal rastgele etkiler altinda giiven araliklar1

S(t) degiskeninin giiven araligr i¢in minimum deger t = 50 aninda elde edilen 6.413 ve
maksimum deger t = 0 aninda elde edilen 100 olarak bulunmaktadir. I;(t) degiskeninin
giiven araligi i¢in minimum deger ¢ = 50 aninda 1.536 ve maksimum deger t = 4.4

aninda 53.67 olarak elde edilmektedir. I,(t) degiskeninin giiven aralif1 i¢in minimum
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deger t =50 aninda 0.5944 ve maksimum deger t =0 anminda 20 olarak elde
edilmektedir. R(t) degiskeninin giiven araligi i¢in minimum deger t = 0 aninda 5 ve
maksimum deger t = 24 aninda 58.64 olarak elde edilmektedir.

(57) modelinin rastgele etkiler altindaki davranisinin incelenmesi i¢in normal
dagilima sahip durumla karsilastirma yapabilmek adina genel Beta dagilimina sahip

rastgele etkiler altindaki

as
dt
dl,
dt
E=B Iy — (ug" + ui™ + vk,

dR
=V L vTS — R,

= b™ — a**SI, — (U + v™)S,

=a”ShL, — (uo" + B +vi)h,
(66)

modeli incelenecektir. 2.3.2 kisminda yapilan kiyaslamaya benzer sekilde genel Beta
rastgele etkiler, tanim araliklari normal rastgele parametrelerin %99.73 olasilikla
degerlerini aldiklar1 aralikla ortiisecek sekilde olusturulacaktir. Dolayisiyla yeni
b, a™, uy", v, B, vi5 15, v5"} genel Beta dagilimma sahip parametrelerinde ¢

Sy 9 .17, . . oy 9 .. 3
deterministik degerlerinin 2—0’s1, d ise deterministik degerlerinin 1—0’u oraninda

belirlenecektir. Bu 6rnek i¢in de her rastgele degiskende a = b = 4 olacaktr.

17 3
b* ~ N(0.4,0.02) = b** ~ gBeta (%‘ﬁ’“)’

17 3
* —4 ** —_—
a* ~ N(0.005,2.5 x 10%) = a** ~ gBeta (4000,2000,4,4),

51 9
Uy ~ N(003,00015) = Uy ~ gBeta (Zooo,m,‘h‘}),

17 3
v* ~ N(0.02,0.001) = v** ~ gBeta (m,%,él,él),

17 3
,B ~ N(001,00005) = ’B ~ gBeta (m,m,4,4>,

17 3
y; ~ N(0.05,0.0025) = y;* ~ gBeta(

mm“)'

17 3
u; ~ N(0.002,0.0001) = ui* ~ gBeta (10000 'T000" 4,4),
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51 9
Vi ~ N(0.06,0.003), 75" ~ gBeta (m,%,m)

ile tanimlanan parametreler kullanarak (66) modeli

dS_<17+3Z> (17 4 3 Z)SI
dt ~ \50 2571 4000 ' 2000 °2%) "2

(51+9Z)+(17+32>S
2000 ' 10003 1000  500°%) )"
dIl_( 17 N 3 Z)SI
dt ~ \4000 ' 2000°%)°2

(ot s z) # (o 2z 4 (s 2 )i
2000 ' 10003 2000 ' 1000 °° 400  200°%) )Y "

dIz_(17+ 3 Z)I
dt ~— \2000 ' 1000°°/1

(51 + 2 z)+( 17 + 3 Z)+(51 + 92) I
2000 100073 10000 ' 50007 1000 50078/ )%
dR—(17+ 3 Z)1+<51 + 7 Z)I +(17 + Z)S
dt — \400 ' 200°%/" " \1000 500°%/°% " \1000 ' 500°*

(51+ i Z)R
2000  1000°3)

seklinde yeniden yazilabilir. (67) kullanilarak Hepatit B hastaliginin rastgele

davranislarinin yalnizca birbirinden bagimsiz Z;,i = 1,8 standart Beta rastgele degiskenler

kullanilarak incelenmesi miimkiindiir. RDDY ile elde edilen (62) yaklasik c¢oziimii

kullanilarak Beta dagilimina sahip rastgele etkiler altinda I,(t) degiskeninin yaklasik

beklenen degerini elde etmek i¢in yeni rastgele parametrelerin momentleri gerekmektedir.

Bu momentler, genel Beta dagilimimin moment ¢ikaran fonksiyonu kullanilarak asagidaki

gibi elde edilir (rastgele parametrelerde basitlik igin ™ kullanilmamustir):
E(b) = 0.4; E(b?) = 0.1604; E(b®) = 0.0645; E(b*) = 0.0235;
E(a) = 0.005; E(a?) = 2.5063 x 107>;
E(a®) =1.2594 x 1077; E(a®*) = 5.6675 x 10710;
E(ug) = 0.03; E(up?) = 9.0225 x 107%;
E(o®) = 2.7203 x 107% E (uo*) = 7.3517 X 1075;
E() = 0.02; E(v?) = 4.01 x 1074
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E@?®) =8.06x 1075 E(v*) = 1.4517 x 1077;

E(B) = 0.01; E(B?) = 1.0025 x 1074

E(B3) = 1.0075 x 1074 E(B*) = 9.0697 x 107%;

E(y;) = 0.05; E(y,%) = 0.0025;

E(y,®) = 1.2594 x 10™% E(y,*) = 5.6767 x 107%;

E(uy) = 0.002; E(uy?) = 4.01 x 10°6;

E(u.3) =8.06 x 107% E(uy*) = 1.4507 x 10714

E(y,) = 0.06; E(y,2) = 0.0036;

E(y,3) =2.1762 x 104 E(y,*) = 1.1775 x 1075,
Bu momentler ile genel Beta dagilimina sahip rastgele etkiler altindaki modelde I,(t)
degiskeni icin yaklasik beklenen deger n = 5 terim kullanarak RDDY ile asagidaki gibi

elde edilir:

E(I,(t)) = 20 — 1.44t + 0.0983476¢% — 0.0076181985333337¢>

(68)
+ 0.00052823851534253t*.

Deterministik
5 terim RDDY
5 terim MRDDY

E(L(D)

Zaman (t ~ Yil)

Sekil 35. I, i¢in deterministik ¢6ziim ile MRDDY ve RDDY yaklagimi

Bu yaklasim, normal rastgele etkiler i¢in uygulanan yonteme benzer sekilde [2,2]

mertebesinde MRDDY ile su hale getirilir:
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E(I,(t)) = (16.39330771sinh(0.1190492459¢)

Tablo 14. I, (t) i¢in beta etkiler altinda yaklasik ¢6ziimler — beklenen degerler

+ 20cosh(0.1190492459t)) (exp(~0-16958054600))

Deterministik | Deterministik | Rastgele RDDY | MRDDY
t (MATLAB) | DDY (n = 5) | Simiilasyon | (n = 5) [2,2]

0 20.0 20.0 20.0 20.0 20.0
1.0 18.65 18.6512 18.65 18.6513 | 18.6512
2.0 17.46 17.4606 17.46 17.4609 | 17.4600
3.0 16.39 16.4016 16.40 16.4022 | 16.3957
4.0 15.43 15.4602 15.44 15.4612 | 15.4350
5.0 14.55 14.6353 14.57 14.6366 | 14.5599
5.1 14.47 14.5595 14.48 14.5608 | 14.4765
5.2 14.39 14.4850 14.40 14.4864 | 14.3939
53 14.30 14.4119 14.32 14.4132 | 14.3119
5.4 14.22 14.3400 14.24 14.3414 | 14.2306
5.5 14.14 14.2695 14.16 14.2709 | 14.1500
5.6 14.06 14.2004 14.08 14.2018 | 14.0701
5.7 13.98 14.1327 14.00 14.1341 | 13.9908
5.8 13.90 14.0664 13.92 14.0678 | 13.9121
59 13.82 14.0015 13.84 14.0029 | 13.8341
6.0 13.74 13.9381 13.76 13.9396 | 13.7566
6.1 13.67 13.8762 13.68 13.8777 | 13.6798
6.2 13.59 13.8159 13.61 13.8174 | 13.6036
6.3 13.51 13.7572 13.53 13.7586 | 13.5280
6.4 13.44 13.7000 13.46 13.7015 | 13.4530
6.5 13.36 13.6445 13.38 13.6460 | 13.3785
6.6 13.29 13.5906 13.31 13.5921 | 13.3046
6.7 13.22 13.5385 13.23 13.5400 | 13.2313
6.8 13.14 13.4881 13.16 13.4896 | 13.1585
6.9 13.07 13.4395 13.09 13.4410 | 13.0862
7.0 13.00 13.3928 13.02 13.3943 | 13.0145
7.1 12.93 13.3479 12.94 13.3494 | 12.9433
7.2 12.85 13.3050 12.87 13.3064 | 12.8726
7.3 12.78 13.2640 12.80 13.2654 | 12.8024
7.4 12.71 13.2250 12.73 13.2264 | 12.7328
7.5 12.64 13.1881 12.66 13.1895 | 12.6636
7.6 12.57 13.1532 12.59 13.1547 | 12.5949
7.7 12.50 13.1206 12.52 13.1220 | 12.5268
7.8 12.44 13.0301 12.46 13.0915 | 12.4590
7.9 12.37 13.0619 12.38 13.0633 | 12.3917
8.0 12.30 13.0361 12.31 13.0374 | 12.3250

(69)
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I, (t) igin (57) deterministik sisteminden MATLAB ile elde edilen yaklasik degerler, (62)
ile elde edilen DDY yonteminden n =5 terim ile elde edilen yaklasik degerler, (67)
rastgele modeli icin RDDY ile elde edilen (68) ve MRDDY ile elde edilen (69) yaklasik
beklenen degerleri tabloda karsilagtirllmaktadir (Tablo 14). Deterministik ¢oziim, (68)
yaklasik beklenen degeri ve (69) modifiye yaklasik degeri Sekil 35°te goriilmektedir.

(67) rastgele sisteminin simiilasyonundan I, (t) i¢in t = 8 aninda elde edilen 12.32
degeri baz alinarak (68) ve (69) yaklasik beklenen degerlerinin karsilastirilmasi ile RDDY
ve MRDDY hakkinda yorum yapilabilir. RDDY i¢in mutlak hata orani
|12.32 — 13.0374| _

100 x 1732 5.82
iken bu oran MRDDY ig¢in
i |12.32 — 12.3250]| W
12.32

olarak ger¢eklesmektedir. MRDDY ile aciga ¢ikan hatanin 6nemli Olclide azaltildig
goriilmektedir.

(67) modelinin rastgele davraniglarinin genis zaman araliginda incelenmesi igin
Monte-Carlo yontemi ile sistemin simiilasyonlar1 yapilacaktir. 100000 adet tekrar
kullanilarak (67) modelinin S(t),I;(t), I,(t) ve R(t) degiskenleri i¢in beklenen degerler
sekilde gosterilmektedir (Sekil 36).

T

100 T T T T 60 T T T

wn
=

S(t) - bekTenen deger
I (t) - beklenen deger
W
o

20F 10
0 | . . . 0 . . . |
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Zaman Zaman
20 T T T T 60 T T T T
——E(L,(1)
5 15 5
R 2
5 5
S 10 5
-2 <
2 2
= ST z

00 10 20 30 40 50 00 10 20 30 40 50
Zaman Zaman

Sekil 36. SIIR sisteminin genel Beta etkiler altinda beklenen degerleri
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Rastgele sistemin beta dagilimina sahip etkiler altinda da normal etkiler altindaki model ve
deterministik durum ile uyumlu sonuglar verdigi goriilmektedir. S(t) degiskeninin
beklenen degeri t = 50 aninda 7.768 ile minimum degerini alirken t = 0 aninda 100 ile
maksimum degerini almaktadir. [;(t) degiskeninin beklentisi ¢t = 50 aninda 2.504 ile
minimum degerine ulagsmakta ve t = 4 aninda 50.3 maksimum degerini almaktadir. I,(t)
degiskeninin beklenen degeri t = 50 aninda 0.9933 minimum noktasinda iken maksimum
degerini t = 0 aninda 20 ile yakalamaktadir. R(t) degiskeninin beklenen degeri icin
minimum deger ¢ = 0 aninda 5 iken maksimum deger t = 22.4 aninda 52.34 olmaktadir.
Genel Beta dagilimina sahip rastgele etkiler altinda da sistem R, lireme katsayisinin
gerektirdigi gibi hastaligin topluluktan silinmesine isaret eden sekilde sonu¢ vermektedir.
Genel Beta rastgele etkiler i¢in tanim araligimin normal dagilimla uyumlu sekilde
secilmesi, beklenen degerlerin normal dagilima sahip rastgele etkiler i¢in elde edilen
beklenen degerlere uygun ¢ikmasini saglamistir.

(67) modelinin  S(t),1,(t),,(t) ve R(t) degiskenleri igin varyanslar sekilde
gosterilmektedir (Sekil 37).

2 T 25 T T T T
Var(S(t)) — Var(I,(1))
5L ]
1.5 -
g g 15}
2 1 g
= s 1t
7z =
05F
05F
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S o1 4
= g
0.05+ 2
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Zaman Zaman

Sekil 37. SIIR sisteminin genel Beta etkiler altinda varyanslari
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Genel Beta dagilimina sahip rastgele etkiler altindaki varyanslar da normal etkiler
altindaki modelden elde edilen varyanslarla benzer sekilde bulunmustur. S(t) degiskeni
icin minimum varyans t = 0 aninda 0 iken maksimum varyans ¢ = 8 aninda 1.659 olarak
elde edilmektedir. I;(t) degiskeni i¢in minimum varyans t = 0 aninda 0 iken maksimum
varyans t = 11.3 aninda 2.017 olarak bulunmaktadir. I,(t) i¢in minimum varyans t = 0
aninda 0 iken maksimum varyans t = 15.7 aninda 0.1691 olarak elde edilmektedir. R(t)
icin minimum varyans ¢ = 0 aninda 0 iken maksimum varyans t = 45.1 aninda 7.109
olarak elde edilmistir. S(t),I;(t),I,(t) i¢in varyanslar 8-16. yillar arasinda maksimum
diizeye ulasirken R(t) i¢in bu deger 45. y1l seklindedir.

(67) modelinin  S(t),I;(t),I,(t) ve R(t) degiskenleri igin varyasyon katsayilari
sekilde gosterilmektedir (Sekil 38).

8 T 15 T
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Sekil 38. SIIR sisteminin genel Beta etkiler altinda varyasyon katsayilari

S(t) degiskeni i¢in varyasyon katsayist t = 0 aninda 0 ile minimum, ¢t = 28 aninda 6.651
ile maksimum degerini elde etmektedir. ;(t) degiskeni i¢in varyasyon katsayisi t = 0
aninda 0 ile minimum, t = 50 aninda 12.89 ile maksimum degerine ulasmaktadir. I,(t)
degiskeni t = 0 aninda 0 ile minimum, t = 50 aninda 13.37 ile maksimum degerine
ulagsmaktadir. R(t) degiskeni t = 0 aninda 0 ile minimum, t = 50 aninda 7.393 ile

maksimum degerine ulagmaktadir.
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SIIR modelinin normal ve genel Beta rastgele etkiler altindaki maksimum degerleri
karsilastirildiginda neredeyse ayni degerlerin elde edildigi goriilmektedir. Ayni beklenen
deger-varyans ve %99.73 oraninda benzer tanim araliklar ile olusturulan rastgele etkiler

altinda benzer varyasyon katsayilar1 olusmustur.

Tablo 15. SIIR modelinin varyasyon katsayilar1 i¢in maksimum

degerler
Normal dagilimile | G. Beta dagilimi
varyasyon ile varyasyon
katsayisi katsayisi
S(t) %6.654 %6.651
L) %12.89 %12.89
L,(t) %13.43 %13.37
R(t) %7.4 %7.39

SIIR modelinin normal ve genel Beta rastgele etkiler altindaki maksimum degerleri
karsilastirildiginda neredeyse ayni degerlerin elde edildigi goriilmektedir. Ayn1 beklenen
deger-varyans ve %99.73 oraninda benzer tanim araliklar ile olusturulan rastgele etkiler
altinda benzer varyasyon katsayilari olusmustur.

(67) modeli i¢in varyasyon katsayilari sekilde gosterilmektedir (Sekil 39).
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Sekil 39. SIIR sisteminin genel Beta etkiler altinda giiven araliklar
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Genel Beta dagilimina sahip rastgele etkiler altindaki SIIR modeli i¢in de giiven
araliklar1 ortalama degerlerin ii¢ standart sapma civarinda olusturulmustur. S(t) degiskeni
icin giiven aralig1 t = 50 aninda 6.416 minimum degerini ve ¢ = 0 aninda 100 maksimum
degerini almaktadir. I;(t) degiskeni icin gliven araligi t = 50 aninda 1.536 minimum
degerini ve t = 4.4 aninda 53.62 maksimum degerini almaktadir. I,(t) degiskeni icin
giiven araligi t = 50 aninda 0.5949 minimum degerini ve ¢ = 0 aninda 20 maksimum
degerini almaktadir. R(t) degiskeni i¢in gliven araligi t = 0 aninda 5 minimum degerini

ve t = 24.1 aninda 58.62 maksimum degerini almaktadir.

2.3.4. Stokastik Etkiler Altinda Model Dinamikleri

Onceki kisimda Cocuk Felci ve Hepatit B hastaliklari igin ele alman sirastyla (43) ve
(57) tarzi deterministik modellerin rastgele kosullar altinda analizi i¢in c¢ogunlukla
stokastik modeller kullanilmaktadir. Dolayisiyla bu modeller i¢in normal rastgele etkiler
kullanarak olusturulan (45) ve (59) rastgele modellerinin sonuglarini bu tarzdaki modeller
ile karsilastirmak adma deterministik modellere stokastik etkiler eklenerek stokastik
diferansiyel denklem sistemleri olusturulacaktir. (5) ile verilen

dX; = a(t,X;)dt + b(t,X,)dW;
formatinda Ito stokastik diferansiyel denklemleri kullanarak (43) deterministik Cocuk Felci

modeli i¢in asagidaki stokastik modeli elde edilir:

ds(t) = (A—(d +p)S — BSDdt + o,S(t)aw,,,
dv(t) = (pS — dV — 0BV dt + o,V (£)dWy,,

dE(t) = (BI(S +0V) — (d + e)E)dt + a3 E(t)dW;,,
dI(t) = (¢E — (d; + Y))dt + o, I (£)dW,,.

(70)

Stokastik model i¢in de baslangi¢ degerleri S(0) = 20, V(0) =15, E(0) =5, I1(0) =5
seklindedir. (70) modelinde dW;,,i = 1,4 ile birbirinden bagimsiz Wiener siiregleri ve
0;,i = 1,4 ile stokastik diferansiyel denklemler icin birbirinden bagimsiz difiizyon
katsayilar1 verilmektedir. (59) modelinde parametrelerin rastgele davranislarini temsil

etmek icin rastgele etki terimleri parametrelere eklenmisken (70) modelinde
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denklemlerdeki genel rastgele davranisi incelemek icin stokastik etki terimleri denklemlere
eklenmektedir. Dolayisiyla stokastik denklem sistemi modelin parametreleri digindaki
bilesenleri i¢in de rastgele davraniglarin sonuclarini igermektedir. Benzer sekilde (57)

deterministik Hepatit B modeli

ds(t) = (b — aSI, — (uo + v)S)dt + 0, S(t)dw,,

dl;(t) = (aSl, — (uo + B + y))dt + o1, (£)dW,,,
dl;(t) = (Bly — (uo + 1 + v2)2)dt + 031, (0)dWs,,
dR(t) = (111 + v212 +vS — poR)dt + o, R(t)dW,,.

(71)

seklinde stokastik hale getirilir. Baglangi¢ degerleri benzer sekilde deterministik baslangi¢
degerleridir:  S(0) = 100, ,(0) =40, I,(0) = 20, I(0) =5. (70)-(71) modelleri
stokastik siirecler icerdiginden artitk model degiskenleri de birer stokastik siire¢ haline
gelmistir ancak modeller arasi gegisin anlasilabilir olmasi agisindan gdsterimlerinde bir
degisiklik yapilmamustir.

(70) ve (71) stokastik modellerinin birer olast gergeklesmelerinin sayisal ¢oziimleri
kullanilarak rastgele modelin beklenen degerleri ve varyanslar ile karsilastirilacak ve
rastgele model icin elde edilen sonugclarla ilgili yorumlar yapilacaktir. Deterministik sayisal
yontemlerin stokastik denklemlere uyarlaniglar1 literatiirde mevcuttur. Bu yontemlerden
stokastik Euler (Euler-Maruyama) ve Milstein yontemleri [68] kullanilarak modellerdeki
Ito stokastik diferansiyel denklemleri i¢in yaklagimlar elde edilebilir. t, < t < T iizerinde
Xt, = X, baslangi¢ kosulu ile (5) formundaki bir stokastik diferansiyel denklemin ¢6ziimii
olan X = X;,ty <t < T stokastik siirecini ele alalim. [t,,T] aralifinin t5 =71 < -+ <
T, <<ty =T seklindeki bir ayrilis1 i¢in (n =0,1,2,...,N — 1) Euler-Maruyama
yaklasimi

Yn+1 = Yn + a(Tn: Yn)(Tn+1 - Tn) + b(an Yn)(Wn+1 - Wn) (72)

ardigtk yontemini saglayan bir Y =Yty <t < T stokastik siirecidir. Benzer sekilde

Milstein yaklasimi ise ayn1 kosullar altinda
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1
Yoi1 =Y, +a(t,, Y,)A+ b(z,, Y,)AW + Ebb’(AW)Z

ardisik yontemini saglayan Y = Y;, t, < t < T stokastik siirecidir.

(72)
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Sekil 40. SVEIR sisteminin stokastik Euler yontemi ile ¢oztimleri
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Sekil 41

. SVEIR sisteminin stokastik Milstein yontemi ile ¢oztimleri
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Burada adim boyu A = (7,41 — T,,) ile gosterilmektedir. Bu yontemler kullanilarak (70)
modeli i¢in elde edilen ¢ozlimler grafiklerde gosterilmektedir (Sekil 40 - 41).

Stokastik Euler-Maruyama yontemi ile u¢ degerler soyledir (Sekil 40): S(t)
degiskeni i¢in minimum deger t = 45.61 aninda 0.9918, maksimum deger ise t =0
aninda 20 olarak elde edilmektedir. V(t) i¢cin minimum deger t = 48.34 aninda 6.371,
maksimum deger ise t = 2.114 aninda 26.33 olarak bulunmustur. E(t) i¢in minimum
t = 0 aninda 5 iken maksimum t = 33.88 aninda 21.66 olmaktadir. I(t) i¢in minimum
t = 0.022 aninda 4.968 iken maksimum t = 46.14 aninda 12.06 olmaktadir.

Stokastik Milstein yontemi ile u¢ degerler su sekilde elde edilmistir (Sekil 41): S(t)
degiskeni i¢cin minimum deger t = 19.31 aninda 0.9752, maksimum deger ise t =0
aninda 20 olarak bulunmaktadir. V(t) icin minimum deger t = 24.79 aninda 6.048,
maksimum deger ise t = 1.909 aninda 25.26 olarak elde edilmistir. E(t) i¢in minimum
t = 0 aninda 5 iken maksimum t = 19.55 aninda 22.63 olarak bulunmustur. I(t) i¢in
minimum t = 0.273 aninda 4.908 iken maksimum t = 47.66 aninda 12.85 olmaktadir.

(71) modeli i¢in elde edilen ¢oziimler grafiklerde gosterilmektedir (Sekil 42 - 43).
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Sekil 42. SIIR sisteminin stokastik Euler yontemi ile ¢oziimleri

Stokastik Euler-Maruyama yontemi ile u¢ degerler soyledir (Sekil 42): S(t) degiskeni i¢in

minimum deger t = 49.98 aninda 6.584, maksimum deger ise t = 0 aninda 100 olarak
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elde edilmektedir. I; (t) i¢cin minimum deger t = 49.5 aninda 1.768, maksimum deger ise
t = 5.523 aninda 50.27 olarak bulunmustur. I,(t) i¢in minimum t = 50 aninda 0.9923
iken maksimum t = 0 aninda 20 olmaktadir. R(t) i¢in minimum t = 0 aninda 5 iken
maksimum t = 20.47 aninda 52.5 olmaktadir.

Stokastik Milstein yontemi ile u¢ degerler su sekilde elde edilmistir (Sekil 43): S(t)
degiskeni i¢cin minimum deger t = 47.32 aninda 7.254, maksimum deger ise ¢ = 0 aninda
100 olarak elde edilmektedir. I;(t) icin minimum deger t = 49.73 aninda 2.174,
maksimum deger ise t = 3.71 aninda 48.84 olarak elde edimistir. I;(t) i¢in minimum
t = 49.82 aninda 0.864 iken maksimum t = 0 aninda 20 olmaktadir. R(t) i¢in minimum

t = 0.001 aninda 4.998 iken maksimum t = 23.11 aninda 53.16 olarak bulunmustur.
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Sekil 43. SIIR sisteminin stokastik Milstein yontemi ile ¢éztimleri

(70) ve (71) stokastik modelleri igin difiizyon katsayilar1 o; = 0.05,i = 1,4 olarak
kullanilmistir. Bu da dX; = a(t, X;)dt + b(t, X;)dW; seklindeki stokastik diferansiyel
denklemlerin difiizyon katsayilar1 olan b(t, X;) fonksiyonlarinin

o; X X = 0.05 X X;
olarak belirlenmesi ve g; i¢in sayisal ¢oziimlerde 0.05 degerinin kullanilmasi anlamina
gelmektedir. SIIR modelinde S kompartmaninina eklenen stokastik giiriiltiide bu difiizyon

katsayist



0.S(t)

111

iken diger kompartmanlar i¢in a,1; (t), o51,(t) ve g,R(t) seklindedirler.

20 T T T T T T T T T 20 T T T T T T T
15 4 Z15} =
5 g
B @
© ©
g =
= 10 A 10 -
= ]
& =
5 1 ® 5 &
0 | I L L L L L i . 0 | I L 1 L L | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Zaman Zaman ~ Yil
30 T T T T T T T T T 30 T T T T T T T

V(t) - gaven araligi

o

Vit) - stokastik davranis

o
T

V()

25 30 35 40 45 50
Zaman

w
(=]

E(t) - given araligi

[
o
T

n
=]
T

E(t) - stokastik davranig

L
25 30 35 40 45 50

I(t) - given araligi
5 =
-

®

0 10 15 20
Zaman ~ Yil
13 T T T T T T T
12
o1l
=4
% 10+ ]
]
x 9t e
8
s 8r 7
]
2o TF b
=l |
5 4
1 1 1 ¢ 1 1 1 1 1 4 L L 1 1 1 1 1 Il
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Zaman ~ Yl

Sekil 44. SVEIR sisteminin stokastik ¢oziimleri ve rastgele halinin giiven araliklari

SVEIR modeli

icin de diflizyon katsayilarimin aym

sekilde belirlendigi

goriilmektedir. Rastgele parametrelerde de rastgele etkinin standart sapmasi igin

deterministik parametre degerinin %5’i kullanilmisti. Ornegin SIIR modelinin S
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kompartmanindaki b degiskeni rastgele hale getirilirken deterministik degerine eklenen
rastgele etki su sekildedir:
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Sekil 45. SIIR sisteminin stokastik ¢oztimleri ve rastgele halinin gliven araliklar

Rastgele ve stokastik modellerin kurulumu esnasindaki bu ince detayin, asagidaki

sekillerde de goriildiigli gibi stokastik gerceklesmelerin rastgele giiven araliklari iginde

kalmasinda etkili oldugu diistiniilmektedir (Sekil 44). Sekilde goriildiigii gibi yaklagim
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stokastik ¢oztimler, modelin rastgele halinde degiskenlerin gliven araliklarinin ig¢inde yer
almaktadirlar (grafiklerin x-eksenlerinin sinirlarina dikkat edilmelidir).

Benzer sekilde (71) sisteminin stokastik ¢oziimleri ile ayn1 modelin rastgele halinde
degiskenlerin giiven araliklar1 karsilagtirilirsa, stokastik ¢oziimlerin ayni sekilde gliven
aralilarinin i¢inde seyrettigi goriilebilir (grafiklerin x-eksenlerinin smirlarina dikkat
edilmelidir). Burada stokastik ¢ozlimler i¢in Euler-Maruyama yontemi ile elde edilen
¢Oziimler kullanilmistir (Sekil 45).

Stokastik etkiler altindaki ¢oziimlerin rastgele modellerin beklenen degerleri i¢in
olusan grafiklere benzer gerceklesmeler gostermesi, stokastik c¢oziimlerin rastgele
modellerin giiven araliklar i¢inde seyretmesi ve bu sonuglarin deterministik modellerin
¢cOziimleri ve iireme katsayilariyla uyumlu olmasi, rastgele etkiler ile kurulan modellerin
kompartmanli modeller ile incenelen salgin hastalik modellerinin rastgele analizinde hem

basit hem de etkili bir ara¢ oldugunu gostermektedir.



3. BULGULAR

Bu c¢alismada literatiirde deterministik diferansiyel denklem sistemlerinin
katsayilarinin “rastgele etki” terimleri araciligiyla rastgele degiskenler haline getirilerek bu
sistemlerin rastgele davraniglarinin ve sayisal karakteristikleri araciligiyla aragtirilmasi
incelenmistir. Salgin hastaliklarla ilgili SIR, SVEIR ve SIIR tipli kompartmanli modeller
tizerinde normal ve genel Beta dagilimina sahip rastgele etkiler uygulanmis ve elde edilen
rastgele modellerin incelenerek modelledikleri hastaliklar, kullanilan dagilimlar ve
uygulanan yontemlerle ilgili c¢ikarimlar yapilmistir. Olusturulan rastgele modellerin
hastaliklarin rastgele davranis1 modelleme kabiliyetleri hakkinda inceleme yapabilmek i¢in
modellere stokastik giiriiltii eklenmis ve elde edilen stokastik modeller ve rastgele
modellerin sonuglar1 karsilastirilmistir.

Normal ve genel Beta dagilimlarina sahip rastgele etkiler ile olusturulan modellerin
¢oziimleri hem kisa hem de uzun donemde incelenmistir. Kisa donemli ¢oziimlerin
incelenmesi ic¢in literatiirde rastgele diferansiyel denklemlere uygulanisi verilmis olan
Diferansiyel Doniisiim Yontemi kullanilmistir. Elde edilen yaklasik analitik ¢oziimlerdeki
hatalarin azaltilmasi i¢in deterministik diizeyde Diferansiyel Donilisiim YOntemine
uygulanan Laplace-Padé¢ yontemi rastgele Diferansiyel Dontlisim  Ydntemine
uygulanmigtir. Modifiye rastgele Diferansiyel Doniisim Yontemi (MRDDY) olarak
adlandirillan bu yontem ile rastgele diferansiyel denklem sistemleri ic¢in elde edilen
coziimler ve rastgele Diferansiyel Donilisim Yontemi (RDDY) ile elde edilen ¢oziimler
karsilastirilmistir. Ek olarak MRDDY ve RDDY ile rastgele modeller i¢cin hem normal
hem de genel Beta dagilimlarina sahip durumlar ig¢in yaklasimlar elde edilmis ve
dagilimlarin elde edilen yaklasik momentlere etkileri gosterilmistir.

Rastgele modellerin uzun dénemdeki rastgele davranislarini incelemek i¢in Monte-
Carlo teknigi ile simiilasyonlari yapilmistir. Simiilasyonlar ile elde edilen sonuglar
kullanilarak modellerin sayisal karakteristikleri incelenmis ve ayrica bu sayisal
karakteristikler kullanilarak sonuglarin denklem sistemleri ve bu sistemlerin modelledikleri
hastaliklar hakkinda nasil yorumlanacagina dair Ornekler verilmistir. Normal rastgele
etkiler ve genel Beta rastgele etkiler i¢in benzer degerler kullanilarak olusturulan rastgele
modellerin simiilasyonu ile bu dagilimlarin uzun vadede sonuglar iizerinde ne gibi

etkilerinin oldugu arastirilmistir.
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Calismada kullanilan hastalik modellerinin, kaynak alinan g¢alismalarda verilen
model parametreleri kullanilarak, deterministik ¢oziimleri elde edilmistir. Deterministik
¢coziimler, normal ve genel Beta dagilimlarina sahip etkiler altinda elde edilen rastgele
modellerin RDDY ve MRDDY ile elde edilen yaklasik beklenen degerleri ve Monte-Carlo
simiilasyonu ile elde edilen beklenen degerleri ile karsilagtirnlmistir. Bu sayede
deterministik ve rastgele modeller arasindaki farklar, simiilasyon ve yaklasik ¢6zliim
yontemlerinin rastgele davraniglar1 dogru bir sekilde yansitabilme kabiliyetleri ve farkli
yaklasik ¢ozlimlerin igerdikleri hatalar karsilastirilmistir. Son olarak stokastik modellerden
elde edilen ¢ozlimler de kullanilarak rastgele modellerde kisa ve uzun donem i¢in yapilan
incelemelerin  hastaliklarla ilgili sundugu bilgilerin ¢ok yonli karsilastirma ve

kiyaslamalar1 yapilmistir.



4. IRDELEME

Calisma kapsaminda elde edilen sonuglar literatiirde var olan deterministik
modelleme calismalarina uygundur ve hazirda yapilmakta olan rastgele-stokastik
analizlerden farkli olarak deterministik modellerin rastgele davranislarinin kolaylikla
incelenmesi i¢in bir yontem sunmaktadir. Yontem, denklemlere stokastik giiriiltii ekleyerek
stokastik diferansiyel denklem olusturma teknigine benzer sekilde parametrelere giiriiltii
gorevi listelenen rastgele etki terimleri ekleyerek rastgele diferansiyel denklem olusturma
prensibine  dayanmaktadir. Kompartmanli modellerin  hemen hepsine basitce
uygulanabilecek olan bu yontem literatiirde ¢ogunlukla stokastik siirecler kullanilarak
yapilan analizlerin ¢ok daha basit ve hizli sekilde yapilabilmesine imkan saglamaktadir.

Literatiirde rastgele diferansiyel denklemlerle ilgili teorik altyapis1 ve Ornekleri
verilen rastgele Diferansiyel Donlisim Yontemi ilk defa salgin hastalik modelleri olarak
olusturulan kompartmanli modellere uygulanmistir. Belirli varsayimlar altinda kisa zaman
araliklarinda modellerde faydali sonuclar verdigi goriilen bu yontemin gelistirilmesi i¢in
deterministik Diferansiyel Denklem Yonteminin modifikasyonlarindan biri rastgele
modellere uyarlanmistir. Ik defa rastgele denklemlere uygulanan Laplace-Padé
modifikasyonu ile rastgele denklem sistemlerinde rastgele Diferansiyel Doniisiim Y 6ntemi
ile elde edilen yaklasimlarin iyilestirildigi gozlemlenmistir.

SIR modeli bazinda literatiirde kompartmanli modellerin rastgele incelenmesi ile
ilgili birka¢ Ornege rastlanmis olsa da “rastgele etki”, “rastgele Diferansiyel Doniisiim
Yontemi” ve “Modifiye rastgele Diferansiyel Donilisim Yontemi” salgin  hastalik
modellerine ilk defa uygulanmis ve kompartmanli modellerin rastgele incelemeleri i¢in
faydali sonuglar elde edilebilecegi gosterilmistir. Literatiirde Cocuk Felci ve Hepatit B
hastalig1 i¢in verilmis olan iki model lizerinde bu yontemler ilk kez kullanilmis ve
caligmalarin literatiirde var olan rastgele analizlere kiyasla daha hizli bir sekilde ve daha

kolayca modellerin rastgele sonug¢larinin incelenmesi i¢in kullanilabilecegi gosterilmistir.



5. SONUCLAR

Tez ¢alismalar1 kapsaminda deterministik kompartmanli modellerin rastgele etkiler

altinda incelenmesi i¢in yontemler sunulmus ve bu yontemler bazi model 6rneklerine

uygulanarak modellerin rastgele analizi yapilmstir.

Literatiirde var olan rastgele Diferansiyel Doniisiim Yonteminin (RDDY)
deterministik Diferansiyel Doniisiim YoOnteminin modifikasyonlarindan biri olan
Laplace-Padé¢ teknigi ile gelistirilmesinin detaylar1 verilmistir.

SIR modeli i¢in normal dagilima sahip rastgele etkiler kullanilarak rastgele model
olusturulmustur. RDDY yontemi ile SIR modeli i¢in yaklasik beklenen deger
hesaplanmistir. RDDY ile yaklasik varyans ve yaklasik giiven araliklarinin hesabi
verilmistir. Elde edilen yaklasik beklenen deger MRDDY ile modifiye edilmis ve
sonuclar deterministik sonuglarla da karsilastirilarak hatanin azaltildigi gosterilmistir.
SIR modeli i¢in normal dagilima sahip rastgele etkiler altindaki Monte-Carlo
simiilasyonlar1 ile beklenen deger, varyans, standart sapma, varyasyon katsayisi,
giiven araligi, lgiincii ve dordiincli merkezi moment ile g¢arpiklik ve basiklik
katsayilar1 hesaplanmistir. Elde edilen sonuglar deterministik ¢dziimler ve RDDY-
MRDDY yaklagimlar: ile kiyaslanmis ve bu sonuclar ve sayisal karakteristiklerin
modellenen olayla ilgili yorumlanmas1 verilmistir.

Cocuk Felcinin modellemesi i¢in olusturulmus SVEIR tipli kompartmanli model i¢in
normal dagilima sahip rastgele etkiler altinda bir rastgele model olusturulmustur. Bu
rastgele modelin bir kompartmani i¢in RDDY ile n = 5 terim kullanarak yaklasik
beklenen deger hesaplanmistir. Hesaplanan yaklasik beklenen deger MRDDY ile
modifiye edilmis ve deterministik sonuglar-simiilasyon degerleri ile yapilan sonuglar
yaklasik beklenen deger i¢in hatanin azaltildigini1 gostermistir.

SVEIR modeli i¢in genel Beta dagilimina sahip rastgele etkiler kullanilarak rastgele
model olusturulmustur. Genel Beta dagilimi i¢in parametrelerin normal dagilima
sahip durumla uyumlu se¢imi i¢in uyulmasi gereken kosullar hesaplanmistir. Genel
Beta dagilimina sahip etkiler altindaki model i¢in (n =05 terimli) RDDY ve
MRDDY ile elde edilen yaklasik beklenen deger deterministik sonuclarla
karsilastirilmis ve MRDDY ile hatanin azaltildig1 gdsterilmistir.
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Rastgele SVEIR modelinin Monte-Carlo simiilasyonlar1 ile normal ve genel Beta
dagilimlarina sahip rastgele etkiler altindaki beklenen degerleri, varyanslari,
varyasyon katsayilar1 ve giliven araliklari hesaplanmistir. Her iki dagilim igin esit
beklenen deger ve varyasyon katsayisina sahip rastgele parametreler
olusturuldugunda, iki dagilim igin de rastgele karakteristiklerin benzer oldugu
gbozlemlenmistir.

Rastgele parametreler SVEIR modeli i¢in her iki dagilimda da %S5 varyasyon
katsayisina sahip rastgele parametreler olusturulmasina ragmen S ve E
kompartmanlarinin %7-8, I ve R kompartmaninin %10-12 ve V kompartmaninin
%14 varyasyon katsayisina sahip oldugu goriilmiistiir. Dolayisiyla V kompartmani
icin deterministik modelden elde edilen sonuglara gore hastaligin gercek
karakteristiklerine 6nemli derecede degiskenlik yasanabilecegi yorumu yapilmistir.
Hepatit B hastaliginin modellenmesi i¢in olusturulan SIIR modeli normal dagilima
sahip rastgele etkiler kullanarak rastgele hale getirilmistir. Olusturulan rastgele
modelin I, kompartmani icin RDDY ve MRDDY ile yaklasik beklenen deger
hesaplanmis ve MRDDY ile olusturulan yaklasimin RDDY yaklasimina gore ¢ok
daha az hata icerdigi tablolar ve grafikler ile gosterilmistir.

SIIR modeli i¢in genel Beta dagilimina sahip rastgele etkilerle olusturulan rastgele
model i¢in de benzer yaklasik beklenen deger hesabi yapilmis ve MRDDY ile elde
edilen yaklasimin ¢ok daha az hata igerdigi gosterilmistir.

SIIR modelinin normal ve genel Beta dagilimlarina sahip rastgele etkiler altinda
Monte-Carlo simiilasyonu yapilmis ve beklenen deger, varyans, varyasyon katsayisi
ile gliven araliklart hesaplanmistir. Normal ve genel Beta dagilimlarina sahip etkiler
altinda benzer sonucglar elde edildigi gozlemlenmistir. SIIR modeli i¢in her iki
durumda da %35 varyasyon katsayisina sahip rastgele parametreler kullanilmasina
ragmen S ve R kompartmanlar1 yaklasik %7, I; ve I, kompartmanlarinin ise yaklasik
%13 varyasyon katsayisina sahip oldugu goriilmiistiir.

Bu modellerde yapilan hesaplarla, rastgele degiskenlerin tanim araliklarinin hemen
hemen ayni olacak sekilde olusturuldugu ve ayni beklenen deger-varyans olacak
sekilde ayarlama yapildigi durumda normal ve genel Beta dagilimlarina sahip
rastgele etkilerin modelde neredeyse ayni sonuglar1 verdigi gosterilmistir.

Rastgele etkiler ile rastgele hale getirilen deterministik modeller ¢arpimsal stokastik

giirtilti kullanilarak stokastik hale de getirilmistir. Olusturulan SVEIR ve SIIR tipli
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stokastik modellerin yaklagik ¢oziimleri stokastik Euler-Maruyama ve Milstein
yontemleri kullanilarak elde edilmistir.

Elde edilen stokastik ¢oziimler deterministik ¢oziimler ve rastgele modelin beklenen
degerleri ile karsilagtirllmistir. Boylelikle rastgele modelin hem deterministik
modelin 6ngdrdiigii hem de stokastik modelin olusturdugu farkli gerceklesmeleri
temsil eden beklenen degerler olusturdugu gozlemlenmistir.

Stokastik coziimler rastgele modellerin giiven araliklari ile karsilagtirilmis, giiven
araliklarmin stokastik gergeklesmelerin olasi degisim bolgesini temsil ettigi grafikler

ile gosterilmistir.



6. ONERILER

. Rastgele modellerin ger¢ek hayattaki davranislari daha iyi temsil edebilmesi igin
rastgele hale getirilecek parametrelerin dagilimlar1 gergek veriler kullanilarak
belirlenebilir. Bu verilere uygun olusturulan dagilimlara sahip rastgele parametreler

kullanilarak rastgele modeller kurulabilir.

. Modifiye rastgele Diferansiyel Doniisiim Yontemi ile kompartmanlara ait daha az hata

iceren yaklasimlar elde etmek i¢in daha fazla terim kullanarak yaklasik analitik
cOzumler tretilebilir.

. Farkli rastgele dagilimlara sahip parametreler bir arada kullanilarak olusturulan
rastgele modeller ile olasilik dagilimlarinin sonuclara etkisi farkli bir acgidan
incelenebilir.

Stokastik modeller i¢in farkli yaklasik ¢6ziim yontemleri kullanilabilir ve modellerin
stokastik davraniglarinin ug¢ deger istatistiklerinin hesaplanmasina dair incelemelerle
rastgele ve deterministik uc¢ degerlerinin karsilastirilmast daha 1yi sekilde
gerceklestirilebilir.

. Rastgele modellerin yaklasik beklenen degerlerinin daha da az hata icermesi i¢in ¢ok

adiml1 yaklasgim yontemleri kullanilabilir.

. Rastgele etki yonteminin kompartmanli modeller disinda niifus modelleri, yas yapili

modeller ve benzeri farkli modelleme yaklasimlarina da uygulanmasina yonelik

caligmalar yapilabilir.
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