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OZET

Bu tezde bir katalan cisim olan Disdyakis Dodecahedron ve bir arsimed cisim olan
Cuboctahedron cisimlerini kiire kabul eden Minkowski tipi geometrilerde evritim
tizerine calisilmistir. Bu geometrilerde Oncelikle metrikler izdiisiim yoOntemiyle
diizleme indirgenerek c¢embere goére, daha sonrasinda ise uzayda kiirelere gore
evritim tanimlanmis ve 6zellikleri incelenmistir.

Bu c¢alismanin birinci boéliimiinde, konveks c¢okytizliilerle Minkowski geometrisi
arasindaki iliski incelenmis ve evritimden kisaca bahsedilmistir.

Ikinci boliimde metrik geometri, evritim, ¢apraz oran ve harmonik eslenik
kavramlarinin tanimlari verilmistir.

Ucgiincii boliimde sirastyla maksimum diizlemde ¢embere gore evritim ve Disdyakis
Dodecahedron diizlemde ¢embere gore evritim, alt bagliklariyla birlikte teorem ve
ispatlariyla verilmistir.

Son olarak dordiincii bolimde Cuboctahedron ve Disdyakis Dodecahedron
uzaylarinda kiireye gore evritim {lizerinde ¢alisilmis ve bu uzaylardaki ¢apraz oran ve
harmonik eslenikler arastirilmistir.

Anahtar Kelimer: Evritim, Disdyakis Dodecahedron Diizlem, Disdyakis
Dodecahedron Uzayi, Cuboctahedron Uzayi, Capraz Oran, Harmonik Eglenik,
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ABSTRACT

In this thesis inversions have been studied in two Minkowski type geometries who
sespheres are disdyakis dodecahedron which is a catalan solid and cuboctahedron
which is an Archimedean solid. In that geometries inversions have been defined and
investigated firstly with respectto a circle by reducing metrics with the projection
method in the plane, after that inversions defined and investigated with respectto a
sphere in the space.

In the first chapter of this study, convex polyhedra, there lations between convex
polyhedra and Minkowski Geometries and inversions are briefly mentioned.

In the second chapter definition smetric, inversions, crossratio and harmonic
conjugates have been given.

In the third chapter inversion with respectto a circle in the maximum plane and
inversion with respectto a circle in the disdyakis dodecahedron plane, respectively,
have been given with subsections, theorems and proofs.

Finally in the fourth chapter inversions with respectto a sphere in the Cuboctahedron

and the Disdyakis Dodecahedron spaces are studiedan dcrossratio and harmonic
conjugates in this spaces are investigated.

Keywords: Inversion, Disdyakis Dodecahedron Plane, Disdyakis Dodecahedron
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1. GIRIS
1.1 Konveks Cokyiizliiler

Yiizleri birer cokgensel bdlge, ayrit ve kdseleri ise bu ¢okgensel bolgelerin kenar ve
koseleri olan cisimlere ¢ok yiizlii (polyhedra) denir. Cokyiizliiniin herhangi iki
noktasini birlestiren dogru parcasi yine bu cokyiizliiniin i¢inde kaliyorsa, bu ¢ok
yiizliiye konveks (disbiikey) g¢okyiizlii denir. [1] Simetrik, konveks c¢okyiizliiler,
platonik cisimler, Arsimed cisimleri ve Katalan cisimleri olmak iizere temel olarak

lic grupta incelenebilir.

M.O. 360 yillarinda Yunan filozof Platon (Eflatun) Timaus adli eserinde, diizgiin
dort yiizli (tetrahedron) ile atesi, diizgiin sekiz yiizlii (octahedron) ile havayi, diizgiin
yirmi yiizlii (icosahedron) ile suyu, diizgiin alt1 yiizlii (dodecahedron) ile evreni
iligkilendirerek doganin anlagilabileceginden bahsetmistir. Platonun isminden
esinlenerek bu diizgiin ¢okyiizliilere Platonik cisimler denilmektedir. Oklid
tarafindan diizgiin ¢okyiizliilerin sadece bes tane olduklari ispatlanmistir. [2] Platonik
cisimlerin tiim ytizleri tek tip diizgiin ¢okgenken yiizleri iki veya daha ¢ok diizgiin
cokgenden olusan simektik, konveks c¢okylizlilere Arsimed cisimleri adi

verilmektedir. Arsimed cisimleri tam olarak on ti¢ tanedir.

Sekil 1.1. Diizgiin ¢okytizliiler.

Ayrit ve ylizleri es olmayan konveks c¢okyiizliilere diizgiin olmayan g¢okytizliiler
denilmektedir. Bunlar Arsimed cisimlerinin duali olan Katalan cisimlerdir. Katalan

cisimleri de Arsimed cisimleri gibi tam olarak on i¢ tanedirler. Katalan cisimler



1865 yilinda Belgikali matematikgi Eugene Catalan tarafindan tanimlanmustir.[3]
Eugéne Charles Catalan (30 Mayis 1814-14 Subat 1894, Liége, Belcika) siirekli
kesirler, betimleyici geometri, sayilar teorisi ve kombinatorik iizerinde ¢alismis bir
bilim adamidir. 1855°te kesfettigi bir benzersiz yiizeye kendi adim1 vermis, bunun

oncesinde de iinlii Catalan varsayimini agiklamistir.

Sekil 1.2. Arsimed cisimlerden bazilari.

Katalan cisimleri, Platonik cisimler ve Arsimed cisimlerden ayiran en dnemli dzellik,
diizgiin olmayan konveks yapilar olmalaridir. Katalan cisimlerin yiizlerindeki
cokgenler diizgiin olmayan ¢okgenlerdir. Ornegin Rhombic Triacontahedron 30 tane
eskenar dortgen yiize veya Triakis Octahedron 24 tane cesit kenar iiggen yiize

sahiptir.

Sekil 1.3. Katalan cisimlerden bazilari.



1.2 Minkowski Geometri ve Konveks Cokyiizliiler ile Tliskileri

Minkowski geometri, eliptik ve hiperbolik geometriden farkli sonlu boyutlu bir
Oklidyen olmayan geometridir. Ayrica space-time Minkowskian geometrisinden de
farklidir. Minkowski geometrisindeki lineer yapi Oklidyen geometrisindeki ile
hemen hemen aymdir. Noktalar, dogrular ve diizlemler Oklidyen geometrinin
noktalari, dogrular1 ve diizlemleri iken, a¢1 dl¢iimii Oklidyen geometrideki ile ayni
yolla yapilmaktadir. [4] Minkowski geometrisinin Oklidyen geometriden tek farki
kullanilan uzaklik fonksiyonudur. Bu uzaklik fonksiyonuna gore uzaklik her yonde
ayni degildir. Bu farklilikla birlikte uzakliga bagli yapilar tamamen degismektedir.
Ornegin birim kiire belli, simetrik, konveks bir cisimdir. Literatiirde baz
matematikg¢iler tarafindan c¢alisilmis farkli uzaklik fonksiyonlari ile birlikte elde
edilmis bir¢ok Minkowski tipi geometri bulunmaktadir. Bu geometrilerin birim
kiirelerinin bazi konveks cisimler oldugu goriilmiis ve tersine bazi konveks cisimleri

kiire kabul eden geometriler olusturulmustur. Bu ¢alismalardan bazilari [5,6-13] dir.
1.3 Evritim

Evritim geometrik sekillerin gemberin veya kiirenin merkezine gore yansimasidir. ilk
olarak klasik donem Japon yasinda Japon tapinaklarinin duvarlarinda goriilen i¢ ice
¢oklu gember sorularinin ¢6ziim yollari arastirilirken kullanilmistir. Evritim aslinda
Oklid teoreminin bir sonucu olup ama daha gok Oklid dis1 uygulamalara 11k tutar.
Evritim tam olarak Oklid geometrisi igerisinde yer almaz ciinkii Oklid geometrisi
doniistimlerinde dogru dogruya doniisiirken evritim de dogru egriye ¢ember ise
dogruya dontismektedir. Bu konuda ilklerden olan J.L. Coolidge “A treatise on the
Circleandthe Sphere” (Coolidge, 1916) adli caligmasinda evritim {izerine ¢alismistir.
E.J. Djksterhuis da “Archimedes” (Djksterhuis, 1956) adli ¢alismasinda evritim
tizerine ¢aligmalarini yaymlamistir. Zvezdelina Stankova-Frenkel ise “Inversiyon in
plane” (Stankova-Frenkel,1998) adli c¢alismasinda evritim uygulamalariyla ilgili
calismalar yapmustir. Son yillarda F.J. Garciya Capitan “Aplication De la Inversion
A la Resolicion Problema” (Garciya Capitan, 2005) adli ¢alismasinda evritimin baz
uygulamalarindan sdz etmistir. Ulkemizde ise Cem Tezer, evritim iizerine bazi
calismalar yapmistir. Cem Tezer’in 1992-1 ve 1992-I Matematik Diinyasi
dergisindeki Evritim I-II yazisinda Oklid geometrisinden kaynagmi alip Oklid dist

geometri olarak gelisen, Evritim (evirtim, inversiyon) kisaca sekillerin cembere gore



yansimast olarak tanimlamistir. Daha sonra Mustafa Yager 2006 da Matematik
Diinyas1 Dergisinde “Evirtim” adli yazisinda evritimin uygulamalarin1 gostermistir.
Evritim karmasik birgok sekli daha basit hale getirmede olduk¢a kullanishidir.
Kullanim alani oldukga genis olan evritimin gegmiste uygulanan alanlar disinda

geometride bir¢cok uygulama alani vardir. [14]

Evritim bir¢cok zor sorulari beraberinde getirdigi ve ugrastirici problemler ortaya
koydugu i¢in hala diizlemdeki en ilgi ¢ekici doniisiimlerden birisidir. Dolayisiyla son
donemde de evritim ile ilgili, literatiirde pek ¢ok calisma vardir. Bir evritim s6z
konusu oldugunda akla ilk olarak bir ¢embere gore bir evritim gelmektedir, ancak
bazi matematik¢iler baz1 diger objelere gore de evritim doniisiimlerini tanimlayip
incelemislerdir. Bu galismalara ornek olarak [15-19] kaynaklari gosterilebilir. Ayrica
diger bazi matematik¢iler de evritim doniisiimlerini farkli uzaklik fonksiyonlari
kullanarak arastirmiglardir, bu galismalar igin [20,21,22-24] incelenebilir. Dahasi
evritim ii¢ boyutlu Oklidyen ve Oklidyen olmayan uzaylarda da calisiimistir, bu
calismalardan bazilari [25,26,27-29] tiir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde metrik geometri, evritim, ¢apraz oran ve harmonik eslenik tanimlari
yapilmistir. Sonrasinda Oklid diizleminde bu kavramlarla ilgili elde edilmis bazi

teoremler verilmistir.
2.1 Metrik Geometri

Bu bolimde [30] den faydalanilarak metrik geometri ile ilgili bazi tanimlar

verilmistir.

Tanim 2.1.1 Elemanlar1 noktalar olarak adlandirilan bir kiime P, P nin dogru olarak
adlandirilan bazi alt kiimelerinin toplulugu £, I, da nokta ve dogrular arasinda
izerinde olma (incidence) bagintist olmak iizere ( P,L,I ) sistemi asagidaki iki

aksiyomu sagliyorsa bu sistem bir soyut geometri olarak adlandirilir.

. VA,B € P iginA € [ ve B € I olacak sekilde bir tek I € £ dogrusu vardir.

ii. Her dogru en az iki noktay1 kapsar.
(P, L, 1) soyut geometrisi S = (P, L, 1) seklinde gosterilir.

Tanmm 2.1.2 S = (P, L, ) soyut geometrisi agagidaki kosullari sagliyorsa incidence

geometridir denir.

I. L de farkli iki noktayi tizerinde bulunduran bir tek dogru vardir.

ii. Dogrudas olmayan ii¢ 4, B, C € P noktalar1 vardir.

Tammm 2.1.3 Bir d:P X P = R fonksiyonu, asagidaki o&zellikleri saglarsa, bir
metriktir denir.

M1: Her A,B € P i¢cind(4,B) = 0,

M2: Her A,B € P i¢cind(4,B) =0 <& A =B,

M3: Her A,B € P i¢in d(A4, B) = d(B, A),

M4: Her A,B € P i¢in d(A,B) < d(A,C) + d(C,B).



Tanmmm 2.1.4 [,G = (P, £, I) incidence geometrisinin bir dogrusu olsun. d, G iizerinde
uzaklik fonksiyonu olmak tizere asagidaki kosullar saglaniyorsa f: I — R fonksiyonu

[ i¢in bir cetveldir denir:

I. f fonksiyonu bire-bir ve ortendir.
ii. [ tizerindeki her P, Q nokta ¢ifti i¢in
lf(P) — f(@| =d(P,Q)

dir. Bu denkleme cetvel denklemi denir.

Tammm 2.1.5 (P, £, 1) incidence geometrisi d uzaklik fonksiyonuyla birlikte VI € £
dogrusu igin bir cetvele sahip ise, cetvel postiilatint sagliyor denir. Bu durumda M =

(P, L, 1,d) ye bir metrik geometri denir.

Metrik geometride galismamizin temel sebebi £ deki [ dogrusuna iligkin sorulari f
cetvelini kullanarak, R ye doniisiim yaparak cevaplandirabiliriz. Bu diizlemin
elemanlar1 R de “arada olma” gibi kavramlar kullanilarak [ ye transfer edilebilir. Bu

da metrik yaklasimin bize sagladigi kolayliktir.
2.2 Evritim

Bu boliimde [31] ve [32] den yararlanilarak evritim ile ilgili baz1 tanim ve teoremler

verilmistir.

Tamm 2.2.1 C = (0,r) ¢emberine gore evritim, I, ile gosterilsin. Her P # O
i¢in, d(0, P)d (0, P") = r? kosulunu saglayan OP 1s1n1 iizerindeki P’ noktasima P nin
evrigi denir (Sekil 2.1.) ve Ip,)(P) = P' seklinde gosterilir. O noktasma evritim
merkezi, C ye evritim ¢emberi, 7 ye evritim gemberinin yarigap1 ve 72 ye de evritim

cemberinin kuvveti denir.

C =C(0,r) ¢emberine gore evritim, C ¢emberine gore yansima olarak da
diisiiniilebilir. Evritimler acilar1 ve c¢ifte orani korudugu gibi ¢emberi ¢embere,
cemberi dogruya ya da dogruyu c¢embere doniistlirebilen doniistimlerdir. Bir
Pnoktasinin evrigi P’ oldugunda, P’ noktasinin evriginin de P olmasi gerektigi
d(0,P)d(0,P") =r? kosulundan kolayca goriilebilir. Bu da yar1 ddénme ve

simetrilere benzer olarak evritim doniisiimiiniin involusyonlu oldugunu gosterir.



Evritim O noktasinda tanimli degildir. Dolayistyla tanim kiimesi diizlemin tamamin
icermez. Ayrica evritim drten de degildir. Ciinkii /(o ,)(P) = O olacak sekilde bir P
noktasi yoktur. Bu tiir eksiklikleri gidermek i¢in diizleme oo noktasi (sonsuzdaki bir
nokta) ilave edilerek diizlem genisletilmektedir. I(p,)(0) = o0 Ve I,y (0) =0
seklinde tanimlandiginda O ve oo noktalar1 birbirine karsilik gelmektedir. Dolayisiyla

evritim genisletilmis diizlemin bir doniistimii olur.
Teorem 2.2.1

a. Evritim merkezinden gecen bir dogrunun evrigi, dogrunun kendisidir.

b. Evritim merkezinden gegmeyen bir dogrunun evrigi, evritim merkezinden
gecen bir cemberdir.

c. Evritim merkezinden gecen bir g¢emberin evrigi, evritim merkezinden
ge¢meyen bir dogrudur.

d. Evritim merkezinden geg¢meyen bir ¢emberin evrigi, evritim merkezinden

geemeyen bir cemberdir.
2.3 Capraz Oran ve Harmonik Eslenik

Bu boliimde [31] den yararlanilarak ¢apraz oran ve harmonik eslenik ile ilgili bazi

tanim ve teoremler verilmistir.

AB, A dan B ye birl dogrusu boyunca yonlendirilmis uzakligi gostersin; yani [
tizerinde pozitif yon veya yonlendirme belirlensin ve B yi iceren A baslangic
noktasina sahip 151n yonlendirmenin pozitif yoniine sahipse AB = 4B ve 1s1n1n ters

yoniine sahipse AB = —AB dir. Actkca AB = —AB dir.
Yardima Teorem 2.3.1 A, B, C dogrudas ise AB + BC + CB = 0 dur.

Yardimcl Teorem 2.3.2 AB, | dogrusunun bir parcasi O, | nin herhangi bir noktas1

olsun. Bu durumda 4B = OB — 04 dur.

Simdi A, B, C ve D nin yonlii bir £ dogrusu iizerindeki dort farkli nokta olduklarini

varsayalim, bu noktalarin (AB, CD) ¢apraz orani



AC/CB
AD/DB

(AB,CD) = (2.1)

bigiminde tanimlanir. Dikkat edilirse ¢apraz oran ya C ve D nin her ikisi de A ve B
nin arasinda ya da C ve D nin higbiriA ve B nin arasinda degilse pozitif, {4, B} ve

{C, D} ciftleri birbirini ayiriyorsa negatiftir.
Bir dogru iizerindeki A, B, C ve D dort noktasi i¢in
(AB,CD) = —1

ise bu noktalar bir ~iarmonik kiime olusturur denir.

Sekil 2.1. Harmonik kiime.

Noktalarin bir harmonik kiimesi H(AB, CD) ile gosterilir ve C ve D, A ve B ye gore

harmonik eslenikdirler denir.

Teorem 2.3.1 C, O merkezli bir cember ve C ve D, C ye gore evrik bir nokta ¢ifti
olsun. A ve B, C ve D den gegen ¢apin ug noktalart olsun. Bu durumda (AB,CD) =
—1 dir. Tersine, A ve B bir ¢apin ug noktalari ve (AB,CD) = —1 ise, C ve D evrik

noktalardir.

Yardimci Teorem 2.3.3 C, O merkezli ve r yarigaph bir evritim ¢emberi olsun. P,

P’ ve Q, Q' evrik nokta giftleriyse,

PQ =r2L2 2.2)

Q‘
‘Q|

dir.

Teorem 2.3.2 A, B, C ve D,Oevritim merkeziyle ayn1 dogru tizerindeki dort nokta
olsun. A’, B’, €' ve D' bu noktalarmn karsilik gelenevrik noktalar1 olsun. Bu durumda
(AB,CD) = (A'B',C'D") dir.



3. R%y(R3) VE R}, DE CEMBERE GORE EVRITIiM VE OZELLIKLERI

Bu boliimde oOncelikle bu tezin ¢alisilmasinda temel olusturan [21] ve [33]
kaynaklarinda uzayda tamimlanmis olan Cuboctahedron (CO) ve Disdyakis
Dodecahedron (DD) metriklerinin izdiistim yontemi ile diizleme indirgenmis halleri
olan sirasiyla maksimum ve Disdyakis Dodecahedron metrikleri tanimlanmustir.
Daha sonra bu metrikler igin evritim, ilgili diizlemin ¢emberine gore
incelenmiglerdir. Bu diizlemlerdeki evritimler birer izometri degildir. Bu nedenle
uzaklik maksimum ve Disdyakis Dodecahedron ¢embersel evritimler altinda
korunmaz. Bununla birlikte uzaklik kavramiyla ilgili olarak capraz oranin bu
evritimler altinda korunduklar1 gosterebilir. Bu nedenle son olarak maksimum
metrigi ile dosenmis diizlem olan R3, ve disdyakis dodecahedron metrigi ile

dosenmis diizlem olan R%,deki ¢apraz oran ve harmonik eslenikler incelenmistir.
3.1 R%,(R%) de Cembere Gore Evritimve Ozellikleri

Bu bolimde oncelikle [21] ve [33] kaynaklarinda uzayda tanimlanmis olan
Cuboctahedron metrigi diizleme izdiisim yontemi ile indirgenmis olup bu metrigin
diizlemde bilinen maksimum metrigi ile aym oldugu goriilmiistiir. Sonrasinda
maksimum diizlem ile ilgili temel 6zellikler verilmis cembere gore evritim ile ¢apraz

oran ve harmonik eslenik incelenmistir.
3.1.1 Cuboctahedron (maksimum) diizlemi (RZ, (R%))

Bu bolimde Maksimum diizlem geometrisi ile ilgili temel kavram ve 6zellikler [34]

den ozetlenerek verilecektir.

Tanmm 3.1.1.1 X = (x1,y,) Ve Y = (x,y,) kartezyen diizlemde iki nokta olmak

uzere maksimum uzaklik

dy = (X,Y) = max{|x, — x1], |y, — y11} (3.1)

bi¢giminde tanimlanir.



Asagidaki teorem [34] den faydalanilarak ispatsiz olarak verilmistir.
Teorem 3.1.1.1 d,; uzaklik fonksiyonu bir metriktir.

Onerme 3.1.1.1 Her Oklidyen 6teleme maksimum diizlemde uzaklig1 korur. Boylece

otelemeler R%, de bir izometridir.

Onerme 3.1.1.2 d; Oklid uzaklik fonksiyonu ve analitik diizlemde P, ve P,

noktalarindan gecen dogru £ olsun. € nin egimi m ise

1,lml}
dy (Py, Py) = === dp(Py, P,) (3.2)
dir.

Onerme 3.1.1.2 d), uzakhigmin aym dogru boyunca Oklid uzakligmin pozitif sabit
bir kat1 oldugunu belirtir.

Sonuc 3.1.1.1 P, P, ve X, R? de ii¢ dogrusal nokta olmak {izere

dg(Py, X) = dg(P5,X) & dy (P, X) = dy (P, X) (3.3)
dir.
Sonug¢ 3.1.1.2 P, P, ve X, R? de ii¢ ayr1 dogrusal nokta olmak {izere

dp(PLX) _ du(PyX)
dr (P X) ~ du(PyX)

(3.4)

dir.
3.1.2 R%,(R%) de cembere gore evritim

Bu boliimde Maksimum diizlemde ¢embere gore evritim ile ilgili tanim ve teoremler
[12] den Ozetlenerek verilmistir. M-¢cemberi ile Maksimum diizlemdeki bir ¢cember

kastedilmektedir. Maksimum diizlem ise kisaca R%, biciminde gosterilecektir.

R%, der yaricaplit M, = (x4,y;) merkezli gember
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max{|x — x|, [y —yl} =7

denklemini saglayan (x,y) noktalarmin kiimesidir. R%, de bdyle bir cember koseleri

Po=0(g—1r,y;+7r),Pp=0y+1r, y,+1),Ps=(,—1, vy, — 1) Ve
P, = (x; + r, y; — ) noktalari olan bir karedir.

Po=(x;—ry+r) Po=(xy+r.yvy+7)

My = {xl-}'l]

Fo=(x+ry,—r) FB=(x—-nry—-r)

Sekil 3.1. Maksimum ¢emberi

Tamm 3.1.2.1 C, R% de r yaricapli O merkezli bir M-gemberi olsun ve P,

maksimum diizleme eklenmis ideal nokta olsun. R, de C ye gére maksimum
cembersel evritim I,,(0,7)(0) = P, 1,,(0,7)(P,) = 0, I,,(0,r)(P) = P'i¢in P #

O ve P', 0P 1511 tizerinde olmak tizere
dy(0,P).dy(0,P") =12 (3.5)
bi¢giminde verilen
I4(0,7):R% U {P,} - R% U {P} (3.6)
doniisimiidiir.

Onerme 3.1.2.1 C merkezi orijinde ve yaricapt r olan bir M-cemberi olsun. P

noktas1 C nin i¢indeyse P’ noktasi C nin disindadir ve bunun tersi de gegerlidir.

Onerme 3.1.2.2 1,,(0,7r) orijin merkezli r yaricapli bir CM-cemberine gore
maksimum ¢embersel evritim olsun. Bdylece P = (x,y) noktasinin maksimum

cembersel evrigi koordinatlar
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r2x , 2y
'Y= (max{]x], [y[}2

!

¥ = max{[x], [y[})?

olan P' = (x', y") noktasidir.

Sonug 3.1.2.1 [,,(0',7), 0’ = (a, b) merkezli r yarigapli R%, de M-gemberine gdre
maksimum ¢embersel evritim olsun. Bdylece P = (x,y) noktasinin maksimum

cembersel evrigi koordinatlar

!

B A G2l ,___ ry=b
AT max{lx —al, [y —b?"Y T (max{lx —al, [y — b[})?

olan P' = (x', y") noktasidur.

Agikca maksimum ¢embersel evritim altinda O merkezi hari¢ Cy; nin i¢ bolgesi dis

bolgesine ve dis bolgesi i¢ bolgesine eslenir.
Teorem 3.1.2.1

I. O merkezinden gegen dogrular I,,(0,r) maksimum ¢embersel evritim
altinda kendilerine eslenirler.

ii. Maksimum c¢embersel evritim ¢emberinin merkezinden ge¢cmeyen
dogrular I,(0,r) maksimum ¢embersel evritim altinda O merkezli
maksimum ¢emberlerine eslenmezler.

iii. O merkezli maksimum ¢emberler I,,(0,r) maksimum ¢embersel evritim
altinda O merkezli maksimum ¢emberlerine eslenirler.

iv. O merkezinden ge¢meyen maksimum g¢emberler I,(0,r) maksimum
¢embersel evritim altinda hi¢cbir maksimum ¢embere eslenmezler.

V. Evritim ¢emberinin merkezinden gegen maksimum g¢emberler I,(0, 1)
maksimum ¢embersel evritim altinda O merkezinden gegmeyen diiz

dogrulara eslenmezler.
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Sekil 3.2. 0 dan gegmeyen bir dogru O merkezli bir maksimum ¢embere eslenmez.

Cr

Sekil 3.3. O merkezli bir maksimum g¢ember O merkezli bir maksimum g¢embere
eslenir.

3.1.3 R%,(R%) de ¢apraz oran ve harmonik eslenik
Bu boliimdeki 6nerme ve teoremler [21] kaynagindan ispatsiz olarak dzetlenmistir.

Onerme 3.1.3.1 P, Q ve 0 R%, de dogrudas ii¢ farkli nokta olsun. P’ ve Q' sirastyla P

ve Q nun Iy (0, r) maksimum ¢embersel evritimine gore evrikleri ise

o) = o)
dM(P ,Q ) - dp(0,P).dp(0,Q) (37)

elde edilir.

Onerme 3.1.3.2 C, merkezi orijin de bulunan r yaricapli maksimum evritim cemberi

olsun. P, Q ve O R% de dogrudas olmayan herhangi ii¢c nokta olsun. P’ ve Q'

13



sirastyla P ve Q nun evrikleri ve P ve Q orijinden gecen {0, o} veya {1, —1} egimli

dogrular iizerindelerse

! ! —_ M
dM(P ’Q ) - dp(0,P).dp(0,Q) (38)

elde edilir.

Onerme 3.1.3.3 C, orijin merkezli ve r yarigapli maksimum evritim ¢emberi ve P, Q
ve O R%, de dogrudas olmayan herhangi ii¢ nokta olsun. P = (xp,yp) Ve Q =
(xg,Yq) olmak iizere P ve Q dan gegen dogrunun egimi 1 ve xpyq + ypxo = 0 ise

! ! —_ M
dM(P ;Q ) - dp(0,P).dp(0,Q) (39)

dir.
Teorem 3.1.3.1 Maksimum ¢embersel evritim, maksimum ¢apraz orani korur.

Teorem 3.1.3.2 C, O merkezli bir maksimum g¢ember olsun ve dogru pargasi
[PQ] R%, de C nin bir cap1 olsun. R ve SOP 1511 lizerinde [PQ] dogru pargasini
icerden ve disardan bolen farkli noktalar olsunlar. Bu durumda R ve S nin P ve Q ya
gore maksimum harmonik eslenik olmalari ig¢in gerek ve yeter kosul R ve S nin

Iy (0, r) maksimum ¢embersel evritimine gore evrik noktalar olmalaridir.
3.2 R%, de Cembere Gore Evritim ve Ozellikleri

Bu boliimde 6ncelikle [5] ve [35] kaynaklarinda uzayda tanimlanmis olan Disdyakis
Dodecahedron metrigi diizleme izdiisiim ydntemiyle indirgenmis ve bu metrikle
dosenmis diizlemin O6zellikleri verilmistir. Sonrasinda Disdyakis Dodecahedron

diizleminde ¢embere gore evritim, ¢apraz oran ve harmonik eslenik incelenmistir.
3.2.1 Disdyakis dodecahedron diizlemi R%),

Bu boliimde [35] de uzayda tanimlanmis DD- metrigi diizleme izdiislim yontemiyle

indirgenerek bu metrigin diizlemdeki baz1 6zelliklerini verilmektedir.
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Tanim 3.2.1.1 X = (x4,y;) ve Y = (x,, y,) kartezyen diizlemde iki nokta olsun.

dpp(X,Y) = max{|x; — x,1,[y1 — 21} + (\/§ - 1)min {lxy — x21, lys — 213}

Bigiminde tanimlanan dpp:R? X R? - [0,00) uzaklik fonksiyonuna diizlemde

Disdyakis Dodecahedron uzakligi denir.
Onerme 3.2.1.1 R? de dpp uzaklik fonksiyonu bir metriktir.

Ispat: R? de dpp uzaklik fonksiyonunun bir metrik oldugunu gostermek igin

X = (x1,51),Y = (x2,95), Z = (x3,y3) R? de ii¢ farkl1 nokta olmak iizere
M1) dpp(X,Y) = 0vedpp(X,Y)=0 X =Y

M2) dpp(X,Y) = dpp (Y, X)

M3) dpp(X,Y) < dpp(X,Z) +dpp(Z,Y)

aksiyomlarinin saglandigi gosterilmelidir.

M1) dpp(X,Y) = max{|x; — x,|, [y, — y21} + (\/§ - l)min {lx; — 22|, lys — ¥213

olup mutlak deger tanimindand,p (X, Y) = Oelde edilir.
dpp(X,Y) = 0 olsun. Bu durumda
max{|x; — x3|, [y; — y21} + (\E - 1) min{|x; — x,[,|y; —¥21} =0

olup |x; —x,| =0 ve |y; —y,| =0, dolayisiyla x; = x, ve y; = y,elde edilir.
Boylece X = Y dir. Tersine X = Y olsun. Bu durumda dp,(X,Y) = 0 oldugu agiktir.

M2) Mutlak deger tanimindan
dpp(X,Y) = max{|x; — xz1,[y1 — 21} + (\/§ - 1)min {lx1 — x2|, lys — ¥213

=max{|x; — x|, [y, —y11} + (‘/§ - 1)min {Ixz — x40, ly2 = y11}=dpp (¥, X)

elde edilir.
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M3) X = (x1,1), Y = (x2,¥2), Z = (x3,y3) € R? olsun.
dpp(X,Y) < dpp(X,Z) + dpp(Z,Y) oldugu gosterilmelidir.
dpp(X,Y) = max{|x; — x;|, [y1 — y2[} + (\/§ - 1)min {lx1 — x2|, ly1 — ¥213
dpp(X,Z) = max{|x; — x3|,[y; — ys1} + (‘/§ - 1)min {Ix1 — 231, [y1 — y31}
dpp(Y,Z) = max{|x, — x3|, [y, —y3l} + (\/§ - 1)min {lxz — x31, ly2 — v3l}
oldugundan ispat i¢in agsagidaki durumlar incelenmelidir:
i) [x1 — X2| > |y1 — Y2l %1 — x3| > [y1 — y3| Ve [x; — x3] > |y — ys] ise
dpp(X,Y) = [x; — x| + (\/§— 1)|Y1 = ¥l
= |x; —x3 = X + X3 + (V3= Dy —y3 — y2 + 3l
< [|x1 —x3| + (\/§— 1)|3’1 - 3’3” + [|x3 — x| + (\/§— 1)|Y3 _Y2|]
=dpp(X,Z) +dpp (Y, Z)
dir.
i) |31 — 22| > |y1 — y2l, [x1 — x3] > |y1 — ¥s| Ve [x; — x3| < |y, — y3|ise
dpp(X,Y) = [x; — x| + (\E— 1)|)’1 =yl
= |y —x3 = X, + X3 + (V3= Dly1 —y3 — y2 + 3l
< [|x1 —x3| + (\/§— 1)|J’1 - 3’3|] + [|x3 — x| + (\/§— 1)|Y3 _YZ”
< |xg — x| + (\/§— 1)|3’1 —ysl + 1y, —ysl + (\/5— 1)|x2 — X3l
=dpp(X,Z) +dpp(Y,2)

dir.
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i) |x1 — x2| > |y1 — ¥al, %1 — x3| < [|y1 —y3| ve [xz — x3] > [y, — y3| ise
dpp(X,Y) = [x1 — x| + (\/§— 1)|)’1 -yl
= lx; —x3 =X + 23] + (V3= Dly1 —y3 — y2 + 3l
< [|x1 —x3| + (‘/E_ 1)|)’1 _Y3|] + [|x3 — x| + (\/§— 1)|)’3 _3’2”
<lyi—ysl + (\/ﬁ— 1)|x1 —x3| + [x; —x3| + (\/§— 1)|Y2 — y3l
=dpp(X,Z) +dpp(Y,Z)
dir.
V) [x1 — 22| > |y1 — ¥2l, [0 — x3| <|y1 — ys| Ve [x; —x3| <[y, —y3|ise
dpp(X,Y) = |x; — x| + (\/§— 1)|3’1 — ¥l
= |y —x3 — X + X3 + (V3= Dly1 —y3 — y2 + 3l
< [|x1 —x3| + (\/5— 1)|3’1 _)’3|] + [|x3 — x| + (\/§— 1)|3’3 _3’2|]
<|yi —ysl + (\/§— 1)|X1 —x3| + |y, —y3l + (\/§— 1)|x2 — X3l
=dpp(X,Z) +dpp(Y,2)
dir.
V) %1 = xz| < |y1—y2l, 1% — x3] > [y1 — y3| Ve |x; — x3] > |y — y3] ise
dpp(X,Y) = |y1 —y2| + (\/§— 1)|9C1 — X,
=y —y3 = Y2 +ysl + (V3= Dx; — x5+ x3 — x5
< [|3’1 -yl + (\/§_ 1)|x1 —x3|] + [|)’3 -yl + (‘/E— 1)|x3 —le]

< lxg —x3] + (\/§— 1)|J’1 —y3l + |x; — x3| + (\/§— 1)|Y2 - y3l
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=dpp(X,Z) +dpp(Y,Z)
dir.
Vi) [x1 = x| <|y1 —Yal, |1 — x3| > |y1 — y3| ve [xz — x3| < |y, —y3| ise
dpp(X,Y) = |y1 — ¥l + (\/§— 1)|x1 — x|
=y —ys—y2+ysl+ (\/§—l)|x1—x3 + X3 — x|
< [|)’1 —y3l + (\/§— 1)|x1 —x3|] + [|)’3 -yl + (\/§— 1)|x3 —le]
< |x —x3| + (\/§— 1)|3’1 —y3l +ly: —y3l + (\/5— 1)|x2 — x5
=dpp(X,Z) +dpp(Y,2)
dir.
Vi) |y — 22| < |y1 = yal, 1% — x3] < |y1 — 3| Ve |x3 — x3] > |y, — y3] ise
dpp(X,Y) = |y1 —yal + (\/§— 1)|x1 — X5
=ly1—y3 = ¥2 +ysl + (V3= Dx; — x5+ x3 — x5
< [|J’1 —y3l + (\/§— 1)|X1 _X3|] + [|J’3 —y2| + (\/§— 1)|x3 —x2|]
<lyi—ysl+ (\/§— 1)|x1 —x3| + |xp — x3] + (\/§— 1)|3’2 — ¥l
=dpp(X,Z) +dpp(Y,2)
dir.
Vili) [x1 — x| < [y1 = ¥als |21 — x3] < |y1 — y3| ve [xz —x3] < |y, — y3| ise
dpp(X,Y) = |y: —yal + (\/§— 1)|x1 — X5

=y —ys— Y2 + 3l + (V3= D)|x; — x5 + x3 — %3]

18



< [|3’1 -yl + (\/ﬁ— 1)|x1 - x3|] + [|)’3 -yl + (\/§— 1)|x3 - x2|]
<y —ysl + (V3= 1)lx; — x3] + |y2 — y3l + (V3 — 1)|x; — x5
=dpp(X,Z) +dpp (Y, Z)
dir.
Sonug olarak tiim durumlarda
dpp(X,Y) < dpp(X,Z) +dpp(Z,Y) (3.10)

elde edilir.
dpp metrigi ile ddsenmis kartezyen diizlem R%), ile gosterilecektir. R%,, de
0 = (0,0) merkezli r yarigapli gember

max{x|, |y[} + (V3 — 1) min{lx|, |y[} = r (3.41)

denklemini saglayan (x,y) € R%, noktalarinin kiimesidir.

(0.—7)

Sekil 3.4. Diizlemde DD-metrigine gore O merkezli r yarigapli gember
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Onerme 3.2.1.2 Her Oklidyen 6teleme R%,, de bir izometridir.

Ispat: A = (a;,a;), X = (x,y) € R? olmak iizere Ty: Rjp, - R, Ty(X) = A+ X

olacak sekilde diizlemde bir dteleme olsun. P; = (x1,v1), P, = (x3,v,) € R? igin

dpp(Ta(P), T4(P,))
= max{|x; + a; —x; —aq|,|y; + a; — y, — a,}

+ (\/§ - 1)min {lxy +a,—x; =yl ly1 + a; =y, — az[}
= max{|x; — x|, [y1 — y2[} + (‘/§ - 1)min {lx1 = x|, [y1 — y213
= dpp(P1, P;)
olup T, bir izometridir.

Onerme 3.2.1.3 d; Oklidyen uzaklik fonksiyonu, £ ise analitik diizlemde P, ve P,

noktalarindan ge¢en dogru olsun. £ nin egimi m ise

max{1, |m|} + (\/§ — 1) min{1, |m|}
Trm

dDD(PltPZ) = dg(Py, Py)

dir.

Ispat: P, = (x1,y1), P, = (x,¥,) € R? verilsin. Bu durumda P, ve P, den gegen
Y2—V1

—-X

1

dogru ¢ ise ¢ nin egimi m = olmak {izere

dpp(Py, P;) = max{|x; — x,|, [y; — [} + (\/§ - 1) min {|x; — x5[, [y; — 2l
= |x; — le[max{l, Im|} + (\/§ — 1) min{1, Iml}] ve

dg (P, Py) = /(%1 —x2)% + (71 — ¥2)? = |x1 — x,|V1 + m?
bulunur. Boylece

dpp(Py,P;)  max{l,|m|} + (V3 = 1) min{1, |m|}
dp(P1,P;) V1 + m?

(3.12)

elde edilir.
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Sonug¢ 3.2.1.1 P, P, ve X, R? de dogrudas ii¢c nokta olsun. Bu durumda

dp (P, X) = dg(Py, X) & dpp(Py, X) = dpp (P2, X) (3.13)
dir.
Sonuc 3.2.1.2 P, P, ve X, R? de ii¢ ayr1 dogrudas nokta olsun. Bu durumda

dE(PllX) — dDD(PPX)
dg (P2, X)  dpp (P2, X)

(3.14)

dir. Yani bir dogru boyunca Oklidyen dp, uzaklik oranlar esittir.
3.2.2 R3,, de cembere gore evritim

Bu béliimde R3,de cembere gore evritim incelenmektedir. DD-cemberi ile R3,, deki

bir gember kastedilmektedir.

Tamm 3.2.2.1 C, R%, de r yarigaphh O merkezli bir DD-¢emberi ve P, DD

diizlemine eklenmis ideal nokta olsun. R%,, de C ye gére DD ¢embersel evritim

Ipp(0,7)(0) = Po, Ipp(0,7)(Po) = 0, Ipp(0,7)(P) = P' igin P # O ve P', OP

1511 lizerinde olmak iizere
dDD(OIP)'dDD(OFP,) = TZ (315)
bigiminde verilen I, (0,7):R%, U {Py} = R3, U {P,} doniisiimiidiir.

Onerme 3.2.2.1 Merkezi orijinde olan ve yaricap: r olan DD-gemberi C olsun. P

noktasi C nin igindeyse, P’ noktasi Cnin digindadir ve bunun terside gecerlidir.

Ispat: P noktasmin C nin i¢c kisminda oldugu varsayilsin. Béylece dpp(0,P) <1
dir.dpp(0,P).dpp(0,P") =7r% denkleminden I,,(0,7)(P) =P olup 712%=
dpp(0,P).dpp(0,P") <r.dpp(0,P") ve dolayisiyla dpp(0,P") > r elde edilir.
Boylece P’ noktasi € nin digindadir.
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Onerme 3.2.2.2 I5,(0,7) orijin merkezli r yaricapli bir CDD-gemberine gore
disdyakis dodecahedron g¢embersel evritim olsun. Bdylece P = (x,y) noktasinin
disdyakis dodecahedron ¢embersel evrigi koordinatlari;

rix

!

"7 (max{lxl, Iy} + (V3 — Dmin {Jx], [y[})?

2
' ry

a (max{lx[, [y[} + (V3 — Dmin {|x], |y]})?

olan P' = (x', y") noktasidur.

Ispat: C, merkezi orijinde olan ve yarigap1 r olan DD-gemberi, P = (x,y) ve P’ =

(x',y")C ye gore evrik noktalar olsunlar. 0, P ve P’ noktalar1 dogrudas

olduklarindan OP ve OP’ 1isinlar1 ayn1 yone sahip olup k € R* igin

0P’ = k.0P ve (x',y") = (kx, ky) dir. Bununla birlikte dpp (0, P).dpp (0, P) = 12

oldugu kullanilirsa

TZ

k =
(max{|x|, [y[} + (V3 — 1) min{|x|, |y[})?

elde edilir. Elde edilen k degeri (x’,y") = (kx, ky) ifadesinde yerine yazilirsa

2
, rex

"7 (max{lxl, lyl} + (V3 — Dmin (], [y[})?

2
/ Ty

77 (max{lxl, Iyl} + (V3 = Dmin 1], Iy )2

elde edilir.

Dikkat edilirse P’ noktasi P nin evrigi ise, P nin P’ noktasimin evrigi oldugu agiktir.

Bunun sonucunda P = (x,y) ve P’ = (x',y") olmak iizere agik¢a
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- r2x'
(max{|x', |y’'|} + (V3 = Dmin {|x'], |y'|})2

(3.16)

_ Y
Y™ max(1x'], [y'I} + (V3 — Dmin ('], [y']})?

dir.

Sonu¢ 3.2.2.1 Ipp(0',7) R4, de O’ = (a,b) merkezli r yarigapli DD-gemberine
gore disdyakis dodecahedron c¢embersel evritim olsun. Boylece P = (x,y)

noktasinin disdyakis dodecahedron ¢cembersel evrigi, koordinatlari

. r?(x —a)
(max{|x — al, |y — b} + (V3 — 1)min {|x — al, |y — b|})?

!

A, r(y = b)
(max{|x — al, [y = b} + (V3 = D)min {lx — al, ly — b|})?

olan P’ = (x', y") noktasidur.
Ispat: Ispat tiim 6telemelerin R2,, nin izometrileri oldugu gerceginden dolay1 agiktir.

Agikga DD c¢embersel evritim altinda O merkezi hari¢ Cpp nin i¢ bolgesi dis

bolgesine ve dis bolgesi i¢ bolgesine eslenir.

Teorem 3.2.2.1 de verilen 6zelliklerinin higbiri R, de gegerli degildir. Simdi bu

ozelliklerin DDdiizlemindeki karsiliklarin1 gosteren teoremi verelim.
Teorem 3.2.2.1

I. O merkezinden gecen dogrular Ipp(0,r)disdyakis dodecahedron
¢embersel evritim altinda kendilerine eslenirler.

ii. Disdyakis dodecahedron ¢embersel evritim ¢emberinin merkezinden
gegmeyen dogrular I, (0, r) disdyakis dodecahedron ¢embersel evritim

altinda O merkezli disdyakis dodecahedron gemberlerine eslenmezler.
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iii. O merkezli disdyakis dodecahedron ¢emberler I,,(0,r) disdyakis
dodecahedron ¢embersel evritim altinda O merkezli disdyakis
dodecahedron ¢gemberlere eslenirler.

Iv. O merkezinden ge¢cmeyen disdyakis dodecahedron ¢emberler I, (0, 1)
disdyakis dodecahedron ¢embersel evritim altinda hicbir disdyakis
dodecahedron ¢embere eslenmezler.

V. Evritim ¢emberinin  merkezinden geg¢en disdyakis dodecahedron
¢emberler I, (0, 1) disdyakis dodecahedron ¢embersel evritim altinda O

merkezinden gegmeyen diiz dogrulara eslenmezler.
Ispat: Tiim olas1 durumlari inceleyerek Teorem 3.2.2.1°deki 6zellikler elde edilir.

i. ve ii. durumlari i¢inR3,, deax + by + ¢ = 0 dogrusu gdz 6niine almsm. Denklem
(3.16) kullanilarak;

2.1

ar-x

+
(max{lx'l, ly’[} + (v3 — 1) min{lx| ly'[})’

br?y'
- +c
(max{|x'], |y} + (V3 = 1) min{|x'], |y’ [})?

ve burada ax'r? + by'r? + c(max{|x'|, |y'|} + (v3 — 1) min{|x'|, |y'|H? = 0
dir.
Simdi denklem (3.16) asagida verilen durumlar altinda ele alinacaktir.
Durum 1:|x'| = |y’| ise bu durumda (3.16) denklemi
ar?x’ + br2y’ + (|x'| + (V3= 1)ly'D?c =0
bi¢imindedir.
1.1 ¢ = 0ise ax + by = 0 dogrusunun evrigi ax’ + by’ = 0olup dogru sabit kalir.

12 ¢#0, a=0, b#0 ise by+c=0 dogrusunun evrigi br2y’ + (|x'| +
(V3 = 1)ly’)?c = 0 elips veya hiperboliidiir.
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13 ¢c#0, b=0, a#0 ise ax+c=0 dogrusunun evrigi ar?x’ + (|x'| +

(V3 = 1)ly’)%c = 0 elips veya hiperboliidiir.
14c+0,a+0,b#0iseax + by + ¢ = 0 dogrusunun evrigi

ax'r? + by'r? + (max{|x'|, |y'[} + (3= 1) min{|x'|, |y'|})?c =0 elips veya
hiperboliidiir.

Durum 2:|y’| = |x’| ise bu durumda (3.16) denklemi
ar?x’ + br2y’ + (Iy'l + (V3 = 1)|x')?c =0
bigimindedir.
2.1c =0ise ax + by = 0 dogrusunun evrigi ax’ + by’ = 0 olup dogru sabit kalir.
22c#0,a=0,b+# 0ise by + c = 0 dogrusunun evrigi
br2y’ + (ly'| + (vV3 = 1)Ix'])?c = 0 elips veya hiperboliidiir.
23¢c#0,b=0,a# 0ise ax + ¢ = 0 dogrusunun evrigi
ar?x" + (Iy'l + (¥3 = 1)|x'|)%c = 0 elips veya hiperboliidiir.
24 Egerc #0,a# 0,b # 0ise ax + by + ¢ = 0 dogrusunun evrigi

ar?x’ + br?y’ + (max {|x'|, |y'I} + (3 = 1)min {|x'], |y'[})?c =0 elips veya
hiperboliidiir.

iii. igcin O merkezli r yaricapl evritim ¢emberi C olsun. C ile aym merkezli, r;
yarigapli DD-gemberi max{|x|, |y|} + (v3 — 1) min{|x|, |y|} = r; olup bu gemberin

C ye gore evrigi
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|x" |72
N (maxl] 1y + (V3 = D minglar] 1y )7 { 1
ly'|r? ‘
(max{|x'], Iy} + (V3 — 1) min{|x|, [y’ [})°

ve dolayisiyla

2 -
max{|x'|, |y'|} + (\/§ — 1) min{|x'|, |y'[} = :—1 =, dir.

=
RS

T~

=/

Sekil 3.5. O merkezli bir disdyakis dodecahedron ¢ember O merkezli bir disdyakis
dodecahedron ¢embere eslenir.

Diger 6zellikler disdyakis dodecahedron ¢embersel evritim tanimi ve 6nerme 3.2.2.2

kullanilarak benzer sekilde elde edilir.
3.2.3 R%,, de ¢capraz oran ve harmonik eslenik
Bu boliimde, R3,, deki capraz oran ve harmonik eslenikler incelenmistir.

Onerme 3.2.3.1 P, Q ve O nun R3, de ii¢ farkli dogrudas nokta olsun. Eger P’ ve
Q'.Ipp (0, 1) disdyakis dodecahedron ¢embersel evritimine gore sirasiyla P ve Q nun

evrikleriyse

I "N _ TdeD(P;Q)
dpp (P, Q") = dpp(0,P).dpp(0,Q) (3.17)

dir.
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Ispat: P, Q ve O ii¢ farkl1 dogrudas nokta olsun. Tanim 3.1.2.1 den

2 TZ

dpp(P",Q") = ldpp(0, P") — dpp(0,Q")| = dpp(0,P)  dpp(0,Q)

T'ZdDD (P,Q)
dpp(0,P).dpp(0,Q)

(3.17)

elde edilir.

Onerme 3.2.3.2 C, merkezi orijinde olan ve yarigapt r olan DD evritim ¢emberi
olsun. P, Q ve 0, R%, de ki dogrudas olmayan herhangi ii¢ farkli nokta olsun.
P'veQ’ sirasiyla P ve Qnun evrikleri ve P ve Q orijinden gegen {0, 0} veya {1, —1}

egimli dogrular iizerinde bulunuyorsa;

AN r2dpp(P,Q)
dpp (P, Q") = dpp(0,P).dpp(0,Q) (3.18)

dur.
Ispat: P = (p,0) ve Q = (0,q) ise, P' = (%2,0), Q' = (0,—),

dpp(P',Q") = max {%,%} + (\/§— 1) min {lr?j'l%zl}’ dpp(0,P) = |p|,

dpp(0,Q) = |q| , dpp(P, Q) = max{|pl,|q|} + (/3 — 1) min{|p|, |q|} olup

erDD (P,Q)
dpp(0,P)dpp(0,Q)

dpp (P" Q') =

esitligi saglanir.

dpp[PQ] R3,de bir dogru boyunca P den Q ya yonlendirilmis disdyakis
dodecahedron uzaklig1 gostersin. Baslangi¢ noktas1 P olan ve Q yu igeren 1sin pozitif

yo6ne sahipse dpp[PQ] = dpp (P, Q) dur. Isin negatif yone sahipse

dpp[PQ] = —dpp(P, Q) dur.
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Simdi P, Q, R ve S nin R%,, de ydnlendirilmis bir dogru iizerinde dort farkli nokta

olsun. Buradan bu noktalarin disdyakis dodecahedron ¢apraz oranlar1 (PQ, RS)pp

_ dpp[RS]dpp[QS]
(PQ,RS)pp = dpp[PS1dpp[QR]

(3.19)

bigiminde tanimlanir.

Disdyakis dodecahedron ¢apraz oran hem R hemde S nin P ve Q arasinda olmasi
veya ne R ne de S nin P ve Q nun arasinda olmamasi durumlarinda pozitiftir. {P, Q}
ve {R, S} ciftleri birbirini ayiriyorsa ¢apraz olan negatiftir. Ayrica P, Q, R ve S den
farkl1 orijin merkezine sahip C ye gore disdyakis dodecahedron ¢embersel evritim,

disdyakis dodecahedron ¢apraz orani korur.

Teorem 3.2.3.1 Disdyakis dodecahedron ¢embersel evritim, disdyakis dodecahedron

¢apraz orani korur.

Ispat: P,Q,RveS R3,de dort dogrudas nokta olsun. Disdyakis dodecahedron
cembersel evritimi I, (0, 1) gore P',Q',R" ve S’ sirasiyla P, Q, R ve S nin evrikleri
olsun. Disdyakis dodecahedron ¢embersel evritiminin {P,Q} ve {R,S} ciftlerinin
ayrilmasint veya ayrilmamasimi koruduguna ve ayrica bir £ dogrusu boyunca P
noktasindan O noktasina DD yonlii uzakligi Q' noktasindan P’ noktasina DD yonlii

uzakliga cevirdigine dikkat edilsin. Onerme 3.2.3.1 kullanilirsa

N’ g/ _ dDD(P’vR’)dDD(QIISI)
(P Q ’R S )DD - dDD(P’,S’)dDD(Q’,R’) (3'20)

r2dpp(P,R) r2dpp(Q.S)
_ dpp(0,P)dpp(0,R) dpp(0,Q)dpp(0.S)
" r2dpp(P.S) r2dpp(Q.R)
dpp(0,P)dpp(0,S) " dpp(0,Q)dpp(0,R)

_ dDD(P,R)dDD(Q:S):
dpp(P,S)dpp(Q,R)

(PQ' RS)DD

elde edilir.

£, ]RIZJD de bir dogru olsun. P, Q, R ve S, £ nin iizerinde dort nokta oldugunu

varsayalim.
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(PQ,RS)pp =—1 ile P, Q, R ve S bir harmonik kiime olusturur denir ve
H(PQ,RS)pp ile gosterilir.

Yani

dDD [PR]dDD [QS]
dDD [PS] dDD [QR]

=-1 (3.21)

olacak sekilde ¢ tizerindeki herhangi R ve S ¢ifti P ve Q ya harmonik olarak boler

denir. R ve S ye, P ve Q ya gore disdyakis dodecahedron harmonik eslenikler denir.

Teorem 3.2.3.2 C,R%,de O merkezli bir DD-¢emberi ve [PQ] dogru pargas1 C nin

bir ¢ap1 olsun. R ve sopP 1siniin [PQ] dogru pargasini igten ve distan bolen noktalari
olsunlar. Bu durumda R ve S nin P ve Q ya gore disdyakis dodecahedron harmonik
eslenikler olmalart i¢in gerek ve yeter kosul R ve S nin Ipp(0,r) disdyakis

dodecahedron ¢embersel evritimine gore evrik noktalar olmalaridir.
Ispat: R ve S, P ve Q ya gore disdyakis dodecahedron harmonik eslenikler olsun.

Bu durumda

— _1 — 9oplPRldpp[eS] _ _
(PQ.RS)pp = 1= dpp[PSldpp[QR] 1 (3.22)

dir.
R, [PQ] dogru pargasini i¢ten boldiigii ve R,w 15101 lizerinde oldugu i¢in,
dpp(R,Q) =7 —dpp(0,R)vedpp =7+ dpp(0,R)
dir.
S, [PQ] dogru pargasini digsaridan boldigii ve S, Fé 15101 lizerinde oldugu i¢in
dpp(P,S) =7+ dpp(0,5) ve dpp(Q,S) = dpp(0,5) — 7

elde edilir. Boylece
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(r+dpp(0,7).(dpp(0,5) —7) _
(r +dpp(0,9)).(r —dpp(0,R))

= (r +dpp(0,R)(dpp(0,8) — 1) = (r +dpp(0,5))(dpp(O,R) — 1)

dir. Son esitligi sadelestirerek dpp (0, R)dpp(0,S) = r? elde edilir. Bu durumda R

ve SI,p(0,r) disdyakis dodecahedron ¢embersel evritimine gore disdyakis

dodecahedron evrik noktalardir. Diger kosul igin (S ve R,0P 151 iizerinde ise)
benzer hesaplamalarla ayni sonug elde edilir. TersineR ve SDD ¢embersel evritim

Ipp(0,71) ye gore DD evrik noktalarsa istenilen ifade benzer yontemle ispatlanabilir.
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4. R3, VE R}, DE KUREYE GORE EVRITIM VE OZELLIKLERI

Bu boliim iki ana alt bdliimden olugmaktadir. Bu bélimlerde R}, da bir
cuboctahedron kiiresine gore ve R3,, de bir disdyakis dodecahedron kiiresine gore

evritimler ve ozellikleri incelenmektedir.
4.1 R?, da Kiireye Gore Evritim ve Ozellikleri

Bu boliimde ilk olarak [5] ve [33] kaynaklarinda verilen Cuboctahedron uzayi
tanitilmistir. Daha sonrasinda bu uzaydaki bir kiireye gore evritim tanimlanmis ve bu

dontisiimle birlikte elde edilen bazi 6zellikler verilmistir.
4.1.1 Cuboctahedron uzayr (R3,)

Bu boéliimde Cuboctahedron uzay: ile ilgili temel bilgi ve teoremler [5] ve [33]

kaynaklarindan 6zetlenerek verilecektir. Cuboctahedron metrigi ile ddsenmis analitik

3 — uzay R3ile gosterilecektir.

Cuboctahedron 8 i eskenar licgen, 6 s1 kare olmak iizere 14 yiizii, 12 es kosesi ( her
birinde 2 {icgen ve 2 karenin bulustugu koselerdir) ve 24 es kenari (her kenar bir
ticgenle bir kareyi ayirmaktadir) bulunan bir Arsimed cismi yani bir yari-diizgiin

cokytzliidiir.

Sekil 4.1. Cuboctahedron.

Tamm 4.1.1.1 P; = (x1,V4,2;) Ve P, = (x3,V,,2,) R3 te iki farkli nokta olsun.

1
deo(Py, P) = max{z(lxl = Xo| + |y1 = y2l + |21 — 2D, %1 — x50, [y1 — y2l. 121 _Zz|}
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bi¢iminde tanimlanan d;,:R3 X R3® — [0, ) uzaklik fonksiyonuna cuboctahedron

uzaklik fonksiyonu denir.

Teorem 4.1.1.1 R3 te d, uzaklik fonksiyonu metriktir ve bu metrikle donatilmis

uzayin birim kiiresi cuboctahedrondur.

Sekil 4.2. Cuboctahedron’un koordinat sisteme yerlestirilmesi.

Sonug 4.1.1.1 R, de (x, yo, zo) merkezli ve r yarigapl kiire

1
max {Z (x| + Iyl + 12D, x| Iyl 21} = 7

denklemi ile ifade edilen, kdse noktalart (7, r, 0) noktalarinin her bir bileseninin tiim
muhtemel +/— isaret degisiklikleri ve {i¢ bilesenin tim muhtemel
permiitasyonlarinin (xg, Vo, Zg) kadar 6telenmisinden olusan 14-yiizlii bir ¢okyiizlii

olan cuboctahedrondur.

Yardimar Teorem 4.1.1.1 P; = (x1,y1,21), P, = (x3,¥,,2,) € R3 verilsin.P; ve P,

noktalarindan geg¢en dogru [ ve [ nin dogrultu vektori (p, q,r) ve

1
max {£(lpl + al + D)., lal. Ir1}

Up,p, = ,—p2 n C[2 e

ise d¢o (Py, P2) = pp,p,dg(Py, P,) dir.
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Sonug¢ 4.1.1.2 R3 de P, P,, X dogrudas, ii¢ farkli nokta ise
dE(Pl,X) = dE(Pz,X) (=4 dCO(PlPX) = dco(Pz,X) dll’
Sonug 4.1.1.3 3 boyutlu uzayda P;, P,, X dogrudas, tli¢ farkli nokta ise

dE(X' Pl) — dCO(X' Pl)
dE(X'PZ) dCO(X'PZ)

(4.1)

olur. Yani bir dogru boyunca olan dg, d o uzakliklarinin oran1 aynidir.
Onerme 4.1.1.1 R? de her Oklidyen &teleme R3,, un bir izometrisidir.

Ayrica [5] da dgp metrigi ile donatilmig analitik 3-uzayin yani R}, nun izometri
grubu aragtirilmis ve R, nun tim izometrilerinin T(3).G(CO) oldugu
gosterilmistir. Bunun i¢in oncelikle G(CO) ile gosterilen cuboctahedron grubunun
cuboctahedronun Oklidyen simetri grubu olan Oy, (octahedral grup) grubuna izomorf
oldugu belirlenmistir. Burada T'(3), 3-boyutlu analitik uzayin tiim o6telemelerinin

grubudur.
4.1.2 R}, da kiireye gore evritim

Bu béliimde R, da bir kiireye gore evritim incelenecektir. CO-kiire ile RZ,, daki bir

kire kastedilmektedir.

Tanmm 4.1.2.1 S, R}, da r yarigapli O merkezli bir CO- kiire ve P,, R3, ya

eklenmis ideal nokta olsun. R}, da § ye gore cuboctahedron kiiresel evritim
I5(0,7)(0) = Py, I5(0,7)(P,) = 0, P # 0O i¢in I5(0,7)(P) = P’ ve P', OP 151

tizerinde olmak tizere
dco(0,P).dco(0,P") =1? 4.2)
bi¢iminde verilen
Is(0,7): R U {Peo} = RZp U {Po} (4.3)

doniisimiidiir.
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§ evritim kiiresi, O evritim merkezi ve P’ noktas1 S kiiresine gére P noktasinin evrigi
olarak adlandirilir. Oklidyen uzayda evritim kiiresinin icindeki noktalar evritim
altinda kiirenin digindaki noktalara ve kiirenin disindaki noktalar kiirenin i¢indeki
noktalara eslenirler. Simdi asagidaki teorem, bu 6zelligin R3,, da da gegerli oldugunu

belirtmektedir.

Yardimci Teorem 4.1.2.1 §, O merkezli r yarigapl bir CO-kiire olsun. P noktast §

nin igindeyse P’ noktas1 § nin disindadir ve bu ifadenin tersi de gegerlidir.

Ispat: r yarigapli O merkezli § kiiresine gore Is(0,r) evritimini ve S nin ig

bolgesindeki P noktasini ele alalim. Boylece d;o (0, P) < r dir.
P = IS(O,r)(P)vedco(O,P). dco(O,Pl) = TZ Olup

dco(O, P).dco(o, P,) <r. dco(o, P,) %S b6y1€ce dco(O,P,) >7r elde edilir.
Dolayisiyla P’ noktasi § nin disindadir.

Sonug¢ 4.1.2.1 R?,, daki I5(0,7) kiiresel evritimi altinda § nin kendisi nokta nokta

sabit kalir.

Teorem 4.1.2.1 P ve P'O = (0,0,0) merkezli r yarigaph I5(0,r) cuboctahedron

kiiresel evritimine gore bir evrik nokta ¢ifti olsun. Bu durumda

w =12/(deo(0,P))° (4.4)
olmak iizere
P' = wP (4.5)
dir.

Ispat: P = (x,y,2) ve P’ = (x',y’,z") noktalar1 0 = (0,0,0) merkezli ve r yarigaph
I5(0, 1) cuboctahedron kiiresel evritimine gore evrik ¢ift olsunlar. P ve P’ noktalari

O dan ¢ikan 151n iizerinde olduklarindan

O—P')=wﬁ,w€]R+
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olup (x,y',z") = (wx, wy, wz) dir. dcy(0,P).dco(0,P") =7r? denkleminde bu

ifade kullanilirsa

1 1
ma {5 (x| + Iyl + 12D, el Iyl 2l max 5 (21 + 11 412D, L L 121 =

buradan
1 1 |
max {E(IXI + 1yl + |z, IxI, Iyl, IZI}max {E(wal + lwy'|
+ wZ']), |ox], lwyl, |wz|} _ 2
boylece
w(dco(O,P))z =r?
olup

2
w=12/(d¢o(0,P)) (4.6)
elde edilir. Sonug olarak w = rz/(dco (o, P))2 olmak iizere OP' = wOP elde edilir.

Dikkat edilirse P ve P'O = (0,0,0) merkezli r yarigapli I5(0,r) cuboctahedron
kiiresel evritimine gore evrik nokta ¢ifti olduklarinda P nin koordinatlar1 da P’ niin

koordinatlar1 kullanilarak Teorem 4.1.2.1°deki ile ayn1 yontemle bulunabilir. Boylece

w=1%/(dco (0, P))2 olmak iizere P = wP’ diir.

Sonu¢ 4.1.22 P = (x,y,z) ve P' = (x',y',2"), O = (xq, Yo, 2o) merkezli r yarigaplh

Is(0,7) cuboctahedron kiiresel evritimine gore bir evrik ¢ift olsunlar. Bu durumda

w=12/(dco (O,P))2 olmak iizere
P'—0=w(P—0) (4.7)

dur.
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Ispat: R?, da dteleme uzakliklar1 korudugundan ispati oldukga kolaydir. x’,y’, z’
niin degerleri R%, da (0,0,0), (xo, Vo, Zo) kadar 6teleyerek bulunursa istenilen ifade

elde edilir.

Teorem 4.1.2.2 R}, da O, P ve Q herhangi dogrudas ii¢ farkli nokta olsun. P, P' ve

Q, Q'I;(0,r) cuboctahedron kiiresel evritimine gore evrik giftler ise

Tz.dco (o,p)
dco(0,P).dco(0,Q)

deo (P, Q") = (4.8)

dir.

Ispat: I5(0,7), R, da O merkezli ve r yarigaph kiiresel evritim, P, P’ ve Q,

Q'Is(0,r) ye gore evrik ¢iftler olsunlar. Bu durumda
dco(0,P).dco(0,P") = r? = dco(0,Q).dco(0,Q") dir.

0, P ve Q dogrudas noktalar ve dogrudas noktalarin Oklidyen ve cuboctahedron

uzakliklari oran1 esit oldugundan

2 T'2

deo(P', Q") = ldco(0,P') — deo(0,00)] = dco(0,P)  dco(0,Q)

_ Tz-dco(P, Q)
dco(0,P).dco(0,Q)

elde edildi.

Teorem 4.1.2.2’nin tersinin dogru olmadigina dikkat edilmelidir. Ayrica teoremin
R?, daki dogrudas olmayan herhangi ii¢ nokta igin her zaman gecerli olmadig1 da
aciktir. Ancak bazi 6zel kosullar altinda (4.8) denklemi saglanabilir. Asagidaki

teorem ile (4.8) denkleminin sagladig1 bazi kosullar verilmektedir.

Teorem4.1.2.3 0, P ve Q R3, da herhangi farkl1 ii¢ nokta, P, P’ ve Q, Q'O merkezli

r yarigapli I5(0,7) cuboctahedron kiiresel evritimine gore evrik nokta ciftleri ve d

ve d' sirasiyla OP ve O_Q) 1sinlarinin dogrultu vektdrleri olsunlar.
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A= {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (—1,0,0), (0,—1,0), (0,0,—1)}
A,={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,0,—1),(1,-1,0),(0,1,-1),
(0,-1,1),(0,-1,-1),(-1,1,0),(-1,0,1),(—=1,0,-1),(—1,-1,0)}

A= {(1,1,1),(1,1,-1),(1,-1,1),(-1,1,1), (1, -1,-1),(-1,1,-1),(-1,-1,1), (-1, -1, -1)}

vei = 1,2,3 olmak iizere d € A; ve d' € A;\{d} ise

e r2.dco(P,Q)
dCO (P ’ Q ) - dco(0,P).dco(0,Q) (48)

dir.

Ispat: Tiim otelemeler R3, nun izometri grubunun elemanlar1 oldugundan, O

evritim merkezini orijin olarak kabul etmek uygun olacaktir.

Boylece I5(0,7) R, da O merkezli r yarigaph cuboctahedron kiiresel evritimini goz

Ontine alalim.

I.Durum: d € A; ve d € A{d} olsun. Incelenmesi gereken 30 durum soz
konusudur. Ornegin d = (1,0,0) ve d’ = (0,1,0) olsun. Bu durumda P = (p, 0,0) ve

Q = (0,q,0) olup P ve Q nun I5(0, r) evritimine gore evrikleri sirastyla

P'=(05,0)ve Q' = (005) dur. Aynca  dgo(0,P) = Ipl, dgo(0,Q) =

191 dco(P', @) = max {3 (=] + [=]). |5 [5]} oo P @) = max (] +
lal). Ipl, q1} dur.
Bu durumda 2 durum incelenmelidir.
i) lq| < p| ise
deo(P' Q") = % _ r2pl _ _ r?dco(PQ) (4.9)

al  Ipllal ~ dco(0,P)dco(0,Q)
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i) |p| < |q| ise

AN ﬁ _ r2|Q| _ rdeO(P'Q)
deo(P', Q) = Ipl — Ipllal ~ dco(0,P)dco(0,Q) (4.10)

elde edilir.

A, deki diger elemanlar icin de benzer hesaplamalar ile (4.8) denkleminin sagladigi

kolayca goriilebilir.

I1.Durum: d € A, ve d' € A,\{d} olsun. incelenmesi gereken 132 durum soz
konusudur. Ormnegin d = (1,0,1) ve d = (0,1,—1) oldugunu varsayalim. Bu
durumda P = (p,0,p) ve Q = (0,q,—q) olup P ve Q nun I5(0,r) evritimine gore

] . r? r? T2 T2
evrikleri sirasiyla P’ = (;,O, ?) ve Q' = (0,7, —7) dur. Ayrica dgo(0,P) = |p|,

dco(0,Q) = lql,

2 2 2

TZ

+_
p q

r r r

. 1(r? r?
deo(P,Q") =max{iz|—+—+ ?-l—q

2\Ipl gl

) T2 12
“Ipl’ laql’
ifadesi diizenlenirse

,',.2

Ipllql

! ! 1
doo(P',Q) = ——max{> (Ip| + gl +Ip + aD.Ipl. lql, Ip + a1}

bulunur ve buradan

’ N o_ Tzdco(P,Q) .
deo(P',Q") = o0 P o(0) elde edilir.

Bu durumda 4 alt durum incelenmelidir.
Dlgl <Ipl <Ip+qlvelp| <lql <|p+q] ise

r?(lql + Ipl + Ip + q) r?deo(P,Q)

d P,, ! — =
co(P', Q") 2Ipl|q| dco(0,P).dco(0,Q)

elde edilir.

i) |q] > Ip| + |p + q ise
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, N rz _ T'cho(P; Q)
deo(P',Q") = Ipl ~ deo(0,P).dco(0,Q)

elde edilir.
ii) [p| > |q] + |p + q| ise

, N r2 _ Tzdco(P; Q)
deo(P',Q") = gl ~ deo(0,P).deo(0,Q)

elde edilir.

iv) Ip+ql > Ipl + lql.lp + ql > Ip|.|lp + q| > |q|ise

r2|P+Q| > rzdco(P,Q)
Ipllql dco(0,P).dco(0,Q)

deco (P'; Q’) =

elde edilir.

I1l. Durum d € A; ve d’' € A;\{d} olsun. incelenmesi gereken 56 durum soz
konusudur. d = (1,1,1) ve d'=(-1,1,1) oldugunu varsayahm. Bu durumda
P=(p,pp)Vve Q=(—q,q,q) olup P ve Q nun I5(0,r) evritimine gore evrikleri

412 4r?% 472

ve Q' = (—— —) olupd,(0,P) = %,

412 472 4r2)
9 ' 9q ’ 9q

sirastyla P’ = (9p " op " op

deo(0,Q) =24 deo(P, Q) = max{Z(Ip+ql +2Ip —ql).Ip + ql,Ip — qI} di.

Boylece

0N = 1(|4r? | 42 ar? _ar?l\ |ar? | oar?|ojar? a4y :
dCO(P'Q)_max{z( op + op +2 op 9 )' op | o9ql’lop ~ oq } ifadesi
diizenlenirse
2 1
deo(P',Q") = grrror 5 (Ip +al + 21p —ab.Ip + L Ip —al]

bulunur ve buradan

oA r2dco(P,Q)
deo(P', Q") = dco(0,P).dco(0,Q) (4.10)
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elde edilir.

A5 teki diger elemanlar igin de benzer hesaplamalar ile (4.8) denkleminin saglandigi

kolayca goriilebilir.
4.1.3 R3, da dogrularin, diizlemlerin ve cuboctahedron kiirelerinin evrikleri

Bu béliimde Oklidyen diizlemde evritim ile ilgili verilen Teorem 2.2.1 in bir benzeri
R?, da incelenmektedir. R3, daki dogrularin, diizlemlerin ve cuboctahedron

kiirelerinin konumlaria gore evrikleri verilmektedir.

Teorem 4.1.3.1 I5(0,r), O merkezli ve r yarigapli bir cuboctahedron kiiresel
evritimi olsun. O dan gegen herhangi bir dogru veya herhangi bir diizlem, I5(0,1)

altinda invaryanttir.

Ispat: O merkezli r yarigapli bir cuboctahedron kiiresel evritimini gz dniine alalim.
Denklem (4.11) kullanilirsa O dan gegen bir dogrunun Is(0,r) altinda invaryant
oldugu aciktir.

O dan gegen Ax + By + Cz = 0 diizlemini goz Oniine alalim. I5(0,r) evritimi

uygulanirsa diizlemin denklemi

rixr riyr ez _
(dw(0,P")? (dw(0,P"))? (de(0,P)Z 0 (411)
ve buradan
Ax,+By,+CZ,:O (412)

olup O dan gecen diizlemin invaryant kaldigi elde edilir.

Teorem 4.1.3.2 I5(0,r) , O merkezli ve r yarigapli bir cuboctahedron kiiresel
evritimi olsun. I5 (0, r) altinda O merkezli bir cuboctahedron kiiresinin evrigi yineO

merkezli bir cuboctahedron kiiresidir.

Ispat: Otelemeler R, da uzakliklar1 korudugundan I5(0,7) evritiminin merkezi,

0 = (0,0,0) olarak alinabilir. Béylece O merkezlir yari¢apl cuboctahedron kiiresi
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§={P=(x,9,2):dco(0,P) =1} (4.13)
dir.
871, 0 merkezli r; yarigapl cuboctahedron kiiresi olsun. Bu durumda
S§1={P=(x,9,2):dco(0,P) =1} (4.14)

dir. Boylece §; inls(0,r) altindakievrigi yine O merkezli bir cuboctahedron kiiresi

olan
2
s, = {P' = (x',y",2"):deo(0,P) = —} dir.

Teorem 4.1.3.3 I5(0,r) O merkezli r yarigapli bir cuboctahedron kiiresel evritimi

olsun. Boylece S nin tiim kenar, kose ve yiizlerinin evrikleri kendileridir.

Ispat: Sonug 2.6°dan S nin kendisils(0,7) altinda nokta sabit kalir. Dolayisiyla S

nin her bir kenar, kose ve yiizii I5(0, r) altinda invaryanttir.
4.1.4 R3, da capraz oran ve harmonik eslenik

Cuboctahedron kiiresel evritim altinda uzaklik degismez degildir. Bu nedenle,
cuboctahedron uzayindaki evritim bir izometri degildir. Ancak ters oranti altinda
capraz oranin korunuyor olmasi g¢apraz orana uzaklik ilizerinden odaklanmanin
gerekliligini ortaya koymaktadir. Bu nedenle, bu boliimde, kiiresel evritim altinda

R?, daki ¢apraz oran1 ve harmonik eslenikleri arastirtyoruz.

Tamim 4.1.4.1 Yonlendirilmis bir dogru [ tizerindeki herhangi iki nokta X ve Y i¢in
dogru pargasinin yonlendirilmis cuboctahedron uzunlugu XYd,[XY] ile gosterilir.
Dogru pargast XY ve | ayni yone sahipse dco[XY] = dco(X,Y) ve ters yone sahipse
deolXY] = —dco (X, Y).

Tamm 4.1.4.2 P, Q,R ve S, ]R%O daki yonlendirilmis bir dogru tizerinde dort farkl

nokta olsun. Cuboctahedron ¢apraz orani1 (PQ, RS) .o su sekilde tanimlanir:

__dcolP,RldcolQ,S]
(PQ.RS)co = 3. IpSlacolo] (4.15)
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Sonu¢ 4.1.4.1 P, Q,R ve S, ]R%O daki yonlendirilmis bir dogru iizerinde dort farkli
nokta olsun. Cuboctahedron ¢apraz orani (PQ,RS)co, hem R hem de S,P ile Q

arasindaysa veya R ve S,P ile Q arasinda degilse pozitiftir.

Ispat: Hem R hem de S noktalar: P ve Q noktalar1 arasinda olsun. Yonlendirilmis

dogru PQ i¢in cuboctahedron ¢apraz orani

dco[PR]dco[QS]

(PQ.RS)co = 7 [PSTdco[QR]

dCO(PJR)' (_dCO(Q'S)) — dCO(PrR)'dCO(Q'S)
deo(P,S).(=dco(Q,R))  dco(P.S).dco(Q,R)

(PQ,RS)¢o =

ve dolayisiyla (PQ, RS) o pozitiftir. Ne R ne de SP ve Q arasinda degilse, R ve S
icin alt1 dizi vardir. Tim olast kombinasyonlarin ispat1 benzer oldugu i¢in R — P —

Q — S yoneliminin ispatini veriyoruz. Boylece cuboctahedron ¢apraz orani

dcol[PR]dco[QS]
dco[PS]dco[QR]

(PQ,RS)co =

_ (—dco(P,R)).dco(Q,5) _ dco(P,R).dco(Q,S)
dCO(P'S)' (_dCO(Q:R)) dCO(P'S)-dCO(Q'R)

ve dolayisiyla (PQ, RS) o pozitiftir.

Sonu¢ 4.1.42 P, Q,R ve S ]R“Z’O daki yonlendirilmis bir dogru {izerinde dort farkli
nokta olsun. {P, Q} ve {R,S} ciftleri birbirini ayirirsa, cuboctahedron c¢apraz orani
(PQ, RS)¢p negatiftir.

Ispat: {P, Q} ve {R, S} ¢iftleri birbirini ayirirsa, R ve S icin dért dizi vardir. R — P —

S — Q oryantasyonu i¢in cuboctahedron gapraz orani

dco[PR]dco[QS]
dco[PSldcolQR]

(PQ,RS)co =

_ (=dco(P,R)).(—dco(Q.8)) _  dco(P,R).dco(Q,S)
deo(P,S).(—dco(Q,R)) dco(P,S).dco(Q,R)
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diger olasi diziler i¢in de benzer hesaplamalarla ayni sonuglar elde edildiginden

(PQ,RS) o negatiftir.

Teorem 4.1.4.1 Cuboctahedron ¢apraz orani, R3, da cuboctahedron kiiresel evritim

altinda degismezdir.

Ispat: I5(0,7), merkezi O ve yarigap: r olan bir cuboctahedron kiiresel evritim olsun
ve P, Q, R ve S, O dan gegen yonlendirilmis bir dogru [ iizerinde dort nokta olsun.

P’, Q', R' ve S' sirasiyla I5(0, ) altinda P, Q, R ve S nin evrik noktalar1 olsun.

Cuboctahedron kiiresel evritimin, {P,Q} ve {R,S} ciftlerinin ayrilmasimni veya
ayrilmamasini korudugunu ve ayrica cuboctahedronu P noktasindan Q noktasina bir
¢izgi boyunca [ cuboctahedrona yonlii uzakligi evrittigini gozlemleyin. Q'

noktasindan P’ noktasina yonlii uzaklik. Gerekli sonug Teorem 4.1.2.2°den gelir;

dco(P',R")d S’
(P'Q",R'S ) = co( , ,) co(Q, ,)
dco(P',$")dco(Q',R")

r%dco(P.R) r2dco(Q.S)
_ dco(0,P)dco(0,R) "dco(0,Q)dco(0,5)
~ r2dgo(P.S) r2dco(Q,R)

dco(0,P)dco(0,S) " dco(0,Q)dco(0,R)

_ dco (P,R)dco(Q,S):
dco(P,S)dco(Q,R)

(PQ,RS)co

Tamm 4.1.4.3 R2, da [ bir dogru olsun. P, Q, R ve S nin [ iizerinde dért nokta
oldugunu varsayalim. (PQ,RS)co = —1 ise P, Q, R ve S nin bir harmonik kiime
olusturduguna denir ve H(PQ, RS)pile gosterilir. Yani [ lizerindeki herhangi bir R
ve S ¢ifti

dco[P, Rldco[Q, 5]
dcolP, SldcolQ, R]

=-1

P ve Q yi harmonik olarak boldiigii sdylenir. R ve S noktalari, P ve Q a gore

cuboctahedron harmonik eslenikler olarak adlandirilir.

43



Teorem 4.1.4.1 §, merkezi O olan bir cuboctahedron kiire olsun ve R}, da [PQ]
dogru pargasinin ¢apt S olsun. R ve S, pargacigi [PQ] igten ve distan ayiran 1s1nin
OP farkli noktalar1 olsun. O halde R ve S, P ve Q ye gore cuboctahedron harmonik
esleniklerdir, ancak ve ancak R ve Scuboctahedron kiiresel evritime I5(0,r)ye gore

evrik noktalardir.
Ispat: R ve S, P ve Q ya gore cuboctahedron harmonik eslenigi olsun. O zaman

dCO[P' R]dCO[QlS]
PQ,RS)¢o = —1 =-1
(PQ, RS)co = deolP, ST dgolQ, R]

R dogru parcasini [PQ] dahili olarak boldiigliinden ve R 1smni {izerinde oldugundan

00,
dco(R,Q) =7 —dco(0,R) ve deo(P,R) =1+ d¢o(0,R)

S dogru pargasini [PQ] harici olarak boldiigiinden ve S 11 iizerinde oldugundan

O_Q), dco(P,S) =r+ dco(O,S) ve dco(Q,S) = dco(O,S) 7.
Boylece

(r +dco(0,R)).(d¢o(0,5) — 1) _
(r +dco(0,5)).(r —dco(0,R))

= (r+dcp(0,R)).(d¢o(0,5) — 1) = (r + dco(0,5)).(dco(0,R) — 1)

Son esitligi sadelestirerek dco(0,R).dc0(0,S) =r? elde edilir. Yani R ve S,
cuboctahedron kiiresel evritime gore Is(0,r) cuboctahedron kiiresel evrik

noktalardir. Diger kosul i¢in (S ve R 1sin lizerindedir oP ) benzer hesaplamalarla

ayni sonug elde edilir.

Tersine, eger R ve S, cuboctahedron kiiresel evritim I5(0,r)ye gore cuboctahedron

kiiresel evrik noktalarsa, ispat benzerdir.
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4.2 R3, de Kiireye Gore Evritim ve Ozellikleri

Bu boéliimde oncelikle [33] kaynaginda verilen Disdyakis Dodecahedron uzayi
tanmitilmistir. Sonrasinda bu uzaydaki bir disdyakis dodecahedron kiiresine gore

evritim tanimlanmis ve bu doniistimle birlikte elde edilen bazi1 6zellikler verilmistir.
4.2.1 Disdyakis dodecahedron uzayi (R3)

Bu boliimde Disdyakis Dodecahedron uzayi ile ilgili temel tanim ve teoremler [33]
kaynagindan 6zetlenerek ispatsiz verilecektir. Disdyakis Dodecahedron metrigi ile

dosenmis analitik 3 — uzay R3 pile gosterilecektir.

Disdyakis dodecahedron her biri tek bir ¢esitkenar tiggen olan 48 yiize, 26 koseye ve
72 ayrita sahip olan bir Katalan cisimdir.

Sekil 4.3. Disdyakis dodecahedron.

Tamm 4.2.1.1 P; = (x1,V;,2;) Ve P, = (X3,V5,2,) R3 de iki farkli nokta olsun.
dpp(Py, P;) = max{|x; — x3|, [y1 — ¥2l, |21 — z2|} +

(‘/E— 1) min{|x; — x| + [y1 — Y2, %1 — x2| + |21 — 25|, ly1 — Y2l + |21 — 221} +
(\/§ —-2V2 + 1)min {Ixs = x2, ly1 = y2l, 121 — 221}

seklinde tanimlanan dpp:R3 X R3 - [0, o0) fonksiyonuna analitik 3-uzayda P; ve

P, noktalar1 arasindaki Disdyakis Dodecahedron uzaklik fonksiyonu denir.
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Onerme 4.2.1.1 Analitik 3-uzayda dp |, uzaklik fonksiyonu metriktir ve bu metrikle

donatilmis uzayin birim kiiresi disdyakis dodecahedrondur.

Sekil 4.4. Disdyakisdo decahedron’un koordinat sistemine yerlestirilmesi
Sonuc 4.2.1.1 R3, de (xo, Vo, Zo) Merkezli ve r yarigapl kiire
max{|x — xol, |y — ¥ol. |z — zo|} +
(\/E— 1) min{|x — xo| + |y — ¥ol, [x — x| + |12 = zo|, |y — yol + |2z — 201} +
(\/§— V2 + 1) min{|x — xol, |y — yol. |z = zl} =7
veya
max{|x — xol, [y — yol, |z — z[} + (\/E - 1)mid{|x = xol, |y = yol, |z — 2o} +
(\/§ - \/E) min{|x — xo|, |y — ¥ol. 1z — 201} =7

ror o

denklemi ile ifade edilen kose noktalari (0,0,7), (j—i,%,O) ve (557

noktalarinin herbir birleseninin +/— isaret degisiklikleri ve ii¢ bilesenin tiim
muhtemel permiitasyonlarinin (xg, ¥, Zo) kadar 6telenmislerinden olusan 48 yiizli

bir ¢okytizlii olan disdyakis dodecahedrondur.

Asagidaki onermede R® deki noktalar arasindaki Oklidyen ve disdyakis

dodecahedron uzakliklari arasindaki gecis bagintisini ifade eder.
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Onerme 4.2.1.2 R® de P, ve P, noktalarindan gecen dogru [ olsun. Eger [

dogrusunun dogrultu vektori (p, q,7),
K = max{|pl, Iq, I71} + (V2 — 1) min{|p| + Iql, Ip| + |71, 1q] + |r[} +

(V3 = 2V2 + 1)min {|pl, |ql, I}

ve
_ K
Hp,p, = \/m
ise
dpp(Py, Py) = HPlpsz(PpPz)
olur.

Sonug¢ 4.2.1.2 R3 de 4, B, X dogrudas ii¢ farkli nokta ise
dg(A,X) = dg(B,X) & dpp(A,X) = dpp(B,X)
olur.
Sonug 4.2.1.3 3-boyutlu analitik uzayda A, B, X dogrudas ti¢ farkli nokta ise
dpp(A,X)/dpp(B,X) = dg(4,X)/ dg(B, X)
olur.
Yani bir dogru boyunca olan dg, dpp uzakliklarinin orani aynidir.
Onerme 4.2.1.3 R3 de her Oklidyen 6teleme R3 ), iin bir izometrisidir.

[33] da ayrica R3, nin tiim izometrilerinin T(3).G(DD) oldugu yani disdyakis
dodecahedron metrigi ile donatilmis analitik 3-uzayin izometrilerinin grubunun

disdyakis dodecahedronun (Oklidyen) simetri grubu olan O, a izomorf olan G(DD)
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disdyakis dodecahedron grubu ile 3-boyutlu analitik uzayin tiim 6telemelerinin grubu

olan T(3) iin yari-direkt ¢arpimi oldugu gosterilmistir.
4.2.2 R}, de kiireye gore evritim

Bu boliimde R3 , da bir kiireye gore evritim incelenecektir. DD-kiire ile R3, daki bir

kire kastedilmektedir.

Tamm 4.2.2.1 D, R}, da r yaricapli O merkezli bir DD- kiire ve P, R}, ya

eklenmis ideal nokta olsun. R}, da D ye gore disdyakis dodecahedron kiiresel
evritim I5(0,7)(0) = Py, I5(0,7)(Py) = 0, P # 0 igin I(0,7)(P) = P’ ve P',

oP 1s1n1 tizerinde olmak tizere
dpp(0,P).dpp(0,P") =12 (4.16)
bi¢iminde verilen
Ip(0,7):Ryp U {Pe} = Rpp U (P}
doniistimudiir.

D evritim kiiresi, O evritim merkezi ve P’ noktast D kiiresine gore P noktasinin
evrigi olarak adlandirilir. Oklidyen uzayda evritim kiiresinin i¢indeki noktalar
evritim altinda kiirenin disindaki noktalara ve kiirenin disindaki noktalar kiirenin
igindeki noktalara eslenirler. Simdi asagidaki teorem, bu 6zelligin R}, da gegerli

oldugunu belirtmektedir.

Yardimcei Teorem 4.2.2.1 D, O merkezli r yarigapli bir DD-kiire olsun. P noktas1 D

nin igindeyse P’ noktas1 D nin disindadir ve bu ifadenin tersi de gecerlidir.

Ispat: r yaricaphh O merkezli D kiiresine gére Ip(0,7) evritimini ve D nin ic

bolgesindeki P noktasini ele alalim. Boylece dpp (0, P) < r dir.
P' = I5(0,7)(P)vedp,(0,P).dpp(0,P") = r? olup

dDD(O,P).dDD(O,P,) <r. dDD(O,P,)Ve béylece dDD(O,P,) >r EIde edI|II‘
Dolayistyla P’ noktast D nin disindadr.
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Sonuc 4.2.2.1 R3, daki I5,(0,r) kiiresel evritimi altinda D nin kendisi nokta nokta

sabit kalir.

Teorem 4.22.1 P ve P'0O =(0,0,0) merkezli r yaricaphi I(0,r) disdyakis

dodecahedron kiiresel evritimine gére bir evrik nokta ¢ifti olsun. Bu durumda

p =12/(dpp(0,P))"
olmak tizere
P' = pP
dir.

Ispat: P = (x,y,2z) ve P’ = (x',y’, z") noktalar1 0 = (0,0,0) merkezli ve r yarigaph
I5(0,7) disdyakis dodecahedron kiiresel evritimine gore evrik ¢ift olsunlar. PveP’

noktalar1 O dan ¢ikan 1s1n lizerinde olduklarindan
OP' = pOP,p € R*

olup (x',y',z") = (px, py, pz) dir. dpp(0,P).dpp(0,P") =1r? denkleminde bu

ifade kullanilirsa
[max{|x|, |yl |z} + (V3 = )min{lx|, |yl |z]}] +
[max{|x'|, 1y'l,12'} + (V3 = D)min{|x'|, |y'], |2'[}] = 7
buradan

[max{|x|, |yl |zI} + (V3 — 1)min{lx|, |y], |z]}][max{lpx'l, |py'], |pZ'|}
+ (V3 = Dmin{lpx'l, |py'l, 1pZ'}] = r?

boylece

p(dDD(O’P))Z = r?

olup
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2
p= rz/(dDD(OﬂP))
elde edilir. Sonug olarak 0P = pO—ﬁ,p = rz/(dDD (O,P))2 bulunur.

Dikkat edilirse P ve P'0O = (0,0,0) merkezli r yarigaph I,(0,r) disdyakis
dodecahedron kiiresel evritimine gore evrik nokta ¢ifti olduklarinda P nin

koordinatlari da P’ niin koordinatlari kullanilarak Teorem 4.2.2.1°deki ile ayni

yontemle bulunabilir. Bdylece p = 1?2/ (dD p(0, P))2 olmak iizere P = pP’ diir.

Sonu¢ 4.2.2.2 P = (x,y,z) ve P' = (x',y',2"), O = (x¢, Yo, 2o) merkezli r yarigaplh

I5(0, 1) disdyakis dodecahedron kiiresel evritimine gore bir evrik ¢ift olsunlar. Bu

durumda p =12/(dpp (O,P))2 olmak {izere
P'—0=pP—-0)
dur.

Ispat: R3, da 6teleme uzakliklari korudugundan ispati olduke¢a kolaydir. x’,y’, z’
niin degerleri R3,, da (0,0,0), (xo, Vo, Zo) kadar &teleyerek bulunursa istenilen ifade

elde edilir.

Teorem 4.2.2.2 R3, da 0, P ve Q herhangi dogrudas ii¢ farkli nokta olsun. P, P’ ve

Q, Q'I(0,r) disdyakis dodecahedron kiiresel evritimine gore evrik ciftler ise

r2.dpp (0, P)
dDD (01 P) dDD (0' Q)

dpp(P',Q") = (4.17)

dir.

Ispat: 1,(0,7), R3, da O merkezli ve r yarigaph kiiresel evritim, P, P’ ve Q,

Q'I»(0, 1) ye gore evrik ¢iftler olsunlar. Bu durumda
dpp(0,P).dpp(0,P") =1? =dpp(0,Q).dpp(0,Q") dir.

0, P ve Q dogrudas noktalar ve dogrudas noktalarin Oklidyen ve disdyakis

dodecahedron uzakliklari orani esit oldugundan
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2 7'2

dpp(0,P)  dpp(0,Q)

dDD(P’rQ’) = |dDD(0’P’) - dDD(OfOI)l =

_ r2. dpp(P,Q)
dpp(0,P).dpp(0,Q)

elde edildi.

Teorem 4.2.2.2’nin tersinin dogru olmadigina dikkat edilmelidir. Ayrica teoremin
R3, daki dogrudas olmayan herhangi ii¢ nokta icin her zaman gegerli olmadig da
aciktir. Ancak baz1 6zel kosullar altinda (4.17) denklemi saglanabilir. Asagidaki

teorem ile (4.17) denkleminin sagladigi bazi1 kosullar verilmektedir.

Teorem4.2.2.3 0, P ve Q R3, da herhangi farkl: ii¢ nokta, P, P’ ve Q, Q',0 merkezli

r yarigapli In(0,r) disdyakis dodecahedron kiiresel evritimine goére evrik nokta

ciftleri ve d ve d' sirasiyla OP ve w 1isinlarinin dogrultu vektorleri olsunlar.
A= {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1), (—1,0,0), (0,—1,0),(0,0,—1)}
A,={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,0,-1),(1,-1,0),(0,1,-1),
(0,-1,1),(0,-1,-1),(-1,1,0),(-1,0,1),(—1,0,—-1),(—1,—-1,0)}

A= {(1,1,1),(1,1,-1),(1,-1,1),(-1,1,1),(1,-1,-1),(-1,1,-1),(—-1,-1,1), (-1, -1, -1)}
ve i = 1,2,3 olmak lizere d € A; ve d' € A;{d} ise

e, dpp(P, Q)
dpp(0,P).dpp(0,Q)

dpp(P',Q") = (4.18)

dir.

Ispat: Tiim otelemeler R}, nun izometri grubunun elemanlar1 oldugundan, O

evritim merkezini orijin olarak kabul etmek uygun olacaktir.

Boylece I5(0,7) R}, da O merkezli r yarigapli disdyakis dodecahedron kiiresel

evritimini goz ontine alalim.
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I.Durum d €A, ve d' € A;\{d} olsun. Incelenmesi gereken 30 durum soz
konusudur. d = (0,1,0) ve d’' = (0,0,—1) segilsin. Bu durumda P = (0,p,0) ve

Q = (0,0,—¢q) olup P ve Q nun Ip,(0,r) evritimine gore evrikleri sirasiyla P’ =
(0.5,0) ve Q'=(0,0,-2) dur. Aynca dpp(0,P) = Ipl, dpp(0,Q) =gl

V2)min{|pl, |ql, 0} ve

2

rq ,0} + (V2 - l)mid{

7'2

p

2

dDD(P,,QI) = maX{ ;

T'2

9
q

)

,',.2

+ (\/§ - \/E)min{ >

TZ

o]
q

)

dir. Bu durumda 2 durum incelenmelidir.

) [pl = |q] ise
' r TZ(Ipl + (\/E I 1)|q|) erDD(P, Q)
d P, = =
oo(P', Q) ol 1al a5 (0, P)dpp (0, Q)
i) [p| <|q| ise
;o T(lgl+ (V2=1)lpl)  r2dpp(P,Q)
oo (P, Q) = Pl 1l = Ton (0, P)dnp(0,Q)
elde edilir.

A; deki diger elemanlar i¢in de benzer hesaplamalar ile (4.18) denkleminin sagladig

kolayca goriilebilir.

Il. Durum d € A, ve d' € A,\{d} olsun. Incelenmesi gereken 132 durum soz
konusudur. d = (0,1,1) ve d’ = (1, —1,0)segilsin. Bu durumda P = (0,p,p) ve Q =
(q,—q,0) olup P ve Q nun I (0, r) evritimine gére evrikleri sirasiyla

;o r2 r2 . ﬁ _ﬁ
P’ = (0,5,5) ve Q' = (Zq, 20’ 0) olur. Ayrica

dDD(OIP) = \/Elpli dDD(Oﬂ Q) = \/§|CI|,
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dpp (P, Q) = max{lpl,lql,Ip + ql} + (V2 = V)mid{lIpl, |ql, |p + qI} + (V3

—2min{lp|,|ql,|p + ql}

ve
2 T.Z T.Z T.Z ,),.2 ,),.2 7,.2 7,.2
dpp(P',Q") = —| =+ = |==|t + V2 = V)mid ||, |z=+ —|. |
oo (P, Q") max{Zq 2p  2q ZP} (V2= 1)mi {Zq 2p  2q ZP}
r2| [r2  r2| |r?
+ (V3 =V2)min|—|, |— + —|, |=—
(V3 \/_)mm{zq S zp}

olup 6 alt durum incelenmelidir.
i) lg] > |p] > Ip +ql ise

r*(lgl+ (V2= D)lpl + (V3-V2)lp+ql) _  rdpp(P,Q)
2|pl. Iq| dDD(O:P)'dDD(OlQ)

dpp (P'; Q') =

i) lq] > |p +ql| > Ipl ise

r2(lgl+ (V2= 1)lp+ql+ (V3-V2)Ipl) _  r2dpp(P,Q)
2|pl.1q| dpp(0,P).dpp(0,Q)

dpp (P', Q') =

i) [p| > |q| > Ip + ql ise

r?(lpl+ (V2-Dlgl + (V3-V2)lp+4ql) _  r2dpp(P,Q)
2|pl.1q| dpp(0,P).dpp(0,Q)

dpp (P’; Q’) =

V) Ip| > |p + ql > lql ise

r?(pl+ (V2-Dlp+ql+ (V3-V2)lql) _  r2dpp(P.Q)
2|pl-lql dpp(0,P).dpp(0,Q)

dpp (P', Q') =

V) Ip +ql > |p| > |ql ise

r?(lp+al+(V2-1D)lpl+ (V3-V2)lpl) _  r2dpp(P.Q)
2|pl.1q| dpp(0,P).dpp(0,Q)

dpp (P’» Q') =
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Vi) Ip + ql > |q| > Ipl ise

r2(lp+ql+ (V2 -1)lql + (V3 =+2)Ipl)  r%dpp(P,Q)

dpp (P, Q") = =
op (P, Q") 2ol 141 dpp(0,P).dpp(0,Q)

elde edilir.

A, deki diger elemanlar iginde benzer hesaplamalar ile (4.18) denkleminin saglandigi

kolaylikla goriilebilir.

I1l. Durum d € A; ve d’' € A;\{d} olsun. incelenmesi gereken 56 durum soz
konusudur. d = (1,1,1) ve d' = (1,—1,1) segilsin. Bu durumda P = (p,p,p) ve

Q = (q,—q,q) olup P ve Q nun Ip(0, r) evritimine gore evrikleri sirasiyla

2 p2 p2 r2 rz r2
P’=(———)Ve ':(_ -— —)d1r.A rica
3p’3p’3p Q 3g° 3q’3q y

dpp(0,P) =3|pl, dpp(0,Q) = V3lql,

dpp(P,Q) =max{lp —ql,Ip + ql, Ip — ql} + (V2 — D)mid{lp — ql,Ip + ql, Ip —
ql}+ (V3 —=V2min{lp—ql.Ip + ql.|p — q|} ve

d (P, ’) 3 2 TZ TZ + TZ ,r.2 ,r.2
oo (P, Q) =max) |2 =301 135+ 3¢] 35~ 34
.r.Z ,',.2 TZ TZ TZ .r.Z
+ (V2 — Dmid{|— — —| |—+ —| |— - —
(v2 )m‘{3 3q]" 130 " 34|’ |3p 3q}
r2  rZ| |r2  r2| |r?2 2
+ (V3 =V min{|— - —| |—+ —| |— - —
(v3 ‘/_)"“”{319 39]" 130 " 34|’ |3p Bq}

olup 2 durum incelenmelidir.
) lp—ql>Ip+qlise

r2(V2lp—ql+ (V3-V2)lp+ql)  r?dpp(P,Q)

d l, ! — -
pp(P',Q") 3lpl.1q| dpp(0,P).dpp(0,0Q)

i) [p+ql>Ip—qlise
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r?(V2lp+ql+ (V3-V2)lp—ql) _  r?dpp(P,Q)
3lpl.1q| dpp(0,P).dpp(0,Q)

dpp (P': Q') =

elde edilir.

A5 teki diger elemanlar igin de benzer hesaplamalar ile (4.18) denkleminin saglandigi

kolayca goriilebilir.

4.2.3 R3, da dogrularin, diizlemlerin ve disdyakis dodecahedron Kiirelerinin

evrikleri

Bu boliimde Oklidyen diizlemde evritim ile ilgili verilen Teorem 2.2.1 in bir benzeri
R3, da incelenmektedir. R}, daki dogrularin, diizlemlerin ve disdyakis

dodecahedron kiirelerinin konumlarina gore evrikleri verilmektedir.

Teorem 4.2.3.1 I5(0,r), O merkezli ve r yarigapli bir disdyakis dodecahedron
kiiresel evritimi olsun. O dan gecen herhangi bir dogru veya herhangi bir diizlem,

Ip (0, r) altinda invaryanttir.

Ispat: O merkezli r yaricaph bir disdyakis dodecahedron kiiresel evritimini goz
oOniine alalim. Denklem (4.11) kullanilirsa O dan gegen bir dogrunun I (0, ) altinda

invaryant oldugu agiktir.

O dan gecen Ax + By + Cz =0 diizlemini goz Oniine alalim. I;(O,r)evritimi

uygulanirsa diizlemin denklemi

rx' r2y’ rz

RGN R A

0

ve buradan
AxX' +By' +CZz' =0
olup O dan gecen diizlemin invaryant kaldig1 elde edilir.

Teorem 4.2.3.2 I5(0,r) , O merkezli ve r yarigapli bir disdyakis dodecahedron
kiiresel evritimi olsun. I5(0,r) altinda O merkezli bir disdyakis dodecahedron

kiiresinin evrigi yine O merkezli bir disdyakis dodecahedron kiiresidir.
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Ispat: Otelemeler R3, da uzakliklari korudugundan I (0,7) evritiminin merkezi,
0 = (0,0,0) olarak alinabilir. BoyleceO merkezlir yarigcapli disdyakis dodecahedron

kiiresi
D ={P=(xy,2):dpp(0,P) =1}

dir.

D4, 0 merkezlir; yarigapl disdyakis dodecahedron kiiresi olsun. Bu durumda
Dy ={P = (x,y,2):dpp(0,P) =1}

dir. Boylece D; in Ip(0,r) altindaki evrigi yine O merkezli bir disdyakis

dodecahedron kiresi olan
’ r2) ..
D,/ ={P' = (x',y",2):dpp(0,P") ==} dir.
L&Y

Teorem 4.2.3.3 I (0,r) O merkezli r yarigaph bir disdyakis dodecahedron kiiresel

evritimi olsun. Boylece D nin tiim kenar, kose ve ytzlerinin evrikleri kendileridir.

Ispat: Sonuc 2.6’dan D nin kendisi I(0,7) altinda nokta sabit kalir. Dolayisiyla D

nin her bir kenar, kose ve yiizii I (0, r) altinda invaryanttir.
4.2.4 R}, de capraz oran ve harmonik eslenik

Disdyakis dodecahedron kiiresel evritim altinda uzaklik degismez degildir. Bu
nedenle, disdyakis dodecahedron uzayindaki evritim bir izometri degildir. Ancak ters
orant1 altinda ¢apraz oranin korunuyor olmasi ¢apraz orana uzaklik iizerinden
odaklanmanin gerekliligini ortaya koymaktadir. Bu nedenle, bu boliimde, kiiresel

evritim altinda R3 , daki capraz orani ve harmonik eslenikleri arastirtyoruz.

Tanim 4.2.4.1 Yonlendirilmis bir dogru [ tizerindeki herhangi iki nokta X ve Y igin
dogru pargasmin yénlendirilmis disdyakis dodecahedron uzunlugu XYd,,[XY] ile
gosterilir. Dogru pargast XY ve | ayn1 ydne sahipse dpp[XY] = dpp(X,Y) ve ters
yone sahipse dpp[XY] = —dpp (X, Y).
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Tanmm 4.2.4.2 P, Q,R ve S, ]R% p daki yonlendirilmis bir dogru {izerinde dort farkli

nokta olsun. Disdyakis dodecahedron ¢apraz orani1 (PQ, RS)ppsu sekilde tanimlanir:

dpp[P,R]dpp[Q,S]
dpp[P, Sldpp[Q, R]

(PQ,RS)pp =

Sonu¢ 4.2.4.1 P, Q,R ve S, R}, daki ydnlendirilmis bir dogru iizerinde dort farkls
nokta olsun. Disdyakis dodecahedron ¢apraz orani (PQ,RS)pp, hem R hem de S,P

ile Q arasindaysa veya R ve S, P ile Q arasinda degilse pozitiftir.

Ispat: Hem R hem de S noktalar: P ve Q noktalar1 arasinda olsun. Yonlendirilmis

dogru PQ i¢in disdyakis dodecahedron gapraz orani

dpp[PR]dpp[QS]
dDD [PS] dDD [QR]

(PQ,RS)pp =

dDD(PlR)' (_dDD(QrS)) r dDD(P'R)'dDD(Q'S)
dpp(P,S).(—=dpp(Q,R)) dpp(P,S).dpp(Q,R)

(PQ,RS)pp =

ve dolayisiyla (PQ, RS)pp pozitiftir. Ne R ne de SP ve Q arasinda degilse, R ve S
i¢in alt1 dizi vardir. Tiim olast kombinasyonlarin ispat1 benzer oldugu i¢in R — P —

Q — S yoneliminin ispatin1 veriyoruz. Béylece cuboctahedron ¢apraz orani

dpp[PR]dpp[QS]
dpp[PSldpp[QR]

(PQ,RS)pp =

_ (=dpp(P,R)).dpp(Q.8) _ dpp (P, R)-dpp(Q,5)
dpp(P,S).(=dpp(Q,R)) dpp(P,S).dpp(Q,R)

ve dolayisiyla (PQ, RS)pp pozitiftir.

Sonuc 4.2.4.2 P, Q,R ve S R}, daki yonlendirilmis bir dogru iizerinde dort farkl
nokta olsun. {P, @} ve {R, S} iftleri birbirini ayirirsa, disdyakis dodecahedron ¢apraz
orani (PQ, RS)pp negatiftir.

Ispat: {P, Q} ve {R, S} ciftleri birbirini ayirirsa, R ve S igin dort dizi vardir. R — P —

S — Q oryantasyonu i¢in disdyakis dodecahedron ¢apraz orani
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dpp[PR]dpp[QS]
dpp[PS]dpp[QR]

(PQ,RS)pp =

_ (=dpp(P,R). (=dpp(Q,9)) _  dpp(P,R)-dpp(Q, S)
dDD(P,S).(—dDD(Q,R)) dDD(P'S)'dDD(Q'R)

diger olas1 diziler i¢in de benzer hesaplamalarla ayni sonuglar elde edildiginden

(PQ, RS)pp negatiftir.

Teorem 4.2.4.1 Disdyakis dodecahedron capraz orani, R}, dedisdyakis

dodecahedron kiiresel evritim altinda degismezdir.

Ispat: I,(0,7), merkezi O ve yarigap1 r olan bir disdyakis dodecahedron kiiresel
evritim olsun ve P, Q, R ve S, O dan gegen yonlendirilmis bir dogru [ iizerinde dort
nokta olsun. P’, Q', R’ ve S’ sirasiyla I, (0, r) altinda P, Q, R ve S nin evrik noktalar1

olsun.

Disdyakis dodecahedron kiiresel evritimin, {P,Q} ve {R, S} ciftlerinin ayrilmasin
veya ayrilmamasini korudugunu ve ayrica disdyakis dodecahedronu P noktasindan Q
noktasma bir ¢izgi boyunca [ disdyakis dodecahedrona yonli uzakligi evrittigini
gozlemleyin. Q' noktasindan P’ noktasmna yonlii uzaklik. Gerekli sonu¢ Teorem

4.2.2.2°den gelir;

dpp(P',R")d LS’
(P'Q RS )pp = AT
dop (P',S)dpp (Q', R")

r2dpp(P,R) r2dpp(Q.S)
__dpp(0,P)dpp(0,R) "dpp(0,Q)dpp(0.5)

- r2dpp(P,S) r2dpp(Q.R)
dpp(0,P)dpp(0,S) "dpp(0,Q)dpp(0,R)

o (PRYdn (Q.S)
= G (PS)dop(QR) L RS0

Tamim 4.2.4.3 R}, da [ bir dogru olsun. P, Q, R ve S nin [ iizerinde dért nokta
oldugunu varsayalim. (PQ,RS)pp = —1 ise P, Q, R ve S nin bir harmonik kiime
olusturduguna denir ve H(PQ, RS)pp ile gosterilir. Yani [ lizerindeki herhangi bir R
ve S cifti
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dpp[P, Rldpp[Q, S]

=-1
dpp [P, S1dpp[Q, R]

P ve Q yi harmonik olarak boldiigii sdylenir. R ve S noktalari, P ve Q a gore

cuboctahedron harmonik eslenikler olarak adlandirilir.

Teorem 4.2.4.1 D, merkezi O olan bir disdyakis dodecahedron kiire olsun ve R,

da[PQ] dogru pargasmnin ¢apiDolsun. RveS, pargacigi [PQ] igten ve distan ayiran
isinin OP farkli noktalar1 olsun. O halde R ve S, P ve Qye gore disdyakis

dodecahedron harmonik esleniklerdir, ancak ve ancak R ve S disdyakis

dodecahedron kiiresel evritime I (0, r) ye gore evrik noktalardir.

Ispat: R ve S, P ve Q ya gore disdyakis dodecahedron harmonik eslenigi olsun. O
Zaman
dpp P, R].dpp[Q, 5]

,RS)pp = —1 -
(PQ,RS)pp = dpplP.S].dpp [0, R]

R dogru parcasini [PQ] dahili olarak béldiigiinden ve R 151 tizerinde oldugundan

—_—

0Q,
dpp(R,Q) =7 —dpp(0,R)vedpp(P,R) =7+ dpp(0,R)

S dogru pargasini [PQ] harici olarak boldiigiinden ve S 111 lizerinde oldugundan

0q,
dpp(P,S) =r+dpp(0,S)vedpp(Q,S) = dpp(0,5) —r
Boylece

(r +dpp(0,R)).(dpp(0,S) — 1) _
(r+dpp(0,9).(r —dpp(0,R))

= (r +dpp(0,R)).(dpp(0,5) —71) = (r +dpp(0,5)).(dpp(0,R) — 1)

Son esitligi sadelestirerek dpp(0,R).dpp(0,S) = r2elde edilir. Yani R ve S,

disdyakis dodecahedron kiiresel evritime gore I(0,r) disdyakis dodecahedron
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kiiresel evrik noktalardir. Diger kosul i¢in (S ve R 1sin iizerindedir oP ) benzer

hesaplamalarla ayni sonug elde edilir.

Tersine, eger R ve S, disdyakis dodecahedron kiiresel evritim I,(0,r)ye gore

disdyakis dodecahedron kiiresel evrik noktalarsa, ispat benzerdir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde ilk boliimde konveks ¢okyiizliilerden, Minkowski geometriler ve konveks
cokyiizliiler arasindaki iliskilerden ve evritimden bahsedildi. Tkinci boliimde metrik
geometri, evritim, ¢apraz oran ve harmonik eslenik kavramlari ile ilgili temel tanim

ve teoremler incelendi.

Daha onceki ¢aligmalarda birim kiireleri bir Arsimed cismi olan Cuboctahedron ve
bir Katalan cismi olan Disdyakis Dodecahedron sekildeki metrikler belirlenmis ve bu
metriklerle doseli uzaylar incelenmistir. Bu ¢alismada bu metrikler izdiisiim yontemi
ile diizleme tasmmuis ve liclincii boliimde bu metriklerle dosenmis diizlemde evritim
ve Ozellikleri ¢embere gore incelenmistir. Cuboctahedron uzaymin diizlemeiz
diistiriilmesiyle maksimum diizleminin elde edildigi goriilmiis ve maksimum
diizleminde daha 6nceden galigilmis olan ¢embere gore evritim ve 6zelliklerine tezin
biitiinliiglinli saglamak amaciyla 6zetlenerek tezde yer verilmistir. Bunun yaninda ilk
olarak bu tezde, disdyakis dodecahedron diizleminde bir ¢embere gore evritim ve

ozellikleri incelenmistir.

Son boliimde ise yine ilk kez olarak Cuboctahedron ve Disdyakis Dodecahedron
uzaylarinda kiireye gore evritimler tanimlanmis ve ozellikleri incelenmistir. Ayrica
bahsedilen diizlem ve uzaylarda evritim ve ozellikleri incelenirken Oklidyen diizlem
ve uzayinda evritim ile ilgili bilinen temel teorem ve o6zelliklerle de karsilagtirmalar

yapilmistir.

Yapilan bu caligmayla Minkowski tipi geometrilerde diizlem ve uzayda ¢cember ve

kiireye gore evritimle ilgili yapilabilecek daha ileri caligmalara 151k tutulmustur.
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