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BAZI KONVEKS STOKASTIK SURECLER iCIN
GENELLESTIRILMiS HERMITE-HADAMARD TIPLI
ESITSIZLIKLER

OZET

Bu tezde literatirde mevcut olan konveks, harmonik konveks, p-konveks, h-
konveks, (p, h)-konveks, ikinci anlamda s-konveks, m-konveks, r-konveks, ¢-
konveks ve preinvex fonksiyon ve bu fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi
kisaca sunulmustur. Bu g¢alismanin 6zgiin kismi olan aragtirma bulgularinda ise,
yukarida bahsi gegen konvekslik cesitleri igin stokastik siiregler verilmistir. Ayrica
bu siiregler i¢in genellestirilmis Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Konveks, Harmonik konveks, p-konveks, h-konveks, (p,h)-

konveks, Ikinci anlamda s-konveks, m-konveks, r-konveks, ¢-konveks, Preinvex,
Stokastik Siirecler, Hermite-Hadamard Esitsizligi,
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GENERALIZED HERMITE-HADAMARD TYPICAL
INEQUALITIES FOR SOME CONVEX STOCHASTIC
PROCESSES

SUMMARY

In this thesis, convex, harmonically convex, p-convex, h-convex, (p, h)-convex, s-
convex in the second sense, m-convex, r-convex, ¢-convex and preinvex stochastic
processes are introduced in the literature and Hermite-Hadamard type inequalities
for these processes are briefly presented. In the research findings which are the
original part of this study, the stochastic processes are defined for the above
mentioned convexity and Hermite-Hadamard type inequalities are obtained for these
processes.

Keywords: Convex, Harmonically convex, p-convex, h-convex, (p,h)-convex, s-
convex in the second sense, m-convex, r-convex, ¢@-convex, Preinvex, Stochastic
processes, Hermite-Hadamard inequality.
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BOLUM 1. GIRiS

Konvekslik geometrik temel bir kavram olmasinin yani sira diger alanlarda genisge
kullanilmaktadir. Fonksiyonel analiz, grafik teorisi, olasilik teorisi ve daha bir¢ok
alanda Onemli rol oynamaktadir. Konveksligin ilk temelleri Yunan filozoflar
tarafindan atilmigtir. Yunanlilarin matematige en Onemli katkilarindan biri de
Euclid’in [1] “Elements” adli kitabidir. Konveksligin ilk tanim ve gdsterimler bu
kitapta bulunmaktadir. Bu konudaki daha kesin bir tanimi1 ise Archimedes’in [2] “On

The Sphere and Cylinder” adl1 eserinde de bulmak miimkiindiir.

Esitsizlik teorisi Gauss, Cauchy ve Chebyshev ile gelismeye baglamistir. Esitsizlik
teorisiyle yakindan iliskili olan konvekslik kavrami goz oOniinde bulundurularak
bir¢ok calisma yapilmistir. Bunun en 6nemli 6rneklerinden biri Ekim 1881 yilinda
Hermite’in (1822-1901) Journal Mathesis adli dergiye gonderdigi konveks fonksiyon
icin Hermite-Hadamard esitsizligidir. [a, b] aralifinda tanimli her reel konveks

fonksiyon i¢in, meshur Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki gibidir [3]:

f(a+b)3biaff(x)dxsw'

2 2

Hermite’in 1893 yilindaki ¢alismasinda konvekslige rastlansa da konveks
fonksiyonlarin sistematik olarak calisilmasi, 1905-1906 yillarinda iinlii Danimarkali
miihendis ve matematik¢i Jensen ile baglar ve kendisi sunlar1 dngdrmiistiir: “Bana
gore, konveks fonksiyon kavrami temel olarak pozitif ve artan fonksiyonlarla
alakalidir. Bu konuda yanilmiyorsam, konveks fonksiyonlar teorisinin Onemi

zamanla anlasilacaktir.”

Son yillarda modern matematikte aragtirma makaleleri ve kitaplarda genis bir sekilde
yer alan konveks fonksiyon kavraminin 6nemi gercekten anlagilmistir. Bu baglamda
temel matematikte ilgi ceken/cekmekte olan Hermite-Hadamard esitsizliginin birgok
uygulamasiyla konveks fonksiyonun ilk temel sonucu oldugunu sdyleyebiliriz. Cogu

matematik¢i farkli konveks fonksiyon siniflar1 (quasi-konveks fonksiyonlar,



fonksiyonlarin Godunova-Levin sinifi, log-konveks ve r-konveks fonksiyonlar, p-
konveks fonksiyonlar, vb.) ve 6zel ortalamalar (p-logaritmik ortalamalar, identik
ortalama, Stolarsky ortalamalar, vb.) i¢in bu esitsizlikleri uygulamaya, genisletmeye

ve genellestirmeye ¢alismaktadir.

19. ve 20. yiizyilda bulunan esitsizliklerin bir kismi konveks fonksiyonlarla
iliskilendirilerek temel esitsizlikler haline gelmistir. Bu tiir esitsizlikleri konu alan ilk
temel calisma 1934’te Hardy, Littlewood ve Poélya [4] tarafindan yazilan
“Inequalities” adl1 kitaptir. ikinci ¢aligma ise Beckenbach ve Bellman [5] tarafindan
1961°de yazilan, 1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen yeni -esitsizliklerin
sonuclarini igeren, “Inequalities” adli eserdir. Bunu Mitrinovi¢’in [6] 1970 yilinda
yayinladigr ve ilk iki kitapta bulunmayan farkli konulara da yer verdigi “Analytic
Inequalities” isimli kitab1 takip eder. Sadece konveks fonksiyonlar igin esitsizlikler
igeren ilk kaynak ise “Convex Functions:Inequalities” basligiyla 1987 yilinda Pecari¢
[7] tarafindan yazilmisti. Bu temel kaynaklarin yam1 sira Mitrinovi¢ [8,9]
“Inequalities Involving Functions and Their Integrals and Derivatives” ve “Classical
and New Inequalities in Analysis”, Pachpatte [10] “Mathematical Inequalities” ve
Niculescu and Perssons [11] “Convex Functions and Their Applications™ literatiirde

mevcut olan diger kaynaklardir.

Hermite-Hadamard esitsizlikleri konusu Dragomir ve Pearce [12] tarafindan yazilan
"Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications" adli eserde
detayli olarak yer almaktadir. Bu alanda ¢alisan diger matematik¢iler Josip [13],
Toader [14], Iscan [15, 17], Varo“sanec [18], Fang ve ekibi [19], Hudzik ve ekibi
[20], Ngoc ve ekibi [22], Antczak [23] Youness [24], Cristescu [25], Set ve ekibi
[26], Yalgin [27] Mohan ve Neogy [28], Weir ve Mond [29], Yng ve Li [30], Noor
[31], Mishra ve Giorgi [33]’dir. Alomari [34] ise ¢aligmamiza yol gosteren ¢alismasi

ile konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizligini genellestirmistir.

Konvekslik kavrami Fizik, Termodinamik, Ekonometri, Olasilik ve Istatistik Teorisi
dahil olmak iizere bircok uygulama sahasinda biiyiik 6neme sahiptir.

Olasilik teorisinde stokastik kavrami, ilk kez bu teorinin kurucularindan olan



Bernoulli (1654-1705) tarafindan kullanilmaya baglamistir. Sonra bu kavram bir siire
unutulmus olmasina ragmen {inlii olasilik¢t Bortkiyevig’in (1868-1913) biiyiik

katkisiyla yirminci asrin baglarinda yeniden 6nem kazanmustir.

Stokastik siirecler, esasen zaman ic¢inde gelisen olasiliksal modelleri inceleyen
olasilik teorisinin énemli bir dalidir. 1900 yilinda Fransiz matematikci Bachalier ilk
kez Brown hareketinin matematiksel modelini kurmustur. 1905 yilinda Einstein ve
Smoluhovski bazi fizik problemlerinin incelenmesinde olasilik teorisini kullanmak
zorunda kalmislar ve Bachalier’in kurmus oldugu siirece benzer bir siiregle
karsilagsmislardir. 1914 yilinda Planck ve Fokker, olasilik teorisini kullanarak
difiizyon olayini incelemeye ¢aligsmislardir. Tiim bunlar matematikte yeni bir kavram

olan stokastik siire¢ kavraminin meydana ¢ikmasina yol agmaistir.

Stokastik siirecler teorisinin matematiksel temelleri 20. yiizyilda Markov, Slutski,
Wiener, Hincin, Kolmogorov, Wald, Doob, Ito, Dynkin, gibi {inlii matematik¢iler
tarafindan verilmistir. Stokastik siirecler teorisinin sonraki gelismesi Feller [35,36],
Levy, [37, 38], Skorohod ve Gihman [39,40], Ross [41, 42], Shiryayev [43], Smith
[44-47], Spitzer [48], Cinlar [49-51], Takac [52], Khaniyev [53, 54], Aliyev [55],

Okur [57-60] ve baz1 bilim adamlarinin ¢alismalari ile devam etmektedir.

Son yillarda, konvekslik ve esitsizlik kavramlari, optimizasyon ve matematiksel
programlama problemlerinin incelenmesinde daha genis bir ¢alisma imkan1 sagladigi
icin, literatiirde Onemli bir yere sahip olmustur. Bilhassa, stokastik siirecler icin
stokastik monotonluk ve konveksligi tanimlamak optimizasyonda 6zellikle optimal
tasarimlarda, olasiliksal nicelikler mevcut oldugunda sayisal yaklagimlar elde

edebilmek i¢in biiyiik onem tagimaktadir.

(Q,3,P) bir olasilik uzayr ve T € R = (—o00,00) olsun. Reel degerli X(t, w)
fonksiyonu her t € T i¢in ’da tanimlanmis rastgele degisken ise ona rastgele
fonksiyon denir. Eger T = R* ise t parametresi zamani ifade ediyorsa bu durumda
X(t, w) rastgele fonksiyonuna stokastik siire¢ denir. Bu tanimdan goriildiigii gibi,

rastgele degiskenden farkli olarak, stokastik siire¢ w’nin yani sira zamana da baglh



bir fonksiyondur. Eger X(t, w) stokastik siirecinin w parametresi sabit tutulursa bu

durumda yalniz t’ye bagli olan bir fonksiyon elde edilir [55].

1980°de Nikodem [61], konveks stokastik siirecleri tanimlamis ve konveks stokastik
siirecler icin bilinen bazi 6zellikleri vermistir. Jensen-konveks, A-konveks stokastik
stirecler 1992°de Skowronski [62] tarafindan tanimlanmistir. Ayrica, Kotrys [63], her
reel konveks X stokastik siireci icin elde edilen Hermite-Hadamard esitsizligi

asagidaki gibidir:

X(u ;L v,.) <- i uva(t,-)dt < X () JZFX @.)

u

Bilinmelidir ki, X(t, w) konveks stokastik siirecinde w parametresini sabit tutularak
yukaridaki esitsizlik elde edilir. w parametresi sabit tutulursa, bu durumda asagidaki

sekil 1.1.1 elde edilir:

F 3
X(t, w)

X(v,,) f==-==-====—--mm === ¢ (X))

Ku)+AOX@) === ==== === ===

X(u+(Av) b e e oo

(u,X(,.)

1
1
1
1
1
1
1
:
1
X(u,) === :
1
1

~ v

0 u t(W+(1-tv) v

Sekil 1.1.1. Konveks Stokastik Siireg

Alman bu sonucu olasiliksal olarak asagidaki gibi yorumlamak miimkiindiir:

X(ET,) <5t EX(T,") <5t EX(T",)), T € Cg
Burada E beklenen deger, T (T*) [u,v] arahiginda ({u, v} kiimesi iizerinde) diizgiin
dagilima sahip bir rastgele degisken, Cg; [u, v] lizerinde tanimli biitiin reel konveks
stokastik siirecler kiimesi ve <g; ise rastgele degiskenlerin konveks siralamasi olarak

tanimlanir [64].



Son yillarda, Sarikaya [65,78], Set [73], Okur ve Iscan ekibi ile birlikte [66-70,
79,80] 2014’den beri konveks stokastik siireclerin bazi genellestirmesi ve

genisletmesi tizerinde ¢alismaktadir.

Bu tezin giris kisminda ilk olarak bu konuda literatiirde yer alan arastirmalardan
kisaca bahsedilmistir. Daha sonra konu ile ilgili gerekli temel kavramlar verilmistir.
Tezin materyal ve yontem kisminda ise, literatiirde mevcut olan konveks, harmonik
konveks, p-konveks, h-konveks, (p,h)-konveks, ikinci anlamda s-konveks, m-
konveks, r-konveks, ¢-konveks ve preinvex fonksiyonlar ve bu fonksiyonlar igin
Hermite-Hadamard esitsizligi kisaca sunulmustur. Bu ¢alisgmanin 6zgiin kismi olan
arastirma bulgularinda ise, yukarida bahsi gegen konveks stokastik siire¢lerin tanimi
ve bu tip siiregler icin mevcut Hermite-Hadamard esitsizligi verilmistir. Ayrica bu tip

stiregler i¢in genellestirilmis Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Konveks Fonksiyonlar
Oncelikle fonksiyonlardaki konvekslik ile ilgili kavramlari verelim.

Tamm 2.1.1. L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak iizere
B={zelz=ax+(1—-a)y , 0<a<1}Cc A

ise A kimesine konveks kiime denir.

Eger z€ B ise z=ax + (1 — a)y esitligindeki x ve y’nin katsayilar i¢in a +
(1 — @) = 1 bagmtis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple konveks kiime tanimindaki
a,(1 — a) yerine a + f = 1 sartim1 saglayan ve negatif olmayan a, 8 reel sayilari
almabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y olan bir dogru pargasidir.
Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve herhangi iki noktasini

birlestiren dogru par¢asini ihtiva eden kiimedir.

Sekil 2.1.1. Konveks kiime.

Sekil 2.1.2. Konveks olmayan kiime.



Tanmim 2.1.2. I, R’de bir aralik ve f: I = R bir fonksiyon olmak iizere her x,y € I ve
a € [0,1] i¢in
flax+ (1—-a)y <af(x) + (1 -a)f(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Konveks fonksiyonun

geometrik anlami agsagidaki gibidir:

A
y

f(b) -

tf(a))+(1-)f(b)

f(ta+(1-t)b)

f(a)

A\ 4

0 a ta+(1-t)b b

Sekil 2.1.3. Konveks fonksiyon.

Teorem 2.1.1. f fonksiyonu (a,b) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu durumda f fonksiyonunun konveks olmast igin gerek ve yeter sart ' ’niin

artan olmasidir.

Teorem 2.1.2. f fonksiyonunun [ acik araliginda ikinci tiirevi varsa, f
fonksiyonunun bu aralik {izerinde konveks olmasi icin gerek ve yeterli sart x € [

icin " (x) = 0 olmasidr.

2.2. Stokastik Siirecler

Stokastik siirecleri tanimlayabilmek i¢in Oncelikle o-cebir, olasilik uzayi, olay,
rastgele degisken gibi kavramlarin bilinmesi gerekmektedir. Bu baglamda, Prof.Dr.
Rovshan ALIYEV’in Stokastik Siirecler Teorisi isimli kitabinda bu kavramlarin

tanmimlar1 asagidaki gibi verilmektedir:



Tamim 2.2.1. Q # @ kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir J sinifi:
1) Q€ S,
2) VA€ Jicin A€ €3,

3) Ikiser ikiser ayrik kiimelerin olusturdugu V (4,) € I dizisi i¢in

[o.0]
UAn €S
n=1

ozelliklerine sahip olsun. Bu takdirde J sinifina 2’da bir “o-cebir”dir denir. Bir o-

cebir, sayilabilir birlesim, kesisim ve timleme islemine gore kapalidir.

Tamim 2.2.2. R reel sayilar kiimesindeki acik araliklarin siifin1 kapsayan en kiiciik
araliklarin o-cebirine “Borel cebiri” denir. Borel cebirinin her bir elemanina “Borel

kiimesi” denir.

Tamm 2.2.3. Sonuclarimin kiimesi belli olan ancak gergeklestiginde hangi sonucun
ortaya c¢ikacagi onceden bilinmeyen deneylere “olasilik deneyi” veya “stokastik

deney” denir.

Tanim 2.2.4. Bir stokastik deneyin tiim olabilir sonuglarinin kiimesine “6rnek uzay”

denir. Ornek uzayin her alt kiimesine “olay” denir.

Tamm 2.2.5. J, Q # @ 6rnek uzayi lizerinde tanimlanmig bir o-cebir olmak tizere,
P:3 — [0,1] fonksiyonu

1) VAESJ ic¢in P(A) =0,

2) P(Q) =1,

3) Ikiser ikiser ayrik kiimelerin olusturdugu V(4,) € 3 dizisi i¢in

P(O An) = i P(4n)

Ozelliklerine sahip ise, P fonksiyonuna J tizerinde bir “olasilik 6l¢iisii” denir. P(A)

degerine ise, A olaymin olasilik dl¢iisli veya “A olayinin olasilig1” denir.



Tamm 2.2.6. Q # @ bir 6rnek uzay, Q’da tanimlanmis bir o-cebir ve P, J lizerinde
tanimlanmis bir olasilik 6l¢iisti olmak iizere, (£,3, P) tg¢liisiine bir “olasilik uzay1”

denir.

Bir (Q,3, P) olasilik uzayi, bir stokastik deneyin modeli olarak kullanildiginda, J o-
cebirindeki kiimeler, deney ile ilgili olaylara karsilik gelir. Bir o-cebir, sayilabilir
birlesim, kesisim ve tlimleme islemine gore kapali oldugundan o-cebirdeki kiimeler

tizerinde bu islemler sonucu elde edilen bir kiime ise bir olaya karsilik gelir.

Bir stokastik deneyin sonuglarinin kiimesi olan 6rnek uzayin elemanlar1 ¢cok degisik
tiirde olabilir. Rastgele degiskenler yardimiyla 6rnek uzayin elemanlarina reel sayilar
eslenmekte ve boylece olasilik olgiileri Borel cebiri iizerindeki olasilik Olgiilerine

indirgenmis olmaktadir.

Bir stokastik deney sonucunda degerler alan fonksiyona rastgele degisken denir.
Rastgele degiskenler tanim kiimesine gore kesikli, mutlak siirekli ve singiiler olmak
lizere ii¢ kisma ayrilirlar. Ornegin, bir madeni para 10 kez atildiginda yazi gelmesi
sayist kesikli, bir elektrik cihazinin bozulmadan c¢aligma siiresi ise siirekli rastgele

degiskendir. Rastgele degisken matematiksel olarak asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

Tanim 2.2.7. (Q, 3, P) bir olasilik uzay1, &:Q — R bir fonksiyonu her x € R sayisi
icin {w:é(w) <x} €J yani J-olciilebilir ise, ¢ fonksiyonuna bir “rastgele
degisken” denir. Tanimindan goriildigi gibi rastgele degisken aslinda, belli
ozellikleri olan bir degiskenli fonksiyondur. Bir¢ok durumda ikinci bir degiskene de
ihtiyag duyulmaktadir. Ornegin, sivi igerisinde olusan bir hareket sonucunda bir
parcacigin zaman gectikce konumu veya hizi veyahut borsadaki herhangi bir hisse
senedinin fiyatinin zamanla degismesi, sadece bir rastgele degisken yardimiyla

tanimlanamaz. Bu durumda stokastik siire¢ kavramina ihtiya¢ duyulmaktadir.

Tamm 2.2.8. (Q,3,P) bir olasilik uzayt ve @ # T € R bir kiime olsun. Reel
degerli X(t,w) fonksiyonu, her t € T i¢in Q kiimesinde tanimlanmis bir rastgele

degisken ise, bu fonksiyona bir “rastgele fonksiyon” denir. X(t, w),Y(t, )



sembolleri ile gdsterilebilir. Eger burada T = R* ise ve t parametresi zamani ifade

ediyorsa, bu durumda X (t, w) rastgele fonksiyonuna bir “stokastik siire¢” denir.

Tamim 2.2.9. X (t, w) bir stokastik siireg, t;, t,, ..., t, € T olsun. Bu durumda

Fy e, (s, xn) = Pl X (g, 0) < x4, ., X(t, @) < x5}, x; ER
fonksiyonuna X (t, w) stokastik siirecinin n-boyutlu dagilim fonksiyonu denir. Her
ty,t, ..., ty igin n-boyutlu Fy . (xq,...,x,) fonksiyonlarinin {Ftl,_.,tn(xl, ...,xn)},
n > 1 ailesine stokastik siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlar1 denir. Sonlu
boyutlu dagilim fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:
1. Ftl,tz,...,tn(xpxz o Xp) = Fe oty tnos (X1, X3 wuv) X1, ),

2. Ftl’tz,_"tn(xl,xz vy Xp) = Ffiljtizv-vtin (xl-l,xl-z, ...,xin).

Teorem 2.2.1. {F, . (x1,...%)}, t; €T, t; < - <t , n = 1 ailesi, yukaridaki 1.
ve 2. Ozelliklerine sahip olsun. Bu durumda

P{lw: X(t1, @) < x1, .0, X(tn, 0) S xp} = Fy, e (Xq, s Xp)
dir. Bu teoreme gore, stokastik siire¢ ile onun sonlu boyutlu dagilimlart birbirlerini
birebir tanimlamaktadir. T ve D kiimesinin her biri hem kesikli hem de siirekli

olabilir.

Tammm 2.2.10. T € N ise X(t,w)’e kesikli zamanli stokastik siire¢, T aralik ise
X(t, w)’e siirekli zamanli stokastik siire¢ denir. Eger X(t, w) stokastik siirecinin D
durum (degerler) kiimesi kesikli ise bu takdirde siirecin sonlu boyutlu dagilimlar

Pe, ., (kys k) = Plw: X, (@) = kq, ., X (0) = ky} t, €T, n =12, ..,

olasiliklar1 ile tanimlanmaktadir.

Eger X(t,w) stokastik silirecinin D durum kiimesi sayillamayan sonsuz elemana

sahip ise bu takdirde stokastik siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonu:

X1 Xn

Feoe, (X1, 0, xp) = f J Pe, e, (U, e up)duyg o duy,
—00 —o00
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gibi tanimlanmaktadir. Burada P . (uy,..,uy), siirecin n-boyutlu olasilik

yogunluk fonksiyonudur. Stokastik siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonu temel

kavramlardandir.

Tamm 2.2.11. X(t, w) bir stokastik siireg, Fy(x) bu stokastik siirecin bir boyutlu

dagilim fonksiyonu olsun. Eger her ¢t i¢in
[721xld Fo(x) < +oo ise E(X (6, @) = [ xd Fy(x)
integraline X(t, w) stokastik siirecinin beklenen degeri denir. Stokastik siirecinin

beklenen degeri my (t) sembolii ile de gosterilmektedir.
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BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Materyal

Bu kisimda literatiirde mevcut olan konveks, harmonik konveks, p-konveks, h-
konveks, (p, h)-konveks, s-konveks, m-konveks, r-konveks, ¢@-konveks ve preinvex

fonksiyon ve bu fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi kisaca sunulmustur.
3.1.1. Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda konveks fonksiyonun tanimi ve bu tip fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard esitsizligi verilmistir.

Tanmm 3.1.1.1. I € R reel bir aralik ve f:I - R bir fonksiyon olsun. Bu takdirde
x,y €1 ve t € [0,1] icin asagidaki esitsizligi saglayan f fonksiyonuna konvekstir
denir:

fx+ A -0y) <tf() + A -f ).
Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde konkav fonksiyon elde edilir. Ayrica,

yukaridaki esitsizlikte t = % aliirsa bu fonksiyona Jensen-konvekstir denir [1,2].

Teorem 3.1.1.1. [a,b] S I ve f:[a,b] » R konveks bir fonksiyon olsun. Eger her
a < b i¢in f € L[a, b] ise bu takdirde asagidaki esitsizlik mevcuttur [3]:

b 1 P b
I e e

3.1.2. Harmonik Konveks Fonksiyon icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda harmonik konveks fonksiyonun tanimi ve bu tip fonksiyonlar icin

Hermite-Hadamard esitsizligi ispatsiz olarak verilmistir.

12



Tanmm 3.1.2.1. 1 € R\ {0} reel bir aralik ve f:I - R bir fonksiyon olsun. Bu
durumda her x,y € I ve t € [0,1] i¢in asagidaki esitsizligi saglayan f fonksiyonuna

harmonik konvekstir denir [15]:

Xy
f (m) <tf+ @A -0)fx).

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde harmonik konkav fonksiyon elde edilir.

Teorem 3.1.2.1. [a,b] € I ve f:[a,b] » R harmonik konveks bir fonksiyon olsun.
Eger her a < b i¢in f € L[a, b] ise asagidaki esitsizlik mevcuttur [15]:

<2ab)sbab bf(x)dxsf(a)+f(b).

a+b -al, x* 2

3.1.3. p-Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda p-konveks fonksiyonun tanimi ve bu tip fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard esitsizligi verilmistir.

1
Tamm 3.1.3.1. Her x,y € I ve t € [0,1] igin [txP + (1 — t)yP]? € I ise, I araligina
p-konveks kiime denir. Burada p =2k + 1 veya p = %, n=2r+1, m=2t+1
ve k,r, t € N’dir [17].

Uyan 3.1.3.1. Eger I c (0, ) ve p € R\{0}, bu takdirde her x,y € I ve t € [0,1]

1
icin [tx? + (1 — t)yP]r € I’dir [17].

Tanmm 3.1.3.2. I € R p-konveks bir kiime ve f:I = R bir fonksiyon olsun. Bu
durumda her x,y € I ve t € [0,1] i¢in asagidaki esitsizligi saglayan f fonksiyonuna

p-konvekstir denir [17]:
f(@x? + (1= y")YP) < tf () + (A - Of ).

Uyari 3.1.3.1 yardimiyla p-konveks fonksiyon asagidaki gibi de tanimlanabilir [17]:

13



Tanim 3.1.3.3. € (0,) ve f:I - R bir fonksiyon olsun. Bu durumda her x,y €
I, t € [0,1] ve p € R\{0} icin asagidaki esitsizligi saglayan f fonksiyonuna p-
konvekstir veya f fonksiyonu PC(I) sinifina aittir denir [17]:

F((Ex? + 1= Oy < tf (@) + (1 - O Q).
Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde p-konkav fonksiyon elde edilir. Ayrica
yukaridaki esitsizlikten p = 1 i¢in konveks fonksiyon ve p = —1 i¢in harmonik

konveks fonksiyon elde edilir.

Teorem 3.1.3.1. Eger her a < b i¢in f € PC(I) N L[a, b] ise asagidaki esitsizlik

mevcuttur [17]:

P 4+ pP 1/p b b
(50 ) sl [ seoa LOE

3.1.4. h-Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda h-konveks fonksiyonun tanimi ve bu tip fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard esitsizligi verilmistir.

Tanmim 3.1.4.1. I € R reel bir aralik ve f:I = R bir fonksiyon olsun. Bu durumda
her x,y €1 ve t€[0,1] icin asagidaki esitsizligi saglayan f fonksiyonuna
Godunova-Levin fonksiyonudur veya f fonksiyonu Q (/) sinifina aittir denir [18]:

Tanim 3.1.4.2. s reel say1 olmak iizere s € (0,1] ve f: [0, ) — [0, o) bir fonksiyon
olsun. Bu durumda her x,y € [0, ) ve t € [0,1] i¢in asagidaki esitsizligi saglayan f
fonksiyona ikinci anlamda s-konveks fonksiyon veya f fonksiyonu K2 smifina aittir
denir:

fltx+ (A =-0)y) <t°f(x)+ A - f(¥)
Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konkav
fonksiyon denir. Ayrica yukaridaki esitsizlikten s = 1 i¢in konveks fonksiyon elde

edilir [18].
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Tamim 3.1.4.3. [ € R reel bir aralik ve f:I - R negatif olmayan bir fonksiyon
olsun. Bu durumda her x,y € I ve t € [0,1] i¢cin asagidaki esitsizligi saglayan negatif
olmayan f fonksiyonuna P-fonksiyonudur veya f fonksiyonu P(I) sinifina aittir
denir [18]:

flx+ (A =0y) < fx) + f().

Tamim 3.1.4.4. I,] < R reel bir aralik, (0,1) €] ve h:] - R, h # 0 negatif olmayan
bir fonksiyon olsun. Bu durumda her x,y € I ve t € [0,1] i¢in asagidaki esitsizligi
saglayan negatif olmayan f:I = R fonksiyonuna h-konvekstir veya f fonksiyonu

SX(I) sinifina aittir denir:

fltx+ (1 =0)y) S h(O)f (x) + h(1 = )f ().
Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde f fonksiyonuna h-konkavdir veya f

fonksiyonu SV (I) smifina aittir denir. Ayrica yukaridaki esitsizlikten h(t) = % i¢in

Godunova-Levin fonksiyonu, s € (0,1] i¢in h(t) = t° yazilirsa s-konveks fonksiyon

ve h(t) = 1 igin P-fonksiyonu elde edilir [18].

Teorem 3.1.4.1. Eger her a <b i¢in f € SX(I) N L[a,b] ve h G) # 0 ise, bu

takdirde asagidaki esitsizlik mevcuttur [18]:

1 a+b 1 b L
2 (%)f< 2 )Sb—aLf(x)de(f(a)"‘f(b))foh(t)dt.

3.1.5. (p, h)-Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda (p, h)-konveks fonksiyonun tanimi ve bu tip fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard esitsizligi verilmistir.

Tamim 3.1.5.1. I,] < R reel bir aralik, (0,1) €] ve h:] - R, h Z 0 negatif olmayan
bir fonksiyon olsun. Bu durumda her x,y € I ve t € [0,1] i¢in asagidaki esitsizligi
saglayan negatif olmayan f:I - R fonksiyonuna (p,h)-konvekstir veya f
fonksiyonu ghx (h, p, I) sinifina aittir denir:
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f((tx? + (1 = )yP)"P) < h()f (x) + h(1 = Of ()
Ayrica yukaridaki esitsizlik ters cevrilirse bu fonksiyona (p, h)-konkavdir veya f
fonksiyonu ghv(h, p, I) smifina aittir denir [19].

Teorem 3.1.5.1. Eger her a < b igin f € ghx(h,p,1) N L[a,b] ve h (3) # 0 ise, bu

2

takdirde agagidaki esitsizlik mevcuttur [19]:

1 aP + pP 1/p p b B )
Zh(%) f<< 2 ) ) =pr apfa xPHf(0dx < (f(a) +f(b))f0 h(t)dt.

3.1.6. ikinci anlamda s-Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard

Esitsizligi

Ikinci anlamda s-konveks fonksiyonun tanimi daha énce Tanim 3.1.4.2°de verilmis
olmasina ragmen konu biitliinliigli acisindan bu kisimda tekrarlanmistir ve bu tip

fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi verilmistir.

Tanim 3.1.6.1. s reel say1 olmak iizere s € (0,1] ve f: [0, ) — [0, o) bir fonksiyon
olsun. Bu durumda her x,y € [0,0) ve t € [0,1] i¢in asagidaki esitsizligi saglayan f
fonksiyona ikinci anlamda s-konveks fonksiyon veya f fonksiyonu K2 simifina aittir
denir:

fltx+ (A =0)y) st°f(x) + A - f(¥)
Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konkav
fonksiyon denir. Ayrica yukaridaki esitsizlikten s = 1 i¢in konveks fonksiyon elde

edilir [18].

Teorem 3.1.6.1. Eger her a < b ve s € (0,1) igin f € K2 N L[0, ») ise, bu takdirde
asagidaki esitsizlik mevcuttur [20]:

b 1 (P b
21 (22 )sb_af f(x)dxg%_
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3.1.7. m-Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda #mi-konveks fonksiyonun tanimi ve bu tip fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard esitsizligi verilmistir.

Tanim 3.1.7.1. b > 0 olmak tizere f:[0,b] - R bir fonksiyon ve m € (0,1] olsun.
Bu durumda her x,y € [0,b] ve t € [0,1] i¢in asagidaki esitsizligi saglayan f
fonksiyonuna #1-konvekstir denir [21]:

fltx +m(1—=1t)y) <tf(x)+m(1-1)f(y)
Acikea goriiliir ki, yukaridaki esitsizlikten 2 = 1 i¢in konveks fonksiyon elde edilir.

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde ise f fonksiyonuna #-konkavdir denir.

Teorem 3.1.7.1. f:[0,0) - R m-konveks bir fonksiyon, 0 < a < b ve m € (0,1]
olsun. Eger her x,y € [0, ) i¢in f € L[a, b] ise, bu takdirde asagidaki esitsizlik

mevcuttur [21]:

dx

a+by 1 fe+mf ()
f( 2 )Sb—aj; 2 -
cmrifi@sre) 7))

3.1.8. r-Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda r-konveks fonksiyonun tanimi ve bu tip fonksiyonlar i¢cin Hermite-

Hadamard esitsizligi verilmistir.

Tanmm 3.1.8.1. f:[a,b] € [0,0) - R, bir fonksiyon olsun. Bu durumda her
x,y € [a,b] ve t €[0,1] igin asagidaki esitsizligi saglayan f fonksiyonuna 7-
konvekstir denir:

EFEI"+ A -DlfMmINY",  r=*0
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Buradan r = 0 i¢in log-konveks ve r =1 i¢in konveks fonksiyon elde edilir.

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde ise f fonksiyonuna r-konkavdir denir [22].

Teorem 3.1.8.1. f:[a,b] € [0,0) - R, r-konveks bir fonksiyon ve 0 <7r < 1
olsun. Eger her x,y € [a,b] ve a <b iginf € L[a,b] ise asagidaki esitsizlik

mevcuttur [22]:

=

1 a r r r r 2
— fb fdx < (=) UF@I + G

3.1.9. ¢-Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda ¢-konveks fonksiyonun tanimi ve bu tip fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard esitsizligi verilmistir.

Tanmm 3.1.9.1.[a, b] c R reel bir aralik, f:[a,b] > R ve ¢:[a,b] = [a, b] birer
fonksiyon ve olsun. Bu durumda her x,y € [a,b] ve t € [0,1] igin asagidaki
esitsizligi saglayan f fonksiyonuna ¢-konvekstir denir:

f(te() + (1 - o) < tf(e) + (1 = f (o).
Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde ise f fonksiyonuna ¢@-konkavdir denir.
Ayrica yukaridaki esitsizlikte ¢ (x) = x ise konveks fonksiyon elde edilir [25].

Teorem 3.1.9.1. f:[a, b] = R @-konveks ve ¢:[a, b] = [a, b] siirekli bir fonksiyon
olsun. Eger her x,y € [a,b] ve a < b i¢in f € L[p(a), p(b)] ise asagidaki esitsizlik
mevcuttur [25]:

f <<p(a) + <p(b)> - 1 f“’“’) fle(@) + f(¢(b))_

2 ~ ) = 9(a) Jyw feodx < 2

Teorem 3.1.9.2. ] bir aralik, a,b €] i¢cin a < b ve ¢:] — R siirekli artan bir
fonksiyon olsun. f:1 € R — R fonksiyonu I = [a,b] ftizerinde ¢-konveks ise
asagidaki esitsizlik mevcuttur [26]:

¢(a) + ¢(b) 1 v® fle@) + fo®)
(052 s st | rene < e

¢(a)
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3.1.10. Preinveks Fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda preinvex fonksiyonun tanimi ve bu tip fonksiyonlar icin Hermite-

Hadamard esitsizligi verilmistir.

Tanmim 3.1.10.1. I ¢ R™ ve n:I X I — R" siirekli fonksiyon olsun. Eger Vx,y € I
ve t € [0,1] igin (y + tn(x, y)) € I ise [ ya n’ya gore inveks bir kiime denir. Her
konveks kiimenin n(x,y) = x — y fonksiyonuna gore inveks oldugu agiktir. Fakat
bunun tersi genelde dogru degildir. Mohan ve Neogy [28] tarafindan konulan
asagidaki kosulu n fonksiyonu saglamaktadir:
C Kosulu: I c R", n:1 X1 - R™"’ya gore inveks bir kiime olsun. Her u,v € I ve
A €[0,1] i¢in
nwu+An(w,u)) = —An(v,u)
r](v,u + An(v, u)) =1-n,u)
dir. C kosulundan her u, v € I ve 14,4, € [0,1] i¢in asagidaki esitlik elde edilir:
n(u+ A, n(w,w),u + A (,w) = Ay = 2,0,

Tamim 3.1.10.2. /| € R", n: I X I - R" siirekli fonksiyonuna gore inveks bir kiime

ve f:1 > R bir stokastik siire¢ olsun. Bu durumda her x,y € I ve t € [0,1] i¢in

asagidaki esitsizligi saglayan f fonksiyonuna 1’ya gore preinvekstir denir:
flx+tm(,x) <A -Df )+ tf ().

Ayrica f fonksiyonu, t € (0,1) sabit bir say1 ise t-preinvex ve t = 1/2 ise Jensen-

preinvex olarak adlandirilir. Eger n(y,x) =y —x ise, f konvekstir. Yukaridaki

esitsizlik yon degistirdiginde ise f fonksiyonuna prekonkavdir denir [28].

Teorem 3.1.10.1. f: [a,a + n(b,a)] €I — R, preinveks bir fonksiyon ve a,b € I
olsun. Ayrica 71 fonksiyonu C kosulunu saglasin. Eger her a < b igin f €

Lla,a +n(b,a)] ve n(b,a) > 0 ise, bu takdirde asagidaki esitsizlik mevcuttur [32]:

a+n(b,a)
2a +n(b, a) 1 f(a) + f(b)
f( . ) < D f feodx s B2
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3.2. Yontem

Bu calismada yontem olarak, fonksiyonlar i¢in yukarida verilen tanim ve teoremleri
stokastik siireglere uygulayabilmek ig¢in kuadratik orta anlamda yakinsama,
tiirevlenebilme ve integrallenebilme kavramlar1 kullanilmaktadir. Prof.Dr. Rovshan
ALIYEV’in Stokastik Siirecler Teorisi isimli kitabinda bu kavramlarin tanimlari

asagidaki gibi verilmektedir [55]:

Tanmm 3.2.1. Ayni bir (©, 3, P) olasilik uzayinda {X,}, n = 1 rastgele degiskenler
dizisi ve X rastgele degiskeni verilsin. Bunun yani sira E|X,,| < o ve E|X| < o

olsun. Eger 0 < r < co ve n — oo iken
ElXy = XT" = [ %) = X(@)I"dP(@) = 0
ise, bu takdirde {X,} dizisi X’ye r. mertebeden orta anlamda yakinsiyor denir ve bu

Ly ; .1 .
yakinsama n — oo iken X,, — X seklinde yazilir. Bu yakinsama ¢esidine analizde L,
anlaminda yakinsama denir. Ozel olarak r = 2 oldugunda bu yakinsamaya kuadratik
orta yakinsama denir. Bu yakinsama

LimX,=X

n—oo

seklinde yazilir. Burada Li.m. “limit in mean” kelimelerinin kisaltmasidir.

Tanmm 3.2.2. (Q, 3, P) olasilik uzayinda t € T S R olmak {izere {X,(t,w)}, n > 1
stokastik siirecler dizisi ve X(t,w) stokastik siireci verilsin. Bunun yani sira
E|X,(t,w)| < oo ve E|X(t,w)| < oo olsun. Eger V t € T igin
anrgoE X (t,w) —X(t,w))? =0
ise {X,,(t,w)}, n =1 stokastik siiregler dizisi, X(t, w) stokastik siirecine kuadratik
orta anlamda yakinsaktir denir ve
lT.ngan(t, w) = X(t, w)

ile gosterilir.

Tamim 3.2.3. X(t, w) stokastik siireci verilsin. Eger

gl_r)’% EXEt+A)—X()*=0 (3.2.1)
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ise, bu durumda X(t,w) stokastik siirecine t noktasinda kuadratik orta anlamda

stireklidir denir ve bu durum asagidaki gibi gosterilir:

l.Al_.)(T)nX(t + A) = X(t).

Tamm 3.2.5. (Q, S, P) olasilik uzayinda t € T € R olmak iizere X(t, w) stokastik
stireci verilsin. Eger mevcut ise, asagidaki limite X(t) = X(t, w) stokastik siirecinin
kuadratik orta anlamda tiirevi denir.
X(t+A)—-X(t)
m

L A = X'(t) (3.2.2)
Bu tanim1 asagidaki gibi yazmak miimkiindiir:
2
X(t+A)—X(t
limE ( ) ( )—X’(t) = 0. (3.2.3)

A—-0 A
(3.2.2) limitinin varhigi ve tekligi i¢in bir kosulun saglanmasi gereklidir. Bu limitin
varligt icin gerekli kosul ise X(t,w) stokastik siirecinin kuadratik orta anlamda

surekli olmasidir.

Tamim 3.2.6. Olasilik uzayinda t € T € R olmak iizere X (t, w) stokastik fonksiyonu
verilsin. Ayrica [u,v] araliginin pargalanisi u =ty <t; <t, < <t, =0,
Aty =ty — tr_1, k = 1,2, ....,n olmak tizere

AT, TRgrAnd =0
olsun. Bu durumda

n

v
Lim ) X(tg, w)At, =f X(t,w)dt
n—oo

u

k=1

esitligine X (t, w) stokastik fonksiyonunun [u, v] araligindaki integrali denir.

Bu tezde ¢alisma boyunca biitiin yakinsama, siireklilik, tiirev ve integral islemleri

kuadratik orta anlamda kullanilmistir.
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliim 6zgiin ¢aligmamizi icermekte olup, oncelikle Boliim 3’in ikinci kismindaki
bilgiler 15181nda, Boliim 3’in birinci kisminda verilen fonksiyonlara benzer sekilde
literatiirde tanimlanmis olan stakoastik siire¢lerin tanimi ve bu siirecler i¢in Hermite-
Hadamard esitsizligi kisaca sunulmustur. Ayrica calismamizin 6zglin  kismini
olusturan ve s6z konusu siiregler i¢cin Hermite-Hadamard esitsizliginin reel eksen

tizerinde genellestirmesi verilmistir.

4.1. Konveks Stokastik Siirecler icin Genellestirilmis Hermite-Hadamard

Esitsizligi

Bu kisimda, oncelikle bir konveks stokastik siirecin tanimi ve bu tip siiregler igin
Hermite-Hadamard esitsizligi kisaca verilmistir. Ayrica bu tip slirecler icin
genellestirilmis Hermite-Hadamard esitsizligi ise 6zgiin olarak Teorem 4.1.2°de elde

edilmistir.

Tanmm 4.1.1. I € R reel degerli bir aralik,t,s € [ ve X:I X2 - R bir stokastik
stiire¢ olsun. Bu takdirde her A € [0, 1] i¢in asagidaki esitsizligi saglayan stokastik
stirece konvekstir denir [61]:

XAt + (1= Ds,) < AX() + (1 = DX (s,0).
Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde konkav stokastik siire¢ elde edilir.. Eger

yukaridaki esitsizlikte A =% yazilirsa, bu siirece Jensen-koonveks stokastik siire¢

denir [62].

Lemma 4.1.1. X:[u,v] X2 - R [u,v] aralig1 lizerinde kuadratik orta anlamda
integrallenebilir konveks bir stokastik siire¢ ve u < v olsun. Bu takdirde agagidaki integral

esitlikleri mevcuttur [63]:

jo X(Qu + (1= Dv,)dA = fo X+ (1 = Dw)dA = % L vX(t,-)dt.
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Teorem 4.1.1. X: [u, v] X 2 = R konveks bir stokastik siire¢ ve u < v olsun. Eger X
stokastik stireci, [u,v] aralig1 ilizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilirse, bu

takdirde agagidaki esitsizlik mevcuttur [63]:

X (u “ZL ”,.) <- i uf:X(t,-)dt LX) erx @)

Teorem 4.1.2. X: [u, v] X 2 = R konveks bir stokastik siire¢ ve u < v olsun. Eger X
stokastik siireci [u, v] lizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilirse, bu takdirde

asagidaki esitsizlik mevcuttur:

%iX((tk_l; tk),‘)ﬁﬁf)((t;)dt

k=1

1 n—-1
< X ) +2 kle(tk,') + X)), (4.1.1)

Burada t, = u + k%, k=01,2,..n ne€Ndr

Ispat. X stokastik siireci [u,v] aralig1 iizerinde konveks oldugundan, [t,_;,t;] S
[u,v], k = 1,2,...,n alt araliklarinda da konvekstir. Bu nedenle her A € [0,1] i¢in

asagidaki esitsizlik yazilabilir:
XAt + (1 = Dity,) < AX(tg—1,) + (1 = DX (tg,)- (4.1.2)

X stokastik siireci [u, v] lizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilir oldugundan,
(4.1.2) esitsizligini [0,1] aralig1 iizerinde A parametresine gore integrali alinirsa
asagidaki esitsizlik elde edilir:

1

fX(/ltk_l + (1= Dty )dA <

0

X((tk—l)r') + X(tk,)
> .

(4.1.3)

(4.1.3) esitsizliginde t = Aty_; + (1 — D)t degisken doniisiimii yapilirsa, asagidaki

esitsizlik elde edilir:
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9%
f X(t)dt < tk_zﬁ (X(tk—lr') + X(tk:’))-

tg—1

Bu durumda (4.1.1) esitsizliginin sag tarafi, yukaridaki esitsizligin k’ya gore 1’den

n’e kadar toplami alinarak asagidaki gibi elde edilir:

n tk v n
b — tg—1
X@tydt = [ X(t,)dt < ) ————(X(tp-1,) + X (tx,")).
1 n
< Em}\?x{tk —tr_1} kZ(X(tk—p‘) + X(tk"))
=1

v—u

2n

n-1
X(to,) +X(t1,) + ) (X(tk—1,) + X(tr)) + X(tn—1,) + X(tn,-)]
k=2

v

- 414
— . (4.1.4)

n-1
X@W) +2 ) X(t) + X))
k=1

X stokastik siireci [t,_q,t;] araligi tizerinde konveks oldugundan, A € [0,1] i¢in

asagidaki esitsizlik yazilabilir:

tp—1t+t At + (1 = A)tp— 1=t + Aty
X(klz k’_)=X< k (2 Mt ( )1; k1’_>

S [ XAt + (1 — Dtg—1,) + X((A = Dty + Ati—q1,))]. (4.1.5)

N[ =

Son olarak, (4.1.2) ile (4.1.4) esitsizlikleri arasinda yapilan islemler (4.1.5)

esitsizligine uygulanirsa (4.1.1) esitsizliginin sol tarafi asagidaki gibi elde edilir:

v;uzn:x«%)) Sfx(t,-)dt.

k=1 u

Uyan 4.1.1. Teorem 4.1.2°de n = 1 yazilirsa, konveks stokastik siirecler i¢in Klasik

Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.
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4.2. Harmonik Konveks Stokastik Siiregler icin Genellestirilmis Hermite-

Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda, oncelikle bir harmonik konveks stokastik siirecin tanimi ve bu tip
stirecler i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi kisaca verilmistir. Ayrica bu tip siiregler
icin genellestirilmis Hermite-Hadamard esitsizligi ise 6zgiin olarak Teorem 4.2.2°de

elde edilmistir.

Tanmim 4.2.1. [ < R\ {0} reel bir aralik, X:1 X Q — R bir stokastik siire¢ olsun. Bu
takdirde her t,s € I ve A € [0,1] icin asagidaki esitsizligi saglayan X’e harmonik
konveks stokastik siire¢ denir [68]:

ts
X (m> < AX(s,) + (1 — DX(L..

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde harmonik konkav stokastik siire¢ elde edilir.

Lemma 4.2.1. [u,v] €1, X: [u,v] X2 - R, [u,v] aralif1 iizerinde kuadratik orta
anlamda integrallenebilir ve harmonik konveks bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde her
u < v asagidaki integral esitlikleri mevcuttur [68]:

]1X< uv )d/l—J X( uv )dxl— uv f”X(t,-)dt
o \Mu+(1-2v’ I VI G Cv-u), tz2 77

1

Teorem 4.2.1. [u,v] €1, X:[u,v] X2 > R, [u,v] aralif1 iizerinde kuadratik orta
anlamda integrallenebilir ve harmonik konveks bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde her
u < v i¢in asagidaki esitsizlik mevcuttur [68]:

2uv uv  (YX(¢t, X(u,)+ X,
X( ,-)s f ( )dts (u) +Xw ).
u+v v—u t2 2

u

Teorem 4.2.2. X: [u, v] x 2 = R harmonik konveks bir stokastik siire¢ olsun. Eger X
stokastik siireci, [u, v] lizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilirse, bu takdirde

her u < v i¢in asagidaki esitsizlik mevcuttur:
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1o X ()
2t 4t uv t,

(. )= [

n te_q + tk v—u t?

k=1 u

. _
<—|x@)+2) X(t,)+Xxw)| (4.2.1)
n ;

Burada t, = u; + kv_Tu, k=0,1,2,..,n néeNdmr

Ispat. X stokastik siireci [u,v] arah@: iizerinde harmonik konveks oldugundan,
[t te]l € [w,v], k=12,..,n alt araliklarinda da harmonik konvekstir. Bu

nedenle her A € [0,1] i¢in asagidaki esitsizlik yazilabilir:

L1tk
X (Atk_l Yy A)tk") <AX(te) + (A= DX(tpor). (42.2)

X stokastik siireci [u, v] lizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilir oldugundan,
(4.2.2) esitsizligini [0,1] araligi lizerinde A1 parametresine gore integrali alinirsa
asagidaki esitsizlik elde edilir:

1
i1tk X(tg—1,) + X (tg,")
fX Ate g + (1— A)tk") ah = 2 '

(4.2.3)
0

Tp—1tk

(4.2.3) esitsizliginde t = Atr1+(1-Dtr

degisken donilisiimii yapilirsa, asagidaki

esitsizlik elde edilir:

ty
X(t,)
f 2 dts Ztk 1t (X(tk 1) + X ().

te—1
Bu durumda (4.2.1) esitsizliginin sag tarafi, yukaridaki esitsizligin k’ya gére 1’den

n’e kadar toplami alinarak asagidaki gibi elde edilir:

n
b [ [ M St e

k=1 tk—l u

n
1 t, — t,—
< —max {M} Z(X(tk_l,‘) + X (t,"))
2 k tk—ltk =
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n-1
= o |X (o) + X (1) + ) (Kt + X)) + X (1) + X (s )]

k=2

(4.2.4)

. P +2nz_:X t) + X
- znuv (u,) & ( kl) (vr) .

X  stokastik siireci [ty_q,t;] araligi tizerinde harmonik konveks oldugundan,

A € [0,1] icin asagidaki esitsizlik yazilabilir:

X <tifk1;itfk> = %[X (xltk_l :If_(lfk— Dix )X (Atk_l tf(lfk— Dix )]

= % [XQty + (1 = Dtg-1,) + X((A = Dty + Aye—,7)]- (4.2.5)

Son olarak, (4.2.2) ile (4.2.4) esitsizlikleri arasinda yapilan islemler (4.2.5)
esitsizligine uygulanirsa (4.2.1) esitsizliginin sol tarafi asagidaki gibi elde edilir:

v_uzn:x (Ztk ltk (t)
nuv tk 1+tk

Uyan 4.2.1. Teorem 4.2.2°de n = 1 yazilirsa, harmonik konveks stokastik siiregler

icin klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

4.3. p-Konveks Stochastik Siirecler icin Genellestirilmis Hermite-Hadamard
Esitsizligi

Bu kisimda, p-konveks bir stokastik siirecin tanimi ve bu tip siirecler i¢cin Hermite-
Hadamard esitsizligi kisaca verilmistir. Ayrica bu tip siiregler i¢in genellestirilmis

Hermite-Hadamard esitsizligi ise 6zgiin olarak Teorem 4.3.2°de elde edilmistir.

Tamim 4.3.1. [ € (0, ), X: I X 2 = R bir stokastik siire¢ olsun. Eger her t,s € I,
A€ (0,1) ve p € R/{0} icin

X((AP + (1= D)sPHVP ) < AX(6) + (1 — DX(s,)
esitsizligi saglaniyorsa bu siirece p-konvekstir denir. Yukaridaki esitsizlik yon

degistirdiginde p-konkav stokastik siire¢ elde edilir. Ayrica yukaridaki esitsizlikten
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p = 1 icin konveks stokastik silire¢ ve p = —1 i¢in harmonik konveks stokastik siire¢

elde edilir [70].

Lemma 4.3.1. ] € (0,0), X:I X2 - R [u,v] lzerinde kuadratik orta anlamda
integrallenebilir bir p-konveks stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde her u < v i¢in asagidaki

esitlik mevcuttur [70]:

v 1 v —-Uu v - 1/p
4 ftp‘lX(t,')dt = fX (y vP + yup) | dy.
vP —uP ), v—u)J, v—u v—u

Teorem 4.3.1. X:[u,v] x2 = R p-konveks bir stokastik siire¢ olsun. Eger X
stokastik siireci, [u, v] lizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilirse, bu takdirde
her u < v i¢in asagidaki esitsizlik mevcuttur [70]:

1/p

uP + vP P Y X(u,-) + X(U,')
) )< P-1x(¢)dt < _
X(( > ) ) > pfut X(t,)dt >

Teorem 4.3.2. X: [u,v] S I x 2 = R p-konveks bir stokastik siire¢ ve u < v olsun.
Eger X stokastik siireci, [u,v] iizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilirse, bu
takdirde agagidaki esitsizlik mevcuttur:

n 1/p v
1 t? 4 tP
_z X k-1~ k c < Lf tp_1X(t,' )dt
n L 2 vP —ub

k=1 "

n-1
Xw)+2 ) X(t,)+X(w)|. (4.3.1)

1

S _

2n

Burada t;, = u + k%, k=01,2,..n ne€Ndr

Ispat. X stokastik siireci [u, v] aralig1 iizerinde p-konveks oldugundan, [ty_q,tx] €
[u,v], k = 1,2, ...,n alt araliklarinda da p-konvekstir. Bu nedenle her A € [0,1] i¢in
asagidaki esitsizlik yazilabilir:

X((Ath_ + A=) S AX(ter) + A - DXt (432)
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X stokastik siireci [u,v] lizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilir oldugundan,
(4.3.2) esitsizligini [0,1] aralig1 lizerinde A parametresine gore integrali alinirsa

asagidaki esitsizlik elde edilir:

X((tk—l)l') + X(tk!)
5 .

1

f X(E_, + 1= D) Par < (4.33)
0

(4.3.3) esitsizliginde ¢t = Ath_, + (1 — D)t} degisken doniisiimii yapilirsa, asagidaki

esitsizlik elde edilir:

ty

f P=1x (¢, )dt < th —thoy X((te—1)) + X(th)
) = p . 2 .

tr—1

Bu durumda (4.3.1) esitsizliginin sag tarafi, yukaridaki esitsizligin k’ya gore 1’den

n’e kadar toplam1 alinarak asagidaki gibi elde edilir:

L v n

n D __ 4P
Z j tP1x(t,)dt = f tp_lX(t,-)dtSZ%(X(tk_l,-)+X(tk,-)).

k=1 th_1 u k=1

1 (B-_ <%
< 5 max {T_} Z(X(tk—1r) + X (ty,"))
=1

P n-1
= an X(t(),) + X(tlJ) + (X(tk_l,') + X(tk,)) + X(tn—ll') + X(tnl)]
k=2
- n-1
=y ¥ +2 ;x(tk,-) +X(w)|. (4.3.4)

X stokastik siireci [t;_q, t;] aralig1 lizerinde p-konveks oldugundan, Lemma 4.3.1

ile y € [tyx_1, tx] icin asagidaki esitsizlik yazilabilir:

p bk

v p-1 )

v f tP71X(¢t,))dt
k k—1"Ytk—1

1 i — by te — 1/p
- —f X ([y kel gp g k=) t,f_l] ) dy. (43.5)
te = tk—1Jg_,  \Lk =tk b — tk—1
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(4.3.5) esitliginde y = %(tk_l +t;) +t degisken doniisiimii yapilirsa asagidaki

esitsizlik elde edilir:

23
_—tpf tP1X(t,)dt
k-1Yt

k-1
( ) 5
1 —tk tk—1 1 —t? p
=—f X —(t,f_1+t)+ 1) - |de
be = tiem1) Lot \\2 b= bt
( ) 5
1 ‘tk b1 1 tey — ¢ p
= X (tk 1+t£)+#t> - |dt
te — tees _tkl — tg-1
( ) 5
1 ‘tk tie-1 1 ty —t P
+— X (tk1+t,f)+¢t> | dt
(9% _tkl 0 — tg—1

1 1
2 5(te=te-1) 1 » 1 1/p
> —f X [— (eh_, + t}j)] clae=x(s(b_,+t8))
tk - tk—l 0 2 2

Bu durumda
1 1/p p tk
X ((E (t,zz_l + tg)) ,') < WJ tP=1X(t,)dt
k k—17tk-1

dir. Bu durumda (4.3.1) esitsizliginin sol tarafi, yukaridaki esitsizligin k’ya 1’den n’e
kadar toplam1 alinarak asagidaki gibi elde edilir:

n 1/p 4
vP —uP th_, +th
ZX <<"1—> ) < ftp_lX(t,')dt.
np 2

k=1 u

Uyan 4.3.1. Teorem 4.3.2°de n =1 yazilirsa, p-konveks stokastik siiregler icin

klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.
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4.4. h-Konveks Stokastik Siirecler i¢cin Genellestirilmis Hermite-Hadamard
Esitsizligi

Bu kisimda h-konveks bir stokastik siirecin tanimi ve bu tip siiregler i¢in Hermite-
Hadamard esitsizligi verilmistir. Ayrica bu tip siirecler i¢in genellestirilmis Hermire-

Hadamard esitsizligiise 6zgiin olarak Teored 4.4.2°de elde edilmistir.

Tanmim 4.4.1. I,] € R reel bir aralik, (0,1) €] ve h:J] - R, h # 0 negatif olmayan

bir fonksiyon olsun. Bu durumda her x,y € I ve A € [0,1] i¢in asagidaki esitsizligi

saglayan negatif olmayan X: I X 2 — R stokastik siirecine h-konvekstir denir:
X(At+ (A =Ds,) < h(DHX(t,) +h(A—-DX(,0).

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde h-konkav stokastik siireci elde edilir [71].

Teorem 4.4.1. X:I X - R h-konveks negatif olmayan bir stokastik siirec,
h:(0,1) = R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger X stokastik siireci, [u, V]

tizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilir ve h ( ) # 0 ise, bu takdirde her u < v

icin agagidaki esitsizlik mevcuttur [71]:

o 1(%))( (u er v,-> < i uj:X(t,-)dt < (X(w,) +X(v,) folh(/l) AL

Teorem 4.4.2. X:I X — R h-konveks negatif olmayan bir stokastik siireg,
h:(0,1) = R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger X stokastik siireci, [u, v]

izerinde kuadratik orta anlamda integralenebilir ve h ( ) # 0 ise, bu takdirde her u < v

icin asagidaki esitsizlik mevcuttur

Znh zx<<tk 1+tk> '>S%fx(t,')dt

n
k=1
1

f h(A)dA. (4.4.1)

0

< % X(w) + 2 kz:lx(tk,-) +X(,)

Burada t;, = u + kv_Tu, k=01,2,..n n€N’dr.
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Ispat. X stokastik siireci [u, v] aralig1 iizerinde h-konveks oldugundan, [tx_q,tx] S
[u,v], k = 1,2, ...,n alt araliklarinda da h-konvekstir. Bu nedenle her A € [0,1] i¢in

asagidaki esitsizlik yazilabilir:
X(Atpeq + (1 — Dt,) < hAA)X (1) + h(1 — DX (tr."). (4.4.2)

X stokastik siireci [u, v] lizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilir oldugundan,
(4.4.2) esitsizligini [0,1] aralig1 lizerinde A parametresine gore integrali alinirsa
asagidaki esitsizlik elde edilir:

1

1 1
j X(Atpg + (1 = Dt )dA < X(te_i) f R + X(t,) f h(1 — 1)dA
0 0

0
1

= (X(te-1) + X(t) [ hODAA (44.3)
0

(4.4.3) esitsizliginde t = Atj,_1 + (1 — D)t degisken doniisiimii yapilirsa, asagidaki
esitsizlik elde edilir:

t 1
[ x@ade < 6= D) + X)) [ AR
tr—1 0
Bu durumda (4.4.1) esitsizliginin sag tarafi, yukaridaki esitsizligin k’ya gore 1’den

n’e kadar toplami alinarak asagidaki gibi elde edilir:

n v n 1
Z j X(t,)dt = f X(t,)dt < Z(tk—tk_l)(X(tk_l,-)+X(tk,-)) f h(A)dA.
k=1 0

k=1 th_1 u

n 1
< max{ty = 1) ) (K(tio1,) + X(t) [ hODAA
k=1 0

n—-1

1
T2 XG0 + X+ Y (K1) + X (E)) + X (o) + X(tn,-)] f h(D)dA
k=2 0

T on

n—1 1
v—u
= |x@w) +2 ) X(tw)+X@)| [ h(DdA. (4.4.4)

32



X stokastik siireci [ty _q, ty] araligi tizerinde h-konveks oldugundan, A € [0,1] igin

asagidaki esitsizlik yazilabilir:

ty— t 1
X (L) < b (5) KO8+ Q= D) +X((A = D+ A1) (445)

Son olarak, (4.4.2) ile 4.4.4) esitsizlikleri arasinda yapilan islemler (4.4.5)

esitsizligine uygulanirsa (4.4.1) esitsizliginin sol tarafi asagidaki gibi elde edilir:

oS o

k=1 u

Uyan 4.4.1. Teorem 4.4.2°de n = 1 yazilirsa, h-konveks stokastik siiregler i¢in

klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

45. (p,h)-Konveks Stokastik Siirecler icin Genellestirilmis Hermite-
Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda (p, h)-konveks bir stokastik siirecin tanimi ve bu tip siiregler icin
Hermite-Hadamard esitsizligi verilmistir. Ayrica bu tip siirecler i¢in genellestirilmis

Hermite-Hadamard esitsizligi ise 6zgiin olarak Teorem 4.5.2°de elde edilmistir.

Tanmim 4.5.1. I,] € R reel bir aralik, (0,1) €] ve h:] - R, h # 0 negatif olmayan
bir fonksiyon olsun. Bu durumda hert,s € I ve t € [0,1] i¢in asagidaki esitsizligi

saglayan negatif olmayan X: I X 2 — R stokastik siirecine (p, h)-konvekstir denir:
1
X (O + (1= 057)P, ) < ROUX(E) + (1= VXG5,

Ayrica yukaridaki esitsizlikte p = 1 i¢in h-konveks, h(A) = 1 igin p-konvekstir ve

esitsizlik ters gevrilirse bu siirece (p, h)-konkavdir denir [72].

Lemma 4.5.1. X:I X2 - R (p, h)-konveks bir stokastik siire¢ ve h:(0,1) - R,
h G) # 0 negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger X stokastik siireci, [u,v] € I

tizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilirse, bu takdirde her u < v asagidaki

esitlik mevcuttur [72]:
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v 1 v —-Uu v — 1/p
P ftp‘1X(t,-)dt = —f x([Z==vp + yup] | dy
vP —u? J, v—uj, v—u v—u

Teorem 4.5.1. X: 1 X 2 - R (p, h)-konveks bir stokastik siire¢c ve h:(0,1) = R,
h G) # 0 negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger X stokastik siireci, [u,v] €I

lizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilirse, bu takdirde her u < v asagidaki

esitsizlik mevcuttur [72]:

1 y (up+vp>%. __p
2 () 2

v
P-1y(¢.
=5 _upfu tP~1X(t,)dt

<(X(w)+ X)) f h(A)dA.
0

Teorem 4.5.2. X:1 X 2 = R (p, h)-konveks bir stokastik siire¢ ve h:(0,1) = R,
h G) # 0 negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger X stokastik siireci, [u,v] € I

tizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilirse, bu takdirde her u < v asagidaki

esitsizlik mevcuttur:

2nh (5) Z

7) k=1

v

2 4 tP\P
x| (= —k c < P ftp_IX(t,' )dt
2 vP —ub

u

n—1 1
1
<|x@)H+2) x¢t,)+xw)| | h(dr. (4.5.1)

Burada t;, = u + k%, k=01,2,..n ne€Ndr

Ispat. X stokastik siireci [u,v] arahgi iizerinde (p,h)-konveks oldugundan,
[ti—1, te] € [w,v], k =1,2,...,n alt araliklarinda da (p, h)-konvekstir. Bu nedenle

her 1 € [0,1] i¢in asagidaki esitsizlik yazilabilir:

X (At + A =DE)) S kDX (ter) +h(A - DX (). (45.2)
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X stokastik siireci [u,v] lizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilir oldugundan,
(4.5.2) esitsizligini [0,1] aralig1 lizerinde A parametresine gore integrali alinirsa

asagidaki esitsizlik elde edilir:

1 1 1 1
f X(E_, + (1= DEYPA < X(tp_1,) f R + X(t,,) f h(1 — 1)dA
0 0 0

1
= (X(Ctr)) + X (81 f h()dA. (4.5.3)
0

(4.5.3) esitsizliginde ¢t = At}_, + (1 — )¢}, degisken doniisiimii yapilirsa, asagidaki

esitsizlik elde edilir:

i P D 1
j tP=1X (¢, )dt s%.(x((tk_l),-) + X(ty) f h(A)dA.
tr—1 0

Bu durumda (4.5.1) esitsizliginin sag tarafi, yukaridaki esitsizligin k’ya gore 1’den

n’e kadar toplam1 alinarak asagidaki gibi elde edilir:

v

n Lk
Z f tP=1x(t,)dt = f tP=1x(t,)dt
k-1

k=1¢ u

n

1
< Z % (X((te-n)) + X (ta)) f h(A)dA.
0

k=1

tp — tp
k p

n 1
(X(Ctaer)) + X (8 f h(A)da
= 0

k=1
P — yP g ;
- X(to) + X(t1) + Y (Xen) + X(60)) + X(tnr,) + Xt )| [ DA
k=2 0
P _ P nl '
Y W k) + 2 z X(te) + X(0,) f h(A)dA. (4.5.4)
k=1 0

X stokastik siireci [tj_q, t;] araligi lizerinde (p, h)-konveks oldugundan, Lemma

4.5.1iley € [ty_q, t;] icin asagidaki esitsizlik yazilabilir:
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2%
P f tP1X(t,)dt
t

D _ P
be = te1 ey
1 ti — by te — 1/p
= —f X( Y ktypy kT t}f_l] ) dy.  (4.5.5)
te = -1 Jgy,_, b — tg—1 b — tg—1

(4.5.5) esitliginde y = %(tk_l +t;) +t degisken doniisiimii yapilirsa asagidaki

esitsizlik elde edilir:

2%
Lf tP1X(t,)dt
t

D_ P
b — b k-1
1 1(tk tk—1) 1
PG —t
=—f X (—(tk1+t}f)+ k1t>
be = te—1J Jw-t)y) 2 !

(tr_ 1+t,’j)+ ~te 1t) dt
te — Tk

N[ =

1 %(tk_tk—ﬂ
-— X (
te — tr-1Jo

1 1(tk tk—1) 1
2V kT k-1 —t
+—f X < (tk1+t,’j)+ klt) dt
btk —tk—1 Jo

1 %(tk_tk—ﬂ
> 1J [2 (th_, +¢7)
(tx — tg—1)h (570

1 1/p
(( (th_ +t,f)> )
2h(2)
1 1/p p tx
— (( (tP_, t,f)) ,-)smft tP71X (¢, )dt

2h(3) k-1

Bu durumda

dir. Bu durumda (4.5.1) esitsizliginin sol tarafi, yukaridaki esitsizligin k’ya gore
1’den n’e kadar toplam1 alinarak asagidaki gibi elde edilir:

v

n 1/p
1 th_, +th p
- : p-1 .
7 EX (( > : Svp_upjt X(t, )dt.

znh(j) k=1 u
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Uyan 4.5.1. Teorem 4.5.2°’de n = 1 yazilirsa, (p, h)-konveks stokastik siirecler i¢in

klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

4.6. 1Tkinci anlamda s-Konveks Stokastik Siirecler icin Genellestirilmis

Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda ikinci anlamda s-konveks bir stokastik siirecin tanim1 ve bu tip siiregler
icin Hermite-Hadamard esitsizligi verilmistir. Ayrica bu tip siliregler igin
genellestirilmis Hermite-Hadamard esitsizligi ise 6zgiin olarak Teorem 4.6.2°de elde

edilmistir.

Tanmm 4.6.1. s reel say1 olmak tizere s € (0,1] ve X:[0,00) X 2 — [0,00) bir

stokastik siire¢ olsun. Bu durumda her u,v € [0,00) ve A € [0,1] igin asagidaki

esitsizligi saglayan X stokastik siirecine ikinci anlamda s-konvekstir denir:
X(Au+A-Dv,) <2Xw,)+ A -1D°X (v,)

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde X stokastik siirecine ikinci anlamda s-

konkavdir denir. Yukaridaki esitsizlikte s = 1 icin yazilirsa konveks stokastik siireg

tanimu elde edilir [73].

Teorem 4.6.1. X: [0,00) X 2 — [0, o) ikinci anlamda s-konveks bir stokastik siireg
ve s € (0,1) olsun. Eger X stokastik siireci, [u, v] € [0, ) {izerinde kuadratik orta
anlamda integralenebilirse, bu takdirde her u, v > 0 icin asagidaki esitsizlik mevcuttur
[73]:

X(u)+X ()
s+1 '

u+v 1
ron(45)
v

v
f X(t,)dt <
2 u

Teorem 4.6.2. X: [0,00) X 2 — [0, o) ikinci anlamda s-konveks bir stokastik siireg
ve s € (0,1) olsun. Eger X stokastik siireci, [u,v] € [0, ) lizerinde kuadratik orta

anlamda integralenebilirse, bu takdirde her u, v > 0 icin asagidaki esitsizlik mevcuttur:

251 teq +t 1 [
- ZX<(—" = k),-)sv_ujx(t;)dt

k=1 u
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n-—1

X(u, )+ZZX(tk,)+X(v . (4.6.1)

n(s +1)

Burada t;, = u + =0,1,2,..,n n € Ndir.

Ispat. X stokastik siireci [u, v] € [0, 0) aralig1 iizerinde ikinci anlamda s-konveks
oldugundan, [t;_4,t;], kK = 1,2, ...,n alt araliklarinda da konvekstir. Bu nedenle her
A=0,s €(0,1) ve u,v = 0 i¢in asagidaki esitsizlik yazilabilir:

XAty + (A — Dty,) S ASX(tg—q,) + (1 = DSX(tr,)- (4.6.2)

X stokastik siireci [u,v] € [0, 00) lizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilir
oldugundan, (4.6.2) esitsizligini [0,1] arali1 iizerinde a parametresine gore integrali

alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

f Xty 1 + (1 = Dt )dA
0

X (tg—1,7) + X (k)
s+1

< X(tr_1,) j 25dA + X ((t07) f (1 —)dA = . (463)
0 0

(4.6.3) esitsizliginde t = Aty_; + (1 — A)t, degisken doniistimii yapilirsa, asagidaki
esitsizlik elde edilir:

tk

tr =t X (tr—1,) + X (E,
fX(t,-)dts K 2k1 (tk 1S)+1 )
te—1

Bu durumda (4.6.1) esitsizliginin sag tarafi, yukaridaki esitsizligin k’ya gore 1’den

n’e kadar toplami alinarak asagidaki gibi elde edilir:

Z f X(t)dt = j X(e)dt < Ztk e (X o) T X “""))

k=1¢,_4 u k=1

1
2(s+ 5 ey max{ty — ty— 1}Z(X(tk 1)+ X ()
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n-1
v—u
= G+ D) X(to,) + X(t1,) + kzz(X(tk_l,.) + X(tk:')) + X(t,_1,) + X(tn,-)]
n-1
:& X(u-)+22x(t Y+ X, (4.6.4)
2n(s +1) ’ - ko )| 6.

X stokastik siireci [ty_q,tx] arali@i tizerinde s-konveks oldugundan asagidaki

esitsizlik yazilabilir:

Up_1+U X(up_q,") + X(uy,
X(k12 k'_)S (k1)25 (k).

Yukaridaki esitsizlikte up_q = At + (1 — Dt ve u, = At + (1 — Dty

degisken donilisiimil yapilirsa agsagidaki esitsizlik elde edilir:

¥ (tk—l + t; "> < X(/ltk_l + (1 — A)tk,') + X(/ltk + (1 — A)tk—lv‘).

3 = (4.6.5)

Son olarak, (4.6.2) ile (4.6.4) esitsizlikleri arasinda yapilan islemler (4.6.5)

esitsizligine uygulanirsa (4.6.1) esitsizliginin sol tarafi asagidaki gibi elde edilir:

25—1zn:X (tk_1+tk> < 1 j.]X(t')dt
n 2 " T v—u ’ '
u

k=1

Uyan1 4.6.1. Teorem 4.6.2’de n = 1 yazilirsa, s-konveks stokastik siiregler icin

klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

4.7. m-Konveks Stokastik Siirecler icin Genellestirilmis Hermite-Hadamard

Esitsizligi

Bu kisimda m-konveks bir stokastik siirecin tanimi ve bu tip siiregler i¢in Hermite-
Hadamard esitsizligi verilmistir. Ayrica bu tip siiregler i¢in genellestirilmis Hermite-

Hadamard esitsizligi elde edilmistir.

Tamm 4.7.1. v > 0 olmak iizere X:[0,v] X2 > R bir stokastik siire¢ ve m €
(0,1] olsun. Eger her t,s € [0,v] ve A4 € [0,1] igin
X(At+m(A—-A)s,) <AX(t,)+m(A—-1)X(s,)
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sartin1 saglaniyorsa bu silirece mi-konvekstir denir. Yukaridaki esitsizlikten m = 1
icin konveks stokastik siire¢ ve A = 1/2 i¢in Jensen m-konveks stokastik siire¢ elde

edilir [72].

Lemma 4.7.1. v > 0 olmak iizere X:[0,v] X 2 - R m-konveks bir stokastik siire¢
olsun. Eger X stokastik siireci, [u,v] € [0,v] lizerinde kuadratik orta anlamda

integralenebilirse, bu takdirde asagidaki esitlik mevcuttur [72]:

1 LA v
m 1 t
fx(zi+(1—/1)i,-)d/1=ﬂf X(t,-)dtz—f X(—,-)dt.
0 m m v—uju v—ul, \m

Teorem 4.7.1. v > 0 olmak iizere X: [0, v] X 2 > R m-konveks bir stokastik siire¢
olsun. Eger X stokastik siireci, [u,v] c [0,v] tlizerinde kuadratik orta anlamda

integralenebilirse, bu takdirde asagidaki esitsizlik mevcuttur [72]:

2 ') T v—u

X(u +v ) - 1 j”X(t,') + mX (%)
AR L(CPRLCOI. () :X(%r)

Teorem 4.7.2. v > 0 olmak iizere X: [0, v] X 2 > R m-konveks bir stokastik siire¢
olsun. Eger X stokastik siireci, [u,v] < [0,v] lizerinde kuadratik orta anlamda

integralenebilirse, bu takdirde asagidaki esitsizlik mevcuttur:

% i . <<tk_12+ tk>‘.> . i i va(t,-) + sz (%) y

k=1 u

n—-1
X)) +2 ) X(t) +X(@,)
m+1 k=1
<— o (4.7.1)
+m X(i )+2 X(t—k -)+X(i )
m’ m’ m’
i k=1
burada t, = u + kv;u, k=0,12,..n neNdr
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Ispat. X stokastik siireci [0, v] aralig1 iizerinde m-konveks oldugundan, [ty_q,tx] S
[0,v], k = 1,2, ...,n alt araliklarinda da m-konvekstir. Bu nedenle her A € [0,1] i¢in
asagidaki esitsizlik yazilabilir:

Up-1 + Uy 1 Uy
X (T’) < E [X(uk_l,-) +mX (a,)]
Yukaridaki esitsizlikte up_q = At + (1 =Dt ve u, = (1 — Dtg_q + Aty

degisken donlisiimii yapilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:
tr—1 +
x (=)
2

<1X(At +(1=Dt,) + X(1—/1tk—_1+/1t—k- 4.7.2
=75 k-1 )ty,) +m )m m’ . (4.7.2)

X stokastik siireci [u,v] € [0,v] tzerinde kuadratik orta anlamda integralenebilir
oldugundan, (4.7.2) esitsizligini [0,1] aralig1 lizerinde A parametresine gore integrali

alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

troy + by
* (=)
2

< j X(Atp_q + (1 = Dty )dA + mJ X ((1 ) i A—k,-> d/ll.
0 0 m m

2

Yukaridaki esitsizlikte birinci integralde t = At;,_q + (1 — A)t, ve ikinci integralde
t=01-21) tk?'l + /1%‘ degisken doniisiimii yapilarak, Lemma 4.1.1 ve Lemma 4.7.1

yardimiyla asagidaki esitsizlik yazilabilir:

dt.

t
ZLLRP J X +m (7.)
t

(tx — tk—l)X( > >

k-1

Bu durumda (4.7.1) esitsizliginin sol tarafi, yukaridaki esitsizligin k’ya gore 1’den

n’e kadar toplami alinarak asagidaki gibi elde edilir:

dt

n . t . v X(t- t .
jtk X(t,)+4;¢X(m,)dt=f X(t,)+4;¢X(m,)

k=1 tr—1 u

41



n n
tp,_1t+¢t tp,_1t+t¢t
= Z(tk —te-1)X (%J = max{ty — tk—l}z X(%:')

k=1 k=1

n
_v—u tk_1+tk
-— ZX( - ) (4.7.3)

k=1

X stokastik siireci [ty _q, t;] araligi tizerinde m-konveks oldugundan, A € [0,1] igin

asagidaki esitsizlik yazilabilir:
! XAt 1+ (1= Dtp,) +mX | (1= 2) bem1 5 b
> k-1 ks m e oy

< % [AX(tk_l,-) +m(1 =X C—Z) +m(1— )X (t"?‘l) + m2AX (%)]

Son olarak, (4.7.2) ile (4.7.3) esitsizlikleri arasinda yapilan islemler yukaridaki

esitsizlige uygulanirsa (4.7.1) esitsizliginin sol tarafi asagidaki gibi elde edilir:

1 ftk X(t) +mX (=)

dt
te = k-1 Jgy,_, 2
< X(tie) +2mX () , m G2) :mzx )| (47.4)
Benzer sekilde
() el ()

esitsizliginde u,_q = Aty + (1 — Dtp_1 , up = (1 — Dty + Aty_; degerleri yazilir

ve Lemma 4.1.1 ve Lemma 4.7.1 kullanilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

dt

1 e X&) +mx ()
t — by j 2
X(tg,) + mX (t/’;n—*) mX (t%") + m*X (tk—‘zl)

1
<= m . 7.
<> z + > (4.7.5)

tk-1

(4.7.4) ve (4.7.5) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

1 e X&) +mx ()
ft dt

tk—l - tk k-1 2
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1|[X(tk 1,)+X(tk,)+2m< ( ) ( ))

9| +m<<><>> |
)

<m+1 X(ty_q,) + X(ty,") ( ) (;—’;
-4 2

Bu durumda (4.7.1) esitsizliginin sag tarafi, yukaridaki esitsizligin k’ya 1’den n’e
kadar toplami alinarak asagidaki gibi elde edilir:

dt

1 vaﬁjﬁme(ﬁp)

v—u)l, 2

X(u,)+2 ) X(tg,)+X(w,)
</m+1 Z *

Uyan 4.7.1. Teorem 4.7.2’de n = 1 yazilirsa m-konveks stokastik siirecler icin

klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

4.8. r-Konveks Stokastik Siirecler icin Genellestirilmis Hermite-Hadamard

Esitsizligi

Bu kisimda r-konveks bir stokastik siirecin tanimi ve bu tip siiregler i¢cin Hermite-
Hadamard esitsizligi verilmistir. Ayrica bu tip siirecler i¢in genellestirilmis Hermite-

Hadamard esitsizligi ise 6zgiin olarak Teorem 4.8.2°de elde edilmistir.

Tammm 4.8.1.[u,v] €1, X:[u,v] X 2 - (0,00) pozitif bir stokastik siire¢ olsun.
Eger her t,s € [u,v] ve 4 € [0,1] i¢in

@AXEDT+ A =DXEHDY,  r=*0

[X(t,)]* X (s,)] A -0 (4.8.1)

X(At+ (1 -ADs,) < {
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sartt saglaniyorsa bu siirece r-konvekstir denir. Ag¢ik¢a goriilmektedir ki, (4.8.1)
esitsizligi ile r = 0 i¢in log-konveks stokastik siire¢ ve r = 1 i¢in konveks stokastik

siire¢ elde edilir [76].

Teorem 4.8.1. [u,v] S 1, X:[u,v] X2 - (0,0) r-konveks pozitif bir stokastik
stirec olsun. Eger X  stokastik siireci, [u,v] iizerinde kuadratik orta anlamda

integralenebilirse, bu takdirde, her u < v i¢in asagidaki esitsizlik mevcuttur [76]:

1

[“xeae < () @reeor + xwary:

v—u),

Teorem 4.8.2. [u,v] S 1, X:[u,v] X2 - (0,0) r-konveks pozitif bir stokastik
siire¢ olsun. Eger X  stokastik silireci, [u,v] lizerinde kuadratik orta anlamda

integralenebilirse, bu takdirde, her u < v i¢in asagidaki esitsizlik mevcuttur:

v—u

f X(e)dt < (—— Z(X(tk AT + K ()Y (48.1)

u

Ispat. X stokastik siireci [u, v] aralig1 {izerinde r-konveks oldugundan, [t,_q,t;] €
[u,v], k = 1,2, ...,n alt araliklarinda da r-konvekstir. Bu nedenle her 4 € [0,1] i¢in
asagidaki esitsizlik yazilabilir:
1

XAtg—g + (1 = Dtp,) < AUXE—r,)]” + (A — D[X @) (48.2)
X stokastik siireci [u, v] lizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilir oldugundan,
(4.8.2) esitsizligini [0,1] araligr iizerinde A parametresine gore integrali alinip
Minkowski esitsizligini kullanarak asagidaki esitsizlik elde edilir:

1

1 1
f XAter + (1 — Dty )dA < fo X (te—1,)] + (1 = DIX(te)])7dA

0
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<=

<

1 4 r 1 1 r
< AFX(tk_l,-)d/1> + (f (1 —/I)FX(tk,-)d/1> l . (4.8.3)
0 0

(4.8.3) esitsizliginde t = Aty_; + (1 — D)t degisken doniisiimii yapilirsa, asagidaki
esitsizlik elde edilir:

ty

[ x@aat < -t ()

tk—1

r 1/r
([X(tk—li')]r + [X(tk")]r) :

Bu durumda (4.8.1) esitsizligi, yukaridaki esitsizligin k’ya gore 1’den n’e kadar
toplam1 alinarak Lemma 4.1.1 yardimiyla asagidaki gibi elde edilir:

Zn: ij(t,-)dt = fX(t,-)dt

k=1 th_1 u

n 1/r
<Dt () )T + XD
k=1

1/r

< m’?x{tk - tk—l}( ([X(tk—l")]r + [X(tk")]r)l/r

r+1)

=~
||M:
ot

n

D @tV + X (@)D

k=1

Uyan1 4.8.1. Teorem 4.8.2’de n = 1 yazilirsa, r-konveks stokastik siiregler icin

klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

4.9. @-Konveks Stokastik Siirecler icin Genellestirilmis Hermite-Hadamard
Esitsizligi

Bu kisimda ¢-konveks bir stokastik siirecin tanimi ve bu tip siirecler icin Hermite-

Hadamard esitsizligi verilmistir. Ayrica bu tip siiregler i¢in genellestirilmis Hermite-

Hadamard esitsizligi ise 6zglin olarak Teorem 4.9.2°de elde edilmistir.
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Tamm 4.9.1. [u,v] € R reel bir aralik, X: [u,v] X 2 > R bir stokastik siire¢ ve
@:[u,v] - [u,v] bir fonksiyon olsun. Eger her t,s € [u,v] ve A €[0,1] igin
asagidaki esitsizligi saglayan X’e ¢-konvekstir denir:

X(Ap®) + (1 = De(s),) < AX(@(),) + (1 = DX(p(s),).
Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde X’e ¢-konkavdir denir. Ayrica yukaridaki
esitsizlikte @ (t) = t ise konveks stokastik siire¢ elde edilir [77]:

Lemma 4.9.1. X: [u, v] X 2 - R ¢@-konveks bir stokastik siireg¢ ve @: [u, v] = [u, v]
stirekli bir fonksiyon olsun. Eger her ¢(u) < ¢(v) igin X stokastik siireci, [u, V]
lizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilirse, bu takdirde asagidaki esitlik
mevcuttur [77]:

1

o) 1 . , »
mf Xlo(®))do(®) = fo X(Ap@) + (1 = Dp(v),)dA

o)

Teorem 4.9.1. X: [u,v] X 2 = R ¢@-konveks bir stokastik siire¢ ve ¢: [u, v] = [u, v]
stirekli bir fonksiyon olsun. Eger her ¢(u) < ¢@(v) igin X stokastik siireci, [u, v]
lizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilirse, bu takdirde asagidaki esitsizlik

mevcuttur [77]:

o) + o) 1 o) X(@w),) + (p(v),)
X< : ) =9 - <p(u)f X(p(0),)do(t) < . |

o)

Teorem 4.9.2. X: [u,v] X 2 - R ¢@-konveks bir stokastik siire¢ ve ¢: [u, v] = [u, v]
stirekli bir fonksiyon olsun. Eger her ¢(u) < ¢@(v) igin X stokastik siireci, [u, v]

lizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilirse, bu takdirde asagidaki esitsizlik

mevcuttur:
1% (¢ )+ (te) s
P \lg— A" _
éx(( ) ><m f X (0(9,)do(®)

< % X(pw),) +2 kzle((p(tk),') + X(p(), )]. (4.9.1)

Burada ¢ (t;) = @(u) + kw, k=0,12,..n ne€Ndr
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Ispat. X stokastik siireci [u, v] aralig1 iizerinde @-konveks ve ¢ siirekli bir fonksiyon
oldugundan, [¢(w),p(v)] aralign iizerinde de ¢-konvekstir O halde
[o(tr-1), (t)] € [e(w), p(v)], k = 1,2, ..., n alt araliklarinda da ¢-konvekstir. Bu
nedenle her A € [0,1] i¢in asagidaki esitsizlik yazilabilir:

X(A@(tk-1) + (1 = De(tr),) < AX(P(tk-1),) + (1 = DX (@(ty),). (4.9.2)

X stokastik siireci kuadratik orta anlamda integralenebilir oldugundan, (4.9.2) esitsizligini
[0,1] aralig1 iizerinde A parametresine gore integrali alinip Minkowski esitsizligini
kullanarak asagidaki esitsizlik elde edilir:

1

f X@p(ter) + (1 — D(ti),)dA <

0

X(@(te-1),) + X(@(ti).")
5 :

(4.9.3)

(4.9.3) esitsizliginde ¢(t) = A@(tx—1) + (1 — ) @(t;) degisken doniisiimii yapilirsa,
asagidaki esitsizlik elde edilir:

o(ty)

X(p(®),)de(t) <
o(tx—1)

o(tr) — e (tk—1)
2

(X (@tk-1.) + X (@(t),)).

Bu durumda (4.9.1) esitsizliginin sag tarafi, yukaridaki esitsizligin k’ya gore 1’den

n’e kadar toplami alinarak Lemma 4.9.1 yardimiyla asagidaki gibi elde edilir:

n e o(uz)
D f X(p(0),)dg(t) = f X(p(6),)de()
k=1 p(ty_1) p(u1)

< z @(tr) —290(tk—1) (X(@(te—1),) + X(@(t),).
k=1

N[ =

<

max{p(t) = Pt} ) (X (@), + X(@(6),)
k=1

X(@(t0)) + X (9(t1),)
_ o —p@| 7t

2n |+ z (X(@(tk-1)) + X(@(t1),)) + X (@(tn-1),) + X (@(tn),))

k=2
v) — p(u)
=% X(p),) +2;X<<p<tk),'> +X(@W),)|. (494
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X stokastik siireci [@(tx_1), ¢(tr)] € [e(w), p(v)], k = 1,2, ..., n alt araliklarinda ¢-
konveks oldugundan, her A € [0,1] i¢in asagidaki esitsizlik yazilabilir:

¥ <<P(tk—1) + @ (ty) > _x <)L<P(tk) + (1= Do (tr-1) N A =Dty + 2p(tr-1) >
2 ’ 2 2 ’

1
=3 [XQot) + (1 = De(te—1),) + X((1 = De(ty) + 29(te—1),))].  (4.9.5)
Son olarak, (4.9.2) ile (4.9.4) esitsizlikleri arasinda yapilan islemler (4.9.5)
esitsizligine uygulanirsa (4.9.1) esitsizliginin sol tarafi asagidaki gibi elde edilir:

o (uz)

o) — o)\ [ (9 (ter) + 0t |
- ;x(( > ))s j X (t,)dt.

o(uq)

Uyan1 4.9.1. Teorem 4.9.2°de n = 1 yazilirsa, ¢-konveks stokastik siirecler i¢in
klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

4.10. Preinveks Stokastik Siirecler icin Genellestirilmis Hermite-Hadamard

Esitsizligi

Bu kisimda preinvex bir stokastik silirecin tanimi ve bu tip siirecler i¢in Hermite-
Hadamard esitsizligi verilmistir. Ayrica bu tip siirecler i¢in genellestirilmis Hermite-

Hadamard esitsizligi ise 6zgiin olarak Teorem 4.10.2°de elde edilmistir.

Tammm 4.10.1. [ ¢ R*, Tanim 3.1.10°daki C kosulunu saglayan n:I1 X1 = R"
siirekli fonksiyonuna gore inveks bir kiime ve X:I X 2 - R bir stokastik siire¢
olsun. Eger her t,s € I ve A € [0,1] i¢in asagidaki esitsizligi saglayan X e n’ya gére
preinvekstir denir:

X(t+ (s, t),) < (A —-1X(,)+ 21X (s,). (4.10.1)
Eger A sayist (0,1) arasinda sabit bir say1 ise slire¢ A-preinvex stokastik siire¢ ve
A = 1/2 ise, siire¢ Jensen-preinvex stokastik siire¢ olarak adlandirilir. Eger n(s,t) =

s — t ise X(t,*) bir konveks stokastik siirectir [79].
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Lemma 4.9.1. X:[u,u +n(v,u)] x 2 - (0,00) preinveks bir stokastik siire¢ ve
n(v,u) > 0 fonksiyonu C kosulunu saglasin. Eger X stokastik siireci, [u,u +
n(v, u)] tizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilirse, bu takdirde asagidaki esitlik

mevcuttur [79]:

u+n(v,u) 1 L
1
f X(t,)dt = f X(u+An(v,w),)dA = f X+ An(u,v),)dA.
n(v,u) J 0 0

Teorem 4.10.1. X:[u,u +n(v,u)] x 2 - (0,0) preinveks bir stokastik siire¢ ve
n(v,u) > 0 fonksiyonu C kosulunu saglasin. Eger X stokastik siireci, [u,u +
n(v,u)] Ulzerinde kuadratik orta anlamda integralenebilirse, bu takdirde asagidaki

esitsizlik mevcuttur [79]:

u+n(v,u)
2u +n(v,u) ) 1 f X(w)+X(w,)
)< . < .
X( N < X(t,)dt < _
u

Teorem 4.10.2. X:[u,u +n(v,u)] x 2 - (0,) preinveks bir stokastik siire¢ ve
n(v,u) > 0 fonksiyonu C kosulunu saglasin. Eger X stokastik siireci, [u,u +
n(v,u)] tzerinde kuadratik orta anlamda integralenebilirse, bu takdirde asagidaki

esitsizlik mevcuttur:

u+n(v,u)

) 2t,- e
n(i;u)kz_l)((( tk 1+772(tk tk 1)>,->s f X (t)dt
Sn(;u) X(u,')+2;X(tk,')+X(v,') : (4.10.1)

Burada t;, = u + k@, k=012,..,nu<wvné€Ndr

Ispat. X stokastik siireci [u,u +n(v,u)] aralig1 iizerinde preinveks oldugundan,
[ttt + 0t te—)] € [w,u +n(v,w)], k=1,2,..,n alt araliklarinda da

preinvekstir. Bu nedenle her A € [0,1] i¢in asagidaki esitsizlik yazilabilir:
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X(tk—l + An(tk, tk—l)J') < /1X(tk,) + (1 - /1) X(tk—lr')- (4102)

X stokastik silireci kuadratik orta anlamda integralenebilir oldugundan, (4.10.2)
esitsizligini [0,1] aralig1 iizerinde A parametresine gore integrali alinirsa agagidaki

esitsizlik elde edilir:

1

fX(tk—l + AN (L, tg—1),)dA <
0

X(tr—1,) + X (t,)
2

. (4.10.3)

(4.10.3) esitsizliginde t = tp_; + An(ty, tx_1) degisken doniisimii yapilirsa,
asagidaki esitsizlik elde edilir:

tr—1+n (e tr—1) ot s)
j X(t,)dt < n"% (X (tp_1,) + X (). (4.10.4)

tg—1

Bu durumda (4.10.1) esitsizliginin sag tarafi, yukaridaki esitsizligin k’ya gore 1’den

n’e kadar toplami1 alinarak Lemma 4.10.1 yardimiyla asagidaki gibi elde edilir:

n te—11N(tetk-1) u+n(vu) n (tut
Z f X(t,)dt = f X(t,)dt < Z nk'Tk_O(X(tk_l,-) + X (ty,").
k=1 tr—1 u k=1
1 n
< 5 max{n(ti tk_l)}kZ(X(tk_l.-) + X ()
=1
n-1
nw,uw
= [XC0) + X)) + ) (X(ter) + X (0) + X (tn-1,) + X ()
k=2
n(v,w) S
== xw) + 2 ;X(tk,-) + X, (4.10.5)

X stokastik siireci [tr_q, tx—1 + N(tx, tk—1)], kK = 1,2, ..., n alt araliklarinda preinveks
oldugundan, her 1 € [0,1] i¢in asagidaki esitsizlik yazilabilir:

¥ <2tk—1 + (e, t—1) ) B X<tk—1 + AN(tk, te—1) | ti—1 + AN(tp, tr—1) )
2 ") 2 * 2 g

N| =

< S [X (1 + ANy, te—1),) + X (1 + ANy, tie—1),)]- (4.10.6)
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Son olarak, (4.10.2) ile (4.10.4) esitsizlikleri arasinda yapilan islemler (4.10.6)

esitsizligine uygulanirsa (4.10.1) esitsizliginin sol tarafi asagidaki gibi elde edilir:

W) [(2 Cote\ N

v, U t,_1 + ty, th_

n Zx<< k-1 772 fo k-1 >>s f X (t,)dt.
n k=1 u

Uyan 4.10.1. Teorem 4.10.2°de n = 1 yazilirsa, preinveks stokastik siirecler igin

klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde literatirde mevcut olan konveks, harmonik konveks, p-konveks, h-
konveks, (p, h)-konveks, s-konveks, m-konveks, r-konveks, ¢-konveks ve
preinvex fonksiyon ve bu fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi kisaca
sunulmustur. Bu c¢aligmanin 6zgiin kismi olan arastirma bulgularinda ise, yukarida
bahsi gecen konvekslik ¢esitleri i¢in stokastik siiregler verilmistir. Ayrica bu stirecler

icin genellestirilmis Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir.
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