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BAZI KONVEKS STOKASTIK SURECLER ICIN
KESIRLI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

OZET

Bu tezin amaci, baz1 konveks stokastik siirecler i¢in kesirli integral esitsizlikleri elde
etmektir. Bu tezin giris boliimiinde, kisaca konvekslik ve kesirli analiz ile ilgili
bilgilere yer verilmistir. Ikinci béliimde, tezin konusu ile ilgili temel kavramlar
sunulmustur. Materyal ve yontem kisminda ise stokastik siirecler i¢in kuadratik orta
anlamda yakinsama, siireklilik, tiirevlenebilme ve integrallenebilme kavramlari
verilmigtir. Arastirma bulgular1 boliimiinde ise stokastik siire¢ler i¢in kuadratik orta
anlamda kesirli tiirevlenebilme, kesirli integrallenebilme kavramlari tanimlanmis ve
konveks, preinveks, harmonik konveks, p-konveks, ikinci anlamada s-konveks
stokastik siireclerin her birisine ait ayr1 ayr1 Hermite-Hadamard tipli kesirli integral
esitsizlikleri elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Konveks, Preinveks, Harmonik Konveks, p-Konveks, ikinci

anlamada s-ko_nveks, Stokastik Siiregler, Hermite-Hadamard Esitsizligi, Kuadratik
Orta Anlamda Integral.
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FRACTIONAL INTEGRAL INEQUALITIES FOR SOME
CONVEX STOCHASTIC PROCESSES

SUMMARY

The aim of this studyis to obtain fractional integrable inequalities for these
stochastic processes. In the introduction part of this thesis, information about
convexity and fractional analysis is given briefly. In the second part, the basic
concepts related to the subject of the thesis are presented. In the material and method
part, the concepts of quadratic convergence, continuity, differentiability and
integrability are given for stochastic processes. In the research findings section, the
concepts of quadratic intermediate fractional differentiation and fractional
integrability were defined for stochastic processes and Hermite-Hadamard type
fractional integral inequalities were obtained for each of the convex, preinvex,
harmonic convex, p-convex, and second meaning s-convex stochastic processes.

Keywords: Convex, Preinvex, Harmonically Convex, p-Convex, s-Convex in the
Second Sense, s-Convex, Stochastic Processes, Hermite-Hadamard Inequality,
Mean-square Integrable.
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BOLUM 1. GIRIS

Konveksligin ilk temelleri Yunan filozoflar tarafindan atilmistir. Yunanlilarin
matematige en onemli katkilarindan biri de Euclid’in [1] “Elements” adli kitabidir.
Konveksligin ilk tanim ve gosterimleri bu kitapta bulunmaktadir. Bu konudaki daha
kesin bir tanim1 ise Archimedes’in [2] “On The Sphere and Cylinder” adli eserinde

de bulmak mimkiindiir.

Esitsizlik teorisi Gauss, Cauchy ve Chebyshev ile gelismeye baslamistir. Esitsizlik
teorisiyle yakindan iliskili olan konvekslik kavrami gbéz Oniinde bulundurularak
bir¢cok calisma yapilmistir. Bunun en 6nemli 6rneklerinden biri Ekim 1881 yilinda
Hermite’in (1822-1901) Journal Mathesis adl1 dergiye gonderdigi konveks fonksiyon
icin Hermite-Hadamard esitsizligidir. [a, b] araliginda tanimli her reel konveks

fonksiyon i¢in meshur Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki gibidir [3]:

b
b 1 b
f(a;r )Sb_aff(x)dng(a);rf( )

19. ve 20. yiizyilda bulunan esitsizliklerin bir kismi konveks fonksiyonlarla
iligkilendirilerek temel esitsizlikler haline gelmistir. Bu tiir esitsizlikleri konu alan ilk
temel calisma 1934’te Hardy, Littlewood ve Podlya [4] tarafindan yazilan
“Inequalities” adl1 kitaptir. Ikinci ¢alisma ise Beckenbach ve Bellman [5] tarafindan
1961°de yazilan, 1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen yeni esitsizliklerin
sonuglarini igeren, “Inequalities” adli eserdir. Bunu Mitrinovi¢’in [6] 1970 yilinda
yayinladigr ve ilk iki kitapta bulunmayan farkli konulara da yer verdigi “Analytic
Inequalities” isimli kitab1 takip eder. Konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler igeren
ilk kaynak ise “Convex Functions: Inequalities” basligiyla 1987 yilinda Pecari¢ [7]
tarafindan yazilmistir. Bu temel kaynaklarin yani sira Mitrinovi¢ [8,9] “Inequalities
Involving Functions and Their Integrals and Derivatives” ve “Classical and New
Inequalities in Analysis”, Pachpatte [10] “Mathematical Inequalities” ve Niculescu
and Perssons [11] “Convex Functions and Their Applications” literatiirde mevcut

olan diger kaynaklardir.



Hermite-Hadamard esitsizlikleri konusu Dragomir ve Pearce [12] tarafindan yazilan
"Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications" adli eserde

detayli olarak yer almaktadir.

Son yillarda, konvekslik ve esitsizlik kavramlari, optimizasyon ve matematiksel
programlama problemlerinin incelenmesinde daha genis bir ¢aligma imkan1 sagladigi
icin, Olasilik ve Istatistik Teorisi dahil olmak iizere bircok uygulama sahasinda
literatiirde 6nemli bir yere sahip olmustur. Bilhassa, stokastik siirecler i¢in stokastik
monotonluk ve konveksligi tanimlamak optimizasyonda oOzellikle optimal
tasarimlarda, olasiliksal nicelikler mevcut oldugunda sayisal yaklasimlar elde

edebilmek i¢in biiyiik 6nem tasimaktadir.

1980°de Nikodem [13], konveks stokastik siirecleri tanimlamis ve konveks stokastik
stirecler icin bilinen bazi 6zellikleri vermistir. Jensen-konveks, A-konveks stokastik
stirecler 1992°de Skowronski [14] tarafindan tanimlanmistir. Ayrica, Kotrys’in [15],
her reel konveks X stokastik siireci icin elde ettigi Hermite-Hadamard esitsizligi

asagidaki gibidir:

XWw)+X W)
> .

(u+v

1 v
,)s f X(t,)dt <
2 v—ul,

Ayrica, Okur ve ark. [16-21] Sarikaya ve ark. [16,22,23], Set ve ark. [24] farkli
konveks stokastik siireclere ait smiflar igin baz1 esitsizlikleri genisletmeye ve

genellestirmeye ¢aligmistir.

Kesirli analizin dogusundan kisaca bahsedelim[25]. L’Hospital, Leibniz’e 30 Eyliil

d"f(x)

1965’te yazdig1 bir mektuptaki n —inci dereceden tiirevi icin kullandigi T
notasyonunda n = 1/2 igin sonucun ne olacagini sorar. Lebniz’in cevabi “ileride bir
giin ¢ok giizel sonuglara yol acacak ancak simdilik bir paradoks” olmustur. Bu sozler

kesirli analizin dogusu olmustur.



Sekil 1.1. (G. Leibniz 1646-1716) (L’ Hospital 1661- 1704)

n ‘nin hangi tiir say1 oldugu diistiniilmiistiir.

Sekil 1.2. (P.S. Laplace 1749-1827)

1812°de, P.S. Laplace keyfi mertebeden bir kesirli tiirev almistir ve bu Lacroix’in
(1812) eserlerinde yer almistir. Tamsayili mertebe durumunu genislestirmistir. m bir

tam say1 olmak iizere y = x™ ile Lacroix, n —inci tiirevi kolaylikla elde etmistir:

dy  m! m—n -
dx"_(m—n)!x ’ me=.
Faktoriyel (tam Gamma fonksyonu) i¢in Legendre’nin semboliinii kullanan Lacroix,

su sonucu elde etmistir:

dy  I'(m+1)
dx"_F(m—n+1)x

m-—-n

Dahasonray = x ve n = 1/2 igin su 6rnegi vermistir:

d/2y B 2+/x
dx1/2
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Lacraoix’in kesirli tiirev tanimindaki adimlar Riemann-Liouville tanimi ile aym

sekilde verilmistir. Lacroix ‘in bu ifadesi Euler’in formiilii (1730) olarak da bilinir.

Kesirli analiz, tamsay1 mertebeli analizin bir genellemesidir: n bir tam say1 olsun ve
x’1 n kez kendisiyle ¢arptigimizi diisiinelim. Sonug olarak x™ elde edilir. n bir tam

say1 olmasa da bir sonucumuz var, ancak géziimiizde canlandirmakta zorlaniyoruz.

Tipki tam sayilarin aralarinda reel saylar mevcut oldugu gibi tam mertebeden
tirevlerin ve n —kath integrallerin arasinda da kesirli diferansiyeller vardir. Sayi

dogrusunda asagidaki genellestirmeleri kullanarak tam sayilardan reel sayilara

gecebiliriz.
A" =X.%.% .. X n tamsayidir.
n tane
x" = M) n reel sayidir.
n'=123.(n—1).n n tamsayidir.
n'=Tr(n+1) n reel sayidir.
I'(x) , Gamma fonksiyonudur. F(X)==~Gmtx_1e_tdtkﬁt

Ustteki genelleme ile tamsayilardan tamsay1 olmayan sayilara gecis, say1 dogrusunu
genel hale getirir. Asagidaki Sekil 1.3 say1 dogrusunu ve herhangi bir diferansiyeli
hesaplamak icin nasil genisletildigini gostermektedir. Negatif taraf integrasyonu

gosterirken pozitif taraf diferensiyellemeyi gosterir.

df d3f d3f
fi_i_l_l"' -
dt’dt?2’dt3

11



(_...,fdtfdtffdt,fdtffdt,ffdt,f

Ayni seyi say1 dogrusunda gosterildigi gibi differintegral notasyonda yazarsak sunu

elde ederiz:

d*f d°f df df & df
W7 el i ke

s — e
dt dt” dt

'
>
|
(%]
'
(=
e

v

4

INTEGRASYON TUREVLEME

Sekil 1.3. Say1 dogrusu ve Kesirli hesabin differintegrallere benzer interpolasyonu

Heaviside (1871) tam tiirev alma ve integrasyon ile kesirli operatorler arasinda bir
matematik evreni oldugunu, kesirli operatorlerin kendilerin bazen ileri dogru ittigini
ve digerleri kadar gergek oldugunu ifade etmistir. Kesirli analiz keyfi mertebeden
integrasyonlarin ve tiirev almalarin bir teorisidir. Tam sayili mertebeden tiirev almay1

ve n —Katli integrasyonu birlestirir ve genellestirir.

Sekil 1.4. (0. Heaviside 1850 — 1925)

12



Riemann-Liouville sag kesirli tiirevi ise agsagidaki gibidir:

Df‘f(t)— dt f( @ n—-1<a<n

t— T)a n+1

Burada n bir tam say1 ve a bir reel sayidir. Bu ileri dogru (sag tarafli) bir tiirevdir.
Riemann-Liouville kesirli integrasyonunu ise su sekilde kisaca agiklamak
miimkiindiir: n bir tam say1 ve a bir reel sayisi i¢in tekrarlayan n — katli integrasyon

faktoriyel ifadesi i¢in Gamma fonksiyonu yardimiyla,

DF(E) = IMF(E) = fult) = j (t - D" (D) dr

1)'
D10 = 170 = ful®) = =, j (t =D (@) de
seklinde ifade edilir. Burada
a—-1
q)a(t) = ?(a)

kuvvet fonksiyonu tanimlanarak f ile bu kuvvet fonksiyonunun konvoliisyonunu,

t

DEF (L) = by(t) * £(£) = f By (Of (t — D

0

seklinde tanmimlariz. Kesirli integral kuvvet fonksiyonu ile f(t) fonksiyonunun

konvolosyonu olarak asagidaki gibi temsil eder:

a—1

t
aDt_af(t) = (

t
1 -1
F(a)) SCEE Of (t - D (D).

Integralin alt smir olan @ = 0 Riemann sisteminde ilgili konvoliisyon tanimi ‘Laplace

Konvoliisyon’dur.

13
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INTEGRASYON TUREVLEME

0.7 123
(1) |« (m-a)=0.7

m=3

\J

(i1)

Sekil 1.5. Kesirli integralin sol tarafinda 2.3 mertebeden kesirli tiirevleme

Sekil 1.6. B. Riemann (1826-1866) ve J. Liouville (1809-1882)

Kesirli mertebeden sistemleri veye kesirli tiirevleri ve integrallari igeren sistemler pek
¢ok fen ve miithendidik alanlarinda ¢alisilmistir. Bunlar ve 6zel ilgi alanlari; Heaviside
1922, Bush 1929, Goldman 1949, Holbrook 1996, Starkey 1954, Carslaw ve Jeager
1948, Scott 1955 v Mikuniski 1959, Oldham ve Spanier 1974, Miller ve Ross 1993
yillarinda konuyla baglantili olduk¢a dnemli tartigmalar ortaya koymuslardir. Elektrik
miihendislerinin uzun elektrik devreleri (Heaviside 1922), elektrokimyasal siireg
(Ichise, Nagayanagi ve Kojima 1971; Sun, Onaral ve Tsao 1984) dielektrik
polarizasyonu (Sun, Abdelwehab ve Onaral 1984) renkli giirtiltii (Manderbolt 1967),
viskoelestik malzemeler (Bagley ve Calico 1991;Koeller 1986; Skaar, Michel ve
Miller 1988) ve kaoslar (Hartley, Lorenzo and Qammar 1995),elektromanyetik kesirli

14



kutuplar (Engheta 1999) bunllardan bazilaridir. Son {i¢ yiiz yilda uygulamali teori de
kesirli hesabin gelisimi boyunca N. Ya. Sonnin (1869), A.V. Letnikov (1872), H.
Laurent (1884), N. Nekrasov (1888), K.Nishimoto (1987), Kolwankar and Gangal
(1994), Oustaloup (1994), L.Debnath (1992), Igor Podlubny (2003), Carl Lorenzo
(1998), Tom Hartley (1998), R.K. Saxena (2002), Mariandi (1991), R.K. Bera and S.
Saha Ray (2005) ve daha birgok bilim insaninin kayda deger katkilar1 olmustur.

Giliniimiizde, literatiirde kesirli tiirevler ve integraller kullanilarak yapilmis bir¢ok
calisma mevcut olup Z. Dahmani[26], S.S. Dragomir[27], M.Z. Sarikaya’in [28] ,
Miller ve Ross [29], Katugampola[30,31] gibi dnemli isimler bu konulara katkilari

olmustur.
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BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Stokastik Siirecler ile Tlgili Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. J, Q # @ 6rnek uzayi {izerinde tanimlanmis bir o-cebir olmak tizere,
P:3 - R fonksiyonu agagidaki 6zelliklere sahip ise, P fonksiyonuna J {izerinde bir
“olasilik Olciisii” denir. P(A)’ya ise, “A olaymin olasilik 6l¢iisii” veya “A olayinin
olasilig1” denir [32]:

1) VAEJ icin P(4) =0,

2) P(Q) =1,

asagidaki esitlik dogrudur:
P Jan =) P,
n=1 n=1

Tamim 2.1.2. Q # @ bir 6rnek uzay, ’da tanimlanmis bir a-cebir ve P, I iizerinde
tanimlanmis bir olasilik 6l¢iisti olmak iizere, (2,3, P) Tgliisiine bir “olasilik uzay1”

denir [32].

Tanmim 2.1.3. (Q, 3, P) bir olasilik uzay1 ve ¢&:Q — R fonksiyonu Vx € R sayisi
icin {w:é(w) <x} E€J yani J-Olciilebilir ise, ¢ fonksiyonuna bir “rastgele
degisken” denir [32].

Tamim 2.1.4. (Q, S, P) bir olasilik uzay1 ve @ # T € R bir kiime olsun. Reel degerli
X(t, w) fonksiyonu, her t € T i¢cin Q kiimesinde tanimlanmis bir rastgele degisken
ise, bu fonksiyona bir “rastgele fonksiyon” denir. X(t, w), Y (t,w) sembolleri ile
gosterilebilir. Eger burada T = R* ise ve t parametresi zamani ifade ediyorsa, bu

durumda X (t, w) rastgele fonksiyonuna bir “stokastik siire¢” denir[32].
Tanim 2.1.5. X (t, w) bir stokastik siireg, t4, t, ..., t, € T olsun. Bu durumda
Fy, o6, 1y, xn) = Pl X (g, 0) < x4, ., X(t, @) < X5}, x; ER

fonksiyonuna “X(t, w) stokastik siirecinin n boyutlu dagilim fonksiyonu™ denir. Her

ty,tp, .., ty igin n boyutlu Fy , (xq,...,%,) fonksiyonlarinin {Ftl,...,tn (CT xn)},

16



n > 1 ailesine “stokastik siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlar1” denir ve bu

fonksiyon asagidaki 6zelliklere sahiptir [32]:
(1) Ftl,tz,...,tn(xlrxz ey Xp) = Fi totn (X1, X2 ey Xp—q, ),

(2) Ftl,tz,...,tn(xlﬂxz o Xp) = Ftil,tiz,...,tin (xil'xiy ---'xin)-

Teorem 2.1.1. {Ftl’___’tn(xl, ...,xn)}, t; €T, t; <--<t,,n =1 ailesi, yukaridaki 1.

ve 2. Ozelliklerine sahip olsun. Bu durumda asagidaki gibi yazilir:
P{lw: X (t1, w) < x1, .., X(tn, 0) < xp3 = Fy, e (X1, s Xp)

Bu teoreme gore, stokastik siire¢ ile onun sonlu boyutlu dagilimlart birbirlerini
birebir tanimlamaktadir. T ve D kiimesinin her biri hem kesikli hem de siirekli

olabilir [32].

Tanmm 2.1.6. T S N ise X(t,w)’e kesikli zamanli stokastik siire¢, T aralik ise
X(t, w)’e siirekli zamanh stokastik siire¢ denir. Eger X (t, w) stokastik siirecinin D

durum (degerler) kiimesi kesikli ise bu takdirde siirecin sonlu boyutlu dagilimlari
Pe,.e,(kyy o k) = Plw: X, (@) = kq, 0, X, (0) = kp )}t €T,n =12, ..,
olasiliklar1 ile tanimlanmaktadir[32].

Eger X(t, w) stokastik siirecinin D durum kiimesi sayillamayan sonsuz elemana sahip

ise bu takdirde stokastik siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonu:

X1 Xn

Feoot, (X, ) = f f P, 0, (U, e, Up)duy . duy,
—00 —00

olarak tammlanmaktadir. Burada P . (uy,...,uy), siirecin n boyutlu olasilik

yogunluk fonksiyonudur [32].

Tanmm 2.1.7. X(t,w) bir stokastik siire¢, F;(x) bu stokastik siirecin bir boyutlu

dagilim fonksiyonu olsun. Eger her t icin

17



+ oo + o0

f |x|dF:(x) < +0ise E(X(t,w)) = f xdF;(x)

—00 — 00

integraline “X (t, w) stokastik siirecinin beklenen degeri” denir. Stokastik siirecinin

beklenen degeri my (t) sembolil ile de gosterilmektedir [32].
2.2. Kesirli Analiz ile ilgili Temel Kavramlar

Tiirev, bir fonksiyonda bagimli bir degiskenin (y) bagimsiz degiskenine (x) gore ani

bir andaki degisme nispetidir. Tiirev hesaplama metodu,1666 yilinda Newton

n
tarafindan gelistirilip tiirev hesab1 icin kullanilan (d"y )/ (dx™) ifadesi ise ilk kez

Leibniz tarafindan kullanilmistir. Bir fonksiyonun birinci, ikinci, tiglincti, dordiincii
gibi tamsayr mertebeden tiirevlerinin nasil alindigi biliniyorken kesir mertebeden

tiirevi alinmasi sonralar1 bilinmistir[33].

Riemann, Griinwald, Letkinov, Liouville, Caputo, Euler, Abel, Fourier, Kobel,
Erdelyi, Hadamard, Riesz ve Laplace kesirli tiireve katki saglayan baslica

matematikgilerdir.

Kesirli tiirev; elektrokimya, biyoloji, biyomiihendislik, biyofizik, fizik, mekanik-
mekatronik gibi miihendisligin ve matematigin bir¢ok alaninda uygulanmaktadir. Bu

alanlardaki problemleri ¢6zmek i¢in yararl olmaktadir.

Kesirli tiirev, 300 yildan fazla siiredir, matematigin ilgi c¢ekici konularindan biri
olmustur ve bu ilgi her gecen giin artmaktadir. Bilim adamalar1 bu konuyla ilgili

calismalarda bulunmuslardir. Bu nedenle, farkli kesirli tiirev tanimlar1 mevcuttur[33].

Tamsay1 mertebeden tiirevlerin, cesitli fen alanlarinda uygulanan problemler ¢c6zmek
icin kullanimlarini 6nemli 6lciide basitlestiren fiziksel ve geometrik yorumlara sahip
olduklar1 bilinmektedir. Ancak, 300 yildan fazla siiredir, hem teoride hem de gergek
diinya sorunlarina uygulamalarda hizla biiyliyen bir alani temsil eden kesirli

mertebeden tlirevin kabul edilebilir geometrik ve fiziksel yorumu yoktu[33].
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Podlubny 2002’de sol tarafli ve sag tarafli Riemann-Liouvile kesirli integralleri i¢in
kesirli integral ve tlirevin geometrik ve fiziksel yorumlama problemini

Onermistir[34].

Bununla birlikte, Tavossali 2013 yilinda yapis oldugu c¢alismasinda [35], bir
polinomun grafigindeki teget dogrusunun 6zellikleri i¢in yeni bir geometrik yorumu,
bir iicgenin alani olarak tanimlamakta ve daha sonra bu alan arasindaki iliski bir
tiirev mertebesine gore incelenmektedir. Sonu¢ olarak, kesirli mertebeden tiirevin
0zel bir noktadaki teget dogrusu ile bu noktadan gecgen dik dogruyla ve yukaridan x
ekseniyle c¢evrelenen {iggenin alanindaki degisimini verdigi belirtilmektedir.
Alandaki degisim fiziksel bir 6zellik oldugundan kesirli tiirevlerin; 1sida, basingta,
gradiyet, diverjans vs. gibi miktardaki degisimi Olgmek icin kullanildigini
belirtmektedir. Kesirli tiirevin geometrik yorumuyla ilgili agik¢asi, tamsayi
mertebeden tiirevlere gore karsilastirilabilecek geometrik ve fiziki yorumlama eksigi

hala vardir.
Tamim 2.2.1. (Gamma Fonksiyonu)

Gamma fonksiyonu, pozitif n reel say1 degerleri i¢in asagidaki gibi tanimlidir.
I'(x) = f x" e *dx.
0

Pozitif n reel say1 degerleri i¢in asagidaki 6zellikler mevcuttur:

'n+ 1) =nl'(n),

oy L@+ D

Pozitif n reel say1 degerleri i¢in agsagidaki esitlik yazilabilir:

'n)=(-1).
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Tamm 2.2.2 (Euler Kesirli Tiirev)

Euler (2.2.1)’deki formiilii, Gamma fonksiyonun (2.2.2) o6zelligini kullanarak
(2.2.3)’deki gibi genellestirmistir.

&

n

T = k.(k—1)..(k—n+ 1Dx&™), (2.2.1)

Fk+1) =k (k—=1)..(k—n+DI(k—n+1), (2.2.2)

dmx* T+ 1)
dx" T(k—n+1)

x (k=) (2.2.3)
Buradaki gamma fonksiyonu asagidaki gibidir:
I'(x) = f t" e tdt.
0

Tanim 2.2.3 (Riemann- Liouville Kesirli Tiirev)

Kesirli tlirev tanimlar1 arasinda oldukca popiilerdirve n—1 < a <n i¢in asagida

belirtildigi gibidir:

Ripa - L (1)
"t T I'(n—a) \dt

Riemann- Liouville kesirli tlirevi sik¢a kullanilan bu tanim Cauchy formiiliinden
yararlanilarak elde edilmistir. Ilk olarak; F,f’ nin tersi olsun ve asagidaki gibi

tanimlansin:

dF (x)
dx

flx) = (2.2.4)

(2.2.4)’deki ifadenin her iki tarafinin a’dan x’e kadar integrali alinirsa asagidaki

esitlikler elde edilir:

[ rwac=ror,

a
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fxf(t)dt = F(x) — F(a).

a

(2.2.4)’deki ifadenin her iki tarafinin x’e gore tiirevi alinirsa asagidaki esitlik elde

edilir:
d (* _dF(x)
afa ftydt =——. (2.2.5)
V(x)
I = f(t)dt, (2.2.6)
U(x)

(2.2.6)’ daki integrali ele alalim. (2.2.6) denkleminde I fonksiyonu V(x) ve U(x)’e
baglidir. (2.2.6) denkleminin kismi tiirevi ise asagidaki gibidir:

Al ol v(x) ol oU(x)
dx dV(x) dx  oU(x) ox

Bu ifade (2.2.5) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir:

d V& o (V™ oV (x)
- tdt = —— t)dt
dx Jy f® AV (x) Jyee f® 0x
0 V() oU(x)
— t)dt ——=. 2.2.7
TG by, (OG5 (22.7)

(2.2.7) esitliginin sag tarafi, (2.2.5) 6zdesligi dikkate alinarak diizenleme yapilirsa
asagidaki esitlik elde edilir. Bu esitlikteki ‘- isareti (2.2.7) denkleminin sag tarindaki
son integral teriminin sinirlarin yer degistirilmesiyle elde edilmistir.

V(x)

d e du -
T )y, [OU = F D=7 (2:28)

a, b sabit sayilar olmak {izere, integral alma isleminin asagidaki (2.2.9) 6zelliginden

yararlanarak (2.2.10) integrali i¢in I = (x,V(x),U(x)) olduguna gore (2.2.7) ve
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(2.2.8) denklemlerinin daha kapali sekli (2.2.3.11) seklini alir ve bu ifade Leibniz

kurali olarak isimlendirilir.

b b
%f f(x,t)dtzf afg;'t)dt, (2.2.9)
V(x)
I = f(x, t)dt, (2.2.10)
U(x)

V(x)
U f 0f®D 4 2211)

ifV(x)f(x t)dt = f(x V)d—V—f(x U)—+
’ "l dx " dx ox

dx Jy(x) Ux)

n > 0 olmak iizere bir tam say1 , a sabit sayilar olmak iizere asagidaki integral

verilmis olsun.

L (x) = f (x - O™ (D).

Bu integralin Leibniz’in (2.2.11) denklemi kullanilacak olursa burada

F(x,t) = (x — )" 1f(t) oldugu goriilmektedir, I,,(x) tiirevi i¢in asagidaki sekilde

yazilir:

dl,(x)
dx

=(n- 1)J (x =" Hf(Odt + [(x = O f O]e=x - (22.12)

(2.2.12) esitliginin sagindaki ikinci ifadenin n > 1 i¢in sifira gittigi agiktir ve bu
nedenle n > 1 icin (2.2.13) ve n = 1 degeri i¢in ise (2.2.14) esitlikleri elde edilir.

dl(x) _
I (n—1)I,_1(x) (2.2.13)
dly (x) _
Ty = f(x) (2.2.14)
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(2.2.12) denkleminin k defa tiirevi alinirsa asagidaki ifade elde edilir:

drr,
Tk = m—1Dn-2)..(n—k),_x

k = n — 1 degeri i¢in daha kullanish olarak asagidaki ifade elde edilir:

dn_lln B

Tt = (= DL () (2.2.15)

(2.2.14) ifadesi goz online alinirsa agsagidaki denklem elde edilir:

d"l,
dx™

=nm-D!fx) (2.2.16)

Burada, n > 1 degerleri i¢in (2.2.15) ve (2.2.16) denklemleri kullanarak asagidaki
ifade elde ediir:

Li(x) = f f(x1) dxy

I(x) = Lx11(x1) dx; = Lx faxzf(xl)dﬂ dx;

1) = (n — 1)!jxjxn...fx3fxzf(xl)dxl dx, ...dx,.

a a a a

fxfxn...fo fxzf(xl)dxl dx, ...dx, = ﬁjj(x — oM@ (22.17)

Cauchy integrali olarak bilinen (2.2.17) denkleminin sag tarafi bir operator ile temsil
edilirse ve n yerine her degeri alabilen bir a degeri yazilirsa, bu durumda ifade

asagidaki ifadeye doniisiir:
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d*f
d(x —a)“

1 * —-a— .
= F(—a)fa (x — )~ * 1 f (t)dt; a<0

Yukaridaki ifade Riemann-Liouville kesirli integrali olarak isimlendirilir. Basit bir
matematiksel islem n > a olmak sartiyla negatif olmayan a degerleri i¢in asagidaki

gibidir:

daf dTl 1 X
= — )" E()de
dlx —a)® dx" lF(n—a)L (x=0) f®
Burada x = t ve integral i¢indeki t degeri yerine t = t degisken doniisiimii yapilir
ve diizenlenirse asagidaki denklem elde edilir ve bu denklem ise Riemann-Liouville

kesirli tiirevi olarak isimlendirilir:

'n—a) dt t —r)an+l

Tamim 2.2.4 (Kesirli Tiirevler icin Leibniz Kurali)

Iki fonksiyonun ¢arpiminin tiirev degerini bulmak igin kolaylik saglayan
Leibniz kurali, o6zellikle kesirli tiirevi bilinen bir fonksiyon ile bir polinomun
carpiminin kesirli tiirevini hesaplamak i¢in ¢ok kullanighdir. Eger f(t) ve g(t)
fonksiyonlarinin tiirevleri [a, t] araliginda siirekliyse Leibniz kurali esitlik (2.2.18)

ile ifade edilir. [34,36]

DGO () = ) g* (D1 (©) (2218)
0

Tamim 2.2.5 (Birlesik Fonksiyonlarin Kesirli Tiirevleri)

Birlesik fonksiyonlarin kesirli mertebeden tiirevleri i¢in kullanilan baglanti,
carpim halindeki fonksiyonlarin kesirli mertebeden tiirevlerini almak igin
gelistirilmis olan Leibniz kuralimin bir sonucu olarak elde edilir. Burada g(t)

fonksiyonu,
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g(®) = F(h(®)

seklinde diferansiyellenebilir h(t) fonksiyonu cinsinden verilen bir bilesik fonksiyon
ise g(t) fonksiyonunun a kesirli mertebesinden tiirevi, asagida verilen Bruno zincir

kurali olarak adlandirilan ifade yardimiyla hesaplanir.

DEF(h(t)) = ((I—_)a)

> g o X (50

Burada toplam, ¥*_; = ra, = k ve Y¥_, = a, = m olmak iizere a,a,,as, ..., a

g(t)

nin pozitif tam say1 degerleri iizerinden alinir.[34]

Ornek 2.2.1  f(t) = t? fonksiyonunun % inci mertebeden tiirevini Riemann-

Liouville kesirli tiirev tanimiyla hesaplayalim.

Riemann- Liouville kesirli tiirevi asagidaki gibidir:

Burada,m =1, p = %Ve 0zel olarak a = 0 alinirsa asagidaki ifade elde edilir:

1 dj 2dt
Jrdt ), (t_T)%

Son denklemde (t — 1) = u?, —dt = 2udu degisken doniisiim yapilirsa asagidaki
ifade elde edilir:

1d fo—(t—uz)ZZudu
Vmdt Vt (uz)%

Gerekli matematiksel islemler yapildiginda f(t) = t? fonksiyonunun % inci

mertebeden tiirevi agsagidaki gibi elde edilir:
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8
DIf(t) = t\/\/_;

Simdi elde edilen 8;—\/\/; fonksiyonunun % inci mertebeden tlirevini hesaplayalim.

DIF(E) = L iftu 0T dr

rz) “

r (1) = +/ alinirsa asagidaki ifade elde edilir:

2

D%f(t)—g— EJ 1—-u) 2r2dr

T =t.uve dt = t.du degisken doniistiirmesi yapilirsa agagidaki ifade elde edilir:

Dh 8 d (', 4 124
2 = — == = 2 u2
f(@®) 3 T Ot (1-w)2uzdu

Buradan asagidaki esitlik oldugu goriiliir:
! 13 1 .3
f (1—u)zuz du=ﬁ(——+1,—+1>.
0 2 2
Asagidaki esitligi kullanilirsa,

r'(k).T(n)

Bk,n) = I'(k +n)

') 1Q)_ TR s

Gy F

(1 5) _
Al22) =
elde edilir. Sonug olarak asagidaki ifade elde edilir:

d 37T>_ 8 3m

D =3 () =
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Burada, f(t) =t? fonksiyonunun ard arda 2 kez % inci mertebeden tiirevi

alindiginda klasik tiirevdeki 1 inci mertebeden tiirevle ayni sonuca esit oldugu

gorilmektedir.
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BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Materyal ve Yontem

Bu calismada, kuadratik orta anlamda yakinsama, stireklilik, tlirevlenebilme ve

integrallenebilme kavramlar1 kullanilmaktadir.

Tanim 3.1.1 (Q, S, P) olasilik uzayinda {X,,}, n > 1 rastgele degiskenler dizisi ve X
rastgele degiskeni verilsin. Bunun yani sira E|X,| < o0 ve E|X| < oo olsun. Eger
0 < r < o ve n — o iken asagidaki gibi yaziliyorsa bu takdirde {X,} dizisi X’ye

r. mertebeden orta anlamda yakinsiyor denir.

E|X, — X|" = f X (@) — X()["dP(@) — 0

Ly . . g
Bu yakinsama n — oo iken X,, — X seklinde yazilir. Bu yakinsama c¢esidine
analizde L, anlaminda yakinsama denir. Ozel olarak r =2 oldugunda bu
yakinsamaya kuadratik orta yakinsama denir. Bu yakisama [.i.m,_,, X, =X

seklinde yazilir. Burada 1.i.m. “limit in mean” kelimelerinin kisaltmasidir[32].

Tamim 3.1.2 (Q,3, P) olasilik uzayinda t € T € R olmak iizere {X,(t,;)}, n>1

stokastik siire¢ler dizisi ve X (t,") stokastik siireci verilsin. Bunun yani sira
E|X,(t,)]| < o ve E|X(t,)| < o olsun. Eger V t € T igin

lim E (X,(t,) —X(t,))?=0

n—oo

ise {X,(t,)}, n = 1 stokastik siirecler dizisi, X (t,") stokastik siirecine kuadratik orta

anlamda yakinsaktir denir ve asagidaki gibi gosterilir[32]:
LimX,(t") = X(t"), (a.e.).
n—oo

Tanmm 3.1.3 X(t, w) stokastik siireci verilsin. Eger

gi_r)ré EX({t+A)—X(t)?=0
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ise, bu durumda X(t,7) stokastik siirecine t noktasinda kuadratik orta anlamda

stireklidir denir ve bu durum asagidaki gibi gosterilir[32]:

l.Ai_.)(r)n X(t+A)=X(t), (a.e.).

Teorem 3.1.1 Bir X(t,") stokastik siirecinin kuadratik orta anlamda siirekli olmasi
icin yeterli kosul, K(t;,t,) kovaryans fonksiyonunun Vt,,t, € T igin t; =t, =t

noktasinda siirekli olmasidir[32].

Tanmm 3.1.5 ((,3J, P) olasilik uzayinda t € T € R olmak iizere X(t,’) stokastik
slireci verilsin. Eger mevcut ise, asagidaki limite X (¢,") stokastik siirecinin kuadratik
orta anlamda tiirevi denir.

X(t+4) = X(©®) :

lim E A —X'(t)| =o.

Bu tanimi asagidaki gibi yazmak miimkiindiir:

X A) — X(t,
S = Z (t)=X’(tr), (a.e.).

Yukaridaki limitin varlig1 ve tekligi i¢in bir kosulun saglanmasi gereklidir. Bu limitin
varhigi i¢in gerekli kosul ise X (t,") stokastik siirecinin kuadratik orta anlamda stirekli
olmasidir ve yeterli kosul ise, K(t;,t,) kovaryans fonksiyonunun Vt;, t, € T igin

t; = t, = t noktasinda 2. mertebeden karisik tiirevinin mevcut olmasidir[32].

Tamim 3.1.6 Olasilik uzayinda t € T € R olmak {izere X(t,") stokastik fonksiyonu
verilsin. Ayrica [u,v] arah@min pargalanisi u=t, <t; <t, < <t, =,
Aty =ty — ty—1, k = 1,2,....,n olmak tizere lim,_,, maxy<,|At;| = 0 olsun. Bu

durumda X (t, w) stokastik fonksiyonunun [u,v] araligindaki integrali asagidaki gibi

tanimlanir[32]:
n v
Lim ) X(t,)At, = fX(t,-)dt, (a.e.).
| "
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Bu tanimi1 asagidaki gibi yazmak miimkiindiir:

fX(t,-)dt < fY(t,-)dt, (a.e.).

Bu limitin varligt i¢in gerekli kosul ise X(t,) stokastik siirecinin kuadratik orta
anlamda siirekli olmasidir ve yeterli kosul ise, K(t;,t,) kovaryans fonksiyonunun
Vti, t, €T igin t; = t, = t noktasinda 2. kath karisik integralinin mevcut olmasidir.

Ayrica X(t,”) < Y(t,7) icin asagidaki esitsizlik gecerlidir[32]:

n v 2
lim E Z X(t,) Aty — f x(tdt | | =o.
" k=1 u
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu kisimda, kuadratik orta anlamda kesirli tiirevlenebilme ve kesirli
integrallenebilme kavramlari verildikten sonra, baz1 konveks stokastik siirecler i¢in

kesirli integraller kullanilarak Hermit-Hadamard esitsizligi elde edilmistir.

Bilinmelidir ki, kovaryans fonksiyonun Ozelliklerinden ¢(t) rastgele olmayan bir
fonksiyon olmak ftizere Y(t,) = X(t,")+ @(t) stokastik siirecinin kovaryans
fonksiyonu Vt;,t, €T icin Ky(ty,t;) = Ky(t;,t,)’dir. Bu nedenle, X'(t,;) =
X(t)—E (X (t,-)) merkezlesmis siirecinin kovaryans fonksiyonu ile X (t,) siirecinin

kovaryans fonksiyonu aynidir. Yani Vt;, t, € T igin K- (t1,t;) = Kx(tq,t;) dr.

Buna gére, bazi teoremlerin ispatinda genelligi bozmadan ¥t € T i¢in E(X(¢t,)) = 0

oldugu varsayilabilir. Bu durumda, Ky (t;, t,) asagidaki gibi yazilabilir:

Kx(t1,t;) = E(X(w,t)X(w,t5)) — E(X(w,t1))E(X(w, t5))
= E(X(w, t)X(w, t,)).

4.1. Bir Stokastik Siirecin Kuadratik Orta Anlamda Kesirli Integrali ve Tiirevi

Yukaridaki boliimde verilen tanim kullanarak, bir stokastik siirecin kuadratik orta

anlamda kesirli integrali ve tiirevi asagidaki gibi tanimlanabilir:

Tanmm 4.1.1. X:[u,v] X 2 - R(t,") stokastik fonksiyonu verilsin. Ayrica [u,v]
araliginin  pargalanist u =ty <t; <t, < <t,=v, Aty =t, —ty_1, k=

1,2, ....,n olmak iizere lim,_,, maxy<,|At;| = 0 olsun. Bu durumda
.
1 n
limE —Z(t — ) X (6, )AL, — 15 X(¢,) =0, u<t,
n—oo ['(a) P u
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esitliklerine sirasiyla X(t,) stokastik siirecinin [u,v] araligindaki kuadratik orta

anlamda sag ve sol kesirli integrali denir ve @ € R* i¢in asagidaki gibi gosterilir:

t
e X(t) = %I(t —5)*1X(s,)ds, u<t, (a.e.),
1% X(t) = — v “1x(s,)d
LX) = mf(s —t) (s,))ds, t<v, (a.e.)
t

ile tamimlanir ve I'(@¢) Gamma fonksiyonu ve 13+ X(t,) =19- X(t,) = X(t,) dr.

Benzer sekilde

1 d ('X(s,)ds

2
; . — AN ) a y r
nll_r)rgoE <F(1—a)dt =57 u+X(t,)) 0, u<t, (a.e),

u

lim E L4 ["Xds X(t,) 2 =0, t<wv, (ae.)
anCI)-o F(l—a) dt . (S_t)a v ] =V, v, a. e.

esitliklerine sirasiyla X(t,-) stokastik siirecinin [u,v] araligindaki kuadratik orta

anlamda sag ve sol kesirli tiirevi denir ve @ € R™ i¢gin agagidaki gibi gosterilir:

D3+ X(t,) = T

ma u<t, (a.e.),

1 d ftX(s,-)ds

(t —s)*’

u

1 d (VX(s,)ds

P T T g, G-o

t<v, (a.e.).

Uyan 4.1.1.

i) Yukaridaki limitlerin varlig1 igin gerekli kosul, X (t,") stokastik siirecinin kuadratik
orta anlamda siirekli olmas1 ve yeterli kosul ise, K(t;,t,) kovaryans fonksiyonunun
Vti, t, €T i¢in t; = t, = t noktasinda iki katli sag ve sol kesirli integrallerinin ve

tirevlerinin mevcut olmasidir.
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ii) Ayrica X(t,) <Y(t) icin I+ X(t,) < L+ Y(t), L= X(t) <I-Y(t:) ve
D+ X(t,) < DJ+ Y(t,), DF- X(t,) < DF- Y(t,), (a.e.) dir

Teorem 4.1.1. (Q, 3, P) olasilik uzayinda tanimlt X: T X 0 — R stokastik siirecinin
kuadratik orta anlamda sag ve sol kesirli integrallerinin varlig1 icin yeterli kosul,
Vt;, t, € T igin K(tq,t,) kovaryans fonksiyonunun t; = t, = t noktasinda iki kath

sag ve sol kesirli integrallerinin mevcut olmasidir.

Ispat. Genelligi bozmadan Vt € T icin E (X (t,-)) = 0 olsun. Bu durumda X(t,-)
stokastik siirecinin kuadratik orta anlamda sag kesirli integralinin mevcudiyeti

asagidaki gibi gosterilebilir:

S
m;(ﬁ — t) ¥ X (ty, ) Aty

- (tz - tm)a_lx(tmf')Atm

=
(ﬁ)z Zl Zl(tz )2 @D (A 2 E[X (E )Xt )]
_ (%)ZZZ(Q — ) 2@ D (ALK (b, tr)
_ (ﬁ)z Zi@l — )%t — ) LAt Ay K (b )

= 1% (I% K)(ty, ty) — 215 (IS5 K)(ty, ty) + IS5 (IS5 K) (¢, t5) (4.1.1)
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(411)de t;=t, =t igin n—o ve m—oo iken limiti alinirsa,

lim,_ o maxy<,|At,| =0 ve limy,,_,o Mmax,<,|At,,| = 0 asagidaki esitlik elde

edilir:
2
| @ )Za — )% X (1) Bt
nll_r)rgoE -1 =0.
m—oo
Z (t = t2m)* ' X(tym, )AtZR
m:

Buradan, X(t,-) stokastik stirecinin kuadratik orta anlamda sag kesirli integralinin
mevcut ve tek tirlii oldugu gorilir.  Benzer sekilde, X(t,-) stokastik siirecinin

kuadratik orta anlamda sol kesirli integralinin mevcudiyeti gosterilebilir.

Teorem 4.1.2. (), T, P) olasilik uzaymda tanimli X:T X 0 — R stokastik siirecinin
kuadratik orta anlamda sag ve sol kesirli tiirevlerinin varlig1 i¢in yeterli kosul,
Vt;, t, € T igin K(t;,t,) kovaryans fonksiyonunun t, = t, = t noktasinda iki kath

sag ve sol kesirli tlirevlerinin mevcut olmasidir.
Ispat. Teorem 4.1.1°¢ benzer sekilde ispat edilir.

Ornek 4.1.1. (Q, S, P) olasilik uzaymda tanimh X:[u,v] X 2 - R kuadratik orta
anlamda kesirli integrali mevcut bir stokastik siire¢ ve A:{2 —» R birer rasgele
degisken olsun. E[A?] < o igin X(t,”) = A(-)t stokastik siirecinin sag ve sol kesirli

integralleri sirasiyla asagidaki gibidir:

1% X(t,) = A() ga‘f)l) <t - ag;?), (a.e.). (4.1,2)
1% X(t,) = A() ﬁl(’a‘f)l) (t + af;:lt)), (a.e.). (4.1.3)

Gergekten, X(t,-) = A(-)t i¢in I+ X (t,-)'nin degeri (4.2.4) deki gibidir:
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2_

/ M )Z(t—tk)“ "X (tr, )ty \

' )
a(t —u)

AO( a+1 ) |

L a
., I/ lim. @Z(t— 8 AC)E + BOIAG |

= 0.
(t—uw)” a(t —u)
\ B ()F( +1)<t_ a+1 ) )

Burada [lim %Zﬁﬂ(t — t,)* YA()tyAt, Rieman integrali olup asagidaki gibi
n—oo

limE
n—o \ (t — u)“
F( a+1)

2_

hesaplanir:

I7 X(t,) = %a)f(t —5)*1X(s,)ds = %a)j(t —5)*1A()sds

t—u)
0

t_
t z¢ u 1 Za+1

= F()f(t—Z)Za le_A()<F((X)CZ _ma+1

(t—u)” a(t —u)
F(a+1)<t_ a+1 )

= A()

Benzer sekilde, X(t,) = A(-)t i¢in I]+ X(t,-)'nin degeri (4.1.3)’deki gibi oldugu

gosterilir.

4.2. Konveks Stokastik Siirecler i¢cin Hermite-Hadamard Tipli Kesirli integral
Esitsizligi

Bu kisimda, konveks stokastik siirecler icin Hermite-Hadamard tipli kesirli integral

esitsizligi elde edilmistir.

Tamim 4.2.1. X:I X ) — R bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde, A € [0,1] ve

t,s € I i¢in asagidaki esitsizligi saglayan stokastik siirece konvekstir denir [37]:
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X((A=MDt+1s,) <A - DX(ED) +AX(s,), (a.e).
Eger esitsizlikte A = % alinirsa bu siirece Jensen-convex stokastik siire¢ denir.
Lemma 4.2.1. X:[u,v] X — R kuadratik orta anlamda integrallenebilir bir

stokastik siire¢ ve 1 € (0,1) olsun. Bu takdirde asagidaki esitlik mevcuttur [38]:

1 1

fx((1 — Du+ Av,")dA = fx(u — v+ A, )dA = %fX(t,-)dt, (a.e.).
0 0 u

Lemma 4.2.2. X: [u,v] X 2 — R kuadratik orta anlamda kesirli integrali mevcut bir

stokastik stireg, A € (0,1) ve @ > 0 olsun. Bu takdirde asagidaki esitlikler mevcuttur:

fA“‘lX(/lu + (1 =-Dv,)dA = L)alzﬁ X(v,), (a.e.),
) (v—u)
f . r(a)
291X (A + (1 = D, )dA = ———1% X(w,), (a.e.).
(v —u)“

0

Ispat. 1. integralde t = Au + (1 — A)v degisken doniisiimii yapilirsa

I'(a)

(U——u)a I;f+ X(U,')

" v
m](v - t)a_1X(t,')dt =

esitligi kolayca elde edilir. 2. integral de uygun degisken doniisiimii ile benzer

sekilde elde edilir.

Sonug¢ 4.2.1. Lemma 4.2.2’de « = 1 alinirsa, Lemma 4.2.1°deki konveks stokastik

stirecler icin klasik integral esitlikleri elde edilir.

Lemma 4.2.3. X:[u,v] X 2 — R kuadratik orta anlamda kesirli integrali mevcut
konveks bir stokastik siire¢ ve A, B:£2 > R birer rasgele degisken olsun. E[A?] < oo,
E[B?] <o igin X(t,) = A(-)t + B(-) stokastik siirecinin sag ve sol kesirli

integralleri sirasiyla asagidaki gibidir:

36



a _(t_u)a- a(t—u) ]
ut X(t,') = m A() <t - a—+1> + B()_ ’ (a. e. ) (421)

o CEM| a(v—1t) ]
Iv_ X(t,') = m _A() <t + ﬁ) + B()_ ’ (a. e. ), (422)

Ispat. X(t,)) = A()t + B(-) siireci i¢in I+ X(t,") degerinin (4.2.1) deki gibi oldugu
asagidaki gibi gosterilir:

) / F()Z(t—tk)"‘ "X (te ) Aty \

H%Ek C-w* e~ |
—u

\ T+ A“( )+ o0))

2_

_ : 1 e a—-1

( 4%@2(1: ~ 5)“ A + B(-)]Atk\l
(t —w)* ~u)
-Senliol- )] )

Burada [lim ﬁ ot —t)* At + B()]At, Riemann integrali olup
n—oo

s € (t,u) icin Ornek 4.1.1°deki gibi hesaplanir. Benzer sekilde, I X(t,-) degerinin
(4.2.2)’deki gibi oldugu gibi gosterilir.

Onerme 4.2.1. X:[u,v] X 2 - R, (u,v) araligi iizerinde kuadratik orta anlamda
tiirevlenebilir konveks bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde, her t € (u,v) i¢in

asagidaki esitsizligi saglayan en az bir A: 2 — R bir rasgele degiskeni mevcuttur:

X(t) = AC) (t - ”TJ”’) +X (“ JZ’ ”) (@e.).

Ispat: X(t,), [u,v] araliginda konveks ve t, € (u,v) noktasinda kuadratik orta
anlamda diferensiyellenebilir bir stokastik siire¢c oldugundan asagidaki esitsizlik

yazilabilir:

X(t,) —X(ty,) = X'(to,)(t —ty), (a.e.).
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u+v

Eger t, = uTW ve X' (T’) = A(-) alinirsa ispat biter.

Teorem 4.2.1. X: [u,v] X 2 - R konveks stokastik siireci kuadratik orta anlamda

integralenebilirse asagidaki esitsizlik mevcuttur [37]:

,.) < ;f X(t,-)dt < X (u') + X (U,')’ (a.e.).
v—u 2

X(u+v
2

Teorem 4.2.2. X:[u,v] X2 - R, (u,v) aralig1 {lizerinde kuadratik orta anlamda
tiirevlenebilir konveks bir stokastik siire¢ ve a > 0 olsun. Bu takdirde asagidaki

esitsizlik mevcuttur:

(u er v,-) < zréajul))a (1% X(v,) + 15 X(u,)] < 2040 JZFX(U") (a.€)(4.2.3)
Ispat. Onerme 4.2.1 yardimiyla
u+v u+v
X240 (e = =) +x ()

dir. Bu durumda, Lemma 4.2.3’den sirasiyla t = v ve t = u yazilirsa

(v —w)*

1% X(v,) = ——o
wt X)) 2 o=

a(v—u) u+v>+X<u+v’.>'

_A(')<u_ a+1 2 2

a (v—w¥|
- X(u,) = m A() <‘U +

alv—u) u+v u+v \]
R Il
a+1 2 2

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa (4.2.3) esitsizliginin sol
tarafi elde edilir. Diger yandan, X(t,”) stokastik siireci konveks oldugundan A €

[0,1] icin asagidaki esitsizlikler mevcuttur:
X(A=-Du+v,) < X)) + (1 - DX(w,)
XAu+AQ-Dv,) <AXw,)+ A -DX(w,),

esitsizlikleri yazilabilir ve bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
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X(A=Du+ )+ XQu + (1-)W,) < X(w) + X(v,7)

elde edilir. Son esitsizlikte A%~ ile carpilip, A € [0,1] i¢in integral alimp Lemma
4.2.2 kullanilirsa, (4.2.3) esitsizliginin sag tarafi elde edilir. Boylelikle esitsizligin

her iki tarafi da ispatlamis olur.

Sonug¢ 4.2.2. Teorem 4.2.2°de a = 1 alinirsa, Teorem 4.2.1°deki konveks stokastik

siirecler i¢in klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

4.3. Preinveks Stokastik Siirecler icin Hermite-Hadamard Tipli Kesirli integral
Esitsizligi

Bu kisimda, preinveks stokastik siirecler i¢cin Hermite-Hadamard tipli kesirli integral

esitsizligi elde edilmistir.

Tamim 4.3.1. I ¢ R® ve n:IxI - R siirekli fonksiyon olsun. Eger V u,v €1 ve
A€[01] icin v+ An(u,v) €1 ise I ya n‘ya gore inveks bir kiime denir. Her
konveks kiimenin n(u,v) = u — v fonksiyonuna gore invex oldugu agiktir. Fakat
bunun tersi genelde dogru degildir, yani konveks olmayan inveks kiimeler mevcuttur

[39].

Her konveks fonksiyon n(u, v) = u — v fonksiyonuna gore preinveks fonksiyondur,
ancak bunun tersi genelde dogru degildir. n fonksiyonu iizerine asagidaki kosul

Mohan ve Neogy tarafindan konulmustur [39].

C Kosulu: I c R* n:IxI - R ‘ya gore inveks bir kiime olsun. V v,u € ve

A €[0,1] icin
n(u,u + An(v,u)) = —An(v,u)

n(v,u+ n(v,w) =1 - DHnlv,u)

C kosulundan her v,u € I ve 14,4, € [0,1] i¢cin asagidaki esitlik elde edilir:

n(u + A2n(v,w),u+ A (v, u)) =4 — A4 )n(,w).
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Tamim 4.3.2. Asagidaki esitsizligi saglayan X: I X 2 = R stokastik siirecine V v, u

€ lve A €[0,1] igin n’ya gore preinvekstir denir
Xu+n(,u),) <A -1)Xw,)+ 1X(v,), (a.e.).

Eger A sayist (0,1) arasinda sabit bir say1 ise silire¢ A-preinvex stokastik siire¢ ve
A = 1/2 ise, siire¢ Jensen-prinvex stokastik siire¢ olarak adlandirilir. Eger n(v,u) =

v — u segersek, X(t,-) bir konveks stokastik siire¢ olur[40].

Lemma 4.3.1. X:[u,u+n(v,u)]xN - (0,0) kuadratik orta anlamda
integrallenebilir preinveks bir stokastik siireg ve A € (0,1) olsun. Bu takdirde

asagidaki esitlik mevcuttur[41].

fX(u + An(v,u), )dA = JX(u + (1 - nv,u),)da
0

0
u+n(v,u)

1
n(v,u) J X(t)dt, (a.e.).

Lemma 4.3.2. X:[u,u+n(v,u)] X 2 - (0,00) kuadratik orta anlamda kesirli
integrali mevcut preinveks bir stokastik siireg, 4 € (0,1) ve @ > 0 olsun. Bu takdirde

asagidaki esitlikler mevcuttur:

1 . ) . B o) -
bf& X(u+ 1 -nlv,u),)dA = (v, 10) L X(u+n(,u),), (a.e.),
1
a-1 F(Of) a
f A X (u+ An(v,u),)dA = ml[um(v,u)]‘ X(u,”), (a.e.).
0

Ispat. 1. integralde t = u + (1 — 2)n(v, u) degisken doniisiimii yapilirsa

1 u+n(v,u) 1 F(a) ]
TN (u+n(,u) —)* ' X(t,)dt = o X(u+nu),)
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esitligi kolayca elde edilir. 2. integral de uygun degisken doniisiimii ile benzer
sekilde elde edilir.

Sonug¢ 4.3.1. Lemma 4.3.2’de @ = 1 alinirsa, Lemma 4.3.1°deki preinveks stokastik

siirecler i¢in klasik integral esitlikleri elde edilir.

Lemma 4.3.3. X:[u,u+n(v,u)] X 2 - (0,00) kuadratik orta anlamda kesirli
integrali mevcut preinveks bir stokastik siire¢ ve A4, B: {2 — R birer rasgele degisken
olsun. Eger E[A?] < o, E[B?] < o0 i¢in X(t,-) = A(-)t + B(-) stokastik siirecinin

sag ve sol kesirli integralleri sirastyla asagidaki gibidir:

:f+ X(t,) = f('za_-ll-l)l) l ©) < )> B(: )l (a.e.), (4.3.1)
Calponf, L @@ n@w =0
I[u+77(v - X (&) = . +l.1,7((;f)1) D7 [AC) <t * a+1 ) .(4.3.2)

+B(")

Ispat. X(t,-) = A(-)t + B(-) siireci i¢in L7+ X (t,") degerinin (4.3.1)"deki gibi oldugu
asagidaki gibi gosterilir:

Z(t — t) T X (ty, ) Aty

i I'(a)
H%E (t )a )
—u
| r(a+1>l o= 1) +o0))
[T (=" TAQ L+ BOM | 0
(t—uw)” a(t —u)
T +1)I “( >+B(')l /
Burada lim —Y7_,(t — t,)* A()t, + B(-)]At, Riemann integrali olup

n—oo F()

s € (t,u) icin Ornek 4.1.1°deki gibi hesaplanir. Benzer sekilde, I[‘Z +nwaw]- X&)
degerinin (4.3.2)’deki gibi oldugu gibi gosterilir.
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Onerme 4.3.1. X:[u,u+n(v,u)] x 2 - (0,0) stokastik siireci preinveks ve
(w,u +n(v,u)) aralig iizerinde kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir olsun.
Bu takdirde asagidaki esitsizligi saglayan en az bir A: 2 - R bir rasgele degiskeni

mevcuttur:

2u + n(v,u)> L x <2u +n(v,u) .

> > ,),(a.e.).

X(t) = A() (t _

Ispat: X(t,), [u,u+n(v,u)] araliginda preinveks ve t, € (u, u+n(v, u))
noktasinda kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir bir stokastik siireg

oldugundan asagidaki esitsizlik yazilabilir:

X(t,) —X(ty,) = X'(to,)(t — ty), (a.e.).

2u+n(vu) ve X' (2u+n(v,u) .

Eger t, = > - g ) = A(-) alinirsa ispat biter.

Teorem 4.3.1. X: [u,u + n(v,u)] X 2 — (0, ) preinveks stokastik siireci kuadratik

orta anlamda integralenebilirse agsagidaki esitsizlik mevcuttur [40]:

u+n(v,u)
2u +n(v,u) 1 X(u,)+X(,)
X( ! ) < oD f X(t)dt < : . (a.e).

Teorem 4.3.2. X:[u,u + n(v,u)] X 2 - (0,0), (u,u +n(v, u)) aralig1 tizerinde
kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir preinveks bir stokastik siire¢ ve q €

(0,1) olsun. Bu takdirde asagidaki esitsizlik mevcuttur:

X (M ) et 15 X+ 00, 1)) + I X @)

2 T 2n%(v,u)

X(u,)+ X,
< ( )2 ( ), (a.e.). (4.3.3)
Ispat. Onerme 4.3.1°den

2u +n(v, u)) Ly (Zu +n(v,u) )

X@) 2 A0 (e - = e,
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dir. Bu durumda, Lemma 4.3.3 yardimiyla sirasiyla t =u+n(v,u) ve t=u

yazilirsa

oy [ A6 (14 100 -

an(v,u) 2u+n(, u)>1|
) . a+1 2
hor X AN @0,) 2 10,77y X (M ) J|
-
u) 2 ,
oy rm 0 )
P TS| ey
(D

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa, (4.3.3) esitsizliginin sol
tarafi elde edilir. Diger yandan, X(t,) stokastik siireci preinveks oldugundan

A € [0, 1] icin asagidaki esitsizlikler mevcuttur:
X(u+A-Dnvu),) <X, )+ 1A -DX(u,),
X(u+An(wv,u),) <A -DXw,)+1X(v,)
esitsizlikleri yazilabilir ve bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
X(u+(A-Hnv,w),) +X(u+ in(v,u),) <X, )+Xw,)

elde edilir. Son esitsizlik A%~ ile carpilip, A € [0,1] i¢in integral almip Lemma 4.3.2
kullanilirsa, (4.3.3) esitsizliginin sag tarafi elde edilir. Boylelikle esitsizligin her iki

tarafi da ispatlamis olur.

Sonug 4.3.2. Teorem 4.3.2’de a = 1 alinirsa, Teorem 4.3.1°deki preinveks stokastik

sirecler icin klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

44. @-Konveks Stokastik Siirecler icin Hermite-Hadamard Tipli Kesirli
Integral Esitsizligi

Bu kisimda, ¢-konveks stokastik siirecler i¢in Hermite-Hadamard tipli kesirli

integral esitsizligi elde edilmistir.
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Tamim 4.4.1. X: [ X 2 > R bir stokastik siire¢ ve ¢:I — [ siirekli ve monoton artan
bir fonksiyon olsun. Eger her t,s € I ve A € [0,1] i¢in asagidaki esitsizligi saglayan

X’e @-konvekstir denir:

X(A =D + 2p(s),)) < (1 — DX (@(0),) + X (p(5),), (a.e.).

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde X’e ¢-konkavdir denir. Ayrica yukaridaki
esitsizlikte ¢ (t) = t ise konveks stokastik siire¢ elde edilir[23].

Lemma 4.4.1. ¢:[u,v] - [u,v] sirekli ve monoton artan bir fonksiyon ver
X:[u,v] X 2 > R kuadratik orta anlamda integrali mevcut ¢-konveks bir stokastik

stireg ve A € (0,1) olsun. Bu takdirde asagidaki esitlik mevcuttur [42].

1 1

fX((l — Do) + 2p(),")dA = JX((l — Do) + Ap(w),")dA

0 0
o)

= |
= X(t-)dt, (a.e.).
p(w) — ()
o)
Lemma 4.4.2. ¢:[u,v] - [u,v] sirekli ve monoton artan bir fonksiyon ver
X:[p(u), ()] X 2 > R kuadratik orta anlamda Kesirli integrali mevcut ¢-
konveks bir stokastik siire¢, A € (0,1) ve a >0 olsun. Bu takdirde asagidaki

esitlikler mevcuttur:

I'(a)
(p(w) — o))

[ 272G + (1 - Do) = 1% s X)), (a.e),
0

I'(a)
() — o))

f 21X Ap(v) + (1= Dpw),)dA = 1% X(p(w),), (ae.).
0

Ispat. 1. integralde t = Ap(u) + (1 — 1)@ (v) degisken doniisiimii yapilirsa

o)
1 I'(a)
= [ (o) - () = 1 X(@(0),)
(0@ — p(w) (p!u) o (p) — o)™ *@"
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esitligi kolayca elde edilir. 2. integral de uygun degisken dontisiimii ile benzer

sekilde elde edilir.

Sonu¢ 4.4.1. Lemma 4.4.2°de a = 1 alinirsa, Lemma 4.4.1°deki konveks stokastik

siirecler i¢in klasik integral esitlikleri elde edilir.

Lemma 4.4.3. X:[p(u), p(v)] X 2 - R kuadratik orta anlamda kesirli integrali
mevcut @-konveks bir stokastik siire¢ ve @: [u, v] = [u, v] siirekli ve monoton artan
bir fonksiyon ve A4, B: 2 — R birer rasgele degisken olsun. E[4%] < o, E[B?] < o
icin X(t,) = A(:)t + B(-) stokastik siirecinin sag ve sol kesirli integralleri sirasiyla

asagidaki gibidir:
oyt X&) = % A() <t - W) + B(-)], (a.e.), (4.4.1)

Iow)- X(t")_((pr(( )Jr_l)) l ()< a((p( )_ )>+B(-)l, (a.e). (44.2)

Ispat. X(t,) = A(-)t + B(-) siireci icin I¢ )+ X(t,”) degerinin (4.3.1)’deki gibi

o(u

oldugu asagidaki gibi gosterilir:

/ [« )z(t — ) X (L, )AL

|
/

el (o) ow))” <p(u))
M+ 1) l”( >+B()l

2_

: o
/ J%@Z(t—tk)“‘l[fl(-)tk+B(-)]Atk \

I A ) R A
—p(u) —<P( )
M+ 1) l ()< >+B(')V_
Burada nll_)m r() ot =t )* At + B(:)]At, Riemann integrali olup

S E (t <p(u)) icin Ornek 4.1.1°deki gibi hesaplanir. Benzer sekilde, 1%, ,- X(t,")

ON
degerinin (4.4.2)’deki gibi oldugu gibi gosterilir.
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Onerme 4.4.1. X:[p(w),p(v)] x 2 - R stokastik siireci ¢@-konveks ve

((p(u), (p(v)) aralig1 lizerinde kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir olsun. Bu

takdirde asagidaki esitsizligi saglayan en az bir A:2 - R bir rasgele degiskeni
mevcuttur:

u)+ o u)+ o

X(t) = AC) (t _ w> X <w> (@e).

Ispat: X(t,), [p(u), p(v)] araliginda ¢@-konveks ve t, € ((p(u),(p(v)) noktasinda

kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir bir stokastik siire¢ oldugundan asagidaki

esitsizlik yazilabilir:

X(t,) — X(ty,) = X'(to,)(t —ty), (a.e.).

Eger t, = M ve X' (M,-) = A(-) alinirsa ispat biter.
Teorem 4.4.1. X:[p(w),e(v)] X2 - R, ((p(u),(p(v)) aralig1 lzerinde kuadratik
orta anlamda diferensiyellenebilir ¢-konveks bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde

asagidaki esitsizlik mevcuttur[23]:

o) + 9(v) 1 ow
x< _ ) < = L(u) X(t)dt

X)) +X(e),)
- 2

, (a.e.).

Teorem 4.4.2. X:[p(w),e(v)] X2 - R, ((p(u),(p(v)) aralig1 lzerinde kuadratik
orta anlamda diferensiyellenebilir ¢-konveks bir stokastik siire¢ ve & > 0 olsun. Bu

takdirde asagidaki esitsizlik mevcuttur:

p <<o(u) o) ) . Ta+D

’ " 2(e@) — )" [ X0 @) + 15 X (o))

X, +X(e),)
B 2

, (a.e.). (4.4.3)

Ispat. Onerme 4.4.1°den
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X(t,) = A() <t —

2

pw) + o)

)+

5 <<p(u) +o)

2 )

)

dir. Bu durumda, Lemma 4.4.3’den sirasiyla t = @(v) ve t = @(u) yazilirsa

Iy X(p(),) =

(p) — pw)”

Fa+1)

AQ)

/w(v) -
\

iy <¢(u) o)

a(p(W) — W)\ ]

o) + 9

a+1

2

2 )

)

~

a(p(®) — W)\ |
( @) ())“A(')/(p(u)+()a-l-(1)
u o) —p(u o)+ o
oo X(9W)) = T(a+1) \ 2
w <<p(u) + o) )
> ,

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa (4.4.3) esitsizliginin sol
tarafi elde edilir. Diger yandan, X(t,) stokastik siireci ¢-konveks oldugundan

1 € [0,1] igin asagidaki esitsizlikler meveuttur:
X((1= Do) + 29 ®),") < X (e®),) + (1 = DX(pw),),
X(Apw) + (1 - Do®),) < AX(pw),) + (1 - DX(p),)
esitsizlikleri yazilabilir ve bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
X((A=Dep@) +29pw),") + X(Apw) + (1 = Do), < X(pW),) + X(p(),)

elde edilir. Son esitsizlik A% ile ¢arpilip, A € [0,1] igin integral alinip Lemma 4.4.2
kullanilirsa, (4.4.3) esitsizliginin sag tarafi elde edilir. Boylelikle esitsizligin her iki

tarafi da ispatlamis olur.

Sonuc 4.4.2. Teorem 4.4.2°de a = 1 alinirsa, Teorem 4.4.1°deki ¢-konveks stokastik

siirecler icin klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.
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4.5. Harmonik Konveks Stokastik Siirecler icin Hermite-Hadamard Tipli
Kesirli integral Esitsizligi

Bu kisimda, harmonik konveks stokastik siiregler i¢in Hermite-Hadamard tipli kesirli

integral esitsizligi elde edilmistir.

Tamm 4.5.1. I c (0,), X:I X Q — R bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde her
t,s € I c (0,0) ve A €[0,1] icin asagidaki esitsizligi saglayan X(t,-)’e harmonik

konveks stokastik siire¢ denir [42]:

ts
X (m) < AX(s) + (1= DX(E), (a.e). (4.5.1)

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde harmonik konkav stokastik siire¢ elde edilir.

Lemma 4.5.1.[u,v] c (0,0), X:[u,v] XxQ —> R kuadratik orta anlamda

integrallenebilir harmonik konveks bir stokastik siirectir ancak ve ancak

1
Yt = X (?> (ae.).
stokastik siireci konvekstir.

Ispat. (4.5.1) esitsizliginde sirasiyla t ve s yerine a = %Ve b= % yazilirsa

~+| =
0=

X

T T | = X(;> =Y((1- Dt + 2s,)
A?‘I‘(l—ﬂ.)g (1—/1)t+/1$

< X (%) +(1-DX (%) — AY(s,) + (1= DY (L)

elde edilir. Buradan Y(t,") = X (%,) stokastik siirecinin konveks oldugu goriiliir.

Diger yandan, Y(t,) =X (%,) stokastik siirecinin konveks olsun. Bu taktirde

asagidaki esitsizlik mevcuttur:

Y((1— Dt +2s,) < A¥(s,) + (1 — DY (&),
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C . 1 1
Yukaridaki esitsizlikte sirasiyla t ve s yerine a = s ve b = " yazilirsa

Y<(1 Dyl >—x ! —X( s )

1 1
<2 (o) + (=Y (5) = X () + (1= DX
elde edilir. Buradan X (t,-) stokastik siirecinin harmonik konveks oldugu goriiliir

Lemma 4.5.2. [u,v] c (0,0), X:[u,v]XQ - R kuadratik orta anlamda
integrallenebilir bir stokastik silire¢ olsun. Bu takdirde, 4 € (0,1) i¢in asagidaki

esitlikler mevcuttur [31]:

1 v

_uv f X(t,)

1
,fX /’lu+(1—/1)v dl fX /1v+(1 Du’ )dl_v—u t2
0 0

e.)

u

Lemma 4.5.3. [u,v] c (0,0), X:[u,v] X Q - R kuadratik orta anlamda kesirli

integrali mevcut harmonik konveks bir stokastik siire¢ ve @ > 0 olsun. Bu takdirde

Y(t,) = % olmak tizere t € E,ﬂ icin agagidaki esitlikler mevcuttur:

uv

1
'of e ) L (2) 16 Xon@/u), @e,

uv a

Jla—lx<lv+(1_A)u,.)dlzf‘(a:)(%) @ - XeV)(A/v,), (ae.).

uv

Ispat. 1. integralde %z degisken doniigimii yapilirsa, Y (t,-) =%

Au+(1-A)v
oldugundan
1/u
A R PRI S AR
v—u 7 u t’ e v—ul " W
1/v

dir. 2. integral de uygun degisken doniistimii ile benzer sekilde elde edilir.
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Sonu¢ 4.5.1. Lemma 4.5.3’de a = 1 alinirsa, Lemma 4.5.2°de verilen harmonik

konveks stokastik siirecler i¢in klasik integral esitlikleri elde edilir.

Lemma 4.54. [u,v] c (0,), X:[u,v] X Q > R kuadratik orta anlamda kesirli

integrali mevcut harmonik konveks bir stokastik stire¢ ve A, B: {2 = R birer rasgele

degisken olsun. Y(t,) =% olmak iizere, E[A?] < oo, E[B?] <o i¢in (Xo
Y)(t,-) = A(:)t + B(-) stokastik siirecinin sag ve sol kesirli integralleri t € E,%]

icin sirasiyla asagidaki gibidir:

« _(t—-1/v)"
I} e X oX)(t,) = Ta+1)

(1/u—-1)*
I7,- XoY)(t, )_W

[ a(t—1/v) ]
_A(') <t = T ) + B(-)_

[ a(l/u—t) ]
_A(') (t + T ) + B(-)_

, (a.e.), (45.2)

, (a.e.). (4.5.3)

Ispat. (X o Y)(t,") = A(:)t + B(-) siireci igin If/er (X o Y)(t,") degerininY(t,") = %

olmak iizere t € [%, %] icin (4.5.2)’deki gibi oldugu asagidaki gibi gosterilir:

Z(t — 6K 0 V) ()t

’ I'(a)
ol WG ¢ 1/
_ e
“Ta+n | <t L)+ B()V
. F(a:)nlm Z(t—tk)a HAQM)t, + B()]At, \‘ _0
a=1/07 alt = 1/v) '
CT(a+1) AC) <t - a—-|—1> + B(-)V _
Butada  fim, r<1> n_(t—t)* YAt + B()]At, Riemann integrali olup

s € (t,1/v) igin Ornek 4.1.1°deki gibi hesaplanir. Benzer sekilde, I - (X e Y)(E)

degerinin (4.5.3)’deki gibi oldugu gibi gosterilir.

Onerme 4.5.1. [u,v] c (0,0), X:[u,v] XxQ—> R stokastik siireci harmonik

konveks ve (u, v) araligi tizerinde kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir olsun.
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Bu takdirde Y (t,-) = % olmak tizere, asagidaki esitsizligi saglayan t € E,ﬂ icin en

az bir A: 2 > R bir rasgele degiskeni mevcuttur:

u+v 2uv
)+x(

(XoV)(t) = AC) (t— — ) (a.e.).

u+v

Ispat: X(t,), (u,v) araliginda harmonik konveks oldugundan, Y (t,") =% olmak

tizere, (X o Y)(t,-) konvekstir. O halde (X o Y)(¢t,"), t, € (%,%) noktasinda kuadratik

orta anlamda diferensiyellenebilir bir stokastik siire¢ oldugundan asagidaki esitsizlik

yazilabilir:

X oY)(t,) = (X o Y)(to,) 2 (X o V) (£, )(t — to), (a.e.).

Buradan ¢, = ZT:’ ile (XoV) (u+v ) =X (Zﬂ,) elde edilir. Ayrica (X o

2uv’ u+v

Y) (u—w ) = A(:) alinirsa ispat biter.

2uv’

Teorem 4.5.1. [u,v] € (0,), X: [u,v] X Q - R harmonik kuadratik orta anlamda
q-integrallenebilir bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde, asagidaki esitsizlik

mevcuttur [42]:

, (a.e.).

X( 2uv ) W f”X(t,-) it < X(w)+XWw,)

u+v') Tv—ul, t? - 2

Teorem 4.5.2. [u,v] c (0,), X:[u,v] X Q) > R kuadratik orta anlamda kesirli

integrali mevcut harmonik konveks bir stokastik siire¢ ve @ > 0 olsun. Bu takdirde

Y(t,) = % olmak lizere, asagidaki esitsizlik mevcuttur:

a

() [12,e o /w) + 1 Ko )(1/0,9)]

2uv F'a+1)
X(=2) <
u+v 2

- X(u,)+XWw,)

< > , (a.e.). (4.5.4)

Ispat. Onerme 4.5.1°den
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XoV)(6) = A() (t _uf ”) +X( 2uv )

2uv u+v’

dir. Bu durumda, Lemma 4.5.4’den sirasiyla t = 1/u ve t = 1/v yazilirsa

_A(-) <1 a(l/u—1/v) _u+t v)'

a 1/u—-1/v)* u a+1 2uv
Lijpr Ko DQA/u) 2 =0 2uv
. +X (u + v”)

I 1 a(l/u—1/v) u+v\]
(1/u—1/v)* AC) <;+ a+1 B 2uv>
[(a+1) 2uv

i +X(u+v">

- XeNA/v,) 2

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplanip gerekli sadelestirmeler
yapilirsa (4.5.4) esitsizliginin sol tarafi elde edilir: Diger yandan, X(t,”) stokastik

stireci konveks oldugundan A € [0, 1] i¢in asagidaki esitsizlikler mevcuttur:
X(A-Du+ ) < X)) + (1 - DX ()
XAu+A-Dv,) <AXw,)+ 0 -DX(Ww,),
esitsizlikleri yazilabilir ve bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
X(A=Du+ )+ XQu + (1)) < X(w) + X(v,7)

elde edilir. Son esitsizlikte A%~ ile carpilip, A € [0,1] icin integral alimp Lemma
4.5.4 kullanilirsa, (4.5.4) esitsizliginin sag tarafi elde edilir. Boylelikle esitsizligin

her iki tarafi da ispatlamis olur.

Sonu¢ 4.5.2. Teorem 4.5.2’de a = 1 alinirsa, Teorem 4.5.1°de verilen konveks

stokastik siire¢ler icin klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.
4.6. p-Konveks Stokastik Siirecler i¢cin Kesirli Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda p-konveks stokastik siirecler icin kesirli Hermite-Hadamard esitsizligi

verilmistir.
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Tanmim 4.6.1. I < (0, o) reel birer aralik olsun. Bu durumda p € R/{0} ve A € [0,1]
icin agagidaki esitsizligi saglayan negatif olmayan X: I X 2 = R stokastik siirecine
p-konvekstir denir:

X(AP + (1 =0sPHVP, ) < XX () + (1 — VX (s,), (a-e.). (4.6.1)
Ayrica yukaridaki esitsizlikte p = 1 icin konvekstir ve esitsizlik ters cevrilirse bu

stirece p-konkavdir denir[38].

Lemma 4.6.1.[u,v] c (0,), X:[u,v] XxQ —> R kuadratik orta anlamda

integrallenebilir p-konveks bir stokastik siirectir ancak ve ancak

Y(t,) = X(t?,),p € R\ {0}, (a.e.).

stokastik siireci konvekstir.

ispat. (4.6.1) esitsizliginde sirasiyla t ve s yerine a = t'/? ve b = s/ yazilirsa
1/
¥ ([}\(tl/P)p +@=0(Ve), ) = X([At + (1 —Ws]P,)

=Y((1 -t +41s,)

<MX(s¥P) + (1 —0X(eYP,) =AY (s,) + (1 — DY (L)
elde edilir. Buradan Y(t,-) = X (tl/ p,-) stokastik stirecinin konveks oldugu goriiliir.
Diger yandan, Y(t,) =X (tl/ p,-) stokastik siirecinin konveks olsun. Bu taktirde
asagidaki esitsizlik mevcuttur:

Y((1 =Dt +24s,) S AY(s,) + (1 — DY ().
Yukaridaki esitsizlikte sirasiyla t ve s yerine a = tP ve b = sP yazilirsa
Y((1—)tP + AsP,-) = X([(1 — DtP + AsP]VP,.)
SAY(SP) + (1= DY (EP,) =X (s,) + (1 = 1)X(¢t,)

elde edilir. Buradan X (¢,-) stokastik siirecinin p-konveks oldugu goriiliir
Lemma 4.6.2. [u,v] c (0,0), X:[u,v] X2 — (0,0) kuadratik orta anlamda

integrallenebilir bir stokastik siire¢ olsun. Bu taktirde p € R\ {0},4 € (0,1) i¢in

asagidaki esitlikler mevcuttur[38]:
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1 1
fx([;tup + (1= D)vP]VP,)dA = fX([lvp + (1 — DuP]?,)dA
0 0

dt.

v
TP —yp | ti-p
u

Lemma 4.6.3. [u, v] c (0,0), X: [u, v] X 2 - (0, ) kuadratik orta anlamda kesirli
integrali mevcut bir stokastik siire¢ ve p € R \ {0}, a > 0 olsun. Bu taktirde
i)p>0,Y(t) =t?Picint € [uP,vP] alinirsa, asagidaki esitlikler mevcuttur:

1/2

f 297X ([AuP + (1 — DvP]P,)dA

M) ,

+ XoY)(WP,), (a.e.),

1/2
f 291X ([AP + (1 — DuP]P,)dA
Ma)

= — v ()’ X V)@WP)), (a.e.).

i)p<0,Y(ty) = t1/p icin t € [vP, uP] alinirsa, asagidaki esitlikler mevcuttur:
1/2

] 271X ([AwP + (1 — DvP]VP,)dA

@) .

= Gy [y (oD, e

1/2

f 271X ([AP + (1 — DuP]/P,)dA

Ma) .«
(vp_—up)a (up+vp

) X oY)(@P,), (a.e.).

ispat. i) p >0, Y(t,) = tV/? icin t € [uP,vP] alinirsa, 1. integralde t? = AuP +

(1 — M) vP degisken dontisiimii yapilirsa, A € [0, 1/2] araliginda
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P

1 e IR GO
m (Up - t) 1(X o Y)(t,')dt = (up_—vp)al(upz;vp)

uP+vP
2

+ (X eoY)(WP,)

dir. 2. integral de uygun degisken doniigiimii ile benzer sekilde elde edilir.

ii) 1)’ye benzer sekilde ispat edilir.

Sonu¢ 4.6.1. Lemma 4.6.3’de a« = 1 alinirsa, Lemma 4.6.2°de verilen p-konveks

stokastik siirecler i¢in klasik integral esitlikleri elde edilir.

Lemma 4.6.4. [u,v] c (0,0), X:[u,v] X2 — (0,0), (u,v) araligr tizerinde
kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir p-konveks bir stokastik siire¢ ve p > 0
olsun. Bu taktirde Y (t,") = t1/P iizere, E[A2%] < oo, E[B?] < o icin (X o Y)(¢t,") =
A(-)t + B(-) stokastik siirecinin sag ve sol kesirli integralleri her t € [uP,v?] igin

strastyla asagidaki gibidir:

2179t —uP)* [ a(t —uP)
sy KoM =5y~ 40 (t TTar1l

) + B(-)_ ,(4.6.2)

XoY = 1_a(vp_f’h)a-,al e’ — ), g - 4.63
(up-zl-vp) ( () = fa+D) | ) <t+a—+1>+ (')_ .(4.6.3)

Ispat.  (XoY)(t,) = A()t+B()  sireci  igin Igu,,w,,)+ X oY)(t)
uP ol
degerinin Y(t,”) = tY/?  olmak iizere t € [uP,vP] icin (4.6.2)’deki gibi oldugu

asagidaki gibi gosterilir:

_ I(a )Z(t—tk)a 1(X°Y)(tk, DAty
limE

n—oo 21—a(t _ up)a ( p)
I\ T+ [A(')<t a+1 >+B()V

21

. I,((){)nlm Z(t—tk)a HA()t, + B(-)]At, \
21 oc(t_up)a ( p)
\_ ey 10T B“V |
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Burada lim — Rt =) At + B()]Aty, XooY)(t) =A0C)t+

n—oo ['(a)
B(-)’nin sag kesirli integrali olup, s € (t,uP) i¢in Ornek 4.1.1°deki gibi hesaplanr.
Benzer sekilde, I(‘up _H]p)_ (X oY)(t,) degerinin (4.6.3)’deki gibi oldugu gibi

2

gosterilir.

Onerme 4.6.1. [u,v] c (0,0), X:[u,v] X2 - (0,0), (u,v) aralig1 iizerinde
kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir p-konveks bir stokastik siire¢ ve p > 0
olsun. Bu taktirde Y(t,) = t¥/? olmak iizere, asagidaki esitsizligi saglayan her

t € [uP,vP] igin en az bir A: 2 > R bir rasgele degiskeni mevcuttur:

(X o¥)(t) = A (t s ”p) + X ([“p L ”p]w ) (@e.).

2 2

ispat: X(t,-), (u, v) araliginda p-konveks oldugundan, p > 0, Y(t,") = t'/? olmak
tizere, (XoY)(t,) (uP,vP) araliginda konvekstir O halde (X oY)(t,), t, €
(uP,v?) noktasinda kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir bir stokastik siireg
oldugundan asagidaki esitsizlik yazilabilir:

XoY)(t,) —(XeoY)(to,) = (X oY) (t,)(t —tp), (a.e.).
ile (Xov)(*22,) = x([“p;”p]l/p,) elde edilir. Ayrica

uP +vP

Buradan ¢, = o

(XoY) (up;vp ,~) = A(-) alinirsa ispat biter.

Teorem 4.6.1. [u,v] c (0,0), X: [u,v] X 2 - (0,0) negatif olmayan p-konveks

stokastik siireci kuadratik orta anlamda integralenebilir ise, bu takdirde asagidaki

esitsizlik mevcuttur[38]:

v
uP + vP1Y/P X(t, X))+ X,
X<[ T ) f()dt<() @)

TP —yP ) ti-p - 2
u

, (a.e.).

Teorem 4.6.2. [u,v] c (0,00), X:[u,v] X0 — (0,00), (u,v) araligi lizerinde
kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir p-konveks bir stokastik siire¢ ve a > 0

olsun. Bu taktirde
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i)p>0,Y(x,) =x"? i¢in x € [uP, vP] alinirsa, asagidaki esitsizlik mevcuttur:
up + vP1M?P
X )
—]

I e (X0 V)WP,) + [ (X 0 V)P,
(uz ) ( 2 )

- 21m(yP — pp)a

T(a+1) [

B X(uP,) JZrX (vpr)’ (4.6.4)

ii)p <0,Y(x,) = x'P icin x € [vP,uP] aliirsa, asagidaki esitsizlik mevcuttur:

X<[up -; vp]l/P’)
I(o+ 1) [ .

= 21mx(pP — yp)@ I(upzﬂ)* X o¥V)(W?,) + I(up+v1’) (X o Y)(Up,')]

2

y X(?,”) JZrX (vpr)_ (4.6.5)

Ispat. i) p > 0 olsun. Onerme 4.6.1’den

X oY)(t) = A() (t _¥ er vP) + X ([up al vp]l/p ) (a.e.).

2

dir. Bu durumda, Lemma 4.6.4’den i)’de sirasiyla t = v? ve t = uP yazilirsa

[ (WP —uP) uP +vP\]
ol e
I XoV)(WP,) > 27 wP —un)® ’ “rd ?
(up;rvp)+ T T(a+1) up + vP1? '
o [ 2 ] g
[ (WP —uP) uP +vP\]
A(-)( vyl - )
1% . o (X o V)(WP,) = 27 wP —un)® ’ “rd ?
(”p‘“”p) T T(a+1) uP + pP /P
i _ X [ 2 ] g

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplanip gerekli sadelestirmeler
yapilirsa (4.6.4) esitsizliginin sol tarafi elde edilir. Diger yandan, X (t,") p-konveks
bir stokastik siire¢ oldugundan (4.6.1) esitsizliginden her A € [0,1] i¢in asagidaki
esitsizlik elde edilir:

X([AwP + (1 = DvPIVP) + X ([P + (1 — DuP]P,) - XwP,) +X(w?,)
2 - 2
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Boylece yukaridaki esitsizligin her iki tarafi 24 %71 ile ¢arpilir ve A € [0,1/2] igin
integrali alinirsa, Lemma 4.6.3 yardimiyla (4.6.4) esitsizliginin sag tarafi elde edilir.

Boylelikle esitsizligin her iki tarafi da ispatlamis olur.
ii) 1)’ye benzer sekilde ispat edilir.

Sonu¢ 4.6.2. Teorem 4.6.2°de g — 1™ iken limit alinirsa, p-konveks stokastik

stiregler i¢in Teorem 4.6.1°de verilen klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

4.7. ikinci anlamda s-Konveks Stokastik Siirecler icin Hermite-Hadamard

Tipli Kesirli integral Esitsizligi

Bu kisimda, ikinci anlamda s-konveks siiregler icin Hermite-Hadamard tipli kesirli

integral esitsizligi verilmistir.

Tanim 4.7.1. s reel say1 olmak tizere s € (0,1] ve X:[0,00) X 2 — [0,00) bir
stokastik siire¢ olsun. Bu durumda her u,v € [0,00) ve A € [0,1] i¢in asagidaki

esitsizligi saglayan X stokastik siirecine ikinci anlamda s-konvekstir denir:
X(A=Du+ ) <2X(,) + (1 — DX (w,),

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde X stokastik siirecine ikinci anlamda s-
konkavdir denir. Yukaridaki esitsizlikte s = 1 i¢in yazilirsa konveks stokastik siire¢

tanimi elde edilir [18].

Teorem 4.7.1. X: [0,00) X 2 — [0, o) ikinci anlamda s-konveks bir stokastik siireg
ve s € (0,1] olsun. Eger X stokastik siireci kuadratik orta anlamda integralenebilirse,

bu takdirde asagidaki esitsizlik mevcuttur [18]:

v . .
251 (M2 Ve L [Txeyar < XD TX@I
2 v—u s+1
u

Teorem 4.7.2. X:[0,00) X2 — [0,00), (0,00) araligi tizerinde kuadratik orta
anlamda diferensiyellenebilir s-konveks bir stokastik siire¢ ve q € (0,1) olsun. Bu

takdirde asagidaki esitsizlik mevcuttur:
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[1%X(v,) + 1 X (w,)]

I 1
u+v’_)< (a+1)

25_1X<
2 T 2w —w)“

g[ 1 2 (1 ! )]X(u"HX(v"), (@e). (47.1)

+ J—
a+s a+s 2ats 2

Ispat. X(t,") stokastik siireci s-konveks oldugundan A = 1/2 igin asagidaki esitsizlik

mevcuttur:

¥ (t 42— s ’.) < X(t,") ;—SX(S,-)

Buradat = (1 — AD)u+ Avves = Au + (1 — A)v degisken dontisiimii yapilirsa
u+v
25X (T) <X(tu+1-0v,)+X(tv+ (1 - Hu)

elde edilir. Yukandaki esitsizlik A% ! ile carpilip, A € [0,1] igin integral alinip
Lemma 4.1.3 kullanilirsa, (4.7.1) esitsizliginin sol tarafi elde edilir. Diger yandan,
X(t,) stokastik siireci s-konveks oldugundan A € [0,1] igin asagidaki esitsizlik

mevcuttur:
X((A=Du+ ) <2X(w,) + (1 — DX (w,),
X(Au+A-Dv,) <AX(w,))+ (1 -A)X(w,")
esitsizlikleri yazilabilir ve bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
X(A=Du+v,) + XQu + (1-)Av,") < [A5+ (1 = DS][X(w) + X(v,)]

elde edilir. Son esitsizlik A%~ ile garpilip, A € [0,1] i¢in integral alimp Lemma 4.1.3
kullanilirsa, (4.7.1) esitsizliginin sag tarafi kolayca elde edilir. Boylelikle esitsizligin

her iki tarafi da ispatlamis olur.

Sonu¢ 4.7.2. Teorem 4.7.2’de a = 1 alinirsa, Teorem 4.7.1’de verilen konveks

stokastik siire¢ler i¢in klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde, oncelikle stokastik siirecler i¢in kuadratik orta anlamda kesirli integral ve
tiirev kavramlar1 tanimlanmistir. Bunun yanisira konveks, preinveks, ¢-konveks,
harmonik konveks, p-konveks ve ikinci anlamda s-konveks stokastik siirecler igin

Hermite-Hadamard tipi kesirli integral esitsizlikleri elde edilmistir.

Stokastik siireglerin diger siniflar1 i¢in de benzer caligmalarin yapilabilecegi

agikardir.
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