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BAZI KONVEKS STOKASTIK SURECLER ICIN
KUANTUM TIiPLi INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

OZET

Bu tezin amaci bazi konveks stokastik siiregler i¢in kuantum tipli yani g-Hermite-
Hadamard tipli esitsizlikler elde etmektir. Bu tezin giris bdliimiinde, kuantum
kalkiiliise kisaca yer verilmistir. Ikinci boliimde, tezin konusu ile ilgili temel
kavramlar sunulmustur. Materyal ve yontem kisminda ise, stokastik siiregler i¢in
kuadratik orta anlamda yakinsama, siireklilik, tiirevlenebilme ve integrallenebilme
kavramlart verilmistir. Arastirma bulgulari boliimiinde, stokastik siirecler igin
kuadratik orta anlamda g-diferensiyel, g-tiirev ve g-integral 6peratorleri tanimlanmis
ve bu operatorlere ait Ozellikler verilmistir. Konveks, preinveks, ¢ -konveks,
harmonik konveks, m-konveks, r-konveks, ikinci anlamda s-konveks ve (p, h)-
konveks stokastik siireglerin her birisine ait ayr1 ayri g-Hermite-Hadamard tipli
integral esitsizlikleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konveks, Preinveks, ¢ -Konveks, Harmonik Konveks, m -
Konveks, r -Konveks, ikinci Anlamada s -Konveks, (p,h) -Konveks, Stokastik
Siiregler, q-Hermite-Hadamard Esitsizligi, Kuadratik Orta Anlamda Integral.
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QUANTUM TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR SOME
CONVEX STOCKASTIC PROCESSES

SUMMARY

The aim of this study is to obtain quantum type integral inequalities, namely q-
Hermite-Hadamard type, for some convex stochastic processes. In the introduction of
this study, quantum calculus is briefly mentioned. In the second section, the basic
concepts related to the subject of the study are presented. In the material and
methods, mean-square convergence, continuity, differentiability and integrability are
given for stochastic processes. In the research findings section, mean-square q-
differential, g-derivative and g-integral operators are defined for stochastic processes
and the properties of these operators are given. g-Hermite-Hadamard type integral
inequalities are obtained for each of the convex, preinvex, @-convex, harmonic
convex, m-Convex, r -convex, s-convex and (p, h)-convex stochastic processes

separately.
Keywords: Convex, Preinvex, ¢-Convex, Harmonically Convex, m-Conveks, r-

Convex, Mean-second s-Convex, (p, h)-Convex, Stochastic Processes, q-Hermite-

Hadamard Inequality, Mean-square Integrable.
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BOLUM 1. GIRIS

Konveksligin ilk temelleri Yunan filozoflar tarafindan atilmistir. Yunanlilarin
matematige en 6nemli katkilarindan biri de Euclid’in [1] “Elements” adli kitabidir.
Konveksligin ilk tanim ve gosterimleri bu kitapta bulunmaktadir. Bu konudaki daha
kesin bir tanimi ise Archimedes’in [2] “On The Sphere and Cylinder” adli eserinde

de bulmak mimkiindiir.

Esitsizlik teorisi Gauss, Cauchy ve Chebyshev ile gelismeye baslamistir. Esitsizlik
teorisiyle yakindan iliskili olan konvekslik kavrami goz oniinde bulundurularak
bir¢ok calisma yapilmistir. Bunun en dnemli 6rneklerinden biri Ekim 1881 yilinda
Hermite’in (1822-1901) Journal Mathesis adl1 dergiye gonderdigi konveks fonksiyon
icin Hermite-Hadamard esitsizligidir. [a, b] araliginda tanimli her reel konveks

fonksiyon i¢in meshur Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki gibidir [3]:

(a+b

b
. b
2 )Sb—aff(x)dxﬁw_

19. ve 20. yiizyilda bulunan esitsizliklerin bir kismi konveks fonksiyonlarla
iligkilendirilerek temel esitsizlikler haline gelmistir. Bu tiir esitsizlikleri konu alan ilk
temel c¢alisgma 1934’te Hardy, Littlewood ve Polya [4] tarafindan yazilan
“Inequalities” adli kitaptir. Ikinci calisma ise Beckenbach ve Bellman [5] tarafindan
1961°de yazilan, 1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen yeni esitsizliklerin
sonuclarini igeren, “Inequalities” adli eserdir. Konveks fonksiyonlar icin esitsizlikler
iceren ilk kaynak ise “Convex Functions: Inequalities” basligiyla 1987 yilinda
Pecari¢ [6] tarafindan yazilmistir. Hermite-Hadamard esitsizlikleri konusu Dragomir
ve Pearce [7] tarafindan yazilan "Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities

and Applications" adl1 eserde detayli olarak yer almaktadir.

Son yillarda, konvekslik ve esitsizlik kavramlari, optimizasyon ve matematiksel
programlama problemlerinin incelenmesinde daha genis bir calisma imkani1 sagladigi
i¢in, Olasilik ve Istatistik Teorisi dahil olmak iizere bircok uygulama sahasinda

literatiirde énemli bir yere sahip olmustur. Ozellikle, stokastik siirecler i¢in stokastik



monotonluk ve konveksligi tanimlamak optimizasyonda Ozellikle optimal
tasarimlarda, olasiliksal nicelikler mevcut oldugunda sayisal yaklasimlar elde

edebilmek igin biiyiik 6nem tasimaktadir.

1980°de Nikodem [8], konveks stokastik siire¢leri tanimlamis ve konveks stokastik
stiregler i¢in bilinen baz1 6zellikleri vermistir. Jensen-konveks, A-konveks stokastik
stiregler 1992°de Skowronski [9] tarafindan tanimlanmistir. Ayrica, Kotrys’in [10],
her reel konveks X stokastik siireci i¢in elde ettigi Hermite-Hadamard esitsizligi

asagidaki gibidir:

(u er U,-) < i uJ:X(t,')dt PR JZFX @),

Ayrica, Okur ve ark. [11-15, 16, 17, 18, 19] Sarikaya ve ark. [20, 21] Set ve ark.
[22] farkli konveks stokastik siireglere ait siniflar i¢in bazi esitsizlikleri genisletmeye

ve genellestirmeye ¢alismistir.

Son yillarda bilim adamlari tarafindan matematiksel analiz i¢in bir baslangic olan ve
diferensiyel ve integral olmak iizere iki ana kola sahip olan kalkiiliise alternatif
olarak, limitsiz kalkiiliis olarak da bilinen “Kuantum Kalkiiliis” kesfedilmistir. Bu

mevzudan kisaca bahsetmek gerekirse, asagidaki oran dikkate alinmalidir:

f(x) = f(x0)

X—XO

Eger bu oranin x,x, a yaklagirken (x — xg) limiti varsa, bu oran f(x)
, Sdf . L
fonksiyonunun x = x, noktasindaki d—£ tirevinin tanimi olacaktir. Ancak bu oranda

x = qxg kabul edildiginde g # 1 ve sabit bir sayi ise limit alinamaz. Bu durumda, q-
kalkiiliis kurallar1 kullanilmalidir. Buna gore x = gx, alinirsa,

f(axo) — f (%)

qXo — Xo

qu(x) =

elde edilir. D, f (x)’e f(x)’in g-tiirevi veya f (x)’in tiirevinin q-benzeri denir. Dikkat
edilirse, agsagidaki esitlikler dogrudur [23]:
df

lim Dy f () = - = f(2)



On sekizinci yiizyilda, tinlii matematik¢i Leonhard Euler, g-kalkiiliis ¢alismasini
Newton'un sonsuz serideki ¢alismasinda q parametresini kullanmistir. 1869 yilinda

Thomae [0,1] aralig: lizerinde g-integrali asagidaki sekilde tamtmustir ([24],[25]):

[r@da=a-03 er@ro<q<t

H.H. Jackson 1910 yilinda [a, b] iizerinde g-integral i¢in genel bir tanim yapmistir:

[r@dgr=a-0Y a*r@mo <l <1
0 n=0

olmak lizere

jb f @) dgx = f G dgx — j F)dgx
a 0 0

seklindedir ([26],[27]). g-integralin geometrik anlami asagidaki sekilde gosterildigi

gibi sonsuz cokluktaki dikddrtgenlerin alanlarinin toplamidir.

f(x)

q*bg’bg’b gb b
Sekil 1.1. g-Integralin Geometrik Anlami

Sekilden de goriildiigii gibi [a, b] aralig1 sonsuz ¢oklukta araliklara boliinmiistiir. Bu
alanlarin toplami bize g-integrali verecektir. Bu durum analizdeki belirli integralin

tanimina benzemektedir. Eger ¢ — 1 i¢in limit alinirsa,



lim(1 - q)b Z a"f(q"h)

ifadesinde dikdortgenlerin genisligi sifira yaklasacak ve bu durumda bu limit

Riemann toplamina yakinsayacaktir. O halde f(x), [a, b] araliginda siirekli ise,

b b
tlzi_r)r}ff(x)dqx= ff(x)dx
0 0

olacaktir. g-integral igin [0, ) araliginda genellestirilmis benzersiz tek bir se¢im

yoktur. Jackson’un tanimina benzer

i q"f(q™)
n=0

mutlak yakinsak olmasi kosulu ile Hahn, g-integrali asagidaki sekilde tanimlamistir

([28]):

[ f@dx=a-a Y ar@0<lal <1

0 n=-oo
Literatiirde g-kalkiiliis kullanilarak yapilmis birgok ¢alisma mevcuttur. Konuyla ilgili
olarak mevcut olan bazi ¢alismalar “Harmonik Konveks Fonksiyonlar i¢in g-Hermite
Hadamard Tipli Esitsizlikler [29]”, “Preinveks Fonksiyonlar I¢in Bazi Kuantum
Integral Esitsizlikleri [30]” ornek verilebilir. Ayrica “Konveks Stokastik
Fonksiyonlar I¢in q-Hermite-Hadamard-Fejer Tipi Esitsizlik [31]”, “Konveks ve
kuasi konveks fonksiyonlarin orta nokta tipi esitsizlikleri i¢in gq-Hermite Hadamard
tipi esitsizlikler [32]” 6rnek verilebilir.

Bu tezde ise kuadratik orta anlamda yakinsama, siireklilik, tiirevlenebilme ve
integrallenebilme tanimlarindan yola ¢ikilarak, kuadratik orta anlamda q -
tirevlenebilme ve g-integrallenebilme tanimlar1 verilmis olup konveks, preinveks,
@-konveks, harmonik konveks, m-konveks, r-konveks, ikinci anlamda s-konveks ve
(p, h) -konveks fonksiyonlarin stokastik siiregleri i¢in q -Hermite-Hadamard tipli
esitsizlikler elde edilmistir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Stokastik Siirecler Tle Tlgili Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. J, Q # @ 6rnek uzay iizerinde tanimlanmis bir o-cebir olmak {izere,
P:3 — R fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahip ise, P fonksiyonuna J tizerinde bir
“olasilik Ol¢tisii” denir. P(A)’ya ise, “A olaynin olasilik 6l¢iisii” veya “A olayinin
olasilig1” denir [33]:

1) VAeSJ icin P(A) =0,

2) P(Q) =1,

3) Ikiser ikiser ayrik kiimelerin olusturdugu V(4,) €3 olaylar dizisi icin

asagidaki esitlik dogrudur:
P Jan = P,
n=1 n=1

Tamim 2.1.2. Q # @ bir 6rnek uzay, (’da tanimlanmig bir o-cebir ve P, 3 iizerinde

tanimlanmis bir olasilik dl¢iisii olmak tizere, (1,3, P) tgliisiine bir “olasilik uzay1”

denir [33].

Tammm 2.1.3. (Q, T, P) bir olasilik uzay1 ve &:Q — R fonksiyonu Vx € R sayisi
icin {w:&(w) <x} €J yani J -Ol¢iilebilir ise, & fonksiyonuna bir “rastgele
degisken” denir [33].

Tamm 2.1.4. (Q, S, P) bir olasilik uzay1 ve @ # T € R bir kiime olsun. Reel degerli
X(t, w) fonksiyonu, her t € T i¢in Q) kiimesinde tanimlanmig bir rastgele degisken
ise, bu fonksiyona bir “rastgele fonksiyon” denir. X(t,w), Y(t, w) sembolleri ile
gosterilebilir. Eger burada T = R* ise ve t parametresi zamani ifade ediyorsa, bu

durumda X (t, ) rastgele fonksiyonuna bir “stokastik siire¢” denir [33].
Tamm 2.1.5. X(t, w) bir stokastik siireg, tq, t,, ..., t, € T olsun. Bu durumda

Fe e, (X1, xn) = Plw: X (ty, @) < xq, .00, X(ty, @) < X}, x; ER



fonksiyonuna “X(t, w) stokastik siirecinin n boyutlu dagilim fonksiyonu” denir. Her
ty, t, e, ty icin n boyutlu Fy |, (xq,..,%,) fonksiyonlarinin {Ftl,-.-,tn (x4, ...,xn)},
n > 1 ailesine “stokastik siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlar1” denir [33] ve

bu fonksiyon asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(1) Ftl,tz,...,tn (xl) X ey x‘n) = Ftl'tZ'---rtn—l (xll X2 vy Xn—1, oo)l

(2) Fetytn (X1, X2 ey Xp) = Ftil,tiz,...,tin (xil'xiy ---'xin)-

Teorem 2.1.1. {F, . (x;,...x,)}, t; €T, t; < - <t , n = 1 ailesi, yukandaki 1.

ve 2. Ozelliklerine sahip olsun. Bu durumda
P{lw:X(t, w) < x1, .., X(tn, ) S xp} = Fy, e (Xq, 0, Xp)

seklindedir. Bu teoreme gore, stokastik silire¢ ile onun sonlu boyutlu dagilimlari
birbirlerini birebir tanimlamaktadir. T ve D durum kiimesinin her biri hem kesikli

hem de siirekli olabilir [33].

Tammm 2.1.6. T S N ise X(t,w)’e kesikli zamanli stokastik siire¢, T aralik ise
X(t, w)’e siirekli zamanl stokastik siire¢ denir. Eger X (t, w) stokastik siirecinin D

durum (degerler) kiimesi kesikli ise bu takdirde siirecin sonlu boyutlu dagilimlar
Pe, ey (kyy o k) = Pl X, (@) = kq, oo, X, (@) = kp} 6 €T, n =12, ...
olasiliklari ile tanimlanmaktadir [33].

Eger X (t, w) stokastik siirecinin D durum kiimesi sayilamayan sonsuz elemana sahip

ise bu takdirde stokastik siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonu [33]:

X1 Xn

Feoot, (X1, X)) = f f P, 0, (U, e, Up)duy . duy,
—00 -0

olarak tanimlanmaktadir. Burada Py . (u,..,u,), siirecin n boyutlu olasilik

yogunluk fonksiyonudur.



Tammm 2.1.7. X(t, w) bir stokastik siireg, F;(x) bu stokastik siirecin bir boyutlu

dagilim fonksiyonu olsun. Eger her t i¢in

f |x|dF:(x) < +0ise E(X(t,w)) = J xdF,(x)

integraline “X (t, w) stokastik siirecinin beklenen degeri” denir. X (t, w) stokastik

stirecinin beklenen degeri my (t) sembolii ile de gosterilmektedir [33].

2.2. q-KalKkiiliis Tle Tlgili Temel Kavramlar

Burada g-analizdeki temel tanimlar olan g-sayilarinin tanimlanmasi, q-faktoriyel ve
q-Pochammer sembolii gibi kavramlar tanimlanip g-analizinin en énemli

teoremlerinden olan Binom teoremi verilecektir.

Klasik g -teorisi negatif olmayan tamsayilarin q -benzerlerini tanimlamakla

baslamistir. Bir n tamsayisinin g-benzeri 0 < g < 1 igin

=n

esitliginden ilham alarak tanimlanmistir. Bu tez boyunca aksi belirtilmedikge

0 < g < 1 kabul edilecektir.

Tamm 2.2.1. Bir n pozitif tamsayisinin g-benzeri 0 < q < 1 i¢in [n], veya kisaca

[n] gbsterimi kullanilir.

1—-q"
1-gq

[n] = [nlq = =1+q+q° +-+q""

seklinde tanimlanir. Bu son esitlik, reel veya kompleks bir a sayisinin g-benzerini
tanimlamak i¢in de kullanilir. Yani reel veya komoleks a sayisinin g-benzeri

fa] = 127

1-q
seklinde tanimlanmistir. Bu son esitlikte a — oo i¢in limit alinarak klasik analizdeki

sonsuz kavraminin gq-benzeri



seklinde tanimlanir [23].

Tamim 2.2.2. Dogal sayilardaki faktoriyel kavramina benzer sekilde bir n pozitif

tamsayisi igin [n]! = [1][2] ... [n] esitligi ile tanimlanir. Ayrica [0]! = 1 dir.

Tamm 2.2.3. Bir a kompleksve 0 < g < 1i¢in (1 —a)(1 —aq)...(1 —aqg*™)
carpimi (a; q); sembolil ile gosterilir ve (a; q) gosterime q-Pochhammer sembolii

denir [34].

Bu durumda (a;q), = (1 —a)(1 —aq) ...(1 —aq™Y) = [1FZ5(1 — aq®) olur. Bu
esitlikte n — oo icin limit alirsak sonsuz g -Pochammer semboli (a;q)e =
[Ioo(1—ag®) elde edilirr a=gq alindigimda (q;q)e = [Ireo(1—qq")

oldugundan g-faktoriyel, g-Pochhammer sembolii cinsinden

_ @D _ (@ Do
A-" A-"@"" Do
seklinde ifade edilir. Klasik analizde n, k iki dogal say1 ve n > k olmak iizere

[n]!

n n!
(k) Tk (n—k)!

seklindedir ve (x + y)™ iki terimlisi

n
n
Gty =) ()t
k=0
seklinde agilima sahiptir. g-analizde
xXq = gx, yq=qy ve yx = qxy

degisme kurallar1 kabul edildiginde Gaussian katsayilar1 veya Gaussian Binom

katsayilar1 olarak da adlandirilan g-binom katsayilarinin tanimina ulagilir.

Tamim 2.2.4. Binom katsayisinin g-benzeri

n [n]!
[k] Ik [n— k]!

seklinde tamimlanir [23]. Ustelik (x + y)™ iki terimlisinin g-analizdeki karsilig



(x+y)" = Z [Z] x"kyk
k=0

seklindedir. Klasik analizde binom katsayilar1 arasinda

("% )=6+(2)

seklinde bir iligki vardir. Gaussian Binom katsayilar1 arasinda ise

1
[n N k] 9" [k . 1]
ve
n;{— 1: _ [Z] 4 g1k [k i 1]

seklinde iki iliski s6z konusudur. Burada

=1 []=1

seklindedir [23].

q-Binom katsayilarinin g-Pochhammer cinsinden ifadesi

[ ] £ (@ Dn
kK (@ On-i(@ e
seklindedir.

Teorem 2.2.1. Her k € Nigin ¢, = 0

ﬂ(l—ck)<00<=)ZCk<00

[34].

Teorem 2.2.2. (g-Binom Teoremi) |x| < 1,|q| < 1 igin

Z(a k)k s (ax; @)oo
(q; q)k G Dw

seklindedir [23].

Sonug 2.2.1. g-binom teoreminin sonuglari agagida verilmistir [23].



@ <« 1
; @ Dn (65

Jxl <1, gl < 1.

(b) ™ 1

Z(q'q) e <1 gl <1
- nl;o N k

Y || 0kt =

k=0
@ SN+k-1 1

Z[ " ]xk = D x| < 1.

k=0

Tamm 2.2.5. Bir f fonksiyonunun g-diferensiyeli d, f ile gosterilir ve

dof () = f(gx) — f(x)
seklinde tanimlanir [35].

Tamm 2.2.6. Bir f fonksiyonunun g-tiirevi D, f ile gosterilir ve x # 0 olmak lizere

klasik analizdeki tirev tanimina benzer olarak

flax) = f(x)

P ) = 1

seklinde iki diferensiyelin orani olarak tanimlanir [6]. f fonksiyonunun x = 0

noktasindaki g-tiirevi ise f'(0) olarak tanimlanir. Buna gore bir f fonksiyonunun g-

tiirevi
f(qx) - f()
pf={ q-nDx = 7
1'(0), x=0

seklinde de ifade edilir [36]. g-Tiirev ile ilgili 6zellikler asagida listelenmistir. Bu
esitliklerin ispat1 g-tliirev tanim1 ve dogrudan hesaplamalarla elde edilebilir. Bu

esitlikler ispati ile [4]’de bulunabilir.
D) Dy(f(x) + g(x) = (Dgf)(x)  (Dgg)(x)

(2) Dy(af @) = a(Dyf) @)
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B) Dy(f(x)g(x)) = f(gx)(Dqg)(x) + g(x)(Dgf ) ()
@ D,(f()g(x) = f(x)(Dyeg)(x) + g(qx) (Do f ) (x)

() D, (f (x)) _ 9D f () — f (qx)Dqg(X)’ 9@ % 0

g(x) 9(gx)g(x)
(6) f)\ _ 9(@x)Dyf (x) — f(qx)Dgg(x)
Pa (g(x)) - 9(ax)g(x) - @ =0

Tanim 2.2.7. Thomae [1869] ve Jackson [1910] tarafindan verilmistir. Bir f

fonksiyonunun [0, a] aralig1 iizerinden g-integrali

[ F@dgr =Y flag@q" = ag™) = ai - ) Y a"f(ag™
0 n=0 n=0

esitligi ile tammlanir. a ve b keyfi sayilar olmak iizere

ff(x)dqx = ]bf(X)dqx - Jaf(x)dqx
a 0 0

seklinde tanimlanir [23]. Burada g — 1~ iken limit alinarak
a a
lim ff(x)dqx = ff(x)dx
q-1-
0 0

elde edilir. Klasik analizin temel teoremlerinin g-benzerleri asagida verilmistir. Bu

teoremler ispatlariyla birlikte [23]’de bulunabilir.

Teorem 2.2.3. x = a noktasinda siirekli bir f fonksiyonunun g-anti tiirevi F ise yani
D,F = fise

b
ff(x)dqx = F(b) — F(a)

esitligi mevcuttur [33].

Teorem 2.2.3. Herhangi bir f fonksiyonu i¢in

11



Dy [ Oyt = £
esitligi vardir [23].

Tamm 2.2.8. Klasik analizde

o)

Z agx—a)f=co+c(x—a)+ - +c(x—a)* +
=

seklindeki sonsuz toplama kuvvet serisi denir. Buradaki cj sayilarina serinin
katsayilar1 adi verilir. Eger bir f fonksiyonu a noktasinin bir komsulugunda her
mertebeden tiireve sahip ise f fonksiyonu bu komsuluktaki her bir x i¢in

)
=YD gy
n=1

n

seklinde bir kuvvet serisi olarak ifade edilebilir. Bu kuvvet serisine Taylor Serisi

denir. Herhangi bir n € Z* U {0} i¢in x™ nin g-tiirevi

pgn 0" —x" (@ —Dx" 1-4"
1 (g — Dx @-Dx 1-g¢q

olmasina ragmen

x™
— = [n]x™?!
x ]

Dy(x —a)* # [n](x —a)"!

dir. Dolayisiyla g -analizde Dy (x —a)j = [n](x —a)j~" ozelligini saglayan ve

Taylor serisinde (x — a)™ ifadesinin yerini tutacak bir ifadeye ihtiyag vardir.

Tamm 2.2.9. a,b € Cve n € Z* U {0} olmak iizere (a + b)™ nin g benzeri (a + b)7

ile gosterilir ve

1 , n=0
n-1

n_ .

(a+b)q = ﬂ(a +@/b) = (a+b)@a+bq) ..(a+bg™"), n>1

j=0

esitligi tanimlanir [35].

Ornek 2.2.1. Bu ormekte, n € Z* ve a € C olmak iizere Dy(x + a)? = [n](x +

a)g_1 esitliginin saglandig1 gosterilecektir.

12



(qx+a)g—(x+a)g

n —
D, (x + a)q = @—Dx

_(gx+a)..(gx+aqg") - (x+a)..(x+aq"™")
B (g —Dx

_ ((qx +a)g" - (x + aq"_l))(x +a);!
(@—Dx

(@ = Dx(x + a);™?

B (g — Dx

q" —1 _
= q_l (x‘l‘a)g 1

=[n]x+a)i™', (x+a)g=1

Ornek 22.2. neZ* ve a€eC olmak iizere D,(x+ a)} = [n](a+ gx)i™*

esitliginin saglandig1 gosterilecektir.

(a+qx)g — (a+ x)g

(g —Dx
_ (a+gx)..(a+q"x) — (a+x)...(a+q" x)

(q—Dx

Dy(x +a)y =

_ ((a +q™"x) — (a + x))(a +qx)g~t

(g —Dx
_(a+qx—a—x)(a+qx)g"
- (¢ — Dx
_@" = Dx(a+ gy

(g —Dx

q"-1 _
= _q—l (a + q.X)Z 1
= [n](a + qx)7 ™"

Sonug olarak D, (x + a)g # Dy(a + x)z dir. Benzer islemler yapilarak D, (x —
a)g = —[n](x — a)g_1 esitligi benzer hesaplamalarla gosterilebilir. Boylece bir f

fonksiyonunun Taylor a¢iliminin g-benzeri asagidaki sekilde verilebilir.

13



Tammm 2.2.10. f fonksiyonu (a, b) araliginda siirekli ve ¢ € [a, b] olsun. O halde f

nin g-Taylor a¢ilim1

f(z) = Z q[T]:](!C) (z—0), z€(ab)

n=0

formal serisi ile verilir [37]. Basit hesaplamalarla (a — b)§ = a" (b q)n esitligi

P
kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla bir f fonksiyonunun g-Taylor serisi

(0]

fz) = Z PiS (D (E; q)

[n]! z' " /n

n=0

esitligi ile verilir.
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BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Materyal ve Yontem

Bu tezde, kuadratik orta anlamda yakinsama, siireklilik, tiirevlenebilme ve

integrallenebilme kavramlar1 kullanilmaktadir.

Tanmm 3.1.1. (Q, T, P) olasilik uzayinda {X,,}, n > 1 rastgele degiskenler dizisi ve X
rastgele degiskeni verilsin. Bunun yam sira E|X,,| < oo ve E|X| < o olsun. Eger

0<r<oven — o iken
E|X, — X" = f X (@) — X(@)"dP (@) — 0

ise, bu takdirde {X,} dizisi X ye r. mertebeden orta anlamda yakinsiyor denir ve bu

Ly . .1 .
yakinsama n — oo iken X,, — X seklinde yazilir. Bu yakinsama gesidine analizde L,
anlaminda yakinsama denir. Ozel olarak r = 2 oldugunda bu yakinsamaya kuadratik
orta yakinsama denir. Bu yakinsama l.i.m.,,_, X;, =X seklinde yazilir. Burada

Li.m. “limit in mean” kelimelerinin kisaltmasidir [33].

Tamm 3.1.2. (Q, 3, P) olasilik uzayinda t € T € R olmak {izere {X,(t,)}, n>1
stokastik siiregler dizisi ve X(t,") stokastik siireci verilsin. Bunun yan1 sira E|X,,(t,

)| < o ve E|X(t,)] < oo olsun. Eger V t € T igin
lim E (X,(t,) —X(t)?=0
n—oo

ise {X,,(t,)}, n = 1 stokastik siiregler dizisi, X(t,") stokastik siirecine kuadratik orta

anlamda yakinsaktir denir [33] ve asagidaki gibi gosterilir:
Lim. X,(t,") = X(t,), (a.e.).
n—oo

Tanmm 3.1.3. X(¢t,.) stokastik siireci verilsin. Eger

gl_r)’% EX(t+4)—-X()*=0 (3.1.1)
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ise, bu durumda X(t,) stokastik siirecine t noktasinda kuadratik orta anlamda

stireklidir denir ve bu durum asagidaki gibi gosterilir [33]:

l.Ai._)rOn.X(t +4A,) =X(t,), (a.e.).

Teorem 3.1.1. Bir X(t,") stokastik siirecinin kuadratik orta anlamda stirekli olmasi
icin yeterli kosul, K(t;,t,) kovaryans fonksiyonunun Vt,,t, €T i¢in t; =t, =t

noktasinda siirekli olmasidir [33].

Tamm 3.1.4. (Q, 3, P) olasilik uzayinda t € T € R olmak iizere X(t,”) stokastik
slireci verilsin. Eger mevcut ise, asagidaki limite X (t,) stokastik siirecinin kuadratik

orta anlamda tiirevi denir [33]:

o [xe+a-xw) L,
gl_I)I(}E A -X'(t,")| =0. (3.1.2)
Bu tanimi asagidaki gibi yazmak miimkiindiir:
X(t+A)—X(t,
l.i.m. ( ) &) =X'(¢t,), (a.e.). (3.1.3)

A-0 A

(3.1.2) limitinin varhig1 ve tekligi igin bir kosulun saglanmasi gereklidir. Bu limitin
varhigi igin gerekli kosul ise X (t,") stokastik siirecinin kuadratik orta anlamda siirekli
olmasidir ve yeterli kosul ise, K(t;,t,) kovaryans fonksiyonunun Vt;,t, € T igin

t; = t, = t noktasinda 2. mertebeden karisik tiirevinin mevcut olmasidir.

Tammm 3.1.5. (Q, 3, P) olasilik uzayinda t € T € R olmak tizere X(t,”) stokastik
fonksiyonu verilsin. Ayrica [u,v] arali@inin pargalanist u =ty < t; <t, < - <
t, =V, Aty =t —t—1, k=1,2,....,n olmak tizere lim,_,, max,<,|At,| =0
olsun. Bu durumda X(t, w) stokastik fonksiyonunun [u,v] araligindaki integrali

asagidaki gibi tanimlanir [33]:

v 2

n
limE Zx(tk,-)Atk - fX(t,-)dt
k=1

n—oo

0.

u
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Bu tanimi asagidaki gibi yazmak miimkiindiir:

n v
Lim. ) X(t,)At, = fX(t,-)dt, (a.e.).
" k=1 u

Bu limitin varlig1 i¢in gerekli kosul ise X(t,”) stokastik siirecinin kuadratik orta
anlamda stirekli olmasidir ve yeterli kosul ise, K(t;, t,) kovaryans fonksiyonunun
Vti,t, €T igin t; =t, =t noktasinda iki katli karisik integralinin mevcut

olmasidir. Ayrica X(t,) < Y(t,") i¢in asagidaki esitsizlik gegerlidir:

fX(t,-)dt < fY(t,-)dt, (a.e.).
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu kisimda, kuadratik orta anlamda gq -tiirevlenebilme ve g -integrallenebilme
kavramlar1 verildikten sonra, bazi konveks stokastik siiregler ic¢in g -Hermite-

Hadamard esitsizligi elde edilmistir.

Bilinmelidir ki, kovaryans fonksiyonun o6zelliklerinden ¢(t) rastgele olmayan bir
fonksiyon olmak ftizere Y(t,”) = X(t,”) + @(t) stokastik siirecinin kovaryans
fonksiyonu Vt;,t, € T i¢in Ky(t;,t,) = Kx(t;,t,) *dir. Bu nedenle, X'(t,;) =
X(t)—E (X (t,-)) merkezlesmis siirecinin kovaryans fonksiyonu ile X (t,") siirecinin
kovaryans fonksiyonu aymidir. Yani Vt;,t, € T igin K,-(ty,t;) = Kx(tq,t;) dir.
Buna gére, bazi teoremlerin ispatinda genelligi bozmadan V¢ € T icin E(X(¢t,)) = 0

oldugu varsayilabilir. Bu durumda, Ky (t;, t,) asagidaki gibi yazilabilir:

Kx(t1,t;) = E(X(t1,)X(t2,)) — E(X(t1,))E(X (¢2,) = E(X(£1,)X(£2,7)).

4.1. Bir Stokastik Siirecin Kuadratik Orta Anlamda g-Tiirevi

Bu kisimda, stokastik siiregler i¢in kuadratik orta anlamda g-tiirevi ve ozellikleri

verilmistir.

Tezin bu kismindan itibaren, u,v € R, u <v olmak lizere T:= [u,v] € R ;
U, v ER,u; < vy, Uy, vy €R,u, < v, olmak tizere A:= [uy,v1] X [uy,v,] €

RxRve0<g<1,0<gq; <1,0<gq, <1 olarak kabul edilmistir.

Tanim 4.1.1. (Q, 3, P) olasilik uzayinda tanimli herhangi bir X: T X Q. — R stokastik

stireci verilsin. Bu taktirde

E[(X(qt + (1 — Qu) — X(t,)) — wdgX(£)] = 0

esitligine X (t,) stokastik siirecinin kuadratik orta anlamda g-diferensiyeli denir ve

kisaca asagidaki gibi hesaplanir:

wdgX(t) = X(qt + (1 — @u,”) — X(¢t,), (a.e.). (4.1.1)
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Ayrica, (4.1.1)'de u = 0 icin od X (t,) = dyX(t,) = X(qt,”) — X(t,), (a.e.)’dum.

Teorem 4.1.1. (Q,3,P) olasilik uzayinda tanimli herhangi iki X,Y:T X Q — R

stokastik siireci verilsin. Bu taktirde asagidaki islemler dogrudur:

(1) udg (aX(t,-)) = a,d.X(t), (a.e.),
Q) Ldg (XD Y () = wdgX(t) £ ,d,Y (), (ae),
() wdy (XY () =X(gt + (1 — Qu)ud Y () + Y (6)ud X (t), (a.e.).

Ispat. Tanim 4.1.1°den (4.1.1) kullamilarak, (1) ve (2) kolayca elde edilir.
(3) X(t,)Y(t,)’nin kuadratik orta anlamda g-diferensiyeli asagidaki gibi elde edilir:
udg[X (@)Y ()] = X(gt + (1 — Qu,)Y(qt + (1 = Qu,) = X (&)Y (¢)
= X(qt + (1 = Qu,)Y (gt + (1 = Qu,’) = X(£,)Y (¢,
+X (gt + (1 = Qu)Y(t) = X(gt + (1 = Qu)Y(¢,)

=X(qt+ 1 —u)[Y(qt + (1 —u,) —Y(¢,)]

=X(qt + (1 — qQu,),d,Y () + Y(t,),dgX(t,), (a.e.).

Tamm 4.1.2. (), 3, P) olasilik uzayinda tanimli kuadratik orta anlamda stirekli

X:T x Q — R stokastik stireci verilsin. Eger mevcut ise,

2

X(qt+(1—q)u,-)—X(t,')_ D, x| =0
ullq ’ -

(g —D(t—-w

esitligine X (t,") stokastik siirecinin kuadratik orta anlamda g-tiirevi denir ve kisaca

asagidaki gibi hesaplanir:

udgX(t) _ X(qt+ (A - quw) — X (&)
udqt (q - 1)(t - u)

uDgX (L) = ,t#=u, (a.e.). (4.1.2)

Ayrica, (4.1.2)'de u = 0 i¢in (D, X(t,) = Dgy X(t,") elde edilir. Burada D, X(t,")

ile tanimlanan X (¢,")'nin kuadratik orta anlamda g-tiirevi olup asagidaki gibidir:
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X(qt,)) — X(t,:
D X(t) = (q(tq)_ 1)t(t),t¢0, (a.e.).

Burada g — 1 limit alinirsa, kuadratik orta anlamda g-tiirev tanimindan, bir stokastik

surecin klasik kuadratik orta anlamda tiurevi elde edilir.

Uyan 4.1.1. X(t,7) kuadratik orta anlamda siirekli oldugundan u noktasinda

kuadratik orta anlamda limiti vardir. Bu nedenle
lim E (uDgX(t,) — yDgX(u,))* =0
n—ooo

dir. Bu durumu asagidaki gibi de gdstermek miimkiindiir:

Lim. DX (t,) = yDgX(u,), (a.e.).
n—oo

vu € T igin D, X (t,") mevcutsa, bu durumda X (t,-) stokastik siirecine kuadratik orta

anlamda q-differensiyellenebilirdir denir.

Tammm 4.1.3. Bir q -differensiyellenebilir f:1 c R = R fonksiyonunun ikinci

mertebeden kuadratik orta anlamda g-tiirevi

uDfZ = uDq (uDef):1 € R >R

seklinde tanimlanir. Benzer sekilde, bdyle bir fonksiyonun yiiksek mertebeden q-

tiirevi ise
DI TcR->R
seklinde tanimlanir [38].

Tamm 4.1.4. Bir g-differensiyellenebilir f: Ac R? —» R fonksiyonunun sirasiyla x
degiskenine gbre q;-kismi tiirevi, y degiskenine gore g,-kismi tlirevi ve dnce x sonra
y degiskenine gore 2. mertebeden q,, g,-kismi tiirevi V(x,y) € A i¢in asagidaki gibi

tanimlanmaktadir [38]:

w0q,f (%, ¥) _flax+ A —-q)uy) — f&y)

O % A=) —0) ,x #u,(a.e.);

qulf(xr y) =
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v, %, y)  f(x,q;y + (1 —q)v) — f(x,y)

quzf(ny) = P y = (1—612)(}/—17) ,yiv,(a.e.);
v¥q>
flaix+ (A —q)u, gy + (1 —q)v) + f(x,y)
wwDda. f (0, y) = g + A~ g)wy) — fx gey + (1 = 62)v) ,(a.e.).

1-q)x—w1-q)ly—v)

Teorem 4.1.2. (Q, 3, P) olasilik uzayinda tanimli X: T X Q — R stokastik siirecinin
kuadratik orta anlamda g -tiirevinin varhigi igin yeterli kosul, Vt;,t, €T igin
K(ty,t,) kovaryans fonksiyonunun t; =t, =t noktasmma gore qq,q, - kismi

tirevinin mevcut olmasidir.

Ispat. X(t,) stokastik siirecinin kuadratik orta anlamda g-tiirevinin mevcut ve tek

tiirlii oldugu agagidaki gibi gosterilir:

E lX(CI1t1 + (1 = gquy,) — X(t1,0) y X(qzt; + (1 — q)uy,) — X(tz")r
(g1 — Dt —uy) (q2 — D(tz; —uy)

E(X(quty + (1 — q)u))” + E(X(81,))° ]
—E(X(Q1t1 + (- CI1)u1»')X(t1:')) - E(X(t1")X(Q1t1 +(1- Q1)u1"))
(q1 — 12(t; —uy)?

[ E(X(Q1t1 + (1 — gq)uy,)X(got, + (1 — Q2)u2.')) + E(X(t1")X(t2"))
__E(X(Q1t1 +(1- Ch)up')X(tz;')) - E(X(tp')x(‘btz +(1- ‘h)uzr'))
(1 — D —u)(gz — D(t; —uyp)

_E(X(Qth +(1- CI2)U2"))2 - E(X(CIztz + (1 - Q2)u2")X(tz"))]
—E(X(t,)X(q2t + (1 = q)up,)) + E(X(8,))°
(a2 — D2(t; —uy)?

Vvt € T igin E(X(t,-)) = 0 oldugundan

+- . (4.1.3)

K(ty,t2) = E(X(t1,)X(t2)) — E(X(t1,))E(X(t2)) = E(X(t1,)X(t2,))

dir. Bu durumda (4.1.3) esitligi asagidaki gibi yazilabilir:

E X(gq1t; + (1 —quyg,) — X(t,7) _ X(qzt; + (1 — q)uy,) — X(t3,7) ?
(g1 — Dt —uy) (q2 — D(t; —uy)
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K(qit; + (1 — quy, g1t + (1 — quy) + K(tq,t4)
_ —K(qit; + (1 — quy, t1) — K(ty, a1 + (1 — q1)uy)
(g1 — 1)2(t; — uy)?

[ K(gqity + (1 — qug, g2t + (1 — q2)uy) + K(tq, t3) ]
_9 —K(qut:s + (1 — qug, ) — K(t1, G2t + (1 — g2)u,).
(g — Dty —u)(qz — D(t; —uy)

[ K(qat; + (1 — q2)uy, qat; + (1 — q)uy) + K(tg,t5) |
—K(qot; + (1 — qx)uy, ty) — K(t,, qot; + (1 — q2)uy)]
+ 2 2

(g2 — D2(t; —uyp)

= o, DG K(t1,t5) = 24, 4,08, 0, K (t1,t5) + 4, DZ K (ty,t5). (4.1.4)

Eger Vt,;,t, € T i¢in K(t,,t,) kovaryans fonksiyonunun t; = t, = t noktasina gore
kismi q -tiirevi o, . Dg, 4, K(t1,t;) = ,DGK(t,t) mevcut ise, (4.1.4) esitligi

asagidaki gibi yazilabilir:

i X(q1ty + (1 — quq,) — X(&4,7) _ X(qzty + (1 — gluy,) — X(t2,7) ?
(g1 — Dty —wy) (g2 — D(t; — up)

= 0.

Buradan, X (t,-) stokastik stirecinin kuadratik orta anlamda g-tiirevi mevcuttur ve bu

tiirevin (4.1.2) esitligindeki gibi tek tiirlii oldugu sonucuna varilir.

Teorem 4.1.3. (Q,3,P) olasilik uzayinda tanimli herhangi iki X,Y:T X Q — R

stokastik siireci verilsin. Bu taktirde asagidaki islemler dogrudur:

(1) uDyq (aX(t,-)) = a,DyX(t,;),(a.e.),
(2 D, (X)) £Y () = uDX () + DY (5, (a.e.),
() WDy (X(6)Y () = X(qt + (1 — Qu,)y DY (67) + Y (£,),Dg X (t,), (a-e.),
@) D, (XY () = X(t)uD,Y () + Y (gt + (1 — @u,) Dy X(8,), (a.e.),
(5) D (X(t,')) _ Y(t")quX(t") - X(t,')quY(t,') (a.e.)

ANY () Y(gt+(1—u)Y() 7

Y(t+ (A —q)u)Y(t)#0
© o, (269)

u=q Y(t,')

_Y(gt+ (1 - u)uDeX(t) — X(qt + (1 — qQ)u,), DY (t,)

Y(gt + (1 — u)Y(t)
Y(gt + (1 — qu,)Y(t,) #0,(a.e.).

Ispat. (1) ve (2) Tanim 4.1.1°den (4.1.1) kullamlarak kolayca elde edilir.
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(3) Iki stokastik siirecin ¢arpiminin g-tiirevi asagidaki gibi elde edilir:

wdg[X (&)Y (8]

udgt
B X(qt+ A —qu)dgY () +Y(t,),dgX(¢,)
B @—-D-w
wdqY (t,) _ wdgX(t,)
gt + Y (¢, )—udqt :

uDg [X ()Y (t,)] =

=X(qt+ (1 - qu,)

(4) (3)’e benzer sekilde elde edilir.
(5) iki stokastik siirecin boliimiiniin g-tiirevi asagidaki elde edilir:

X(t,
uDq <Y(t,-) %) = DX (t,"), (a.e.).

Yukaridaki esitlik Teorem 4.1.3’den (3) i1) kullanilarak asagidaki gibi yazilabilir:

X(t,')> X(t) (DY () = D X(t), (a.e.).

Buradan gerekli matematiksel islemler yapilarak ispat kolayca tamamlanir. Benzer
sekilde 1) elde edilir.
(6) (5)’e benzer sekilde elde edilir.

Ornek 4.1.1. (O, S, P) olasilik uzayinda tanimli X:T X Q — R stokastik siireci,
A: Q - R bir rastgele degisken olmak iizere X (t,) = A(-)t?, t € T olsun. Bu siirecin

t # u i¢in g-tiirevi asagidaki gibi elde edilir:

AQ)(qt + (1 — uw)* — AO)t?
(g —D(—-u)

quX(t:') = qu(A(')tZ) =

[(q —DE-w][(A-qu+1+g)t]
(g —D(—-w

=A()

=AC)[A+t+ (A —qu], (a.e.).
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Ornek 4.1.2. (Q, 5, P) olasilik uzayinda tamimli X:T X Q — R stokastik siireci,
A: Q - R bir rastgele degisken olmak iizere X(t,”) = A(-)t",n € Z*,t € T olsun. Bu

stirecin t # 0 icin g-tiirevi asagidaki gibi elde edilir:

AC)(q)" — A"

DaX(t,) = Dy(A()t™) =

(g =Dt
(g" = Dt"
= A()—————=AO)[n]t" L, (a.e.).
O~ = = AOmIE, @.e)
Burada n € Z* olmak iizere [n] = %’dlr. Ayrica, ¢ = 1 limit alinirsa, bu siirecin

klasik kuadratik orta anlamda tiirevi agsagidaki gibi elde edilir:

D X(t7) = X'(t,) = A()nt™ 1, (a.e.).

4.2. Bir Stokastik Siirecin Kuadratik Orta Anlamda g-integrali

Bu kisimda, konveks stokastik siiregler i¢in kuadratik orta anlamda g-integrali ve

ozellikleri verilmistir.

Tamm 4.2.1. Bir g -differensiyellenebilir f: Ac R? - R fonksiyonunun g, g, -iKi
katli integrali V(t,s) € A igin asagidaki gibi tanimlanmaktadir [38]:

s t
f f F(x,Y) uBy,Xv0q,y

vV u

A1-q)t-w(A—-qg)(s—v)

TIx D0 it + (- g g + (- gs) |

m=0n=0

Tamm 4.2.2. (), 3, P) olasilik uzayinda tanimli kuadratik orta anlamda stirekli

X:T x Q — R stokastik siireci verilsin. Eger mevcut ise,
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[ % t ‘1
El A-t—w Z q"X(@"t+ (1 —qMu,")) — fX(G.-) udqt j =0

=0

esitligine X(t, ) stokastik siirecinin [u, t] araligindaki kuadratik orta anlamda q -

integrali denir ve kisaca asagidaki gibi hesaplanir:

t

fX(H,-) wdg0 =1 —q)(t—u) Z q"X(q"t+ (A —-q"u,), (a.e.). (4.2.1)

u

Uyan 4.2.1. i) (4.2.1)’de u = 0 alinirsa, denklem asagidaki gibi kuadratik orta

anlamda klasik g-belirli integraline doniisiir:

t t

f X(8,) odg0 = j X(8,)d,6 = (1 - q)tz: q"X(q"t,), ¢ € [0,0), (a.e.).
n=0

0 0

Burada g — 1 limit alinirsa, kuadratik orta anlamda q -integral tanimindan, bir

stokastik siirecin klasik kuadratik orta anlamda integrali elde edilir.

i) (4.2.1) esitliginde ¢ € (u,t) noktast igin [a,t] kapali araligindaki q -belirli
integrali asagidaki gibidir:

t t c

J X(0,7) ydgf = j X(0,) udg6 — f X(0,) udg0

C u u

= (- —w ) a"X(@"t+ (1 - qu)
n=0

~A-@e-w) ) "X@ e+ (1 - ), (@e.)
n=0

i) X(t,") < Y(t,) i¢in asagidaki esitsizlik dogrudur:

t t

J X(0,)udy0 < f Y(6,)uds0, (ae.).

u u
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iv) Yukaridaki esitligin varlig1 i¢in gerekli kosul, X (t,") stokastik siirecinin kuadratik
orta anlamda siirekli olmasi ve yeterli kosul ise, K (t;, t,) kovaryans fonksiyonunun

Vti, t, €T igin t; = t, = t noktasinda iki katli g, g,-integralinin mevcut olmasidir.

Teorem 4.2.1. (Q,3J, P) olasilik uzayinda tanimli X: T X Q — R stokastik siirecinin
kuadratik orta anlamda q -integralinin varligi i¢in yeterli kosul, Vt;,t, € T igin
K(ty,t;) kovaryans fonksiyonunun t; =t, =t noktasinda iki kath gqq,q, -

integralinin mevcut olmasidir.

Ispat. X(t,") stokastik siirecinin kuadratik orta anlamda g-integralinin mevcut ve tek

tiirli oldugu asagidaki gibi gosterilir:

(1- g6 —w) ) aX(ghty + (1 - qPuy,)
E n=0
—(1—q2)(t; —uz) qz X(qz't; + (1 — q3)uz,)
L 0 B

m=

) OO [ X (@ + (1= qMu),)
= (1-q)%(t; —uy)? ;; ai"E [X X(:CLI?Z +(1- 21?)1111):)

(1— gt —u) (A — g2)(t; —uz)
T2 YD arapE[X (gt + (- @ X @Rt + (- )]

m=0n=0

2 o X(grt, + (1 — ¢Mu,,)
(1 — a)2(ts — ws)? z Z ZmE[ 2 2 .
( q2)*(t; 2) L L 41 X X(qJ't, + (1 — q7H)uy,)

Vvt € T igin E(X(t,-)) = 0 oldugundan

K(ty,t2) = E(X(t1,)X(t2)) = E(X(62,))E(X(£2,)) = E(X(£2,)X (t5,))
dir. Bu durumda yukaridaki esitlik asagidaki gibi yazilabilir:

_ o0 42
-t —w) ) @X@a+A-aDw) | oo
n=0 = f f K(6,9) ,04,6,,0,4,06
—(1—q2)(t; —uz) Z qz X(qz't; + (1 — q3")uz,) t th

m=0
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t1 L2 ty t2

2 f f K(6,9) 1,9, 0u,04,0 + f f K(©0,9) w90, 80,009,  (4.2.3)
Uy Uz

Uq Uz

Eger Vt,, t, €T icin K(t;,t,) kovaryans fonksiyonunun t; =t, =t noktasinda

gore q,, q,iki katli -integrali mevcut ise, (4.2.3) esitligi asagidaki gibi yazilabilir:

1 -q)(t —uy) z qrX(qity + (1 — quy,)

~(1- @) —w) ) aFX@Fe + (1= )
L m=0 A

Buradan, X (t,") stokastik siireci kuadratik orta anlamda q-integrali mevcut ve bu

integralin (4.2.2) esitligindeki gibi tek tiirlii oldugu sonucuna vartlir.

Teorem 4.2.2. (Q, 3, P) olasilik uzaymnda tanimli, X,Y:T X Q - R kuadratik orta

anlamda siirekli stokastik siirecleri verilsin. Bu taktirde asagidaki islemler dogrudur:

1) ;
D, j X(0,) udy6 = X(t), (a.e.),
2 !
f DoX(6,) udgf = X(t) — X(c,), (a.e.),c € ()
(3) Ct t t
f [aX(6,) £ Yb(6,)] yda6 = a f X(8,) ydg0 + b f Y(0,) udef, a,b€R
f X(8,) udy0 f Y(0,) udqf
= (X(@,-)Y(e,-))|i — J X(q0 + (1 — Qu) ,DyX(6,),d,0, (a.e.).

u

Ispat. Tanim 4.1.1 ve Tanim 4.2.1 ile asikéardir.

Ornek 4.2.1. (Q,3,P) olasihk uzaymda tanimli X:T X Q — R stokastik siireci,
A: Q — R bir rastgele degisken olmak tizere X(t,") = A(-)t, t € T olsun. Bu siirecin

q-integrali asagidaki gibi elde edilir:
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t

[ %040 = A== Y "X (q"e + (1 - q"u)
n=0

u

= (A=t —w) ) A0+ (1 - )W

= (1= @)t~ WAO) ) (§7(t = w) + ")

(t —w)(t+ qu)
1+¢q

= (1- )t —wAQ) (f__;‘z ey

) =A() , (a.e.).

Burada g — 1 limit alinirsa, bu siirecin klasik kuadratik orta anlamda integrali elde
edilir:

t t

f X(6,) ydg 6 = f X(6,)d6 = A()

u u

t2 —u?
2

, (a.e.).

4.3. Konveks Stokastik Siiregler i¢cin g-Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda konveks stokastik siiregler icin g -Hermite-Hadamard esitsizligi

verilmistir.

Tanim 4.3.1. X:I X 2 - R bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde, A € [0,1] ve

t,s € I i¢in agagidaki esitsizligi saglayan stokastik siirece konvekstir denir [10]:
X((A=-MDt+1s,) < (A —-DX(E) +AX(s,), (a.e).
Eger esitsizlikte 4 = 1/2 alinirsa bu siirece Jensen-convex stokastik siire¢ denir.

Lemma 4.3.1. X(t,) kuadratik orta anlamda integrallenebilir bir stokastik siireg¢ ve

A € (0,1) olsun. Bu takdirde asagidaki esitlik mevcuttur [39]:

1 1

jX((l —Du+ )lv,-)dl = JX((l - Dv+ lu,-)dl = ﬁfX(t,-)dt, (a.e.).

0 0
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Lemma 4.3.2. X(t,") kuadratik orta anlamda g-integrallenebilir bir stokastik siire¢ ve

4, q € (0,1) olsun. Bu takdirde asagidaki esitlik mevcuttur [31]:

1

1
fx((1 — Du+ A, ) gdgA = fx((1 — DV + A, odg A
0 0

1
= _qu(tl')udqt, (a.e.).

v
u

Ispat. 1. integralde t = (1 — 2)u + Av degisken doniisiimii yapilirsa

1

v
1
jX((l —MDu+ lv,')odql = mjx(t:')udqt
u

0

seklindedir. 2. integral de uygun degisken doéniisiimii ile benzer sekilde elde edilir.

Sonug 4.3.1. Lemma 4.3.2°de ¢ — 17 iken limit alinirsa, Lemma 4.3.1°deki konveks

stokastik siire¢ler icin klasik integral esitligi elde edilir.

Lemma 4.3.3. X: [u,v] X 2 — R stokastik siireci kuadratik orta anlamda g-integrali
integrallenebilir ve A,B:2 — R birer rastgele degisken olsun. Eger E[A?] <
o, E[B?] < o i¢in X(t,-) = A(-)t + B(-) ise bu taktirde asagidaki esitlik mevcuttur
[31]:

v

1
— j X(t;) ydqt = AC)

u

WrY LB, (ae).

v q+1

Ispat. X(t,-)’nin kuadratik orta anlamda g-integrali mevcut oldugundan asagidaki

esitlikler yazilabilir:

_ o 2-
/ (- -w Z q"X((1 - qMu+ q”vr))\
n=0

v—u
qu+v
—(A(-) T+ 1 +B(-)>
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(=0 @O - u+am) +80)]
—F | n=0
"4 ()>

\ ( Ok
_/(1 -q) i[qZ”A(-)(v —u) +q"(uA() + B(-))]\ |
—F | n=0

+B()>

\ (A()

v—1u +uA()+B()>\
|

+B()> /

Onerme 4.3.1. X: [u, v] X 2 - R stokastik siireci konveks ve (u, v) aralig1 iizerinde

2

1
I
o
I
|

kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir olsun. Bu takdirde asagidaki esitsizligi

saglayan en az bir A: 2 > R Dir rastgele degiskeni mevcuttur [31]:

u+tv u+v
q ) X(Q

,-), (a.e.).

Ispat: X(t,-), [u,v] araliginda konveks ve t, € (u, v) noktasinda kuadratik orta

anlamda diferensiyellenebilir bir stokastik siire¢c oldugundan asagidaki esitsizlik

yazilabilir:
X(t) —X(to,) = X'(to,)(t —to), (a.e.).
Eger t, = q::lv ve X' (qqu—:;,-> = A(:) alinirsa ispat biter.

Teorem 4.3.1. X: [u,v] X 2 > R konveks stokastik siireci kuadratik orta anlamda

integralenebilirse asagidaki esitsizlik mevcuttur [10]:

Xw)+X W)
2

u—+v
X

> , (a.e.).

v
1
) < —JX(t,-)dt <
V—Uu
u
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Teorem 4.3.2. X:[u,v] X2 - R, (u,v) aralig1 lizerinde kuadratik orta anlamda
diferensiyellenebilir konveks bir stokastik siire¢ ve g € (0,1) olsun. Bu takdirde

asagidaki esitsizlik mevcuttur [31]:

v
qu +v 1 qX(u") + X(vl.)
X(q_l_l,)_v_qu(t,)udqt_ S @e). (43D)

u

Ispat. Onerme 4.3.1°den

X(t) = AC) (t _ ‘Z‘_:’f) +X (q:-:'lv’.>

dir. Bu durumda, Lemma 4.3.3’den

v
1 qu +v
— [ X udgr = x (T
v—u_l- (&) udg q+1
u

esitsizligi elde edilir. Son esitsizlikte gerekli sadelestirmeler yapilirsa
(4.3.1) esitsizliginin sol tarafi elde edilir. Ayrica, X(t,") stokastik siireci konveks
oldugundan A € [0, 1] i¢in agagidaki esitsizlik mevcuttur:

X(A=Du+v,) <1 -DX@w)+ X (v,).

Yukaridaki esitsizligin A ’ye gore [0,1] kapali araliginda q -integral alindiginda
Lemma 4.3.2 yardimiyla (4.3.1) esitsizliginin sag tarafi asagidaki gibi elde edilir:

1

v
1
j X((A=Du+ v, )odgA = po— f X(t,)yudgt
u

0
1 1
< X(w) f (1= 2)gdgA + X (v,7) f AodgA
0 0

_ QX(U,,) + X( U,‘)

= Xw) g H X W) g =

q
q+1

Sonug¢ 4.3.2. Teorem 4.3.2°’de ¢ — 1~ iken limit alinirsa, Teorem 4.3.1’deki konveks

stokastik siirecler i¢in klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.
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4.4. Preinveks Stokastik Siirecler i¢cin g-Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda preinvex stokastik siiregler igin g -Hermite-Hadamard esitsizligi

verilmistir.

Tamm 4.4.1. ] ¢ R™ ve n:IxI - R siirekli fonksiyon olsun. Eger V u,v € I ve
A€[0,1] i¢in v+ An(u,v) €1 ise | ya n ‘ya gore inveks bir kiime denir. Her
konveks kiimenin n(u, v) = u — v fonksiyonuna gore invex oldugu aciktir. Fakat

bunun tersi genelde dogru degildir, yani konveks olmayan inveks kiimeler mevcuttur

[30].

Her konveks fonksiyon n(u, v) = u — v fonksiyonuna gore preinveks fonksiyondur,
ancak bunun tersi genelde dogru degildir. n fonksiyonu {izerine asagidaki kosul

Mohan ve Neogy tarafindan konulmustur [30].

C Kosulu: I c R", nn:IxI - R ‘ya gore inveks bir kiime olsun. V v,u € I ve
A €]0,1] i¢in

n(u,u+ n(v,u)) = —An(v,u)
r](v,u + An(v, u)) =1-MHnlv,u)
C kosulundan her v,u € I ve 14,4, € [0,1] i¢cin asagidaki esitlik elde edilir:
n(u + A, n(v,w),u+ A, n(v, u)) =, —A)n(v,u).

Tanmm 4.4.2. Asagidaki esitsizligi saglayan X:1 X 2 — R stokastik siirecine V v, U

€l ve A €[0,1] i¢in 7n’ya gore preinvekstir denir:
Xu+An(v,u),) <A-1DXw,)+1X(w,), (a.e.).

Eger A sayist (0,1) arasinda sabit bir say1 ise siire¢ A-preinvex stokastik siire¢c ve
A = 1/2 ise, siire¢ Jensen-prinvex stokastik siire¢ olarak adlandirilir. Eger n(v,u) =

v — u segersek, X (t,-) bir konveks stokastik siireg olur [40].

Lemma 4.4.1. X(t,") kuadratik orta anlamda integrallenebilir bir stokastik siireg¢ ve

A € (0,1) olsun. Bu takdirde asagidaki esitlik mevcuttur [40]:
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f X(u + An(v,0),)dA = f X(u + (1 = Dn(v,u))dA

u+n(v,u)

1
n(v,u) f X(t,)dt,(a.e.).

Lemma 4.4.2. X(t,") kuadratik orta anlamda g-integrallenebilir bir stokastik siire¢ ve

A, q € (0,1) olsun. Bu takdirde asagidaki esitlik mevcuttur:

1

jX(u + (v, u),)odgd = fX(u + (1 =D, u),)dgA
0

0

u+n(v,u)
1
n(v,u) _[ X(t")udqt; (a.e.).
u

Ispat. 1. integralde t = u + An(v, u) degisken doniisiimii yapilirsa

1 u+n(v,u)

1
0fX(u + (v, u),")odghA = o, 1 X(t,)ydgt

seklindedir. 2. integral de uygun degisken doniisiimii ile benzer sekilde elde edilir.

Sonu¢ 4.4.1. Lemma 4.4.2°deki esitsizligin ¢ — 17 iken limit alinirsa, Lemma 4.4.1

elde edilir.

Lemma 4.4.3. X: [u,u + n(v,u)] X 2 - (0, ) preinveks stokastik siireci kuadratik
orta anlamda g-integrali integrallenebilir ve A, B: 2 — R birer rastgele degisken
olsun. Eger E[A?] < o, E[B?] < o i¢in X(t,) = A(-)t + B(-) ise bu taktirde

asagidaki esitlik mevcuttur:

u+n(v,u)
1 _ u(l+q)+n(v,u)
o [ x@) e = a0 100 po, e,

Ispat. X(t,-)’nin kuadratik orta anlamda qg-integrali mevcut oldugundan asagidaki

esitlikler yazilabilir:
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: ) i
1
(n(v AR ACRICAD D Z q"X(q"(u+n(v,w) + (1 - q")u,-)\
n=0 |

B (A(-) u(l+ (i)++qn(v, u) N B(-)) /

2_

(1-q) i q"X(u+q"n(v,u),) \
n=0

B (A(-) u(l+q) +n(v,u) N B(J))

1+gq

Il
b
T _\I

e 2
/(1 - Z q"[AO)(u + q"n (v, W) + B(-)]\
n=0 i

|
| (o ,0) |

(a-o > [ AOn@w + (@A) + 5]\
i n=0

2_

|
k —(A(-)u(l+Z)++qn(v'u)+3<-)> )

[ _<A(.)u(1+z)++qn(v,u) . B(.)> / J |

Onerme 4.4.1. X:[u,u+n(v,u)] x 2 - (0,00) stokastik siireci preinveks ve
(w,u + n(v,u)) aralig iizerinde kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir olsun.

Bu takdirde asagidaki esitsizligi saglayan en az bir A: 2 — R bir rastgele degiskeni
mevcuttur:

2 a0 (- HEDIIE) (1000 100 )

1+gq 1+gq
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Ispat: X(t,), [w,u+n(v,u)] arahginda preinveks ve toe(u,u+n(v,u))
noktasinda kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir bir stokastik siireg

oldugundan asagidaki esitsizlik yazilabilir:

X(t,) — X(ty,) = X'(ty,)(t —tp), (a.e.).

Eger t, = %ﬁ;’(v'u) ve X' (%ﬁ;’(v'u),-) = A(:) alinirsa ispat biter.

Teorem 4.4.1. X: [u,u + n(v,u)] X 2 - (0, ) preinveks stokastik siireci kuadratik

orta anlamda integralenebilirse asagidaki esitsizlik mevcuttur [41]:

u+n(v,u)
2u+n(v,u) 1 X(u,)+X(w,)
x( . ) s j X(t)dt < : . (ae)

Teorem 4.4.2. X:[u,u +n(v,u)] X 2 - (0,0), (u,u + n(v, u)) aralig1 lizerinde
kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir preinveks bir stokastik siire¢ ve q €

(0,1) olsun. Bu takdirde asagidaki esitsizlik mevcuttur:

¥ u(l+q) +n(v,u)
( 1+g¢q )

u+n(v,u)

1 gX(w,) +X(,)
. <
n(v,u) X(6)udqt < 1+4q
u

< (a.e.).(4.4.1)

Ispat. Onerme 4.4.1°den

X(t,) =A@ <t _ u(l+q) + T](v,u)> _I_X(u(l +q) +n(v,u) )

1+¢q 1+¢q ’

dir. Bu durumda, Lemma 4.4.3 yardimiyla (4.4.1) esitsizliginin sol tarafi asagidaki

gibi elde edilir:
u+n(v,u)
1 u(l+q) +n(v,u)
. > .
n(v,u) f X(t’)“d"t—x< 1+gq )
u
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X(t,) stokastik siireci preinveks oldugundan A € [0,1] i¢in asagidaki esitsizlik

mevcuttur:
Xu+m(vuw),)) <A-DXw)+1X(v,)

Yukaridaki esitsizligin A ’ye gore [0,1] kapali araliginda q -integral alindiginda
Lemma 4.4.2 yardimiyla (4.4.1) esitsizliginin sag tarafi asagidaki gibi elde edilir:

1 u+n(v,u)

1
J.X(u + An(w,u),)odgA = m ;[ X(t,)ydgt

1
< f [(1 — DX(w,) + AX(1,)] odgA
0

q 1 qX(u,) + X(v,)

=—X(u, —XW,) =
1+gq (u)+1+q ) 1+g¢q

Sonu¢ 4.4.2. Teorem 4.4.2°deki esitsizligin ¢ - 1~ iken limit alinirsa, Teorem
4.4.1°deki gibi preinveks stokastik siirecler i¢in klasik Hermite-Hadamard esitsizligi

elde edilir.

4.5. p-Konveks Stokastik Siirecler icin g-Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda ¢ -konveks stokastik siirecler igin q -Hermite-Hadamard esitsizligi

verilmistir.

Tanmm 4.5.1. X: I X 2 - R bir stokastik siire¢c ve ¢: [ — [ siirekli ve monoton artan
bir fonksiyon olsun. Eger her t,s € I ve A € [0,1] i¢in asagidaki esitsizligi saglayan

X’e @-konvekstir denir:

X((A =D +29(s),) < (1 = DX(p(®),) + X (p(s),), (a.e.).

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde X e ¢-konkavdir denir. Ayrica yukaridaki
esitsizlikte @ (t) = t ise konveks stokastik siire¢ elde edilir [41].
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Lemma 4.5.1. ¢: [u, v] = [u, v] siirekli ve monoton artan bir fonksiyon, X: [u, v] X
N — R kuadratik orta anlamda integrallenebilir bir stokastik siire¢ ve A € (0,1)
olsun. Bu takdirde asagidaki esitlik mevcuttur [41]:

1 1
f X((1 = Do) + Apw),)dA = f X((1 = Do) + Ap@w),)dA
0 0
1 o)
= m f X(t,')dt, (a.e.).

o)

Lemma 4.5.2. ¢:[u,v] - [u,v] siirekli ve monoton artan bir fonksiyon ver
X:[p(u),p(v)] X 2 > R kuadratik orta anlamda g -integrallenebilir bir stokastik
stireg ve A, q € (0,1) olsun. Bu takdirde asagidaki esitlik mevcuttur:

1

1
fX((l —Do(u) + A(p(v),-)odq)l = fX((l - Do) + A(p(u),-)odqxl
0 0

o)

_; f X(t) d.t ( )
ORI Rt

Ispat. 1. integralde t = (1 — D)@ (w) + Ap(v) degisken doniisiimii yapilirsa

1X 1—-2 A d,A = ! (p(V)X d
bf (1 =DoW) + 29 ),")odq —m(p({) (t,)udgt

seklindedir. 2. integral de uygun degisken doniisiimii ile benzer sekilde elde edilir.

Sonu¢ 4.5.1. Lemma 4.5.2°deki esitsizligin ¢ - 17 iken limit alinirsa, Lemma

4.5.1°deki ¢-konveks stokastik siiregler i¢in klasik esitlik elde edilir.

Lemma 4.5.3. X:[p(u), p(v)] X 2 = R, @-konveks siireci kuadratik orta anlamda

g-integrali integrallenebilir, ¢: [u, v] — [u, v] siirekli ve monoton artan bir fonksiyon
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ve A,B: 2 - R birer rastgele degisken olsun. Eger E[A?] < o, E[B?] < © igin
X(t,") = A()t + B(-) ise bu taktirde asagidaki esitlik mevcuttur:
o)

1 _ _ e Wg+ o)
"’(”)“”(“%i) X(udgt = A=

+ B(-), (a.e.).

Ispat. X(t,)’nin kuadratik orta anlamda q-integrali mevcut oldugundan asagidaki

esitlikler yazilabilir:

(o] 2_
1
{m(l —D(e@) — o) ;‘1 X((1=qe@) +q (p(v),-))\i

~ ( AG) <p(u)1q :q<p(v) 4 (.)> /

_ - 2-
/ (1-9) ) q"[40 (¢"(0®) - o) + p(w) + B(-)]\
i n=0 1
I

=E
k p < ) <o(u)1q:q<o<v) - (-)) /

/(1 —q) Z[QZ”A(-)(w(V) — W) + q"(pWA() + B(-))]\
n=0

=F =
K _ < AC) <o(u)1q:q<o<v) g (_)> )

2_

1—gq) <A(.) ‘P(Ul)_— o) 4 o(WA() + B(.)>\‘

2
=E{( " o }=0
[ _ (A(.) so(u)lq:CI(p(V) . B(.)> / J

Onerme 4.5.1. X:[p(w),p(v)] x 2 - R stokastik siireci ¢ -konveks ve
(p(w), p(v)) aralig: iizerinde kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir olsun. Bu
takdirde asagidaki esitsizligi saglayan en az bir A:2 - R bir rastgele degiskeni

mevcuttur:
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RIS ARG EC) PO OO

1+q 1+q ’

Ispat: X(t,"), [@(u), p(v)] arahginda ¢-konveks ve t, € ((p(u),<p(v)) noktasinda
kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir bir stokastik siire¢ oldugundan asagidaki

esitsizlik yazilabilir:

X(t,) —X(ty,) = X' (to,)(t —ty), (a.e.).

Eger t, = %Zp(v) ve X' (%Zp(v),-) = A(:) alinirsa ispat biter.
Teorem 4.5.1. X: [p(w),p(v)] X2 - R, ((p(u),<p(v)) aralig1 tizerinde Kuadratik
orta anlamda diferensiyellenebilir ¢-konveks bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde

asagidaki esitsizlik mevcuttur [41]:

W) + o) 1 Q@
X< > ) s(p(v)_q)(u)j(p(u) X(t,)dt
< X(p(w),) JZrX (qo(v),-), (@.e)

Teorem 4.5.2. X:[p(w),p(v)] X2 - R, ((p(u),go(v)) aralig1 lizerinde Kuadratik
orta anlamda diferensiyellenebilir ¢-konveks bir stokastik siire¢ ve g € (0,1) olsun.

Bu takdirde asagidaki esitsizlik mevcuttur:

o)

pwq+ o) 1 _
(9 ’)S<p(v)—<p(u)¢i)x(t')"dqt

. @)+ X(ew))

4.5.1
- 1+gq ( )

Ispat. Onerme 4.5.1°den

pu)q + o) pu)q+ o)
X(t) = A() (t — T4 ) +X<T">
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seklindedir. Bu durumda, Lemma 4.5.1°den (4.5.1) esitsizliginin sol tarafi asagidaki
gibi elde edilir:

o)

1 _ pwWq+ o)
O "’(”)ML X (6 )udyt > +x< >

1+¢q ’

X(t,") stokastik siireci ¢-konveks oldugundan A € [0,1] igin asagidaki esitsizlik

mevcuttur:

X((1 =M@ + 2p®),) < (1 — DX(pw),") + X (p(v),)

Yukaridaki esitsizligin A ’ye gore [0,1] kapali araliginda q -integral alindiginda
Lemma 4.5.2 yardimiyla (4.5.1) esitsizliginin sag tarafi asagidaki gibi elde edilir:

1 o)

1
of X((1 = Dp@) +Ap(v),")odgA = WML

X(t,)ydgt

< j [(1 = DX, + X (@), )] ody
0

qX(p(w),) + X(p(v),)

1
=T x(pw),) + T XM = T+ q

1+q

Sonu¢ 4.5.1. Teorem 4.5.2’deki esitsizligin ¢ — 1~ iken limiti alinirsa, Teorem
4.5.1°deki gibi p-konveks stokastik siiregler igin klasik Hermite-Hadamard esitsizligi

elde edilir.

4.6. Harmonik Konveks Stokastik Siirecler i¢in g-Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda, harmonik konveks stokastik siiregler i¢in g -Hermite-Hadamard

esitsizligi verilmistir.

Tamm 4.6.1. ] € (0,0), X:I X Q) — R bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde her
t,s €1 < (0,00) ve A € [0,1] igin asagidaki esitsizligi saglayan X(t,)’e harmonik

konveks stokastik siire¢ denir [42]:

40



ts
X (m) <AX(s) + (1= DX(E), (ae).

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde harmonik konkav stokastik silire¢ elde
edilir.

Lemma 4.6.1. [u,v] c (0,), X:[u,v]xQ - R kuadratik orta anlamda
integrallenebilir bir stokastik silire¢ olsun. Bu takdirde, A € (0,1) i¢in asagidaki
esitlik mevcuttur [42]:

1 1

]X /’lu+(1—l)v dl fX Av+(1 Du’ )d/1=vu—vuJX(tt2'.)

0 0 u

Lemma 4.6.2. [u,v] c (0,), X:[u,v]xQ — R kuadratik orta anlamda gq -
integrallenebilir bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde, 4,q € (0,1) icin asagidaki

esitlik mevcuttur:

1
uv

fX mu Do’ ) odg = J m)o“

0

w o (Xt
= q(v — u)J t2 udqt, (a. e.).

Ispat. 1. integralde t = degisken doniistimii yapilirsa

Au +(1 v

1
X(t, )

fX Au+(1—/1) )dql a(v = u)f dot

0

dir. 2. integral de uygun degisken doniisiimii ile benzer sekilde elde edilir.

Sonu¢ 4.6.1. Lemma 4.6.2’de g —» 1~ iken limit alinirsa Lemma 4.6.1’deki gibi

harmonik konveks stokastik siirecler i¢in klasik integral esitligi elde edilir.

Lemma 4.6.3. [u,v] c (0,), X:[u,v] X Q - R stokastik siireci kuadratik orta

anlamda g-integrali integrallenebilir ve A, B: 2 — R birer rastgele degisken olsun.
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Eger E[A%] < o0, E[B?] < o i¢in X(t,) = A(-)t + B(-) ise bu taktirde asagidaki

asagidaki esitlik mevcuttur:

1

uv (+q)uv

Ispat. X(t,") stokastik siirecinin g-integrali ile ilgili esitlik asagidaki gibi hesaplanir:

2
((1—q)zq o a=eme) <(>( o ())M
- uv

((1 - q);q [A(-) utd—qv T B(-)]

2

(()(”")”” ()))]

na —1
—EI((l—ez)Z A()( u‘”) +B0)

2
2 (1+q)uv
~ (40— +BO

A(.)<iqn<v (1-q n)) +B()iqn‘

=E

n=0

o \l
k - (A(-) D )) )
( \
K )

(1—q)[A<><i e (y-1)+a" —>_ 504 }

n=0

v+u

0
(Ao(”‘”’“’ B())
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2

[a-o o2t vitgeol

|
|

=E o) = 0.
| —(A(-)%wm) ) J|

Onerme 4.6.1. [u,v] c (0,0), X:[u,v]x Q- R stokastik siireci harmonik
konveks ve (u, v) aralig1 iizerinde kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir olsun.
Bu takdirde asagidaki esitsizligi saglayan en az bir A:£2 — R bir rastgele degiskeni

mevcuttur:

X(t) = AC) <t - m) +X (M) (a.e.).
uq +v uq + v

Ispat: X(t,), (0,) araliginda harmonik konveks ve t, € (u,v) noktasinda
kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir bir stokastik siire¢ oldugundan asagidaki

esitsizlik yazilabilir:

X(t,) — X(ty,") = X'(to,)(t —ty), (a.e.).

Eger t, = “:q")“” ve X' (

+v

(1+q)uv
uq+v

,') = A(:) alinirsa ispat biter.

Teorem 4.6.1. I € (0,0), X:IxQ —> R harmonik kuadratik orta anlamda q -
integrallenebilir bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde, [u, v] < (0, ) i¢in asagidaki

esitsizlik mevcuttur [42]:

, (a.e.).

X( 2uv ) W j”X(t,-) dp < X(w)+XW,)

ut+v'/ T v—-ul, t? - 2

Teorem 4.6.2. [u, v] < (0, ), X: [u, v] X Q = R harmonik konveks stokastik siireci
kuadratik orta anlamda g-integralenebilirse, bu takdirde q € (0,1) i¢cin asagidaki

esitsizlik mevcuttur:

(4.6.1)

1+ q)uv uv vX(t, X(u,) + X,
X( q) < f ()udthCI() ()_
qu+v q(v —u) t2 q+1

u

Ispat. Onerme 4.6.1’den
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X(t,) =A() <t — M> + X (MJ

u+qv u—+qu

dir. Bu durumda, Lemma 4.6.3’den
1

fX( uv )d/1>X 1+ q@uv
w+@-Du' /0= u+qv ’
0

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte Lemma 4.6.2 kullanirsa
(4.6.1) esitsizliginin sol tarafi kolayca elde edilir. X(t,") stokastik siireci harmonik

konveks oldugundan A € [0,1] i¢in asagidaki esitsizlik mevcuttur:

uv
X (m,) <(1-MDX,)+ 1X(,).

Yukaridaki esitsizlikte A’ye gore [0,1] kapali araliginda g-integral alinip, Lemma
4.6.2 kullanirsa (4.6.1) esitsizliginin sag tarafi asagidaki gibi elde edilir:

1

f X /1v+(1 Du’ ) dqlzq(vuiu) L[ X(tg")udq

0

qX(,) + X(v,)
q+1 '

< f ((1=DX(w,) + 21X (v,))odgA =

0

Sonu¢ 4.6.2. Teorem 4.6.2°de ¢ —» 1~ iken limit alinirsa Teorem 4.6.1°deki gibi
harmonik konveks stokastik siirecler i¢in klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde

edilir.

4.7. m-Konveks Stokastik Siirecler I¢in g-Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda m -konveks stokastik siiregler igin q -Hermite-Hadamard esitsizligi

verilmistir.

Tanimm 4.7.1. 1 € [0,), X: I X 2 - R bir stokastik siire¢ ve m € (0,1] olsun. Eger

her A € [0,1] i¢in asagidaki kosul saglaniyorsa bu siirece m-konvekstir denir.

X(At+ (A —Mms,) < AX(t,) + m(1 —DX(s,), (a.e.).
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Yukaridaki esitsizlikten m = 1 i¢in konveks stokastik siire¢ ve A = 1/2 i¢in Jensen

m-konveks stokastik siire¢ elde edilir [40].

Lemma 4.7.1. [u,v] €[0,),X:[u,v] xN >R kuadratik orta anlamda
integrallenebilir bir stokastik siire¢ ve m € (0,1] olsun. Bu taktirde A € (0,1) igin

asagidaki esitlikler mevcuttur [40]:

1

1 mv
J.X(Au +m(1 -, )dA = mf X(t,)dt, (a.e.).

Lemma 4.7.2. [u,v] €[0,0) X:[u,v]xN - R kuadratik orta anlamda q -

integrallenebilir bir stokastik siire¢ ve m € (0,1] olsun. Bu taktirde ¢, A € (0,1) i¢in

asagidaki esitlik mevcuttur:

1

mv
1
]X(/lu +m(1—Dv,)dgA = —j X(t,)ydgt, (a.e.).
mv—u
0 u

Ispat. 1. integralde t = m(1 — 2)v + Au degisken doniisiimii yapilirsa

1

mv
1
fX(m(l — D+ Au,)gdgA = m[ X(t,)ydgt
0 u

seklindedir. 2. integral de uygun degisken doniisiimii ile benzer sekilde elde edilir.
Sonug¢ 4.7.1. Lemma 4.7.2’de g — 1~ iken limit alinirsa Lemma 4.7.2 elde edilir.

Lemma 4.7.3. [u,v] € [0,%), X:[u,v] X 2 - R stokastik siireci kuadratik orta
anlamda g-integrali integrallenebilir ve A, B: 2 — R birer rastgele degisken olsun.
Eger E[A%] < o0, E[B?] < o i¢in X(t,) = A(-)t + B(-) ise bu taktirde asagidaki

esitlik mevcuttur:

mv

_ qu + mv
| xeudee = a0

+ B(-), (a.e.).
mv —u
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Ispat: X(t,”) 'nin kuadratik orta anlamda q-integrali integrallenebilir oldugundan

asagidaki esitlikler yazilabilir:

2_

/mv (1 - q)(vm - u)anx(u a"u+ g, ))\l

Ek |
qu+mv
| (() - B()) /

o .
/ —— (- m—w) ) "AO((1 — u+q"mv) + B(-)]\|

— E n=0 |
qu + mv
k - (A(-) T B(-)) / |

2_

2_

_{(1 - i q"[AO(A - ¢Mu + q"mv) + B(-)]\

:Ek n=0 i
qu+mv
| (() = B()) /

2_

(-0 YA o 1)+ ") + BO)]
=F n=0 i

qu+mv
(() = B()) /

mv—u uA()+B()>\

(1—q><A<> —t i,

< ()Qu+mv B(')) /
+q

Onerme 4.7.1. [u,v] € [0,0), X:[u,v] X 2 - R stokastik siireci m-konveks ve

=0.

[
5|
|

I———I

(u,v) arahg tizerinde kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir olsun. Bu
takdirde asagidaki esitsizligi saglayan en az bir A: 2 — R bir rastgele degiskeni

mevcuttur:

qu + mv) (qu + mv

X(t")ZA(')(t_ 1+gq 1+gq

,-), (a.e.).
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Ispat: X(t,), (u,v) araliginda m-konveks ve t, € (u, v) noktasinda kuadratik orta

anlamda diferensiyellenebilir bir stokastik siire¢ oldugundan asagidaki esitsizlik

yazilabilir:
X(t;) - X(t(),) = XI(tO')(t - tO)! (a' e. )
Eger t, = qj:w ve X' (qu;_%,-) = A(+) alinirsa ispat biter.

Teorem 4.7.1. [u,v] €[0,%) X:[u,v] X 2 > R m-konveks bir stokastik siire¢
olsun. Eger X stokastik siireci kuadratik orta anlamda integralenebilirse, bu takdirde

m € (0,1] i¢in asagidaki esitsizlik mevcuttur [43]:

X (u T mv’.) < . (a.e.).

mX(v,.) + X(u,)
2 2 ’

mv
X(t,)dt <
_mv—ufu &)

Teorem [u,v] € [0,0) X:[u,v] X2 > R (u,v) aralig1 iizerinde kuadratik orta
anlamda diferensiyellenebilir m-konveks bir stokastik siire¢ ve g € (0,1) olsun. Bu

takdirde asagidaki esitsizlik mevcuttur:

mv

X(qu+mv)< ! fX(t)dt
1+q '/ " mv—u $ouTa

u

< qmX(vl) + X( ul.)
- 1+g¢q

, (a.e.). (4.7.1)

Ispat. Onerme 4.7.1°den

u+mv u+mv
X(e) 240 (e =) + X ()
dir. Bu durumda, Lemma 4.7.3’den (4.7.1) esitsizliginin sol tarafi asagidaki gibi elde
edilir:
mv
f X6 udgt = X

u

qu + mv )

mv—u 1+g¢q

X(t,) stokastik siireci m-konveks oldugundan A € [0,1] i¢in asagidaki esitsizlik

mevcuttur:
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X(Au+m@A-AD)v,) <AX(w,) +m(1 - 1)X(u,).

Yukaridaki esitsizligin A’ye gore [0,1] kapali araliginda g-integral alinip, Lemma
4.7.2 kullanilarak (4.7.1) esitsizliginin sag tarafi agagidaki gibi elde edilir:

1 1
f X(m(1— v+ u,")odgA < f (m(1 —DX@,) + 21X (u,"))odg2
0 0

1 gmX(,) +X(w)

q
=mX(v,)—+ X(u,
m(v)1+q (u)1+q 1+q

Sonu¢ 4.7.2. Teorem 4.7.2°de ¢ —» 1~ iken limit alimirsa m-konveks stokastik

stiregler i¢in Teorem 4.7.1°deki klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

4.8. r-Konveks Stokastik Siirecler i¢in g-Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda r -konveks stokastik siire¢ler igin g-Hermite-Hadamard esitsizligi

verilmistir.

Tamim 4.8.1. X: [ X 2 — (0, ) pozitif bir stokastik siire¢ olsun. Eger her t,s € I ve
A €[0,1] icin

Xt + (1= 2)s5,) < AXE] + (1= DXEH])F: >0, (ae).

sartt saglaniyorsa, bu siirece r-konvekstir denir. Acik¢a goriilmektedir ki, (4.8.1)
esitsizligi ile r = 1 i¢in konveks stokastik siire¢ elde edilir. Ayrica X (t, ) r-konveks
ise X" (t,) stokastik siireci konvekstir [40].

Teorem 4.8.1. X:[u,v] X 2 - (0,0) r-konveks pozitif bir stokastik siire¢ olsun.
Eger X stokastik siireci, [u, v] iizerinde kuadratik orta anlamda integralenebilirse, bu

takdirde, 0 < r < 1 i¢in asagidaki esitsizlik mevcuttur [40]:

: f X6t < —— (X@AT + K@Y, (a.e.)
—Uu ’ - r+ 1 ’ ’ ’ T

u
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Teorem 4.8.2. X: [u, v] X 2 — (0, ) pozitif bir r-konveks kuadratik orta anlamda
q-integrallenebilir bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde 0 < r < 1 i¢in asagidaki

esitsizlik mevcuttur:

f X(t,)udyt < X@T + ¢ X @AY, (a.e.).

v—ul, [1/T‘+l]q

1/r+1

Burada [1/r + 1], = %’dlr.

Ispat. X(t,-), r-konveks stokastik siire¢ oldugundan her A € [0,1] igin
X(u + (1 = D) < AX@)]" +@ - DE @)Y

dir Buradan Lemma 4.3.2 ile

1 1 v
f Xu+ (1= D)v,)gdgA = —J X(t,)udgt
. v—ulJ,

< j AX@AT + A = DIE@AT) od A

dir. Burada Minkowski esitsizligi ve Lemma 4.3.2 kullanilarak asagidaki esitsizlik

elde edilir:

1 1
| Grx@ar + @ = DX g
0

1 r 1
< K fo Al/rodq/1> [X(w,)]" + < fo (1- A)l/rodq/l)

1 T i q T i
S P s o

1 1/r
- m([xm,-)] +q"[X(v,)])Y

r 1/r

[X (v,-)]rl

1/r

=7 (X@A)I" + g [X (@)D"

1/r +1],
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Sonu¢ 4.8.1. Teorem 4.8.2’de g — 1~ iken limit alinirsa 7 -konveks stokastik

stiregler i¢in Teorem 4.8.1’°deki klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

4.9. Ikinci anlamda s-Konveks Stokastik Siirecler icin q-Hermite-Hadamard

Esitsizligi

Bu kisimda ikinci anlamda s-konveks siiregler i¢in g-Hermite-Hadamard esitsizligi

verilmistir.

Tanmm 4.9.1. s reel say1 olmak {izere s € (0,1] ve X:[0,0) X 2 — [0,) bir
stokastik siire¢ olsun. Bu durumda her u,v € [0,) ve A € [0,1] i¢in asagidaki

esitsizligi saglayan X stokastik siirecine ikinci anlamda s-konvekstir denir:
X(A=Du+,) <A-DXw) +21Xw,), (ae.).

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde X stokastik siirecine ikinci anlamda s-

konkavdir denir. Yukaridaki esitsizlikte s = 1 i¢in yazilirsa konveks stokastik siire¢

tanimu elde edilir [44].

Teorem 4.9.1. X: [0, ) X 2 — [0, ) ikinci anlamda s-konveks bir stokastik siireg
ve s € (0,1] olsun. Eger X stokastik siireci kuadratik orta anlamda integralenebilirse,

bu takdirde asagidaki esitsizlik mevcuttur [44]:

+ 1 (v X (W) +X (v,
zs-lx(”z ”,-)s j X(e)dt < T TX@D
v—u s+1

u

Teorem 4.9.2. X:[0,00) X 2 — [0,0), (0,00) aralig1 iizerinde kuadratik orta
anlamda diferensiyellenebilir s-konveks bir stokastik siire¢ ve g € (0,1) olsun. Bu

takdirde asagidaki esitsizlik mevcuttur:

N R R N X (1) + X(v,)
2 X( 1+gq ) S v_uJX(t,)udqts S, (a.e). (49.1)

u

Ispat. Onerme 4.3.1 yardimiyla
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X(t) = AC) (t _ ulq:qv> +X (ulq:qv,)

dir. Bu durumda, Lemma 4.3.3’den (4.9.1) esitsizliginin sol tarafi asagidaki gibi elde

edilir:

uq +v )

v—u 1+g¢q

u

g1-s 1
f X(t)udgt > —— f X(t)udyt > x(
vV—u
u

X(t,) stokastik siireci s-konveks oldugundan A € [0,1] igin asagidaki esitsizlik

mevcuttur:
X(A=Du+v,) <A -DX(w) + 21X (v,).

Yukaridaki esitsizligin A’ye gore [0,1] kapali araliginda g-integral alip, Lemma 4.3.2
kullanilarak (4.9.1) esitsizliginin sag tarafi asagidaki gibi elde edilir:

1

v
1
fx((1 — Du+ A, ) odgA = mfx(t:')udqt
0 u

1
< f[(l — DX (w,) + 25X (v,)] odg A
0

QX(U,,‘) + X(U,')

1
X(w) +——XW,) = s+ 11,

[s + 1],

< -
~[s+1],

Sonu¢ 4.9.1. Teorem 4.9.2°de ¢ — 1™ iken limit alinirsa Teorem 4.9.1°de gibi s-

konveks stokastik siirecler i¢in klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

4.10. (p, h)-Konveks Stokastik Siirecler icin g-Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda (p, h)-konveks stokastik siiregler igin q-Hermite-Hadamard esitsizligi

verilmistir.
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Tamm 4.10.1. ] € (0,) ve ] € R reel birer aralik, (0,1) €S/ ve h:J] >R, h#0
negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda p € R/{0} ve A € [0,1] i¢in
asagidaki esitsizligi saglayan negatif olmayan X:I X 2 - R stokastik siirecine

(p, h)-konvekstir denir:
X(QP + (1 = 0)sP)VP, ) < RVX(E,) + h(1 — DX(s,), (a.e.).

Ayrica yukaridaki esitsizlikte p = 1 igin h-konveks, h(A) = 1 i¢in p-konvekstir ve

esitsizlik ters ¢evrilirse bu siirece (p, h)-konkavdir denir [40].

Lemma 4.10.1. [u,v] c (0,0), X:[u,v]x Q — (0,00) kuadratik orta anlamda
integrallenebilir bir stokastik siire¢ olsun. Bu taktirde A € (0,1) igin agagidaki esitlik

mevcuttur [40]:

1 1
fx([zup + (1= D)vP]VP,)dA = fx([,w + (1 — DuP]V?,)da
0 0

p j’xu,-)

T yp —yp | ti-v

dt, (a.e.).

u
Lemma 4.10.2. [u,v] € (0,0), X:[u,v] X Q - (0, ) kuadratik orta anlamda q-

integrallenebilir bir stokastik siire¢ olsun. Bu taktirde g, A € (0,1) i¢in asagidaki

esitlik mevcuttur:

j X([AuP + (1 — DPIP,)odg A = J X([AP + (1 — DuP]YP,)odyA
0 0

v

[plq jX(t") dgt, (a.e.).

Typ—yp | ti-p ¥
u

Burada [p], = %’dlr.

Ispat. 1. integralde t = [AuP + (1 — A)vp]l/ P degisken doniisiimii yapilirsa

v
vp — upJ t1-p udqt
u

j X(I? + (1 — DvP]P, ) odod =
0
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seklindedir. 2. integral de uygun degisken doniisiimii ile benzer sekilde elde edilir.

Sonu¢ 4.10.1. Lemma 4.10.2’de q — 1~ iken limit aliirsa Lemma 4.10.1 elde

edilir.

Lemma 4.10.3. [u,v] € (0,), X:[u,v] X Q — (0, ) stokastik siireci kuadratik
orta anlamda q -integrali integrallenebilir ve A, B: 2 — R birer rastgele degisken
olsun. Eger E[A?] < ,E[B?] <o i¢in X(t,) = A()t+ B(:) ise bu taktirde

asagidaki esitlik mevcuttur:

1+ g + B(:), (a.e.).

1
f X ([,wv +(1- A)up]l/l’,-) odg ] = A(-)(
0

Ispat. X(t,") stokastik siirecinin g-integrali ile ilgili esitlik asagidaki gibi hesaplanir:

—/(1 —9 i q" X ([q”vp +(1- qn)up]l/p,,)\
n=0

4l I

\ - 40 (F57)

o N

/ (-9 ) q"[A0 (lg"v? + (1 - qur] ) + B(-)]\
n=0

2_

I
+B() /l

e} l/p ©o
(1-q) (Z q”A(~>[q"vp+(1—qn)uP]) + D q"BO)

n=0

|
|
k a0 (qup + vp) /p 3O

1+q
((1—61)

21

1
vP —uP P ) /p

! B
+ 1o BO)

A(')(l—q2 +1—q

— <A()m + B())
qu+u

1|
)
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Onerme 4.10.1. [u,v] c (0,), X:[u,v] x Q — (0, ) stokastik siireci p-konveks
ve (u,v) araligi lzerinde kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir olsun. Bu
takdirde asagidaki esitsizligi saglayan en az bir A: 2 — R bir rastgele degiskeni

mevcuttur:

p 4 o\ /p p 4 o\ Yp
X(t) = AC) (p(%) )+x<(%) > (a.e.).

Ispat: X(t,-), (u,v) araliginda p-konveks ve t, € (u, v) noktasinda kuadratik orta
anlamda diferensiyellenebilir bir stokastik siire¢ oldugundan asagidaki esitsizlik

yazilabilir:

X(t,) —X(ty,) = X'(ty,)(t —ty), (a.e.).

1+q 1+q

1 1
Eger t, = (qup+vp) " vex’ <(M) P ,-) = A(-) alinirsa ispat biter.

Teorem 4.10.1. [u,v] c (0,), X:[u,v] X Q - (0,0) negatif olmayan (p,h) -
konveks stokastik siireci kuadratik orta anlamda integralenebilir ve h (%) + 0 ise, bu
takdirde asagidaki esitsizlik mevcuttur [40]:

p py1/p M
1 u” +v [p]q X(t,)
X < wdgt
h (1) 2 vP —up | 1P

V) u

<(Xw)+XWw,)) f h(D)d2, (a.e.).
0

Teorem 4.10.2. [u,v] € (0,0), X:[u,v] X Q — (0,0), (u,v) araligi Ulzerinde
kuadratik orta anlamda diferensiyellenebilir s -konveks bir stokastik siire¢ ve

q € (0,1) olsun. Bu takdirde asagidaki esitsizlik mevcuttur:

1/ v
qup + vP P [p]q X(t;')
X(( 1+g¢ ) ")Svp—upftl‘p udqt

u
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< qX(u') + X(vl')
- q+1

, (a.e.). (4.10.1)
Ispat. Onerme 4.9.1°den

X(t) = AQ) (t B (%)%}) +X<<%)1/p’.>

dir. Bu durumda, Lemma 4.10.3°den

f X (pw? + (1 - A)u”]%,-) oy

1+gq 1+gq 1+q ’

1

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte t = [AvP + (1 — D)uP]p degisken

= A()

dontigimii yapilirsa (4.10.1) esitsizliginin sol tarafi elde edilir. X(t,") stokastik

stireci p-konveks oldugundan A € [0, 1] i¢in asagidaki esitsizlik mevcuttur:
X ([;\uv +(1=vP] 7, ) < hWX(w,) + h(1 = VX (w,").

Yukaridaki esitsizlikte A’ye gore [0,1] kapali araliginda q-integral alinp, Lemma
4.10.2 kullanilarak (4.10.1) esitsizliginin sag tarafi asagidaki gibi kolayca elde
edilir:

v

vp — upf ti-» udqt
u

([Aup +(1- A)vp]l/l’,-) N

o\»—\

1 1
<X(,) f h(A)odgA + X (u,) f h(1 = 2) odgA.
0 0

Sonuc 4.10.2. Teorem 4.10.2’de q — 1~ iken limit alinirsa, (p, h)-konveks stokastik

stiregler i¢in Teorem 4.10.1°deki klasik Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde literatiirde konveks, preinveks, ¢-konveks, harmonik konveks, m-konveks,
r-konveks, ikinci anlamada s-konveks ve (p, h)-konveks fonksiyon siniflart igin

stokastik siireglere ait g-Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir.

Stokastik siireclerin diger simiflar1 icin de benzer calismalarin yapilabilecegi

agikardir.
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