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• Tüm bilgi, belge, değerlendirme ve sonuçları bilimsel etik ve ahlak kurallarına uygun

olarak sunduğumu,
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ÖZET

Bu çalışma da bazı kısmi diferansiyel denklemlere Homotopi perturbasyon ve Homotopi analiz
metotları uygulandı.Ayrıca elde edilen çözümler analitik çözümlerle karşılaştırıldı. Bu çalışma beş
bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, Homotopi perturbasyon ve Homotopi analiz metotları
hakkında geniş bir literatür özeti verildi. İkinci bölümde, kullanacağımız temel tanımlardan bah-
sedildi. Üçüncü bölümde , bazı kısmi diferansiyel denklemleri çözmek için kullandığımız Homotopi
perturbasyon ve Homotopi analiz metotları verildi. Ayrıca bu metotlar Fisher ve Helmoltz denklem-
leri ve bazı kısmi diferansiyel denklem sistemlerine uygulandı. Dördüncü bölümde ise bazı kısmi
diferansiyel denklemler bu iki metotla çözülmüş ve karşılaştırmaları yapıldı. Son olarak beşinci
bölümde de bu denklemlerle ilgili gelecekteki çalışmalar için önerilerde bulunuldu.
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ABSTRACT

In this study, Homotopy perturbation and Homotopy analysis methods are applied to some partial
differential equations and the obtained solutions are compared with analytical solutions. This paper
consists of five chapters. In the first section we give a broad overview of the literature on homotopy
perturbation and homotopy analysis methods. In the second section, the basic definitions that we will
use are mentioned. in the third chapter, some Homotopy perturbation and Homotopy master pertur-
bation, which we use to solve partial differential equations. lysis methods are given. These methods
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1. GİRİŞ

Homotopi Perturbasyon Metodu (HPM), diferansiyel denklemler ve diğer lineer olmayan

problemleri çözmek için kullanılan yenilikçi ve etkili bir analitik yöntemdir. Bu yöntem,

homotopi kavramını pertürbasyon teknikleri ile birleştirerek, çözüm sürecinde esneklik ve

doğruluk sağlar. Homotopi, iki fonksiyon arasında sürekli bir dönüşüm tanımlar. HPM’de,

çözülmesi gereken lineer olmayan problem ile bu problemin daha basit ve çözümü bilinen

bir lineer problem arasında bir homotopi oluşturulur. Perturbasyon yöntemleri, küçük bir pa-

rametreye bağlı olarak problemin çözümünü seri genişletmeleri ile bulmayı amaçlar. Ancak,

geleneksel pertürbasyon yöntemleri, problemin doğal olarak küçük bir parametre içerdiği

varsayımına dayanır. HPM, bu kısıtlamayı aşar. HPM, geleneksel perturbasyon yöntemle-

rinin aksine, problemi küçük bir parametreye bağlama zorunluluğunu ortadan kaldırır. Bu,

geniş bir yelpazedeki problemlere uygulanabilirlik sağlar. HPM, lineer ve lineer olmayan

bileşenlerin uygun şekilde harmanlanmasıyla, analitik çözümler sunmada oldukça etkilidir.

Uygulama süreci genellikle basittir ve birçok probleme kolayca adapte edilebilir (Wazwaz

and Gorguis, 2004; Biazar and Ghazvini, 2008). HPM ilk olarak Ji-Huan He tarafından or-

taya konmuştur (He, 1999). He, bu yöntemi geliştirirken homotopi tekniğini pertürbasyon

metodu ile birleştirerek, lineer olmayan problemler için çözümler üretmiştir (He, 2000).

Daha sonra, homotopi analiz metodu (HAM) ile HPM arasındaki farkları gözlemlemiştir

(He, 2004). Son yıllarda, kesirli türevli kısmi diferansiyel denklemler için lineer olmayan

başlangıç değer problemlerinde HPM’in etkinliği gösterilmiştir. Bu bağlamda, Biazar ve

Ghazvini, hiperbolik denklemler için HPM’in uygulanışını incelemişlerdir (Biazar and Ghaz-

vini, 2008) .Ayrıca, HPM’in farklı türden denklemlere uygulanışını gösteren çok sayıda ma-

kale yayınlanmıştır.

Homotopi Analiz Yöntemi (HAM), diferansiyel denklemler ve diğer matematiksel prob-

lemlerin çözümünde kullanılan güçlü ve esnek bir analitik tekniktir. 1992 yılında S.J. Liao

tarafından geliştirilen bu yöntem, özellikle lineer olmayan problemler için etkili çözümler

sunar. HAM, klasik perturbasyon yöntemlerinin sınırlamalarını aşmak için homotopi kav-

ramını kullanır. Homotopi, iki fonksiyon arasında sürekli bir dönüşüm tanımlayan bir ma-

tematiksel kavramdır. HAM’de bu kavram, problemin çözüm sürecinde kullanılır. HAM,

bir yardımcı lineer operatör kullanarak, problemi bilinen bir başlangıç çözümünden hedef-

lenen tam çözüme götüren bir yol tanımlar. Bu operatör, problemin lineer olmayan kısmını

kontrol etmek için kullanılır. HAM, çözümlerin yakınsaklık bölgesini kontrol etmek için

küçük bir parametre kullanır. Bu parametre sayesinde, serinin yakınsaklığı ayarlanabilir ve

daha doğru sonuçlar elde edilebilir. Akışkan dinamiği, ısı transferi, mekanik sistemler ve

elektromanyetik problemler gibi alanlarda HAM yaygın olarak kullanılır. Popülasyon di-

namikleri, epidemiyoloji ve ekonomik modeller gibi biyolojik ve ekonomik problemlerde

de HAM’in uygulanabilirliği gösterilmiştir. Sonuç olarak, geniş bir uygulama yelpazesi ile
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HAM, modern bilim ve mühendislik problemlerinin çözümünde önemli bir rol oynamak-

tadır (Abbasbandy, 2006; Abbasbandy, 2007; Abbasbandy, 2008; Liao, 2003; Liao, 2004;

Liao, 2005). Kısmi diferansiyel denklem sistemleri; fizik, mühendislik ve uygulamalı bilim-

ler gibi çeşitli fiziksel problemlerde ortaya çıkmaktadır(Abbasbandy, 2010). Lineer olmayan

bilimlerin hızlı gelişimi ile başa çıkmak için bilim adamları tarafından çok çeşitli analitik

ve sayısal yöntemler ele alınmıştır (Gurtin and Maccamy, 1977; Gurney and Nisbet, 1975;

Lu, 2000; Tan and Abbasbandy, 2008; Hayat and Khan, 2005). Karmaşık fiziksel problem-

lerin lineer olmamasının üstesinden gelmek için bilim adamları tarafından çeşitli analitik ve

sayısal teknikler geliştirilmiştir. Geliştirilen şemaların çoğunun , sınırlı yakınsama, ıraksak

sonuçlar, lineerleştirme , ayrıklaştırma , gerçekçi olmayan varsayımlar ve fiziksel problemle-

rin çok yönlülüğü ile uyumsuzluk gibi sınırlamaları vardır (Abbasbandy, 2006; Abbasbandy,

2007; Abbasbandy, 2008; Abbasbandy, 2010; Liao, 2003; Liao, 2004; Liao, 2005; Gurtin

and Maccamy, 1977; Gurney and Nisbet, 1975). Bu nedenle, Liao lineer olmayan doğal fi-

ziksel problemlerin çoğuna uygulanan Homotopi analiz yöntemini geliştirmiştir (Liao, 2003;

Liao, 2004; Liao, 2005). Bu çalışmanın temel amacı kısmi diferansiyel denklemler için Ho-

motopi analiz yöntemini geliştirmektir.Bu tür denklemler için verilen bu tekniğin oldukça

etkili olduğu gözlemlenmiştir. Ayrıca bu yöntem çok kullanışlıdır ve başlangıç seçimindeki

karmaşık durumların üstesinden gelir.

”K(2,2)” denklemi genellikle diferansiyel denklemler teorisinde ”Korteweg-de Vries (KdV)”

denkleminin belirli bir çözümü veya formunu ifade eder. KdV denklemi, sığ su dalgaları,

plazma dalgaları ve diğer fiziksel olayları modellemek için kullanılır. ”K(2,2)” ifadesi, KdV

denkleminin çok özel bir sınıfına veya çözümüne atıfta bulunabilir. Bu genellikle iki soliton

çözümüdür. KdV denklemi, soliton çözümleri olarak bilinen ve belirli koşullar altında hare-

ket eden yalnız dalgaları destekler. İki soliton çözümü, iki bağımsız solitonun etkileşimini ve

zamanla hareketini tanımlar. Bu kapsamda, Lu ve Liu makalelerinde, değişken katsayıya sa-

hip KdV Burgers denklemini sayısal olarak çözmek için Homotopi analiz metodunu kullan-

mıştır (Lu and Liu, 2014). Aslanov da çalışmasında lineer olmayan dalga benzeri (wave-like)

denklemlerin çözümlerini de Homotopi analiz metodunu kullanarak elde etmiştir (Aslanov,

2015). Odibat ve Bataineh , lineer olmayan problemler için yeni bir Homotopi analiz me-

todu yaklaşımı sunmuştur (Odibat and Bataineh, 2015). Bu önerilen yaklaşımla, karmaşık

integralleri hesaplamanın zorluğunun üstesinden kolayca gelinebilir. Buna ek olarak, prob-

lemin lineer olmayan kısmını bir dizi polinoma ayrışımını sağlayan homotopi polinomları

önerilmiş ve bu polinomlar için bir hesaplama algoritması geliştirilmiştir. Bu tür polinomlar

çözüm prosedürünü daha basit ve etkili hale getirir. Türkyılmazoğlu, HAM’ın yakınsama

bölgesi analizinde kullanılan optimum yakınsama kontrol parametrelerinin belirlenmesi için

etkili bir yaklaşım geliştirmiştir (Turkyılmazoğlu, 2016).
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”Burger” denklemi akışkanlar dinamiğindeki yayılan dalgalar için en basit linner olmayan

kısmi diferansiyel denklem modelidir.İlk olarak Burgers tarafından bir boyutlu türbülansı

tanımlamak için kullanılmıştır. Sayısal çözümleri için çok çeşitli metotlar kullanılmaktadır.

Bu iki metot karşılaştırıldığında, HAM yüksek derecede esneklik sağlar. HAM, başlangıç

tahminine ve homotopi parametresine bağlı olarak çözümün yakınsamasını kontrol etme ye-

teneği sunar. Bu, özellikle zor ve karmaşık problemlerde büyük avantaj sağlar. HPM ise

genellikle daha basit ve hızlıdır, ancak çözümün doğruluğu ve yakınsaması üzerinde daha az

kontrol imkanı sunar. HPM, pertürbasyon yöntemlerinin avantajlarını kullanarak homotopi

konseptini uygular. Ayrıca HAM, çözümün yakınsama hızını ve doğruluğunu optimize etmek

için homotopi parametresi (α) ve diğer kontrol parametrelerini kullanır. Bu, yakınsamada

yüksek hassasiyet gerektiren problemler için ideal bir araçtır. HPM ise, genellikle hızlı ve

yeterli yakınsama sağlar ancak bu yakınsama bazen başlangıç tahmini ve problem doğasına

bağlı olarak değişebilir. HAM, geniş bir uygulama yelpazesine sahiptir ve birçok fiziksel ve

mühendislik problemlerine uygulanabilir. Lineer olmayan ve kompleks problemlerde daha

etkili sonuçlar verebilir. HPM, nispeten daha basit yapısıyla temel matematiksel problemler

ve mühendislik uygulamalarında yaygın olarak kullanılır. Özellikle küçük parametreli prob-

lemler için uygundur.

Bu çalışmada da bazı kısmi diferansiyel denklemlere Homotopi analiz ve Homotopi per-

turbasyon metodu uygulanmış ve yaklaşık çözümleri elde edilmiştir. Ayrıca bu iki yönte-

min, ele aldığımız birkaç problemde karşılaştırılması yapılmıştır. Sonuç olarak bu yöntem-

ler, başlangıç seçiminin karmaşıklığının üstesinden gelir ve yüksek verimlilikte bir sayısal

çözüm sağlar.
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2. GENEL BİLGİLER

2.1 Tanım Bir veya daha fazla bağımlı parametrenin, bir veya daha fazla bağımsız para-

metreye göre birinci veya daha fazla mertebeden türevlerini içeren denklemlere Diferansiyel

denklem denir.

2.2 Tanım Bir bağımsız ve en az bir bağımlı parametre ve bağımlı parametrenin türevle-

rini içeren denklemlere adi diferansiyel denklemler denir. n. mertebeden bir adi diferansiyel

denklem;

F(x,y,y′,y′′, . . . ,y(n)) = 0 (1)

şeklinde ifade edilebilir.

Bağımsız parametremiz birden fazlaysa bu durumda bağımlı parametrelerin kısmi türevlerini

içeren denklemlere kısmi diferansiyel denklemler denir. Bu denklemler;

F(t,x,z,zt ,zx,ztt ,zxx,ztx, . . .) = 0 (2)

genel formla verilebilir.

2.1. Kısmi Türevli Diferansiyel Denklemlerin Genel Bir Sınıflandırılması

2.3 Tanım Birden fazla bağımsız parametre (örneğin t ve x) ve bir bağımlı parametre

(örneğin z) için 1. ve 2. mertebeden lineer kısmi diferansiyel denklemlerin genel formları;

D(t,x)zt +E(t,x)zx +F(t,x)z = H(t,x) (3)

P(t,x)ztt +Q(t,x)ztx +R(t,x)zxx +T (t,x)zt +U(t,x)zx +V (t,x)z = Y (t,x) (4)

şeklinde verilebilir.

2.4 Tanım Bir kısmi diferansiyel denklemde bulunan en yüksek mertebeden kısmi türevlere

göre denklem lineer ise bu denkleme Yarı lineer (Kuasi Lineer) denir.

Birden fazla bağımsız parametre (örneğin t ve x) ve bir bağımlı parametre (örneğin z) için 1.

ve 2. mertebeden yarı lineer kısmi diferansiyel denklemlerin genel formları;

D(t,x,z)zt +E(t,x,z)zx = F(t,x,z) (5)
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P(t,x,z,zt ,zx)ztt +Q(t,x,z,zt ,zx)ztx +R(t,x,z,zt ,zx)zxx +T (t,x,z,zt ,zx) = 0 (6)

şeklindedir.

2.5 Tanım Bir kısmi diferansiyel denklem kuasi-lineer ve en büyük mertebeden türevlerin

katsayıları sadece bağımsız parametrelerin fonksiyonları ise bu denkleme Hemen-Hemen

Lineer denklem denir.

İki bağımsız ve bir bağımlı parametreye sahip ikinci mertebeden hemen-hemen lineer bir

denklemin genel hali;

P(t,x)ztt +Q(t,x)ztx +R(t,x)zxx +T (t,x,z,zt ,zx) = 0 (7)

şeklindedir.

2.2. Homotopi Dönüşümü

2.6 Tanım A ve B iki topolojik uzay, g,h : A → B sürekli iki dönüşüm ve I = [0,1] ol-

sun. Her x ∈ A için H(x,0) = g(x) ve H(x,1) = h(x) olacak şekilde H : A× I → B sürekli

dönüşümü varsa g dönüşümüne h’ye homotoptur denir ve H ye’de Homotopi dönüşümü adı

verilir.

Örnek:

g : [0,2]→ R

x → g(x) = 1+ x4(x−2)4 (8)

h : [0,2]→ R

x → h(x) = 1 (9)

fonksiyonu verilsin.

H : [0,2]× [0,1]→ R

(x, t)→ H(x, t) = 1+(1− t)x4(x−2)4 (10)

olsun. H , polinom fonksiyon olduğundan süreklidir ve H(x,0) = g(x) ve

H(x,1) = 1 = h(x) dir. Böylece H, g ve h arasında bir homotopi fonksiyonudur.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu kısımda bazı kısmi türevli denklemleri çözmek için kullandığımız Homotopi perturbas-

yon ve Homotopi analiz metotları verilmiştir.

3.1. Homotopi Perturbasyon Metodu

B(u)−g(r) = 0 r ∈ ∆ (11)

D
(

u,
∂u
∂n

)
= 0, r ∈ Θ (12)

lineer olmayan denklemi göz önünde bulunduralım. Burada D sınır operatörü, B genel dife-

ransiyel operatör, Θ,∆ tanım kümesinin sınırı ve g(r) de bilinen bir analitik fonksiyondur. B

operatörü çoğu zaman L lineer ve N lineer olmayan operatörler olarak ikiye ayrılır.

O halde (11) ifadesi,

L(u)+N(u) = g(r) (13)

biçiminde yeniden düzenlenebilir. Homotopi tekniğinin kullanılmasıyla,

H(w, p) = (1− p)[L(w)−L(u0)]+ p[B(w)−g(r)] = 0 p ∈ [0,1] (14)

yada

H(w, p) = L(w)−L(u0)+ pL(u0)+ p[N(w)−g(r)] (15)

ifadesini sağlayan

v(r, p) : ∆× [0,1]→ R (16)

biçiminde bir homotopi yazılabilir. Burada p ∈ [0,1] bir gömme parametresi, u0 da sınır

koşullarını sağlayan (13) denkleminin başlangıç yaklaşımı ve r ∈ ∆ ’dır. Dolayısıyla,

H(w,0) = L(w)−L(u0) = 0 (17)

H(w,1) = B(w)−g(r) = 0 (18)
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ifadeleri yazılabilir. p gömme parametresinin 0’dan 1’e değişmesiyle H(w, p)’nin L(w)−
L(u0)’dan B(w)−g(r)’ye değişmesi eşdeğerdir. Topolojide böyle bir değişime deformasyon

denir. L(w)−L(u) ve B(w)−g(r) fonksiyonları da birbirine homotopiktir diye söylenir.

Eğer p gömme parametresi, ”ufak bir parametre” şeklinde ele alınırsa, bilinen perturbasyon

yönteminin kullanılmasıyla (13) denkleminin çözümü p gömme parametresinin bir kuvvet

serisi şeklinde bulunabilir. Yani,

w = w0 + pw1 + p2w2 + ... (19)

olarak yazılabilir. Ayrıca p = 1 olması halinde (13) ifadesinin yaklaşık çözümü,

u = lim
p→1

w = w0 +w1 +w2 + ... (20)

şeklinde elde edilir. Burada şöyle bir şey söylemek gerekirse; HPM’nin en büyük faydası to-

polojideki homotopi kavramıyla , pek çok durumda özgürce perturbasyon ifadesinin oluşturulması

ve başlangıç yaklaşımının da kısıtlanmadan belirlenmesidir. Şimdi burada, Homotopi pertur-

basyon metodunu farklı kısmi diferansiyel denklemlere uygulayalım.

Örnek :

ut = uxx +u(1−u6)

u(x,0) =
1(

1+ e
3x
2

) 1
3

(21)

şeklinde verilen Fisher denklemini ele alalım. Bu denklem, integral denklemi olarak da ifade

edilebilir. Yani,

u(x, t) =
1(

1+ e
3x
2

) 1
3
− p

∫ t

0
(uxx +u(1−u6))dt (22)

şeklinde yazılabilir. Konveks homotopi metodunu uygularsak,

u0 + pu1 + p2u2 + ...=
1(

1+ e
3x
2

) 1
3
− p

∫ t

0

(
∂ 2u0

∂x2 + p
∂ 2u1

∂x2 + p2 ∂ 2u2

∂x2 + ...

)

+(u0 + pu1 + p2u2 + ...)(1− (u0 + pu1 + p2u2 + ...)6)dt (23)
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eşitliği elde edilir. Şimdi p gömme parametresinin kuvvetlerinin katsayılarını birbirine eşitlersek,

p(0) : u0(x, t) =
1(

1+ e
3x
2

) 1
3

p(1) : u1(x, t) =
4+ e3x(4+3t)+ e

3x
2 (8+11t)

4(1+ e
3x
2 )

7
3

p(2) : u2(x, t) =
1

131072(1+ e
3x
2 )

49
3

[
4096e

3x
2 (1+ e

3x
2 )12(−363+403e

3x
2 −9e3x +9e

9x
2
)
t2

−57344e3x(1+ e
3x
2 )10(11+3e

3x
2 )2t3

−17920e
9x
2 (1+ e

3x
2 )8(11+3e

3x
2 )3t4

−3584e6x(1+ e
3x
2 )6(11+3e

3x
2 )4t5

−448e
15x
2 (1+ e

3x
2 )4(11+3e

3x
2 )5t6

−32e9x(1+ e
3x
2 )2(11+3e

3x
2 )6t7

− e
21x
2 (11+3e

3x
2 )7t8 +32768(1+ e

3x
2 )14(4+ e3x(4+3t)+ e

3x
2 (8+11t))

]
(24)

...

bileşenleri bulunur.

O halde,

u = lim
p→1

u = u0 +u1 +u2 + ... (25)

eşitliğinde bulduklarımızı yerine yazarsak ,

u(x, t) = ((1/2)tanh[−3/4(x−5/2t)]+1/2)
1
3 (26)

bulunur.

x t=0,2 t=0,4
0 5.24926E-02 4.54137E-02 1.21845E-01 1.97465E-01

0.2 7.79547E-02 4.1746E-02 2.17494E-01 8.39974E-02
0.4 1.10805E-01 3.23276E-02 3.4171E-01 9.22231E-04
0.6 1.51375E-01 1.91936E-02 4.94354E-01 4.10631E-02
0.8 1.99601E-01 5.03821E-03 6.74017E-01 4.10631E-02
1 2.55137E-01 7.85833E-03 8.78892E-01 1.46625E-02

Çizelge 3.1. Genelleştirilmiş Fisher denklemi için sayısal sonuçlar.
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Örnek: 

ut + vxwy − vywx =−u

vt +wxuy +wyux = v

wt +uxvy +uyvx =−w

u(x,y,0) = ex+y

v(x,y,0) = ex−y

w(x,y,0) = e−x+y

(27)

lineer olmayan kısmi diferansiyel denklem sistemini göz önünde bulunduralım. Bu sistemi

Homotopi perturbasyon metodu ile çözelim. her bir denklem için konveks homotopi meto-

dunu uygularsak;

uo + pu1 + p2u2 + ...= ex+y − p
∫ t

0

(
∂v0

∂x
+ p

∂v1

∂x
+ p2 ∂v2

∂x
+ ...

)(
∂w0

∂y
+ p

∂w1

∂y
+ p2 ∂w2

∂y
+ ...

)
dt+

p
∫ t

0

(
∂v0

∂y
+ p

∂v1

∂y
+ p2 ∂v2

∂y
+ ...

)(
∂w0

∂x
+ p

∂w1

∂x
+ p2 ∂w2

∂x
+ ...

)
dt − p

∫ t

0
(u0 + pu1 + p2u2 + ...)dt (28)

vo + pv1 + p2v2 + ...= ex−y − p
∫ t

0

(
∂u0

∂y
+ p

∂u1

∂y
+ p2 ∂u2

∂y
+ ...

)(
∂w0

∂x
+ p

∂w1

∂x
+ p2 ∂w2

∂x
+ ...

)
dt−

p
∫ t

0

(
∂u0

∂x
+ p

∂u1

∂x
+ p2 ∂u2

∂x
+ ...

)(
∂w0

∂y
+ p

∂w1

∂y
+ p2 ∂w2

∂y
+ ...

)
dt + p

∫ t

0

(
v0 + pv1 + p2v2 + ...

)
dt (29)

w0 + pw1 + p2w2 + ...= e−x+y − p
∫ t

0

(
∂u0

∂x
+ p

∂u1

∂x
+ p2 ∂u2

∂x
+ ...

)(
∂v0

∂y
+ p

∂v1

∂y
+ p2 ∂v2

∂y
+ ...

)
dt−

p
∫ t

0

(
∂u0

∂y
+ p

∂u1

∂y
+ p2 ∂u2

∂y
+ ...

)(
∂v0

∂x
+ p

∂v1

∂x
+ p2 ∂v2

∂x
+ ...

)
dt − p

∫ t

0

(
w0 + pw1 + p2w2 + ...

)
dt (30)

elde edilir. Şimdi p’nin kuvvetlerinin katsayılarını karşılıklı olarak eşitlersek;

p(0) : u0(x,y, t) = ex+y, v0(x,y, t) = ex−y, w0(x,y, t) = e−x+y

p(1) : u1(x,y, t) =−tex+y, v1(x,y, t) = tex−y, w1(x,y, t) = te−x+y

p(2) : u2(x,y, t) =
∂ t2

2!
ex+y, v2(x,y, t) =

t2

2!
ex−y, w2(x,y, t) = te−x+y

p(3) : u3(x,y, t) =
t3

3!
ex+y, v3(x,y, t) =

t3

3!
ex−y (31)

...

bileşenleri bulunur. O halde, kapalı form seri çözümü;
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(u,v,w) = (ex+y−t ,ex−y+t ,e−x+y+t) (32)

şeklinde elde edilir.

3.2. Homotopi Analiz Metodu

Aşağıdaki lineer olmayan diferansiyel denklemi göz önünde bulunduralım.

N[u(τ)] = 0 (33)

Burada τ bağımsız değişken, u(τ) bilinmeyen fonksiyonları ve N lineer olmayan bir ope-

ratörü belirtir. u0, u’nun başlangıç yaklaşımı ve p ∈ [0,1] homotopi parametresi olmak üzere

aşağıdaki homotopiyi inşa edelim.

H[φ(τ, p);u0(τ),H(τ),α, p]≡ (1− p)L[φ(τ, p−N0(τ)]− pαH(τ)N[φ(τ; p)]] (34)

burada α ̸= 0 yakınsklık kontrol parametresi, H(τ) yardımcı fonksiyon, p ∈ [0,1] homo-

topi parametresi, u0(τ) başlangıç koşulu, N lineer olmayan bir operatör ve L lineer bir ope-

ratördür. Ayrıca

(1− p)L[φ(τ, p)−u0(τ)] = pαH(τ)N[φ(τ, p)]] (35)

denklemine sıfırıncı dereceden deformasyon denklemi adı verilir. Burada p = 0 alınarak

denklemin bir tarafı sıfır yapılmaya çalışılır.Yani,

L[φ(τ,0)−u0(τ)] = 0 (36)

bulunur. Dolayısıyla φ(τ;0) başlangıç şartı u0(τ)’ya eşittir. O halde,

φ(τ,0) = u0(τ) (37)

yazılabilir. p = 1 alınırsa (33) denklemi

N[φ(τ,1)] = 0 (38)

olarak bulunur. O halde φ(τ,1), u(τ)’ya eşittir. Yani,

φ(τ;1) = u(τ) (39)
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şeklinde yazılabilir. Buradan da görüleceği üzere p; 0 ve 1 arasında değer aldıkça, φ(τ, p)’

nin de u0(τ) dan denklemin çözümü olan u(t) ’ye gider. Ayrıca p’ye göre Taylor seri açılımı

yapılırsa,

φ(τ, p) = φ(τ,0)+
1

m!
∂ mφ(τ; p)

∂ pm

∣∣∣∣
p=0

(40)

bulunur. Burada,

um(τ) =
1

m!
∂ mφ(τ; p)

∂ pm

∣∣∣∣
p=0

(41)

şeklindedir. Eğer yardımcı lineer operatör, başlangıç yaklaşımı ve α yardımcı parametresi

uygun seçilirse yukarıdaki seri p = 1’de yakınsak olur. O halde,

u(τ) = u0(τ)+
∞

∑
m=1

um(τ) (42)

ifadesi bulunur. Şimdi (35) denkleminin p’ ye göre türevi alınırsa,

(1− p)L

(
∂φ(τ; p)

∂ p

)
−L(φ(τ, p)−u0(τ)) = αH(τ)N[φ(τ; p)]+ pαH(τ)

∂N[φ(τ; p)]
∂ p

(43)

eşitliği bulunur (Abbasbandy et al., 2011). (44) denkleminde p = 0 alırsak (37)’ ün sonucu

olarak (40) denklemi elde edilir. O halde,

L[u1(τ)] = αH(τ)N[u0(τ)] (44)

olur. Burada (35) denkleminin m≥ 2 için m’ yinci mertebeden türevi alınırsa aşağıdaki denk-
lem yazılabilir .

(1− p)L

(
∂ mφ(τ; p)

∂ pm

)
−mL

(
∂ m−1φ(τ; p)

∂ pm−1

)
= mαH(τ)

∂ m−1N[φ(τ; p)]
∂ pm−1 + pαH(τ)

∂ mN[φ(τ; p)]
∂ pm (45)

(41) denkleminde p = 0 alınır ve her iki taraf m! ile bölünürse,

(1− p)L

[
1

m!
∂ mφ(τ; p)

∂ pm − 1
(m−1)!

∂ m −1φ(τ; p)
∂ pm−1

]∣∣∣∣∣
p=0

= αH(τ)
1

(m−1)!
∂ m−1N[φ(τ; p)]

∂ pm−1

∣∣∣∣∣
p=0

(46)

ifadesi elde edilir. m ≥ 2 olmak üzere (40) eşitliği yukarıdaki denklemde kullanılırsa,

L[um(τ)−um−1(τ)] = αH(τ)
1

(m−1)!
∂ m−1N[φ(τ; p)]

∂ pm−1

∣∣∣∣∣
p=0

(47)

denklemi bulunur.Ayrıca
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χ =

0, m ≤ 1

1, m > 1
(48)

fonksiyonu bu şekilde tanımlanırsa m. mertebeden deformasyon denklemi,

L[um(τ)−χmum−1(τ)] = αH(τ)
1

(m−1)!
∂ m−1N[φ(τ; p)]

∂ pm−1

∣∣∣∣∣
p=0

(49)

şeklinde elde edilir. Bu denklemin sağ tarafının u(τ)’ ya bağlı olduğu görülür. m’ nin kuv-

vetlerine göre um(τ) çözümleri m. mertebeden deformasyon denkleminin çözümüne eştir.

Yani,

um(τ) = χmum−1(τ)+L−1

(
αH(τ)

1
(m−1)!

∂ m−1N[φ(τ; p)]
∂ pm−1

∣∣∣∣∣
p=0

)
(50)

bulunur. Burada, L−1 , L lineer operatörün ters operatörüdür. O halde,

um(τ) =
m

∑
k=0

uk(τ) (51)

olmak üzere verilen denklemin çözümü,

u(τ) = φ(τ;1) =
∞

∑
k=0

uk(τ) = lim
m→∞

um(τ) (52)

şeklinde elde edilir.

3.2.1. Sıfırıncı derece deformasyon denklemi

N[ω(x,τ)] = 0 (53)

şeklinde verilen bir eşitliği inceleyelim. ω0(x,τ),ω0(x,τ)’nun bir başlangıç tahmini, α sıfır

olmayan yardımcı parametre , H(x,τ) yardımcı fonksiyon ve L de , f (x,τ) = 0 iken

L[ f (x,τ)] = 0 (54)

olacak şekilde bir lineer operatör olsun. Bu şartlara bağlı olarak;

H[φ(c,τ; p);ω0(x,τ),H(x,τ),α, p] = (1− p)L[φ(x,τ; p)−ω0(x,τ)]− pαH(x,τ)N[φ(x,τ; p)] (55)

şeklinde bir homotopi inşa edilebilir. Burada, p∈ [0,1] gömme parametresidir. H(x,τ) fonk-
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siyonu ve α parametresi bu yöntem için önemlidir. En büyük katkılarından birisi de ;ω0(x,τ)

başlangıç yaklaşımı, L lineer operatör ve α yakınsaklık parametresi probleme uygun olarak

seçilebilir . Ayrıca

H[φ(x,τ; p);ω0(x,τ),H(x,τ),α, p] = 0 (56)

alınmasıyla sıfırıncı derece deformasyon ifadesi,

(1− p)L[φ(x,τ; p)−ω0(x,τ)] = pαH(x,τ)N[φ(x,τ; p)] (57)

şeklinde bulunur. Eğer yukarıdaki denklemde p = 0 yazılırsa;

L[φ(x,τ;0)−ω0(x,τ)] = 0 (58)

ifadesi elde edilir. Operatörün lineerlik özelliği kullanılırsa,

φ(x,τ; p) = ω0(x,τ) (59)

elde edilir. Sıfırıncı derece deformasyon ifadesinde p= 1 alınır ve α ̸= 0 , H(x,τ) ̸= 0 olduğu

kullanılırsa, N[φ(x,τ;1)] = 0 yazılabilir. O halde, φ(x,τ;1) =ω(x,τ) bulunur. Dolayısıyla, p

parametresi sıfırdan bire artarken ,φ(x,τ; p) da ilk yaklaşımdan tam çözüme gider. Bu şekilde

bir dönüşüme yapısal bozulma(deformasyon) denir (Liao, 2003). Ayrıca ,

ω
[m]
0 (x,τ) =

∂ mφ(x,τ; p)
∂ pm

∣∣∣∣∣
p=0

(60)

ile gösterilen denkleme m-yinci derece deformasyon adı verilir. Taylor teoremi ile φ(x,τ; p)

fonksiyonu, p parametresinin kuvvet serisine açılabilir. Yani,

φ(x,τ; p) = φ(x,τ;0)+
∞

∑
m=1

ω
[m]
o (x,τ)

m!
pm (61)

şeklinde ifade edilebilir. Burada,

ωm(x,τ) =
1

m!
∂ mφ(x,τ; p)

∂ pm

∣∣∣∣∣
p=0

= Dm(φ) (62)

özelliği kullanılırsa, φ fonksiyonun Taylor serisi,



14

φ(x,τ; p) = ω0(x, t)+
∞

∑
m=1

ωm(x,τ)pm (63)

şeklinde elde edilir. Dm(φ) ifadesine φ ’ nin m-yinci dereceden homotopi türevi ve nihaye-

tinde bulunan seriye de homotopi serisi adı verilir.

Homotopi analiz yöntemi uygulandıktan sonra bulunacak çözüm,

ω(x,τ) = ω0(x,τ)+
∞

∑
m=1

ωm(x,τ) (64)

şeklinde yazılabilir.

3.2.2. Yüksek derece deformasyon denklemi

v⃗n vektörü, v⃗n = {v0(x,τ),v1(x,τ),v2(x,τ) . . . ,vn(x,τ)} şeklinde tanımlansın.

Sıfırıncı- derece deformasyon denkleminde p’ye göre m kere türev aldıktan sonra elde edilen

denklem m! ile bölünüp ve ardından p = 0 alınırsa, m-yinci dereceden deformasyon ifadesi,

L[vm(x,τ)−χmvm−1(x,τ)] = αH(x,τ)Rm( ⃗vm−1) (65)

şeklinde elde edilir.

χm =

0, m ≤ 1

1, m > 1
(66)

olmak üzere Rm( ⃗vm−1) ifadesi,

Rm( ⃗vm−1) =
1

(m−1)!
∂ m−1N[φ(x,τ; p)]

∂ pm−1

∣∣∣∣∣
p=0

(67)

şeklinde yazılabilir. φ(x,τ; p) fonksiyonunun m-yinci mertebe homotopi türevi tanımından,

Rm( ⃗vm−1) = Dm−1(N[φ ]) (68)

eşitliği yazılabilir. Bu eşitlik, m-yinci dereceden deformasyon ifadesinde yerine yazılırsa;

L[vm(x,τ)−χmvm−1(x,τ)] = αH(x,τ)Dm−1(N[φ ]) (69)
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denklemi bulunur. (3.17) ifadesi Rm( ⃗vm−1) eşitliğinde yerine yazılırsa,

Rm(vm−1,x,τ) =
1

(m−1)!

(
∂ m−1

∂ pm−1 N[
∞

∑
n=0

vn(x,τ)pn]

)∣∣∣∣∣
p=0

(70)

eşitliği bulunur. Buradan da,

Rm(vm−1,x,τ) = Dm−1

(
N[

∞

∑
n=0

vn(x,τ)]

)
= Dm−1(N[v]) (71)

denklemi bulunur. Bu son denklem birbiri ardına çözülerek v1(x,τ),v2(x,τ), . . . ifadeleri elde

edilir. v(x,τ) fonksiyonunun m-yinci yaklaşımı;

v(x,τ)∼=
∞

∑
k=0

vk(x,τ) (72)

serisi ile verilir.

Örnek: 

ut + vx − (u− v) = 0,

vt +ux − (u+ v) = 0,

u(x,0) = sinhx,

v(x,0) = coshx,

(73)

başlangıç değer problemleri sistemini ele alalım. Verilen denklemi Homotopi Analiz Metodu

ile çözmek için c1 ve c2 integral sabitleri olmak üzere L[c1 + tc2] = 0, özelliği ile aşağıdaki

lineer operatörü seçelim.

L[ϕ1(x, t;q1)] =
∂

∂ t
(ϕ1(x, t;q1))

L[ϕ2(x, t;q2)] =
∂

∂ t
(ϕ2(x, t;q2)) (74)

ayrıca L−1 ters operatörü

L−1 =
∫ t

0
dt (75)
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şeklinde verilir. Şimdi Lineer olmayan opertörü aşağıdaki gibi tanımlayalım.

N[ϕ1(x, t;q1)] = ϕ1(x, t;q1)t +ϕ2(x,y;q1)x − (ϕ1(x, t;q1)+ϕ2(x, t;q1))

N[ϕ2(x, t;q2)] = ϕ2(x, t;q2)t +ϕ1(x, t;q2)x − (ϕ1(x, t;q2)+ϕ2(x, t;q2) (76)

şimdi Sıfırıncı dereceden deformasyon denklemini,

(1−q1)L[ϕ1(x, t;q1)−u0(x, t)] = q1αH(x, t;q1)N[ϕ1(x, t;q1)]

(1−q2)L[ϕ2(x, t;q1)−u0(x, t)] = q1αH(x, t;q2)N[ϕ2(x, t;q2)] (77)

şeklinde oluşturalım. Ayrıca q1 = 0 ve q1 = 1 için ϕ1(x, t;0) = u0(x, t), ϕ1(x, t;1) = u(x, t)

iken q2 = 0 ve q2 = 1 için ϕ2(x, t;0) = u0(x, t), ϕ2(x, t;1) = u(x, t)

eşitlikleri elde edilir. Böylece m’yinci mertebeden deformasyon denklemlerini,

um(x,0) = 0, vm(x,0) = 0 başlangıç koşulları ile birlikte aşağıdaki gibi elde ederiz.Burada,

L[um(x, t)−χmum−1(x, t)] = αH(x, t)Rm(⃗um−1)

L[vm(x, t)−χmvm−1(x, t)] = αH(x, t)Rm(⃗vm−1) (78)

şeklindedir.

Şimdi m’yinci mertebeden deformasyon denklemlerinin çözümleri

Rm(⃗um−1) = α

[
∂

∂ t
um−1 +

∂

∂x
vm−1 − (um−1 + vm−1)

]

Rm(⃗vm−1) = α

[
∂

∂ t
vm−1 +

∂

∂x
um−1 − (um−1 + vm−1)

]
(79)

elde edilir.

Denklemin çözümleri şöyledir;

um(x, t) = χmum−1(x, t)+L−1[αH(x, t)Rm(⃗um−1)], m ≥ 1

vm(x, t) = χmvm−1(x, t)+L−1[αH(x, t)Rm(⃗vm−1)], m ≥ 1 (80)

çözümleri şeklindedir.

ilk olarak aşağıdaki başlangıç yaklaşımları ile başlayalım.

u0(x, t) = sinhx

v0(x, t) = coshx (81)
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α = −1 , H = 1 seçilirse, yukarıdaki iterasyon formülünden diğer bileşenleri elde edebi-

liriz. Yani

u1(x, t) = tcoshx

v1(x, t) = tsinhx

u2(x, t) =
t2

2!
sinhx

v2(x, t) =
t2

2!
coshx (82)

...

olur. Dolayısıyla seri çözümleri de ,

u(x, t) = sinhx+ tcoshx+
t2

2!
sinhx+ . . .

v(x, t) = coshx+ tsinhx+
t2

2!
coshx+ . . . (83)

şeklinde bulunur. Son olarak denklemlerin tam çözümleri de

u(x, t) = sinh(x+ t)

v(x, t) = cosh(x+ t) (84)

olarak elde edilir.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu bölümde Homotopi analiz ve Homotopi perturbasyon metotlarını seçtiğimiz bazı kısmi

diferansiyel denklemlere uygulayacağız.

Örnek: Aşağıdaki homojen adveksiyon denklemini ele alalım ve bu denklemi Homotopi

analiz metodu ile çözelim(Alomari and Noorani, 2008).ut +uux = 0

u(x,0) =−x
(85)

denklemin çözümüne başlangıç yaklaşımını u0(x, t) =−x olarak alalım. Ayrıca lineer olma-

yan operatör de aşağıdaki gibidir.

Nu =
∂u(x, t)

∂ t
+u(x, t)

∂u(x, t)
∂x

(86)

Böylece,

Rm( ⃗um−1) =
∂um−1(x, t)

∂ t
+

m−1

∑
i=0

ui(x, t)
∂um−1−i(x, t)

∂x
(87)

şeklindedir. Bu denklemin L = ∂

∂ t lineer operatörü altında ve m = 1,2,3, ... olmak üzere

um(x,0) = 0 başlangıç koşulu ile birlikte,

u1(x, t) =−x(−αt)

u2(x, t) =−x((−αt)2 −αt −α
2t)

u3(x, t) =−x((−αt)3 +2α
3t2 +2α

2t2 −αt −2α
2t −α

3t
...

un(x, t) =−x((−αt)n +Z1(t,α)). (88)

bileşenleri elde edilir. Burada Z1 bir polinimdur α =−1 alındığında Z1(t,α) = 0 olur. (3,19)

denkleminden

u(x, t) =−x
∞

∑
n=0

tn (89)
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ifadesi elde edilir.Bu Taylor serisinin yakınsadığı fonksiyon da |t|< 1 cosily altında

u(x, t) =
x

t −1
(90)

fonksiyonudur.

şimdi aynı denklemi homotopi perturbasyon metodu ile çözelim. İlk olarak

L(v) = ∂v
∂ t olsun.Bu durumda,

H(v, p) = (1− p)(L(v)−L(u0))+ p(A(v)− f (r)) = 0

H(v, p) = (1− p)

(
∂v
∂ t

− ∂u0

∂ t

)
+ p

(
∂v
∂ t

+ v
∂v
∂x

)
= 0 (91)

eşitliği elde edilir. Bu ifadenin düzenlenmesiyle,

∂v
∂ t

− ∂u0

∂ t
=−p

∂u0

∂ t
− pv

∂v
∂x

(92)

ifadesi bulunur. Şimdi

v = v0 + pv1 + p2v2 + . . . (93)

şeklinde alalım. Bu ifadeyi yukarıdaki eşitlikte yerine yazarsak,

∂

∂ t
(v0 + pv1 + p2v2 + ...)− ∂u0

∂ t
=−p

∂u0

∂ t
− p(v0 + pv1 + p2v2 + ...)

∂

∂x
(v0 + pv1 + p2v2 + . . .) (94)

elde edilir. Burada p’nin kuvvetlerinin katsayılarını karşılıklı olarak eşitlersek ,

p0 :
∂v0

∂ t
=

∂u0

∂ t
⇒ vo = u0 =−x

p1 :
∂v1

∂ t
=−∂u0

∂ t
− v0

∂v0

∂x
⇒ v1(x, t) =−xt

p2 :
∂v2

∂ t
=−v0

∂v1

∂x
− v1

∂v0

∂x
⇒ v2(x, t) =−xt2

p3 :
∂v3

∂ t
=−v0

∂v2

∂x
− v1

∂v1

∂x
− v2

∂v0

∂x
⇒ v3(x, t) =−xt3 (95)

...

pn : vn(x, t) =−xtn



20

bulunur. O halde ,

u = lim
p→1

v = v0 + v1 + v2 + . . . (96)

eşitliğinde bulduğumuz bileşenleri yerine yazarsak,|t|< 1 koşulu altında

u(x, t) =
x

t −1
(97)

bulunur.

Örnek:

Aşağıdaki K(2,2) denklemini ele alalım ve bu denklemi Homotopi analiz metodu ile çöze-

lim. ωt +(ω2)x +(ω2)xxx = 0

ω(x,0) = x
(98)

Çözümün tarzına ve başlangıç koşuluna göre ilk tahmin olarak ω0(x, t) = x alabiliriz. Şimdi

lineer olmayan kısmı aşağıdaki gibi alalım.

N[φ(x, t; p)] =
∂φ(x, t; p)

∂ t
+

∂ (φ(x, t; p)2)

∂x
+

∂ (φ(x, t; p)2)

∂x3 (99)

Böylece,

Rm( ⃗ωm−1) =
1

(m−1)!
∂ m−1N[φ(x, t; p)]

∂ pm−1

∣∣∣∣∣
p=0

(100)

denklemini kullanırsak,

Rm( ⃗ωm−1) =
∂ωm−1(x, t)

∂ t
+

∂

∂x

(
m−1

∑
i=0

ωiωm−1−i

)
+

∂ 3

∂x3

(
m−1

∑
i=0

ωiωm−1−i

)
(101)

eşitliğini elde ederiz.

(3.30) m-yinci mertebeden deformasyon denklemi , elde edilen son denklem ,

L[φ(x, t; p)] =
∂φ(x, t; p)

∂ t
(102)
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lineer operatörü altında ve m = 1,2,3... olmak üzere ωm(x,0) = 0 başlangıç koşulu ile bir-

likte kullanılarak,

ω1(x, t) = 2αxt

ω2(x, t) = 2αxt(2αt +α +1)

ω3(x, t) = 2αxt(2αt +α +1)2

... (103)

ωm(x, t) = 2αxt(2αt +α +1)m−1

bileşenleri bulunur. Yakınsaklık parametresi α =−1 alınırsa;

ω(x, t) = x
∞

∑
m=0

(−2)mtm (104)

ifadesi elde edilir. Bu Taylor serisinin yakınsadığı fonksiyon da |t|< 1
2 koşulu altında,

ω(x, t) =
x

1+2t
(105)

fonksiyonudur.

Aynı problemi şimdi Homotopi perturbasyon metodu ile tekrar çözelim. İlk olarak L(v) = ∂v
∂ t

olsun.

Bu durumda,

H(v, p) = (1− p)(L(v)−L(u0))+ p(A(v)− f (r)) = 0

H(v, p) = (1− p)

(
∂v
∂ t

− ∂w0

∂ t

)
+ p

(
∂v
∂ t

+
∂v2

∂x
+

∂ 3v2

∂x3

)
= 0 (106)

eşitliği elde edilir. Bu ifadenin düzenlenmesiyle,

∂v
∂ t

− ∂w0

∂ t
=−p

∂w0

∂ t
− p

∂v2

∂x
− p

∂ 3v2

∂x3 (107)

eşitliği bulunur. Şimdi

v = v0 + pv1 + p2v2 + . . . (108)
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eşitliğini yukarıdaki denklemde yerine yazarsak

∂

∂ t
(v0 + pv1 + p2v2...)−

∂w0

∂ t
=−p

∂w0

∂ t
− p

∂

∂x
(v0 + pv1 + p2v2 + ...)2 − p

∂ 3

∂x3 (v0 + pv1 + p2v2 + ...)2 (109)

eşitliği bulunur ve burada p’nin kuvvetlerinin katsayılarını karşılıklı olarak eşitlersek,

p0 :
∂v0

∂ t
=

∂w0

∂ t
⇒ v0 = w0 = x

p1 :
∂v1

∂ t
=−∂w0

∂ t
− ∂v0

2

∂x
− ∂ 3v0

2

∂x3 ⇒ v1(x, t) =−2xt

p2 :
∂v2

∂ t
=−2

∂ (v0v1)

∂x
−2

∂ 3(v0v1)

∂x3 ⇒ v2(x, t) = 4xt2

p3 :
∂v3

∂ t
=−∂v1

2

∂x
−2

∂ (v0v2)

∂x
− ∂ 3v1

2

∂x3 −2
∂ 3(v0v2)

∂x3 ⇒ v3(x, t) =−8xt3 (110)

...

bileşenlerini elde etmiş oluruz. O halde ,

w = lim
p→1

v = v0 + v1 + v2 + ldots (111)

eşitliğinde bulduğumuz bileşenleri yerine yazarsak, |t|< 1 koşulu altında

ω(x, t) =
x

1+2t
(112)

bulunur.

Örnek: ut +uux −υuxx = 0

u(x,0) = η+β+(β−η)eγ

1+eγ , t ≥ 0
(113)

başlangıç yaklaşımı ile verilen Burger denklemini Homotopi analiz metodu ile çözelim. Bu-

rada η ,β ,υ keyfi sabit parametrelerdir.(35) deformasyon denkleminden;

Rm(⃗um−1) =
∂um−1(x, t)

∂ t
+

m−1

∑
i=0

ui
∂um−1−i(x, t)

∂x
−υ

∂ 2um−1(x, t)
∂x2 (114)

elde edilir.Ayrıca (49) m-yinci mertebeden deformasyon denklemi , elde edilen son denklem
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,

L[φ(x, t; p)] =
∂φ(x, t; p)

∂ t
(115)

lineer operatörü altında ve m= 1,2,3... olmak üzere um(x,0) = 0 başlangıç koşulu ile birlikte

kullanılarak,

u1(x, t) =
2η2βeγ

υ [1+ eυ ]2
αt

u2(x,y) =
η3β 2eγ [eγ −1]

υ2[1+ eγ ]3
(αt)2 +M1

u3(x, t) =
η4β 3eγ [1−4eγ + e2γ]]

3υ3[1+ eγ ]4
(αt)3 +M2 (116)

elde edilir.Burada

M1 =
tη2βeγ (2α2υeγ −2υeγ α −2υ −2υα)

υ2[1+ eγ ]3

M2 =
2eγ η3β 2(αt)2υ(e2γ (α +1)−1−h)

3υ3[1+ eγ ]4
+

2υ2eγ η2βαt(e2γ (−1−2α −α2)+ eγ (−2α2 −4α −2)−2α −1−α2

3υ3[1+ eγ ]4

(117)

şeklindedir. O halde (35) denkleminden u(x, t) seri çözümü,

u(x, t) =
η +β +(β −η)eε

1+ eε
(118)

şeklinde bulunur. Burada

ε = (
η

υ
)(x−β t) (119)

şeklindedir.

Aynı problemi şimdi Homotopi perturbasyon metodu ile tekrar çözelim.

L(v) = ∂v
∂ t olsun. Bu durumda,

H(v, p) = (1− p)(L(v)−L(u0))+ p(A(v)− f (r)) = 0

H(v, p) = (1− p)
(

∂v
∂ t

− ∂u0

∂ t

)
+ p
(

∂v
∂ t

+ v
∂v
∂x

−µ
∂ 2v
∂x2

)
= 0 (120)
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eşitliğini elde ederiz . Bu eşitliği düzenlediğimizde ,

∂v
∂ t

− ∂u0

∂ t
=−p

∂u0

∂ t
− pv

∂v
∂x

+ pµ
∂ 2v
∂x2 (121)

v = v0 + pv1 + p2v2 + . . . (122)

alalım.

∂

∂ t
(v0 + pv1 + p2v2 + ...)− ∂u0

∂ t
=− p

[
∂u0

∂ t
+(v0 + pv1 + p2v2 . . .)

∂

∂x
(v0 + pv1 + p2v2 . . .)−µ

∂ 2

∂x2

(v0 + pv1 + p2v2 . . .)

]
(123)

eşitliğini elde ederiz ve burada p’nin kuvvetlerinin katsayılarını karşılıklı olarak eşitlersek,

p0 :
∂v0

∂ t
=

∂u0

∂ t
⇒ v0 = u0 =

η +β +(β −η)eγ

1+ eγ

p1 :
∂v1

∂ t
=−∂u0

∂ t
− v0

∂v0

∂x
+µ

∂ 2v0

∂x2 ⇒ v1(x, t) = 0

p2 :
∂v2

∂ t
=−v0

∂v1

∂x
− v1

∂v0

∂x
+µ

∂ 2v1

∂x2 ⇒ v2(x, t) = 0
... (124)

bileşenlerini elde etmiş oluruz.

O halde ,

u = lim
p→1

v = v0 + v1 + v2 + . . . (125)

eşitliğinde bulduğumuz bileşenleri yerine yazarsak,

u(x, t) =
η +β +(β −η)eγ

1+ eγ
(126)

bulunur.
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Homotopi analiz yöntemi (HAM) ve homotopi perturbasyon yöntemi (HPM), diferansiyel

denklemler ve diğer karmaşık matematiksel problemler için etkili analitik çözümler su-

nar. Bu iki yöntem arasında yapılan karşılaştırma şu önemli sonuçları ortaya koymaktadır.

HAM yüksek derecede esneklik sağlar. HAM, başlangıç tahminine ve homotopi paramet-

resine bağlı olarak çözümün yakınsamasını kontrol etme yeteneği sunar. Bu, özellikle zor

ve karmaşık problemlerde büyük avantaj sağlar. HPM ise genellikle daha basit ve hızlıdır,

ancak çözümün doğruluğu ve yakınsaması üzerinde daha az kontrol imkanı sunar. HPM,

pertürbasyon yöntemlerinin avantajlarını kullanarak homotopi konseptini uygular. HAM,

çözümün yakınsama hızını ve doğruluğunu optimize etmek için homotopi parametresi (α)

ve diğer kontrol parametrelerini kullanır. Bu, yakınsamada yüksek hassasiyet gerektiren

problemler için ideal bir araçtır. HPM ise, genellikle hızlı ve yeterli yakınsama sağlar an-

cak bu yakınsama bazen başlangıç tahmini ve problem doğasına bağlı olarak değişebilir.

HAM, geniş bir uygulama yelpazesine sahiptir ve birçok fiziksel ve mühendislik problemle-

rine uygulanabilir. Lineer olmayan ve kompleks problemlerde daha etkili sonuçlar verebilir.

HPM, nispeten daha basit yapısıyla temel matematiksel problemler ve mühendislik uygula-

malarında yaygın olarak kullanılır. Özellikle küçük parametreli problemler için uygundur.

Problemin karmaşıklığı ve yakınsama gereksinimlerine bağlı olarak HAM veya HPM seçilme-

lidir. Karmaşık ve hassas çözümler gerektiren durumlarda HAM tercih edilmelidir. Daha

basit ve hızlı çözümler için, özellikle başlangıç tahminlerinin kolayca yapılabildiği durum-

larda, HPM uygun bir seçenek olabilir. HAM kullanıldığında, homotopi parametresinin (α)

dikkatli bir şekilde seçilmesi ve optimize edilmesi gereklidir. Bu, çözümün yakınsama hızını

ve doğruluğunu önemli ölçüde artırabilir. HPM’de ise başlangıç tahminlerinin doğruluğu

ve perturbasyon parametresinin uygun seçimi, çözüm kalitesini artıracaktır. Her iki yönte-

min de etkin kullanımı için, kullanıcıların yöntemlerin teorik temellerini ve uygulama de-

taylarını iyi bilmesi gereklidir. Bu nedenle, bu yöntemlerle ilgili eğitim ve uygulamalı dene-

yim önemlidir. Araştırmacılar ve mühendisler, bu yöntemleri uygularken literatürdeki güncel

gelişmeleri takip etmeli ve çeşitli problemler üzerinde denemeler yaparak deneyim kazan-

malıdır. Bu yöntemlerin uygulanmasını kolaylaştırmak için, uygun matematiksel yazılımlar

ve araçlar kullanılabilir. Özellikle HAM için, yakınsama analizini destekleyen yazılımlar

(matlab,mathematica) büyük fayda sağlayabilir. HPM için, perturbasyon serilerinin hesap-

lanmasını kolaylaştıran otomatik araçlar kullanılabilir.

Sonuç olarak, hem HAM hem de HPM, kendi avantajları ve sınırlamaları ile güçlü analitik

araçlardır. Doğru seçildiğinde ve uygulandığında, bu yöntemler birçok karmaşık problemin

çözümünde büyük fayda sağlayabilir.
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