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OZET

Bu calismada, bazi1 kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri incelenmistir. Bunun i¢in 6nce-
likle ele aldigimiz, Burgers ve Fisher denklemlerini uygun baglangi¢ ve sinir kosullariyla birlikte ho-
motopi perturbasyon, Adomian ayristirma ve kapali istel sonlu fark metotlari ile sayisal olarak ¢oziip
elde edilen sayisal sonuclar tablo halinde karsilagtirilmig ve grafik iizerinde gosterilmistir. Bu 6rnek-
ler baz alindiginda kapali iistel sonlu fark metodunun homotopi perturbasyon ve Adomian ayristirma
metoduna gore daha kararli oldugu goriilmiistiir. Homotopi perturbasyon ve Adomian ayristirma me-
todunun da denklem ¢6ziimlerinde etkili yontemler olduklari iyi bilinmektedir.
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ABSTRACT

In this study, numerical solutions of some partial differential equations are investigated. For this,
Burgers and Fisher equations, which we have discussed first, are solved numerically by homotopy
perturbation, Adomian decomposition and implicit exponential finite difference methods together
with appropriate initial and boundary conditions and compared with the obtained numerical results
in a tabular form and shown on the graph. Based on these examples, it has been seen that the implicit
exponential finite difference method is more stable than the homotopy perturbation and Adomian
decomposition methods. It is well known that Homotopy perturbation and Adomian decomposition
methods are also effective methods in solving equations.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINi

Bu caligmada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte agagida sunulmusgtur.

Simgeler Aciklama

A Genel diferansiyel operator
B Sinir operatorii

L Lineer operator

N Lineer olmayan operator

L1 Integral operatorii

At Zaman Adimi

f(r) Bilinen bir analitik fonksiyon
r Gama

0 Delta

B Beta

Q Omega

Y Psi

Kisaltmalar Aciklama

HPM Homotopi Perturbasyon Metodu
AAM Adomian Ayristirma Metodu

KUSFM Kapali Ustel Sonlu Fark Metodu



1. GIRIS

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin tam ve acik ¢oziimlerinin yapis1 pek ¢ok
bilim dalinda ¢ok 6nemlidir. Ciinkii, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler esas ola-
rak iki kisma ayrilir. Bunlar integrallenebilen ve integrallenemeyen kismi diferansiyel denk-
lemlerdir. Integrellanebilen denklemler, sonsuz sayida tam ¢oziime sahiptir. Bunlar arasinda
en 1yi bilinen denklemler, Korteweg - de Vries denklemleri, Sine-Gordon denklemleri, Ka-
wahara tipi denklemler, lineer olmayan Schrodinger denklemi, Boussinesq denklemleri ve
benzer integrallenebilir denklemlerle genisletilebilir. Bazi tam ¢oziimlii veya tam ¢oziimsiiz
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler, integrallenemeyen kismi diferansiyel denk-
lem sinifinda kabul edilir. Burger-Huxley denklemi, Fisher denklemi ve Ginzburg-Landau

denklemi, integrallenemeyen kismi diferansiyel denklemlerin en 1yi bilinen 6rnekleridir.

Son yirmi yilda lineer olmayan denklemlerin tam ¢6ziimiiniin elde edilmesi icin metotlarin
gelistirilmesinde 6nemli ilerlemeler yapilmistir. Ayrica her iki tiirdeki lineer olmayan dife-
ransiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini elde etmede en iyi metot tek degildir ve her yontemin
arastirmacilarin deneyimine ve kullanilan metoda duyulan ilgiye bagli olarak metodun eksik-
likleri ve iyi taraflar1 vardir. Boylece, farkli yaklasimlarla var olan ¢éziimleri dogrulamak ya
da muhtemel yeni tam ¢oziimleri aramak i¢in o metotla ¢oziilemeyen lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemler i¢in literatiirde en iyi bilinen metotlar1 uygulamak olduk¢a 6nemli-
dir. Homotopi perturbasyon ve Adomian ayristirma metodu, lineer olmayan problemlerin en
1yi ¢Ozlimiinii verdigi iyi bilinmektedir (Ghorbani & Saberi-Nadjafi, 2007; Ghorbani, 2009;
He, 2006a, 2004, 2005).

Homotopi perturbasyon yontemi, 1999 yilinda Ji Huan He tarafindan gelistirilmistir.

(Ghorbani, 2009; He, 2004, 2005, 2006b) Bu metot bir ¢ok bilim adami tarafindan cesitli
fonksiyonel denklemleri ¢6zmek icin kullanilmistir. Bu yontemde ¢6ziim, tam ¢oziimlere
hizla yaklasan sonsuz bir serinin toplami1 olarak kabul edilir. Topolojide homotopi teknigini
kullanarak p € [0, 1] kiiciik parametre” olarak kabul edilen bir ggmme parametresidir To-
polojide homotopi teknigi kullanilarak bu parametre ile bir homotopi olusturulur. Son za-
manlarda bu metodu lineer ve lineer olmayan denklemlerin sinifina uygulamak icin pek
cok arastirma yapilmigstir. bu yontem He tarafindan dahada gelistirilmis ve ilerletilmistir.
Lineer olmayan dalga denklemleri, sinir deger problemleri ve lineer olmayan salinim denk-
lemleri gibi lineer olmayan pek ¢ok denkleme uygulanmigtir. He’nin homotopi perturbasyon
yonteminin evrensel bir yontem oldugu ve cesitli tiirde lineer olmayan fonksiyonel denk-
lemleri ¢ozebildigi bilinmektedir. Ornegin lineer olmayan Schrodinger denklemlerine, 1s1
tarafinda ortaya c¢ikan lineer olmayan denklemlere kuadratik Ricatti diferansiyel denklem-
lere uygulanmistir. Homotopi perturbasyon metodu ve homotopi analiz yontemi arasinda bir

karsilagtirma incelenmig ve birincinin ikinciden daha giiclii oldugunu ortaya ¢ikarmustir. Li-



neer olmayan ¢oziimiin ¢oziimiine yonelik bir yaklasimi hesaplamak i¢in He’nin homotopi

perturbasyon metodunu kullanmistir.

Literatiirde, cok sayida sayisal metot, Burger denkleminin sayisal ¢oziimleri i¢in ileri siiriil-
miis ve uygulanmigtir. Bir¢cok yazar bu denklemi ¢6zmek icin sonlu fark, (Molabahrami
& Khani, 2009a; Kutluay, Bahadir, & C)zde§, 1999; Giilsu & Ozi§, 2005; Kadalbajoo &
Awasthi, 2006; Giilsu, 2006; Liao, 2008), sonlu eleman (Bahadir & Saglam, 2005) ve sinir
eleman (Kadalbajoo, Sharma, & Awasthi, 2005) metotlarina dayanan sayisal teknikleri kullan-
miglardir. Kadalbajoo ve arkadaglar1 zamana bagli Burger denklemini ¢6zmek i¢in bir para-
metreli diizgiin kapali fark semasimi kullanmugtir. A¢ik iistel sonlu fark metodu, Battacharya
tarafindan 1s1 denklemini ¢6zmek i¢in gelistirilmistir. Ayrica Burger denklemini ¢ozmek icin
Battacharya (Bhattacharya, 1990) ve Handschuh ve Keith (Handschuh & Keith Jr, 1992) acik
sonlu fark metodunu kullanmistir. Bahadir (Bahadir, 2005) KdV denklemini agik sonlu fark
teknigini kullanarak ¢6zmiistiir. Bahadir ve Inan (Inan & Bahadir, 2013a) Burger denklemini

cozmek ic¢in tistel sonlu fark metodunu gelistiren iki yeni teknik kullanmiglardir.

Literatiirde, ¢ok sayida sayisal metot, Fisher denkleminin (Al-Humedi & Ali, 2008; A.-
M. Wazwaz & Gorguis, 2004) sayisal ¢oziimleri icin ileri siiriilmiis ve uygulanmustir. ismail
ve arkadaglari,(Ismail, Raslan, & Abd Rabboh, 2004) genellestirilmis Burgers-Huxley ve
Burgers-Fisher denklemlerini Adomian ayristirma yontemini kullanarak ¢cozmiistiir. Mittal
ve Tripathi, (Mittal & Tripathi, 2015) genellestirilmis Burgers-Fisher ve Burgers-Huxley
denklemlerinin yaklasik ¢6ziimiinii elde etmek icin modifiye edilmis kiibik B-spline siralama
(collocation) metodunu kullanmiglardir. Zarebnia ve Jalili, (Zarebnia & Jalili, 2013) genelles-
tirilmis Burgers-Fisher ve Burgers-Huxley denklemlerini Chebyshev spektral kollokasyon
yontemi ile ¢ozmiistiir. Exp-fonksiyonu yonteminin dogadan ilham alan algoritma ile hib-
ridizasyonuna dayali genellestirilmis Burgers-Fisher denkleminin sayisal ¢coziimii Malik ve
digerleri tarafindan yapilmistir.(Malik, Qureshi, Amir, Malik, & Haq, 2015) Nawaz,(Nawaz,
Ullah, Islam, & Idrees, 2013) genellestirilmis Burgers-Huxley ve Burgers-Fisher denklemle-

rinin yaklagik ¢oziimlerini bulmak i¢in optimal homotopi asimptotik yontemini kullanmugtr.

Bu calismada, Burgers ve Fisher denklemini ¢6zmek i¢in ii¢c farkli yontem uygulanmistir.
Bu yontemlerin denklemi ¢ozme yetenegini gostermek i¢in bazi drnekler sunulmustur. Her
lic sayisal yontemin de kesin ¢oziimle makul Olciide iyi bir uyum i¢inde oldugu agikca
goriilmektedir.



2. TEMEL TANIMLAR

2.1. Diferansiyel Denklem

Bir veya daha fazla bagimli degiskenin, bir veya daha fazla bagimsiz degiskene gore birinci
veya daha fazla mertebeden tiirevlerini iceren denklemlere diferansiyel denklem denir.
Genel olarak ikiye ayrilir.

2.1.1. Adi Diferansiyel Denklemler

Bir bagimsiz ve en az bir bagiml degisken ve bagimli de8iskenin bagimsiz degiskene gore
birinci veya daha fazla mertebeden tiirevlerini iceren denklemlere adi diferansiyel denklem-

ler denir. n. mertebeden adi diferansiyel denklemlerin genel formu;

F(x,yy,y,..y")=0
seklindedir.

2.1.2. Kismi Diferansiyel Denklemler

En az iki bagimsiz ve en az bir bagimli degisken ile bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlere
gore birinci veya daha fazla mertebeden tiirevlerini iceren denklemlere kismi diferansiyel

denklemler denir. Kismi diferansiyel denklemlerin genel formu;

F('x7y7Z)ZX7Zxx7ny7Zyy7 ...) = 0

seklindedir.

2.2. Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin Lineerligi

Bir kismi tiirevli denklemdeki bagimli degisken (veya degiskenler) ve bunlarin denklemdeki
biitiin kismi tiirevleri birinci dereceden ve denklemi, bagimli degisken ile onun tiirevleri
parantezinde yazdigimizda katsayilar yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu oluyorsa
bu denkleme lineerdir denir.

Iki bagimsiz bir bagimh degiskene sahip birinci ve ikinci mertebeden lineer kismi tiirevli

denklemlerin genel formlari sirasiyla asagidaki gibidir.
K(x,y)zx + L(x,y)zy + M(x,y)z = N(x,y)

P(x,y)Zxx + Q(x,y)zxy +R(x,¥)zyy +S(xX,¥) 2 + T (x,¥)2y + U (x,y)z =V (x,y)



2.3. Konveks Kiime

C C R” olsun. Eger herhangi iki x,y € C noktasi verildiginde x’den y’ye ¢izilen dogru parcasi
yine A kiimesinde kaliyorsa bu C kiimesine konvekstir denir. Diger bir deyisle, Vz € [0,1] ve
Vx,y € Cigin

(I-t)x+tyeC

ise C C R" kiimesine konvekstir denir.

2.4. Homotopi Doniisiimii

X ve Y iki topolojik uzay, f,g: X — Y siirekli iki doniigiim ve 7 = [0, 1] olsun. V x € X i¢in
H(x,0) = f(x) ve H(x,1) = g(x) olacak sekilde H : X x I — Y siirekli doniisiimii varsa f

doniisiimiine g’ye homotopiktir denir ve H’ye de homotopi doniisiimii adi verilir.

Ornek:

70,2 — R
x— f(x) =142 (x—2)?

ve
g:[0,2] —R

x—gx)=1

fonksiyonu verilsin.
H:[0,2] x[0,1] — R

(xt) — H(x,1) = 14 (1 —1) x* (x—2)?

olsun. H, polinom fonksiyon oldugundan siireklidir ve H(x,0) = f(x) ve

H(x,1) =1 = g(x) dir. Boylece H, f ve g arasinda bir homotopi doniigtimiidiir.



3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde Burgers ve Fisher denklemini ¢6zmek icin kullanmis oldugumuz ti¢ farkli metot
tanitilmis ve metotlarin daha iyi anlasilmasi i¢in 6rnekler verilmistir. HPM ve AAM icin
Helmholtz denklemi uygun baglangi¢ kosullariyla ¢oziiliip, sonuclar tablo halinde karsilagti-
rilmistir. KUSFM igin ise Burger-Huxley denklemi 6rnek olarak verilip, elde edilen bagil

hatalar tablolar ile gosterilmistir.

3.1. Homotopi Perturbasyon Metodu

Homotopi perturbasyon yontemi, 1999 yilinda Ji Huan He tarafindan gelistirilmistir.(He,
2006a, 2004, 2005, 2006b) Bu metot bir ¢ok bilim adami tarafindan gesitli fonksiyonel
denklemleri ¢c6zmek i¢in kullanilmistir. Bu yontemde ¢oziim, tam ¢oziimlere hizla yaklagan
sonsuz bir serinin toplami olarak kabul edilir. Topolojide homotopi teknigini kullanarak
p € [0, 1] kiigiik parametre” olarak kabul edilen bir gdmme parametresidir Topolojide ho-

motopi teknigi kullanilarak bu parametre ile bir homotopi olusturulur.

Bu yontemin temel fikirlerini gostermek icin asagidaki lineer olmayan diferansiyel denklemi

ele alalim.

AW)— f(=0 reQ G.1)
B<u @> —0, reT (SmirKosulu) (3.2)
"dn ’ '

Burada I', Q bolgesinin sinir1, f(r) bilinen bir analitik fonksiyon, B sinir operatorii ve A ise

genel diferansiyel operatordiir.
A operatoriinii L lineer ve N lineer olmayan olmak iizere ikiye ayirabiliriz.

Boylelikle (3.1) denklemi
L(u)+N(u) = f(r) (3.3)

seklinde tekrar yazabiliriz. Homotopi teknigini kullanarak,

H(v,p) = (1=p)[L(v) = L(uo) + p[A() = f(r)] =0 , p€]0,]] 3.4)

ya da
H(v, p) = L(v) = L(uo) + pL(uo) + p[N(v) — f(r)] =0 3.5)



ifadesini saglayan,

v(r,p):Q x [0,1] =R

biciminde bir homotopi kurulabilir. Burada ug sinir kosullarin1 saglayan (3.3) denkleminin
baglangi¢ yaklagimi, p € [0,1] bir gdmme parametresi ve r € Q dir . Bdylelikle agik bir
sekilde,

H(v,0)=L(v) —L(up) =0 (3.6)

Hv,1)=AW) = f(r)=0 (3.7)

esitlikleri yazilabilir. p’nin 0’dan 1’e degisme siireci ile H(v, p)’nin L(v) — L(up)’dan
A(v) — f(r)’ye degismesi aynidir. Topolojide buna deformasyon ad1 verilir.
L(v) — L(u) ve A(v) — f(r)’ye de birbirine homotopiktir denir.

p gomme parametresini, “’kiiclik parametre” olarak diisiinecek olursak, klasik perturbasyon

teknigini kullanarak (3.3) ’iin ¢Oziimii p’nin bir kuvvet serisi olarak verilebilir. Yanti,

v:v0+pv1+p2vz+... (3.8)

seklindedir ve p = 1 durumunda (3.3) denkleminin yaklasik ¢oziimii,
u=Ilimv=vyg+vi+va+... 3.9
p—1
seklinde elde edilir.

Bu noktada belirtmek gerekir ki HPM nin en 6nemli avantaji, baglangi¢ yaklasiminin 6zgiirce
secilebilmesi ve topolojideki homotopi ile 6zgiirce perturbasyon denkleminin kurulabilme-
sidir.
3.1.1. Ornek (Helmholtz Denklemi):
d%u N d%u
dx2  dy?

u(0,y) =y, ux(0,y) =y+coshy

u=~0

seklinde verilen Helmholtz denklemini ele alalim.



2%y

Burada L(v) = 32 olsun. O halde (3.4) denkleminden;
x

H,p) = (1 p) (LO) — L)) + p(AG) — £(r) =0
0%y d%u 0%v 9%y
:(1_”)(@_W£>+p{ﬁ+a_yz_v}:0

esitligi elde edilir. Bu ifadenin diizenlenmesiyle,

0%v  d%uy B 9%y d%uy

— v - — [
o2 oxz P p8y2 Pox

ifadesi bulunur. (3.8) denkleminin kullanilmasiyla

9%y 0%v) 50y %up

+ + 82VO 282\/1 82u0
ox? paxz p oxz2 7 ox?

_p8y2 —P dy? T PO

= pvo —l—p2v1 + ...

esitligi bulunur ve burada p’nin kuvvetlerinin katsayilarini karsilikli olarak esitlersek,

PO 2 vy (x,y) = y(1 +x) + xcoshy,

1 1
PU vy (x,y) = 5xzij §x3y’
PP vy (x,y) = l)64 -l-le
S AC IR 4! y 51 Y,

1 1
PB) s (x,y) = §x6y+ $x7y,

bilesenlerini elde etmis oluruz.

O halde ,



u=Ilimv=vy+vi+vy+..
p—1

esitliginde buldugumuz bilesenleri yerine yazarsak,

. _— | 1 | 1 |
u(x,y) = y(1 4x) +xcos )’+5X T y+mx v y+6 x y+7

= u(x,y) = ye* +xcoshy

bulunur.

Ty 4.



3.2. Adomian Ayristirma Metodu

AAM bircok lineer veya lineer olmayan diferansiyel denklemere basarili bir sekilde uygu-

landig1 ve bir seri metodu oldugu iyi bilinmektedir.

Bu metodu inceleyecek olursak;

Fu(x) = g(x) (3.10)

Burada F', hem lineer hem de lineer olmayan terimleri iceren genel bir lineer olmayan adi

diferansiyel operator, olmak iizere, (3.10) denklemini yeniden yazalim.

L,+R,+N,=g (3.11)

Burada N lineer olmayan terim, R; lineer operatorden kalan kistm ve L verilen diferansi-
yel denklemin en yiiksek mertebeden tiirevini gosterecek sekilde ayristirarak yazalim. L bir

lineer operator ve tersi de mevcut olsun.

(3.11) esitligi

L,=g—R,—N, (3.12)

seklinde yeniden yazilabilir ve bu esitligin her iki tarafi L~ operatorii ile sol tarafdan (3.12)
esitli§ine uygulanirsa,

L 'L,=L'¢—L7'R,— LN, (3.13)

esitligi elde edilir.
L ikinci mertebeden ve tersi mevcut olan lineer bir operator oldugunu kabul edelim. (3.13)

esitliginde gerekli islemler yapildiktan sonra

u=u(0)+tu (0)—L'Ru—L'N, (3.14)

¢Oziim fonksiyonu bulunur. (3.14) ile elde edilen esitlikteki N, lineer olmayan terim
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seklinde ifade edilmektedir. Buradaki A, polinomlar1 6zel polinomlardir ve (3.14) esitligin-
deki u ayristirllmis seri ¢oziim fonksiyonudur. Bu seri ¢6ziim fonksiyonunun birinci terimi

up, verilen baslangi¢c degeri ve denklemin sag taraf fonksiyonun integrali olmak iizere,
uy = a—i—bt—L*lg

ile bulunur. Daha sonra seri ¢6ziimiin birinci terimi olan ug terimi kullanilarak u,u, ... te-

rimleri elde edilerek ayristirilmig seri ¢6ziim fonksiyonu,

u(x,t) = i up(x,1) (3.15)
n=0

seklinde yazilabilir. Bu seri ¢oziimii kullanilarak (3.14) esitligi tekrar yazilirsa

3 up =ug—L'R 3 u, —L! 3 An (3.16)
)
n=0 n=0 n=0

seklinde genel seri formu elde edilir. Benzer olarak (3.16) esitligi acik sekilde,

uy = —L 'Rug— L 'Ag
uy = —L7'Ru; — L7'A, (3.17)
Uz = —L_IRLQ —L_1A2

Upi] = —L_lRun —L_lAn, n>0

seklinde yazilabilir. Buradaki A, polinomlari, her bir lineer olmayan terim i¢in genelles-
tirilebilir ve bu genellestirmede Ag sadece ug’a, Ay sadece ugy ve u;’e, Ay ise ug,u; ve uz’ye
bagl ve benzer sekilde (3.17) esitligindeki biitiin A,, Adomian polinomlar: elde edilebilir. A,

Adomian polinomunun ayristirilmis hali ise literatiirde,
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Ao = f(uo)

Ay =uy (diuo)f(uo),

=) )+ (51) (52 ) G.18)
s =5 () ) (—zg)ﬂ 0+ ( D ()t

seklinde verilmektedir. Adomian ayrigtirtlmig polinomlarinin genel hali ise,

1 d" o .k
= > .
Ap Ty [(]) (kz_ll uk>] AZO, n>0 (3.19)

seklinde formiilize edilir.

Ayrnistirma metodu kullanilarak u(x,7) kapal ¢oziim fonksiyonu ve bu fonksiyona ait sayisal

¢Ozlimlerin elde edilmesi i¢in,

n—
x0)=Y up(x,t); n>0 (3.20)
k=1
olmak tizere,
r}grolo On = u(x,1) (3.21)

ifadesi (3.17) indirgeme baglantis1 gbz Oniine alinarak kolayca hesaplanabilir.
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3.2.1. Ornek (Helmholtz Denklemi):

0%u  9%u

o Ty =0

u(0,y) =y, ux(0,y) =y+coshy

seklinde verilen baglangi¢ deger problemini ele alalim. Bu denklem,

Lyu=—Lyyu+u

2 2
_ . 71 .
FPe Ly, = =— dir. L' integral ope-

dy?

operator formunda gosterilebilir. Burada Ly, =

ratori olmak iizere,

Lx_xlz/ / (.)dxdx
0 JO

seklinde yazilabilir. Yukaridaki denklemin her iki tarafina bu operator uygulanirsa:
u(x,y) = M(O,y) +xux(0,y) + L);cl [u - Lyy”]

olur. Boylece,

up = (14+x)y+xcoshy,

-1 ~1 2 x0
uy = Lxx (uo) _Lxx [Ly)’<u0)] =\ + EY) Y



bilesenleri elde edilir. O halde

Tim ¢, = u(x, 1)

esitliginde buldugumuz bilesenleri yerine yazarsak,

1 " x* X P Pl
u(x,y) = (14+x)y+xcosh(y) + E—l—a y+ E+§ y+ 5—1—7 y+ ...

= u(x,y) = ye* +xcoshy

bulunur.

Cizelge 3.1. Helmholtz denkleminden elde edilen sonuclarin kargilastirilmasz.

13

X y Tam Coziim HPM/AAM Mutlak Hata
-1 -1 -1,9109600760 -1,9097472990 0,0012127770
-0,8 -0,8 -1,4294111280 -1,491500900 0,0002610380
-0,6 -0,6 -1,0405661130 -1,0405303310 0,0000357820
-0,4 -0,4 -0,7005569670 -0,7005548150 0,0000021520
-0,2 -0,2 -0,367755010 -0,3677594840 0,0000000170
0,0 -0,0 0,0000000000 0,0000000000 0,0000000000
0,2 0,2 0,4482939020 0,4482938840 0,0000000180
0.4 0.4 1,0291588280 1,0291564150 0,0000024130
0,6 0,6 1,8045504110 1,8045079310 0,0000424800
0,8 0,8 2,850380700 2,8500524900 0,0003282100
1 1 4,26136246300 4,2597472990 0,0016151640
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3.3. Kapah Ustel Sonlu Fark Metodu

Fizik, kimya, biyoloji, matematik ve miihendislik gibi ¢esitli alanlardaki problemler model-
lendiginde lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler elde edilir.

Genellestirilmis Burger-Fisher denklemi de 6nemli bir lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemdir.

Simdi,

Fu) a<x<b, (>0 (3.22)

u(x,0) = f(x)
u(a>t):gl(t)7 u(b7t):g2(t)

formundaki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi ele alalim. F (u) = Bu(1 — u®) oldu-
gunda (3.22) denklemi genellestirilmis Burger-Fisher denklemidir. Coziim bolgesi x; = a +
ih,(i=0,1,2,...,N) ve t, = nk,(n=0,1,2,...) olmak tizere (x;,1,) diigiim kiimesiyle tanim-

lanan hiicrelere ayrigtirilmigtir. Ayrica h = Ax = ¢ uzaysal ag ebati1 ve k = At de zaman

adimudir. u(x,r) ve U} sirasiyla tam ¢6ziimii ve tam ¢6ziime sonlu fark yaklagimini tanimlar.
(3.22) denklemini

e aub 4 F(u) (3.23)

seklinde yeniden diizenleyelim. Her iki tarafi u ile bolersek,

dl 1(09? 0
a‘;” - ;(a—;—au58—Z+F(u)> (3.24)

esitligi elde edilir.

F(u) = Bu(1 —u®) alirsak ve tiirevler i¢inde sonlu fark yaklasimin kullanirsak, genellestiril-

mis Burger-Fisher denklemi icin kapali iistel sonlu fark yaklagima,
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k
Uy

1
Uin-i- — Uin exp { h2

1 1 1
(U"Tl 20U ) (3.25)

U(H—l .

n+1
—a(Up? (—’“ ZhU"jl ) + U (1~ <Uf+‘)5)] }

seklinde verilir.

(3.25) denkleminde o =0 ve 6 = B = 1 i¢in (3.24) denklemi Fisher denkleminin kapal iistel

sonlu fark metodunu verir.

Burada metodun dogrulugunu,

lu(xistn) — U (X, 1)

mutlak hata kullanarak elde edecegiz.(Bilge & Appadu, 2021)

Denklemlere kapali iistel sonlu farklar yontemi uygulandiginda, lineer olmayan bir fark
denklem sistemi elde edilir. Bu lineer olmayan fark denklem sistemleri, Newton yontemiyle

coziilebilir.



3.3.1. Ornek (Burger-Huxley Denklemi)

8u 5(9u 82u_ S S
E—i—au a—ﬁ—ﬁu(l—u Yu°—=7y), 0<x<1,>0

seklinde verilen Burger-Huxley denklemini ele alalim.

Baslangi¢ kosulu

S| =

u(x,0) = (g + g tanh[Apc])

ve sinir kosullari da,

| =

u(O,t) = (%/ + %/tanh[—AlAzt])

veE

| =

u(l,z)

<g+%/tanh[A1(1 —Azt)])

olsun. Denklemin tam ¢oziimii

1

u(x,t) = <Z + % tanh[A; (x —Azt)]> 8

esitligi ile elde edilir.

A —ad+8\/a?+4B(1+6)
b 4(1+9)

(1+6—y)<—a+\/a2+4[3(1+6)>
T 1+6 2(1+6)

16

(3.26)
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o,B,y ve & parametreleri, f > 0,6 > 0,y € (0,1) dir. &« =0 ve § = 1 oldugunda (3.26)

denklemi Huxley denklemine indirgenir.

du 0?
o= 5 = Bu(l—u)(u—7)

B =0 ve 6 = 1 oldugunda ise (3.26) denklemi asagidaki Burgers denklemini verir.

Jdu du 9*u
ou

o T %o e =0

Eger 6 =1 ve a # 0 ve B # 0 olursa (3.26) denklemi asagidaki Burger-Huxley denklemi

olur.

8u S S S 8u 82u
E—ﬁu(l—u )(u —}/)—Oﬂu a—i—ﬁ
yukaridaki esitligin her iki tarafini u ya bolersek,
8 Inu 1 Py P S au 8214
ot u (Bu( W) =) — o ox + ox?

denklemi elde edilir. Tiirevler i¢in sonlu fark yaklagimini kullanirsak,

+1_pnt +1 +1 pnt
_a(U,n)5<Ui11 —U5 >+ (Ui’fH _2(2;; +U5 >

}

elde edilir.

Bu denklem Burgers-Huxley denkleminin ¢6ziimii i¢in kapali iistel sonlu farklar yontemidir.
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1-0

Burada x; = ih,(i=0,1,2,....,N) ve t, = nk,(n=0,1,2,...),h = Ax =

yutu k = Ar ise zaman adimudir.

uzaysal ag bo-

Ayrica U, u(x,t) tam ¢oziimiine sonlu fark yaklagimini gosterir. Burger-Huxley denklemi
lineer olmayan fark denklemleri sistemidir. Dogrusal olmayan denklem sistemini su sekilde
ele alalim.

Burada F = [f1,£2,....fv_1]T ve V = [U{‘“,U;*HUQ“,...,Uﬁfll] seklindedir. Denkleme

uygulanan Newton yontemi asagidaki tekrarlamayla sonuglanir.
1. V© ilk tahmin.
2. Vi) —ym _ j(vm) IR (VM) m = 0,1,2...

burada J(V™) analitik olarak degerlendirilen Jacobian matrisidir. Bir 6nceki zaman adiminda-
ki ¢6ziim, ilk tahmin olarak alinir. Newton’un her zaman adimindaki tekrarlamasi,
[F(VU™)]].. <1075 oldugunda durdurulur. Yakinsama genellikle iki veya ii¢ tekrarlamada
elde edilir. (Inan & Bahadir, 2015)
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Cizelge 3.2. Burger-Huxley denkleminin x = 0, 1 degerinde KUSFM ile ¢oziimiinden elde

edilen bagil hatalar
x=0,1
t o=1 0=2 0=4
0,2 1,561971E-13 3,838021E-11 1,277132E-9
0,5 1,770063E-13 4,349335E-11 1,447275E-9
0,8 1,780854E-13 4,375852E-11 1,456099E-9

Cizelge 3.3. Burger-Huxley denkleminin x = 0,5 degerinde KUSFM ile ¢oziimiinden elde

edilen bagil hatalar

x=0,5
t o0=1 0=2 0=4
0,2 4,238227E-13 1,041405E-10 3,465347E-9
0,5 4,911626E-13 1,206870E-10 4,015944E-9
0,8 4,946546E-13 1,215451E-10 4,044498E-9

Cizelge 3.4. Burger-Huxley denkleminin x = 0,9 degerinde KUSFM ile ¢6ziimiinden elde

edilen bagil hatalar
x=0,9
t 6=1 0=2 o0=4
0,2 1,561971E-13 3,838038E-11 1,277131E-9
0,5 1,770063E-13 4,349352E-11 1,447276E-9
0,8 1.780854E-13 4,375869E-11 1,456099E-9
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, Burgers ve Fisher denklemlerini ¢6zmek i¢in materyal ve metot boliimiinde
tanittigimiz homotopi perturbasyon, Adomian ayristirma ve kapali iistel sonlu fark metotlar
kullanilmus, elde edilen sayisal sonuglar tablolar halinde karsilastirilmis ve grafikler {izerinde

gosterilmisgtir.

4.1. Ornek:

du | Ju_ P
ot "Yox T o2

seklinde verilen Burgers denklemini ele alalim.

4.1.1. Homotopi Perturbasyon Metodu

du ou_ o
o "Uox T o2

u(x,0) = sinmx

d
seklinde verilen baglangi¢ deger problemini ele alalim. Burada L(v) = 7Y olsun.

dt
O halde (3.4) denkleminden,

H(v,p) = (1—p)(L(v) = L(uo)) + p(A(v) = f(r)) =0

B dv  duy dv  dv I B
—“—P)(E—W)ﬂ’{a”a—w}—o

esitligini elde ederiz. Bu esitligi diizenledigimizde,
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@_%4_ @4_ @_a_zv —0
or ot " P\orTVox a2 ) T

ifadesi bulunur. (3.8) denkleminin kullanilmasiyla,

Dot ot pPus g | = 20 i(+ +p*vat.)+ (vo+ +2+)i
ot Vvor-pvyT—p vy T+... o1 =p ot Vo pvyT—p vy T+... Vo pvyT+—pvy+... ox

2
(vo+pvi+p*va+..) — 52 (Yo v +pPvy+ ))

esitligini elde etmis oluruz ve burada p’nin kuvvetlerinin katsayilarini kargilikli olarak esitlersek,

PO yy(x,1) = sin 7y,
P 2y (x,1) = —mt(cos(mx) 4 ) sin(7x),
P@) 2 vy (x,1) = m2r*(—3sin(7x)?2 4 67 cos(7x) 4 2 + n2) sin(7x) /2,

P®) :v3(x,1) = m33 (187 sin(7x)* — 2473t sin(7x)? — 217z sin(7x)?
+ 45712t cos(mx)? — 21 7% cos(mx) + 37t cos(7x) + 67t + 2173t + 1807 sin(7x)? —
52cos(7x)? — 10872 cos(7x) + 36 cos(7x) — 1207 — 473 sin(7x) /24,

bilesenlerini elde etmis oluruz.
O halde ,

u=limv=vg+vi+va+...
p—1

esitliginde buldugumuz bilesenleri yerine yazarsak,
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u(x,t) = sin tx — 7wt (cos(mx) + ) sin(7x) + w2t (—3 sin(7x)?2 + 67w cos(7x) +2 4 72)
sin(7rx) /2 + w313 (187t sin(7mx)* — 2473t sin(7mx)? — 217t sin(7x)? 4 457wt cos(mx)> —
217%t cos(mx) + 3n*t cos(mx) + 67t + 2173t + 1807 sin(7x)? — 52 cos(mx)? — 10872
cos(7x) +36cos(7mx) — 1207 — 473) sin(7x) /24 + ...

bulunur.

4.1.2. Adomian Ayristirma Metodu

Ayni1 problemi simdi Adomian ayristirma metodu ile tekrar ¢ozelim.

(3.17) denklemi kullanilarak,

upy = sin 7x,
u = L;Cl (up) — L;CI [Lyy(up)] = —mt(cos(mx) + m) sin(7x)

uy = L) (1) — L [Lyy(uy)] = m26% (=3 sin(7x)?2 + 67 cos(mx) + 2 + 72) sin(7x) /2

uy = L) (un) — L [Lyy(u2)] = 71> (18t sin(7x)* — 247 sin(7x)? — 217t sin(7x)*

+ 45721 cos(mx)? — 217%t cos(mx) + 31t cos(mx) + 67t + 217t 4 1807 sin(7x)> —

52cos(mx)® — 10872 cos(mx) + 36 cos(mx) — 12071 — 47>) sin(7x) /24,

bilesenleri elde edilir. O halde

lim 9, = u(x,1)

esitliginde bulduklarimizi yerine yazarsak,



u(x,t) = sin tx — 7wt (cos(mx) + ) sin(7x) + w2t (—3 sin(7x)?2 + 67w cos(7x) +2 4 72)
sin(7rx) /2 + w313 (187t sin(7mx)* — 2473t sin(7mx)? — 217t sin(7x)? 4 457wt cos(mx)> —
217%t cos(mx) + 3n*t cos(mx) + 67t + 2173t + 1807 sin(7x)? — 52 cos(mx)? — 10872
cos(7x) +36cos(7mx) — 1207 — 473) sin(7x) /24 + ...

bulunur.
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Sekil 4.3. Burgers denkleminin ikinci yaklagimi olan v, ’nin grafigi
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4.1.3. Kapal Ustel Sonlu Fark Metodu

Ayni problemi simdi kapal1 iistel sonlu fark metodu ile tekrar ¢ozelim.

du Ju_ P
ot " Yox T o2

u(x,0) =sin(nx), O0<x<1 (Baslangig kosulu)
u(0,¢0) =u(l,r)=0, >0 (Siurkosulu)

problemini ele alalim.

du_Pu_ on
o o2 'ox

dekleminin her iki tarafini u’ya bolersek,

o1 (Pu_ o
o u\lo2 "ox

esitligi elde edilir. Tiirevler i¢in sonlu fark yaklagimini kullanirsak,

Uir-li-—i_l1 B 2Uin+1 + Uin—+11 . (Uﬂ+1) Ul@i1 B Uz(iﬁl
h? ! 2h

denklemi kullanilarak yaklasim ¢6ziim elde edilir. (Inan & Bahadir, 2013b)

k

Ut = Ulexp {

Denklemin tam ¢oziimii ise,

_ 2avyy ayexp(—n?mPvi)nsin(nmx)
ap+ Yo anexp(—n2wvt) cos(nmx)

u(x,1)

ile elde edilir.

26



Cizelge 4.1. Burgers denkleminden elde edilen sonuglarin karsilastirilmasi.

1=0,1
X Tam KUSFM | HPM/AAM| Hata Hata
Coziim | uram —ukusrm | | | WTam — urpm |
0,1 0,109538 | 0,109556 | -0,183497 | 0,000018 0,073959
0,2 0,209792 | 0,209826 | -0,217694 | 0,000034 0,427486
0,3 0,291896 | 0,291945 | -0,049824 | 0,000049 0,341720
0,4 0,347924 | 0,347984 | 0,245908 | 0,00006 0,102016
0,5 0,371577 | 0,371644 | 0,523228 | 0,000067 0,151651
0,6 0,359046 | 0,359113 | 0,660008 | 0,000067 0,300962
0,7 0,309905 | 0,309965 | 0,622535 | 0,00006 0,312630
0,8 0,227817 | 0,227817 | 0,457545 | 0 0,229728
0,9 0,120687 | 0,120687 | 0,235264 | 0 0.114577
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Sekil 4.5. 1 = 0,1 aninda elde edilen sonuglarin grafik ilizerinde gosterimi.

1

0,9 —+—Tam Cozum
0.8 —a—HPM
0.7 KUSFM

0,6
0,5
0.4
0,3
0,2
0.1 - ‘

0 m
0 0,1 0,2 0,3 0.4 0.5 0,6 0,7 0.8 0.9 1

Sekil 4.6. 1 = 0,1 aninda elde edilen sonuglarin grafik lizerinde gosterimi.

Sekil 4.6 da tam c¢oziim ile kapali iistel sonlu fark metodundan elde edilen sayisal
coziimler ¢ok yakin oldugundan, tam ¢6ziim grafigi ile kapali tistel sonlu fark grafigi cakismis-

tir. Sekil 4.5 de tam ¢6ziim ve kapali iistel sonlu fark ¢oziim grafikleri ayri ayr1 gosterilmistir.

Ornek 4.1°de homotopi perturbasyon, Adomian ayristirma ve kapali iistel sonlu fark
metotlar1 uygulandiginda, kapal iistel sonlu fark metodunun diger iki metoda gore daha

kararl1 oldugu yukaridaki tablo ve grafiklerden goriilmektedir.



4.2. Ornek:

U =ty +u(l —u)

seklinde verilen Fisher denklemini ele alalim.

4.2.1. Homotopi Perturbasyon Metodu

U =ty +u(l —u)

()]

d
baglangi¢ deger problemini ele alalim. Burada L(v) = v ve ¥ = tanh

ot

u(x,0) =

Bl

O halde (3.4) denkleminden,

I
o

H(v,p) = (1= p)(L(v) = L(uo)) + p(A(v) — £ (r))

B dv  duy 2%y
—(1—p)<g—7> +p{—ﬁ—v(1—v)+

esitligi elde edilir.Bu ifadenin diizenlenmesiyle,

dv  duy 0%y dug
E‘Wﬁ(ﬁ*““”‘?)

ifadesi bulunur. (3.8) denkleminin kullanilmasiyla,

(2%) olsun.
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8 2 al/l() 82 2 2
3 (ot pvitp vt | = =5 =p W(Voﬂmﬂ? vot..)+(vo+pvi+pva+t.)

d
(1—vo—pvi—pPva—..)— %)

esitligi bulunur ve burada p’nin kuvvetlerinin katsayilarini karsilikl olarak esitlersek,

PO yo(x,1) = (1 —‘P)z,

FN.

PW) 2y (x,1) = 0,208333341 (mh(%‘)s — tanh (%) +cosh (%) 2) :

P vy (x,0) =12 (2, 6020852¢ — 18¥° — 6,9388939¢ — 18 40, 130208
P4 —0,0868055%3 —0,173611%2 +0,0868055%F + 0,04340277),

PO ys(x,t) =13 <1,0842e — 18W8 + 1,4456¢ — 19%7 — 7,2280e — 18¥0 + 0,0723¥5 —
0,03616%* — 0, 12056%> + 0,0482253%2 + 0,04822% — 0,01205),

bilesenlerini elde etmis oluruz.

O halde ,

u=Ilimv=vyg+vi+va+...
p—1

esitliginde buldugumuz bilesenleri yerine yazarsak,
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12 12
12 (2, 6020852¢ — 18¥° — 6,9388939¢ — 18> 40, 13020%* — 0,08680%> — 0, 173611

u(x, 1) = % (1 —‘P)2 10,2083 (zanh<@)3 —mnh(%) +cosh <@> 2) +

P2 40,0868055% +0, 04340277) +13 (1 ,084202¢ — 18W8 +1,44560e — 19%7 —7,22801 —

18W6 +0,0723%5 — 0,03616%4 — 0, 120593 +0,0482253W2 4 0, 0482253% —
0,01205632> ¥

bulunur.
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4.2.2. Adomian Ayristirma Metodu

Ayni problemi simdi Adomian ayristirma metodu ile tekrar ¢ozelim.

(3.17) denklemi kullanilarak,

2

ug = (1—‘1’) ,

&=

uy = L (o) — L [Lyy(uo)] =

0,20833334¢ (tanh (%) * tanh (%) + cosh <\/6x) —2)

12

uy = L) (1) — L [Lyy(uy)] = £ (2, 6020852¢ — 18W° — 6,9388939¢ — 18%° 40, 130208

P4 —0,0868055%° — 0, 17361192 +0,0868055‘P+0,04340277>

uy = L) () — L [Lyy(up)] = 12 (1,0842e — 18W8 + 1,4456¢ — 19%7 —7,2280e — 18

W6 1+ 0,0723%° — 0,03616%* — 0, 120563 + 0,0482253¥2 + 0,04822% — 0, 01205) ,

bilesenleri elde edilir. O halde

lim ¢, = u(x,t)

n—soo

esitliginde bulduklarimizi yerine yazarsak,
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12 12
12 (2, 6020852¢ — 18¥° — 6,9388939¢ — 18> 40, 13020%* — 0,08680%> — 0, 173611

u(x, 1) = % (1 —‘P)2 10,2083 (zanh<@)3 —mnh(%) +cosh <@> 2) +

P2 10,0868055%¥ +0, 04340277) +13 (1 ,084202¢ — 18W8 +1,44560e — 1997 —
7,22801 — 18¥° +0,0723¥° — 0,03616%* — 0, 1205%3 + 0,0482253W2 + 0,0482253¥
. 0,01205632) ¥

bulunur.
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Sekil 4.7. Fisher denkleminin sifirinct yaklagimi olan vy’1n grafigi
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Sekil 4.8. Fisher denkleminin birinci yaklagimi olan v;’in grafigi
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Sekil 4.9. Fisher denkleminin ikinci yaklagimi olan v, nin grafigi
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Sekil 4.10. Fisher denkleminin tigiincii yaklagimi olan v3’iin grafigi
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4.2.3. Kapal Ustel Sonlu Fark Metodu

Ayni problemi simdi kapal1 iistel sonlu fark metodu ile tekrar ¢ozelim.

2
%—%:Bu(l—u), 0<x<1,t>0
X

baslangic kosulu,

ve sinir kosullari da,

ve

seklinde verilen problemi ele alalim. 8 = 1 degerinde denklemin tam ¢6ziimii,

u(x,r) = {1 _tanh (21%) <x_ %)} 2

olur.(Bilge & Appadu, 2021)

Yaklasim ¢oziim ise,

N

k
ur

U = Ul'exp {

UfH—l . 2U~n+1 + U +1
+1 —1 1 1
e

}

esitligi kullanilarak bulunabilir.



Cizelge 4.2. Fisher denkleminden elde edilen sonuclarin karsilagtirilmasi.

37

t x | Tam KUSFM | HPM/AAM | Hata Hata
Coziim | UTam —ugusem | | | UTam — upPM
0,01] 0,1 | 0,24194381] 0,24194382] 0,24194381 | 0,00000001 0
0,5 | 0,20358872| 0,20358873| 0,20358872 | 0,00000001 0
0,9 | 0,16906886| 0,16906887 0,16906886 | 0,00000001 0
1 |0,1]0,47385284| 0,47385288 0,47794407 | -0,00000004 0,00409123
0,5 | 0,42550850| 0,42550861| 0,43051548 | -0,00000011 0,00500698
0,9 | 0,37750606| 0,37750611| 0,38288589 | -0,00000005 0,00537983
10 | 0,1 0,99949942 | 0,99949942 4,26300801 | 0 5,26250743
0,5 | 0,99941066| 0,99941066/ 0,30721758 | 0 0,69219308
0,9 | 0,99930617| 0,99930617 4,67098967 | 0 -3,67168350
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Sekil 4.11. ¢ = 0,01 aninda elde edilen sonuglarin grafik lizerinde gosterimi.
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Sekil 4.12. t = 0,01 aninda elde edilen sonuclarin grafik iizerinde gosterimi.

Sekil 4.12 de tam ¢6ziim ve diger metotlardan elde edilen sayisal ¢coziimler ¢ok yakin
oldugundan, tam ¢6ziim grafigi ile diger metotlarin grafikleri cakismistir. Sekil 4.11 de tam

coziim ve diger metotlardan elde edilen ¢oziim grafikleri ayr1 ayr1 gosterilmistir.
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Sekil 4.13. ¢ = 1 aninda elde edilen sonuclarin grafik iizerinde gosterimi.
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Sekil 4.14. t = 1 aninda elde edilen sonuglarin grafik {izerinde gosterimi.

Sekil 4.14 de tam ¢oOziim ile kapali iistel sonlu fark metodundan elde edilen sayisal

coziimler ¢ok yakin oldugundan, tam ¢oziim grafigi ile kapali tistel sonlu fark grafigi cakigsmis-

tir.

Sekil 4.13 de tam ¢oziim ve kapali iistel sonlu fark ¢oziim grafikleri ayr1 ayri gosterilmistir.
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Sekil 4.15. ¢ = 1 aninda elde edilen sonuclarin grafik iizerinde gosterimi.

—+—Tam Cozim
—m—HPFM
KUSFM

07 08 089 1

Sekil 4.16. ¢ = 10 aninda elde edilen sonuglarin grafik lizerinde gosterimi.

Sekil 4.16 da tam ¢oziim ile kapali iistel sonlu fark metodundan elde edilen sayisal
coziimler ¢ok yakin oldugundan, tam ¢6ziim grafigi ile kapali tistel sonlu fark grafigi cakismig-

tir. Sekil 4.15 de tam ¢oziim ve kapali iistel sonlu fark ¢oziim grafikleri ayr1 ayr gosterilmigtir.

Ornek 4.2°de homotopi perturbasyon, Adomian ayristirma ve kapal iistel sonlu fark
metotlar1 uygulandiginda, ¢+ = 0,01 aninda homotopi perturbasyon ve Adomian ayristirma
metodlarinin kapali Gistel sonlu fark metodundan daha kararli oldugu, t = 1 ve t = 10 aninda
ise kapali iistel sonlu fark metodunun diger iki metoda gore daha kararli oldugu yukaridaki

tablo ve grafiklerden goriilmektedir.



4.3. Ornek:

U =ty +u(l —u)

seklinde verilen Fisher denklemini ele alalim.

4.3.1. Homotopi Perturbasyon Metodu

U =ty +u(l —u)

1 1 -
M(X, 0) = z —+ Etanh |:Tx:|

baslangic deger problemini ele alalim.

)
Burada L(v) = a—: ve W = tanh(0,25ax) olsun.

O halde (3.4) denkleminden,

H(v.p) = (1= p)(L() ~ L(up)) + p(A(v) — £(r) = 0

B dv  dug 0%y v |
—(1—]))(%—7) +p{—W—V(1—V)+E}—O

esitligi elde edilir.Bu ifadenin diizenlenmesiyle,

v duy 9%y dug
E‘W"’(W”“‘”‘Tz)

ifadesi bulunur. (3.8) denkleminin kullanilmaszyla,

esitligi bulunur ve burada p’nin kuvvetlerinin katsayilarini karsilikli olarak esitlersek,
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1 1 —
PO 2 yo(x,1) = 5 + Etanh {%} ,

P v (x,1) = 1(—0,0625>¥3 +0,0625a>¥ + 0,25/ cosh(0, 250tx)?),

P vy (x,1) = —12(0,02343750* % — 0,0390625 03 +0,0156250* ¥ — 0,03125
(1 —P)¥° +0,031250%(1 —¥)¥ +0,046875a>¥* +0,03125a> > — 0,06250
P2 —0,03125a”%¥ +0,015625a> +0,125(1 — ¥)?¥ 4-0,25%2 — 0,25%),

PO v (x,1) = — (£ (o? (P2 — 1)(0,029290* (W2 — 1)¥3 — 0,0146480* (P2 — 1) +
0,014648a ¥ —0,014648a*¥3 4-0,00195a*¥ — 0,01171 % (1 — ¥) (¥ — 1)¥ —
0,0117a%(1 —¥)¥3 4 0,0039a>(1 — ¥)¥ +0,046875a> (P2 — 1)tanh(0,250x) +
0,011702(¥? — 1)¥ —0,0117a*(¥? — 1) +0,0273*¥* 40,0117 0> P> — 0,019502

P2 —0,003902F —0,03125(1 — ) (P> — 1) —0,03125(1 —¥)¥2 +0,015625(1 — ¥)*¥ +
0,015625(¥2 — 1)¥ +0,09375%2 — 0,03125%¥ — 0,03125) — 0,5(¥ — 1)(0,02343a*

PS5 —0,03906250*F3 + 0,015625a* — 0,0312502(1 — V)P + 0,031250%(1 — ¥)¥ +
0,0468750>¥* +0,031250>¥3 — 0,06250> %> — 0,031250>¥ 4-0,015625> +0,125(1 —
¥)2¥ 40,2592 — 0,25%) +0,5(F + 1)(0,023430*¥> — 0,039060*F> +0,015625a ¥ —
0,03125a2(1 —¥)¥? +0,031250%(1 — ¥)¥ 4 0,046875a>¥* 4 0,031250>¥> — 0,0625
a?¥? —0,03125a*%¥ +0,01562502 +0,125(1 — ¥)?¥ 4 0,25%2 — 0,25%))
(0,06250%(P? — 1)¥ +0,25(1 —¥)? +0,5% — 0,5) — 0,9999(—£(0,0625a>(¥? — 1)¥ +
0,25(1 —=¥)2+0,5% —0,5))%)/(0,1875a*(¥? — 1)¥ +0,75(1 = ¥)> + 1,5¥ — 1,5),

bilesenlerini elde etmis oluruz.

O halde ,

u=Ilimv=vyg+vi+va+...
p—1

esitliginde buldugumuz bilesenleri yerine yazarsak,
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11 —
u(x,t) = 5+ 5 tanh (%) +1(—0,062502¥3 4-0,0625a*¥ + 0,25/ cosh(0,25ax)?)

—12(0,023430*¥> — 0,03906250*P3 +0,0156250* — 0,031250% (1 — ¥)¥3 +
0,03125a%(1 — ¥)¥ + 0,0468750>¥* + 0,03125a>¥> — 0,0625a> %> — 0,031250>¥ +
0,0156250:> +0,125(1 — ¥)?¥ 40,2592 — 0,25%) + (£ (o> (P2 — 1)(0,029290* (> — 1)
¥3 —0,0146480a* (P2 — 1)¥ +0,014648a*¥> — 0,0146404F3 +0,00195a*¥ — 0,01171
(1 —9) (P> —1)¥ —0,0117a?(1 — ¥)¥3 +0,00390%(1 — P)¥ +0,0468750¢> (P> — 1)
W2 40,011702(P? — 1)¥ —0,011702(¥? — 1) +0,0273a>¥* 40,0117 >¥3 — 0,0195
a>¥? —0,003902F —0,03125(1 —¥) (P2 — 1) —0,03125(1 —¥)¥? +0,015625(1 — ¥)?¥ +
0,015625(¥2 —1)¥+0,09375%2 —0,03125% —0,03125) —0,5(¥ — 1)(0,0234375 0" P> —
0,0390625a*¥3 4-0,015625a*¥ —0,0312502(1 — ) ¥ 4-0,031250%(1 — ) ¥ 4-0,046875
a?¥P* 4 0,0312502%3 — 0,06250>¥2 — 0,03125a*¥ +0,015625a% +0,125(1 — ¥)?¥ +
0,25%2 —0,25%) +0,5(¥+1)(0,02343a*¥> —0,039060*¥> 4-0,015625¢*¥ — 0,03 125
(1—¥)¥> +0,031250%(1 — ¥P)¥ + 0,046875a>P* +0,03125 0¥ — 0,0625> P2 —
0,031250*¥ +0,015625a2 40, 125(1 —¥)?¥ +0,25%2 - 0,25%))(0,06250> (P> — 1)¥ +
0,25(1 —¥)? +0,5% — 0,5) —0,9999(—(0,06250>(¥> — 1)¥ + 0,25(1 — ¥)?> +0,5¥ —
0,5))%)/(0,18750?(¥? — 1)¥ +0,75(1 —=¥)> +1,5¥¢ — 1,5) + ...

bulunur.

4.3.2. Adomian Ayristirma Metodu

Ayni1 problemi simdi Adomian ayristirma metodu ile tekrar ¢ozelim.

(3.17) denklemi kullanilarak,

14—1tanh —ax
up = =+ = —
07727 4 |

up = L (ug) — L [Lyy (up)] = 1(—0,0625a> ¥ +0,0625a>¥ + 0,25/ cosh(0,25ax)?)

X.

up = Lt (u1) — L [Lyy (u1)] = —1%(0,0234375 P> — 0,0390625a* W3 +0,015625
a*¥ —0,0312502(1 —¥)¥? +0,0312502(1 — )W +0,0468750>P* +0,03125
¥3 —0,062502%2 —0,031250>¥ +0,015625a2 4-0,125(1 — ¥)?¥ +0,25%2 — 0,25'P)
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uz = Lt () — Lt [Lyy (2)] = — (£3 (@ (W2 — 1)(0,029290* (P2 — 1)¥? — 0,014648a*
(P2 — 1)¥ +0,0146480*F> — 0,014648 0" ¥ +0,00195a*¥ — 0,01171*(1 — )

(P2 —1)¥ —0,0117a%(1 —¥)¥> +0,00390% (1 — ¥)¥ +0,0468750> (P2 — 1)¥P? +
0,011702(¥? — 1)¥ —0,0117a>(¥? — 1) +0,0273*¥* 40,0117 0> P> — 0,01952

W2 —0,003902¥ —0,03125(1 — ) (P> — 1) —0,03125(1 —¥)¥2 +0,015625(1 — ¥)*¥ +
0,015625(¥2 — 1)¥ +0,09375%2 — 0,03125%¥ — 0,03125) — 0,5(¥ — 1)(0,02343a*

PS5 —0,03906250*F3 4 0,015625a* — 0,0312502(1 — V)P 4 0,031250%(1 — ¥)¥ +
0,0468750>¥* +0,031250>¥3 — 0,06250> %2 —0,031250> ¥ 4-0,015625% +0,125(1 —
¥)2¥ 40,2592 — 0,25%) +0,5(F + 1)(0,023430*¥> — 0,03906 0¥ +0,015625a ¥ —
0,03125a%(1 —¥)¥> +0,031250%(1 — ¥)¥ 4 0,046875a>¥P* 4-0,03125a> P> —
0,06250*¥? —0,0312502%¥ +0,01562502 + 0, 125(1 — tanh(0,250ax))*¥ + 0,25¥2
—0,25%))(0,06250>(¥? — 1)¥ +0,25(1 — ¥)>+0,5% — 0,5) — 0,9999(—1(0, 0625 x>
(P2 —1)¥+0,25(1 —¥)>40,5¥ —0,5))%)/(0,1875a*(¥? — 1)¥ +0,75(1 — ¥)% +
1,5tanh(0,25ax) — 1,5),

bilesenleri elde edilir.

O halde

Tim 9, = u(x,1)

esitliginde bulduklarimizi yerine yazarsak,
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11 —
u(x,t) = 5+ 5 tanh (%) +1(—0,062502¥3 4-0,0625a*¥ + 0,25/ cosh(0,25ax)?)

—12(0,023430*¥> — 0,03906250*P3 +0,0156250* — 0,031250% (1 — ¥)¥3 +
0,0312502(1 — )W +0,0468750>F* +0,03125>¥3 — 0,06250>¥? — 0,03125>¥
+0,015625a2 +0,125(1 — ¥)?¥ +0,25%% — 0,25%) + (3 (o> (P? — 1)(0,029290*

(P2 — 1)¥? —0,014648a*(P? — 1)¥ +0,014648 0¥ — 0,01464a*¥3 4-0,00195 0¥ —
0,01171a(1 —¥)(¥? — 1)¥ — 0,0117a(1 —¥)¥? +0,0039a (1 — ¥)¥ +0,046875 0>
(P2 — 1)P2 +0,0117a%(P? — 1)¥ — 0,011702(¥? — 1) +0,02730>¥* 40,011 70> P> —
0,01950%? —0,0039a2¥ —0,03125(1 — ) (W2 — 1) —0,03125(1 — ¥)¥? +0,015625(1 —
W)2¥ +0,015625(¥2 — 1)¥ 4 0,09375%> — 0,03125%¥ — 0,03125) —0,5(¥ — 1)
(0,023430*3 —0,0390625a*¥3 +0,015625a*¥ — 0,031250>(1 — P)¥3 4-0,03125>
(1—¥)¥+0,046875> ¥+ +0,03125a> > — 0,0625 0> P> —0,0312502 ¥ 4-0,0156250% +
0,125(1 —¥)?¥ +0,25%2 — 0,25%¥) +0,5(¥ + 1)(0,02343a*¥> — 0,03906 P> +
0,015625a*¥ — 0,031250%(1 — ¥)¥3 +0,031250*(1 — ¥)¥ +0,046875 0> P+ +
0,0312502%3 —0,06250*¥? —0,03125a> ¥ +0,0156250> +0, 125(1 — ¥)>¥ +0,259 —
0,25%))(0,062502(¥? — 1)¥ +0,25(1 —¥)% +0,5% — 0,5) —0,9999(—#(0,0625* (¥? —
1)¥+0,25(1—¥)2+0,5¥—0,5))%)/(0, 187502 (P> — 1)¥+0,75(1 —¥)?>+1,5¥ —1,5) +

bulunur.
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Sekil 4.17. Fisher denkleminin sifirinc1 yaklasimi olan vp’1n grafigi
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Sekil 4.18. Fisher denkleminin birinci yaklagimi olan v;’in grafigi
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Sekil 4.19. Fisher denkleminin ikinci yaklasimi olan v, nin grafigi
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Sekil 4.20. Fisher denkleminin tigiincii yaklagimi olan v3’iin grafigi



4.3.3. Kapal Ustel Sonlu Fark Metodu

Ayni problemi simdi Kapali Ustel Sonlu Fark Metodu ile tekrar ¢ozelim.

2
%—%:Bu(l—u), 0<x<1,t>0
X

baslangic kosulu,

I 1 -
u(x,0) = §+§tanh[ 4x]

ve sinir kosullari da,

1 1 o +2
u(O,t)zE—l—Etanh{ —gﬁt}

ve

1 1
u(l,t) = E—f—itanh

a2+2[3t_—oc
8 4

seklinde verilen problemi ele alalim. Bu denklemin tam ¢oziimii

u(x,t) = %+ %tanh {_Ta (x— (a224;2/3 )tﬂ

olur.(Bilge & Appadu, 2021)

Yaklasik ¢ziimii de ;

k
Ut = Ulexp { o

1

h2

<U;fj11 —2UM 4+ U

esitliginden elde edilebilir.

+1
) BUF(1 -0

}



Cizelge 4.3. Fisher denkleminden elde edilen sonuclarin kargilastirilmasz.
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o= =0,01
t x | Tam KUSFM | HPM/AAM | Hata Hata
Coziim | Uam —ukusrm | | | Wram — urpm |
0,01 | 0,1 | 0,499990 | 0,499990 | 0,50237498 | O 0,00238498
0,5 | 0,499940 | 0,499940 | 0,50187499 | 0O 0,00193499
0,9 | 0,499890 | 0,499890 | 0,50137500 | O 0,00148500
1 0,1 | 0,500238 | 0,500238 | 0,72907134 | O 0,22883334
0,5 | 0,500188 | 0,500188 | 0,72869610 | O 0,22850810
0,9 | 0,500138 | 0,500138 | 0,72832052 | O 0,22818252
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Sekil 4.21. t = 0,1 aninda elde edilen sonuglarin grafik {izerinde gosterimi.
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Sekil 4.22. t = 0,01 aninda elde edilen sonuclarin grafik iizerinde gosterimi.

Sekil 4.22 de tam ¢6ziim ve diger metotlardan elde edilen sayisal ¢coziimler ¢ok yakin

oldugundan, tam ¢oziim grafigi ile diger metotlarin grafikleri cakigmistir. Sekil 4.21 de tam

coziim ve diger metotlardan elde edilen ¢6ziim grafikleri ayr1 ayr1 gosterilmistir.
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Sekil 4.23. ¢ = 1 aninda elde edilen sonuclarin grafik iizerinde gosterimi.

09
0,8
0.7
0.6
0,5
0.4
0,3
0,2
01
0n
0 0.1 02 03 04 05 08 07 08 0,9 1

—+—Tam Cozim
—m—HPFM
KUSFM

Sekil 4.24. t = 1 aninda elde edilen sonuglarin grafik lizerinde gosterimi.

Sekil 4.24 de tam c¢oOziim ile kapali iistel sonlu fark metodundan elde edilen sayisal
cOzilimler ¢ok yakin oldugundan, tam ¢6ziim grafigi ile kapali listel sonlu fark grafigi cakismig-

tir. Sekil 4.23 de tam ¢oziim ve kapali iistel sonlu fark ¢oziim grafikleri ayr1 ayr gosterilmigtir.

Ornek 4.3’de homotopi perturbasyon, Adomian ayristirma ve kapali iistel sonlu fark
metotlar1 uygulandiginda, kapal iistel sonlu fark metodunun diger iki metoda gore daha

kararl1 oldugu yukaridaki tablo ve grafiklerden goriilmektedir.
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5. SONUC VE ONERILER

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler temel olarak ikiye ayrilir. Bu denklemler
integrallenebilen ve integrallenemeyen kismi diferansiyel denklemlerdir. Integrellanebilen
denklemler, sonsuz sayida tam ¢oziime sahiptir. Bunlar arasinda en iyi bilinen denklemler,
Korteweg - de Vries denklemleri, Sine-Gordon denklemleri, Kawahara tipi denklemler, li-
neer olmayan Schrodinger denklemi, Boussinesq denklemleri ve liste diger integrallenebilir
denklemlerle genisletilebilir. Bazi1 tam ¢oziimlii veya tam ¢ozilimsiiz lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemler, integrallenemeyen kismi diferansiyel denklem sinifinda kabul edi-
lir. Burger-Huxley denklemi, Ginzburg-Landau denklemi, ve ¢oziimlerini yaptigimiz Fisher
ve Burgers denklemleri de integrallenemeyen kismi diferansiyel denklemlerin en iyi bilinen

ornekleridir.

Bu calismada, bazi kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri incelenmistir. Bu-
nun i¢in oncelikle ele aldigimiz, Burgers ve Fisher denklemleri uygun baslangi¢ ve sinir
kosullariyla birlikte Homotopi perturbasyon, Adomian ayristirma ve Kapali iistel sonlu fark
metotlari ile sayisal olarak ¢oziiliip elde edilen sayisal sonuglar tablo halinde karsilastirilmis
ve grafik lizerinde gosterilmistir. Bu o6rnekler baz alindiginda Kapali iistel sonlu fark me-
todunun Homotopi perturbasyon ve Adomian ayristirma metoduna gore daha kararli oldugu
goriilmiistiir. Homotopi perturbasyon ve Adomian ayristirma metodunun da denklem ¢oziimle-
rinde etkili yontemler olduklart iyi bilinmektedir. Benzer calismalar diger kismi diferansiyel

denklemlere de uygulanabilir.
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