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OZET

Bu ¢alisma bes boliimden olusturulmustur.

Birinci boliimde dalga kavrami hakkinda detayl bilgi verilmistir.

Ikinci bdliimde lineer olmayan diferansiyel denklemler ile ilgili genel tanimlara yer
verilmistir.

Ucgiincii boliimde, kullandigimiz metot olan (1/ G') - Agilim Metodu hakkinda bilgi
verilmistir. Bu metodun genel ¢oziimiiniin nasil elde edildigi gosterilmistir.

Dérdiincii boliimde, NLS denklemleri hakkinda bilgi verilmistir. Ozel olarak lineer
olmayan Schrddinger denklemi ele almmistir. Bu denklemin (1/ G') - Ac¢ilim Metodu

kullanilarak genel ¢6ziimii elde edilmistir. Sonlu farklar metodu agiklanarak bu metod

kullanilip norm hatalar1 bulunmustur. Niimerik 6rnek verilmistir.

Besinci boliimde ise tez sonuglar1 yazilmistir.

Anahtar Kelimeler : (1/ G') - Acilim Metodu, Lineer Olmayan Schrodinger

Denklemi, (G'/ G) Agilim Metodu.



SUMMARY

Some Linear Non - Partial Differential Equations With (1/ G') - Expansion

Method Analytical Solution

This study is composed of five parts.
In the first chapter, detailed information about the wave concept is given.

In the second chapter, general definitions related to nonlinear differential equations

are given.

In the third chapter, we give information about the method used (1/ G') - Expansion

Method. It has been shown how to obtain the general solution of this method.

In the fourth chapter, information is given about NLS equations. In particular, the

nonlinear Schrddinger equation is discussed. General solution of this equation by using
(1/ G') - Expansion Method was obtained. Finite difference method is described and the

norm is found. Numerical examples are given.

In the fifth chapter, the results of the thesis were written.

Keywords : (I/G') - Expansion Method, Nonlinear Schrédinger Equation, (G'/G)-

Expansion Method.
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1. GIRiS

Bu boliimde oncelikle dalga hakkinda genel bilgiler verilip sonra ise ¢alismamizin
temel konular1 olan “Diferansiyel Denklem, Dengeleme terimi” hakkinda bilgiler

verilecektir.

Dalga, bir ortamda veya bir boslukta yayilan ve genellikle enerjinin yer degisimine
neden olan titresime verilen addir. Denizlerde meydana gelen biiylik su dalgalari, yliksek
ve alcak basing nedeniyle meydana gelen riizgarlarin etki alaninda bulunan tiim esnek olan
maddelerin hareketi, elektromanyetik dalgalar, 151k dalgalari, atom dalgalari, ses dalgalar
gibi i¢inde bulundugumuz diinyada yasantimizi etkileyen fiziksel olaylarin hepsi dalga
kavramiyla ifade edilebilir. Dalga her zaman bilim diinyasinda ¢ok dikkat ¢ekici bir konu
olmustur. Dolayisiyla dalgayla ilgili bir¢ok calisma yapilmistir. Yapilan bu caligsmalar
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinde kullanilan bazi metotlarin elde edilmesini

saglamistir.

Dalga soyut bir kavramdir. Esnek bir cisim iizerine uygulanan enerji, esnek cisimde
bir hareket ortaya ¢ikarir, bu harekete dalga adi verilmektedir. Bu hareketlilik esnek cismin
hareketiymis gibi algilanir fakat bu olay esnek cismin lizerine uygulanan enerjinin yer
degistirip tasinmasidir. Dalganin enerji tasima 0Ozelligi ilkesinden faydalanilarak

okyanuslarda dalga tiirbinleri ile elektrik enerjisi elde edilmistir.

Su ylizeyi incelenilerken su dalgasi olarak isimlendirilen olay aslinda su ylizeyinin
yeni bir hale ge¢mesi olarak anlatilabilir. Bir cisim veya ortamdaki sarsintinin karsilig
dalgadir. Su dalgas1 izlendigi zaman, su yiizeyinin tekrardan diizenlendigi goriilebilir.
Okyanusta goriilen dalgalar bilim insanlarinin dikkatini ¢ekmis ve insanlarin yararia nasil
kullanilabilir fikri ortaya ¢ikmugtir. Bu fikirden hareketle dalgalardan elektrik enerjisi elde
edebilecegi diisiincesine ulagan bilim insanlari, dalga jeneratorleri ile dalganin tasidig
enerjiyi elektrik enerjisine doniistiirmiislerdir. Gelistirilen bu sistemde ortamin tasidigi
enerji, elektrik enerjisine ¢evrilmektedir. Buradan su sonuca ulasiriz; Enerjinin
taginabilmesi i¢in kesinlikle enerjiyi tasiyacak bir ortamin var olmasit gerekir.

Atmosferdeki gazlar yok olsa, riizgar ve su yok olsa dalga da olmayacaktir.



Ormegin uzay boslugunda sesin yayilmasi ve iletilmesi imkansizdir. Ciinkii sesle
elde edilen enerjiyi tastyacak bir ortam bulunmamaktadir. Ses dalgalarinin havada bir
yerden bagka bir yere gitmesi basing degisimi ile olur. Basing degisimi ile ortaya c¢ikan
enerji atmosfer ortaminda iletilir. Enerjinin giicine bagli olarak etki alani igerisinde
bulunan tiim insanlar sesi duyar. Bu da “Dalga bir ortam boyunca yayilir.” savunmasinin
dogru oldugunu gosterir. Bir ortama gereksinim duymadan dagilabilen dalgalara ise

elektromanyetik dalgalar denir.

Elektromanyetik dalga; bir radyo frekans kaynagindan elde edilir ve boslukta
yayilir. Normal hayatimizda ne kadar ¢ok ve uzun zamanli faydalandigimizin farkinda bile
olmadigimiz elektronik cihazlar elektromanyetik alan iiretmektedir. Elektronik cihazlardan
yaratilan elektromanyetik dalgalarin giicii ister biiyiik, ister kii¢iik olsun, bu dalgalar insan
bedeninde etkilere neden olur. Elektromanyetik dalgalar bedendeki hiicrelerin 1sisini
arttirarak ya da kimyasal farklilagmalara neden olarak zarar verirler. Biiylk giicli
elektromanyetik dalgalar sicakliga tabii olarak zarar verirken, kiigiik giiclii elektromanyetik
dalgalara uzun zaman maruz kalinmasiyla dokularda kimyasal degismeler sebebiyle
hasarlar ortaya cikar. Elektromanyetik radyasyonlar boslukta yer degistirme niteligine
sahiptir. Bu sekildeki dalgalar dalga boylari ve frekanslar1 ile anlasilir. Biitiin
elektromanyetik dalgalar, boslukta ayni siirede yol alir. Bu hiz 1s1k hizidir ve saniyede

300.000 kilometredir.

Elektromanyetik dalgalarin etkileri viriisler, bitkiler, domuzlar, bocekler, kuslar ve
kurbagalarda kas - sinir ilaglarinda arastirilmistir. Bu farkli deney hayvanlar1 sayesinde
bulunan bilgiler kisa dalgalar ile mikrodalgalar arasindaki frekansa ait olan
elektromanyetik dalgalarin biyolojik etkilerinin etki alani ile orantili, dalga uzunlugu ile

ters orantili oldugunu gostermistir.

Bir dalgada Sekil 1.1 de gorildiigii gibi tepeye karin, vadiye ¢ukur ve karinla cukur
arasindaki uzunluga ise dalga boyu denir. Bir dalganin normal konumundan yiikselme ve

alcalma mesafesine ise genlik denir.



Dalga boyu

Genlik
Karin

Cukur

Sekil 1.1. Dalga Grafigi

Dogrusal (Lineer) dalgalar ¢ogu zaman bir dalga hareketi ile gider. Bir dogrusal

dalganin 6zellikleri sunlardir:

a) Sekliyle hiz1 genligine bagh degildir.

b) Birbirinden bagimsiz lineer dalgalar bir araya gelince tekrardan lineer dalga
olustururlar.

c) Kiiciik genlige sahip olan dalgalar lineerdir.

d) Genligi yiiksek olan dalgalar lineer olmayabilirler. Yer degistiren bir dalganin sekli

oldugu ortama gore farklilik gosterebilir.

Sekil ve hiz gibi ozellikleri degismeden yayilan dalgalara solitary dalgalar adi
verilir. Bu dalgalar herhangi bir carpismadan sonra ayni Ozellikte kalmaya calisir.
Asirlardir solitary dalgalarini belirten matematiksel denklemler ile ugrasilmaktadir. Bu
dalgalar karin kismmni dik yapmak i¢in ugragsan dalgalardir. Lineer olmama ve dagilim
arasindaki denklik solitary dalgalarini ortaya ¢ikarir. Solitary dalgalar dogrusal denklemler
ile agiklanamaz. Biiyiik genlikli bir solitary dalgasi, kii¢lik genlikli dalgaya gbre daha seri
bir sekilde yol alir. Bir solitary dalgasinin hiz1 genligi ile dogru orantili oldugundan normal
dalgalardan ayridir. Ses dalgalar1 solitary dalgalarindan farklidir. Bunun nedeni algak ve
yiiksek sesi ayn1 anda duymamizdir. Eger Solitary dalgasi olsayd: ilk olarak yiiksek sesi
sonra da algak sesi duyardik. Ama bedenimizdeki sinirler arasindaki iletisim solitary
dalgalarma giizel bir 6rnektir. Kiiciik bir atese dokundugumuzda ki tepkimiz ile biiyiik bir
atese dokundugumuzdaki tepkimiz farklidir. Sinirlerimiz solitary dalgalar ile iletisim

kurarlar.



Russell 1834 yilinda su dalgalarini bir su kanalinda izledikten sonra laboratuvarinda
su tanklar1 olusturmus ve solitary dalgalar elde etmeye ¢aligmistir. Bunun sonucunda,

czzg.(tha) (1.1

denklemini elde etmistir. Bu denklemde ¢ dalga hizini, a dalga genligini, h derinligi, g de

yer ¢ekim ivmesini belirtmektedir.

1965°da Zabusky ile Kruskal solitary dalgalar1 arasindaki etkilesimi aragtirmistir.
Bu arastirma sonucunda sekillerini degistirmeyen ve karakterlerini kiigiik parcalarina ileten
dalgalara soliton dalgalar1 denilmistir. Solitonlar sekillerini hep ayn1 tutarlar ve uzayin bir

bolgesinde kisith haldedirler.

Soliton ¢o6ziimleri hem analitik hem de sayisal olarak analiz edildikten sonra,
solitonlar hakkindaki ¢alismalar daha da ¢ogalmistir. Giinliikk hayatimizda soliton dalgalar
akigkanlar mekanigi, lazer fizigi, biyofizik, siiper iletkenlik fizigi gibi bir¢ok alanda aktif
olarak kullanilmaktadir. Solitonlar bunun diginda uzun mesafeler kat edebildiginden, teorik
olarak bir fiber optikte normal dalga olarak kullanilabilirler. Solitonlar sayesinde, yer
degistiren sinyalde bir yitirilme olmaksizin biiylik ¢oklukta bilgi, binlerce kilometre kadar
yer degistirme yapabilir. Bu nedenle, soliton dalgalar1 elektronik ve telekomiinikasyonda
stk kullanilmaktadir. 2006 senesinde Harvard Universitesi elektrik miihendisliginde gorevli
olan Donhee Ham ve iki 6grencisi David Ricketts ve Xiaofenh Li tarafindan gelistirilen bir
aragla soliton dalgalar1 tretilmistir. Bu ara¢ ile normal dalgalarin yerine soliton
dalgalarinin kullanilmasi kolaylagmistir ve yakin zamanda radar, iletisim gibi bir¢cok

sektorde kullanilacaktir.

Dogada meydana gelen olaylarin matematiksel modellenmesi genellikle lineer ve
lineer olmayan diferansiyel denklemler ile a¢iklanir. Bu denklemlerin 6zellikleri hakkinda
bilgi veren analitik ¢oziimler biiylik bir 6neme sahiptir. Bu nedenle son yillarda 6zellikle
uygulamali matematik alaninda lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin hareket
eden dalga c¢ozlimleri iizerine caligmalar yogunlasmistir. Dogrusal olmayan dalga
denklemleri, akiskanlar dinamiginde, kinetikte, plazmalardaki dalgalarda, titresim
problemlerinde ve daha bir¢ok uygulamali bilim alanlarinda aktif rol oynar. Pek g¢ok
arastirmaci diferansiyel denklemlerin niimerik ve analitik ¢ozlimleri {izerinde c¢aligmalar
yapmistir. Literatiirde bu alanda kullanilan bazi metotlar sunlardir; Optik Coziimler [1],

Zayif Dogrusal Olmayan Dagilim Dalgas1 [2], Derin Su Dalgalar1 [3], Yeni Soliton



Coziimleri [4], Cozeltilerin Diizenliligi [5], H1 Cozeltisinin Bosaltilmasi [6], Asimptotik
Coziim [7], Optik Tiirbiilans [8], Seri Céziimleri [9], Ustel ve Trigonometrik Olarak

Yerlestirilmis Yontemler [10], S - Dalgasinin Kesin Coztimleri [11], Lineer Olmayan
Salmim Teorisi [12], exp(—@(¢))- Agilim Metodu [13], sine - Gordon Agilim Metodu

[14], sinh - Gordon Denklemi [15], Solitonlar ve Tekil Periyodik Coziimler [16], Iki Cesit
flerici Dalga Coziimii [17], Homojen Balans Metodu [18], Bagimli Degisken Metodu [19],

Tanh- Coth Metodu [20], (G'/ G) - A¢ilim Metodu [21], Painleve A¢ilim Metodu [22],

Ters Sagilma Metodu [23], Exp - Function Metodu [24], Homotopi Pertlirbasyon Metodu
[25-26], ilk integral Metodu [27], Adomian Ayristima Metodu [28], Runge Kutta Metodu
[29], Varyasyonel 1terasyon Metodu [30], Sonlu Farklar Metodu [31-33], Analitik ve
Sayisal Yonler [34], Ters Sacilma Doniisiimii [35]. Bu metotlarin bazilar1 analitik, bazilari

numerik ve bir kismi da sayisal ¢oziimler vermektedir.

Programlama tekniklerinin kullanilmasi giiniimiizde islem kolaylig1 ve zaman
tasarrufu saglamaktadir. Sayisal ¢oziim teknikleri ile yapilan islemlerde hata orani ne kadar
kiigiik olursa fiziksel olaylarin simiilasyonu ve ¢dziimle ilgili yorumlar ¢cok daha saglikli
yapilabilir. Bu hatalar kesme hatasi, bilgisayar veya kullanilan programlama dilinden

kaynaklanabilir.



2. TEMEL TANIMLAR

Tamm 2.1. (Diferansiyel denklem) Bir bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun
tiirevlerini igeren denklemlere diferansiyel denklemler denir. Denklemde hangi degiskene

gore tiirev alintyorsa o bagimsiz degisken, tiirevi alinan degiskende bagimli degiskendir.
Diferansiyel denklemler ii¢ sekilde elde edilir.

Problem cebirsel 6zelliklerle anlatilabilir. Ornegin, birbirinden bagimsiz n tane
keyfi sabit iceren cebirsel bir denklem, diizlemde bir egri ailesi olusturur. Boyle bir egri
ailesinin 0gelerinin bazi ortak dzelliklerini bu keyfi sabitlerin verilen cebirsel denklem ve
onun tiirevleri arasinda yok edilmesi ile elde edildigi bilinmektedir. Bu yok etme isleminin

sonunda bir diferansiyel denklem elde edilebilmektedir.

Geometrik oOzellikleri ile problemi tanimlayip bu Ozelliklere uyan bir egrinin
bulunmas1 da bize diferansiyel denklem verir. Bilindigi gibi bir egrinin bir noktadaki

tegetinin egimi o noktadaki tiirevin degeri ile verilmektedir.

Uygulamali bilim dallarinda ise problemin bir matematiksel modeli elde edilerek

olaya veya sisteme karsilik gelen diferansiyel denklem olusturulabilir.

Bugiine kadar birgok bilim adamu fiziksel olaylar1 modelleyerek bir¢ok diferansiyel
denklem olusturmuslardir. Modelleme yapilirken olayin fiziksel o6zellikleri ve bir¢ok
fiziksel kanun gz Oniine alinmaktadir. Literatiirde diferansiyel denklemlerin korunum
kanunlar1 ad1 altinda fiziksel 6zellikleri incelenmektedir. Elde edilen matematiksel modelin

¢Oziimleri i¢in bircok metot gelistirilmistir.

1. Degiskenlerine Ayirma Metodu,
2. Riemann Metodu,

3. D’Alembert Metodu,
gibi klasik metotlar ve diger 6zel metotlar kullanilarak ¢coziim fonksiyonlar: elde edilebilir

Elde edilen model denklemin ve bu modelin ¢éziimlerinin, modele uygun olup
olmadigin1 Hadamard kurali ile iyi durumlu veya kotii durumlu oldugunu test etmek

miimkiindiir. Modeli olusturan kismi diferansiyel denklem asagida verilen



o Bir ¢6ziim mevcut ise o ¢ozliim tektir.
o Baslangig ve siir sartlarinin uygun sinirlamalar altinda bir ¢6zlimii vardir.

o Kararhdir.
sartlarin1 sagliyorsa modele iyi durumludur, aksi takdirde kotli durumludur denir.
Tanim 2.2. (Adi diferansiyel denklem) Bir bagimsiz degisken iceren denklemlerdir.
n.mertebeden adi diferansiyel denklem sdyledir:
F,y, Y,y y") =0. 2.1)

Tamm 2.3. (Kismi diferansiyel denklem) iki veya daha fazla bagimsiz degisken

bulunduran denklemlerdir.

n.mertebeden kismi diferansiyel denklem soyledir:

2 2 2 n
F(X’y7t’u7a_u’@’a_u7 8 u ?6 I;l,ﬁ I;{""’a u):O' (2'2)
ox oy ot axoy oy’ o o'

Tanim 2.4. (Lineer olmayan diferansiyel denklem) Bagimli degisken kendisi veya
tiirevleri ile carpim ya da boliim durumunda ise veya bagimli degisken {istel, trigonometrik
ya da logaritmik olarak bulunuyor ise veya bagimli degiskenin herhangi bir tlirevinin
derecesi i1ki ve ikiden biiyilk ise bu tiir diferansiyel denklemlere [lineer olmayan
diferansiyel denklemler denir. Bu tanimin tersi durumuna ise lineer diferansiyel denklemler

denir.

Tanim 2.5. (Dengeleme Terimi) Dengeleme terimi, toplam seklinde verilen ¢oziim
fonksiyonu {ist sinirim1 temsil etmektedir. Lineer olmayan herhangi bir adi diferansiyel
denklemde en yiiksek mertebeden lineer olan terim ile en yiiksek mertebeden lineer
olmayan terim arasinda elde edilen sabit bir sayidir. Lineer olmayan herhangi bir adi

du
d&?

diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden lineer olan terim ve en yiksek

mertebeden lineer olmayan terim , ( d'u j seklinde verilsin. Burada p,q,r,s birer sabit
de’

say1 ve m dengeleme terimi olmak {izere
m+qg=mp+s(m+r), (2.3)

esitligi yazilabilir.



3. MATERYAL VE METOT

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler fizik ve matematikte 6nemli bir yere
sahiptir. Bu denklemler fizik, mekanik, biyoloji, kimya ve miihendislik alanlarinda ortaya
cikan olaylarin matematiksel modelleridir. Bu denklemlerin genel c¢oziimleri fiziksel
olaylarin karakteri hakkinda arastirmacilara bilgi verir. Kismi diferansiyel denklemlerin

genel ¢oziimiiniin elde edilmesinde bilgisayar programlamalarindan faydalanilir.

Fiziksel olaylarin dogasim1 anlamak i¢in pek cok analitik metot literatiire
kazandirilmistir. Bu metotlarin bazilari; Backlund Doniisiimii [36], Cole - Hopf Doniistimii
[37], Genellestirilmis Miura Doniisiimi [38], Ters Sagilma Metodu [39], Darboux
Déniisiimii [40], Painleve Analizi [41], Benzerlik Indirgeme Metodu [42], sine — cosine
Metodu [43], Ik Integral Meodu [44], Ustel Fonksiyon Metodu [45]. Bu metotlarin yan
sira, keyfi bir adi diferansiyel denklemi géz oniine alinip bu denklemin ¢dziimlerinden
faydalanarak lineer olmayan kismi diferansiyelt denklemlerin ¢6ziimiine ulasan pek ¢ok
metot vardir. Bu metotlarin bazilarini sdyle siralayabiliriz. Genigletilmis Tanh Fonksiyon

Metodu [46], Genellestirilmis Tanh Fonksiyonu Metodu [47], Jacobi Eliptik Fonksiyon
Metodu [48] ve (G'/ G) Agilim Metodu [49].

(G'/ G) Ac¢ilim Metodu ilk olarak Wang [49] tarafindan ele alindi. Guo ve Zhou
bu metot iizerinde ¢alismalar yaparak, genisletilmis (G'/ G) Acilim Metodunu [50]
sundular. Daha sonra Li ve arkadaslar1 ise Gelistirilmis Genellestirilmis (G'/ G) Acilim

Metodunu [51] incelediler. Ayrica Yokus, (I/G')- acilim metodunu ilk olarak literatiire
kazandirip, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde bu yontemi kullanmistir
[52]. Son zamanlarda ise Li ve arkadaslari (G'/ G) acilim metodu {izerine baz1 eklemeler
yaparak (G'/G.1/G') acilim metodunu [53] literatiire kazandirdilar. (G'/G.1/G') acilim metodu

arastirmacilar tarafindan kullanilarak birgok denkleme uygulanmistir [54 - 55].



31. (I/G') - Aghm Metodu

Bu metodu aciklamak i¢in once x ve t degiskenlerine bagl lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemin genel halini
0(4.9,:9,+4>--) =0, (3.1)

seklinde ele alalim. Burada ¢ :CI(X, f) bilinmeyen bir fonksiyondur, § =X—VI,

P=—kx+at+60 olmak iizere g(x,t)=u(£)e"”" =q seklindedir. Burada V,k,®

sabittir. (3.1) seklinde verilen kismi diferansiyel denklem doniisiimler altinda;

0'(q'.q".q",-) =0, (3.2)
seklinde adi diferansiyel denkleme doniisiir. Ayrica,

G"+1G"+u=0, (3.3)

lineer ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemin ¢oziimiini G=G (é: ) seklinde

tanimlayacak olursak (3.2) ile verilen lineer olmayan adi diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii

m 1 p
u(&)=a,+ Y a, (Ej , (3.4)
p=1

seklinde yazabiliriz. Burada ao,al,az,---,ﬂ, M sabitlerdir. m ise dengeleme terimidir.
Dengeleme terimi bulunup (3.4) denkleminde yerine yazildiktan sonra bu ¢oziimiin gerekli

tiirevleri alinir. Bu tiirevlerde G”=-AG' -y dir. (1/ G') ye bagli polinomsal ve homojen bir

denklem elde edilir. Burada(l/ G')p , p=0,1,2,... terimlerinin katsayilar1 sifira esitlenerek bir

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi g¢oziilerek, ¢oziimler (3.4) ile verilen
¢ozlim fonksiyonunda yerlerine yazilir ve (3.1) seklinde verilen lineer olmayan kismi

diferansiyel denkleminin yiiriiyen dalga ¢6zlimleri elde edilmis olur.
Ayrica (3.3) ile verilen ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemin genel
¢Ozimunu;

-2

G=Ge)=-42 4

P 7 +c,, (3.5)



olarak buluruz. Burada C; ve C, birer sabittir. (3.5) ile verilen ¢6ziim fonksiyonunun 5

degiskenine gore bir kez tiirevi alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;

1 1 36)
o . 3.
G —’j{+c]elé

elde edilir. (3.6) ile verilen cebirsel ifadeyi ¢, = A olmak iizere trigonometrik fonksiyona

doniistiirecek olursak;

1 2
G’ —pu+ AA(Cosh(EL) — Sinh(EA)) ©7)

seklinde yazabiliriz.
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4. METODUN UYGULANMASI

Bu boliimde Schrodinger denklemi hakkinda bilgi verilecektir. Bir NLS

denkleminin (1/ G') - a¢1lim metoduyla ¢6zlimii lizerine calisilacaktir.

4.1. NLSE (Nonlinear Schriodinger Equation — Lineer Olmayan Schrodinger
Denklemi)

Lineer olmayan Schrédinger denklemi genel olarak,
U, +U, +qlU[ U =0, (4.1)

seklinde ifade edilir. Bu denklemde x ve t indisleri sirasiyla konum ve zamana gore kismi

tiirevleri gostermekte olup 7 =+/~1 ve q reel parametredir.

NLSE, plazmalardaki dalgalari, su dalgalarini, gorsel titresimlerin yayilmasi gibi

pek cok fiziksel olay1 tanimlar. Bu denklemi ¢6zmek i¢in bir¢ok yontem uygulanmistir. Bu
denklem yeterince bityiik x’ler igin tiirevleri goz ard1 edilen bir U(X,%,) baslangi¢ kosulu

kullanilarak ters sagilma metodu ile analitik olarak ¢oziilmiistiir [23] - [39]. Bu metot
sadece kompakt destekli baglangi¢ verileri i¢in uygulanabilir oldugundan lineer olmayan
Schrodinger denkleminin analitik ¢oziimii genel baslangi¢ sartlar i¢in bilinmemektedir.
Adomian Ayristirma ve Degisken Iterasyon gibi metotlar ile NLSE’nin yaklasik analitik

¢Oziimleri verilmistir [28].

Son yillarda lineer olmayan denklemler daha da 6nemli bir hal aldi. Fizik, Kimya,
Biyoloji, Ekonomi gibi birgok alanda ki tabiat olaylar1 lineer olmayan denklemler
yardimiyla modellenmektedir. Bunlarin analizinde bilgisayarlarin etkisi biiytiktiir.

Bilgisayarlar sayesinde soliton denklemleriyle ilgili 6nemli bilgiler bulunmustur.

Soliton denklemi olan NLS denklemi fizikte baz1 olaylar1 modellemekte kullanilir.
NLS denklemi ile derin su dalgalarinin okyanusta dagilmadan uzun mesafeler gitmesinin
nasil miimkiin olacagi agiklanir. Soliton teorisi fiber optikte de kullanilir. NLS

denklemlerinin akiskanlar dinamiginde de kullanildig1 bilinmektedir.
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Zayif dalga paketleri icin NLS denklemi 1967 de Benney ve Newell tarafindan
kullanildi. 1975 de Ablowitz ve Ladik integrallenebilir sonlu fark semalarmmi NLS
denklemi i¢in gelistirdi. 1986 yilinda Hersbst ve Weideman NLS denklemi i¢in pargalara
ayirma yonteminin analizini yapti. Bu yontem NLS denkleminin Hamiltonian yapisini
koruyan ¢ok hizli pseudo - spectral semadir. Bu yillarda Overman sine - Gordon
denkleminin spektrumunu hesaplayan bilgisayar kodunu yazdi. Bu kod periyodik NLS

denkleminin homoclinic yapisi lizerinde ¢alismalar yapmak i¢in kullanildi.
4.2. Lineer Olmayan Schrodinger Denkleminin (1/ G') Acilim Metoduyla
Analitik Coziimii
Bu béliimde lineer olmayan Schrodinger denklemi olan;

Iq, +aq., +bqlq|” =0, 4.2)

denkleminin (1/ G') - acilim metoduyla ¢oziimii verilecektir.

(4.2) denklemini ¢6zmek i¢in denklemde verilenleri bilmemiz gerekir. Ayr1 ayri

yazacak olursak denklemde;

I=N-1., q(on=u(&e", 43)

seklindedir. Burada ¢6ziim yapmak i¢in;

E=x—vt p=—kx+art+0, (4.4)

alalim. Gerekli turevleri alacak olursak

q, =—vu'e'"? + Iawue'” (4.5)

b

q., =u"e?—2Iku' e’ —k’u.e",

(4.6)

Bulunan (4.5), (4.6) ve (4.7) denklemlerini (4.2) denkleminde yerine yazalim.
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I [— vu' e + Ia)uelq + a[u” e —2Iku'e" — kzuel¢] +hue” =0 (4.8)
Bu denklemi diizenlersek,

—Ivu'e” —aue" +au'e” — 12oku'e" —ak’ue' +bu’e” =0, (4.9)
denklemi elde edilir.

Sadelestirme sonucunda,

—Ivu' —ou+au" - Raku' —ak*u+bu’ =0 (4.10)
bulunur. Bu denklemde imajiner ve reel kisimlar1 ayiralim.
—Ihvu' —2Icku'=0. 4.11)
Imajiner kisim olan (4.11) denkleminde gerekli sadelesmeler yapilirsa,
v=2ak, (4.12)

bulunur. Reel kisim ise,

(—ak2 —a))u+bu3 +au" =0, (4.13)

3
olur. (4.13) denkleminde U™ ile u" terimleri goz 6niine alinirsa dengeleme terimi m =1

olarak bulunur. Bu durumda (4.13) ile verilen diferansiyel denklemin ¢oziimii,

1
u(S) = a, +a, [—,j (4.14)
G
seklinde yazilabilir. (4.14) ile verilen ¢6ziim fonksiyonunun gerekli tiirevleri alindiginda,
2 3
1 1 1
3 3 2 2 3
u’ =a, +3a,q, (Ej+3aoal (Ej +a (EJ , (4.15)
2 3
) 1 1 1
u = Cll/lz (Ej + 3611/1# (Ej + 2a1ﬂ2 (EJ , 4.16)

elde edilir. (4.14), (4.15) ve (4.16) ifadeleri (4.13)’de yerine yazilirsa;
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2 3
(—ak2 —a))[ao +aq, (i,jj+b(a3 +3aga, (L,j+3aoa12 (i,j +a (i,j j+
G G G ), (4.17)
1 1 2 1 3
+a(a1/12 (EJ +3a1/1,u(aj + 2al,u2 (EJ ] =0
elde edilir.

Gerekli diizenleme yapilirsa,

0
1
(—j :—ak’a, - wa, +ba, =0

!

1
(é) :—ak’a, — wa, +3baja, + aa, A’ =0,

2
(é) :3ba,al +3aaiu=0

3
1

(—,) :baf-l— 2aa1/12 =0, (4.18)
G

seklinde denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse,

20 o oo

— T 5 .5 a, = ’ - ’ (4'19)
224270 (22 +27) bk + 27

seklinde ¢oziim elde edilir.

Elde edilen (4.19) ¢ozlimleri (4.14) denkleminde yerlerine yazilirsa (4.2) seklinde

verilen denkleminin analitik ¢6ziimii;
E=x+2akt (4.20)

olmak tizere,

j,,\/; Zﬂﬂx\/; el(—kx+(ut+6) s 421)

u(é) = \/b(zkz +/12) +\/b(2k2 +Az)(—Iu+ﬂ,A(Cosh(fﬂ)—Sinh(fl)))

seklinde bulunur.
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Fiziksel olarak tanimli olan bdlgede, lokalize olmayan (non - localized) duran
dalgalar1 temsil eden solitonlar1 sergilemek i¢in (4.21) ile verilen tam karmasik hareketli
dalga ¢Oziimiinde sabitlere w=2, A=1, b=1, k=-2, u=-1, A=7 degerleri verilmistir. Bu
degerler icin tam karmasik hareketli dalga ¢Ozliimiiniin grafigini Sekil 4.1 deki gibi

sergileyebiliriz.

Re[q(x,)] Im[g(x,t)]

Sekil 4.1. w=2, A=1, b=1, k=-2, p=-1, A=7 i¢in duran dalgalar1 temsil eden solitonlar1 sergilemek
i¢in (4.21) ile verilen tam karmasik hareketli dalga ¢oziimii

4.3. Sonlu Farklar Metodunun Lineer Olmayan Schriodinger Denklemine

Uygulanmasi

Sonlu farklar metodunda asil amag, ele alinacak olan diferansiyel denklemde
bulunan kismi tiirevleri, cebirsel olarak insa etmektir. Bu insanin temel tasin1 Taylor Serisi
olusturmaktadir. Bu serinin belli terimde sonrasinin ihmal edilmesi (kesilmesi) sayisal
yontemlerin dogasinda var olan kesme hatasini olusturmaktadir. Bu kesme hatasini
azaltmak bazi parametrelerin se¢imine bagli olacaktir. Ayrica kullanilan bilgisayarin
ozellikleri, paket programin hassasiyeti ve yapilan programdan kaynaklanan bazi hatalar da

olabilir. Sonlu farklar metodunu daha iyi anlayabilmek i¢in bazi notasyonlar tanimlayalim.
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Bunlardan bazilari:

h=Ax, uzaysal adim,
e m=At, zamansal adim,

* x =a+iAx, i=012,...,N,

Ax s t]:]At, ]:0,1,2,...,M ve M:E'

® u(x,t) fonksiyonu u(x,t) =u, ifadesindeki ¢oziimiin degeridir. Burada

u, ; ifadesi u(x,r) noktalarmdaki (y, ;) tam degerinin sayisal yaklagimudir.
Sonlu fark operatorleri ise;
‘/thi,j =4 jv1 — 4>
Wx.xqi,j =4in,; — 2%,,‘ +4q,_, ;- (4.22)

(4.22) ile verilen operatorii kullanarak denklemde bulunan kismi tiirevleri cebirsel olarak

asagidaki sekilde yazabiliriz.

Wgq. .
%) T o),
o,
62q| W.4q:; 2
= =+ O(Ax7). 4.23
aX_Z L’j (AX)Z ( )

(4.23) ile verilen esitliklerde kesme hatasi olarak bilinen 0(An ve O(AX’) terimleri
ithmal edilirse, g(x,t)=r(x,t)+Ip(x,t) olarak se¢ilir ve (4.2) denkleminde yerlerine

yazilirsa denklem cebirsel olarak

] Vvtqz',j e Wxx%,j

NS

+b, la,,| =0, (4.24)

seklinde olur.

(4.22) denklemi (4.24) da yerine yazilirsa,
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—aAtq_,; ; + 20t —bAtAY’ ‘%,j ‘2 q;;+ I(Ax2ql',j - szqi,Hj)
Giv1j = oy , (4.25)

elde edilir.

4.4. Kesme Hatasi ve Kararhilik Analizi

Bu kisimda sayisal yontemlerin dogasinda var olan kesme hatalar1 incelenecek ve
Von Neumann’s Stability analizi yapilacaktir. Burada kesme hatasinin oldukga kiiciik
bulunmasi1 matematik modelin kararli olmas1 anlamina gelir. Matematik modelin kararli
olmas1 olusacak hatanin biiylimemesi ve sayisal sonuglarin tam ¢éziimden uzaklagsmamasi

anlamina gelir.

Teorem 4.1. Eger (4.2) denkleminin sonlu farklar metodundaki kesme hatas1 E ise

lim E=0.
Ax—0
At—0

Ispat. (4.23) ile verilen esitlikler (4.2) denkleminde yerlerine yazilirsa indislenmis

denklem asagidaki sekilde yazilabilir.

VV;%,]‘ Wqui,j 2 2
1| =2 L O(AY) |+ L+O(A) |+bp,|p,,| =0. (4.26)
At (Ax) T

Ayrica (4.22) esitlikleri (4.26) ile verilen denklemde yerlerine yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa;
2 2 2 2
. —altq ,,, ;+2aAtg,  —bAtAY g, | g, +1(Axq, - Axq,,, )
i+l,j
aht , (4.27)
—O(AD)aAtAX + I(—O(Ax2 YAtAX )

+

aAt
(4.27) ile verilen esitlikte kesme hatasi olarak adlandirdigimiz terimleri E ile gosterirsek

. —O(ADaAtAY +1(—O(AX* ) AtAx?) ’ (4.28)
alt

seklinde yazabiliriz. (4.27) denkleminde E ihmal edilirse geriye kalan terimler nlimerik
deger olacaktir, bu ifade de (4.23) indisel denklemi ile ayni olur. Burada daha agik bir

sekilde gormekteyiz ki kesme hatasi, uzaysal basamak Ar ve zaman basamagi Ax nin
secimine baghdir. At ve Ax degerleri ne kadar kiiciik se¢ilirse kesme hatas1 o kadar
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kiigiik olacaktir. Kesme hatasinin kiiciik olmasi niimerik sonuglarin tam ¢dziime

yaklagmasi anlamina gelir. Ayrica E kesme hatasinin limit degeri incelendiginde;

lim E=0, (4.29)
At—0

Eger At ve Ax sifira 6 >0 yakin bir deger i¢in yapilandirilmissa, su esitsizligin elde

edildigini gorebiliriz. |E| <0, bu da sonlu fark yonteminin kararliligini1 kantlar.

Teorem 4.2. Lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in sonlu farklar yontemi kesin olarak

kararhidir.

Ispat. Von Neumann’in NLSE nin sonlu farklar yontemindeki kararlihigini diisiiniiyoruz.
qi,j ZQ(le, .]At) :q(’(9 0)) :gwel¢’(’ ¢€[_7[, 7[]’ (430)

K=IiAx, o= jAtr Ve I =~/—1, 4.31)

XX

TS

I Wi, +a i +b(ri,j +ipi,j)|q|2 =0, (+32)

seklinde yazabiliriz. Ayrica (4.22) esitlikleri (4.30) da yerlerine yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa,
AX* + oAt sin (@) + aAt cos (2¢)sin (¢) — aAt cos (¢)sin (2¢)
X = 5 , (4.33)
Ax
At(—20a +bQAX” +2
v ( a QA)C2 acos(¢)) , 4.34)
olup £ = X +1Y seklinde ifade edilir.
|g|2 _ 602 AP _4b|q|2 aAPPAY: +(1+b2 |q|4 Atz)Ax4 +20At? (2(—2a+b|q|2 sz)cos(¢)+acos(2¢)) . (4.35)

Ax4
Von Neumann’in Stabilite analizine goére sonlu fark yoOntemi |8|Sl ise sabittir.

Dolayisiyla, sonlu farklar yontemi NLS denklemiyle sarth olarak kararlidir.

4.5. L, ve L, Norm Hatalar
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Sayisal yaklasimlarin ., ve L, tam yaklasimlarina ne kadar yakin oldugunu

gostermek i¢cin norm hatalar1 kullanilir. Norm hatasi asagidaki sekilde tanimlanmistir.

exact numeric
—Uu

N 2
Lz =lu i — \/h Z‘ujexact _ujnumerlc , (436)
=0

ve L hata degeri,

exact numeric|

I/tj —I/tj

exact numeric
L =u™" —u

00

= Max (4.37)
@ J

4.6. Niimerik Ornek

Bu boliimde NLS denkleminin sonlu farklar metoduna uygulanisi sunulacaktir.
Boliim 4.3 de sonlu farklar metodunun analizi yapilmigtir. x uzaysal, ¢+ zamansal boyu
temsil etmektedir. Sayisal yoOntemlerde baslangic sartinin sayisal sonuglarin elde
edilmesinde 6nemli bir rol oynamakta olup 6zel olarak (4.19) ile verilen tam karmasik
hareketli dalga ¢6zlimiinde sabitlere w=2, A=1, b=1, k=-2, u=-1, A=7 degerleri verilirse

(4.2) denkleminin duran dalgay1 temsil eden ¢oziimlerinden biri

i(21+2x) \/5 2\/5

- - > , (4.38)
3(1+7cosh(9t+x)—7sinh(9t+xD

seklinde yazilir. (4.38) tam ¢6ziimii kullanilarak da baslangic sarti;

0) = _ ai(29) _ﬂ 2\/5 ’ .
q(x,0)=¢g,(x)=e ( 3 +3(1+7cosh(X)—7Sinh(x)) -

q(x,t)=e

seklinde yazilabilir. Sonlu farklar metodunun isleyisinde bulunan (4.13) indisel denklemi

g6z Oniinde bulundurularak;
G,y =—0.000225(4444.44 , , , —8888.88q, , —q;, —(1001)(~q, , +q,.,)),  (4.40)

NLS denkleminin indisel denklemi yazilabilir. (4.38) tam ¢oziimii (4.39) baslangi¢ sart1 ve
(4.40) indisel denklemi kullanilarak Tablo 4.1 ve Tablo 4.2’yi olusturabiliriz.
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Tablo 4.1. Denklemin (3.1) sayisal ve kesin ¢oziimleri ve Ax =(0.01 oldugunda mutlak hatalar

X z; Sayisal Coziim Kesin Coziim Mutlak Hata
0.00 | 0.01 | -0.35172-0.00707079i | -0.351638-0.00703369i | (9.06455).10”
0.01 [ 0.01 | -0.350443-0.0140609i | -0.350378-0.0140226i | (7.48351).107
0.02 [ 0.01 | -0.349019-0.0210017i | -0.348973-0.0209636i | (4.64503).107
0.03 | 0.01 | -0.347452-0.0278899i | -0.347423-0.0278533i | (5.99183).107
0.04 [ 0.01 | -0.345741-0.0347224i | -0.345723-0.0346886i | (3.56854).10”

Tablo 4.2. 0<h <1 ve 0<x <1 igin L2 ve L00 norm hatasi

Ax = At L, i
0.100 | 0.0058620200 | 0.0074750300
0.020 | 0.0003988260 | 0.0005216710
0.010 | 0.0002505860 | 0.0003363890
0.001 | 0.0000310757 | 0.0000410464

Bolim 4.3 de agiklandigi gibi sayisal ¢oziimlemenin dogasinda var olan kesme
hatas1 sonlu farklar metodunda da Ax uzaysal ve At zamansal adimlarin se¢imine baghdir.
Tablo 4.1 ve Tablo 4.2 de goriilecegi gibi Ax uzaysal ve At zamansal adimlart sifira
yaklastikca £, ve L, norm hatalar sifira yaklagmaktadir. Elde ettigimiz bu sonu¢ Teorem
4.1. in dogru oldugunu isaret eder. Ayrica mutlak r, ve L, norm hatalarinin kiigiik

olmasi, elde edilen sayisal sonug¢larin tam ¢oziime kararl bir sekilde yaklastigini gosterir.

Bu durumu gorsel olarak Sekil 4.2 ve Sekil 4.3 ile de destekleyebiliriz.

20



s

[

"
L AL

am

A -

Sekil 4.2. w=2, A=1, b=1, k=-2, p=-1, A=7 i¢in duran dalgalar1 temsil eden solitonlar1 sergilemek

icin (4.21) ile verilen tam karmasik hareketli dalga ¢ozlimii grafigi

Absolute Error

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 09 1.0

Sekil 4.3. Sonlu farklar yontemi igin (4.2) denkleminin sayisal ¢oziimil
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5. SONUC

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin dalga ¢ézlimlerini elde etmek i¢in
oncelikle denklem, belli dontisiim altinda tek degiskenli lineer adi diferansiyel denkleme
getirilerek bu denklemin ¢6ziim fonksiyonundan yararlanarak istenilen analitik ¢oziime
gidilir. Bu metotlarin birbirlerinden farkli olan yani doniisiim yaparken secilen Riccati
diferansiyel denkleminin ve dolayisiyla kullanilan ¢6ziim fonksiyonunun farkli olmasidir.
Bunun yaninda; bazi metotlarda daha farkli adi diferansiyel denklemler alinarak ¢oziime
ulasilmigtir. Metotlarin hepsi lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin hareket eden

dalga ¢6ziimlerini verir.

Bu calismada bir (1/ G') — acilim metodu insa edildi. Biz bu metodu lineer olmayan
Schrodinger denkleminin yiirliyen dalga ¢dziimiinii bulmak i¢in uyguladik. Normalde

lineer olmayan Schrodinger denkleminin (G'/ G) - a¢ilim metodu ile analitik ¢oziimii

elde edilemeyecegini ancak (I/G') - acilim metodu ile analitik ¢oziimlerin elde

edilebilecegini acikca gordiik. Islem yogunlugu acisindan da bu metodun diger metoda

gore daha avantajli oldugunu gézlemledik.

Sayisal yoOntemlerin igeriginde var olan kesme hatalarini inceleyerek Von
Neumann’s Stability analizini yaptik. Kesme hatasinin olduk¢a kiiciik bulunmasi
matematik modelin kararli olmasi anlamina gelir. Matematik modelin kararli olmasi
olusacak hatanin biiylimemesi ve sayisal sonuglarin tam ¢oziimden uzaklagmamasi
demektir. Biz de sayisal yaklagimlarin £, ve L tam yaklasimlarina ne kadar yakin
oldugunu norm hatalar1 kullanarak gosterdik ve bunun dogrulugunu verdigimiz niimerik

bir 6rnekle kanitladik.

Acilim metodu ile elde edilen c¢ozlimlerin yiiriiyen dalga davranislarini
sergilediklerini grafiksel olarak gosterdik. Giiniimiizde popiilerligini koruyan bu alandaki
caligmalarin yogunlasarak devam edecegini diisiinmekteyiz. Bu ¢alismanin devaminda elde
edilen ¢oziim fonksiyonlarin asimptotik davraniglar1 farkli alanlardaki ¢aligmalara 1s1k

tutmasi acisindan ilging olabilir.
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