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ÖZET 

 

Bu çalıĢma beĢ bölümden oluĢturulmuĢtur.  

Birinci bölümde dalga kavramı hakkında detaylı bilgi verilmiĢtir. 

Ġkinci bölümde lineer olmayan diferansiyel denklemler ile ilgili genel tanımlara yer 

verilmiĢtir. 

Üçüncü bölümde, kullandığımız metot olan  1 G  - Açılım Metodu hakkında bilgi 

verilmiĢtir. Bu metodun genel çözümünün nasıl elde edildiği gösterilmiĢtir. 

Dördüncü bölümde, NLS denklemleri hakkında bilgi verilmiĢtir. Özel olarak lineer 

olmayan Schrödinger denklemi ele alınmıĢtır. Bu denklemin  1 G  - Açılım Metodu 

kullanılarak genel çözümü elde edilmiĢtir. Sonlu farklar metodu açıklanarak bu metod 

kullanılıp norm hataları bulunmuĢtur. Nümerik örnek verilmiĢtir. 

BeĢinci bölümde ise tez sonuçları yazılmıĢtır. 

 

Anahtar Kelimeler :  1 G  - Açılım Metodu, Lineer Olmayan Schrödinger 

Denklemi,  G G  Açılım Metodu. 
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SUMMARY 

             Some Lınear Non - Partıal Dıfferentıal Equatıons  Wıth   1 G  - Expansion             

Method Analytıcal Solutıon 

 

This study is composed of five parts. 

In the first chapter, detailed information about the wave concept is given. 

In the second chapter, general definitions related to nonlinear differential equations 

are given.  

In the third chapter, we give information about the method used  1 G - Expansion 

Method. It has been shown how to obtain the general solution of this method. 

In the fourth chapter, information is given about NLS equations. In particular, the 

nonlinear  Schrödinger equation is discussed. General solution of this equation by using 

 1 G  - Expansion Method was obtained. Finite difference method is described and the 

norm is found. Numerical examples are given. 

In the fifth chapter, the results of the thesis were written. 

 

Keywords :  1 G  - Expansion Method, Nonlinear Schrödinger Equation,  G G - 

Expansion Method. 
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1. GİRİŞ 

 

 Bu bölümde öncelikle dalga hakkında genel bilgiler verilip sonra ise çalıĢmamızın 

temel konuları olan “Diferansiyel Denklem, Dengeleme terimi” hakkında bilgiler 

verilecektir. 

Dalga, bir ortamda veya bir boĢlukta yayılan ve genellikle enerjinin yer değiĢimine 

neden olan titreĢime verilen addır. Denizlerde meydana gelen büyük su dalgaları, yüksek 

ve alçak basınç nedeniyle meydana gelen rüzgârların etki alanında bulunan tüm esnek olan 

maddelerin hareketi, elektromanyetik dalgalar, ıĢık dalgaları, atom dalgaları, ses dalgaları 

gibi içinde bulunduğumuz dünyada yaĢantımızı etkileyen fiziksel olayların hepsi dalga 

kavramıyla ifade edilebilir. Dalga her zaman bilim dünyasında çok dikkat çekici bir konu 

olmuĢtur. Dolayısıyla dalgayla ilgili birçok çalıĢma yapılmıĢtır. Yapılan bu çalıĢmalar 

diferansiyel denklemlerin çözümlerinde kullanılan bazı metotların elde edilmesini 

sağlamıĢtır. 

 Dalga soyut bir kavramdır. Esnek bir cisim üzerine uygulanan enerji, esnek cisimde 

bir hareket ortaya çıkarır, bu harekete dalga adı verilmektedir. Bu hareketlilik esnek cismin 

hareketiymiĢ gibi algılanır fakat bu olay esnek cismin üzerine uygulanan enerjinin yer 

değiĢtirip taĢınmasıdır. Dalganın enerji taĢıma özelliği ilkesinden faydalanılarak 

okyanuslarda dalga türbinleri ile elektrik enerjisi elde edilmiĢtir. 

 Su yüzeyi incelenilerken su dalgası olarak isimlendirilen olay aslında su yüzeyinin 

yeni bir hale geçmesi olarak anlatılabilir. Bir cisim veya ortamdaki sarsıntının karĢılığı 

dalgadır. Su dalgası izlendiği zaman, su yüzeyinin tekrardan düzenlendiği görülebilir. 

Okyanusta görülen dalgalar bilim insanlarının dikkatini çekmiĢ ve insanların yararına nasıl 

kullanılabilir fikri ortaya çıkmıĢtır. Bu fikirden hareketle dalgalardan elektrik enerjisi elde 

edebileceği düĢüncesine ulaĢan bilim insanları, dalga jeneratörleri ile dalganın taĢıdığı 

enerjiyi elektrik enerjisine dönüĢtürmüĢlerdir. GeliĢtirilen bu sistemde ortamın taĢıdığı 

enerji, elektrik enerjisine çevrilmektedir. Buradan Ģu sonuca ulaĢırız; Enerjinin 

taĢınabilmesi için kesinlikle enerjiyi taĢıyacak bir ortamın var olması gerekir. 

Atmosferdeki gazlar yok olsa, rüzgâr ve su yok olsa dalga da olmayacaktır.  
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Örneğin uzay boĢluğunda sesin yayılması ve iletilmesi imkânsızdır. Çünkü sesle 

elde edilen enerjiyi taĢıyacak bir ortam bulunmamaktadır. Ses dalgalarının havada bir 

yerden baĢka bir yere gitmesi basınç değiĢimi ile olur. Basınç değiĢimi ile ortaya çıkan 

enerji atmosfer ortamında iletilir. Enerjinin gücüne bağlı olarak etki alanı içerisinde 

bulunan tüm insanlar sesi duyar. Bu da “Dalga bir ortam boyunca yayılır.” savunmasının 

doğru olduğunu gösterir. Bir ortama gereksinim duymadan dağılabilen dalgalara ise 

elektromanyetik dalgalar denir. 

 Elektromanyetik dalga; bir radyo frekans kaynağından elde edilir ve boĢlukta 

yayılır. Normal hayatımızda ne kadar çok ve uzun zamanlı faydalandığımızın farkında bile 

olmadığımız elektronik cihazlar elektromanyetik alan üretmektedir. Elektronik cihazlardan 

yaratılan elektromanyetik dalgaların gücü ister büyük, ister küçük olsun, bu dalgalar insan 

bedeninde etkilere neden olur. Elektromanyetik dalgalar bedendeki hücrelerin ısısını 

arttırarak ya da kimyasal farklılaĢmalara neden olarak zarar verirler. Büyük güçlü 

elektromanyetik dalgalar sıcaklığa tabii olarak zarar verirken, küçük güçlü elektromanyetik 

dalgalara uzun zaman maruz kalınmasıyla dokularda kimyasal değiĢmeler sebebiyle 

hasarlar ortaya çıkar. Elektromanyetik radyasyonlar boĢlukta yer değiĢtirme niteliğine 

sahiptir. Bu Ģekildeki dalgalar dalga boyları ve frekansları ile anlaĢılır. Bütün 

elektromanyetik dalgalar, boĢlukta aynı sürede yol alır. Bu hız ıĢık hızıdır ve saniyede 

300.000 kilometredir. 

Elektromanyetik dalgaların etkileri virüsler, bitkiler, domuzlar, böcekler, kuĢlar ve 

kurbağalarda kas - sinir ilaçlarında araĢtırılmıĢtır. Bu farklı deney hayvanları sayesinde 

bulunan bilgiler kısa dalgalar ile mikrodalgalar arasındaki frekansa ait olan 

elektromanyetik dalgaların biyolojik etkilerinin etki alanı ile orantılı, dalga uzunluğu ile 

ters orantılı olduğunu göstermiĢtir. 

 Bir dalgada ġekil 1.1 de görüldüğü gibi tepeye karın, vadiye çukur ve karınla çukur 

arasındaki uzunluğa ise dalga boyu denir. Bir dalganın normal konumundan yükselme ve 

alçalma mesafesine ise genlik denir. 
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                                                 Şekil 1.1. Dalga Grafiği 

Doğrusal (Lineer) dalgalar çoğu zaman bir dalga hareketi ile gider. Bir doğrusal 

dalganın özellikleri Ģunlardır: 

a) ġekliyle hızı genliğine bağlı değildir. 

b) Birbirinden bağımsız lineer dalgalar bir araya gelince tekrardan lineer dalga 

oluĢtururlar. 

c) Küçük genliğe sahip olan dalgalar lineerdir. 

d) Genliği yüksek olan dalgalar lineer olmayabilirler. Yer değiĢtiren bir dalganın Ģekli 

olduğu ortama göre farklılık gösterebilir. 

ġekil ve hız gibi özellikleri değiĢmeden yayılan dalgalara solitary dalgalar adı 

verilir. Bu dalgalar herhangi bir çarpıĢmadan sonra aynı özellikte kalmaya çalıĢır. 

Asırlardır solitary dalgalarını belirten matematiksel denklemler ile uğraĢılmaktadır. Bu 

dalgalar karın kısmını dik yapmak için uğraĢan dalgalardır. Lineer olmama ve dağılım 

arasındaki denklik solitary dalgalarını ortaya çıkarır. Solitary dalgalar doğrusal denklemler 

ile açıklanamaz. Büyük genlikli bir solitary dalgası, küçük genlikli dalgaya göre daha seri 

bir Ģekilde yol alır. Bir solitary dalgasının hızı genliği ile doğru orantılı olduğundan normal 

dalgalardan ayrıdır. Ses dalgaları solitary dalgalarından farklıdır. Bunun nedeni alçak ve 

yüksek sesi aynı anda duymamızdır. Eğer Solitary dalgası olsaydı ilk olarak yüksek sesi 

sonra da alçak sesi duyardık. Ama bedenimizdeki sinirler arasındaki iletiĢim solitary 

dalgalarına güzel bir örnektir. Küçük bir ateĢe dokunduğumuzda ki tepkimiz ile büyük bir 

ateĢe dokunduğumuzdaki tepkimiz farklıdır. Sinirlerimiz solitary dalgaları ile iletiĢim 

kurarlar.  
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     Russell 1834 yılında su dalgalarını bir su kanalında izledikten sonra laboratuvarında 

su tankları oluĢturmuĢ ve solitary dalgaları elde etmeye çalıĢmıĢtır. Bunun sonucunda, 

 2 .c g h a 
      (1.1)

 

denklemini elde etmiĢtir. Bu denklemde c dalga hızını, a dalga genliğini, h derinliği, g de 

yer çekim ivmesini belirtmektedir. 

 1965’da Zabusky ile Kruskal solitary dalgaları arasındaki etkileĢimi araĢtırmıĢtır. 

Bu araĢtırma sonucunda Ģekillerini değiĢtirmeyen ve karakterlerini küçük parçalarına ileten 

dalgalara soliton dalgaları denilmiĢtir. Solitonlar Ģekillerini hep aynı tutarlar ve uzayın bir 

bölgesinde kısıtlı haldedirler. 

 Soliton çözümleri hem analitik hem de sayısal olarak analiz edildikten sonra, 

solitonlar hakkındaki çalıĢmalar daha da çoğalmıĢtır. Günlük hayatımızda soliton dalgaları 

akıĢkanlar mekaniği, lazer fiziği, biyofizik, süper iletkenlik fiziği gibi birçok alanda aktif 

olarak kullanılmaktadır. Solitonlar bunun dıĢında uzun mesafeler kat edebildiğinden, teorik 

olarak bir fiber optikte normal dalga olarak kullanılabilirler. Solitonlar sayesinde, yer 

değiĢtiren sinyalde bir yitirilme olmaksızın büyük çoklukta bilgi, binlerce kilometre kadar 

yer değiĢtirme yapabilir. Bu nedenle, soliton dalgaları elektronik ve telekomünikasyonda 

sık kullanılmaktadır. 2006 senesinde Harvard Üniversitesi elektrik mühendisliğinde görevli 

olan Donhee Ham ve iki öğrencisi David Ricketts ve Xiaofenh Li tarafından geliĢtirilen bir 

araçla soliton dalgaları üretilmiĢtir. Bu araç ile normal dalgaların yerine soliton 

dalgalarının kullanılması kolaylaĢmıĢtır ve yakın zamanda radar, iletiĢim gibi birçok 

sektörde kullanılacaktır. 

Doğada meydana gelen olayların matematiksel modellenmesi genellikle lineer ve 

lineer olmayan diferansiyel denklemler ile açıklanır. Bu denklemlerin özellikleri hakkında 

bilgi veren analitik çözümler büyük bir öneme sahiptir. Bu nedenle son yıllarda özellikle 

uygulamalı matematik alanında lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemlerin hareket 

eden dalga çözümleri üzerine çalıĢmalar yoğunlaĢmıĢtır. Doğrusal olmayan dalga 

denklemleri, akıĢkanlar dinamiğinde, kinetikte, plazmalardaki dalgalarda, titreĢim 

problemlerinde ve daha birçok uygulamalı bilim alanlarında aktif rol oynar. Pek çok 

araĢtırmacı diferansiyel denklemlerin nümerik ve analitik çözümleri üzerinde çalıĢmalar 

yapmıĢtır. Literatürde bu alanda kullanılan bazı metotlar Ģunlardır;  Optik Çözümler [1], 

Zayıf Doğrusal Olmayan Dağılım Dalgası [2], Derin Su Dalgaları [3], Yeni Soliton 
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Çözümleri [4], Çözeltilerin Düzenliliği [5], H1 Çözeltisinin BoĢaltılması [6], Asimptotik 

Çözüm [7], Optik Türbülans [8], Seri Çözümleri [9], Üstel ve Trigonometrik Olarak 

YerleĢtirilmiĢ Yöntemler [10], S - Dalgasının Kesin Çözümleri [11], Lineer Olmayan 

Salınım Teorisi [12], exp  ( )Ø  - Açılım Metodu [13], sine - Gordon Açılım Metodu 

[14], sinh - Gordon Denklemi [15], Solitonlar ve Tekil Periyodik Çözümler [16], Ġki ÇeĢit 

Ġlerici Dalga Çözümü [17], Homojen Balans Metodu [18], Bağımlı DeğiĢken Metodu [19], 

Tanh-  Coth Metodu [20],  /G G  - Açılım Metodu [21], Painleve Açılım Metodu [22], 

Ters Saçılma Metodu [23], Exp - Function Metodu [24], Homotopi Pertürbasyon Metodu 

[25-26], Ġlk Ġntegral Metodu [27], Adomian AyrıĢtıma Metodu [28], Runge Kutta Metodu 

[29], Varyasyonel Ġterasyon Metodu [30], Sonlu Farklar Metodu [31-33], Analitik ve 

Sayısal Yönler [34], Ters Saçılma DönüĢümü [35]. Bu metotların bazıları analitik, bazıları 

numerik ve bir kısmı da sayısal çözümler vermektedir. 

  Programlama tekniklerinin kullanılması günümüzde iĢlem kolaylığı ve zaman 

tasarrufu sağlamaktadır. Sayısal çözüm teknikleri ile yapılan iĢlemlerde hata oranı ne kadar 

küçük olursa fiziksel olayların simülasyonu ve çözümle ilgili yorumlar çok daha sağlıklı 

yapılabilir. Bu hatalar kesme hatası, bilgisayar veya kullanılan programlama dilinden 

kaynaklanabilir. 
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2. TEMEL TANIMLAR 

 

Tanım 2.1. (Diferansiyel denklem) Bir bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun 

türevlerini içeren denklemlere diferansiyel denklemler denir. Denklemde hangi değiĢkene 

göre türev alınıyorsa o bağımsız değişken, türevi alınan değiĢkende bağımlı değişkendir. 

 Diferansiyel denklemler üç Ģekilde elde edilir. 

 Problem cebirsel özelliklerle anlatılabilir. Örneğin, birbirinden bağımsız n tane 

keyfi sabit içeren cebirsel bir denklem, düzlemde bir eğri ailesi oluĢturur. Böyle bir eğri 

ailesinin öğelerinin bazı ortak özelliklerini bu keyfi sabitlerin verilen cebirsel denklem ve 

onun türevleri arasında yok edilmesi ile elde edildiği bilinmektedir. Bu yok etme iĢleminin 

sonunda bir diferansiyel denklem elde edilebilmektedir. 

 Geometrik özellikleri ile problemi tanımlayıp bu özelliklere uyan bir eğrinin 

bulunması da bize diferansiyel denklem verir. Bilindiği gibi bir eğrinin bir noktadaki 

teğetinin eğimi o noktadaki türevin değeri ile verilmektedir. 

 Uygulamalı bilim dallarında ise problemin bir matematiksel modeli elde edilerek 

olaya veya sisteme karĢılık gelen diferansiyel denklem oluĢturulabilir.  

 Bugüne kadar birçok bilim adamı fiziksel olayları modelleyerek birçok diferansiyel 

denklem oluĢturmuĢlardır. Modelleme yapılırken olayın fiziksel özellikleri ve birçok 

fiziksel kanun göz önüne alınmaktadır. Literatürde diferansiyel denklemlerin korunum 

kanunları adı altında fiziksel özellikleri incelenmektedir. Elde edilen matematiksel modelin 

çözümleri için birçok metot geliĢtirilmiĢtir. 

1. DeğiĢkenlerine Ayırma Metodu, 

2. Riemann Metodu, 

3. D’Alembert Metodu,  

gibi klasik metotlar ve diğer özel metotlar kullanılarak çözüm fonksiyonları elde edilebilir 

Elde edilen model denklemin ve bu modelin çözümlerinin, modele uygun olup 

olmadığını Hadamard kuralı ile iyi durumlu veya kötü durumlu olduğunu test etmek 

mümkündür. Modeli oluĢturan kısmi diferansiyel denklem aĢağıda verilen 
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o Bir çözüm mevcut ise o çözüm tektir. 

o BaĢlangıç ve sınır Ģartlarının uygun sınırlamalar altında bir çözümü vardır. 

o Kararlıdır. 

Ģartlarını sağlıyorsa modele iyi durumludur, aksi takdirde kötü durumludur denir. 

Tanım 2.2. (Adi diferansiyel denklem) Bir bağımsız değiĢken içeren denklemlerdir. 

n.mertebeden adi diferansiyel denklem Ģöyledir: 

 
(x, y, y , y ,..., y ) 0

n
F    .      (2.1) 

Tanım 2.3. (Kısmi diferansiyel denklem) Ġki veya daha fazla bağımsız değiĢken 

bulunduran denklemlerdir.  

n.mertebeden kısmi diferansiyel denklem Ģöyledir: 

2 2 2

2 2
(x, y, t,u, , , , , , ,..., ) 0

n

n

u u u u u u u
F

x y t x y y t x

      


       
.  (2.2) 

 

Tanım 2.4. (Lineer olmayan diferansiyel denklem) Bağımlı değiĢken kendisi veya 

türevleri ile çarpım ya da bölüm durumunda ise veya bağımlı değiĢken üstel, trigonometrik 

ya da logaritmik olarak bulunuyor ise veya bağımlı değiĢkenin herhangi bir türevinin 

derecesi iki ve ikiden büyük ise bu tür diferansiyel denklemlere lineer olmayan 

diferansiyel denklemler denir. Bu tanımın tersi durumuna ise lineer diferansiyel denklemler 

denir. 

Tanım 2.5. (Dengeleme Terimi) Dengeleme terimi, toplam Ģeklinde verilen çözüm 

fonksiyonu üst sınırını temsil etmektedir. Lineer olmayan herhangi bir adi diferansiyel 

denklemde en yüksek mertebeden lineer olan terim ile en yüksek mertebeden lineer 

olmayan terim arasında elde edilen sabit bir sayıdır. Lineer olmayan herhangi bir adi 

diferansiyel denklemde en yüksek mertebeden lineer olan terim 
q

q

d u

d
  ve en yüksek 

mertebeden lineer olmayan terim 
s

r
p

r

d u
u

d
 
 
 

 Ģeklinde verilsin. Burada , , ,p q r s  birer sabit 

sayı ve m dengeleme terimi olmak üzere 

( )m q mp s m r    ,        (2.3) 

eĢitliği yazılabilir. 
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3. MATERYAL VE METOT 

 

Lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemler fizik ve matematikte önemli bir yere 

sahiptir. Bu denklemler fizik, mekanik, biyoloji, kimya ve mühendislik alanlarında ortaya 

çıkan olayların matematiksel modelleridir. Bu denklemlerin genel çözümleri fiziksel 

olayların karakteri hakkında araĢtırmacılara bilgi verir. Kısmi diferansiyel denklemlerin 

genel çözümünün elde edilmesinde bilgisayar programlamalarından faydalanılır.  

Fiziksel olayların doğasını anlamak için pek çok analitik metot literatüre 

kazandırılmıĢtır. Bu metotların bazıları; Bäcklund DönüĢümü [36], Cole - Hopf DönüĢümü 

[37], GenelleĢtirilmiĢ Miura DönüĢümü [38], Ters Saçılma Metodu [39], Darboux 

DönüĢümü [40], Painleve Analizi [41], Benzerlik Ġndirgeme Metodu [42], sine – cosine 

Metodu [43], Ġlk Ġntegral Meodu [44], Üstel Fonksiyon Metodu [45]. Bu metotların yanı 

sıra, keyfi bir adi diferansiyel denklemi göz önüne alınıp bu denklemin çözümlerinden 

faydalanarak lineer olmayan kısmi diferansiyelt denklemlerin çözümüne ulaĢan pek çok 

metot vardır. Bu metotların bazılarını Ģöyle sıralayabiliriz. GeniĢletilmiĢ Tanh Fonksiyon 

Metodu [46], GenelleĢtirilmiĢ Tanh Fonksiyonu Metodu [47], Jacobi Eliptik Fonksiyon 

Metodu [48] ve  /G G Açılım Metodu [49]. 

  /G G  Açılım Metodu ilk olarak Wang [49] tarafından ele alındı. Guo ve Zhou 

bu metot üzerinde çalıĢmalar yaparak, geniĢletilmiĢ  /G G  Açılım Metodunu [50] 

sundular. Daha sonra Li ve arkadaĢları ise GeliĢtirilmiĢ GenelleĢtirilmiĢ  /G G  Açılım 

Metodunu [51] incelediler. Ayrıca YokuĢ,  1 G - açılım metodunu ilk olarak literatüre 

kazandırıp, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin çözümünde bu yöntemi kullanmıĢtır 

[52]. Son zamanlarda ise Li ve arkadaĢları  /G G açılım metodu üzerine bazı eklemeler 

yaparak  ,1G G G   açılım metodunu [53] literatüre kazandırdılar.  ,1G G G   açılım metodu 

araĢtırmacılar tarafından kullanılarak birçok denkleme uygulanmıĢtır [54 - 55]. 
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3.1.   1 G   - Açılım Metodu 

 Bu metodu açıklamak için önce x ve t değiĢkenlerine bağlı lineer olmayan kısmi 

diferansiyel denklemin genel halini  

          ( , , , ,...) 0t x xxQ q q q q  ,                                                   (3.1) 

Ģeklinde ele alalım. Burada ( , )q q x t  bilinmeyen bir fonksiyondur, x vt   ,  

kx t       olmak üzere ( , )( , ) ( ) I x tq x t u e q   Ģeklindedir. Burada , ,v k   

sabittir. (3.1) Ģeklinde verilen kısmi diferansiyel denklem dönüĢümler altında;  

( , , ,...) 0Q q q q     ,                         (3.2) 

Ģeklinde adi diferansiyel denkleme dönüĢür. Ayrıca,  

0G G     ,                                   (3.3) 

lineer ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemin çözümünü ( )G G   Ģeklinde 

tanımlayacak olursak (3.2) ile verilen lineer olmayan adi diferansiyel denklemin çözümünü 

            0

1

1
( )

pm

p

p

u a a
G




     
 ,                                               (3.4)  

Ģeklinde yazabiliriz. Burada 0 1 2, , ,..., ,a a a    sabitlerdir. m ise dengeleme terimidir. 

Dengeleme terimi bulunup (3.4) denkleminde yerine yazıldıktan sonra bu çözümün gerekli 

türevleri alınır. Bu türevlerde G G      dir.  1 G  ye bağlı polinomsal ve homojen bir 

denklem elde edilir. Burada  1
p

G , 0,1,2,...p   terimlerinin katsayıları sıfıra eĢitlenerek bir 

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi çözülerek, çözümler (3.4) ile verilen 

çözüm fonksiyonunda yerlerine yazılır ve (3.1) Ģeklinde verilen lineer olmayan kısmi 

diferansiyel denkleminin yürüyen dalga çözümleri elde edilmiĢ olur. 

Ayrıca (3.3) ile verilen ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemin genel 

çözümünü; 

           
1

2( )
c e

G G c


 



     ,           (3.5) 
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olarak buluruz. Burada 1c   ve 2c   birer sabittir. (3.5) ile verilen çözüm fonksiyonunun   

değiĢkenine göre bir kez türevi alınır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

            

1

1 1

G
c e 





  

,               (3.6) 

elde edilir. (3.6) ile verilen cebirsel ifadeyi 1c A  olmak üzere trigonometrik fonksiyona 

dönüĢtürecek olursak; 

            
1

(Cosh( ) ( ))G A Sinh


   


   

,            (3.7) 

Ģeklinde yazabiliriz. 
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4. METODUN UYGULANMASI 

 

 Bu bölümde Schrödinger denklemi hakkında bilgi verilecektir. Bir NLS 

denkleminin  1 G - açılım metoduyla çözümü üzerine çalıĢılacaktır. 

4.1. NLSE (Nonlinear Schrödinger Equation – Lineer Olmayan Schrödinger 

Denklemi) 

Lineer olmayan Schrödinger denklemi genel olarak, 

2
0t xxIU U q U U   ,                                                                                 (4.1) 

Ģeklinde ifade edilir. Bu denklemde x ve t indisleri sırasıyla konum ve zamana göre kısmi 

türevleri göstermekte olup 1I    ve q reel parametredir. 

NLSE, plazmalardaki dalgaları, su dalgalarını, görsel titreĢimlerin yayılması gibi 

pek çok fiziksel olayı tanımlar. Bu denklemi çözmek için birçok yöntem uygulanmıĢtır. Bu 

denklem yeterince büyük x’ler için türevleri göz ardı edilen bir 0( , )U x t  baĢlangıç koĢulu 

kullanılarak ters saçılma metodu ile analitik olarak çözülmüĢtür [23] - [39]. Bu metot 

sadece kompakt destekli baĢlangıç verileri için uygulanabilir olduğundan lineer olmayan 

Schrödinger denkleminin analitik çözümü genel baĢlangıç Ģartları için bilinmemektedir. 

Adomian AyrıĢtırma ve DeğiĢken Ġterasyon gibi metotlar ile NLSE’nin yaklaĢık analitik 

çözümleri verilmiĢtir [28]. 

 Son yıllarda lineer olmayan denklemler daha da önemli bir hal aldı. Fizik, Kimya, 

Biyoloji, Ekonomi gibi birçok alanda ki tabiat olayları lineer olmayan denklemler 

yardımıyla modellenmektedir. Bunların analizinde bilgisayarların etkisi büyüktür. 

Bilgisayarlar sayesinde soliton denklemleriyle ilgili önemli bilgiler bulunmuĢtur. 

 Soliton denklemi olan NLS denklemi fizikte bazı olayları modellemekte kullanılır. 

NLS denklemi ile derin su dalgalarının okyanusta dağılmadan uzun mesafeler gitmesinin 

nasıl mümkün olacağı açıklanır. Soliton teorisi fiber optikte de kullanılır. NLS 

denklemlerinin akıĢkanlar dinamiğinde de kullanıldığı bilinmektedir. 
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 Zayıf dalga paketleri için NLS denklemi 1967 de Benney ve Newell tarafından 

kullanıldı. 1975 de Ablowitz ve Lâdik integrallenebilir sonlu fark Ģemalarını NLS 

denklemi için geliĢtirdi. 1986 yılında Hersbst ve Weideman NLS denklemi için parçalara 

ayırma yönteminin analizini yaptı. Bu yöntem NLS denkleminin Hamiltonian yapısını 

koruyan çok hızlı pseudo - spectral Ģemadır. Bu yıllarda Overman sine - Gordon 

denkleminin spektrumunu hesaplayan bilgisayar kodunu yazdı. Bu kod periyodik NLS 

denkleminin homoclinic yapısı üzerinde çalıĢmalar yapmak için kullanıldı. 

4.2. Lineer Olmayan Schrödinger Denkleminin  1 G  Açılım Metoduyla 

Analitik Çözümü 

 Bu bölümde lineer olmayan Schrödinger denklemi olan; 

                                      
2

0t xxIq q bq q   ,                                                        (4.2) 

denkleminin  1 G - açılım metoduyla çözümü verilecektir. 

 (4.2) denklemini çözmek için denklemde verilenleri bilmemiz gerekir. Ayrı ayrı 

yazacak olursak denklemde; 

   1I    ,  
( , )( , ) ( ) I x tq x t u e  ,            (4.3) 

 Ģeklindedir. Burada çözüm yapmak için; 

                           x vt    , kx t      ,                        (4.4) 

alalım. Gerekli türevleri alacak olursak 

   
I I

tq vu e I ue    ,             (4.5) 

  
2. 2 . . . .I I I

xxq u e Ik u e k u e      ,            

(4.6) 

   
2 2q u .                           (4.7) 

Bulunan (4.5), (4.6) ve (4.7) denklemlerini (4.2) denkleminde yerine yazalım. 
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2 3vu u 2 0I I I I I II e I ue e Iku e k ue bu e                     .        (4.8) 

Bu denklemi düzenlersek, 

   
2 32 0I I I I I IIvu e ue u e I ku e k ue bu e                 ,          (4.9) 

denklemi elde edilir.  

SadeleĢtirme sonucunda, 

2 32 0Ivu u u I ku k u bu            ,                                       (4.10) 

bulunur. Bu denklemde imajiner ve reel kısımları ayıralım. 

2 0Ivu I ku    .                                                                                    (4.11) 

Imajiner kısım olan (4.11) denkleminde gerekli sadeleĢmeler yapılırsa, 

                                                             2v k  ,                                                        (4.12) 

bulunur. Reel kısım ise, 

                                              2 3 0k u bu u        ,                                   (4.13) 

olur. (4.13) denkleminde 
3u  ile u  terimleri göz önüne alınırsa dengeleme terimi 1m   

olarak bulunur. Bu durumda (4.13) ile verilen diferansiyel denklemin çözümü, 

0 1

1
( )u a a

G
      

,                                      (4.14) 

Ģeklinde yazılabilir. (4.14) ile verilen çözüm fonksiyonunun gerekli türevleri alındığında, 

2 3

3 3 2 2 3

0 0 1 0 1 1

1 1 1
3 3u a a a a a a

G G G

                    
,            (4.15) 

2 3

2 2

1 1 1

1 1 1
3 2u a a a

G G G
                      

,           (4.16) 

elde edilir. (4.14), (4.15) ve (4.16) ifadeleri (4.13)’de yerine yazılırsa;    
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 

2 3

2 3 2 2 3

0 1 0 0 1 0 1 1

2 3

2 2

1 1 1

1 1 1 1
3 3

1 1 1
3 2 0

k a a b a a a a a a
G G G G

a a a
G G G

 

   

                                        
                        

,                 (4.17) 

elde edilir. 

Gerekli düzenleme yapılırsa, 

0

2 3

0 0 0

1
: 0k a a ba

G
        

,  

1

2 2 2

1 1 0 1 1

1
: 3 0k a a ba a a

G
           

,  

2

2

0 1 1

1
:3 3 0ba a a

G
      

,  

3

3 2

1 1

1
: ba 2 0a

G
      

,                                                                                           (4.18)  

Ģeklinde denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi çözülürse, 

2 2

2

2k




 


, 

 0
2 22

a
b k

 





,  1

2 2

2

(2 )
a

b k

 





,          (4.19) 

Ģeklinde çözüm elde edilir.  

Elde edilen (4.19) çözümleri (4.14) denkleminde yerlerine yazılırsa (4.2) Ģeklinde 

verilen denkleminin analitik çözümü; 

                                                             2x kt   ,                                                  (4.20) 

olmak üzere, 

  

         
 

2 2 2 2

2
( )

2 2

I kx t
u e

b k b k A Cosh Sinh

    
     

  
 
  
      

,         4.21) 

Ģeklinde bulunur. 
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Fiziksel olarak tanımlı olan bölgede, lokalize olmayan (non - localized) duran 

dalgaları temsil eden solitonları sergilemek için  (4.21) ile verilen tam karmaĢık hareketli 

dalga çözümünde sabitlere w=2, λ=1, b=1, k=-2, μ=-1, A=7 değerleri verilmiĢtir. Bu 

değerler için tam karmaĢık hareketli dalga çözümünün grafiğini ġekil 4.1 deki gibi 

sergileyebiliriz. 

 

 

Şekil 4.1. w=2, λ=1, b=1, k=-2, μ=-1, A=7 için duran dalgaları temsil eden solitonları sergilemek 

için (4.21) ile verilen tam karmaĢık hareketli dalga çözümü 

 

4.3. Sonlu Farklar Metodunun Lineer Olmayan Schrödinger Denklemine 

Uygulanması 

Sonlu farklar metodunda asıl amaç, ele alınacak olan diferansiyel denklemde 

bulunan kısmi türevleri, cebirsel olarak inĢa etmektir. Bu inĢanın temel taĢını Taylor Serisi 

oluĢturmaktadır. Bu serinin belli terimde sonrasının ihmal edilmesi (kesilmesi) sayısal 

yöntemlerin doğasında var olan kesme hatasını oluĢturmaktadır. Bu kesme hatasını 

azaltmak bazı parametrelerin seçimine bağlı olacaktır. Ayrıca kullanılan bilgisayarın 

özellikleri, paket programın hassasiyeti ve yapılan programdan kaynaklanan bazı hatalar da 

olabilir. Sonlu farklar metodunu daha iyi anlayabilmek için bazı notasyonlar tanımlayalım.  

 



16 

    

Bunlardan bazıları: 

  h x  , uzaysal adım,  

 m t  , zamansal adım,  

 Nixiaxi ,,2,1,0,  ,  

 Mjtjt
x

ab
N j ,,2,1,0,, 




 ve 
t

T
M


 .  

 ),( txu  fonksiyonu  
jiji utxu ,),(   ifadesindeki çözümün değeridir. Burada 

jiu ,
 ifadesi ),( txu  noktalarındaki  ),( ji tx  tam değerinin sayısal yaklaĢımıdır.  

Sonlu fark operatörleri ise;  

, , 1 , ,t i j i j i jW q q q   

, 1, , 1,2 .xx i j i j i j i jW q q q q                                                   (4.22) 

(4.22) ile verilen operatörü kullanarak denklemde bulunan kısmi türevleri cebirsel olarak 

aĢağıdaki Ģekilde yazabiliriz.     

,

,

( ),
t i j

i j

W qq
O t

t t


  

   

 

2
, 2

22

,

( ).
xx i j

i j

W qq
O x

x x


  

 
                                 (4.23) 

(4.23) ile verilen eĢitliklerde kesme hatası olarak bilinen ( )O t   ve 
2( )O x  terimleri 

ihmal edilirse, ( , ) ( , ) ( , )q x t r x t Ip x t    olarak seçilir ve (4.2) denkleminde yerlerine 

yazılırsa denklem cebirsel olarak    

                                
 

2, ,

, ,2
0

t i j xx i j

i j i j

W q W q
I b q q

t x
  

 
,                                              (4.24) 

Ģeklinde olur.  

(4.22) denklemi (4.24) da yerine yazılırsa, 
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 2 2 2

1 ,

2

1,

, , , , ,12 I
,

i j i j i j i j i j i

i

j

jq
tq tq b t x q q x q x q

t

 


  



       


  


                  (4.25) 

elde edilir. 

4.4. Kesme Hatası ve Kararlılık Analizi 

Bu kısımda sayısal yöntemlerin doğasında var olan kesme hataları incelenecek ve 

Von Neumann’s Stability analizi yapılacaktır. Burada kesme hatasının oldukça küçük 

bulunması matematik modelin kararlı olması anlamına gelir. Matematik modelin kararlı 

olması oluĢacak hatanın büyümemesi ve sayısal sonuçların tam çözümden uzaklaĢmaması 

anlamına gelir.  

Teorem 4.1. Eğer (4.2) denkleminin sonlu farklar metodundaki kesme hatası E ise 

0
0

lim 0
x
t

E
 
 

 . 

İspat. (4.23) ile verilen eĢitlikler (4.2) denkleminde yerlerine yazılırsa indislenmiĢ 

denklem aĢağıdaki Ģekilde yazılabilir.   

 
2, , 2

, ,2
( ) ( ) 0

t i j xx i j

i j i j

W q W q
I O t O x b p p

t x

  

              
.                         (4.26) 

Ayrıca (4.22) eĢitlikleri (4.26) ile verilen denklemde yerlerine yazılır ve gerekli iĢlemler 

yapılırsa; 

        

 

 

2 2 2

1 , , , , , ,1

2

2

1

2 2

,

( )

2 I

I ( )

i j i j i j i j i j i j

i j

tq tq b t x q q x q x q

t

t x x t x

t

p

O t O

 






 


         


       








,               (4.27) 

(4.27) ile verilen eĢitlikte kesme hatası olarak adlandırdığımız terimleri E ile gösterirsek  

                                     2 2 2I( ) ( )O t O
E

t x x t x

t




     


 


,                                            (4.28) 

Ģeklinde yazabiliriz. (4.27) denkleminde E ihmal edilirse geriye kalan terimler nümerik 

değer olacaktır, bu ifade de (4.23) indisel denklemi ile aynı olur. Burada daha açık bir 

Ģekilde görmekteyiz ki kesme hatası, uzaysal basamak t  ve zaman basamağı x  nin 

seçimine bağlıdır. t  ve x  değerleri ne kadar küçük seçilirse kesme hatası o kadar 
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küçük olacaktır. Kesme hatasının küçük olması nümerik sonuçların tam çözüme 

yaklaĢması anlamına gelir. Ayrıca E kesme hatasının limit değeri incelendiğinde;   

0lim

0
0





E

t
x

.                                                       (4.29)                                                           

Eğer t  ve x  sıfıra 0  yakın bir değer için yapılandırılmıĢsa, Ģu eĢitsizliğin elde 

edildiğini görebiliriz. E ,  bu da sonlu fark yönteminin kararlılığını kanıtlar. 

Teorem 4.2. Lineer olmayan Schrödinger denklemi için sonlu farklar yöntemi kesin olarak 

kararlıdır. 

İspat. Von Neumann’ın NLSE’nin sonlu farklar yöntemindeki kararlılığını düĢünüyoruz. 

 , ( , ) ( , ) , , ,I

i jq q i x j t q e                                 (4.30) 

,i x j t      ve 1I ,                                   (4.31) 

 
  2, ,

, ,2
0

t i j xx i j

i j i j

W q W q
I b r ip q

t x
   

 
,                                 (4.32) 

Ģeklinde yazabiliriz. Ayrıca (4.22) eĢitlikleri (4.30) da yerlerine yazılır ve gerekli iĢlemler 

yapılırsa,  

         2

2

sin cos 2 sin c
,

os sin 2x t t t
X

x

           


 
                   (4.33) 

  2

2

2 2 cos
,

t bQ x
Y

x

      



                      (4.34) 

olup X IY    Ģeklinde ifade edilir.  

        2 4 22 2 2 2 2 2 4 2 2

4

2
6 4 1 2 2 2 cos cos 2t b q t x b q t x t b q x

x

     


             


 .   (4.35) 

Von Neumann’ın Stabilite analizine  göre sonlu fark yöntemi 1  ise sabittir. 

Dolayısıyla, sonlu farklar yöntemi NLS denklemiyle Ģartlı olarak kararlıdır. 

4.5. 2L  ve L  Norm Hataları 
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Sayısal yaklaĢımların 
2L  ve L  tam yaklaĢımlarına ne kadar yakın olduğunu 

göstermek için norm hataları kullanılır. Norm hatası aĢağıdaki Ģekilde tanımlanmıĢtır. 

2

2 2
0

,
N

exact numeric exact numeric

j j

j

L u u h u u


                           (4.36) 

ve L  hata değeri, 

numeric

j

exact

j
j

numericexact uuMaxuuL 
 .                                                   (4.37) 

 

4.6. Nümerik Örnek 

Bu bölümde NLS denkleminin sonlu farklar metoduna uygulanıĢı sunulacaktır. 

Bölüm 4.3 de sonlu farklar metodunun analizi yapılmıĢtır.  x uzaysal, t zamansal boyu 

temsil etmektedir. Sayısal yöntemlerde baĢlangıç Ģartının sayısal sonuçların elde 

edilmesinde önemli bir rol oynamakta olup özel olarak (4.19) ile verilen tam karmaĢık 

hareketli dalga  çözümünde sabitlere w=2, λ=1, b=1, k=-2, μ=-1, A=7 değerleri verilirse 

(4.2) denkleminin duran dalgayı temsil eden çözümlerinden biri 

 i 2 2 2 2 2
( , ) e ,

3 16 16
3 1 7cosh 7sinh

9 9

t x
q x t

t t
x x



 
 
   
                  

                (4.38) 

Ģeklinde yazılır. (4.38) tam çözümü kullanılarak da baĢlangıç Ģartı; 

 

    
i 2

0

2 2 2
( ,0) ( ) e ,

3 3 1 7cosh 7sinh

x
q x q x

x x

 
       

                            (4.39) 

Ģeklinde yazılabilir. Sonlu farklar metodunun iĢleyiĢinde bulunan (4.13) indisel denklemi 

göz önünde bulundurularak; 

   3

1 , , , ,1, , 10.000225 4444.44 8888.88 100i j i j i j i j ij ji q q q qq I q         ,      (4.40)     

NLS denkleminin indisel denklemi yazılabilir. (4.38) tam çözümü (4.39) baĢlangıç Ģartı ve 

(4.40) indisel denklemi kullanılarak Tablo 4.1 ve Tablo 4.2’yi oluĢturabiliriz. 
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        Tablo 4.1. Denklemin (3.1) sayısal ve kesin çözümleri ve 0.01x   olduğunda mutlak hatalar 

jx  
jt  Sayısal Çözüm Kesin Çözüm Mutlak Hata 

0.00 0.01 -0.35172-0.00707079i -0.351638-0.00703369i (9.06455).10
-5 

0.01 0.01 -0.350443-0.0140609i -0.350378-0.0140226i (7.48351).10
-5

 

0.02 0.01 -0.349019-0.0210017i -0.348973-0.0209636i (4.64503).10
-5

 

0.03 0.01 -0.347452-0.0278899i -0.347423-0.0278533i (5.99183).10
-5

 

0.04 0.01 -0.345741-0.0347224i -0.345723-0.0346886i (3.56854).10
-5

 

 

      Tablo 4.2. 0 1h   ve 0 1x   için 2L  ve L  norm hatası 

x t    2L  L  

0.100 0.0058620200 0.0074750300 

0.020 0.0003988260 0.0005216710 

0.010 0.0002505860 0.0003363890 

0.001 0.0000310757 0.0000410464 

 

Bölüm 4.3 de açıklandığı gibi sayısal çözümlemenin doğasında var olan kesme 

hatası sonlu farklar metodunda da x  uzaysal ve t  zamansal adımların seçimine bağlıdır. 

Tablo 4.1 ve Tablo 4.2 de görüleceği gibi x  uzaysal ve t  zamansal adımları sıfıra 

yaklaĢtıkça 
2L  ve L   norm hataları sıfıra yaklaĢmaktadır. Elde ettiğimiz bu sonuç Teorem 

4.1. in doğru olduğunu iĢaret eder. Ayrıca mutlak 
2L  ve L   norm hatalarının küçük 

olması, elde edilen sayısal sonuçların tam çözüme kararlı bir Ģekilde yaklaĢtığını gösterir. 

Bu durumu görsel olarak ġekil 4.2 ve ġekil 4.3 ile de destekleyebiliriz. 
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Şekil 4.2. w=2, λ=1, b=1, k=-2, μ=-1, A=7 için duran dalgaları temsil eden solitonları sergilemek 

için  (4.21) ile verilen tam karmaĢık hareketli dalga çözümü grafiği 

 

                   Şekil 4.3. Sonlu farklar yöntemi için (4.2) denkleminin sayısal çözümü 
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 5. SONUÇ 

Lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemlerin dalga çözümlerini elde etmek için 

öncelikle denklem, belli dönüĢüm altında tek değiĢkenli lineer adi diferansiyel denkleme 

getirilerek bu denklemin çözüm fonksiyonundan yararlanarak istenilen analitik çözüme 

gidilir. Bu metotların birbirlerinden farklı olan yanı dönüĢüm yaparken seçilen Riccati 

diferansiyel denkleminin ve dolayısıyla kullanılan çözüm fonksiyonunun farklı olmasıdır. 

Bunun yanında; bazı metotlarda daha farklı adi diferansiyel denklemler alınarak çözüme 

ulaĢılmıĢtır. Metotların hepsi lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemlerin hareket eden 

dalga çözümlerini verir. 

Bu çalıĢmada bir   1 G  – açılım metodu inĢa edildi. Biz bu metodu lineer olmayan 

Schrödinger denkleminin yürüyen dalga çözümünü bulmak için uyguladık. Normalde 

lineer olmayan Schrödinger denkleminin  /G G  - açılım metodu ile analitik çözümü 

elde edilemeyeceğini ancak  1 G  - açılım metodu ile analitik çözümlerin elde 

edilebileceğini açıkça gördük. ĠĢlem yoğunluğu açısından da bu metodun diğer metoda 

göre daha avantajlı olduğunu gözlemledik. 

Sayısal yöntemlerin içeriğinde var olan kesme hatalarını inceleyerek Von 

Neumann’s Stability analizini yaptık. Kesme hatasının oldukça küçük bulunması 

matematik modelin kararlı olması anlamına gelir. Matematik modelin kararlı olması 

oluĢacak hatanın büyümemesi ve sayısal sonuçların tam çözümden uzaklaĢmaması 

demektir. Biz de sayısal yaklaĢımların 
2L  ve L  tam yaklaĢımlarına ne kadar yakın 

olduğunu norm hataları kullanarak gösterdik ve bunun doğruluğunu verdiğimiz nümerik 

bir örnekle kanıtladık. 

Açılım metodu ile elde edilen çözümlerin yürüyen dalga davranıĢlarını 

sergilediklerini grafiksel olarak gösterdik. Günümüzde popülerliğini koruyan bu alandaki 

çalıĢmaların yoğunlaĢarak devam edeceğini düĢünmekteyiz. Bu çalıĢmanın devamında elde 

edilen çözüm fonksiyonların asimptotik davranıĢları farklı alanlardaki çalıĢmalara ıĢık 

tutması açısından ilginç olabilir. 
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