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Bu tezde topolojinin baslica ¢alisma konularindan birisi olan “Bir (X, 1)
topolojik uzay1 ne gibi topolojik 6zelliklere sahip olursa t topolojisi X {izerinde
taniml1 uygun bir d metriginin belirledigi T4 topolojisine esit olabilir?” sorusu ile
ifade edilen metriklenebilme problemine dair ¢alismalar, sonuglar arastirilmis ve
derlenmistir. Herhangi bir X uzaymnm agik kiimelere dayali belirli kosullarin
gerekliligi ve yeterliligi ile metriklenebilir oldugu gézlemlenmistir.

Derleme niteligindeki bu tez ¢alismasinda bir X topolojik uzayinin
metriklenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosulun Nagata-Smirnov Metriklenebilme
Teoremi ile ifade edildigi iizere “ X uzaymin regiiler ve o-yerel sonlu tabana sahip
olmasidir” ve Smirnov Metriklenebilme Teoremi ile ifade edildigi iizere “X
uzaymin yerel metriklenebilir, parakompakt Hausdorff uzay1 olmasidir” .

Anahtar Kelimeler: Yerel sonluluk, Parakompaktlik, metriklenebilir uzaylar,
Nagata-Smirnov Metriklenebilme Teoremi, §-yerel sonluluk
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In this thesis, studies on the metricability problem, which is one of the
main study subjects of topology, expressed with the question “Which topological
properties belonging to a (X, 7) topological space can make the T topology be equal
to the 74 topology determined by an appropriate metric d on X ?” has been
researched and compiled.

In this compilation thesis study, the necessary and sufficient conditions for
the metrization of a topological space X as expressed by the Nagata-Smirnov
Metricability Theorem, are that “X space must have a regular and o-local finite
base” and as expressed by the Smirnov Metricability Theorem, “local metricability
of Xspace is a paracompact Hausdorff space.”

Key Words: Locally Finiteness, Paracompactness, Metrizable Spaces, Nagata-
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GENISLETILMIS OZET

Metrik uzaylar Maurice Fréchet’ in 1906 yilinda yayinladigi meshur ve
kritik tezinde tanimlandigindan beri topolojinin ve tabii olarak kalkiiliisiin en temel
ve Oonemli uzaylar arasinda yer almistir. Genel topoloji, bilhassa ayrilabilir metrik
uzaylarin 6zellikleri iizerine uzun yillar yogun bigimde egilmistir. Ancak ondan
daha fazla dikkat c¢eken ve Tlizerinde kafa yorulan bir bagka temel konu
metriklenebilme sorusu olmustur. Ciinkii matematikg¢iler i¢in ¢ok 6nemli olan
uzaylarin bir¢ogu metriklenebilirdir ya da istendik olan uzaym metriklenebilir
olmasidir. Bundan dolay1 topolojinin 6nemli baglica problemlerinden biri herhangi
bir topolojik uzay i¢in bu topolojik uzay1 her daim metriklenebilir yapacak gerekli
ve yeterli kosullar1 bulmak olmustur.

Peki hangi topolojik uzaylar metriklenebilirdir? Bir baska deyisle; hangi
topolojik ozelliklerle donatilmig bir X topolojik uzaymin topolojisi, X {izerinde
tanimlanmig bir metrigin belirledigi topolojiye esit olabilir? Cilinkii Bir (X, 1)
topolojik uzay1 verildiginde, X lizerinde T, = 7 kosulunu saglayan bir d metrigi
varsa bu T ya metrik topoloji ve (X,7) topolojik uzayma da metriklenebilir
topolojik uzay denildigini biliyoruz. 1920’lerin basinda ortaya atilan bu soruyla o
tarihten bugiine degin ¢alisilmistir. (X, 7) verildiginde X kiimesi {izerinde bdyle bir
metrigin bulunabilmesi i¢in sadece agik kiimelere dayali bir dizi kosullarin bulunup
bulunamayacag ile ilgili aragtirmalar Urysohn’ nun calismalaria ragmen 1950’li
yillarin bagina kadar arzu edilen asamaya gelememisti. 1923 yilinda kanitlanan
tinlii Urysohn Metriklenebilme Teoremi 6rnegin, bu konuda ¢ok kullanigh bir yeter
kosul sunmaktadir.

Kompakthigin dogal bir genellestirilmesi olan parakompaktlik kavramina
iligkin bazi teorem ve sonuglardan hareketle, metriklenebilirlik kavrami genel
topolojik uzaylar igin genellestirilmisti. Aym1 zamanda bu ¢alismada

metriklenebilme teorisi iizerine yapilan uygulamalar i¢in kolaylik saglayan bir
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takim onemli teorem ve sonuglar da verilmistir. 1944 yilinda parakompakthigin
tanimlanmasi ve dort yil sonra her sézde metrik uzaym parakompakt oldugunun
kanitlanmasinin ~ ardindan  metriklenebilme konusunda ilging pek c¢ok
karakterizasyon verilmistir. Bu yillarda ise sahneye Bing, Nagata ve Smirnov ¢ikip
birbirlerinden bagimsiz olarak genel metriklenebilme teoremini kanitlayarak genel
topolojinin bag problemlerinden birine cevap {ireterek Onemli bir gelisme
kaydedilmis oldu.

Bu tez ¢alismasinda, Urysohn Metriklenebilme Teoremi, Nagata-Smirnov
Metriklenebilme Teoremi ve Smirnov Metriklenebilme Teoremi gibi 6nemli bazi
metriklenebilme teoremi ayrintili bir bicimde ele alinip kanitlari ile verilmistir.

Bu tezin ana goOvdesi olarak Nagata ve Smirnov tarafindan bagimsiz
gelistirilen bazi metriklenebilme teoremlerini inceleyecegiz. Nagata-Smirnov
Metriklenebilme Teoremi, Smirnov Metriklenebilme Teoremi odagimiz olmak
iizere bu teoremlerin ispatinda kullanilacak olan Genel Metriklestirme Teoremi,
Urysohn Lemma ve Urysohn Metriklenebilme Teoremi yani sira; Parakompaktlik
ve Yerel Sonluluk gibi metriklenebilme kosullar ile ilgili 6zelliklere ve teoremlere
de yer verecegiz.

Urysohn Metriklestirme Teoremi, bir topolojik uzay ne zaman
metriklenebilir sorusuna “Bir X uzayinin metriklestirilebilir olmasi igin regiiler ve
sayilabilir bir bazinin olmasidir.” diyerek 6nemli bir yanit {iretmis oldu. Ancak
daha giiclii ve rafine bir teorem ile ifade edilebilir mi sorusunu da beraberinde
getirdi. Bu durumda X iizerinde X in metriklenebilir olmasi i¢in hem gerekli hem
de yeterli olan kosullar1 yani metriklige esdeger kosullari bularak teoremi
gliclendirmek gerekecekti.

Urysohn Metriklestirme Teoremindeki regiilerlik kosulunun gerekli
oldugunu biliyoruz, ancak sayilabilir bazinin olmasi temel bir kosul degil.
Dolayisiyla yapilacak bariz sey, sayilabilirlik kosulunu daha zayif bir kosulla
degistirmek olmalidir. Ancak bu 0&ylesine hassas bir istir ki; bu kosulun

metriklestirmeyi garanti edecek kadar giiglii ve tim metrik uzaylarin da
v



saglayacagl kadar da zayif olmasi gerekir. Boyle bir durumda dogru hipoteze
ulasmak meselenin yarisindan fazlasini ¢6zmek anlamina geliyordu.

Sonunda J.Nagata ve Y.Smirnov tarafindan bagimsiz olarak formiile edilen
bu kosul, yeni bir sey olan yerel sonluluk kavramini igerir. “X uzayinin alt
kiimelerinden olusan bir A ailesi i¢in, X in her noktasinin A nin yalnizca sonlu
sayida elemaniyla kesisen komgulugu varsa yerel sonludur.” diyoruz.

Parakompaktlik kavrami kompaktligin son yillarda kesfedilen en yararh
genellemelerinden biri olma &zelligini tasimaktadir. Ozellikle topoloji ve
diferansiyel geometrideki uygulamalar i¢in olduk¢a kullanislidir. Burada yalnizca
bir uygulama olarak bir sonraki boliimde ispatin1 yapacagimiz metriklenebilme
teoreminde kullanilmak adina verilecektir.

Bu kavram ilk kez 1944’te Dieudonné tarafindan kompaktlhigin dogal bir
genellestirilmesi olarak verilmistir. Bu kavram Stone tarafindan her metrik uzayin
parakompakt oldugunun gosterilmesi ile daha biiyilk 6nem kazanmis ve bu sonug
Smirnov, Nagata ve Bing tarafindan Genel Metriklenebilme Teoreminin

ispatlanmasinda kullanilmugtir.
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1. GIRIS Erhan BATMAZ

1. GIRIS

Bir (X,7) topolojik uzayr verildiginde, X fiizerinde t; =t kosulunu
saglayan bir d metrigi varsa bu t ya metrik topoloji ve (X, ) topolojik uzayina da
metriklenebilir topolojik uzay denir. (X, 7) verildiginde X kiimesi iizerinde bdyle
bir metrigin bulunabilmesi i¢in sadece acik kiimelere dayali bir dizi kosullarin
bulunup bulunamayacag ile ilgili arastirmalar Urysohn 'nun ¢aligmalarina ragmen
1950°1i yillarin bagina kadar arzu edilen asamaya gelememisti. Bu yillarda ise
sahneye Bing, Nagata ve Smirnov ¢ikip birbirlerinden bagimsiz olarak genel
metriklenebilme teoremini kanitlayarak genel topolojinin bas problemlerinden
birine cevap tireterek 6nemli bir gelisme kaydedilmis oldu.

Bu tezin ana govdesi olarak Nagata ve Smirnov tarafindan bagimsiz
gelistirilen bazi metriklenebilme teoremlerini inceleyecegiz. Nagata-Smirnov
Metriklenebilme Teoremi, Smirnov Metriklenebilme Teoremi odagimiz olmak
iizere bu teoremlerin ispatinda kullanilacak olan Genel Metriklenebilme Teoremi,
Urysohn Lemma ve Urysohn Metriklenebilme Teoremi yani sira; Parakompaktlik
ve Yerel Sonluluk gibi metriklenebilme kosullar ile ilgili 6zelliklere ve teoremlere
de yer verecegiz.

Urysohn Metriklenebilme Teoremi, bir topolojik uzay ne zaman
metriklenebilir sorusuna “Bir X uzaymin metriklenebilir olmasi i¢in regiiler ve
sayilabilir bir bazinin olmasidir.” diyerek 6nemli bir yanit iiretmis oldu. Ancak
daha gii¢lii ve rafine bir teorem ile ifade edilebilir mi sorusunu da beraberinde
getirdi. Bu durumda X {izerinde X in metriklenebilir olmasi i¢in hem gerekli hem
de yeterli olan kosullar1 yani metriklige esdeger kosullari bularak teoremi
giiclendirmek gerekecekti.

Urysohn Metriklenebilme Teoremindeki regiilerlik kosulunun gerekli
oldugunu biliyoruz, ancak sayilabilir bazinin olmasi temel bir kosul degil.

Dolayisiyla yapilacak bariz sey, sayilabilirlik kosulunu daha zayif bir kosulla
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degistirmek olmalidir. Ancak bu O&ylesine hassas bir istir ki; bu kosulun
metriklenebilmeyi garanti edecek kadar giiglii ve tiim metrik uzaylarin da
saglayacagi kadar da zayif olmasi gerekir. Boyle bir durumda dogru hipoteze
ulasmak meselenin yarisindan fazlasini ¢6zmek anlamina geliyordu.

Sonunda J.Nagata ve Y.Smirnov tarafindan bagimsiz olarak formiile edilen
bu kosul, yeni bir sey olan yerel sonluluk kavramini igerir. “X uzayinin alt
kiimelerinden olusan bir A ailesi i¢in, X in her noktasinin A nin yalnizca sonlu
sayida elemaniyla kesisen komsulugu varsa yerel sonludur.” diyoruz.

Parakompaktlik kavrami kompaktlhigin son yillarda kesfedilen en yararh
genellemelerinden biri olma &zelligini tasimaktadir. Ozellikle topoloji ve
diferansiyel geometrideki uygulamalar i¢in olduk¢a kullanislidir. Burada yalnizca
bir uygulama olarak bir sonraki boliimde ispatin1 yapacagimiz metriklenebilme
teoreminde kullanilmak adina verilecektir.

Bu kavram ilk kez 1944’te Dieudonné tarafindan kompaktligin dogal bir
genellestirilmesi olarak verilmistir. Bu kavram Stone tarafindan her metrik uzayin
parakompakt oldugunun gosterilmesi ile daha biiyilk 6nem kazanmis ve bu sonug
Smirnov, Nagata ve Bing tarafindan Genel Metriklenebilme Teoreminin
ispatlanmasinda kullanilmistir.

Bize asina olan uzaylarin ¢ogu zaten parakompakttir. Ornegin, bu tanimin
dogrudan bir sonucu olarak her kompakt uzay aym1 zamanda parakompakttir.
Ayrica Stone tarafindan ifade edilen ve ispatini verecegimiz bu teoreme gore “Her

2

metriklenebilir uzay parakompakttir.” Dolayisiyla parakompakt uzaylar smifi,

inceledigimiz en 6nemli iki uzay sinifin1 ve daha nice uzaylar da igerir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bolimde tezde kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremleri
verecegiz. Bunu yaparken c¢ogu Onerme niteligindeki ifadelerin kanitlarina
girmeden kisa hatirlatmalar seklinde verilecektir. Ancak bu tezin konusu olan bazi
metriklenebilme teoremlerinin ifade edilmesinde kullanilacak olan Onemli
teoremler ve Onermeler ispatlar1 ile verilmistir. Ozellikle Urysohn Lemma,
Urysohn Metriklenebilme Teoremi ve genel metriklenebilirlik bu kapsamda

degerlendirilmistir.

2.1. Metrik Uzaylar ve Siirekli Fonksiyonlar

Tanim 2.1.1. X kiimesi bostan farkli ve d: X X X — R fonksiyon olsun.

(i) Herx,y € Xi¢in d(x,y) =20 ve d(x,y) =0=x=y
(i) Her x,y € X i¢in d(x,y) = d(y,x)
(iii) Her x,y,z € X i¢in d(x,y) + d(y,z) = d(x,z)

Ozellikleri saglantyorsa d’ye X iizerinde metriktir denir. d metrik ile X kiimesine
metrik uzay denir ve (X, d) ile gosterilir.

X’de verilen bir d metrigi i¢in d(x,y)’e x ve y arasindaki uzaklik ve (i).
ve (iii). 6zelliklerine ise, metrik aksiyomlar1 denir.
€ > 0 olmak iizere By(x,¢) ={y|d(x,y) < €} kiimesine merkezi x noktasinda

olan bir € — top denir. B, (x, €) kiimesi yerine B(x, €) de yazilabilir.

Tamim 2.1.2. (X, d) metrik uzay ve A ve B, X in bostan farkli alt uzaylari olsun.
Her x € X igin x ten A ya uzakligi
d(x,A) = inf{d(x,a)| a € A}

3
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olarak tanimlariz.
d(x,A) = inf{d(x,a)| a € A}
A ile B arasindaki uzakligi ise
Sabit bir 4 i¢in x,y € X verildiginde, her a € A igin
d(x,A) <d(x,a) <d(x,y)+d(y,a)
olup burada
d(x,A) —d(x,y) < infd(y,a) = d(y,A)
Boylece;
d(x,A) —d(y,4) < d(x,y)
elde edilir. Bu esitsizlik bize d(x,A) fonksiyonunun x i¢in siirekli fonksiyonu
oldugunu gosterir.
Simdi Lebesgue sayisi kavramimi tanitalim. Metrik uzayin (X, d) sinirli bir A alt
kiimesinin ¢apinin su say1 oldugunu hatirlayalim:

sup {d(as,a;)| a;,a, EA}

Lemma 2.1.3. (Lebesgue number lemma) A, (X, d) metrik uzayinin bir ortiisii
olsun. Eger X kompakt ise, § > 0 vardir, 6yle ki X in ¢ap1 § dan kiiciik olan her bir
alt kiimesi i¢in onu igeren bir A nin bir eleman1 vardir.

Burada § sayisina A ortiisii i¢in bir Lebesgue Sayisi denir.

Ispat. Munkres, (2000) Lemma 27.5” e bakiniz.

Tamm 2.1.4. (X, dy) ve (Y, d,) birer metrik uzay olmak tizere ve bir
f:(X,dy) — (Y, d,) fonksiyon olsun. Her € > 0 ve tim x,, x; € X ¢ifti i¢in
dy (x0,%1) < 8§ = dy, (f(x0),f(x1)) <€
olacak sekilde € ya bagh bir § > 0 sayist bulunabiliyorsa f fonksiyonu diizgiin

sureklidir denir.
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Teorem 2.1.5. f:(X,d,) — (Y,d,) siirekli fonksiyon olsun. (X,d,) kompakt

metrik uzay1 ve (Y, d, ) metrik uzay1 ise f diizgiin stireklidir.

ispat. Munkres, (2000) Lemma 27.6’ ya bakiniz.

2.2. Kompakthk

Tanim 2.2.1. (X,T) topolojik uzay ve A da X in alt kiimelerinden olusan bir aile
olsun. Eger A ailesinin elemanlarinin birlesimi X e esit ise, A ailesine X in bir
ortiisti(veya ortiimil) denir. Bu durumda;

Eger A nin elemanlar1 agik kiimeler ise, A ailesine X in bir agik Ortiisii,

Eger A 1n elemanlar1 kapali kiimeler ise, A ailesine X in bir kapali ortiisii denir.

Ayrica bir Ortiimiin eleman sayisi sonlu veya sayilabilir ise bu Ortiime sirasiyla

sonlu Ortiim veya sayilabilir 6rtiim adi verilir.

Tamm 2.2.2. (X, 1) topolojik uzay ve A ailesi X in bir ortlisti olsun. Eger A nin
bir A’ alt ailesinin elemanlarinin birlesimi yine X e esit oluyorsa yani X i¢in bir

ortii oluyorsa bu A’ ailesine A nin alt 6rtiisii denir.

Tamim 2.2.3. X topolojik uzayimin her agik ortiisiiniin bir sonlu alt ortiisii varsa, bu

X uzayma kompakt uzay denir.

Tanmmm 2.24. Y c X ve A, X in bir alt kiimeler ailesi olmak tlizere A nin
elemanlarinin birlesimi Y yi igeriyorsa, A4 ya Y nin bir 6rtiimii denir. Bu durumda,
eger A nin elemanlar acik (kapali) kiimeler ise, A ya Y nin bir acik (kapali)

Ortimu denir.
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Eger Y nin her agik ortiimiiniin bir sonlu alt 6rtiimii varsa Y alt uzayima kompakttir
denir. Eger A nin elemanlar1 Y de acik ise, A ya Y nin kendisindeki bir agik
ortiimii denir. Eger Y nin kendisindeki her agik ortiimiiniin bir sonlu alt ortiimii
varsa, Y alt uzayina kendisinde kompakttir denir.

Asagidaki kompaktlik ile kendisinde kompaktlik kavraminin denkligini

gosterelim.

Ornekler 2.2.5.
1. R uzay1 dogal topolojiye gore kompakt degildir:
A ={(n,n+2) | n € Z} ailesi R bir agik 6rtimii oldugu agiktir:

+00
R = U(n,n +2)

Ayrica, bu agik ortiimiin R i¢in sonlu bir alt ortiisii yoktur. Dolayisiyla, R uzayi
dogal topolojiye gére kompakt degildir.

2. Ruzaymm X = {0} U {%| n €zt } alt uzay1 kompakttir:
A ailesi X in herhangi bir acik ortiisii olsun. O halde 3 U € A i¢in U kiimesi X in
0 noktasini igerendir. U kiimesi a¢ik oldugundan 3 (a, b) i¢in 0 € (a,b) c U dir.
1

— ,.0€(@b)cU

. 1 . : 1
neNy 0< ~< b olacak sekilde secelim. Agikca —
dir. O halde 3 Uy, Uy, ..., Un_y € Aigin 1€ Uy, € Uy, ...,—— € Up_; olup,

A' ={U;,U,, ..., Up_1,U} € A alt ailesi X in sonlu alt ortiistidiir. Dolayisiyla, X
uzay1 kompakttir.

3. (0,1] yari-agik araligi kompakt degildir:

(0,1] arahiginin A = { (%, 1] |n€ N} acik Ortiisiinii ele alalim.

+00

on-{Jes

n=1
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Agik¢a, A nin (0, 1] kiimesi igin bir sonlu alt ortiimii yoktur. Dolayistyla (0, 1]
kompakt degildir.
Acikga goriliir ki, benzer sekilde (0,1) de kompakt degildir.

4. Sonlu bir kiime kompakttir.
Teorem 2.2.6. Kompakt uzaylarin kapali alt uzaylar1 da kompakttir.
spat. Munkres, (2000) Theorem 26.2’¢ bakiniz.

Sonug 2.2.7. X bir topolojik uzay ve Fy, F,, ..., F, kiimeleri de bu uzayin kapal alt

kiimeler ailesi olsun.

n
F = U F; kompakttir < Heri=1,2,..,nicin F; kompakttir.
i=1

Ispat. Aciktir.
Teorem 2.2.8. Hausdorff uzaylarin her kompakt alt uzayi kapalidir.

Ispat. Munkres, (2000) Theorem 26.3’¢ bakiniz.

Teorem 2.2.9. Kompakt uzaylarin siirekli doniistimler altindaki goriintiisii de
kompakttir. Yani f:X — Y siirekli ve X kompakt uzay olsun. O halde f(X) de
kompakt uzaydir.

Ispat. Munkres, (2000) Theorem 26.5’e bakiniz.

Teorem 2.2.10. X bir kompakt uzay ve Y bir Hausdorff uzay olmak iizere

f:X — Y fonksiyonu siirekli olsun. Asagidakiler dogrudur.

7
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(i) f surjektif (6rten) ise f kapali doniisiimdiir.
(i) f injektif (igine) ise f gdmme doniisiimiidiir.

(iii) f bijektif (birebir ve orten) ise f homeomorfizmadir.
Ispat. Agiktir.
Teorem 2.2.11. Sonlu sayida kompakt uzaylarin ¢arpimi da kompakttir.

Ispat. Munkres, (2000) Theorem 26.7’ ye bakiniz.

Tamm 2.2.12. X bir topolojik uzay ve A, X in alt kiimelerinin bir ailesi olsun.
Eger A nin her {A;,A4,, ..., A,,} sonlu alt ailesi
AiNA,N..NA, 0

kosulunu sagliyorsa, A ailesi sonlu arakesit 6zelligine sahiptir denir.

Teorem 2.2.13. X bir topolojik uzay olsun. X topolojik uzaymin kompakt olmasi
icin gerek ve yeter kosul bu uzayda sonlu arakesit 6zelligine sahip olan her kapali
kiimeler ailesinin biitiin elemanlarinin arakesitinin bostan farkli olmasidir.

Ispat. Munkres, (2000) Theorem 26.9’a bakiniz.

Sonu¢ 2.2.14. ¢; 2 C, D - D €, D Cpyq D -+ bir kompakt uzayin kapali bostan

ﬂcn;e(o

farkli alt kiimeleri olsun. O zaman

olur.

ispat. Agiktir.
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Teorem 2.2.15. X, en kiigiik iist sinir 6zelligine sahip basit sirali bir kiime olsun.

Siralama topolojisinde, X teki her bir kapali aralik kompakttir.
ispat. Munkres, (2000) Theorem 27.1’e bakiniz.

Teorem 2.2.16. (i¢ ice Araliklar Lemmasi) R kiimesinde
Vn €Z"igin, [aniq,bns1l € [an, byl

Ozelligine sahip bostan farkli kapali ve smirli araliklarin  koleksiyonu

[ tanbal = 0

nezt

{la,, bp]}pez+ olsun. O zaman,

arakesiti bostan farklidir.

Ispat. Munkres, (2000) Theorem 27.1°e bakiniz.

Teorem 2.2.17. R kiimesi iizerinde standart topoloji olsun. Her kapali ve sinirli

[a, b] aralig1 R nin kompakt alt kiimesidir.

ispat. Agiktir.

Teorem 2.2.18. R kiimesinde kapali ve sinirh araliklar [aq, b,], ..., [ay, by, ] olsun.

[ai, b1] X ... X [ay, by] kiimesi R™ uzaymda kompakt alt kiimedir.
Ispat. Agiktir.
Teorem 2.2.19. (Heine - Borel Teoremi) R" iizerinde standart topolojiye ve

standart metrik var olsun. C < R" alt kiimesinin kompakt olmasi igin gerek ve

yeter kosul C nin kapal1 ve smirli olmasidir.
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Ispat. Aciktir.

Teorem 2.2.20. (Ekstrem Deger Teoremi) X # @ topolojik uzay ve Y lineer
sirali uzay olmak tizere f:X — Y siirekli fonksiyon olsun. Eger X kompakt ise

Vx € Xigin f(c) < f(x) < f(d) olacak sekilde ¢, d € X vardir.

Ispat. Munkres, (2000) Theorem 27.4° bakiniz.

2.3. Sayilabilirlik ve Ayirma Aksiyomlari

Buradaki tanitacagimiz kavramlar, kompaktlik ve baglantililik gibi
kalkiiliis ve analiz ¢alismalarindan dogal olarak ortaya ¢ikmayan ¢ok dnemli 6zel
durumlar1 igermektedir. Yani; belirli bir uzayr metrik uzaya veya bir kompakt
Hausdorff uzayma gdommek gibi problemler, analizden ziyade temel olarak
topolojiye has problemlerdir. Bu yilizden bu ve bunun gibi problemlerin ¢oziimii
icin sayilabilirlik ve ayrilabilirlik aksiyomlarina ihtiya¢ vardir.

Bu boéliimde iste bu giiglii aksiyomlar1 tanitacagiz, bunlarin sonuglarini
inceleyip (simdilik) temel amacimiz olan Urysohn Metriklenebilme Teoremi’nin
ispatina giden yolu da insa edecegiz. Kisaca bu teorem diyor ki; “Eger X topolojik
bir uzay1 belirli bir sayilabilirlik (2.sayilabilir) ve belirli bir ayirma aksiyomunu

(regiilerlik) sagliyorsa X bir metrik uzaya goémiilebilir yani metriklenebilirdir.”

Tammm 2.3.1. Eger bir topolojik uzaym x, noktasinda Oyle bir sayilabilir
komguluklar ailesi vardir ki; x,’in herhangi bir komsulugu bu ailenin en az bir
elemanimi igerirse bu uzay X, noktasinda bir ‘sayilabilir komsuluk tabanina

sahiptir’ denir.

10
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Tamm 2.3.2. Eger bir (X,7) topolojik uzayin her noktasinda bir sayilabilir
komsuluk tabani varsa, bu uzaya ‘birinci sayilabilirlik aksiyomunu sagliyor’ veya

‘birinci sayilabilir uzay’ denir.

Onerme 2.3.3. Her metrik uzay birinci sayilabilirdir.

Ispat. Aciktir.

Teorem 2.3.4. X, topolojik bir uzay olsun.

(i) @ # A c X alalim. (x,,) — x olacak sekilde x noktasina
yakinsayan A ya ait bir (x,) dizisi varsa o zaman x € A olur. Eger X, birinci
sayilabilir uzay ise teoremin tersi de dogrudur.

(i) f:X — Y olsun. Eger f siirekli ise (x,;) = x iken tiim yakinsak diziler igin

f(x,) = f(x) olur. Eger X, birinci sayilabilir uzay ise teoremin tersi de dogrudur.

Ispat. Munkres (2000) Theorem 21.2’¢ ve Teorem 21.3” e bakiniz.

Tanim 2.3.5. Eger bir (X, 7) topolojik uzayinin bir sayilabilir tabani varsa bu uzaya

‘ikinci sayilabilirlik aksiyomunu sagliyor’ veya ‘ikinci sayilabilir uzay’ denir.

Teorem 2.3.6. Her bir ikinci sayilabilir (X,7) uzay1 birinci sayilabilirdir. Tersi

dogru degildir.

Teorem 2.3.7.
i) Birinci sayilabilir uzaym alt uzayr da birinci sayilabilirdir ve
sayilabilir sayida ¢arpimi da birinci sayilabilirdir.
ii) Ikinci sayilabilir uzaymn alt uzay: da ikinci sayilabilirdir ve sayilabilir

sayida ¢arpimi da ikinci sayilabilirdir.

11
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Ispat. Munkres (2000) Theorem 30.2° e bakiniz.

Not 2.3.8. ikinci sayilabilirlik aksiyomu global bir 6zellik iken birinci sayilabilirlik
Ozelligi lokal bir 6zelliktir. Dolayisiyla ikinci sayilabilirlik aksiyomu ¢ok daha
glicliidiir dyle ki her metrik uzay bile bu aksiyomu saglamaz, bilindik bir¢ok uzay
da saglamaz. Bu aksiyom Urysohn Metriklestirme Teoremi gibi teoremlerin

kanitlanmasinda kullanilir.

Not 2.3.9. Ote yandan bir topolojik uzayin ikinci sayilabilir olup olmadigini uzay

izerinde taniml1 topoloji belirler.

Tanim 2.3.10. (X, 7) bir topolojik uzay ve A € X bir kiime olsun.

i) Eger A=X ise A kiimesine X uzayinda yogundur (her yerde
yogundur) denir.
ii) Eger X in sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa (X,7) uzayina

ayrilabilir topolojik uzay (Fréchet Uzayt) denir.

Sonugc 2.3.11. Yukaridaki tanimin bir sonucu olmak {izere;

AcX, Xteyogun & herbiragtk@ #U c X icinAnU # @ dir.

Ispat. Acik

Teorem 2.3.12. ikinci sayilabilir her bir (X, 7) uzay1 ayrilabilirdir.

ispat. Rahimov (2006), Teorem 2.1.3’¢ bakiniz.&

Teorem 2.3.13. Her ayrilabilir (X, d) metrik uzayi ikinci sayilabilir uzaydir.

12
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Ispat. Biilbiil (1994), Teorem 4.12’e bakiniz.@

Not 2.3.14. Ayrilabilir oldugu halde ikinci sayilabilir olmayan uzaylar da vardir.
Ornegin X sayillamaz bir kiime olmak iizere bu kiime iizerindeki &zel nokta
topolojisi ve sayilabilir tiimleyenler topolojisi ile topolojik uzay ayrilabilir oldugu

halde ikinci sayilabilir degildir.

Not 2.3.15. R alisilmis topolojik uzay1 ikinci sayilabilirdir, dolayisiyla R aligilmis
topolojik uzay1 ayrilabilirdir. Ote yandan R ayrik topolojik uzay1 ayrilabilir
degildir, ¢ilinkii bu uzaym tek yogun alt kiimesi R dir ve R sayilabilir degildir.
Ayrilabilir olma 6zelliginin de diger topolojik 6zellikler gibi kiime tizerindeki

tanimlanan topolojiye bagli oldugu goriilmektedir.

Tamim 2.3.16. Bir topolojik uzayin her agik ortiisiiniin bir sayilabilir alt Ortiisii

varsa bu uzaya bir Lindelof uzay1 denir.

Tanimdan da anlagilacag: lizere bu kavram kompaktlik kavramina da ¢ok
yakindir, sdyle ki bir kompakt uzayr bir Lindelof uzayidir. Fakat bir Lindelof

uzayimnin kompakt uzay olmasi gerekmez.

Tanim 2.3.17. (X, 7) bir topolojik uzay olsun.

(i) Egerher x,y eX(x #y)icin x €U,y € U veya x €.V,y € V olacak
sekilde U € X veya V c X agik kiimeleri varsa Ty — uzayt (Kolmogorof),

(ii) Egerher x,y € X (x #y)icin x €U,y € U ve x &.V,y € V olacak
sekilde U € X veV c X acik kiimeleri varsa Ty — uzayt (Fréchet uzayt),

(iii)Egerherx,y € X (x #y)icinx €U,y €V ve UNV = @ olacak
sekilde U c X veV c X agik kiimeleri varsa T, —uzayt (Hausdorff uzayt)

denir. ( bir topolojik uzayin her farkli iki noktasinin ayrik agik komsuluklart varsa

13
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Teorem 2.3.18. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. O halde;
(X, 1) bir Ty — uzayidir < farkliher x,y € X igin m * @

Ispat. Biilbiil, (1994) Teorem 8.1’e bakiniz.

Not 2.3.19. Tanimlar1 karsilastirirsak kolayca goriiliir ki,
T,=T, =T, (T, €T, €Tp)

olur. Ancak tersi dogru degildir.

Tanim 2.3.20. X topolojik uzay olsun.

(i) Eger her x € X ve x € F kosulunu saglayan F c X kapali kiimesi i¢in
x ve F nin ayrik komsuluklari varsa, bu uzaya regiiler uzay denir.Bagka bir deyisle;
Her kapali F € X kiimesi ve x € F noktasi icin x €U , FSV ve UNV =0
olacak sekilde U,V c X acik kiimelerinin olmasidir.

Regiiler uzaylar T; uzay1 olmak zorunda degildir. Ancak X regiiler uzayi
ayni zamanda T; uzayi (her tek elemanl kiimesi kapali ) ise T3 — uzayt olarak
adlandirilir.

(ii) Eger X in her iki ayrik kapali alt kiimesinin ayrik komsuluklar1 varsa
bu uzaya normal uzay denir. Baska bir deyisle;
Her kapali, ayrik F,G € X kiimeleri icin Fc U ,GcV ve UNV =@ olacak
sekilde U,V c X acik kiimelerinin var olmasidir.

Normal uzaylar T; uzay1 olmak zorunda degildir. Ancak X normal uzay1
ayni zamanda T; uzay1 (her tek elemanli kiimesi kapali ) ise T, — uzayt olarak

adlandirilir.

Lemma 2.3.21. X bir topolojik uzay ve X in her tek elemanli kiimesi kapal1 olsun.
O halde;

(i) X regiilerdir. & Her x € X ve x in her keyfi bir U komsulugu i¢in

14
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x €V c V c U olacak sekilde x in bir V komgulugu vardir.
(i) X normaldir. & Her A c X kapali kiimesi ve A y1 iceren her keyfi bir U
agik kiimesi igin A cV cV c U olacak sekilde A yi igeren V agik

kiimesi vardir.

Ispat. i) (=): X bir regiiler uzay olsun. x € X ve U, x in keyfi bir acik komsulugu
verilsin. Boylece F = X — U kiimesi kapali olup x € F dir. Hipotezden dolayi,
x€EV,F=X—-U cWveVNW = 0 kosulunu saglayan V ve W agik kiimeleri
vardir. y € F keyfi verilsin. W, = W alalim. O halde y €W, ve VNW, =@
oldugundan, y € V dir. Dolayisiyla V N F = @ dir. Boylece V < U olur.

(<) Her x € X ve F, x i icermeyen bir kapali kiime olsun. O halde U = X — F
kiimesi x in bir komsulugudur. Buradan, V ve X — V kiimeleri i¢in

xEV,Fc X—=Vveln (X - V) = @ dir. Boylece X regiilerdir.m

ii) (=): X bir normal uzay olsun. A € X kapali bir kiime ve A € U olacak sekilde
bir U agik kiimesi olsun. F =X — U kiimesi kapali ve (X—U)NA=20
oldugundan A c W; ve (X —U) c W, ve W; N W, = @ olacak sekilde W;, W,
acik kiimeleri vardir. Buradan Ac W, c X —W, c X — (X — U) = U olur.

X — W, kapali bir kiime oldugu i¢in, A € Wy € W, € X — W, c U elde edilir.
(&): A, B c X kapaly, ayrik iki kiime olsun. X — B kiimesi a¢ik ve A € X — B dir.
Teoremin kosulundan V agik kiimesi i¢in; A € V c V c X — B yazilabilir.

V ve X — V kiimeleri igin A c V , B CX—VveVn(X—V) = @ saglanir. m

Sonug 2.3.22. X topolojik uzayinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

her x € X noktasinin kapali komsuluklar ailesi bu noktanin bir yerel tabanidir.

ispat. Biilbiil, (1994) Teorem 8.12’ye bakiniz.
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Onerme 2.3.23. Asagidaki 6zellikler kolayca gériilebilir:
(i) Bir regiiler (T; —uzayin) uzayin alt uzayi da regiilerdir (T3 —uzayidir).
(i)
X = nXi carpim uzayi regiler (T3 — uzayr) < her bir i
iel

€ I icin X; uzayi regilerdir. (T3 — uzayidir)
Ispat. Munkres, (2000) Theorem 31.2° ye bakiniz.
Not 2.3.24. Bu bdliimde ve bundan sonraki bdlimde kisaca gorecegimiz gibi,
normal uzaylar i¢in yukaridakine benzer bir teorem yoktur. Ancak asagida

verecegimiz teorem sadece kapali alt uzaylarinin normal oldugunu soyler.

Teorem 2.3.25. Bir normal uzayin (T3 —uzay1) kapali alt uzaylar1 normaldir.

(T3 —uzayidir).
Ispat. Agiktir.

Sonu¢ 2.3.26. Regiiler uzay (T3 —uzay1) olma ozelligi ve Normal uzay

(T, —uzayn) olma 6zelligi topolojik bir degismezdir.
Ispat. Aciktir.

Teorem 2.3.27. Sayilabilir bir tabana sahip (ikinci sayilabilir) regiiler uzaylar

normaldir.

Ispat. (X, 7) bir regiiler uzay ve B ailesi T nun bir sayilabilir taban1 olsun.
A, B c X iki ayrik kapali kiime olsun. X uzay1 regiiler oldugundan her x € A nin B

yi igermeyen bir V komsulugu vardir. Lemma 2.3.21 e gére x in bir U komsulugu
16
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icin UcV komgulugu vardir. O halde 3B € B i¢in x € B c V dir ve B ailesi
sayilabilir oldugundan 3 B4, B,, ... € B i¢in

Ac U B,
n
dir. Buradan;

AcUUn ve U,NB=0 (n=12,..)dir.
n

Benzer sekilde, 3 V;,V,, ... € T igin;

BCUVn ve VnnA=(Z) (n=1,2,..)dir.

n
U=UUn ve V=UVn
n n

olsun. Agik¢a, U,V €t ve Ac U,B cV dir. Genel olarak, UNV # @ yani

U ve V ayrik olmayabilir. Bundan dolay1 asagidakileri kiimeleri tanimlayalim:
n n

Un’=Un—U7i ve Vn’=Vn—Uﬁ

i=1 =1

~

U,' ve V,’ kiimeleri her n igin acik kiimelerdir. x € A keyfi verilsin. O halde 3In

icin x € U,, dir. Her i i¢in x & V; oldugundan x € U,,’ dir. Dolayisiyla

ACUUn’
n
BCUVn'

n

U’=UUn' ve V’:UVn'
n

n

dir. Benzer sekilde,

dir. Simdi;

kiimeleri igin U’ N V' = @ oldugunu gosterelim. Aksini varsayalim, yani bir x

igin x € U' n V' olsun. O halde, 3p, q i¢in x € U," NV, dir. Kolaylik i¢in p < g

17
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olsun. Uy’ ve V" kiimelerinin tamimindan x € U, ve x € U, oldugu elde edilir.

Oysa bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla U’ ve V' kiimeleri sirasiyla A ve B kiimelerinin

ayrik agik komsulugudur. Sonug olarak, (X, 7) uzayi normaldir. m
Teorem 2.3.28. Bir metrik uzay normaldir.

Ispat. (X, d) bir metrik uzay, A ve B , X in iki ayrik kapali alt kiimesi olsun.
Hera € Ave b € B igin €, ve €}, yi sirastyla

B(a,ef) NB=0 ve B(b,e,)) NA=0
olarak segelim. U ve V kiimelerini ise, sdyle tanimlayalim:

U=UB(a,62—a) ve V=UB(b,62—”)

a€eA beB

Agikca, U ve V kiimeleri acik olup, A € U ve B c V dir. Bu kiimelerin ayrik
oldugunu gosterelim. Egerz € U NV ise,3a € Ave b € B igin ;

Z€EB (a,ez—a) ve Z€EB (b,%b)
dir.

Ea+6b
2

d(a,b) <d(a,z) +d(z,b) <
dir.
Eger €, < €, ise, d(a, b) < €, dir, yani a € B(b, €,) dir.
Eger €, < € ise, d(a, b) < €, dir, yani b € B(a, €,) dir.
Her iki durumda da bir ¢eliski elde edilir. Dolayisiyla, U NV = @ olur.

Sonug olarak (X, d) uzay1 normaldir. m

Teorem 2.3.29. Bir kompakt Hausdorff uzay normaldir.
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Ispat. X bir kompakt Hausdorff uzay1 olsun. X in her kapal alt kiimesi kompakt
oldugundan bu uzay regiilerdir. A,B € X iki ayrik kapali kiime ve a € A olsun. X

uzay1 regiiler oldugundan a ve B lerin sirasiyla U, ve V, ayrik komsuluklar1 vardir.

v
a

Ortiimiiniin bir sonlu alt 6rtiimii vardir, yani 3a4, a,, ..., a, € A igin,

n
AcC U Ug,
i=1

A kompakt oldugundan 4 nin

dir.

n n
U=UUaz ve V= Va,
=1

i=1 i
olsun. O halde U ve V kiimeleri agik olup,
AcU,BcVwvelUNV=0

olur. Buradan X uzay1 normaldir. m

Tamim 2.3.30. X topolojik uzay olsun. Eger her kapali F € X kiimesi ve x € F
noktasi i¢in f(x) =0 ve x € F igin f(x) = 1 kosullarin1 saglayan siirekli f: X —

[0, 1] fonksiyonu varsa X uzayina tam (tlimiiyle) regiiler uzay denir.

Tam regiiler uzaylar T; uzay1 olmak zorunda degildir. Ancak X tam regiiler

uzay1 ayni zamanda T; uzayi (her tek elemanli kiimesi kapali ) ise T,1 — uzayt
2

olarak adlandirlir. T, — uzayt aym zamanda Tychonoff uzay1 olarak da bilinir.
2

Agiktir ki, normal uzay tam regiiler uzaydir (Urysohn Lemma) ve tam

regiiler uzay da regiiler uzaydir.

Onerme 2.3.31. Asagidaki 6zellikler vardir:
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(i) Tam regiiler uzaylarin alt uzaylar1 da tam regiilerdir.
(ii) Tam regiiler uzaylarin ¢arpim uzaylari da tam regiilerdir.

Ispat. Munkres, (2000) Theorem 33.2."ye bakiniz.

Teorem 2.3.32. Topolojik uzaymm tam regiiler olma oOzelligi de topolojik

degismezdir. (0zelliktir)

ispat. Acik.

Sonu¢ 2.3.33. Her T, —uzayt ayni zamanda T, —uzay: dir ve her
2

T3% — uzayi da T; — uzayu dir.

2.4. Urysohn Lemma ve Urysohn Metriklenebilme Teoremi

Simdi genellikle “Urysohn Lemmas1” olarak adlandirilan bir teorem olan
bu boliimiin en derin igerigine gegiyoruz. Urysohn Lemmasi bir dizi dnemli
teoremi kanitlamada kullanilan ¢ok 6nemli bir aragtir. “Urysohn Metriklenebilme

Teoremi” nin de ispatini verecegiz.

Teorem 2.4.1. (Urysohn Lemma) X bir normal uzay olsun. Eger A ve B, X in iki
ayrik kapali alt kiimeleri ise f(4) = {a} ve f(B) = {b} olacak sekilde

f:X — [a, b] siirekli fonksiyonu vardir.

Ispat. Biitiin kapali ve smirli arahiklar birbirine homeomorf olduklarindan
teoremdeki [a, b] yerine [0,1] araligi alinabilir. Bundan dolayi, teoremi [0,1] igin
ispatlayalim. Ispat1 birka¢ adimda gerceklestirecegiz:

1. Adm: P: = [0,1]1 n Q = {q4, g5, ..., } U {0,1} olmak lizere P, : = {0,1} ve
n = 2i¢in B, = {q4, 92, .-, @n-1} U {0,1} olsun.

Matematik indiiksiyon yontemi ile , her n ve p,q € P, i¢in;
20



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER Erhan BATMAZ

p<q=U,cl, (1)
kosulunu saglayan {Up}pEPn acik kiimeler ailesi varligini gosterelim.
n=1 i¢in; X bir normal uzay ve U;:=X\B i¢in A c U; oldugundan
normallikten Lemma 2.3.21. den dolay1 dyle bir U, agik kiimesi vardir ki:
AcU, ve U_0 cU;
dir. Buradann = 1 ve p,q € B, i¢in
p<q=U,cl,
dir.
Simdi (1) in n i¢in dogru oldugunu kabul edip, n+ 1 i¢in dogrulugunu
ispatlayahm. B, \ P41 = {r} olsun. r i¢in U, yi tamimlayalim. p,q € Pp44
sayilar1 r nin sirasiyla sol ve sag komsulugu olsun. Agik¢a p, g € P, dir. Hipoteze
gore U_p c U, olan U, ve U, agik kiimeleri vardir. X uzayi normal oldugundan
normallikten Lemma 2.3.21. den 6yle bir U, agik kiimesi vardir ki:
U, c U, ve U.cU, )
dir.
Simdi (1) nin P,,,; kiimesi i¢in de dogru oldugunu gosterelim: s,t € P,., keyfi
verilsin. Eger s,t € P, ise, hipoteze gore , s < t i¢in Uy c U, dir. Eger t & P,
ise,t =7 ve s € B, dir. Budurumda, s < p i¢in (1) ve (2) ye gore;
Us;c U, c U,
dir. s > q igin ise, yine (1) ve (2) ye gore
U, c U, c U

dir. Sonug olarak, (1) i saglayan U, agik kiimeleri elde edilir.

2. Adim: {Up}pEP ailesini tim Q ya sOyle genisletelim:

U_{(Z), p <0 ise
PX, p>1 ise

Acgikgcaher p,g € Q ve p < q igin U_p c U, dir.
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3.Adim: Bu adimda f fonksiyonu tanimlanacaktir.
Herx € X i¢in M(x) ={p|x € Up } olsun.
Eger p < Oise, U, = @ oldugundan { p | p < 0} N M(x) = @ olur.
Eger p > 1 ise, U, = X oldugundan p € M(x) olur. Dolayisiyla, M(x) # @ ve
M (x) alttan simirhidir. Agikga inf M(x) € [0,1] dir.
f:X — [0,1] fonksiyonunu soyle tanimlayalim:

f(x) =infM(x) =inf {p|x € Up}

4.Adim: Bu adimda f(A) = {0} , f(B) = {1} ve f nin siirekli oldugu

gosterilecektir.
Eger x € A ise, her p = 0 igin x € U, dir.Dolayisiyla M(x) ={p |p =0,p € Q}
dir. Buradan, f(x) = infM(x) = 0 dir, yani f(4) = {0} dir.
Benzer sekilde, eger x € B ise, ancak p > 1 i¢in x € U,, dir, yani
M(x)={p|p>1,p € Q} dir. Dolayisiyla, f(x) =inf {p| p>1, p€Q} =1
dir. Sonug olarak f(B) = {1} dir.
Eger x € U, ise, (1) e gore , her s > r i¢in x € Uy dir. Dolayisiyla, inf M(x) <r
dir, yani

x€U, = f(x)<r 3)
Eger x ¢ U, ise, (1) e gore, her s < ri¢in x & U dir. Dolayisiyla, inf M (x) >r
dir, yani

xe¢U, = f(x)=>r 4)
V x9 € X alalim. V kiimesi f(x,) m keyfi bir acik komsulugu olsun. O halde
dc,d €R: f(xy) € (c,d) c V dir. Agtk¢aI p,q € Q :

c<p<flr)<g<d (5
U=Ug\ U_p olsun. Eger,
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Xo & Ug ise, (4) e gore f(xo) = q dir. Oysa bu durum (5) ile geligir. Buradan
Xo € Uy dir;
Xo € U_p ise, (3)e gore f(xy) < p dir. Oysa bu durum (5) ile ¢eligir. Buradan
Xo € U_p dir. Dolayisiyla, xy € U, ve xq € U_p dir, yani xy € U dur.
Sonug olarak, U kiimesi x, 1n bir agik komsulugudur.
Simdi f(U) c V oldugunu gosterelim. x € U keyfi verilsin. O halde x € U, Uq
olup, (3) e gore f(x) < q dir. x & U_p oldugundan x € U, dir. Buradan (4) e gore
f(x) = p dir. Dolayisiylap < f(x) < q dir, yani f(x) € [p, q] dir.

[p.ql € (c,d) cV
oldugundan f(x) € V dir. Buradan f(U) < V dir. Sonug olarak, f(x) fonksiyonu

sureklidir. m

Tamm 2.4.2. X bir topolojik uzay ve A,B c X olsun. Eger bir f: X — [0,1]
stirekli fonksiyonu i¢in
f(A) ={0} ve f(B) ={1}

ise, A ve B kiimeleri bir siirekli fonksiyonuyla ayrilabiliyor denir.

Simdi, Urysohn Lemmas1 s6yle de ifade edilebilir;
Eger bir T; uzaymin her iki ayrik kapali kiimesi agik kiimelerle ayrilabiliyorsa, bu
kiimeler bir siirekli fonksiyonlarla ayrilabiliyordur.

Aslinda onermenin tersi de dogrudur, soyle ki bir siirekli fonksiyonuyla
ayrilabiliyor iki kapali ayrik kiimeler acik kiimelerle de ayrilabiliyordur.

Gergekten, A ve B iki kapali ayrik kiime ve f:X — [0,1] bir siirekli fonksiyon
olmak tizere f(A) = {0} ve f(B) = {1} olsun. Agikga, [0,%) ve (%, 1] kiimeleri

[0, 1] uzaymin R deki alt uzay topolojisine gore agiktir. f siirekli oldugundan

v=r7(03) vev=r(G.w
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kiimeleri X te agiktir. f(A) = {0} ve f(B) = {1} oldugundan A c U ve B c V dir.
Egerx € U NV ise,

1 1
feoelos) ve fee(31l
dir. Bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla U NV = @ dir. Sonug olarak, A ve B kiimeleri

sirasiyla U ve V agik kiimeleriyle ayrilabiliyordur.

Buradan, son olarak Urysohn Lemmasi asagidaki gibi ifade edilebilir;

Bir T; uzaymin her iki ayrik kapali kiimesinin acik kiimelerle ayrilabiliyor
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu kiimelerin bir siirekli fonksiyonla da
ayrilabiliyor olmasidir.

Bu 6nermeden T; ve T, aksiyomlari i¢in asagidaki sonug ¢ikarilabilir:

Sonug¢ 2.4.3. Bir T; uzaynim T, uzay1 olmasi i¢in(normal uzay) gerekli ve yeter
kosul bu uzayin her iki ayrik kapali kiimesinin bir siirekli fonksiyonla ayrilabiliyor

olmasidir.
Ispat. Yukarida ispat1 verildi.
Sonug 2.4.4. Her normal uzay tam regiiler uzaydir.

Ispat. x € X, F c X kapali kiime ve x & F olsun. {x} c X tek noktal1 kiime kapali
ve {x}NF =0 oldugu i¢in Urysohn Lemmadan f(x)=0 ve f(F)=1
saglanacak sekilde siirekli f: X — [0, 1] fonksiyonu vardir.m

Simdi bu boliimiin asil amacina, bize bir topolojik uzaym metriklenebilir
oldugu kosullar1 veren bir teoreme geliyoruz. Kanit, tezin dnceki boliimlerinden
birkac¢ bileseni bir araya getiriyor; tezin basinda verdigimiz metrik topolojilere

iligkin sonuglarin yani sira bu boliimde kanitlanmis olan sayilabilirlik ve ayirma
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aksiyomlarna iliskin gercekleri kullanir. Ispatta kullanilan temel yap1 basit ama
¢ok kullanighdir.

Kanitin iki versiyonu vardir ve her birinin daha sonra ortaya ¢ikacak yararl
genellemeleri oldugundan, burada ikisini de sunuyoruz. Ilk versiyon, tamamen
regiiler uzaylar i¢in bir gdmme teoremi vermek iizere genellestirir. ikinci versiyon,
Nagata-Smirnov Metriklenebilme teoremini ispatladigimizda yani tezin ana

boliimiinde genellestirilecektir.

Teorem 2.4.5. (Urysohn Metriklenebilme Teoremi) Sayilabilir tabana sahip her

regiiler uzay metriklenebilirdir.

Ispat. X i metriklenebilir bir Y uzayina gémerek X in metriklenebilir oldugunu
kanitlayacagiz; yani, X i Y nin bir alt uzayi ile homeomorfik gostererek. Kanitin
iki versiyonu, metriklenebilir Y uzaymin segiminde farklilik gosterir. Ilk
versiyonda Y, ¢arpim topolojisindeki R® uzayidir, daha 6nce sahip oldugumuz bir
uzaydir, metriklenebilir oldugunu biliyoruz. Ikinci versiyonda, Y uzay1 da R dir,
ancak bu sefer diizglin metrik p ile verilen topolojide. Her durumda, bizim

insamizin X i R® nin [0,1] alt uzayma gémdugii ortaya ¢ikiyor.

1. Adim: Asagidakileri kanitliyoruz:
X in herhangi bir x; noktasit ve x, n herhangi bir U komsulugu verildiginde;
fn: X — [0,1] siirekli fonksiyonlarmin sayilabilir bir koleksiyonu vardir yle ki f;,
in x¢ da pozitif ve U disinda sifir olacak sekilde n € N vardir.
Urysohn Lemmasinin bir sonucu olarak x, ve U verildiginde boyle bir fonksiyon
vardir. Ancak, her (xq, U) cifti i¢in boyle bir fonksiyon segersek, elde edilen
koleksiyon genel olarak sayilabilir olmayacaktir. Gorevimiz koleksiyonu

kiiciiltmek. Iste devam etmenin bir yolu:
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{B,}, X icin sayilabilir bir taban olsun. B, C B,, sartim saglayan her
n, m indeks ¢ifti i¢in, Urysohn Lemmasinin bir uygulamasi olarak gy, ., (B_n) = {1}
ve gnm(X — By) = {0} olacak sekilde siirekli bir gy, ,,,: X — [0,1] fonksiyonu
secilebilir. O halde {gn,m} koleksiyonu ihtiyacimizi karsilar: x, ve xy m bir U
komgulugu verildiginde, U da bulunan x, 1 i¢eren bir B, taban elemani se¢ilebilir.
Regiilerlik kullanilarak, x, € B, ve B, C B, olacak sekilde B, segilebilir. O
halde n,m; g, , fonksiyonunun tanimlandig: indis ¢iftidir ve x, da pozitiftir ve U
disinda sifirlanir. {gn’m} koleksiyonu, Z* x Z* nin bir alt kiimesiyle indeksli
oldugundan, sayilabilirdir; bu sebeple pozitif tamsayilarla yeniden indekslenebilir

ve bizim ihtiyacimiz olan {f,} koleksiyonunu verir.

2.Adim: (Kanitin birinci versiyonu)

1. Adimdaki f,, fonksiyonlar1 g6z oniine alindiginda, ¢arpim topolojisi iizerinde bir
R® yi alalm ve F(x) = (fi(x), f2(x), ...) kurali bir F: X — R® tamimlayalim. F
nin bir gdmme oldugunu iddia ediyoruz.

Birincisi, F siireklidir ¢iinkii R® ¢arpim topolojisine sahiptir ve her bir f
siireklidir. ikincisi, F birebirdir ¢iinkii x # y verildiginde, f,,(x) > 0 ve f,(y) = 0
olacak sekilde bir n € N oldugunu biliyoruz; bu nedenle, F(x) # F(y).

Son olarak, F nin X in goriintiisii izerindeki homeomorfizmi, R® nin alt uzay1

Z = F(X) oldugunu gosterecegiz. F nin X i Z ye esleyen birebir-6rten fonksiyon
oldugunu biliyoruz, bu sebeple yalnizca X teki her bir agik U kiimesi i¢in, F(U)
nun Z de agik oldugunu goéstermemiz yeterlidir. z, , F(U) nun bir noktasi olsun.
zy € W < F(U) olacak sekilde bir Z nin agik bir W kiimesini bulacagiz.

F(xy) = z, olacak sekilde x,, U nun bir noktas1 olsun.

fn(xo) >0 ve fy(X —U) = {0} oldugu bir N indeksi secelim. R deki
(0, ) agik 1gmin1 alalim ve V, R® nin agik kiimesi

V= T[N_l((OJ Oo))
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olsun. W =V N Z olsun; o zaman alt uzay topolojisinin tanimi geregi W, Z de
aciktir. zo € W < F(U) oldugunu iddia ediyoruz. Birincisi z, € W ¢linkii

N (20) = 1y (F (%)) = fn(x0) > 0
dir. ikinci olarak, W c F(U) dir. Eger z € W ise, o zaman bazi1 x € X igin
z=F(x) ve my(z) € (0, ) dir.
ny(z) = ty(F(x)) = fy(x) > 0 ve fy, U diginda sifir oldugundan, x noktast U
icinde olmalidir. O halde istendigi z = F(x), F (U) igindedir.
Boylece F, X in R® ye gommedir. R® uzay1r carpim topolojisine gore
metriklenebilir ve F:X — R® bir gomme oldugundan X wuzayr da

metriklenebilirdir. m

3.Adim: (Kanitin ikinci versiyonu)

Bu versiyonda, X i (R®,p) metrik uzayina gémecegiz. Aslinda X i p metriginin
p = sup{|x; — y;|} metrigine esit oldugu [0,1]® alt uzayina gomecegiz.

1. Adimda elde ettigimiz f,: X — [0,1] fonksiyonlarinin  sayilabilir  bir
koleksiyonunu kullanacagiz. Ancak burada ek olarak tim x ler i¢in f, < 1/n
kosulunu uygulayacagiz.

F:X — [0,1]® ve F(x) = (fi(x), f5(x),...) olarak onceki gibi tanimlayalim. F
nin artik [0,1]® tizerindeki p metrigine gore bir gdmme oldugunu iddia ediyoruz.
2.Adimdan F nin bire-bir oldugunu biliyoruz. Ayrica, [0,1]“ {izerinde ¢arpim
topolojisi ile F nin X teki acik kiimeleri Z = F(X) alt uzaymin agik kiimelerine
gotiirdiigiinii biliyoruz. (F acik doniisiim) Bu ifade p metrigi tarafindan indiiklenen
[0,1]¢ tizerinde daha ince (daha biiyiik) topolojiye gegilirse de dogru kalir.

Geriye kalan tek sey, F nin siirekli oldugunu gdstermek. Bu, her bilesen
fonksiyonunun siirekli oldugu gerceginden kaynaklanmaz, ¢iinkii su anda R®
izerindeki ¢arpim topolojisini kullanmiyoruz. Burada f,, < 1/ n varsayimi devreye
giriyor.

Xy € X ve € > 0 olsun. Siirekliligi kanitlamak i¢in;
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x€U=p(Fx),F(xy))<e
kosulunu saglayacak sekilde x mn bir U komsulugunu bulmamiz gerekiyor.
Oncelikle yeterince biiyiik N secelim ve 1/ NS 6/2 olsun. Sonra her
n=12,..,N igin, f, lerin siirekliligini kullanarak her x € U,, i¢in
| o) — falxo) | < €/,
olacak sekilde x; 1 bir U,, komsulugu olsun.
U=U,NnU,Nn..N Uy olarak alalim; o halde istenildigi gibi U nun x;, in bir
komsulugu oldugunu gosterecegiz.
x € U olsun.

Eger n < N ise, segilen U ile | fi(x) — fr(x0) | < 6/2 olur.
Eger n> N ise, |f(x) = fu(xo) | < 1/y <€/ olur. Ciinkii f, , X i

[0, 1/ n] ile esler. Buradan da tiim x € U igin;

p (F(x),F(xy)) <€/y <€ olur. m
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3. BAZI METRIKLENEBIiLME TEOREMLERI

Bu tezin ana govdesi olarak Nagata ve Smirnov tarafindan bagimsiz
gelistirilen bazi metriklenebilme teoremlerini inceleyecegiz. Nagata-Smirnov
Metriklenebilme Teoremi, Smirnov Metriklenebilme Teoremi odagimiz olmak
iizere bu teoremlerin ispatinda kullanilacak olan Genel Metriklenebilme Teoremi,
Urysohn Lemma ve Urysohn Metriklenebilme Teoremi yani sira; Parakompaktlik
ve Yerel Sonluluk gibi metriklenebilme kosullari ile ilgili 6zelliklere ve teoremleri
de kullanacagiz.

Urysohn Metriklenebilme Teoremi, bir topolojik uzay ne zaman
metriklenebilir sorusuna “Bir X uzaymin metriklestirilebilir olmasi i¢in regiiler ve
sayilabilir bir bazinin olmasidir.” diyerek 6nemli bir yanit iiretmis oldu. Ancak
daha giiclii ve rafine bir teorem ile ifade edilebilir mi sorusunu da beraberinde
getirdi. Bu durumda X {izerinde X in metriklenebilir olmasi i¢in hem gerekli hem
de yeterli olan kosullar1 yani metriklige esdeger kosullar1 bularak teoremi
giiclendirmek gerekecekti.

Urysohn Metriklenebilme Teoremindeki regiilerlik kosulunun gerekli
oldugunu biliyoruz, ancak sayilabilir bazinin olmasi temel bir kosul degil.
Dolayisiyla yapilacak bariz sey, sayilabilirlik kosulunu daha zayif bir kosulla
degistirmek olmalidir. Ancak bu Oylesine hassas bir istir ki; bu kosulun
metriklestirmeyi garanti edecek kadar giigli ve tiim metrik uzaylarin da
saglayacagi kadar da zayif olmasi gerekir. Boyle bir durumda dogru hipoteze
ulagsmak meselenin yarisindan fazlasin1 ¢6zmek anlamina geliyordu.

Sonunda J.Nagata ve Y.Smirnov tarafindan bagimsiz olarak formiile edilen
bu kosul, yeni olan yerel sonluluk kavramini igerir.

“X uzayinin alt kiimelerinden olusan bir A ailesi i¢in, X in her noktasinin

A nin yalnizca sonlu sayida elemaniyla kesisen komsulugu varsa yerel sonludur.”
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Simdi, B tabaninin sayilabilir oldugu kosulunu ifade etmenin bir yolu, B nin her bir
B,, ailesinin sonlu oldugu

B = UBn

nezt

biciminde ifade edilebilecegini sOylemektir. Bu, B nin sayilabilir oldugunu
sOylemenin garip bir yolu, ancak onun daha zayif bir versiyonunun nasil formiile
edilecegini gosteriyor. Nagata-Smirnov kosulu, B tabaninin her bir B,, ailesi yerel

sonlu olmak iizere,

biciminde ifade edilebilmesini gerektirmektedir. Boyle bir B toplulugunun
sayilabilir yerel sonlu oldugunu sdyliiyoruz. Sasirtict bir sekilde, bu kosul,
regiilerlikle birlikte X in metriklenebilirligi i¢cin hem gerekli hem de yeterlidir.
Bunu kanitlayacagiz.

Topolojide yerel sonluluk kavramini igeren baska bir kavram daha vardir.
‘Parakompaktlik’ adi verilen bu kavram kompakthigin genellestirilmis halidir.
Oldukga yeni bir kdkene sahip olmasina karsin, matematigin bir¢ok dalinda faydali
oldugu kanitlanmistir. Bir X uzayinin metriklenebilir olmasi icin gerekli ve yeterli
baska birtakim kosullari1 verebilmemiz i¢in onu burada tanitiyoruz.

X in ancak ve ancak hem parakompakt hem de yerel metriklenebilir olmasi
durumunda metriklenebilir oldugu ortaya ¢ikarildi. Bunu tezin son bdliimiinde

inceleyecegiz.

Oncelikle yerel sonluluk kavramini tanitacagiz.
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3.1. Yerel Sonluluk
Bu boliimde bu kavram ile ilgili baz1 temel ozellikleri, metriklenebilir
olmak i¢in 6nemli bir kosul oldugunu gorecegiz. Metriklenebilir uzaylarla ilgili

¢ok dnemli bir nermenin kanitini verecegiz.

Tanim 3.1.1. A, (X, T) uzayinin alt kiimelerinin bir koleksiyonu(ailesi) olsun.

(i) Her xe X igin A nin sadece sonlu sayida elemani ile arakesiti bos
olmayacak sekilde bir U, komsulugu varsa A ailesine X te yerel sonlu aile denir.

(ii) Eger her x € X noktasi A nin sonlu sayida elemaninin igine diigiiyorsa o
taktirde bu A ailesine nokta sonlu aile denir.

(iii) Yerel sonlu ailelerin bir 6zel tipi olarak ayrik(diskret) aileler tanimlanur.
Eger her x € X noktasi A nin en ¢ok bir elemanini kesen bir komsulugu varsa bu

A ailesine ayrik aile denir.
Sonug 3.1.2. Agikca goriiliir ki; her ayrik aile yerel sonludur.
Sonug 3.1.3. Agikca goriiliir ki her yerel sonlu aile ayn1 zamanda nokta sonludur.

Tamim 3.1.4. (X, t) bir topolojik uzay ve B, Xin alt kiimelerinden olusan bir ailesi
olsun.
(i) Eger
B = U By
nezt

seklinde yerel sonlu B, koleksiyonlarmin sayilabilir bir birlesimi olarak
yazilabilirse, B koleksiyonuna sayilabilir yerel sonlu aile veya o - yerel sonlu aile
denir.

(ii) Ayrica her bir B,, ailesi ayrik bir aile ise bu taktirde B ye o- ayrik aile adi

verilir.
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Ornek 3.1.5.
A ={(n,n + 2)|neZ*}

kontrol edecegimiz gibi, R de yerel sonludur. Ote yandan;

o={(o2)1ne)

(0,1) de yerel sonludur, ancak R de degildir

1 1
e~firtrt )]
n+1ln

ailesi gibi.

Lemma 3.1.6. A = {4,;|1 € A}, X in alt kiimelerinin yerel sonlu bir ailesi olsun.

O zaman

(i) A nin herhangi bir alt ailesi de yerel sonludur.

(ii) A nin elemanlarinin kapaniglarinin ailesi B = {Z,1|/1 € /1} de yerel

sonludur.

(iii)
U{A;LIA €A} = U{Zﬂa € A}

olur.

Ispat:
(i) Asikar.

(i) x € X herhangi bir nokta olsun. A = {A4;|1 € A} ailesi yerel sonlu

oldugundan

[Agl = HAEA: UNAy # 0} <o

olacak sekilde Ay © A vardir. Ay = {A4, 15, ..., 4, } olsun. Buradan her A & A, i¢in

UNA, = oldugundan B = [Z,ﬂ/l € A} ailesi de yerel sonludur. m
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(iii) 7 nin elemanlarinin birlesimini

U{Am €A} =v

olarak tanmimlayalim.
Her /€ Aigin A; C Y ve bdylece A; © Y oldugundan

U{ZAM €A} c U{AAM eA}=Y

oldugunu biliyoruz. Simdi yerel sonluluk varsayimlari altinda ters igermenin de

oldugunu kanitlayacagiz.

xe?=| Julren
alahm. {A;|1 € A} ailesi yerel sonlu oldugundan {A;|1 € A} ailesinin yalnizca

sonlu tane elemani ile kesisen x noktasinin bir U komsulugu vardir.

[Agl = HAEA: UNAy # 0} < o

diyelim. Buradan

xe | Jureanay
olur.

Gergekten

X € U{AAI)L € A\ Ay} varsayarsak U n ( U{AAM EA\AD) #0

olur. Buradan U N Ay # @ olacak sekilde bir A’ € (A \ A,) bulabilmeliyiz. Fakat
bu durum A, kiimesinin tanimiyla celisir.

O halde

x & U{Am € A\ 4y)
olur. Dolayisiyla;
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X € U{AM €A} = U{AM € Ay} U U{AM € A\ 4}

ve A, sonlu kiime oldugundan o&tiirii

X € U{Am €A} = U@u € Ay} C U{zm e )

elde edilir. Yani,

x € U@u e A)

olur.

x€EY = U{A,1|/1€/1}

idi ve sonug olarak;

Jren= | J@lrean

kanitlanmig olur. m

Tamim 3.1.7. A ve B, X uzayimnin alt kiimelerinin bir ailesi olsun. B nin her bir B
elemani igin, B yi iceren A nin bir 4 eleman1 varsa; B ye A nin bir inceltilmisi
(inceligi) ya da A nin bir rafinesi denir. Eger B nin elemanlar1 agik kiimeler ise B
ye A nin agik rafinesi (inceligi); kapali kiimelerse B ye kapali rafinesi (inceligi)

denir.

Lemma 3.1.8. X metriklenebilir uzay olsun. Eger A, X in agik ortiisii ise 0 zaman

A nin inceligi (rafinesi) olan ¢ —yerel sonlu bir € agik ortiisii vardir.

Ispat: Bu teoremi ispatlarken iyi siralama(well-ordering) aksiyomunu
kullanacagiz. A koleksiyonu i¢in iyi sirali ‘<’ olarak secelim. A nin elemanlarini
genel olarak U, V, W, ... gbsterelim.

X i¢in bir metrik olsun. n € Z* alalim. A nin bir U elemani verildiginde, S, (U) yu

U nun 1/n mesafe ‘biiziilerek’(shrinking) elde edilen alt kiimesi olarak

34



3. BAZI METRIKLENEBILME TEOREMLERI Erhan BATMAZ

tanimlayalim. Daha dogrusu, S,(U) = {x | B(x, %) cU }.( S, (U) kapali kiimedir,
ama bizim amacimiz i¢in bu énemli degil.) Simdi daha kiigiik bir kiimeye gegmek
icin A nin iyi sirali ‘<’ olusunu kullaniyoruz. A daki her bir U igin;

) =5, - | Jv

Vv<u

olarak tanimlayalim. Bu sayede goriiliir ki U <V < W ve bu kiimeler ayriktirlar.

Gergekte en az 1/ n lik bir mesafe ile ayrilirlar.(aralarinda en az 1/ n lik bir mesafe

vardir.) Bu, V ve W, A nm farkli elemanlan ise, x € T,(V) ve y € T,,(W)

oldugunda d(x,y) = 1/ n olmas1 anlamina gelir.

Bu gergegi kanitlamak icin, notasyonun ¥V < W olacak sekilde secildigini
varsayalim. x, T,, (V) i¢inde oldugundan x, S,,(V) i¢indedir, dolayisiyla x in l/n -
nin komsulugu da V de bulunur. Ote yandan V < W ve y, T,(W) de oldugundan
tanim bize y nin V de olmadigini séyler. Buradan y nin x in 1/n — komsgulugunda
olmadig1 sonucu ¢ikar.

T,,(U), heniiz istedigimiz kiimeler degil, ¢iinkii onlarin hala acik kiimeler
oldugunu bilmiyoruz. (Aslinda kapalhdirlar.) Oyleyse agik bir E, (U) kiimesi elde
etmek i¢in her birini biraz genisletelim. Ozel olarak E,(U), T,(U) nun 1/371 -
komsulugu olsun; yani x € T,(U) i¢in E,(U); B(x, 1/3n) acik yuvarlarin
birlesimi olsun.

U<V < W durumunda olusturdugumuz kiimeler ayriktir. Gergekten de
eger V ve W, A ni farkli elemanlar ise x € E,, (V) ve y € E, (W) oldugunda
d(x,y) = 1/ 3y, 0ldugunu ileri sirilyoruz; bu gergek hemen tiggen esitsizliginden
cikar. Her VV € A igin, E,, (V) kiimesinin V i¢inde yer aldigina dikkat edelim.

Simdi €,, = {E,,(U) | U € A} tammlayalim.
€, nin A nm incesi(rafinesi) olan yerel sonlu agik kiimeler ailesi oldugunu iddia
ediyoruz. €, nin A nin incesi oldugu gercegi, her V € A i¢in E, (V) c V oldugu
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gergeginden geliyor. €,, nin yerel sonlu olmasi gergegi, X teki herhangi bir x igin,
X in 1/ 6n- Komsulufunun €, nin en fazla bir elemaniyla kesisebilecegi

gerceginden gelmektedir. Tabiki €, ailesi X 1 6rtmez, yani Ortiisii degildir. Ancak;

€=Usn
nez+

olarak tanimlarsak € nin X in bir ortiisii oldugunu iddia ediyoruz.

X in bir x noktasi olsun. Baslangicta ele aldigimiz A ailesi X i Orter; A nin x i

igeren ( ‘<’ 1yi siralanigindan kaynakli) ilk elemani olarak U yu segelim. U agik

oldugundan, B (x, 1/n) c U olacak sekilde n segebiliriz. O halde tanim geregi
x € S, (U) olur. Simdi U, A nin x i igeren ilk eleman1 oldugundan, x noktasi

T, (U) a aittir. O halde x, istenildigi gibi €, nin E, (U) elemanina aittir. m

3.2. Nagata-Smirnov Metriklenebilme Teoremi

Bu bolimde X in regiilerliginin ve sayilabilir yerel sonlu bir bazinin
varligiin X in metriklenebilir olmasina esdeger oldugunu ispatlayacagiz.
Bu kosullarin metriklenebilirligi ima ettiginin kaniti, Urysohn metriklenebilme
teoreminin ikinci kanitini ¢ok yakindan takip eder. Bu kanitlamada, X uzayinin R®
ye olan bir doniisiimiinii olusturduk; bu, diizgiin metrik p ye gére R® {izerindeki
bir gdmmeydi. Oyleyse, bu ispatin ana unsurlarin1 gézden gegcirelim.ispatin ilk
adimi, sayilabilir bir tabana sahip her regiiler X uzaymnin normal oldugunu
ispatlamakti. Ikinci adim, X iizerinde noktalar: kapali kiimelerden ayiran gercek
degerli fonksiyonlarin sayilabilir bir {f,} koleksiyonunu olusturmakti. Ugiincii

adim, X uzaym: R® carpim uzayina gomen bir doniisiim tanimlamak igin f,
fonksiyonlarin1 kullanmakti. Ve dordiinci adim tiim x igin f, S% ise, bu
dontisiimiin gergekten de X uzaymi metrik uzay (R®,p ) ye gomdugidiir.

Genel metriklenebilme teoremini kanitlamak i¢in bu adimlarin her birinin

genellestirilmesi gerekir. 11k olarak, sayilabilir yerel sonlu bir tabani olan regiiler
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bir X uzaymnin normal oldugunu gésteriyoruz. Ikinci olarak, noktalar1 kapali
kiimelerden ayiran X tizerindeki gercek degerli fonksiyonlarin belirli bir {f,}
ailesini olusturuyoruz. Ugiincii olarak da bir J ailesi igin X uzaymi R’/ ¢arpim
uzayina gémmek i¢in bu fonksiyonlar1 kullaniyoruz. Ve dordiincii olarak da f,
fonksiyonlar1 yeterince kiigiikse, bu doniisiimiin gergekten X uzaymm (R®,p)
metrik uzayina gomdiigiini gésterecegiz.

Baglamadan once, Gg kiimesi kavramini burada vermek gerekiyor.

Tanim 3.2.1. (X, 7) bir topolojik uzay olsun.
(i) Egerbir A c X kiimesi

A= ﬂ G; ,(G; acik)
i=1

seklinde sayilabilir sayida agik kiimelerin arakesiti olarak yazilabilirse, bu A
kiimesine X te bir Gg — kiimesi ad1 verilir.

(i) Eger bir B c X kiimesi

B = U F; ,(F; kapalt)
i=1

seklinde sayilabilir sayida kapali kiimelerin birlesimi seklinde yazilabilirse, bu B

kiimesine X te bir Fg — kiimesi ad1 verilir.

Ornek 3.2.2. X uzaymin her acik alt kiimesi agikga goriiliir ki; G5 kiimesidir.
Birinci sayilabilir bir Hausdorff uzayinda her tek noktali kiime de bir G kiimesidir.
Bir X metrik uzayinda her kapali kiime de bir Gg kiimesidir. A € X ve U(4,€);
A nin e- komsulugunu gostersin. Eger A kapali ise

A= ﬂ U(A,%)

nezt

olur.
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Lemma 3.2.3. Bir X regiiler topolojik uzaymin o- yerel sonlu (sayilabilir yerel
sonlu) bir B tabani olsun. O zaman; X normal uzaydir ve X teki her kapali kiime,
sayilabilir sayida acgik kiimenin kesisimi seklinde yazilabilir, yani X te bir Gg

kiimesidir.

Ispat: Adim 1. W, X te acik olsun.

w=|Ju.= %

olacak sekilde X in acgik kiimelerinin sayilabilir bir ailesi {U,} oldugunu
gosterecegiz.

Buradan X igin B tabani, sayilabilir yerel sonlu oldugundan her bir B, ailesi yerel

B=UBn

C,, B€B, veB c W olacak sekilde B taban elemanlarindan olusan bir aile

sonlu olmak iizere;

biciminde yazabiliriz.

olsun. O zaman C,, yerel sonludur, B,, nin bir alt ailesidir.

U, = U B
B €C,
olarak tamimlayalim. U,, acik bir kiimedir ve Lemma 3.1.6. den dolayz;
=] B
Be ¢,

olarak tamimlayalim. Oyleyse U,, € W olur ve buradan da;

UUncUUnCW

elde edilir. x € W verilsin, regiilerlikten dolay1 x € B ve B € W olacak sekilde bir
B € B baz elemani vardir. Simdi bazi n degerleri i¢cin B € B,, alalim. Daha sonra

BeE C,
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ve yukaridaki tanimdan dolay1 x € U, olur. Buradan da istendigi iizere;

W c UU”

olur.

Adim 2. X teki her kapali € kiimesinin X te bir G5 kiimesini oldugunu gosterelim. C
verilsin, W = X — C alalim. Adim 1’den;

W= U U,
olacak sekilde X te U, kiimeleri vardir. O zaman
c=[x-7)

X in agik kiimelerinin sayilabilir bir kesisimine esit olur.
Adim 3. Son olarak da X in normal uzay oldugunu gosterelim. C ve D, X te ayrik

kapali iki kiime olsun. Kanitta kullandigimiz Adimml’i X — D kiimesine

UUn=UUn=X—D

olacak sekilde agik kiimelerin sayilabilir bir {U,,} ailesini olusturalim. Sonra {U,,},

uygulayarak,

C yi 6rter ve her bir U,, kiimesi, D 'den ayriktir. Benzer sekilde, kapanislart C den

ayrik olan agik kiimelerle D 'nin sayilabilir bir {I,} 6rtiisti vardir.

Simdi sayilabilir tabani olan bir regiiler bir uzaym normal oldugunu ifade eden
teoremin ispatinda ortaya c¢ikan duruma geri donmiis olduk. (Munkres (2000)

Theorem 32.1” e bakiniz.) bu kanit1 kelimesi kelimesine tekrarlayabiliriz.

n __ n __
U1,1=Un—U Vi Ve VTL’:VTL_U' Ui
=1 i=1

olarak tanimlayalim. Burada U;, ve Vj, lerin ag¢ik bir kiimeden kapal1 bir kiimenin

farki olmasindan &tiirii acik olduguna dikkat edelim. {U,'} C yi orter, ¢iinkii her
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x € C baz1 n ler i¢in U,, a aittir ve V; kiimelerinin higbirine ait degildir. Benzer

sekilde {V;,'} D yi 6rter. Bu durumda

U’=UU,’1 veV’=UVn’

nez* nez*

sirastyla C ve D ye gore ayrik agik kiimelerdir. m

Lemma 3.2.4. ( Urysohn Lemmasinin Daha Giiclii Hali) X normal uzay olsun
ve A © X kapali bir kiime olsun. Bu durumda; f~1({0}) = 4 (x € A igin f(x) =
Ovex & Aicinde f(x) > 0) kosulunu saglayan sirekli bir f:X - [0,1]
fonksiyonunun bulunabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul A nin bir Gg-kiimesi

olmasidir.

Ispat. (=): A, X uzaymin herhangi bir kapali alt kiimesi olsun.
3f:X-[01], fF1{0}) =A (x€Aicinf(x) =0vex & Aicinde f(x) > 0)

kosulunu saglayan bir fonksiyonunu alalim.

[ee)

-

n=1
esitliginden {0} tek nokta kiimesi, [0,1] uzaymin kapali bir Gg-altkiimesidir ve
bdylece ters goriintii alinirsa f siirekli oldugundan, A kiimesi de X uzayinda kapali
bir Gg-kiimesidir. Yani;

her n igin [0, %) kiimesi [0,1] in alt uzay topolojisine gore agiktir. O halde,

A=fiop = £ (ﬁ[o, %)) - ﬁf-l ([o, %))
n n=1

=1

seklinde yazilabildiginden dolay1 A bir Gg-kiimesidir.
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(&) : A, normal X uzayinda kapali bir Gs-kiime olsun. n € Z* i¢in A y1 U, agik

A= ﬂun

co
i=1

kiimelerinin kesisimi olarak

seklinde yazilabilir. Burada her n € Z* i¢cin An (X — U,,) = @ olur yani A ve

(X —U,) ler ayriktir. Aym zamanda bu kiimeler kapali oldugundan Urysohn
Lemma dan dolay1 x € 4 i¢in f,,(x) =0 ve x € (X — U,) i¢in f,(x) =1 olacak
sekilde stirekli bir f,: X — [0,1] siirekli fonksiyonu mevcuttur.

x € X i¢in;

()
2TL

serisini goz oniinde bulunduralim. Bu seri zin ile kargilastirildiginda (WeierStrass

M-Testine gore)

1
)] _ 1 1 /2
T Sz—n ve ZZ_"Z iy 1/2 = 1 yakinsak
oldugundan
fu(x)
211
serisi diizgiin yakinsaktir. O halde
X
flx) = fnz(n ) ile tamimlanan f: X - [0,1]
limit fonksiyonu stireklidir.
X € Aigin ;
fn(X)
f) =) ===0

x¢A(xeX-U,)icin
N A® 1 Y,
flx) = 2—n~§2_n—1_1/2—1

olacak sekilde (f, A da 0 ve (X — A) da pozitiftir) m
41




3. BAZI METRIKLENEBILME TEOREMLERI Erhan BATMAZ

Sonug 3.2.5. X normal uzayinin A alt kiimesinin agik bir F5 — kiimesi olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul A =f ‘1((0, 1]) olacak sekilde bir f:X — [0.1] siirekli

fonksiyonun bulunmasidir.

Ispat: Fg —kiimesinin tiimleyeni Gg-kiimesi oldugunu goz oniine alarak bu

sonucun ispatt Lemma 3.2.3. den elde edilerek kolayca goriiliir.

Arttk bu bolimiin varilmast gereken hedefi olan Nagata-Smirnov

Metriklenebilme Teoremini ifade edip kanitlayabiliriz:

Teorem 3.2.6. (Nagata-Smirnov Metriklenebilme Teoremi)
Bir X topolojik uzayinin metriklenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul X uzayimin
regiiler olmast ve bir o-yerel sonlu tabana (sayilabilir yerel sonlu taban) sahip

olmasidir.

Ispat. (&) X uzaymn regiiler uzay ve sayilabilir yerel sonlu bazinin B oldugunu
kabul edelim. Bu durumda X normaldir ve X teki her kapali kiime, X teki bir Gg
kiimesidir. Simdi bazi1 J ler i¢in X i (R/,p) metrik uzaya gomiilerek ile X in

metriklenebilir oldugunu gosterecegiz. Her B,, ailesi yerel sonlu olmak iizere,

B=U73n

olsun. Her n € Z* ve her B € B,, tabani i¢in;

fap: X —[0,1/n] . x€B icin fop(x)>0 ve x€B igin fp(x) =0
kosulunu saglayacak sekilde bir siirekli fonksiyonu segelim. (Urysohn Lemma)
{ fn,B} siirekli fonksiyonlar ailesi noktalar1 X teki kapali kiimelerden ayirir: Bir x

noktasi ve bu x, noktasmin bir U komsulugu verildiginde, x € B ¢ U olacak
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sekilde bir B taban1 vardir. Sonra bazi n ler i¢cin B € B,, , dyle ki f, g(x) > 0 ve
fnp » U disinda sifirlanir.
B € B, olmak iizere J, (Z* X B) nin (n,B) tiim giftlerden olusan alt kiimesi
olsun.
F:X = [0,1) ,F(x) = (fus (%)) (n,B)e; olarak tanimlayalim.
[0,1)/ iizerindeki carpim topolojisine gore F doniisiimii bir gdmmedir. (imbedding
Teoremi)
Simdi [0,1]/ nin diizgiin(uniform) metrik tarafindan iiretilen (indiiklenen-
dogurulan) topolojiyi veriyoruz ve F nin bu topolojiye gore bir gdmme oldugunu
gosteriyoruz. Iste burada f,p(x) < 1/n kosulu s6z konusu. Diizgiin(Uniform)
topoloji , ¢arpim topolojisinden daha incedir. Bu sebeple diizgiin metrige gore, F
doniistimii birebirdir ve X in agik kiimelerini Z = F(X) goriintli uzaynimn agik
kiimelerine tasir. F nin siirekli oldugunun ayrica bir ispatin1 vermeliyiz.
R/ nin [0,1]/ alt uzayinda, diizgiin metrigin asagidaki esitligi sagladigina dikkat
edelim.

p((xe), Va)) = sup{lxg — ¥4}
Siirekliligi kanitlamak i¢in; bir x, € X noktasini ve € > 0 sayisini alalim.

x €W = p(F(x),F(xy)) <e€

kosulunu saglayan xy 1n bir W komsulugunu buluruz.
n sabit tutulsun. B,, ailesinin yalnizca sonlu sayida elemaniyla kesisen x, 1n bir U,
komsulugunu ele alalim. Bu B nin B,, iizerinde degistiginden, f,, 5 fonksiyonlarinin
sonlu tanesi hari¢ hepsinin U,, lizerinde 6zdes olarak sifira esit oldugu anlamina
gelir. Ciinkii her f,, p fonksiyonu siireklidir, artik U,, iginde kalacak sekilde xy1n bir
V, komsulugunu segebiliriz, B € B,, i¢in diger kalan f,, p fonksiyonlarinin her

birinin 6/2 oraninda degistigi durumlarda.
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Her n € Z* igin boyle bir x, m V,, komsulugunu alalim. Ardindan 1/ NS 6/2
olacak sekilde N secin ve W = V; NV, N ...N Vy olarak tanimlayalim. W nin x; 1n
istenen komsulugu oldugunu iddia ediyoruz.
x € W olsun. Eger n < N iken;

|fn,3(x) —fn,B(xo)l < 6/2
olur, ¢iinkii f,, 5 fonksiyonu ya ayni sekilde sifirlanir ya da W iizerinde en fazla € / 2
oraninda degisir.

Eger n > N iken;
frz ) = foz(o)| < 1/n < €/,
olur, ¢linkii f,, g X 1 [O, 1/n] e esler. Bu sebeple tam da istenildigi tizere

p(F(x),F(xy)) < €fp < €

olur.

(=): Simdi tersini kanitlayacagiz. X in metriklenebilir oldugunu varsayalim. X
metriklenebilir ise regiiler oldugunu biliyoruz; simdi X in sayilabilir yerel sonlu
tabani oldugunu gosterelim.

X i¢in bir metrik alalim. Bir m verildiginde A,, ; X in yari¢api l/m olan tiim agik

yuvarlardan olusan bir ortiisii olsun. Lemma 3.1.8. den dolay1 A,, agik ortiisiiniin

yerel sonlu agik bir B,, incesi vardir. B, nin her elemaninin ¢apinin en fazla Z/m
olduguna dikkat edelim. m € Z* igin B ; B,, ailelerinin birlesimi
B = U Bm
mezZ*

olacak yazalim. Burada her bir B,,, ailesi sayilabilir yerel sonlu oldugundan dolay1
B de sayilabilir yerel sonludur. Simdi B nin X igin bir taban oldugunu gdsterecegiz.
x € X ve € > 0 verilsin , B nin B(x, €) iginde x igeren bir B elemaninin oldugunu

gosteriyoruz. 1/m < 6/2 olacak sekilde dnce m segelim. O halde B,,, X in bir

ortiisii oldugundan B,, nin x i igeren bir B elemanmi seg¢ebiliriz. B, x i
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icerdiginden ve ¢api en fazla Z/m < € oldugundan, istenildigi gibi B(x, €) i¢inde

kaldigin1 goéstermis oluruz. m

3.3. Parakompakthk

Parakompaktlik kavrami kompakthigin son yillarda kesfedilen en yararl
genellemelerinden biri olma &zelligini tasimaktadir. Ozellikle topoloji ve
diferansiyel geometrideki uygulamalar i¢in oldukga kullanighdir. Burada yalnizca
bir uygulama olarak bir sonraki boliimde ispatin1 yapacagimiz metriklenebilme
teoreminde kullanilmak adina verilecektir.

Bu kavram ilk kez 1944’te Dieudonné tarafindan kompaktlhigin dogal bir
genellestirilmesi olarak verilmistir. Bu kavram Stone tarafindan her metrik uzaym
parakompakt oldugunun gosterilmesi ile daha biiyiilk 6nem kazanmis ve bu sonug
Smirnov, Nagata ve Bing tarafindan Genel Metriklenebilme Teoreminin
ispatlanmasinda kullanilmustir.

Bize asina olan uzaylarin ¢ogu zaten parakompakttir. Ornegin, bu tanimin
dogrudan bir sonucu olarak her kompakt uzay aynmi zamanda parakompakttir.
Ayrica Stone tarafindan ifade edilen ve ispatini verecegimiz bu teoreme gore “Her
metriklenebilir uzaym parakompakttir.” Dolayisiyla parakompakt uzaylar sinifi,
inceledigimiz en 6nemli iki uzay sinifin1 ve daha nice uzaylari da igerir.

Parakompakthigin  kompaktligi nasil genellestirdigini gormek igin,
kompaktligin tanimini hatirlayalim;

“X in her acik A Ortiisiiniin X 1 Orten sonlu bir alt ortii (ailesi) iceriyorsa, X
uzayinin kompakt oldugu soOylenir.” Bunu sdylemenin esdeger bir baska yolu
sudur:

“X in her acik A Ortiisliniin X i 6rten sonlu bir agik rafinesi(incesi) B varsa X uzayi

kompakttir.”
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Bu tanim ayn1 zamanda basitce sunu ortaya ¢ikarir; boyle bir B rafine(incesi)
verildiginde, B nin her bir elemani i¢in onu iceren A nin bir eleman segilebilir; bu
sekilde de A nin X i 6rten sonlu bir alt ortiisii elde edilir.

Bu yeni kompakthik formiilasyonu gariptir, ancak genellestirmenin bir

yolunu 6nermesi baglaminda 6nemlidir:

Tamim 3.3.1. X bir kiime ve U ve V, X in iki farkli ortiisii olsun. Eger her U € U
icin U c V olacak bigimde bir V € V varsa bu ‘U ortiisiine V ortiisiiniin bir incesi(

rafinesi) denir ve U < V ile gosterilir.

Tamim 3.3.2. (X, t) topolojik uzaymin her acik ortiisiiniin yerel sonlu agik incesi
varsa bu (X, ) uzayina parakompakt uzay denir.

Parakompaktlik taniminin bir parcasi olarak uzaym Hausdorff olmasi kosulu da
g6z Oniinde bulundurulur.

Aciktir ki, her kompakt uzay parakompakttir. Ancak her parakompakt uzay,
kompakt olmayabilir. Ornegin, X kiimesi sonsuz elemanl bir kiime olmak {izere,
(X, tp) ayrik topoloji uzay1 parakompakt olmasina karsin kompakt degildir.

R™ wuzay1r parakompakttir. Yine benzer sekilde bilinen topoloji ile R de
parakompakttir.

Daha sonra genel olarak tiim metrik uzaylarin parakompakt oldugunu gorecegiz.
Bu yiizden kompakt olmayan her metrik uzay, kompakt olmayan parakompakt
uzaydir.

Parakompakt uzaylar bazi 6zellikleri ile kompakt uzaylara benzer. Ornegin, bir
parakompakt uzayin bir alt uzay1 her zaman parakompakt degildir, ancak kapali bir
alt uzay1 parakompakttir. Ayrica parakompakt Hausdorff uzay1 normaldir. Bagka
Ozellikler yonii ile de parakompakt uzaylar kompakt uzaylara benzemez, 6zellikle
iki parakompakt wuzaym ¢arpimi, parakompakt olmak zorunda degildir

kompaktligin aksine. Simdi bu gergekleri gosterelim.
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Teorem 3.3.3. Parakompakt uzaylarin her kapal alt uzay1 parakompakttir.

Ispat. (X,t) bir parakompakt uzay ve A, (X,t) uzaymin herhangi bir kapal alt
kiimesi olsun. 7, = {U N A : U € t} seklinde tanimhdir. U, (A4,74) nin agik bir
ortiisii olsun. Alt uzay topolojisi tanimindan dolayr her U € U igcin U=ANVy,
olacak sekilde en az bir Vy € T vardir. V ={V; : U € U} U {X \ A} olsun. 7V,
(X, 1) nun bir acik ortiistidiir. (X, 1) parakompakt oldugundan V nin agik yerel
sonlu bir W inceligi vardir. Simdi kolayca goriliir ki, {A N W:W € W} ailesi de
A nin yerel sonlu agik Ortiisiidiir ve U nun da bir inceligidir. O halde (4, t4) kapali

alt uzay1 da parakompakttir. m

Teorem 3.3.4. X bir parakompakt uzay ve AveB, X uzaymm kapali alt
kiimelerinin ayrik ¢ifti olsun. Eger Vx € B i¢in, Ac Uy, x €V, ve U, NV, =0
olacak sekilde U, , V, acik kiimeleri varsa, bu durumda

AcU,BcV ve UNV =0
olacak sekilde U, V acik kiimeleri vardir.

Ispat. X bir parakompakt uzay olsun. Bu uzaym kapali alt kiimlerinin ayrik A4, B
ciftini ve her x € B i¢gin Ac U, ,x €V, ve U, NV, =@ kosullarin1 saglayan
Uy, V. acik kiimelerini alalm. {V,},ep U {X \ B} ailesi, X uzaymnin agik bir
ortiistidiir. Bu 6rtiiniin yerel sonlu agik inceligine {W;}s¢s diyelim.
So={s€S: W,NnB+0}

olsun. Bu durumda,

Bc USESOVVSVC her s € S, i¢in AN W = @ olur.
Oncelikle B cJ s, Ws oldugunu  gosterelim. B ¢ USESO W, oldugunu
varsayalim. O halde x & USE 5% W; olacak sekilde bir x € B vardir. Bu durumda her

S €Sy igin x & W; olur. {W;}ses ailesi ortii oldugundan x € W olacak sekilde
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s’ € S vardir ve bu s’ igin, x € B N W # @ bulunur. Bunu saglayan s’ noktasinin
So da olmasi gerekir. Ancak varsayimimiza gore her s € S, i¢in x € W idi. Bu

celiskiden kaynakli B < USE s Ws oldugu sonucu ¢ikar.
0

Simdi her s € S, i¢in A N W = @ oldugunu gosterelim. {We3ses, ailesi
{Vi}xep U {X \ B} ortiisiiniin bir inceligi oldugundan, W € {W} ¢, igin
Wy <V, veya Ws c (X\B)
olacak sekilde bir x € X vardir. Fakat W; N B # @ oldugundan W; c (X \ B)

olmasi imkansizdir. O halde W, c V, olmalidir. U, NV, = @ oldugundan

W, n U, = @ olmalidir. Béylece W N U, = @ elde edilir. Gergekten de

W,NnU, # @ olsaydi y € W, n U, olacak sekilde bir y € X vardir ve buradan
y €W, ve y € U, olur. Uy, y noktasim igeren bir agik kiime oldugundan bu
noktanin bir komsulugu olur. y € W ise, W, N U, # @ olmalidir. Bu durum

W, N U, = @ olmast ile geliskilidir. Dolayistyla W N U, = @ olur. Bu durumda

A c U, oldugundan W5 N A = @ elde edilir.
Teorem 3.1.7. ii) den dolay1

SESO SESO
elde edilir. Buradan da
U=X\UWS ve V=UWS
SESO SESO

seklinde segilen U ve V kiimeleri agiktir ve U NV = @ bulunur. O halde
AcU, BcVwveUNV =0

kosullar1 saglanmis olur. m

Simdi bu teoremden hareketle de asagidaki teoremi gostermeye ¢alisalim.
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Teorem 3.3.5. Her parakompakt Hausdorff X uzay1 normaldir.

Ispat. X bir parakompakt uzay olsun. Oncelikle X uzaymmn regiiler oldugunu

gostermeliyiz. A € X kapali kiime ve x € A olsun.X uzay1r Hausdorff oldugundan
her y € A i¢in x & Vy olacak sekilde bir 73, acik kiimesi vardir. Gergekten de her
y € A igin x # y ve X uzay1 Hausdorff oldugundan,
x €Uy, yEV, veUyNU, =0
olacak sekilde Uy ,V,, © X agik kiimeleri vardir. Eger x € Vy olsaydi, x noktasinin
her Uy komsulugu igin Uy N V(yy # @ olurdu. Uy , x noktasinin bir komsulugu
oldugundan U, N U, # @ olmahdir. Ancak bu durum U, N U, = @ ile gelisir, o
halde x €& Vy olmalidir. Buradan;
V={V,: yeAJu{X\A4}
ailesi X uzayinin bir agik ortiistidiir. X uzay1 parakompakt oldugundan V ortiisiiniin

yerel sonlu acik bir W inceligi vardir.
v=|Jwew:wnazo

seklinde tanimlanan V kiimesi aciktir ve W bir ortli oldugundan A c V saglanir.

Ayrica W ailesi yerel sonlu oldugundan

VzU{WeW:WnA¢@}=U{W:WnA¢@}

olur. Diger yandan, W, 7V nin bir inceligidir. Ger¢ekten de W € W i¢in eger
WnA+@isey €W N A olacak sekilde bir y € X vardir. Bu durumday € W ve
y € A olur. V nin tanimindan y € A noktasina karsilik gelen Vj, igin W c V, olur.

Buradan W € V elde edilir. Eger W N A = @ ise, W < (X \ A) olur. Bu durumda
yine W € V bulunur. Béylece W N A # @ olacak sekildeki her W € W igin

W c 'V, olacak sekilde bir V, € V vardir. Buradan W= Vy ve X & Vy oldugundan
x & W bulunur. Buradan x & V olur. Béylece x € (X \ V), A c V ve

VN (X\V)=0 elde edilir, bu ise X uzaymin regiiler olmas anlamma gelir.
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Simdi A ve B, X de ayrik ve kapali kiimeler olsun. X uzay1 regiiler oldugundan her
Xx€B igin V,NA=@ olacak sekilde bir V, acik kiimesi vardir. Yukarida
kullandigimiz yontemi tekrar uygularsak:

Ve ={l|x € B}U{X\B}

X uzayinin agik bir ortiisiidiir. Bu ortiiniin yerel sonlu agik incesi W* olsun.

V*=U{W*EW*|W*OB¢(Z)}

olarak tamimlanan V* acgik kiimesi agiktir ve B c V* olur. W* yerel sonlu

oldugundan

F:U{W*eW*|W*nB¢®}=U{W|W*nB¢®}

olur. W*, V* nin bir inceligi oldugundan W* N B # @ kosulunu saglayan her
W* € W* kiimesi igin W* c V, olacak sekilde bir V,, € V* vardir. Buradan

W+ c V, ve bu sebeple W*NA =@ ve dolayisiyla En A =@ elde edilir.

Buradan A c (X \ V"), BcV*ve V'n X\ V") = 0 oldugu goriiliir. O halde

X parakompakt uzay1 normaldir. m

Ornek 3.3.6. Bir X Hausdorff uzaymin parakompakt alt uzaymin X de kapal
olmasina gerek yoktur. Aslnda (0,1) a¢ik araligi parakompakttir, Rye
homeomorfiktir, fakat R de kapali degildir.

Ornek 3.3.7. iki parakompakt uzaym carpimi parakompakt olmak zorunda
degildir. R; uzay1 regiiler ve Lindel6f uzay oldugundan parakompakt, ancak

R; X R; parakompakt degildir. Hausdorff uzaylardir ancak normal degildir.

Ornek 3.3.8. R/ carpim uzayi, J sayilabilir degilse parakompakt degildir. R/

Hausdorff uzaydir, ancak normal degildir.
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Sonu¢ 3.3.9. Boylece parakompakt uzaylarin kompakt Hausdorff uzaylari ile
normal uzaylar arasinda yer aldigi, baska bir ifade ile
Kompakt Hausdorff = Parakompakt = Normal

iliskisi de elde edilmis olur.
Ispat. Asikar

Lemma 3.3.10. X regiiler uzay olsun. O halde X iizerinde asagidaki kosullar
birbirine egdegerdirler. X in her agik ortiisii su sekilde bir rafineye sahiptir:

(i) X uzaymnin agik bir Ortiisii ve a-yerel sonlu (sayilabilir yerel sonlu).

(ii) X uzaymin bir Ortiisii ve yerel sonlu.

(iii) X uzayinin kapali bir Ortiisii ve yerel sonlu.

(iv) X uzayinin agik bir ortiisii ve yerel sonlu.

Ispat. (iv) = (i) oldugu agiktir. Teoremi kamitlamak icin ihtiyacimiz olan sey
bunun tam tersidir. Tersini kanitlamak i¢in her haliikarda (1) = (2) = (3) = (4)
adimlarm izlemek zorundayiz, bu sebeple kolaylik olsun diye bu kosullar1 Lemma

ifadesinde listeledik.

(i) = (ii): A, X in agik bir ortiisti olsun. B, X i 6rten ve A nin sayilabilir yerel

sonlu agik bir incesi ve B, lerin her biri yerel sonlu olmak {izere;

B:UBn

olsun. Simdi, daha o6nce farkli B, lerin ayriklarindan kiimeler yapmak i¢in

kullandigimiz  “shrinking (kii¢ililtme)” yoOnteminin aynisin1  uyguluyoruz. i

V1=UU

UEB;

verildiginde,

olsun. Sonra her n € Z* ve B, nin her U eleman igin;
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S.(U)=U — UVi

i<n
olarak tanimlayalim.(S,(U) mutlaka agik ya da mutlaka kapali olmadigini
unutmayalim.)
Cn ={Sp(U) | U € By}
O zaman C,; B,, in bir incesidir, ¢iinkii her U € B,, i¢in S,,(U) < U dir.

c:Uen

alalim. C; X i 6rten A nin gerekli yerel sonlu incesi oldugunu iddia ediyoruz.
x,X in bir noktas1 olsun. x in C nin bir elemaninda oldugunu ve x in C nin

yalnizca sonlu sayida elemanini kesen bir komsulugu oldugunu kanitlamak

B=UBn

ele alalim; N, x in By nin bir elemaninda yer aldig1 en kiigiik tamsay1 olsun. U, By

istiyoruz.

nin x i iceren bir elemam olsun. Ilk olarak, i < N icin x; B; lerin hicbirinde
bulunmadigindan, bu x noktasinin C nin S,,(U) elemaninda bulunduguna dikkat
edelim. Ikinci olarak; her B,, ailesi yerel sonlu oldugundan, her n = 1,2, ..., N icin
B,, nin yalnizca sonlu sayida elemani ile kesisen bir W, komsulugunu secebiliriz.
Simdi eger W, C,, nin S, (V) elemaniyla kesisiyorsa, S,,(V) < V olmasindan 6tiirii
B, nin V elemaniyla kesisir. Bu sebeple W, C,, nin yalnizca sonlu sayida
elemaniyla kesisir. Ayrica U, B, nin i¢inde oldugundan, n > N ig¢in U, C, nin
hicbir elemant ile kesismez. Sonug olarak x in W; N W, N ... Wy N U komsulugu

C nin yalnizca sonlu sayida elemani ile kesisir.
(ii) = (iii): A, X in agik bir ortisi olsun. B, X in U agik kimelerinin

koleksiyonu olsun, dyle ki U , A nin bir elemaninda yer alir. Regiilerlikten, B, X in

bir ortilisiidiir( X 1 orter) (2).kosulu kullanarak, B nin X i 6rten ve yerel sonlu bir C
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incesini bulabiliriz. D = {E | C e C} olsun. O halde D ayrica X in bir Ortiisiidiir,
Lemma 3.1.6. den dolay1 yerel sonludur ve A nin bir incesidir.

(iii) = (iv): A, X in agik bir ortiisii olsun. (3). kosulu kullanarak, X i 6rten <A nin
yerel sonlu bir incesi olan B yi secelim. B nin her bir B elemanim agik bir kiimeye
hafifce genisletmeyi(expansion), ortaya c¢ikan agik kiimeler ailesinin yine de yerel
sonlu ve A nin bir incesi olmasina yetecek hafiflikte olmasini istiyoruz.

Bu adim yeni bir hileyi icerir. Birkag kez kullanilan 6nceki hile, kiimeleri bir
sekilde siralamak ve oncekileri ¢ikararak yeni bir kiime olugturmaktan ibaretti. Bu
hile kiimeleri kiigiiltiir; onlar1 genisletmek i¢in farkli bir seye ihtiyacimiz var. X in
bir yardimci yerel sonlu kapali C ortiisiinii tanitacagiz ve bunu B nin elemanlarini
genisletmek icin kullanacagiz.

X in her x noktasi i¢in, B nin yalnizca sonlu sayida elemaniyla kesisen x in bir
komsulugu vardir. B nin yalnizca sonlu sayida elemaniyla kesisen tiim agik
kiimelerin ailesi evvela X in agik bir ortiistidiir. Yine (3). kosulu kullanarak, C X in
bu yerel sonlu oOrtiisiiniin kapali bir incesi olsun. C nin her elemani, B nin yalnizca

sonlu sayida elemant ile kesigir.

B nin her B elemani i¢in; C(B) = {C | C € C ve C c X \ B } olsun. O zaman;

) =x- | ¢

CeC(B)

olarak tanimlayalim. C kapali kiimelerin yerel sonlu bir ailesi oldugundan, C nin
herhangi bir alt ailelerinin birlesimi de Lemma 3.1.6’den dolay1 kapalidir. Bu
sebeple, E (B) kiimesi agik bir kiimedir ve ayrica tanim geregi E(B) D B dir.
Simdi her bir B yi ¢ok fazla genisletmis olabiliriz; {E(B)} ailesi <A nin bir incesi
olmayabilir. Bu sorunu kolayca giderebiliriz. Her B € B i¢in A nin B de olan bir
F(B) elemanini segelim. Ardindan

D={E(B)NF(B)|B€eB}
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olarak tanimlayalim. D; A nin bir incesidir. Ciinkii B € E(B) N F(B) ve B, X i
orttiigiinden dolay1, D ailesi de X i orter.

Son olarak D nin yerel sonlu oldugunu kanitlamak gerekiyor. Bir x € X
verildiginde, C nin yalmzca sonlu sayida elemanim kesen bir W komsulugunu
alalim, diyelim ki Cj, C,, ..., C; olsun. W, D nin yalnizca sonlu sayida elemanini
kestigini gosteriyoruz. C, X in bir Ortlisii oldugundan W kiimesi Cy, (s, ..., Cj
kiimeleri tarafindan ortiiliir. Bu sebeple € nin her bir € elemaninin D nin yalnizca
sonlu sayida elemanini kestigini gostermek yeterlidir. Simdi eger C, E(B) N F(B)
kiimesiyle kesigiyorsa, o zaman E (B) ile de kesisir; bu sebeple de E(B) nin tanim1
geregi (X \ B) icinde degildir, dolayisiyla C; B ile kesigsmelidir. C; B nin yalnizca
sonlu sayida elemanimi kestigi i¢in, D ailesinin en fazla ayni sayida elemaniyla
kesisebilir.

Boylelikle D yerel sonludur. m

Teorem 3.3.11. (Stone Teoremi) Her metriklenebilir uzay parakompakttir.

Ispat. Lemma 3.1.8. da metriklenebilir bir uzaym her agik Grtiisiiniin bir yerel
sonlu agik incesinin oldugunun kaniti verilmisgti. O halde parakompaktlik tanimi
geregi her metriklenebilir uzaymin her agik ortiisiiniin yerel sonlu bir agik incesi

mevcut oldugundan parakompakttir.m

Teorem 3.3.12. Her regiiler Lindel6f uzay1 parakompakttir.

ispat. X regiiler ve Lindel6f uzay olsun. X in acik bir A ortiisii verildiginde, X i
oOrten sayilabilir bir alt ailesi vardir; bu alt aile otomatik olarak sayilabilir yerel

sonludur. Onceki lemma, A nin X in ortiisii olacak sekilde ve yerel sonlu bir acik

rafineye sahip oldugunu gostermek icin yeterlidir. m
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Tamm 3.3.13. X bir topolojik uzay ve ¢,:X — [0,1] olmak iizere {¢,}4¢; siirekli
fonksiyonlarin ailesi olsun. Eger her x € X icin

Z%(x):l

a€j

ise {¢4}qe; ailesine X uzayi iizerinde birimin bir par¢alanis: denir.
Buradaki son esitlik; her bir x, € X i¢in sadece sayilabilir baz1 ¢, fonksiyonlarinin

X, noktasinda sifirlanmadigi ve {a,, a5, ...} = {a € J | ¢, (xy) # 0} icin

i ¢ai (x0)
i=1

serisinin 1’ e yakinsadig1 anlamina gelir. Bu seri mutlak yakinsaktir, terimlerinin
siralanigi 6nemli degildir ve 1’e yakinsamasi demek; a4, a5, ... a, € J ve
k=1,2,3,..i¢in

Ga, (X0) + Pa, (x0) + -+ + P, (x0)
formundaki sayilardan olusan en kiigiik iist sinirinin 1 olmasi1 demektir.

X iizerinde {¢p4}4e; birimin bir pargalanisi olmak iizere, {q.'),,c_l((O,l])}mE ’ ortiisti

X uzayinda yerel sonlu ise, {¢p,}4e; fonksiyon ailesine X uzayimnda yerel sonludur
denir. Bu a € (J \ Jo) ve ¢q, (x0) + Pg,(x0) + -+ Pg, (x0) = 1iken, her bir
Xo€X ve x€U, igin ¢,(x)=0 olacak sekilde x, noktasinin bir U,
komgulugunun ve J, = {ay, @y, ...y} € J sonlu kiimesinin var olmasi anlamina
gelir.

A, X uzaymin bir ortiisii ve {¢g}qe;, X uzayi lizerinde birimin pargalanisi olsun.
X uzayinin {qbofl((o,l])}aE

ailesine A Ortiisiine etkiyen ( subordinate) birimin pargalanisi denir.

; ortiisii A Grtiisiiniin bir incesi ise, {4 }4e; fonksiyon

Tamim 3.3.14. Ayrica birimin pargalanisi i¢in alternatif bir tanim daha verilebilir.
¢: X > R, p (R —{0}) kiimesine ¢ nin destegi denir ve
(dest ¢) ile ifade edilmek iizere;
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{Ug}qey, X in etiketlenmis bir agik oOrtiisii olsun. ¢, : X — [0,1] etiketlenmis
stirekli fonksiyonlar ailesi eger;

(i) Her a i¢in (dest ¢) c U,

(i) Etiketlenmis {dest ¢} yerel sonludur.

Y b =1

Buradaki (ii). kosul her x € X in iizerinde ¢, fonksiyonunun « nin sonlu sayida

(iii) Her x i¢in

dir.

degeri diginda tiimii icin ayni sekilde sifir oldugu bir komsuluga sahip oldugunu
ima eder. Bdylece (iii) teki gosterilen ‘toplami’ sifira esit olmayan ¢, (x)

terimlerinin toplami olarak anlamlandirabiliriz.

Lemma 3.3.15. X bir parakompakt Hausdorff uzay1 olsun. X uzaymm her {Up}qe;
acik Ortlisiiniin her @ € J i¢in F, c U, kosulunu saglayacak sekilde bir kapali

yerel sonlu {F, } ¢, Ortiisii mevcuttur.

Bu kosulu saglayan {F,}qe; acik incesine {Ug}qe; Ortiisiiniin tam (precise) incesi

denir.

Ispat. {U,},c 7 » X uzaymin bir agik Ortiisii olsun. X uzay1 regiiler oldugundan

x € U, i¢in x € W, ¢ W, c U, olacak sekilde en az bir W, agik kiimesi vardir.

Buradan W = {W, },ex ailesi X uzaymin bir agik ortiisii ve {W,} ailesi

XEX

{Uq}qe; ailesinin bir incesidir. Hipotezden kaynakli W &rtiisiiniin {Aﬁ} Bek yerel
sonlu inceligi vardir. Her 8 € K ig¢in % C Ugpy olacak sekilde bir a(B) €]
secelim. Sonra her a € | igin

O +F,= U Ag

a=a(fB)
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olarak tanmimlayalim. {A[;} Bek ailesi yerel sonlu oldugundan Lemma 3.1.7. ii) den

dolay1 {% } ek ailesi de yerel sonludur. Lemma 3.1.7. iii) den de

F, = U Ag = U Ag
a(f)=a a(B)=a
oldugu goriiliir. {F,}¢; ailesi kapali yerel sonlu aile ve her a € J i¢in tanim geregi
F, c U, olur.

Simdi {F,}4e; ailesinin yerel sonlu oldugunu gosterelim. x € X olmak {izere

{A_ﬁ} ek ailesi yerel sonlu oldugundan |{ B |Ux N A_ﬁ =0 }l < oo olacak sekilde

bir U, komsulugu vardir. |{ﬁ |Ux n @ + 0 }| = {B1, B2, B3, .-, B} olsun.
{Fi}qe; ailesinin  yerel sonlu olmadigmi varsayallm. Bu durumda
{ B |U, n% # @ }| = o dur. Boylece U, N F, # @ olacak sekilde a(B;) = a
vardir. Yani a(B;) = a i¢in
(AgNUy) # 0
a(B)=a
olur. Bu durumda a(f) = a olan dyle bir f € K vardir ki @ N U, # @ dir.

a = a(B;) oldugunda B = fB; olacak sekilde bir i dogal sayis1 vardir. Bu sekilde

sonlu tane § oldugu igin sonlu tane a vardir. Yani {F, },¢; ailesi yerel sonludur.m

Not 3.3.16. Bir onceki lemmada {AB} ek acik Ortilisiinii alirsak,

(Z) * Va = U Aﬁ
a=a(B)

kiimeleri acik olur. Buradan hareketle, parakompakt uzayin her acik ortiisii ve her
a € ] i¢in V,, < U, kosulunu saglayan ortiisii vardir.
Bu kosulu saglayan {V,},e; acik incesine {Ugy}qe; Ortiisiiniin tam (precise)

biizlilmesi(shrinking) denir.

57



3. BAZI METRIKLENEBILME TEOREMLERI Erhan BATMAZ

Lemma 3.3.17. X uzaymm, U agik ortiisiine etkiyen (subordinated) olan {¢g }qe;

birimin bir pargalanisi varsa, U acik bir yerel sonlu inceye sahiptir.

ispat. 1: X — I siirekli fonksiyon olsun ve 1(x,) > 0 olacak sekilde her x, € X
i¢in,

xo €U vea €]\ Joicin ¢pg(xo) <9P(xp) (1)
kosulunu saglayan J, c J sonlu kiimesi ve xy noktasiin bir U, komsulugu vardir.

Gergekten de,

k
1= G, (10) < $(x0)
i=1

olacak sekilde sectigimiz J, < J kiimesi i¢in

k
U, ={xex 1= e, () < wm}
i=1

kiimesinin (1) 6zelligini sagladig1 ve x, noktasinin bir komsulugu oldugu agiktir.
a € (0,1] igin @ < P(x) alirsak;
xeX|yx)>at =9 (a1

bulunur ve ¥ ~1((a, 1]) kiimesi alt uzay topolojisine gore agiktir. Her x € X icin
Ga(x)(x) > 0 kosulunu saglayan bir a(x) € J vardir,

Yukaridaki durumda, ¢gr)(x) =1 denilirse, her bir x € X igin, ¢(x) =
SUPgej Po (%) seklinde tammlanan ¢: X — (0,1] fonksiyonu siireklidir. $imdi bu
durumu gorelim:

x € X alalim. Her a € J i¢in ¢,: X — I fonksiyonlar siirekli oldugundan,

her € > 0 ve her y € G i¢in |¢p,(x) — ¢, (V)| < € olacak sekilde bir G agik kiimesi

vardir. Ayrica,

X €U = {x EX |1 —Zil b, (x) < q.')a(x)}
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—frex|> e, < da)]
i=k+1
olur. ¢(x) = supgej g olsun. @|y ng kisitlamasmin siirekli oldugunu gérmek

istiyoruz. Bunun igin; |supe 1 Ga(X0) — SUpge; Gq (%)| < & oldugunu gorelim.

sup Pg (xg) — P (%) + Pg(x) — sup P, (x)
a€j ae]j

< +

ilél? Do (x0) — Pa ()| + | (x) — ilélj) $a(x)

< e (x) = o ()| + [@g (x) — Py (x0)]

<e+e
2 2
=&

bulunur. Boylece ¢ fonksiyonu siireklidir. Her @ € J i¢in
v, = {x EX |¢a (x) > %qb(x)} kiimesi agiktir ve V = {V, }4¢; ailesi U rtiisiiniin
bir incesidir. ¢ = %q.') olarak aldigimizda, V ailesinin yerel sonlu oldugu kolayca

goriiliir. m

Teorem 3.3.18. X uzay1 T;- uzayi1 olsun. Bu durumda asagidaki kosullar birbirine
denktir:
(i) X uzay1 parakompakttir.
(ii) X uzaymin her agik ortiisii, kendine subordinated(etkiyen) olan yerel sonlu
birimin pargalanigina sahiptir.
(iii) X vuzaymin her acik Ortiisii, kendine subordinated olan birimin
pargalanigina

sahiptir.
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Ispat. (i) = (ii): A, X parakompakt uzaymin agik ortiisii olsun. X uzay:
parakompakt oldugundan, A Ortiisiiniin yerel sonlu agik U = {Ug}qe; incesi
vardir. Lemma 3.3.14. dan otiirli, her @ € J i¢in F, < U, kosulunu saglayan
{Fy}qe; ailesi, X uzaymin kapal yerel sonlu értiisiidiir. Urysohn Lemma sayesinde,
her « € ] igin;
x€X\U,, 9da(x) =0 ve x€F, gax) =1
kosullarim saglayan g,:X — [ siirekli fonksiyonunu bulabiliriz. ( X parakompakt
uzay oldugundan ayni1 zamanda normaldir, F, ve X \ U, ayrik kapali kiimelerdir.)
U ailesi yerel sonlu oldugundan
96 = go@
a€J
alarak g:X — R siirekli fonksiyonunu tanimlayabiliriz. Bu sekilde bir toplam var
oldugundan, g bir fonksiyondur.
U ailesi yerel sonlu oldugu icin, x noktasinin J, = {alW(x) NnNU, # (Z)} kiimesini
sonlu kilacak bir W, komsulugu vardir. Bu durumda, her @ € J \ J, igin
Ja(x) = 0 olur. Ciinkii her a € ] \ J i¢in Wiy N U, = @ olur. Boylece x & Uy,
yani x € X \ U, bulunur. O halde g,(x) = 0, yani ), g, (x) toplami yakinsak ve
stireklidir.
Simdi f, = 9 @/ g olmak iizere, {fa}ae; yerel sonlu birimin aynsimmin A ya

subordinated(etkiyen) oldugunu gosterelim:

Jaq Ve g fonksiyonlar siirekli oldugundan f,, fonksiyonlari da siirekli olur.

_ Ja _ ga(x) _ Zocejg‘)‘(x) _
Zfa(x)_ ?(X)_Z:Z 1

aej a€] aejga(x) Zae,ga(x)

oldugundan {f, }¢; ailesi X uzay: iizerinde birimin bir par¢alanisidir.
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Simdi, f,:X — I olmak iizere {ﬁ,l_l((O,l])}mE ' ailesinin X uzaymn yerel sonlu
ortiisti oldugunu gosterelim.

x € X olsun. {Ug }4¢; ailesi yerel sonlu oldugundan;

Jol = |{«] Wiy NUg # 0}| < o olacak sekilde x in bir W(x) komsulugu vardir.
Ayrica her a €]\ J, icin fa_l((O,l]) c U, olur. Gergekten de eger
£, 1((01]) ¢ U, oldugunu varsayarsak, x € f, ((0,1]) ve x & U, olacak
sekilde bir x € X vardir. Buradan; x € £,”((0,1]) iken f,(x) € (0,1] ve x & U,
iken g,(x) = 0 dir. Bu durumda

ga ()
g
esitliginden f,(x) =0 elde edilir ancak bu durum f,(x) € (0,1] olmas: ile

fa(x) =

celisirdi. O halde {fa_l((O,l])}aE] ailesi yerel sonludur. Ustelik U < A ve
{fa’l((O.l])}aE] cU oldugundan {f,((0,1D)} ; ©A bulunur. Bdylece

{f«}ae; yerel sonlu birimin bir pargalanisi X uzaymn A ortiisiine subordinateddir

(etkiyendir).

(ii) = (iii): X uzaymnn her agik ortiisii kendisine subordinated olan yerel sonlu
birimin bir parcalanigina sahip olsun. X uzaymin A ag¢ik Ortlisiinii ve bu uzay

lizerinde {f;}4e; yerel sonlu birimin pargalanisini ele alalim. Kabuliimiize gore,

{fa_l((O,l])}aE ' yerel sonlu ailesi, X uzaymin bir ortiisii ve A Ortisiiniin de bir

acik incesidir. Buradan {fa_l((O,l])}aE ;o A ortiisiine subordinated olan birimin

pargalanigidir.

(iii) = (iv): U, X uzaymn agik bir oOrtisii olsun. Lemma 3.3.16. geregi, X
uzayinin her agik oOrtiisii kendisine subordinated olan birimin pargalanisi mevcutsa,

o zaman U Oortiisiiniin de yerel sonlu agik incesi mevcuttur. Simdi X uzayinin
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Hausdorff oldugunu gosterelim. x; # x, olacak sekilde x;,x, € X noktalarini
alalim. {fy}qe; birimin parcalanisi, X uzaymin U = {X \ {x;}, X \ {x2}} acik
ortiisiine subordinated olan f, (x;) =a >0 olacak sekilde ag €] alalim.
fao_l((O,l]) kiimesi X \ {x,} kiimesi tarafindan kapsandig1 igin, fo (x;) =0
olur. Ayrica U; = fao_l((g, 1]) ve U, = fao_l([O, g)) seklinde tanimladigimiz

U, ve U, kiimeleri agik ve ayriktirlar. Ustelik bu kiimeler igin, x; € U; ve x, € U,

bulunur. O halde X uzay1 Hausdorff ve bdylece parakompakttir. m

Teorem 3.3.19. X, parakompakt Hausdorff uzayi; C, X in alt kiimelerinin bir
koleksiyonu ve her C € C igin €, pozitif bir say1 olsun.
Eger C yerel sonlu ise; tim x ler igin f(x) > 0 ve x € C i¢in f(x) < €, olacak

sekilde f: X — R siirekli fonksiyonu mevcuttur.

spat. X i her biri C nin en fazla sonlu sayida eleman: ile kesisen agik kiimelerle
ortelim; bu agik kiimeler koleksiyonunu {Ug}qe; etiketlenmis bir aile olacak
sekilde etiketleyelim. Teorem 3.3.17. den dolay1 {U,}4¢; etkiyen X iizerinde bir
{4} olacak sekilde birimin pargalanisi vardir. a verildiginde &,, €, sayilarinin
minimumu olsun, ¢ilinkii €, C nin (dest ¢) ile kesisen tim bu elemanlar1 ile
iizerinde degisir, C nin bdyle elemanlar1 yoksa, §, = 1 alalim.

Tim 6, sayilar pozitif, dolayisiyla f da pozitif olmak iizere;

FG) = 80 ba®)
olarak tamimlayalim. x € C igin f(x) < €, oldugunu gosterecegiz.

x € C ve keyfi a igin

Oa Pa(x) < €c Po(x) (*)

oldugunu gostermek yeterli olacaktir. O zaman istenen esitsizlik

> a0 =1
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toplanarak elde edilir.
Eger x € (dest ¢) ise o zaman esitsizlik (*) asikar, ¢linkii ¢, (x) = 0.
Eger x € (dest ¢) ve x € C ise o zaman C, (dest ¢) ile kesisir.
Boylece

6y < €c

olur ve () saglanir. m

3.4. Smirnov Metriklenebilme Teoremi

Nagata — Smirnov Metriklenebilme Teoremi, bir uzayin metriklenebilirligi
icin gerekli ve yeterli kosullarin bir takiminin (dizisini) verir. Bu boliimde, bu tiir
baska bir kosul dizisi veren teoremi kanitlayacagiz. Nagata — Smirnov Teoreminin

bir sonucudur ve ilk olarak Smirnov tarafindan kanitlandi.

Tammm 3.4.1. Bir X uzayi, X in her x noktasinin, alt uzay topolojisi ile

metriklenebilir bir U komsuluguna sahipse, yerel metriklenebilirdir denir.

Not 3.4.2. Eger X uzayi metriklenebilir ise yerel metriklenebilir oldugu kolayca

goriiliir.

Teorem 3.4.3. (Smirnov Metriklenebilme Teoremi)
X uzaymin metriklenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X uzaymin yerel

metriklenebilir, parakompakt Hausdorff olmasidir.

Ispat. (®): X in metriklenebilir oldugunu varsayalim. O zaman X yerel olarak
metriklenebilir oldugunu biliyoruz. Ayrica Teorem 3.3.17 den dolay1 X uzayi
parakompakttir.

(&): Tersine X in yerel metriklenebilir parakompakt Hausdorff uzay1 oldugunu

varsayalim. X in sayilabilir yerel sonlu bir bazi oldugunu gosterecegiz. X regiiler
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oldugundan, Nagata-Smirnov Teoremi geregi X in metriklenebilir oldugu sonucu
cikacaktir.
Ispat, Nagata-Smirnov Teoremi nin ispatinin son béliimiiniin bir uyarlamasidir. X
in metriklenebilir agik kiimelerden olusan bir ortiisii i¢cin parakompaktligin tanimi
ve Lemma 3.3.9. den dolay1 X in bu ortiisiiniin yerel sonlu bir agik incesi vardir. Bu
durumda bu yerel sonlu agik incesi C olsun. € nin her C elemanm
metriklenebilirdir; bu durumda C {izerinde bir d.: C X C = R metrigi vardir ki C
tizerindeki topolojiyi tiretir. x € C verildiginde, d.(x,y) < € olacak sekilde C nin
tiim y noktalarinin kiimesini B (x, €) ile gosterelim. C de agik olan B.(x, €), X te
de aciktir.
meZt igin A, , X in 1/m yarigaph agik yuvarlarindan olusan agik Ortiisii
olsun. Yani;
Am ={Bc(x,1/m) |xecvecec)
Parakompaktlik geregi; D,,, , A, nin yani bu agik ortiiniin yerel sonlu bir incesi
olsun. Bu durumda
D= U D
mez+

Her bir D,,, yerel sonlu olmak lizere D sayilabilir yerel sonludur. (o —yerel
sonlu). D, X i¢in bir taban oldugunu iddia ediyoruz.
x € X ve U, x in bir komsulugu, yani x € U € X olsun. x € D c U olacak sekilde
D nin bir D elemanin1 bulmaya calistyoruz. Simdi x, C nin sadece sonlu sayida
diyelim ki Cy,Cj,...,C, ye aittit. O zaman, (UNC;) , C; iginde x in bir
komgulugudur. Yani bir €; > 0 vardir ki;

Be,(x,e) c (UNCy)
dir.
Z/m < min{e,, €,, ..., €} olacak sekilde m segelim. D,, ailesi X in bir ortiisii

oldugundan, D,,, nin x i igeren bir D eleman1 olmak zorundadir. D,,, , A, nin yani
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bu acik Ortiiniin yerel sonlu bir incesi oldugundan D yi igeren bazi C € C ve bazi
y € C i¢in A, nin bir B (y, 1/m) elemant olmalidir. Ciinki
x €D € Be(y, /m)
x noktasi C ye aittir, bu sebeple C; Cy,C,, ..., C; kiimelerinden biri olmalidir,
diyelim ki € = C; olsun. O halde B.(y, 1/m) en fazla Z/m < €; capa sahip
oldugundan;
x €D c Bg,(x, 1/m) C B¢,(x,€;) cU

istendigi gibi oldugu sonucu elde edilir. m

3.5. Metriklenebilir Uzaylar i¢in Bir Toplam Teoremi (H. De VRIES )
(30 Kasim 1957 tarihli toplantida Prof. A. HEYTING tarafindan teblig edilmistir)

Bu notun amaci, asagidaki iki teoremin topolojik kanitint vermektir.
Prof. J.DE GROOT, birinci teoremi BING ’in bir teoremini kullanarak metrik
yontemlerle ispatladi ve ikincisini 6nerdi.

Bu teoremler aslinda Smirnov ve Nagata-Smirnov Metriklenebilme

Teoremlerinin bir uygulamasi olarak agagida ifade edilecek.
Teorem 3.5.1. Sonlu sayida kapali metriklenebilir altkiimenin birlesimi olan bir

topolojik uzayin kendisi de metriklenebilirdir. Yani;

X topolojik uzay ve Fy, F,, ..., F, ; X’in kapali metriklenebilir alt uzaylar olmak

n
X = UFn
k=1

topolojik uzay1 da metriklenebilirdir.

lizere ,

Teorem 3.5.2. X bir topolojik uzay ve X, kapali metriklenebilir yerel sonlu bir

ailenin birlesimi ise X metriklenebilirdir. Yani;
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A ={F;|i €]} F; ler kapal ve metriklenebilir, A yerel sonlu olmak {izere,

X:UFl

topolojik uzay1 da metriklenebilirdir.

Teorem I deki "sonlu" kelimesinin "sayilabilir" ile degistirilemeyecegi
gozlemlenebilir. Sayilabilir sonsuz herhangi bir metriklenemeyen T; — uzay bir
karst ornek saglar. Kanitlarimiz, metriklenebilir uzaylarin asagidaki karakterize
edici 6zelligine dayanacaktir: regiiler bir topolojik uzay, ancak ve ancak o-yerel
sonlu bir tabani varsa metriklenebilirdir. Bir 6- yerel olarak sonlu taban ile,
sayilabilir sayida yerel sonlu a¢ik kiime ailelerinden olusan bir taban

kastedilmektedir.

Teorem 3.5.1’in Ispati. Acikca, X topolojik uzayinm iki kapali metriklenebilir alt
kiimesi olan A ve B nin birlesimi oldugu durum ig¢in teoremi kanitlamak yeterlidir.
[k &nce X ’nin regiilerliginin kanitliyoruz. X agikga bir T; — uzay dir.

x € X alalm. Varsayalim ki x € A olsun. A metrik uzay oldugundan {x} kapali ve
{x} € A c X olur dolayisiyla {x} c X kapali olur. Benzer sekilde x € B i¢in de
kolayca gosterilebilir.

p € X ve F, X nin kapali bir alt kiimesi olsun éyle kip & F.

p €U c U c X\ F olacak sekilde bir agik U kiimesinin varligimi gostermeliyiz.
Eger p, A ve B kiimelerinden en az birinin i¢inde ise, diyelim ki

p € Int A olsun, o zaman A’nin regilerliginden; p €U cUc A\F cX\F
olacak sekilde U c Int A ¢ A acik kiimesi vardir. (p € A\ F < A agiktir.)

Benzer sekilde;

p € Int B olsun, o zaman B’nin regiilerliginden p € U C UcB\FcX\F
olacak sekilde U c Int B c B acik kiimesi vardir. (p € B \ F € B agciktir.) Eger
PEANB ise pEA ve p€E€Bdir. p€ Aolduguna gére ANF , A iginde
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kapalidir. p € F oldugundan p € A N F olur. A metriklenebilir dolayisiyla regiiler
oldugundan;
p € U,y © A agik kiimesi vardir yle ki, U; N (AN F) = @ dolayisiyla Uy NF = @
Benzer sekilde p € B olduguna gore B N F , B iginde kapalidir. p € F oldugundan
p € B N F olur. B metriklenebilir dolayisiyla regiiler oldugundan;
p € Ug C B agik kiimesi vardir dyle ki Ug N (B N F) = @ dolayisiylaUg N F = @
Ozaman Uy =U,’ NA, Ug=Uz'nB U, cX Ug' c© X acik kiimeleri vardir
ve U=U,/ NUg olsun. peUcUcCX\FcCX.
p € Int A \ F olsun. A regiiler oldugundan Int A regiilerdir. p € U € Int A vardir
oyle ki peUcUcIntA\FCcA\FcX\F ve UcIntAcX ise U, X
i¢inde agiktir. Benzer sekilde;
p €Int B \ F olsun. B regiiler oldugundan Int B regiilerdir. p €V c Int B
Vardlré‘)ylekipEVCVCIntB \Fc B\FcX\FveVcntBcXiseV,
X i¢inde agiktir.
pE€A\IntAisep €Int Bveyap €Int ANB
pEB\IntBisep €EInt AveyapEIntANB
olur.
Simdi X’in § — yerel sonlu taban ile bazini olusturacagiz.
A, ={Ap|la€el,} n=12,..
B ={Bng|BEL, } m=12,...

sirasiyla A ve B de yerel sonlu kiime ailesi ve yine sirasiyla A ve B de agik ve bu

kiimeler i¢in baz olusturur.

D = Bd A n Bd B olsun. (A ve B’nin sinirlariin kesisimi olsun)
A, ={4,,nIntA|a€l,}, n=12,..
By ={BmpNIntB|B €]y}, m=12,..
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W ={Ang | A ND#Plael,}, n=12,..
AW " ={A €'} n=12,..
B parakompakt dolayistyla D kapali parakompakt oldugundan A,,,°; D’nin agik
ortiisii ve (Ang N D); D’nin yerel sonlu incesi olmak iizere A,,° D Apg N D
olacak sekilde acik kiimeleri bulabiliriz. 6yle ki n = 1,2, ... i¢cin B’de yerel sonlu
Ang” = {Ane’ la €1, }
olsun. Simdi
Apg" =Int (A’ NX\A)UAy), a€l,’, n=12,..
olsun. O zaman,
W " ={An | €L} n=12,..icin

X’in yerel sonlu bir agik kiime ailesidir.

Um” = {Int ((ne” 0 ([ 10010 € B0 5 hng 2 D) U o) | a€1,”)
Her bir ¥y, ,," X in yerel sonlu bir agik kiime ailesidir ve A, ' n=12,..
%m',m =1,2,.. ve %[n’m*, n,m=1,2,.. birlikte X’in § — yerel sonlu bir
bazini olustururlar. Simdi bunu gésterecegiz:

Yerel sonluluk agiktir. Simdi U € X acik kiimesi ve p € U olsun. p €
Int A veya p € Int B dir. Eger p € Int A ise, bir n ve bir 0 € U,," vardir dyle ki
p € O c U olur. Benzer sekilde p € Int B ise, bir m ve bir 0’ € B, vardir 6yle ki
p € 0' c U olur. p € D oldugunu varsayalim. O zaman bir m dogal sayis1 ve Q
vardir 6yleki pe Q € B,, veQ c Uolur. Ozamanp € A,, cU,A,, ND CcQ
olacak sekilde bir n ve bir A,, € U, bulabiliriz. Bu durumda «’ya karsilik gelen

WAy m Nin O elemani p € O € U dzelligini saglar. m

Teorem 3.5.2°nin Ispat1. X'nin teoremdeki kosullar1 saglasin. X 'in herhangi bir
noktasi, onu igeren verilen ailenin kiimelerinin (sonlu) birlesiminin bir i¢

noktasidir. Bu birlesim Teorem 1'e gére metriklenebilir oldugundan, X 'in regiiler
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ve yerel metriklenebilir oldugu kolayca goriilebilir. X, yerel olarak sonlu bir kapali
parakompakt alt kiime ailesinin birlesimi olan bir T1 uzayidir. O halde,
E.Michael'in belirttigi gibi, X parakompakttir. Dolayisiyla, X yerel olarak
metriklenebilir  bir  parakompakt  Hausdorff wuzay1r oldugundan, X

metriklenebilirdir.m
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4. SONUC

1923 yilinda ispatlanan ilk metriklenebilme teoremi olan Urysohn
Metriklenebilme Teoreminden bugiine metriklenebilme problemi konusunda pek
¢ok yaklagim sunulmustur. Bunlarin her biri metriklenebilmeyi farkli topolojik
ozellikler yoluyla ifade ederler.

Biz bu ¢alismada bunlar arasindan iki tanesini ayrintili bir bi¢cimde ele alip
kanitlarmi verdik. 1951 yilinda kanitlanan Nagata-Smirnov Teoremi, ancak ve
ancak 4-yerel sonlu bir tabana sahip regliler Hausdorff uzaylarinin
metriklenebildigini sdylerken, 1951 yilinda Smirnov tarafindan kanitlanan bagka
bir teorem ancak ve ancak yerel metriklenebilir, parakompakt Hausdorff
uzaylarinin metriklenebildigini sdylemektedir. Ayrica bu ¢alismada; kompaktligin
dogal bir genellestirilmesi olan parakompaktlik kavramina iligkin baz1 teorem ve
sonuglardan hareketle, metriklenebilirlik kavrami genel topolojik uzaylar igin
genellestirilmistir.

Metriklenebilme teoremi ve sonuglari bu agidan 6nem arz etmektedir.
Ayrica sonuclarin gelistirilmesi ve genellestirilmesi de 1950’den beri devam
etmektedir. Hala bu konuda yeni ve ilging yaklasimlar sunan ¢aligmalar mevcuttur.
Bu tezde de Smirnov ve Nagata-Smirnov Metriklenebilme teoremlerinin bir
uygulamast olarak H. De Vries ve J. De Groot tarafindan ortaya konan
‘Metriklenebilir Uzaylar Igin Bir Toplam Teoremleri’ ve bu teoremlerin ispati
verilmistir.

Yani kisacas1 metriklenebilme teorisi etkinlik ve canliligin1 glinlimiizde de

sirdirmektedir.
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