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Bu tezde topolojinin başlıca çalışma konularından birisi olan “Bir ሺܺ, ߬ሻ 

topolojik uzayı ne gibi topolojik özelliklere sahip olursa ߬ topolojisi ܺ üzerinde 
tanımlı uygun bir ݀ metriğinin belirlediği ߬ௗ topolojisine eşit olabilir?” sorusu ile  
ifade edilen metriklenebilme problemine dair çalışmalar, sonuçlar araştırılmış ve 
derlenmiştir. Herhangi bir ܺ uzayının açık kümelere dayalı belirli koşulların 
gerekliliği ve yeterliliği ile metriklenebilir olduğu gözlemlenmiştir.  

Derleme niteliğindeki bu tez çalışmasında bir ܺ topolojik uzayının 
metriklenebilmesi için gerek ve yeter koşulun Nagata-Smirnov Metriklenebilme 
Teoremi ile ifade edildiği üzere “ ܺ uzayının regüler ve ߪ-yerel sonlu tabana sahip 
olmasıdır” ve Smirnov Metriklenebilme Teoremi ile ifade edildiği üzere “ܺ 
uzayının yerel metriklenebilir, parakompakt Hausdorff uzayı olmasıdır” . 
 
Anahtar Kelimeler:  Yerel sonluluk, Parakompaktlık, metriklenebilir uzaylar, 

Nagata-Smirnov Metriklenebilme Teoremi, ߜ-yerel sonluluk 
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In this thesis, studies on the metricability problem, which is one of the 

main study subjects of topology, expressed with the question “Which topological 
properties belonging to a ሺܺ, ߬ሻ topological space can make the ߬ topology be equal 
to the ߬ௗ topology determined by an appropriate metric ݀ on ܺ ?” has been 
researched and compiled. 

In this compilation thesis study, the necessary and sufficient conditions for 
the metrization of a topological space X	 as expressed by the Nagata-Smirnov 
Metricability Theorem, are that “X	 	space must have a regular and ߪ-local finite 
base” and as expressed by the Smirnov Metricability Theorem, “local metricability 
of  X space is a paracompact Hausdorff space.”  
 
Key Words:  Locally Finiteness, Paracompactness, Metrizable Spaces, Nagata-

Smirnov Metrization Theorem, ߜ-Locally Finiteness 
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GENİŞLETİLMİŞ ÖZET 

 

Metrik uzaylar Maurice Fréchet’ in 1906 yılında yayınladığı meşhur ve 

kritik tezinde tanımlandığından beri topolojinin ve tabii olarak kalkülüsün en temel 

ve önemli uzayları arasında yer almıştır. Genel topoloji, bilhassa ayrılabilir metrik 

uzayların özellikleri üzerine uzun yıllar yoğun biçimde eğilmiştir. Ancak ondan 

daha fazla dikkat çeken ve üzerinde kafa yorulan bir başka temel konu 

metriklenebilme sorusu olmuştur. Çünkü matematikçiler için çok önemli olan 

uzayların birçoğu metriklenebilirdir ya da istendik olan uzayın metriklenebilir 

olmasıdır.  Bundan dolayı topolojinin önemli başlıca problemlerinden biri herhangi 

bir topolojik uzay için bu topolojik uzayı her daim metriklenebilir yapacak gerekli 

ve yeterli koşulları bulmak olmuştur. 

Peki hangi topolojik uzaylar metriklenebilirdir? Bir başka deyişle; hangi 

topolojik özelliklerle donatılmış bir ܺ topolojik uzayının topolojisi, ܺ üzerinde 

tanımlanmış bir metriğin belirlediği topolojiye eşit olabilir? Çünkü Bir ሺܺ, ߬ሻ 

topolojik uzayı verildiğinde, ܺ üzerinde ߬ௗ ൌ ߬ koşulunu sağlayan bir d metriği 

varsa bu ߬ ya metrik topoloji ve ሺܺ, ߬ሻ topolojik uzayına da metriklenebilir 

topolojik uzay denildiğini biliyoruz. 1920’lerin başında ortaya atılan bu soruyla o 

tarihten bugüne değin çalışılmıştır.  ሺܺ, ߬ሻ verildiğinde ܺ kümesi üzerinde böyle bir 

metriğin bulunabilmesi için sadece açık kümelere dayalı bir dizi koşulların bulunup 

bulunamayacağı ile ilgili araştırmalar Urysohn’ nun çalışmalarına rağmen 1950’li 

yılların başına kadar arzu edilen aşamaya gelememişti. 1923 yılında kanıtlanan 

ünlü Urysohn Metriklenebilme Teoremi örneğin, bu konuda çok kullanışlı bir yeter 

koşul sunmaktadır.  

 Kompaktlığın doğal bir genelleştirilmesi olan parakompaktlık kavramına 

ilişkin bazı teorem ve sonuçlardan hareketle, metriklenebilirlik kavramı genel 

topolojik uzaylar için genelleştirilmiştir. Aynı zamanda bu çalışmada 

metriklenebilme teorisi üzerine yapılan uygulamalar için kolaylık sağlayan bir 
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takım önemli teorem ve sonuçlar da verilmiştir. 1944 yılında parakompaktlığın 

tanımlanması ve dört yıl sonra her sözde metrik uzayın parakompakt olduğunun 

kanıtlanmasının ardından metriklenebilme konusunda ilginç pek çok 

karakterizasyon verilmiştir. Bu yıllarda ise sahneye Bing, Nagata ve Smirnov çıkıp 

birbirlerinden bağımsız olarak genel metriklenebilme teoremini kanıtlayarak genel 

topolojinin baş problemlerinden birine cevap üreterek önemli bir gelişme 

kaydedilmiş oldu. 

Bu tez çalışmasında, Urysohn Metriklenebilme Teoremi, Nagata-Smirnov 

Metriklenebilme  Teoremi ve Smirnov Metriklenebilme Teoremi gibi önemli  bazı 

metriklenebilme teoremi ayrıntılı bir biçimde ele alınıp kanıtları ile verilmiştir. 

Bu tezin ana gövdesi olarak Nagata ve Smirnov tarafından bağımsız 

geliştirilen bazı metriklenebilme teoremlerini inceleyeceğiz. Nagata-Smirnov 

Metriklenebilme Teoremi, Smirnov Metriklenebilme Teoremi odağımız olmak 

üzere bu teoremlerin ispatında kullanılacak olan Genel Metrikleştirme Teoremi, 

Urysohn Lemma ve Urysohn Metriklenebilme Teoremi yanı sıra;  Parakompaktlık 

ve Yerel Sonluluk gibi metriklenebilme koşulları ile ilgili özelliklere ve teoremlere 

de yer vereceğiz.  

Urysohn Metrikleştirme Teoremi, bir topolojik uzay ne zaman 

metriklenebilir sorusuna “Bir ߕ	uzayının metrikleştirilebilir olması için regüler ve 

sayılabilir bir bazının olmasıdır.” diyerek önemli bir yanıt üretmiş oldu. Ancak 

daha güçlü ve rafine bir teorem ile ifade edilebilir mi sorusunu da beraberinde 

getirdi. Bu durumda	Χ  üzerinde Χ	in metriklenebilir olması için hem gerekli hem 

de yeterli olan koşulları yani metrikliğe eşdeğer koşulları bularak teoremi 

güçlendirmek gerekecekti. 

Urysohn Metrikleştirme Teoremindeki regülerlik koşulunun gerekli 

olduğunu biliyoruz, ancak sayılabilir bazının olması temel bir koşul değil. 

Dolayısıyla yapılacak bariz şey, sayılabilirlik koşulunu daha zayıf bir koşulla 

değiştirmek olmalıdır. Ancak bu öylesine hassas bir iştir ki; bu koşulun 

metrikleştirmeyi garanti edecek kadar güçlü ve tüm metrik uzayların da 
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sağlayacağı kadar da zayıf olması gerekir. Böyle bir durumda doğru hipoteze 

ulaşmak meselenin yarısından fazlasını çözmek anlamına geliyordu. 

Sonunda J.Nagata ve Y.Smirnov tarafından bağımsız olarak formüle edilen 

bu koşul, yeni bir şey olan yerel sonluluk kavramını içerir. “ܺ uzayının alt 

kümelerinden oluşan bir ࣛ ailesi için, ܺ in her noktasının ࣛ nın yalnızca sonlu 

sayıda elemanıyla kesişen komşuluğu varsa yerel sonludur.” diyoruz. 

Parakompaktlık kavramı kompaktlığın son yıllarda keşfedilen en yararlı 

genellemelerinden biri olma özelliğini taşımaktadır. Özellikle topoloji ve 

diferansiyel geometrideki uygulamalar için oldukça kullanışlıdır. Burada yalnızca 

bir uygulama olarak bir sonraki bölümde ispatını yapacağımız metriklenebilme 

teoreminde kullanılmak adına verilecektir. 

Bu kavram ilk kez 1944’te Dieudonné tarafından kompaktlığın doğal bir 

genelleştirilmesi olarak verilmiştir. Bu kavram Stone tarafından her metrik uzayın 

parakompakt olduğunun gösterilmesi ile daha büyük önem kazanmış ve bu sonuç 

Smirnov, Nagata ve Bing tarafından Genel Metriklenebilme Teoreminin 

ispatlanmasında kullanılmıştır. 
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1. GİRİŞ 

 

Bir ሺܺ, ߬ሻ topolojik uzayı verildiğinde, ܺ üzerinde ߬ௗ ൌ ߬ koşulunu 

sağlayan bir d metriği varsa bu ߬ ya metrik topoloji ve ሺܺ, ߬ሻ topolojik uzayına da 

metriklenebilir topolojik uzay denir. ሺܺ, ߬ሻ verildiğinde ܺ kümesi üzerinde böyle 

bir metriğin bulunabilmesi için sadece açık kümelere dayalı bir dizi koşulların 

bulunup bulunamayacağı ile ilgili araştırmalar Urysohn ’nun çalışmalarına rağmen 

1950’li yılların başına kadar arzu edilen aşamaya gelememişti. Bu yıllarda ise 

sahneye Bing, Nagata ve Smirnov çıkıp birbirlerinden bağımsız olarak genel 

metriklenebilme teoremini kanıtlayarak genel topolojinin baş problemlerinden 

birine cevap üreterek önemli bir gelişme kaydedilmiş oldu. 

Bu tezin ana gövdesi olarak Nagata ve Smirnov tarafından bağımsız 

geliştirilen bazı metriklenebilme teoremlerini inceleyeceğiz. Nagata-Smirnov 

Metriklenebilme Teoremi, Smirnov Metriklenebilme Teoremi odağımız olmak 

üzere bu teoremlerin ispatında kullanılacak olan Genel Metriklenebilme Teoremi, 

Urysohn Lemma ve Urysohn Metriklenebilme Teoremi yanı sıra; Parakompaktlık 

ve Yerel Sonluluk gibi metriklenebilme koşulları ile ilgili özelliklere ve teoremlere 

de yer vereceğiz.  

Urysohn Metriklenebilme Teoremi, bir topolojik uzay ne zaman 

metriklenebilir sorusuna “Bir ߕ	uzayının metriklenebilir olması için regüler ve 

sayılabilir bir bazının olmasıdır.” diyerek önemli bir yanıt üretmiş oldu. Ancak 

daha güçlü ve rafine bir teorem ile ifade edilebilir mi sorusunu da beraberinde 

getirdi. Bu durumda	Χ  üzerinde Χ	in metriklenebilir olması için hem gerekli hem 

de yeterli olan koşulları yani metrikliğe eşdeğer koşulları bularak teoremi 

güçlendirmek gerekecekti. 

Urysohn Metriklenebilme Teoremindeki regülerlik koşulunun gerekli 

olduğunu biliyoruz, ancak sayılabilir bazının olması temel bir koşul değil. 

Dolayısıyla yapılacak bariz şey, sayılabilirlik koşulunu daha zayıf bir koşulla 
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değiştirmek olmalıdır. Ancak bu öylesine hassas bir iştir ki; bu koşulun 

metriklenebilmeyi garanti edecek kadar güçlü ve tüm metrik uzayların da 

sağlayacağı kadar da zayıf olması gerekir. Böyle bir durumda doğru hipoteze 

ulaşmak meselenin yarısından fazlasını çözmek anlamına geliyordu. 

Sonunda J.Nagata ve Y.Smirnov tarafından bağımsız olarak formüle edilen 

bu koşul, yeni bir şey olan yerel sonluluk kavramını içerir. “ܺ uzayının alt 

kümelerinden oluşan bir ࣛ ailesi için, ܺ in her noktasının ࣛ nın yalnızca sonlu 

sayıda elemanıyla kesişen komşuluğu varsa yerel sonludur.” diyoruz. 

Parakompaktlık kavramı kompaktlığın son yıllarda keşfedilen en yararlı 

genellemelerinden biri olma özelliğini taşımaktadır. Özellikle topoloji ve 

diferansiyel geometrideki uygulamalar için oldukça kullanışlıdır. Burada yalnızca 

bir uygulama olarak bir sonraki bölümde ispatını yapacağımız metriklenebilme 

teoreminde kullanılmak adına verilecektir. 

Bu kavram ilk kez 1944’te Dieudonné tarafından kompaktlığın doğal bir 

genelleştirilmesi olarak verilmiştir. Bu kavram Stone tarafından her metrik uzayın 

parakompakt olduğunun gösterilmesi ile daha büyük önem kazanmış ve bu sonuç 

Smirnov, Nagata ve Bing tarafından Genel Metriklenebilme Teoreminin 

ispatlanmasında kullanılmıştır. 

Bize aşina olan uzayların çoğu zaten parakompakttır. Örneğin, bu tanımın 

doğrudan bir sonucu olarak  her kompakt uzay aynı zamanda parakompakttır. 

Ayrıca Stone tarafından ifade edilen ve ispatını vereceğimiz bu teoreme göre “Her 

metriklenebilir uzay parakompakttır.” Dolayısıyla parakompakt uzaylar sınıfı, 

incelediğimiz en önemli iki uzay sınıfını ve daha nice uzayları da içerir. 
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

Bu bölümde tezde kullanacağımız bazı temel tanım ve teoremleri 

vereceğiz. Bunu yaparken çoğu önerme niteliğindeki ifadelerin kanıtlarına 

girmeden kısa hatırlatmalar şeklinde verilecektir. Ancak bu tezin konusu olan bazı 

metriklenebilme teoremlerinin ifade edilmesinde kullanılacak olan önemli 

teoremler ve önermeler ispatları ile verilmiştir. Özellikle Urysohn Lemma, 

Urysohn Metriklenebilme Teoremi ve genel metriklenebilirlik bu kapsamda 

değerlendirilmiştir. 

 

2.1. Metrik Uzaylar ve Sürekli Fonksiyonlar 

 

Tanım 2.1.1.  ܺ kümesi boştan farklı ve  ݀: ܺ ൈ ܺ ⟶ Թ fonksiyon olsun. 

 

(i) Her ݔ, ݕ ∈ ܺ için  ݀ሺݔ, ሻݕ ൒ 0  ve  ݀ሺݔ, ሻݕ ൌ 0 ⟺ ݔ ൌ   ݕ

(ii) Her ݔ, ݕ ∈ ܺ için  ݀ሺݔ, ሻݕ ൌ ݀ሺݕ,  ሻݔ

(iii) Her ݔ, ,ݕ ݖ ∈ ܺ için  ݀ሺݔ, ሻݕ ൅ ݀ሺݕ, ሻݖ ൒ ݀ሺݔ,  ሻݖ

 

özellikleri sağlanıyorsa ݀’ye ܺ üzerinde metriktir denir. ݀ metrik ile ܺ kümesine 

metrik uzay denir ve ሺܺ, ݀ሻ ile gösterilir. 

ܺ’de verilen bir ݀ metriği için ݀ሺݔ,  .arasındaki uzaklık ve (i) ݕ ve ݔ ሻ’eݕ

ve (iii). özelliklerine ise, metrik aksiyomları denir. 

ߝ  ൐ 0 olmak üzere  ܤௗሺݔ, ሻߝ ൌ ሼ	ݕ|	݀ሺݔ, ሻݕ ൏  noktasında ݔ ሽ kümesine merkezi	ߝ

olan bir ߝ െ ,ݔௗሺܤ .denir ݌݋ݐ ,ݔሺܤ ሻ kümesi yerineߝ  .ሻ de yazılabilirߝ

 

Tanım 2.1.2. ሺܺ, ݀ሻ metrik uzay ve ܣ ve ܤ, ܺ in boştan farklı alt uzayları olsun.  

Her ݔ ∈ ܺ için ݔ ten ܣ ya uzaklığı  

݀ሺݔ, ሻܣ ൌ ݂݅݊ሼ݀ሺݔ, ܽሻ|	ܽ ∈  ሽܣ
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olarak tanımlarız. 

݀ሺݔ, ሻܣ ൌ ݂݅݊ሼ݀ሺݔ, ܽሻ|	ܽ ∈  ሽܣ

  ile B arasındaki uzaklığı ise ܣ

Sabit bir ܣ için  ݔ, ݕ ∈ ܺ verildiğinde, her ܽ ∈   için ܣ

݀ሺݔ, ሻܣ ൑ ݀ሺݔ, ܽሻ ൑ ݀ሺݔ, ሻݕ ൅ ݀ሺݕ, ܽሻ 

olup burada  

݀ሺݔ, ሻܣ െ ݀ሺݔ, ሻݕ ൑ ݂݅݊݀ሺݕ, ܽሻ ൌ ݀ሺݕ,  ሻܣ

Böylece; 

݀ሺݔ, ሻܣ െ ݀ሺݕ, ሻܣ ൑ ݀ሺݔ,  ሻݕ

elde edilir. Bu eşitsizlik bize ݀ሺݔ,  için sürekli fonksiyonu ݔ ሻ fonksiyonununܣ

olduğunu gösterir. 

Şimdi Lebesgue sayısı kavramını tanıtalım. Metrik uzayın ሺܺ, ݀ሻ sınırlı bir ܣ alt 

kümesinin çapının şu sayı olduğunu hatırlayalım:  

,݀ሺܽଵ	ሼ	݌ݑݏ ܽଶሻ|	ܽଵ, ܽଶ ∈  ሽ	ܣ

 

Lemma 2.1.3. (Lebesgue number lemma)  ࣛ, ሺܺ, ݀ሻ metrik uzayının bir örtüsü 

olsun. Eğer ܺ kompakt ise, ߜ ൐ 0 vardır, öyle ki ܺ in çapı ߜ dan küçük olan her bir 

alt kümesi için onu içeren bir ࣛ nın bir elemanı vardır.  

Burada ߜ sayısına ࣛ örtüsü için bir Lebesgue Sayısı denir. 

 

İspat. Munkres, (2000) Lemma 27.5’ e bakınız.	  

 

Tanım 2.1.4. ሺܺ, ݀௫ሻ ve ሺܻ, ݀௬ሻ birer metrik uzay olmak üzere ve bir  

 ݂: ሺܺ, ݀௫ሻ ⟶ ሺܻ, ݀௬ሻ fonksiyon olsun. Her ߳ ൐ 0 ve  tüm ݔ଴, ଵݔ	 ∈ ܺ çifti için 

݀௫	ሺݔ଴, ଵሻݔ ൏ 	ߜ	 ⟹	݀௬	ሺ	݂ሺݔ଴ሻ	, ݂ሺݔଵሻ	ሻ 	൏ ߳ 

olacak şekilde ߳ ya bağlı bir ߜ ൐ 0 sayısı bulunabiliyorsa ݂ fonksiyonu düzgün 

süreklidir denir. 
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Teorem 2.1.5.  ݂: ሺܺ, ݀௫ሻ ⟶ ሺܻ, ݀௬ሻ sürekli fonksiyon olsun. ሺܺ, ݀௫ሻ kompakt 

metrik uzayı ve ሺܻ, ݀௬ሻ metrik uzayı ise ݂ düzgün süreklidir. 

 

İspat. Munkres, (2000) Lemma 27.6’ ya bakınız.	 	

	

2.2. Kompaktlık 

 

Tanım 2.2.1. ሺܺ, ࣮ሻ	 topolojik uzay ve ࣛ da ܺ in alt kümelerinden oluşan bir aile 

olsun. Eğer ࣛ ailesinin elemanlarının birleşimi ܺ e eşit ise, ࣛ ailesine ܺ in bir 

örtüsü(veya örtümü) denir. Bu durumda; 

Eğer ࣛ nın elemanları açık kümeler ise, ࣛ ailesine ܺ in bir açık örtüsü, 

Eğer ࣛ ın elemanları kapalı kümeler ise, ࣛ ailesine ܺ in bir kapalı örtüsü denir. 

 

Ayrıca bir örtümün eleman sayısı sonlu veya sayılabilir ise bu örtüme sırasıyla 

sonlu örtüm veya sayılabilir örtüm adı verilir.  

 

Tanım 2.2.2.  ሺܺ, ߬ሻ topolojik uzay ve ࣛ ailesi ܺ in bir örtüsü olsun. Eğer ࣛ nın 

bir  ࣛᇱ  alt ailesinin elemanlarının birleşimi yine  ܺ e eşit oluyorsa yani ܺ için bir 

örtü oluyorsa bu ࣛᇱ ailesine ࣛ nın alt örtüsü denir.  

 

Tanım 2.2.3.  ܺ topolojik uzayının her açık örtüsünün bir sonlu alt örtüsü varsa, bu  

ܺ uzayına  kompakt uzay denir.  

 

Tanım 2.2.4.  ܻ ⊂ ܺ ve ࣛ, ܺ in bir alt kümeler ailesi olmak üzere ࣛ nın 

elemanlarının birleşimi ܻ yi içeriyorsa, ࣛ ya  ܻ nin bir örtümü denir. Bu durumda, 

eğer ࣛ nın elemanları açık (kapalı)  kümeler ise, ࣛ ya  ܻ nin bir açık (kapalı) 

örtümü denir. 
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Eğer ܻ nin her açık örtümünün bir sonlu alt örtümü varsa ܻ alt uzayına kompakttır 

denir. Eğer ࣛ nın elemanları ܻ de açık ise, ࣛ ya  ܻ nin kendisindeki bir açık 

örtümü denir. Eğer ܻ nin kendisindeki her açık örtümünün bir sonlu alt örtümü 

varsa, ܻ alt uzayına kendisinde kompakttır denir.  

Aşağıdaki kompaktlık ile kendisinde kompaktlık kavramının denkliğini 

gösterelim. 

 

Örnekler 2.2.5.  

1. Թ uzayı doğal topolojiye göre kompakt değildir: 

ࣛ ൌ ሼሺ݊, ݊ ൅ 2ሻ	|	݊ ∈ Ժሽ ailesi Թ  bir açık örtümü olduğu açıktır: 

Թ ൌራሺ݊, ݊ ൅ 2ሻ
ାஶ

ିஶ

 

Ayrıca, bu açık örtümün Թ için sonlu bir alt örtüsü yoktur. Dolayısıyla,  Թ uzayı 

doğal topolojiye göre kompakt değildir. 

2. Թ uzayının ܺ ൌ ሼ0ሽ ∪ ቄ	
ଵ

௡
|		݊ ∈ Ժା	ቅ alt uzayı kompakttır:  

ࣛ ailesi ܺ in herhangi bir açık örtüsü olsun. O halde  ∃	ܷ ∈ ࣛ için ܷ kümesi ܺ in 

0 noktasını içerendir. ܷ kümesi açık olduğundan  ∃	ሺܽ, ܾሻ için  0 ∈ ሺܽ, ܾሻ ⊂ ܷ dir. 

݊ ∈ Գ yi  0 ൏ ଵ

௡
൏ ܾ olacak şekilde seçelim. Açıkça  ଵ

௡
	,

ଵ

௡ାଵ
	 , … ,0 ∈ ሺܽ, ܾሻ ⊂ ܷ 

dir. O halde  ∃	 ଵܷ, ܷଶ, … , 	ܷ௡ିଵ 	∈ 	ࣛ için  1 ∈ ଵܷ , ଵ
ଶ
∈ ܷଶ, …, ଵ

௡ିଵ
∈ ܷ௡ିଵ olup, 

ࣛᇱ ൌ ሼ ଵܷ, ܷଶ, … , 	ܷ௡ିଵ, ܷሽ ⊂ ࣛ alt ailesi ܺ in sonlu alt örtüsüdür. Dolayısıyla, ܺ 

uzayı kompakttır. 

3. ሺ0, 1ሿ yarı-açık aralığı kompakt değildir: 

ሺ0, 1ሿ aralığının ࣛ ൌ ቄ	ቀ
ଵ

௡
, 1ሿ	|	݊ ∈ Գቅ açık örtüsünü ele alalım. 

ሺ0, 1ሿ ൌ ራ൬
1
݊
, 1ሿ

ାஶ

௡ୀଵ
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Açıkça, ࣛ nın ሺ0, 1ሿ kümesi için bir sonlu alt örtümü yoktur. Dolayısıyla ሺ0, 1ሿ 

kompakt değildir.  

Açıkça görülür ki, benzer şekilde ሺ0,1ሻ de kompakt değildir. 

4. Sonlu bir küme kompakttır. 

 

Teorem 2.2.6.  Kompakt uzayların kapalı alt uzayları da kompakttır. 

 

İspat.  Munkres, (2000) Theorem 26.2’e bakınız.  

 

Sonuç 2.2.7.  ܺ bir topolojik uzay ve ܨଵ, ,ଶܨ … ,  ௡ kümeleri de bu uzayın kapalı altܨ

kümeler ailesi olsun. 

ܨ ൌራܨ௜

௡

௜ୀଵ

		ݎଓݐݐ݇ܽ݌݉݋݇		 ⟺ ݅	ݎ݁ܪ	 ൌ 1,2, … , ݊	݅ç݅݊		ܨ௜	݇ݐݐ݇ܽ݌݉݋ଓݎ.	 

 

İspat. Açıktır. 

 

Teorem 2.2.8. Hausdorff uzayların her kompakt alt uzayı kapalıdır. 

 

İspat.  Munkres, (2000) Theorem 26.3’e bakınız.  

	

Teorem 2.2.9. Kompakt uzayların sürekli dönüşümler altındaki görüntüsü de 

kompakttır. Yani  ݂: ܺ ⟶ ܻ sürekli ve ܺ kompakt uzay olsun. O halde ݂ሺܺሻ de 

kompakt uzaydır. 

 

İspat. Munkres, (2000) Theorem 26.5’e bakınız.  

 

Teorem 2.2.10.  ܺ bir kompakt uzay ve ܻ bir Hausdorff uzay olmak üzere  

 ݂: ܺ ⟶ ܻ fonksiyonu sürekli olsun. Aşağıdakiler doğrudur. 
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(i) ݂ surjektif (örten) ise ݂ kapalı dönüşümdür. 

(ii) ݂ injektif (içine) ise ݂ gömme dönüşümüdür. 

(iii) ݂  bijektif (birebir ve örten) ise ݂ homeomorfizmadır. 

 

İspat.  Açıktır. 

 

Teorem 2.2.11. Sonlu sayıda kompakt uzayların çarpımı da kompakttır.  

 

İspat.  Munkres, (2000) Theorem 26.7’ ye bakınız.	 	

	

Tanım 2.2.12.  ܺ bir topolojik uzay ve ࣛ, ܺ in alt kümelerinin bir ailesi olsun. 

Eğer ࣛ nın her  ሼܣଵ, ,ଶܣ … ,   ௡ሽ sonlu alt ailesiܣ

ଵܣ ∩ ଶܣ ∩ …∩ ௡ܣ ് ∅ 

koşulunu sağlıyorsa, ࣛ ailesi sonlu arakesit özelliğine sahiptir denir.  

 

Teorem 2.2.13. ܺ bir topolojik uzay olsun. ܺ topolojik uzayının kompakt olması 

için gerek ve yeter  koşul bu uzayda sonlu arakesit özelliğine sahip olan her kapalı 

kümeler ailesinin bütün elemanlarının arakesitinin boştan farklı olmasıdır. 

 

İspat. Munkres, (2000) Theorem 26.9’a bakınız.	 	

	

Sonuç 2.2.14.  ܥଵ ⊃ ଶܥ ⊃ ⋯ ⊃ ௡ܥ ⊃ ௡ାଵܥ ⊃ ⋯  bir kompakt uzayın kapalı boştan 

farklı alt kümeleri olsun. O zaman  

ሩܥ௡ ് ∅
௡∈Գ

 

olur. 

 

İspat. Açıktır. 
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Teorem 2.2.15.  ܺ, en küçük üst sınır özelliğine sahip basit sıralı bir küme olsun. 

Sıralama topolojisinde, ܺ teki her bir kapalı aralık kompakttır.  

 

İspat. Munkres, (2000) Theorem 27.1’e bakınız.	 	

	

Teorem 2.2.16. (İç içe Aralıklar Lemması)  Թ kümesinde 

∀	݊ ∈ Ժା için,   ሾܽ௡ାଵ, ܾ௡ାଵሿ ⊂ ሾܽ௡, ܾ௡ሿ 

özelliğine sahip boştan farklı kapalı ve sınırlı aralıkların koleksiyonu 

ሼሾܽ௡, ܾ௡ሿሽ௡∈Ժశ olsun. O zaman,  

ሩሾܽ௡, ܾ௡ሿ
௡∈Ժశ

് ∅ 

arakesiti boştan farklıdır. 

 

İspat. Munkres, (2000) Theorem 27.1’e bakınız.  

	

Teorem 2.2.17. Թ kümesi üzerinde standart topoloji olsun. Her kapalı ve sınırlı 

ሾܽ, ܾሿ aralığı Թ nin kompakt alt kümesidir. 

 

İspat. Açıktır. 

 

Teorem 2.2.18. 	Թ kümesinde kapalı ve sınırlı aralıklar ሾܽଵ, ܾଵሿ, … , ሾܽ௡, ܾ௡ሿ olsun. 

ሾܽଵ, ܾଵሿ ൈ …ൈ ሾܽ௡, ܾ௡ሿ  kümesi Թ௡ uzayında kompakt alt kümedir. 

 

İspat. Açıktır. 

 

Teorem 2.2.19. (Heine - Borel Teoremi)  Թ௡ üzerinde standart topolojiye ve 

standart metrik var olsun.  ܥ ⊂ Թ௡ alt kümesinin kompakt olması için gerek ve 

yeter koşul ܥ nin kapalı ve sınırlı olmasıdır. 
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İspat. Açıktır. 

 

Teorem 2.2.20. (Ekstrem Değer Teoremi)  ܺ ് ∅ topolojik uzay ve ܻ lineer 

sıralı uzay olmak üzere  ݂: ܺ ⟶ ܻ sürekli fonksiyon olsun. Eğer ܺ kompakt ise 

	ݔ	∀ ∈ ܺ için  ݂ሺܿሻ ൑ ݂ሺݔሻ ൑ ݂ሺ݀ሻ olacak şekilde ܿ, ݀ ∈ ܺ vardır. 

 

İspat. Munkres, (2000) Theorem 27.4’ bakınız.  

	

2.3. Sayılabilirlik ve Ayırma Aksiyomları 

Buradaki tanıtacağımız kavramlar, kompaktlık ve bağlantılılık gibi 

kalkülüs ve analiz çalışmalarından doğal olarak ortaya çıkmayan çok önemli özel 

durumları içermektedir. Yani; belirli bir uzayı metrik uzaya veya bir kompakt 

Hausdorff uzayına gömmek gibi problemler, analizden ziyade temel olarak 

topolojiye has problemlerdir. Bu yüzden bu ve bunun gibi problemlerin çözümü 

için sayılabilirlik ve ayrılabilirlik aksiyomlarına ihtiyaç vardır.  

Bu bölümde işte bu güçlü aksiyomları tanıtacağız, bunların sonuçlarını 

inceleyip (şimdilik) temel amacımız olan Urysohn Metriklenebilme Teoremi’nin 

ispatına giden yolu da inşa edeceğiz. Kısaca bu teorem diyor ki; “Eğer Χ topolojik 

bir uzayı belirli bir sayılabilirlik (2.sayılabilir) ve belirli bir ayırma aksiyomunu 

(regülerlik) sağlıyorsa Χ  bir metrik uzaya gömülebilir yani metriklenebilirdir.” 

 

Tanım 2.3.1. Eğer bir topolojik uzayın ݔ଴	noktasında öyle bir sayılabilir 

komşuluklar ailesi vardır ki; ݔ଴’ın herhangi bir komşuluğu bu ailenin en az bir 

elemanını içerirse bu uzay ݔ଴ noktasında bir ‘sayılabilir komşuluk tabanına 

sahiptir’ denir. 
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Tanım 2.3.2. Eğer bir ሺܺ, ߬ሻ topolojik uzayın her noktasında bir sayılabilir 

komşuluk tabanı varsa, bu uzaya ‘birinci sayılabilirlik aksiyomunu sağlıyor’ veya 

‘birinci sayılabilir uzay’ denir.  

 

Önerme 2.3.3. Her metrik uzay birinci sayılabilirdir.  

 

İspat. Açıktır. 

 

Teorem 2.3.4.  ܺ, topolojik bir uzay olsun. 

(i) ∅ ് ܣ ⊂ ܺ alalım. ሺݔ௡ሻ →   noktasına ݔ  olacak şekilde ݔ

yakınsayan ܣ ya ait bir ሺݔ௡ሻ dizisi varsa o zaman ݔ ∈  olur. Eğer ܺ, birinci ܣ

sayılabilir uzay ise teoremin tersi de doğrudur. 

(ii) ݂: ܺ → ܻ olsun. Eğer ݂ sürekli ise ሺݔ௡ሻ →  iken tüm yakınsak diziler için ݔ

݂ሺݔ௡ሻ → ݂ሺݔሻ olur. Eğer ܺ, birinci sayılabilir uzay ise teoremin tersi de doğrudur. 

 

İspat. Munkres (2000) Theorem 21.2’e ve Teorem 21.3’ e bakınız.	�	

 

Tanım 2.3.5. Eğer bir ሺܺ, ߬ሻ	topolojik uzayının bir sayılabilir tabanı varsa bu uzaya 

‘ikinci sayılabilirlik aksiyomunu sağlıyor’ veya ‘ikinci sayılabilir uzay’ denir.  

 

Teorem 2.3.6. Her bir ikinci sayılabilir ሺܺ, ߬ሻ uzayı birinci sayılabilirdir. Tersi 

doğru değildir.  

 

Teorem 2.3.7.  

i)  Birinci sayılabilir uzayın alt uzayı da birinci sayılabilirdir ve 

sayılabilir sayıda çarpımı da birinci sayılabilirdir. 

ii) İkinci sayılabilir uzayın alt uzayı da ikinci sayılabilirdir ve sayılabilir 

sayıda çarpımı da ikinci sayılabilirdir. 
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İspat.  Munkres (2000) Theorem 30.2’ e bakınız.	�	

	

Not 2.3.8. İkinci sayılabilirlik aksiyomu global bir özellik iken birinci sayılabilirlik 

özelliği lokal bir özelliktir. Dolayısıyla ikinci sayılabilirlik aksiyomu çok daha 

güçlüdür öyle ki her metrik uzay bile bu aksiyomu sağlamaz, bilindik birçok uzay 

da sağlamaz. Bu aksiyom Urysohn Metrikleştirme Teoremi gibi teoremlerin 

kanıtlanmasında kullanılır. 

 

Not 2.3.9. Öte yandan bir topolojik uzayın ikinci sayılabilir olup olmadığını uzay 

üzerinde tanımlı topoloji belirler. 

 

Tanım 2.3.10.	ሺܺ, ߬ሻ	bir topolojik uzay ve ܣ ⊂ ܺ bir küme olsun. 

i) Eğer ܣ ൌ 	ise A  ߕ kümesine X uzayında yoğundur (her yerde 

yoğundur) denir. 

ii) Eğer Χ in sayılabilir yoğun bir alt kümesi varsa ሺܺ, ߬ሻ uzayına 

ayrılabilir topolojik uzay ሺ	Fréchet Uzayıሻ denir. 

 

Sonuç 2.3.11. Yukarıdaki tanımın bir sonucu olmak üzere; 

ܣ ⊂ ܺ, 	݊ݑğ݋ݕ	݁ݐ	ܺ ⇔ ∅	çଓ݇ܽ	ݎܾ݅	ݎ݄݁	 ് ܷ ⊂ ܺ		݅ç݅݊	ܣ ∩ ܷ ് ∅		dir. 

 

İspat.  Açık 

 

Teorem 2.3.12. İkinci sayılabilir her bir ሺܺ, ߬ሻ uzayı ayrılabilirdir.  

 

İspat. Rahimov (2006), Teorem 2.1.3’e bakınız.�	

 

Teorem 2.3.13. Her ayrılabilir ሺܺ, ݀ሻ	metrik uzayı ikinci sayılabilir uzaydır. 

 



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER   Erhan BATMAZ 
 

13 

İspat. Bülbül (1994), Teorem 4.12’e bakınız.�   

 

Not 2.3.14. Ayrılabilir olduğu halde ikinci sayılabilir olmayan uzaylar da vardır. 

Örneğin X sayılamaz bir küme olmak üzere bu küme üzerindeki özel nokta 

topolojisi ve sayılabilir tümleyenler topolojisi ile topolojik uzay ayrılabilir olduğu 

halde ikinci sayılabilir değildir. 

 

Not 2.3.15. Թ	alışılmış topolojik uzayı ikinci sayılabilirdir, dolayısıyla Թ	alışılmış 

topolojik uzayı ayrılabilirdir. Öte yandan Թ	 ayrık topolojik uzayı ayrılabilir 

değildir, çünkü bu uzayın tek yoğun alt kümesi Թ	 dir ve Թ	 sayılabilir değildir. 

Ayrılabilir olma özelliğinin de diğer topolojik özellikler gibi küme üzerindeki 

tanımlanan topolojiye bağlı olduğu görülmektedir. 

 

Tanım 2.3.16. Bir topolojik uzayın her açık örtüsünün bir sayılabilir alt örtüsü 

varsa bu uzaya bir Lindelöf uzayı denir. 

 

Tanımdan da anlaşılacağı üzere bu kavram kompaktlık kavramına da çok 

yakındır, şöyle ki bir kompakt uzayı bir Lindelöf uzayıdır. Fakat bir Lindelöf 

uzayının kompakt uzay olması gerekmez. 

 

Tanım 2.3.17. ሺܺ, ߬ሻ bir topolojik uzay olsun. 

(i) Eğer her  ݔ, 	ݕ ∈ ܺ	ሺݔ ് ݔ  ሻ içinݕ ∈ ܷ	, ݕ ∉ ݔ		ܽݕ݁ݒ		ܷ ∉. ܸ, ݕ ∈ ܸ olacak  

şekilde ܷ ⊂ ܸ	ܽݕ݁ݒ		ܺ ⊂ ܺ açık kümeleri varsa ଴ܶ െ  ,ሻ݂݋ݎ݋݃݋݈݉݋ܭሺ	ଓݕܽݖݑ

(ii) Eğer her  ݔ, 	ݕ ∈ ܺ	ሺݔ ് ݔ  ሻ içinݕ ∈ ܷ	, ݕ ∉ ݔ		݁ݒ		ܷ ∉. ܸ, ݕ ∈ ܸ olacak  

şekilde ܷ ⊂ ܸ	݁ݒ		ܺ ⊂ ܺ açık kümeleri varsa ଵܶ െ  ,ଓሻݕܽݖݑ	ݐé݄ܿ݁ݎܨሺ	ଓݕܽݖݑ

(iii) Eğer her ݔ, 	ݕ ∈ ܺ	ሺݔ ് ݔ ሻ içinݕ ∈ ܷ	, ݕ ∈ ܷ		݁ݒ		ܸ ∩ ܸ ൌ ∅ olacak  

şekilde ܷ ⊂ ܸ	݁ݒ		ܺ ⊂ ܺ açık kümeleri varsa ଶܶ െ  ଓሻݕܽݖݑ	݂݂ݎ݋݀ݏݑܽܪሺ	ଓݕܽݖݑ

denir. ( bir topolojik uzayın her farklı iki noktasının ayrık açık komşulukları varsa 
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Teorem 2.3.18.  ሺܺ, ߬ሻ bir topolojik uzay olsun. O halde; 

ሺܺ, ߬ሻ		ܾ݅ݎ	 ଴ܶ െ 	ݎଓ݀ଓݕܽݖݑ ⟺ ,ݔ	ݎ݄݁	ଓ݈݇ݎ݂ܽ	 	ݕ ∈ ܺ		݅ç݅݊		ሼݔሽ 	് ሼݕሽ 

 

İspat. Bülbül, (1994) Teorem 8.1’e bakınız.	�	

 

Not 2.3.19.  Tanımları karşılaştırırsak kolayca görülür ki; 

ଶܶ ⟹ ଵܶ ⟹ ଴ܶ		ሺ	 ଶܶ ⊆ ଵܶ ⊆ ଴ܶሻ 

olur. Ancak tersi doğru değildir. 

 

Tanım 2.3.20.  ܺ topolojik uzay olsun. 

(i) Eğer her ݔ ∈ ܺ ve ݔ ∉ ܨ koşulunu sağlayan ܨ ⊂ ܺ kapalı kümesi için  

 ;nin ayrık komşulukları varsa, bu uzaya regüler uzay denir.Başka bir deyişle ܨ ve ݔ

Her kapalı ܨ ⊂ ܺ kümesi ve ݔ ∉ ݔ noktası için ܨ ∈ ܨ , ܷ ⊆ ܸ ve ܷ ∩ ܸ ൌ ∅ 

olacak şekilde ܷ, ܸ ⊂ ܺ açık kümelerinin olmasıdır.  

Regüler uzaylar ଵܶ uzayı olmak zorunda değildir. Ancak ܺ regüler uzayı 

aynı zamanda ଵܶ uzayı (her tek elemanlı kümesi kapalı ) ise ଷܶ െ  ଓ olarakݕܽݖݑ

adlandırılır. 

(ii) Eğer ܺ in her iki ayrık kapalı alt kümesinin ayrık komşulukları varsa 

bu uzaya normal uzay denir. Başka bir deyişle; 

 Her kapalı, ayrık ܨ, ܩ ⊂ ܺ kümeleri için ܨ ⊂ ܩ , ܷ ⊂ ܸ ve ܷ ∩ ܸ ൌ ∅  olacak 

şekilde ܷ, ܸ ⊂ ܺ açık kümelerinin var olmasıdır.  

Normal uzaylar ଵܶ uzayı olmak zorunda değildir. Ancak  ܺ normal uzayı 

aynı zamanda ଵܶ uzayı (her tek elemanlı kümesi kapalı ) ise ସܶ െ  ଓ olarakݕܽݖݑ

adlandırılır.  

 

Lemma 2.3.21.  ܺ bir topolojik uzay ve ܺ in her tek elemanlı kümesi kapalı olsun. 

O halde; 

(i) ܺ regülerdir. ⟺ Her ݔ ∈ ܺ ve ݔ in her keyfi bir ܷ komşuluğu için 
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ݔ  ∈ ܸ ⊂ ܸ ⊂ ܷ olacak şekilde ݔ in bir  ܸ komşuluğu vardır. 

(ii) ܺ normaldir. ⟺ Her ܣ ⊂ ܺ kapalı kümesi ve ܣ yı içeren her keyfi bir ܷ 

açık kümesi için  ܣ ⊂ ܸ ⊂ ܸ ⊂ ܷ olacak şekilde ܣ yi içeren ܸ açık  

kümesi vardır. 

 

İspat.  i) (⟹ሻ: ܺ bir regüler uzay olsun. ݔ ∈ ܺ ve ܷ, ݔ in keyfi bir açık komşuluğu 

verilsin. Böylece ܨ ൌ ܺ െ ܷ kümesi kapalı olup ݔ ∉  ,dir. Hipotezden dolayı ܨ

ݔ  ∈ ܨ , ܸ ൌ ܺ െ ܷ	 ⊂ ܹ ve ܸ ∩ܹ ൌ ∅ koşulunu sağlayan ܸ ve ܹ açık kümeleri 

vardır. ݕ ∈ keyfi verilsin. ௬ܹ ܨ ൌ ܹ alalım. O halde ݕ ∈ ௬ܹ ve ܸ ∩ ௬ܹ ൌ ∅ 

olduğundan, ݕ ∉ ܸ dir. Dolayısıyla  ܸ ∩ ܨ ൌ ∅ dir. Böylece ܸ ⊂ ܷ olur. 

(⟸ሻ Her ݔ ∈ ܺ ve ݔ ,ܨ i içermeyen bir kapalı küme olsun. O halde ܷ ൌ ܺ െ  ܨ

kümesi ݔ in bir komşuluğudur. Buradan, ܸ ve ܺ െ ܸ kümeleri için 

ݔ  ∈ ܨ  ,ܸ ⊂ 	ܺ െ ܸ ve ܸ ∩ ൫	ܺ െ ܸ൯ ൌ ∅ dir. Böylece ܺ regülerdir.∎ 

 

ii) ሺ⟹ሻ: ܺ bir normal uzay olsun. ܣ ⊂ ܺ kapalı bir küme ve ܣ ⊂ ܷ olacak şekilde 

bir ܷ açık kümesi olsun.  ܨ ൌ ܺ െ ܷ kümesi kapalı ve ሺܺ െ ܷሻ ∩ ܣ ൌ ∅ 

olduğundan ܣ ⊂ ଵܹ ve ሺܺ െ ܷሻ ⊂ ଶܹ ve ଵܹ ∩ ଶܹ ൌ ∅ olacak şekilde ଵܹ, ଶܹ 

açık kümeleri vardır. Buradan  ܣ ⊂ ଵܹ ⊂ ܺ െ ଶܹ ⊂ ܺ െ ሺܺ െ ܷሻ ൌ ܷ olur. 

ܺ െ ଶܹ kapalı bir küme olduğu için,  ܣ ⊂ ଵܹ ⊂ ଵܹ ⊂ ܺ െ ଶܹ ⊂ ܷ elde edilir. 

(⟸ሻ:  ܣ, ܤ ⊂ ܺ kapalı, ayrık iki küme olsun. ܺ െ ܣ kümesi açık ve ܤ ⊂ ܺ െ  .dir ܤ

Teoremin koşulundan ܸ açık kümesi için;  ܣ ⊂ ܸ ⊂ ܸ ⊂ ܺ െ  .yazılabilir ܤ

 ܸ ve ܺ െ ܸ kümeleri için ܣ ⊂ ܤ , ܸ ⊂ ܺ െ ܸ ve ܸ ∩ ൫ܺ െ ܸ൯ ൌ ∅ sağlanır. ∎ 

 

Sonuç 2.3.22. ܺ topolojik uzayının regüler olması için gerek ve yeter koşul 

her ݔ ∈ ܺ noktasının kapalı komşuluklar ailesi bu noktanın bir yerel tabanıdır. 

 

İspat. Bülbül, (1994) Teorem 8.12’ye bakınız.  
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Önerme 2.3.23. Aşağıdaki özellikler kolayca görülebilir: 

(i) Bir regüler ( ଷܶ െuzayın) uzayın alt uzayı da regülerdir ( ଷܶ െuzayıdır). 

(ii) 	

ܺ ൌෑ ௜ܺ

௜∈ூ

	çܽ݌ݎଓ݉	ݕܽݖݑଓ	݃݁ݎü݈݁ݎ	ሺ ଷܶ െ ଓሻݕܽݖݑ 	⟺ ݅		ݎܾ݅	ݎ݄݁

∈ 	ç݅݊݅	ܫ ௜ܺ .ݎ݅݀ݎü݈݁݃݁ݎ	ଓݕܽݖݑ	 ሺ ଷܶ െ  ሻݎଓ݀ଓݕܽݖݑ

 

İspat. Munkres, (2000) Theorem 31.2’ ye bakınız.  

 

Not 2.3.24. Bu bölümde ve bundan sonraki bölümde kısaca göreceğimiz gibi, 

normal uzaylar için yukarıdakine benzer bir teorem yoktur. Ancak aşağıda 

vereceğimiz teorem sadece kapalı alt uzaylarının normal olduğunu söyler. 

 

Teorem 2.3.25. Bir normal uzayın ( ଷܶ െuzayıሻ kapalı alt uzayları normaldir. 

( ଷܶ െuzayıdırሻ. 

 

İspat. Açıktır. 

 

Sonuç 2.3.26. Regüler uzay ሺ ଷܶ െuzayıሻ	 olma özelliği ve Normal uzay 

ሺ ସܶ െuzayıሻ	olma özelliği topolojik bir değişmezdir. 

 

İspat.  Açıktır.	

	

Teorem 2.3.27. Sayılabilir bir tabana sahip (İkinci sayılabilir) regüler uzaylar 

normaldir. 

 

İspat.  ሺܺ, ߬ሻ bir regüler uzay ve ࣜ ailesi ߬ nun bir sayılabilir tabanı olsun. 

A, B ⊂ ܺ iki ayrık kapalı küme olsun. ܺ uzayı regüler olduğundan her ݔ ∈  ܤ nın ܣ

yi içermeyen bir ܸ komşuluğu vardır. Lemma 2.3.21’e göre ݔ in bir ܷ komşuluğu 
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için  ܷ ⊂ ܸ	 komşuluğu vardır. O halde ∃ܤ	 ∈ ࣜ için ݔ ∈ ܤ ⊂ ܸ dir ve ࣜ ailesi 

sayılabilir olduğundan ∃	ܤଵ, ,ଶܤ … ∈ ࣜ için 

ܣ ⊂ራܤ௡
௡

 

dir. Buradan; 

ܣ ⊂ራܷ௡
௡

௡ܷ		݁ݒ		 ∩ ܤ ൌ ∅		ሺ݊ ൌ 1,2, … ሻ	݀݅ݎ. 

Benzer şekilde, 	∃	 ଵܸ, ଶܸ, … ∈ ߬ için; 

ܤ ⊂ራ ௡ܸ

௡

		݁ݒ		 ௡ܸ ∩ ܣ ൌ ∅		ሺ݊ ൌ 1,2, … ሻ	݀݅ݎ. 

ܷ ൌራܷ௡
௡

ܸ		݁ݒ		 ൌራ ௡ܸ

௡

 

olsun. Açıkça, ܷ, ܸ ∈ ߬ ve ܣ ⊂ ܷ	, ܤ ⊂ ܸ dir. Genel olarak,  ܷ ∩ ܸ ് ∅ yani   

 :ayrık olmayabilir. Bundan dolayı aşağıdakileri kümeleri tanımlayalım ܸ	݁ݒ	ܷ

ܷ௡
ᇱ ൌ ܷ௡ െራ ௜ܸ

௡

௜ୀଵ

			݁ݒ			 ௡ܸ
ᇱ ൌ ௡ܸ െራ ௜ܷ

௡

௜ୀଵ

 

ܷ௡
ᇱ ve ௡ܸ

ᇱ kümeleri her ݊ için açık kümelerdir. ݔ ∈  ݊∃ keyfi verilsin. O halde ܣ

için ݔ ∈ ܷ௡ dir. Her ݅ için ݔ ∉ ௜ܸ olduğundan ݔ ∈ ܷ௡ᇱ dir. Dolayısıyla 

ܣ ⊂ራܷ௡
ᇱ

௡

 

dir. Benzer şekilde,  

ܤ ⊂ራ ௡ܸ
ᇱ

௡

 

dir. Şimdi; 

ܷᇱ ൌራܷ௡
ᇱ

௡

ᇱܸ			݁ݒ			 ൌራ ௡ܸ
ᇱ

௡

 

kümeleri için  ܷᇱ ∩	ܸᇱ ൌ ∅ olduğunu gösterelim. Aksini varsayalım, yani bir ݔ 

için ݔ ∈ ܷᇱ ∩	ܸᇱ olsun. O halde, ∃݌, ݔ için ݍ ∈ ܷ௣ᇱ ∩ ௤ܸ
ᇱ dir. Kolaylık için ݌ ൑  ݍ
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olsun. ܷ௣ᇱ ve ௤ܸ
ᇱ kümelerinin tanımından ݔ ∈ ܷ௣ᇱ  ve ݔ ∉ ܷ௣  olduğu elde edilir. 

Oysa bu bir çelişkidir. Dolayısıyla ܷᇱ ve ܸᇱ kümeleri sırasıyla ܣ ve ܤ kümelerinin 

ayrık açık komşuluğudur. Sonuç olarak, ሺܺ, ߬ሻ uzayı normaldir. ∎ 

 

Teorem 2.3.28. Bir metrik uzay normaldir. 

 

İspat. ሺܺ, ݀ሻ bir metrik uzay, ܣ ve ܤ , ܺ in iki ayrık kapalı alt kümesi olsun.  

Her ܽ ∈ ܾ ve ܣ ∈  ߳௕’ yi sırasıyla	 için ߳௔ ve ܤ

,ሺܽܤ ߳௔ሻ ∩ ܤ ൌ ,ሺܾܤ		݁ݒ			∅ ߳௕ሻ ∩ ܣ ൌ ∅	 

olarak seçelim. ܷ ve ܸ kümelerini ise, şöyle tanımlayalım: 

ܷ ൌራܤቀܽ,
߳௔
2
ቁ

௔∈஺

ܸ			݁ݒ			 ൌራܤቀܾ,
߳௕
2
ቁ

௕∈஻

 

 

Açıkça, ܷ ve ܸ kümeleri açık olup, ܣ ⊂ ܷ ve ܤ ⊂ ܸ dir. Bu kümelerin ayrık 

olduğunu gösterelim. Eğer ݖ ∈ ܷ ∩ ܸ ise, ∃ܽ ∈ ܾ	݁ݒ	ܣ ∈  ; için ܤ

ݖ ∈ ܤ ቀܽ,
߳௔
2
ቁ ݖ			݁ݒ				 ∈ ܤ ቀܾ,

߳௕
2
ቁ 

dir. 

݀ሺܽ, ܾሻ ൑ ݀ሺܽ, ሻݖ ൅ ݀ሺݖ, ܾሻ ൏
߳௔ ൅ ߳௕

2
 

dir. 

Eğer  ߳௔ ൏ ߳௕ ise, ݀ሺܽ, ܾሻ ൏ ߳௕ dir, yani ܽ ∈ ,ሺܾܤ ߳௕ሻ dir. 

Eğer  ߳௔ ൑ ߳௕ ise, ݀ሺܽ, ܾሻ ൏ ߳௔ dir, yani ܾ ∈ ,ሺܽܤ ߳௔ሻ dir.  

Her iki durumda da bir çelişki elde edilir. Dolayısıyla, ܷ ∩ ܸ ൌ ∅ olur. 

Sonuç olarak  ሺܺ, ݀ሻ uzayı normaldir. ∎ 

 

Teorem 2.3.29. Bir kompakt Hausdorff uzay normaldir. 
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İspat. ܺ bir kompakt Hausdorff uzayı olsun. ܺ in her kapalı alt kümesi kompakt 

olduğundan bu uzay regülerdir. ܣ, ܤ ⊂ ܺ  iki ayrık kapalı küme ve ܽ ∈  ܺ .olsun ܣ

uzayı regüler olduğundan ܽ ve ܤ lerin sırasıyla ܷ௔ ve ௔ܸ ayrık komşulukları vardır. 

  nın ܣ kompakt olduğundan ܣ

ራܷ௔
௔

 

örtümünün bir sonlu alt örtümü vardır, yani ∃ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡ ∈  ,için ܣ

ܣ ⊂ራܷ௔೔

௡

௜ୀଵ

 

dir. 

ܷ ൌራܷ௔೔

௡

௜ୀଵ

ܸ			݁ݒ			 ൌራ ௔ܸ೔

௡

௜ୀଵ

 

olsun. O halde ܷ ve ܸ kümeleri açık olup,  

ܣ ⊂ ܷ	, ܤ ⊂ ܷ		݁ݒ		ܸ ∩ ܸ ൌ ∅ 

olur. Buradan ܺ uzayı normaldir. ∎ 

 

Tanım 2.3.30. ܺ topolojik uzay olsun. Eğer her kapalı ܨ ⊂ ܺ kümesi ve ݔ ∉  ܨ

noktası için ݂ሺݔሻ ൌ0 ve ݔ ∈ ሻݔiçin ݂ሺ ܨ ൌ 1 koşullarını sağlayan sürekli ݂: ܺ ⟶

ሾ0, 1ሿ fonksiyonu varsa ܺ uzayına tam (tümüyle) regüler uzay denir.      

 

Tam regüler uzaylar ଵܶ uzayı olmak zorunda değildir. Ancak ܺ tam regüler  

uzayı aynı zamanda ଵܶ uzayı (her tek elemanlı kümesi kapalı ) ise ܶଷభ
మ
െ  ଓݕܽݖݑ

olarak adlandırılır. ܶଷభ
మ
െ  .ଓ aynı zamanda Tychonoff uzayı olarak da bilinirݕܽݖݑ

Açıktır ki, normal uzay tam regüler uzaydır (Urysohn Lemma) ve tam 

regüler uzay da regüler uzaydır. 

 

Önerme 2.3.31. Aşağıdaki özellikler vardır: 
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(i) Tam regüler uzayların alt uzayları da tam regülerdir. 

(ii) Tam regüler uzayların çarpım uzayları da tam regülerdir. 

İspat. Munkres, (2000) Theorem 33.2.’ye bakınız.	 	

	

Teorem 2.3.32. Topolojik uzayın tam regüler olma özelliği de topolojik 

değişmezdir. (özelliktir) 

 

İspat. Açık.	

	

Sonuç 2.3.33.	 	 Her	 ସܶ െ 	ଓݕܽݖݑ aynı	 zamanda	 ܶଷభ
మ
െ 	ଓݕܽݖݑ dır	 ve	 her	

ܶଷభ
మ
െ 	da	ଓݕܽݖݑ ଷܶ െ 	.dır	ଓݕܽݖݑ

	

2.4. Urysohn Lemma ve Urysohn Metriklenebilme Teoremi 

Şimdi genellikle “Urysohn Lemması” olarak adlandırılan bir teorem olan 

bu bölümün en derin içeriğine geçiyoruz. Urysohn Lemması bir dizi önemli 

teoremi kanıtlamada kullanılan çok önemli bir araçtır. “Urysohn Metriklenebilme 

Teoremi” nin de ispatını vereceğiz. 

 

Teorem 2.4.1. (Urysohn Lemma) 	ܺ bir normal uzay olsun. Eğer  ܣ ve ܤ,  ܺ in iki 

ayrık  kapalı alt kümeleri ise ݂ሺܣሻ ൌ ሼܽሽ ve ݂ሺܤሻ ൌ ሼܾሽ olacak şekilde 

 ݂: ܺ ⟶ ሾܽ, ܾሿ sürekli fonksiyonu vardır.  

 

İspat.  Bütün kapalı ve sınırlı aralıklar birbirine homeomorf olduklarından 

teoremdeki ሾܽ, ܾሿ yerine ሾ0,1ሿ aralığı alınabilir. Bundan dolayı, teoremi ሾ0,1ሿ için 

ispatlayalım. İspatı birkaç adımda gerçekleştireceğiz: 

1.Adım: ܲ:ൌ ሾ0,1ሿ ∩ ℚ ൌ ሼݍଵ, ,ଶݍ … , ሽ ∪ ሼ0,1ሽ olmak üzere ଵܲ :	ൌ ሼ0,1ሽ ve 

݊ ൒ 2 için ௡ܲ ≔ ሼݍଵ, ,ଶݍ … , ௡ିଵሽݍ ∪ ሼ0,1ሽ olsun.  

Matematik indüksiyon yöntemi ile , her  ݊ ve  ݌, ݍ ∈ ௡ܲ için; 
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݌ ൏ ݍ ⟹ ܷ௣ ⊂ ܷ௤            (1) 

koşulunu sağlayan ൛ܷ௣ൟ௣∈௉೙ açık kümeler ailesi varlığını gösterelim. 

݊ ൌ 1 için; ܺ bir normal uzay ve ଵܷ ≔ ܺ ∖ ܣ  için  ܤ ⊂ ଵܷ olduğundan 

normallikten Lemma 2.3.21. den dolayı öyle bir  ܷ଴ açık kümesi vardır ki: 

ܣ ⊂ ܷ଴  ve   ܷ଴ ⊂ ଵܷ 

dir. Buradan ݊ ൌ 1 ve  ݌, ݍ ∈ ௡ܲ için 

݌ ൏ ݍ ⟹ ܷ௣ ⊂ ܷ௤ 

dir. 

Şimdi ሺ1ሻ in ݊ için doğru olduğunu kabul edip, ݊ ൅ 1 için doğruluğunu 

ispatlayalım.  ௡ܲ ∖ ௡ܲାଵ ൌ ሼݎሽ olsun. ݎ için ௥ܷ yi tanımlayalım. ݌, ݍ ∈ ௡ܲାଵ 

sayıları ݎ nin sırasıyla sol ve sağ komşuluğu olsun. Açıkça ݌, ݍ ∈ ௡ܲ dir. Hipoteze 

göre  ܷ௣ ⊂ ܷ௤ olan  ܷ௣ ve ܷ௤ açık kümeleri vardır. ܺ uzayı normal olduğundan 

normallikten Lemma 2.3.21. den öyle bir ௥ܷ açık kümesi vardır ki: 

ܷ௣ ⊂ ௥ܷ  ve   ௥ܷ ⊂ ܷ௤           (2) 

dir. 

Şimdi ሺ1ሻ	nin ௡ܲାଵ kümesi için de doğru olduğunu gösterelim: ݏ, ݐ ∈ ௡ܲାଵ keyfi 

verilsin. Eğer  ݏ, ݐ ∈ ௡ܲ ise, hipoteze göre , ݏ ൏ için  ௦ܷ ݐ ⊂ ௧ܷ dir. Eğer  ݐ ∉ ௡ܲ 

ise, ݐ ൌ ݏ  ve  ݎ ∈ ௡ܲ  dir. Bu durumda, ݏ ൑  ;için  (1) ve (2) ye göre ݌

௦ܷ ⊂ ܷ௣ ⊂ ௥ܷ	 

dir. ݏ ൒   için ise,  yine (1) ve (2) ye göre ݍ

௥ܷ ⊂ ܷ௤ ⊂ ௦ܷ 

dir. Sonuç olarak, (1) i sağlayan ܷ௣ açık kümeleri elde edilir.  

 

2.Adım:  ൛ܷ௣ൟ௣∈௉	 ailesini tüm ℚ ya şöyle genişletelim: 

ܷ௣ ൌ ൜
∅, ݌ ൏ ݁ݏ݅			0
ܺ, ݌ ൐  ݁ݏ݅			1

Açıkça her ݌, ݍ ∈ ℚ  ve  ݌ ൏ için  ܷ௣ ݍ ⊂ ܷ௤ dir. 
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3.Adım: Bu adımda ݂ fonksiyonu tanımlanacaktır.  

Her ݔ ∈ ܺ için  ܯሺݔሻ ൌ ൛	݌	|	ݔ ∈ 	ܷ௣	ൟ olsun.  

Eğer ݌ ൏ 0 ise, ܷ௣ ൌ ∅ olduğundan ሼ	݌	|	݌ ൏ 0ሽ ∩ ሻݔሺܯ ൌ ∅ olur.  

Eğer ݌ ൐ 1 ise,  ܷ௣ ൌ ܺ olduğundan ݌ ∈ ሻݔሺܯ ,ሻ olur. Dolayısıylaݔሺܯ ് ∅ ve 

ሻ alttan sınırlıdır. Açıkça  infݔሺܯ ሻݔሺܯ	 ∈ ሾ0,1ሿ dir. 

  ݂: ܺ ⟶ ሾ0,1ሿ fonksiyonunu şöyle tanımlayalım: 

݂ሺݔሻ ൌ infܯሺݔሻ ൌ inf 	൛	݌	|	ݔ ∈ ܷ௣	ൟ 

 

4.Adım: Bu adımda ݂ሺܣሻ ൌ ሼ0ሽ ,  ݂ሺܤሻ ൌ ሼ1ሽ ve ݂ nin sürekli olduğu 

gösterilecektir.  

Eğer ݔ ∈ ݌ ise, her ܣ ൒ 0 için ݔ ∈ ܷ௣	dir.Dolayısıyla 	ܯሺݔሻ ൌ ሼ݌	|	݌ ൒ 0	, ݌ ∈ ℚሽ 

dir. Buradan,  ݂ሺݔሻ ൌ infܯሺݔሻ ൌ 0 dir, yani ݂ሺܣሻ ൌ ሼ0ሽ dir. 

Benzer şekilde, eğer ݔ ∈ ݌ ise, ancak ܤ ൐ 1 için ݔ ∈ ܷ௣	 dir, yani 

ሻݔሺܯ  ൌ ሼ݌	|	݌ ൐ 1	, ݌ ∈ ℚሽ dir. Dolayısıyla, ݂ሺݔሻ ൌ inf 	ሼ	|݌		݌ ൐ 1, ݌ ∈ ℚሽ ൌ 1 

dir. Sonuç olarak ݂ሺܤሻ ൌ ሼ1ሽ dir. 

Eğer  ݔ ∈ ௥ܷ ise, (1) e göre , her  ݏ ൐ ݔ için ݎ ∈ ௦ܷ dir. Dolayısıyla, infܯሺݔሻ 	൑  ݎ

dir, yani 

ݔ ∈ ௥ܷ 	⟹ ݂ሺݔሻ ൑  (3)              ݎ

Eğer  ݔ ∉ ௥ܷ ise, (1) e göre,  her  ݏ ൏ ݔ	 için ݎ ∉ ௦ܷ dir. Dolayısıyla, infܯሺݔሻ 	൒  ݎ

dir, yani  

ݔ ∉ ௥ܷ 	⟹ ݂ሺݔሻ ൒  (4)               ݎ

଴ݔ ∀ ∈ ܺ alalım. ܸ kümesi ݂ሺݔ଴ሻ ın keyfi bir açık komşuluğu olsun. O halde 

∃	ܿ, ݀ ∈ Թ:  ݂ሺݔ଴ሻ ∈ ሺܿ, ݀ሻ ⊂ ܸ dir. Açıkça ∃	݌, ݍ ∈ ℚ : 

ܿ ൏ ݌ ൏ ݂ሺݔ଴ሻ ൏ ݍ ൏ ݀         (5) 

ܷ ൌ ܷ௤ ∖	ܷ௣  olsun. Eğer, 
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଴ݔ ∉ ܷ௤ ise,  (4) e göre  ݂ሺݔ଴ሻ ൒   dir. Oysa bu durum (5) ile çelişir. Buradan ݍ

଴ݔ ∈ ܷ௤ dir; 

଴ݔ ∈ ܷ௣  ise,   (3) e  göre  ݂ሺݔ଴ሻ ൑  dir. Oysa bu durum (5) ile çelişir. Buradan ݌

଴ݔ ∉ ܷ௣  dir. Dolayısıyla,  ݔ଴ ∈ ܷ௤  ve  ݔ଴ ∉ ܷ௣  dir, yani  ݔ଴ ∈ ܷ dur.  

Sonuç olarak, ܷ kümesi ݔ଴ ın bir açık komşuluğudur. 

Şimdi ݂ሺܷሻ ⊂ ܸ olduğunu gösterelim. ݔ ∈ ܷ keyfi verilsin. O halde  ݔ ∈ ܷ௤ ⊂ ܷ௤ 

olup, (3) e göre ݂ሺݔሻ ൑ ݔ .dir ݍ ∉ ܷ௣ olduğundan  ݔ ∉ ܷ௣ dir. Buradan (4) e göre 

݂ሺݔሻ ൒ ݌ dir. Dolayısıyla ݌ ൑ ݂ሺݔሻ ൑ ሻݔdir, yani ݂ሺ ݍ ∈ ሾ݌,   .ሿ dirݍ

ሾ݌, ሿݍ ⊂ ሺܿ, ݀ሻ ⊂ ܸ 

olduğundan ݂ሺݔሻ ∈ ܸ dir. Buradan ݂ሺܷሻ ⊂ ܸ dir. Sonuç olarak, ݂ሺݔሻ fonksiyonu 

süreklidir. ∎ 

 

Tanım 2.4.2. ܺ bir topolojik uzay ve ܣ, ܤ ⊂ ܺ olsun. Eğer bir ݂: ܺ ⟶ ሾ0,1ሿ 

sürekli fonksiyonu için 

݂ሺܣሻ ൌ ሼ0ሽ  ve  ݂ሺܤሻ ൌ ሼ1ሽ 

ise, ܣ ve ܤ kümeleri bir sürekli fonksiyonuyla ayrılabiliyor denir.  

 

Şimdi, Urysohn Lemması şöyle de ifade edilebilir; 

Eğer bir ଵܶ uzayının her iki ayrık kapalı kümesi açık kümelerle ayrılabiliyorsa, bu 

kümeler bir sürekli fonksiyonlarla ayrılabiliyordur. 

Aslında önermenin tersi de doğrudur, şöyle ki bir sürekli fonksiyonuyla 

ayrılabiliyor iki kapalı ayrık kümeler açık kümelerle de ayrılabiliyordur. 

Gerçekten, ܣ ve ܤ iki kapalı ayrık küme ve  ݂: ܺ ⟶ ሾ0,1ሿ bir sürekli fonksiyon 

olmak üzere ݂ሺܣሻ ൌ ሼ0ሽ  ve  ݂ሺܤሻ ൌ ሼ1ሽ olsun. Açıkça, ቂ0, ଵ
ଶ
ቁ ve ቀଵ

ଶ
, 1ሿ kümeleri 

ሾ0, 1ሿ uzayının Թ deki alt uzay topolojisine göre açıktır. ݂ sürekli olduğundan  

ܷ ൌ ݂ିଵ ቀቂ0,
ଵ

ଶ
ቁ൰  ve  ܸ ൌ ݂ିଵ ൬ቀ

ଵ

ଶ
	 , 1ሿሻ 
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kümeleri ܺ te açıktır. ݂ሺܣሻ ൌ ሼ0ሽ ve ݂ሺܤሻ ൌ ሼ1ሽ olduğundan ܣ ⊂ ܷ ve ܤ ⊂ ܸ dir. 

Eğer ݔ ∈ ܷ ∩ ܸ ise, 

݂ሺݔሻ ∈ ቂ0,
ଵ

ଶ
ቁ     ve      ݂ሺݔሻ ∈ ቀଵ

ଶ
, 1ሿ 

dir. Bu bir çelişkidir. Dolayısıyla ܷ ∩ ܸ ൌ ∅ dir. Sonuç olarak, ܣ ve ܤ kümeleri 

sırasıyla ܷ ve ܸ açık kümeleriyle ayrılabiliyordur.  

 

Buradan, son olarak Urysohn Lemması aşağıdaki gibi ifade edilebilir; 

Bir ଵܶ uzayının her iki ayrık kapalı kümesinin açık kümelerle ayrılabiliyor 

olması için gerek ve yeter koşul bu kümelerin bir sürekli fonksiyonla da 

ayrılabiliyor olmasıdır. 

Bu önermeden ଵܶ ve ସܶ aksiyomları için aşağıdaki sonuç çıkarılabilir: 

 

Sonuç 2.4.3.  Bir ଵܶ uzayının ସܶ uzayı olması için(normal uzay) gerekli ve yeter 

koşul bu uzayın her iki ayrık kapalı kümesinin bir sürekli fonksiyonla ayrılabiliyor 

olmasıdır. 

 

İspat. Yukarıda ispatı verildi. 

 

Sonuç 2.4.4. Her normal uzay tam regüler uzaydır. 

 

İspat. ݔ ∈ ܨ ,ܺ ⊂ ܺ kapalı küme ve ݔ ∉ ሽݔolsun. ሼ ܨ ⊂ ܺ tek noktalı küme kapalı 

ve ሼݔሽ ∩ ܨ ൌ ∅ olduğu için Urysohn Lemmadan ݂ሺݔሻ ൌ 0 ve ݂ሺܨሻ ൌ 1 

sağlanacak şekilde sürekli ݂: ܺ ⟶ ሾ0	, 1ሿ fonksiyonu vardır.∎ 

Şimdi bu bölümün asıl amacına, bize bir topolojik uzayın metriklenebilir 

olduğu koşulları veren bir teoreme geliyoruz. Kanıt, tezin önceki bölümlerinden 

birkaç bileşeni bir araya getiriyor; tezin başında verdiğimiz metrik topolojilere 

ilişkin sonuçların yanı sıra bu bölümde kanıtlanmış olan sayılabilirlik ve ayırma 
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aksiyomlarına ilişkin gerçekleri kullanır. İspatta kullanılan temel yapı basit ama 

çok kullanışlıdır. 

Kanıtın iki versiyonu vardır ve her birinin daha sonra ortaya çıkacak yararlı 

genellemeleri olduğundan, burada ikisini de sunuyoruz. İlk versiyon, tamamen 

regüler uzaylar için bir gömme teoremi vermek üzere genelleştirir. İkinci versiyon, 

Nagata-Smirnov Metriklenebilme teoremini ispatladığımızda yani tezin ana 

bölümünde genelleştirilecektir. 

 

Teorem 2.4.5. (Urysohn Metriklenebilme Teoremi) Sayılabilir tabana sahip her 

regüler uzay metriklenebilirdir.  

 

İspat. ܺ i metriklenebilir bir Y uzayına gömerek ܺ in metriklenebilir olduğunu 

kanıtlayacağız; yani, ܺ i  ܻ nin bir alt uzayı ile homeomorfik göstererek. Kanıtın 

iki versiyonu, metriklenebilir Y uzayının seçiminde farklılık gösterir. İlk 

versiyonda Y, çarpım topolojisindeki Թఠ uzayıdır, daha önce sahip olduğumuz bir 

uzaydır, metriklenebilir olduğunu biliyoruz.  İkinci versiyonda, Y uzayı da Թఠ	dir, 

ancak bu sefer düzgün metrik ߩ ile verilen topolojide. Her durumda, bizim 

inşamızın  ܺ i  Թఠ nin ሾ0,1ሿ alt uzayına gömdüğü ortaya çıkıyor.  

 

1.Adım: Aşağıdakileri kanıtlıyoruz: 

ܺ in herhangi bir ݔ଴ noktası ve ݔ଴ ın herhangi bir ܷ komşuluğu verildiğinde; 

௡݂:		ܺ ⟶ ሾ0,1ሿ sürekli fonksiyonlarının sayılabilir bir koleksiyonu vardır öyle ki ௡݂ 

in ݔ଴ da pozitif ve ܷ dışında sıfır olacak şekilde ݊ ∈ Գ vardır. 

Urysohn Lemmasının bir sonucu olarak ݔ଴ ve ܷ verildiğinde böyle bir fonksiyon 

vardır. Ancak, her ሺݔ଴, ܷሻ çifti için böyle bir fonksiyon seçersek, elde edilen 

koleksiyon genel olarak sayılabilir olmayacaktır. Görevimiz koleksiyonu 

küçültmek. İşte devam etmenin bir yolu: 
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ሼܤ௡ሽ, ܺ için sayılabilir bir taban olsun. ܤ௡ ⊂  ௠ şartını sağlayan herܤ

݊,݉	indeks çifti için, Urysohn Lemmasının bir uygulaması olarak ݃௡,௠൫ܤ௡൯ ൌ ሼ1ሽ 

ve  ݃௡,௠ሺܺ െ ௠ሻܤ ൌ ሼ0ሽ olacak şekilde sürekli bir  ݃௡,௠:	ܺ ⟶ ሾ0,1ሿ fonksiyonu 

seçilebilir. O halde ൛݃௡,௠ൟ koleksiyonu ihtiyacımızı karşılar: ݔ଴ ve ݔ଴ ın bir ܷ 

komşuluğu verildiğinde, ܷ da bulunan ݔ଴ ı içeren bir ܤ௠ taban elemanı seçilebilir. 

Regülerlik kullanılarak,  ݔ଴ ∈ ௡ܤ  ௡  veܤ ⊂  ௡ seçilebilir. Oܤ  ௠ olacak şekildeܤ

halde ݊,݉;  ݃௡,௠ fonksiyonunun tanımlandığı indis çiftidir ve ݔ଴ da pozitiftir ve  ܷ 

dışında sıfırlanır. ൛݃௡,௠ൟ koleksiyonu,  Ժା ൈ Ժା nin bir alt kümesiyle indeksli 

olduğundan, sayılabilirdir; bu sebeple pozitif tamsayılarla yeniden indekslenebilir 

ve bizim ihtiyacımız olan  ሼ ௡݂ሽ koleksiyonunu verir. 

 

2.Adım: (Kanıtın birinci versiyonu)  

1. Adımdaki ௡݂ fonksiyonları göz önüne alındığında, çarpım topolojisi üzerinde bir 

Թఠ yi alalım ve ܨሺݔሻ ൌ ሺ ଵ݂ሺݔሻ, ଶ݂ሺݔሻ, … ሻ kuralı bir  ܨ: ܺ ⟶ Թఠ  tanımlayalım. ܨ 

nin bir gömme olduğunu iddia ediyoruz. 

Birincisi, ܨ süreklidir çünkü Թఠ çarpım topolojisine sahiptir ve her bir ݂ 

süreklidir. İkincisi, ܨ birebirdir çünkü  ݔ ് ሻݔverildiğinde, ௡݂ሺ ݕ ൐ 0 ve ௡݂ሺݕሻ ൌ 0 

olacak şekilde bir ݊ ∈ Գ olduğunu biliyoruz; bu nedenle,  ܨሺݔሻ ്  .ሻݕሺܨ

Son olarak, ܨ nin ܺ in görüntüsü üzerindeki homeomorfizmi, Թఠ nin alt uzayı 

 ܼ ൌ  nin ܺ i ܼ ye eşleyen birebir-örten fonksiyon ܨ .ሺܺሻ olduğunu göstereceğizܨ

olduğunu biliyoruz, bu sebeple yalnızca ܺ teki her bir açık ܷ kümesi için, ܨሺܷሻ 

nun ܼ de açık olduğunu göstermemiz yeterlidir. ݖ଴ , ܨሺܷሻ nun bir noktası olsun.  

଴ݖ ∈ ܹ ⊂  .ሺܷሻ olacak şekilde bir ܼ nin açık bir ܹ kümesini bulacağızܨ

଴ሻݔሺܨ ൌ  .ܷ nun bir noktası olsun	 ଴,ݔ ଴ olacak şekildeݖ

 ே݂ሺݔ଴ሻ ൐ 0  ve  ே݂ሺܺ െ ܷሻ ൌ ሼ0ሽ olduğu bir ܰ indeksi seçelim. Թ deki 

ሺ0,∞ሻ açık ışınını alalım ve  ܸ, Թఠ nin açık kümesi  

ܸ ൌ  ேିଵሺሺ0,∞ሻሻߨ
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olsun. ܹ ൌ ܸ ∩ ܼ olsun; o zaman alt uzay topolojisinin tanımı gereği ܹ, ܼ de 

açıktır. ݖ଴ ∈ ܹ ⊂ ଴ݖ ሺܷሻ olduğunu iddia ediyoruz. Birincisiܨ ∈ ܹ çünkü 

଴ሻݖேሺߨ ൌ ଴ሻሻݔሺܨேሺߨ ൌ ே݂ሺݔ଴ሻ ൐ 0 

dir. İkinci olarak, ܹ ⊂ ݖ ሺܷሻ dir. Eğerܨ ∈ ܹ ise, o zaman bazı ݔ ∈ ܺ için 

ݖ  ൌ ሻݖேሺߨ  ሻ  veݔሺܨ ∈ ሺ0,∞ሻ dir.  

ሻݖேሺߨ ൌ ሻሻݔሺܨேሺߨ ൌ ே݂ሺݔሻ ൐ 0  ve  ே݂ , ܷ dışında sıfır olduğundan, ݔ noktası ܷ 

içinde olmalıdır. O halde istendiği ݖ ൌ   .ሺܷሻ içindedirܨ ,ሻݔሺܨ

Böylece ܨ, ܺ in Թఠ ye gömmedir. Թఠ uzayı çarpım topolojisine göre 

metriklenebilir ve ܨ: ܺ ⟶ Թఠ bir gömme olduğundan ܺ uzayı da 

metriklenebilirdir. ∎ 

 

3.Adım: (Kanıtın ikinci versiyonu) 

 Bu versiyonda, ܺ i ሺԹఠ,   metriğinin ߩ ሻ metrik uzayına gömeceğiz. Aslında ܺ iߩ

ߩ ൌ supሼ|ݔ௜ െ  .௜|ሽ metriğine eşit olduğu ሾ0,1ሿఠ alt uzayına gömeceğizݕ

1.Adımda elde ettiğimiz ௡݂:	ܺ ⟶ ሾ0,1ሿ  fonksiyonlarının sayılabilir bir 

koleksiyonunu kullanacağız. Ancak burada ek olarak tüm ݔ ler için ௡݂ ൑ 1 ݊ൗ  

koşulunu uygulayacağız. 

:ܨ ܺ ⟶ ሾ0,1ሿఠ ve  ܨሺݔሻ ൌ ሺ ଵ݂ሺݔሻ, ଶ݂ሺݔሻ, … ሻ olarak önceki gibi tanımlayalım. ܨ 

nin artık  ሾ0,1ሿఠ üzerindeki  ߩ metriğine göre bir gömme olduğunu iddia ediyoruz. 

2.Adımdan ܨ nin bire-bir olduğunu biliyoruz. Ayrıca, ሾ0,1ሿఠ üzerinde çarpım 

topolojisi ile ܨ nin ܺ teki açık kümeleri ܼ ൌ  ሺܺሻ alt uzayının açık kümelerineܨ

götürdüğünü biliyoruz. (F açık dönüşüm) Bu ifade ߩ metriği tarafından indüklenen 

ሾ0,1ሿఠ üzerinde daha ince (daha büyük) topolojiye geçilirse de doğru kalır. 

Geriye kalan tek şey, ܨ nin sürekli olduğunu göstermek. Bu, her bileşen 

fonksiyonunun sürekli olduğu gerçeğinden kaynaklanmaz, çünkü şu anda Թఠ 

üzerindeki çarpım topolojisini kullanmıyoruz. Burada  ௡݂ ൑ 1 ݊ൗ  varsayımı devreye 

giriyor. 

଴ݔ ∈ ܺ  ve  ߳ ൐ 0 olsun. Sürekliliği kanıtlamak için; 
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ݔ ∈ ܷ ⟹ ,ሻݔሺܨ	ሺ	ߩ ሻ	଴ሻݔሺܨ ൏ ߳ 

koşulunu sağlayacak şekilde ݔ଴ ın bir ܷ komşuluğunu bulmamız gerekiyor.  

Öncelikle yeterince büyük ܰ seçelim ve  1 ܰൗ ൑ ߳
2ൗ  olsun. Sonra her  

݊ ൌ 1,2, … , ܰ için,  ௡݂ lerin sürekliliğini kullanarak her ݔ ∈ ܷ௡ için  

|	 ௡݂ሺݔሻ െ ௡݂ሺݔ଴ሻ	| ൑ ߳
2ൗ  

olacak şekilde ݔ଴ ın bir ܷ௡ komşuluğu olsun. 

 ܷ ൌ ଵܷ ∩ ܷଶ ∩ …∩ ܷே olarak alalım; o halde istenildiği gibi  ܷ nun ݔ଴ ın bir 

komşuluğu olduğunu göstereceğiz. 

ݔ   ∈ ܷ olsun. 

Eğer  ݊ ൑ ܰ ise, seçilen ܷ ile  |	 ௡݂ሺݔሻ െ ௡݂ሺݔ଴ሻ	| ൑ ߳
2ൗ 	 olur. 

Eğer  ݊ ൐ ܰ ise,  |	 ௡݂ሺݔሻ െ ௡݂ሺݔ଴ሻ	| ൏ 1
ܰൗ ൑ ߳

2ൗ  olur. Çünkü 	 ௡݂ , ܺ i 

ൣ0, 1 ݊ൗ ൧ ile eşler. Buradan da tüm ݔ ∈ ܷ için; 

 

,ሻݔሺܨ	ሺ	ߩ ሻ	଴ሻݔሺܨ ൑ ߳
2ൗ ൏ ߳   olur. ∎ 
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3. BAZI METRİKLENEBİLME TEOREMLERİ 

 

Bu tezin ana gövdesi olarak Nagata ve Smirnov tarafından bağımsız 

geliştirilen bazı metriklenebilme teoremlerini inceleyeceğiz. Nagata-Smirnov 

Metriklenebilme Teoremi, Smirnov Metriklenebilme Teoremi odağımız olmak 

üzere bu teoremlerin ispatında kullanılacak olan Genel Metriklenebilme Teoremi, 

Urysohn Lemma ve Urysohn Metriklenebilme Teoremi yanı sıra;  Parakompaktlık 

ve Yerel Sonluluk gibi metriklenebilme koşulları ile ilgili özelliklere ve teoremleri 

de kullanacağız.  

Urysohn Metriklenebilme Teoremi, bir topolojik uzay ne zaman 

metriklenebilir sorusuna “Bir Χ	uzayının metrikleştirilebilir olması için regüler ve 

sayılabilir bir bazının olmasıdır.” diyerek önemli bir yanıt üretmiş oldu. Ancak 

daha güçlü ve rafine bir teorem ile ifade edilebilir mi sorusunu da beraberinde 

getirdi. Bu durumda	Χ  üzerinde Χ	in metriklenebilir olması için hem gerekli hem 

de yeterli olan koşulları yani metrikliğe eşdeğer koşulları bularak teoremi 

güçlendirmek gerekecekti. 

Urysohn Metriklenebilme Teoremindeki regülerlik koşulunun gerekli 

olduğunu biliyoruz, ancak sayılabilir bazının olması temel bir koşul değil. 

Dolayısıyla yapılacak bariz şey, sayılabilirlik koşulunu daha zayıf bir koşulla 

değiştirmek olmalıdır. Ancak bu öylesine hassas bir iştir ki; bu koşulun 

metrikleştirmeyi garanti edecek kadar güçlü ve tüm metrik uzayların da 

sağlayacağı kadar da zayıf olması gerekir. Böyle bir durumda doğru hipoteze 

ulaşmak meselenin yarısından fazlasını çözmek anlamına geliyordu. 

Sonunda J.Nagata ve Y.Smirnov tarafından bağımsız olarak formüle edilen 

bu koşul, yeni olan yerel sonluluk kavramını içerir.  

“ܺ uzayının alt kümelerinden oluşan bir ࣛ ailesi için, ܺ in her noktasının 

ࣛ nın yalnızca sonlu sayıda elemanıyla kesişen komşuluğu varsa yerel sonludur.” 
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Şimdi, ࣜ tabanının sayılabilir olduğu koşulunu ifade etmenin bir yolu, ࣜ nin her bir 

ࣜ௡ ailesinin sonlu olduğu  

ࣜ ൌ	 ራ ࣜ௡
௡∈Ժశ

 

 

biçiminde ifade edilebileceğini söylemektir. Bu, ࣜ nin sayılabilir olduğunu 

söylemenin garip bir yolu, ancak onun daha zayıf bir versiyonunun nasıl formüle 

edileceğini gösteriyor. Nagata-Smirnov koşulu, ࣜ tabanının her bir ࣜ௡ ailesi yerel 

sonlu olmak üzere, 

ࣜ ൌ	 ራ ࣜ௡
௡∈Ժశ

 

 

biçiminde ifade edilebilmesini gerektirmektedir. Böyle bir ࣜ topluluğunun 

sayılabilir yerel sonlu olduğunu söylüyoruz. Şaşırtıcı bir şekilde, bu koşul, 

regülerlikle birlikte ܺ in metriklenebilirliği için hem gerekli hem de yeterlidir. 

Bunu kanıtlayacağız. 

Topolojide yerel sonluluk kavramını içeren başka bir kavram daha vardır. 

‘Parakompaktlık’ adı verilen bu kavram kompaktlığın genelleştirilmiş halidir. 

Oldukça yeni bir kökene sahip olmasına karşın, matematiğin birçok dalında faydalı 

olduğu kanıtlanmıştır. Bir ܺ uzayının metriklenebilir olması için gerekli ve yeterli 

başka birtakım koşulları verebilmemiz için onu burada tanıtıyoruz. 

 ܺ in ancak ve ancak hem parakompakt hem de yerel metriklenebilir olması 

durumunda metriklenebilir olduğu ortaya çıkarıldı. Bunu tezin son bölümünde 

inceleyeceğiz.  

 

Öncelikle yerel sonluluk kavramını tanıtacağız. 
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3.1. Yerel Sonluluk 

Bu bölümde bu kavram ile ilgili bazı temel özellikleri, metriklenebilir 

olmak için önemli bir koşul olduğunu göreceğiz. Metriklenebilir uzaylarla ilgili 

çok önemli bir önermenin kanıtını vereceğiz. 

  

Tanım 3.1.1. ࣛ,	ሺܺ, ߬ሻ	uzayının alt kümelerinin bir koleksiyonu(ailesi) olsun. 

(i) Her x	ϵ	Χ			için ࣛ	nın sadece sonlu sayıda elemanı ile arakesiti boş  

olmayacak şekilde bir ܷ௫	komşuluğu varsa ࣛ	ailesine Χ  te yerel sonlu aile denir.  

(ii) Eğer her ݔ	߳	ߕ			noktası ࣛ	nın sonlu sayıda elemanının içine düşüyorsa o  

taktirde bu ࣛ ailesine nokta sonlu aile denir. 

(iii) Yerel sonlu ailelerin bir özel tipi olarak ayrık(diskret) aileler tanımlanır.  

Eğer her ݔ	߳	ߕ			noktası ࣛ	nın en çok bir elemanını kesen bir komşuluğu varsa bu 

ࣛ	ailesine ayrık aile denir. 

 

Sonuç 3.1.2. Açıkça görülür ki; her ayrık aile yerel sonludur. 

 

Sonuç 3.1.3. Açıkça görülür ki her yerel sonlu aile aynı zamanda nokta sonludur. 

 

Tanım 3.1.4. ሺܺ, ߬ሻ bir topolojik uzay ve ࣜ,		Χ in alt kümelerinden oluşan bir ailesi 

olsun. 

(i) Eğer  

ࣜ ൌ	 ራ ࣜ௡
௡∈Ժశ

 

şeklinde yerel sonlu ࣜ௡ koleksiyonlarının sayılabilir bir birleşimi olarak 

yazılabilirse, ࣜ	koleksiyonuna sayılabilir yerel sonlu aile veya σ	–	yerel sonlu aile 

denir.  

(ii) Ayrıca her bir ࣜ௡ ailesi ayrık bir aile ise bu taktirde ࣜ	ye σ‐	ayrık aile	adı 

verilir. 
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Örnek 3.1.5. 

ࣛ ൌ ሼሺ݊, ݊ ൅ 2ሻ|݊߳Ժାሽ 

kontrol edeceğimiz gibi, Թ	de yerel sonludur. Öte yandan; 

ࣜ ൌ ൜൬0,
1
݊
൰ |	݊߳Ժାൠ 

 ሺ0, 1ሻ de yerel sonludur, ancak Թ	de değildir 

ࣝ ൌ ൜൬
1

݊ ൅ 1
,
1
݊
	൰ |	݊߳Ժାൠ 

 ailesi gibi. 

 

Lemma 3.1.6.  ࣛ ൌ ሼܣఒ|ߣ ∈   .in alt kümelerinin yerel sonlu bir ailesi olsun		ሽ , X߉

O zaman 

(i) ࣛ nın herhangi bir alt ailesi de yerel sonludur. 

(ii) ࣛ nın elemanlarının kapanışlarının ailesi 	ࣜ ൌ ൛ܣఒหߣ ∈  ൟ de yerel߉

sonludur. 

(iii)  

ራሼܣఒ|ߣ ∈ ሽ߉ ൌ 	ራ൛ܣఒหߣ ∈  		ൟ߉

olur. 

 

İspat: 

(i) Aşikâr. 

 

(ii) ݔ ∈ ܺ herhangi bir nokta olsun. ࣛ ൌ ሼܣఒ|ߣ ∈   ሽ  ailesi yerel sonlu߉

olduğundan  

|଴߉| ൌ 	 |ሼߣ ∈ ߉ ∶ 		ܷ ∩ ఒܣ ് ∅ሽ| ൏ ∞ 

olacak şekilde ߉଴ ⊂ ଴߉ .vardır ߉ ൌ ሼߣଵ, ,ଶߣ … , ߣ ௡ሽ olsun. Buradan herߣ ∉  ଴ için߉

ܷ ∩ ఒܣ ൌ ∅ olduğundan ࣜ ൌ ൛ܣఒหߣ ∈  ∎	.ൟ ailesi de yerel sonludur߉
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(iii) ࣛ 	nın elemanlarının birleşimini  

ራሼܣఒ|ߣ ∈ ሽ߉ 		ൌ ܻ 

 

olarak tanımlayalım. 
Her ߣ	∈ ఒܣ için	߉ ⊂ ܻ ve böylece ܣఒ ⊂ 	ܻ	olduğundan  

ራ൛ܣఒหߣ ∈ ൟ߉ ⊂ራሼܣఒ|ߣ ∈ ሽ߉ ൌ ܻ 

olduğunu biliyoruz. Şimdi yerel sonluluk varsayımları altında ters içermenin de 

olduğunu kanıtlayacağız.  

ݔ ∈ ܻ ൌራሼܣఒ|ߣ ∈  ሽ߉

	alalım. ሼܣఒ|ߣ ∈ ߣ|ఒܣሽ ailesi yerel sonlu olduğundan ሼ߉ ∈  ሽ ailesinin yalnızca߉

sonlu tane elemanı ile kesişen ݔ noktasının bir ܷ komşuluğu vardır. 	

|଴߉| ൌ 	 |ሼߣ ∈ ߉ ∶ 		ܷ ∩ ఒܣ ് ∅ሽ| ൏ ∞ 

 

diyelim. Buradan 

ݔ ∉ራሼܣఒ|ߣ ∈ ߉ ∖  ଴ሽ߉

olur. 

Gerçekten 

ݔ ∈ራሼܣఒ|ߣ ∈ ߉ ∖ ଴ሽ߉ 			varsayarsak		ܷ ∩ ሺ	ራሼܣఒ|ߣ ∈ ߉ ∖ ଴ሽሻ߉ ് ∅ 

 

olur. Buradan ܷ ∩ ఒᇲܣ ് ∅ olacak şekilde bir ߣᇱ ߉) ∋ ∖  ଴ሻ bulabilmeliyiz. Fakat߉

bu durum ߉଴ kümesinin tanımıyla çelişir.  

O halde 

ݔ ∉ 	ራሼܣఒ|ߣ ∈ ߉ ∖ 	଴ሽ߉

 olur. 	Dolayısıyla; 
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ݔ ∈ራሼܣఒ|ߣ ∈ ሽ߉ ൌ 	ራሼܣఒ|ߣ ∈ ଴ሽ߉ 	∪ 	ራሼܣఒ|ߣ ∈ ߉ ∖  ଴ሽ߉

ve ߉଴ sonlu küme olduğundan ötürü 

ݔ ∈ራሼܣఒ|ߣ ∈ ଴ሽ߉ ൌራ൛ܣఒหߣ ∈ ଴ൟ߉ ⊂ራ൛ܣఒหߣ ∈  	ൟ߉

elde edilir. Yani,  

ݔ ∈ራ൛ܣఒหߣ ∈  ൟ߉

olur.  

ݔ ∈ ܻ ൌራሼܣఒ|ߣ ∈  ሽ߉

 idi ve sonuç olarak; 

ራሼܣఒ|ߣ ∈ ሽ߉ ൌ 	ራ൛ܣఒหߣ ∈  			ൟ߉

kanıtlanmış olur.	∎ 

 

Tanım 3.1.7.  ࣛ	ve	ࣜ	,	 X	 uzayının alt kümelerinin bir ailesi olsun. ࣜ nin her bir B 

elemanı için, B yi içeren ࣛ	nın bir A elemanı varsa; ࣜ	ye ࣛ nın bir inceltilmişi 

(inceliği) ya da ࣛ	nın bir rafinesi denir.	Eğer ࣜ	nin elemanları açık kümeler ise ࣜ	

ye ࣛ nın açık rafinesi (inceliği); kapalı kümelerse ࣜ	ye kapalı rafinesi (inceliği) 

denir.  

 

Lemma 3.1.8.  X metriklenebilir uzay olsun. Eğer ࣛ,			X	in açık örtüsü ise o zaman 	

ࣛ nın inceliği (rafinesi) olan  ߪ െyerel sonlu bir Ԫ	 açık örtüsü vardır. 

 

İspat:  Bu teoremi ispatlarken iyi sıralama(well-ordering) aksiyomunu 

kullanacağız. ࣛ koleksiyonu için iyi sıralı ‘<’ olarak seçelim. ࣛ nın elemanlarını 

genel olarak ܷ, ܸ,ܹ,… gösterelim. 

ܺ için bir metrik olsun. ݊ ∈ Ժା alalım. ࣛ nın bir ܷ elemanı verildiğinde, ܵ௡ሺܷሻ yu 

ܷ nun 1 ݊ൗ  mesafe ‘büzülerek’(shrinking) elde edilen alt kümesi olarak 
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tanımlayalım. Daha doğrusu,  ܵ௡ሺܷሻ ൌ ቄݔ	ቚ		ܤሺݔ,
ଵ

௡
ሻ ⊂ ܷቅ.( ܵ௡ሺܷሻ kapalı kümedir, 

ama bizim amacımız için bu önemli değil.) Şimdi daha küçük bir kümeye geçmek 

için ࣛ nın iyi sıralı ‘<’ oluşunu kullanıyoruz. ࣛ daki her bir ܷ için; 

௡ܶሺܷሻ ൌ ܵ௡ሺܷሻ െ ራ ܸ
௏ழ௎

 

olarak tanımlayalım. Bu sayede görülür ki  ܷ ൏ ܸ ൏ ܹ ve bu kümeler ayrıktırlar. 

Gerçekte en az 1 ݊ൗ  lik bir mesafe ile ayrılırlar.(aralarında en az  1 ݊ൗ  lik bir mesafe 

vardır.) Bu, ܸ ve ܹ, ࣛ nın farklı elemanları ise, ݔ ∈ ௡ܶሺܸሻ ve ݕ ∈ ௡ܶሺܹሻ 

olduğunda ݀ሺݔ, ሻݕ ൒ 1 ݊ൗ  olması anlamına gelir. 

 

Bu gerçeği kanıtlamak için, notasyonun ܸ ൏ ܹ olacak şekilde seçildiğini 

varsayalım. ݔ, ௡ܶሺܸሻ içinde olduğundan ݔ, ܵ௡ሺܸሻ içindedir, dolayısıyla ݔ in 1 ݊ൗ  -

nin komşuluğu da ܸ de bulunur. Öte yandan ܸ ൏ ܹ ve ݕ, ௡ܶሺܹሻ de olduğundan 

tanım bize ݕ nin ܸ de olmadığını söyler. Buradan ݕ nin ݔ in 1 ݊ൗ െ komşuluğunda 

olmadığı sonucu çıkar. 

௡ܶሺܷሻ, henüz istediğimiz kümeler değil, çünkü onların hala açık kümeler 

olduğunu bilmiyoruz. (Aslında kapalıdırlar.) Öyleyse açık bir ܧ௡ሺܷሻ kümesi elde 

etmek için her birini biraz genişletelim. Özel olarak ܧ௡ሺܷሻ,  ௡ܶሺܷሻ nun 1 3݊ൗ െ 

komşuluğu olsun; yani ݔ ∈ ௡ܶሺܷሻ  için ܧ௡ሺܷሻ;  ܤሺݔ, 1 3݊ൗ ሻ açık yuvarların 

birleşimi olsun. 

ܷ ൏ ܸ ൏ ܹ durumunda oluşturduğumuz kümeler ayrıktır. Gerçekten de 

eğer ܸ ve ܹ, ࣛ nın farklı elemanları ise ݔ ∈ ݕ ௡ሺܸሻ veܧ ∈  ௡ሺܹሻ olduğundaܧ

 ݀ሺݔ, ሻݕ ൒ 1
3݊ൗ  olduğunu ileri sürüyoruz; bu gerçek hemen üçgen eşitsizliğinden 

çıkar. Her ܸ ∈ ࣛ için, ܧ௡ሺܸሻ kümesinin ܸ içinde yer aldığına dikkat edelim. 

Şimdi Ԫ௡ ൌ ሼܧ௡ሺܷሻ	|	ܷ ∈ ࣛሽ tanımlayalım. 

 Ԫ௡ nin  ࣛ nın incesi(rafinesi) olan yerel sonlu açık kümeler ailesi olduğunu iddia 

ediyoruz. Ԫ௡ nin ࣛ nın incesi olduğu gerçeği, her ܸ ∈ ࣛ için ܧ௡ሺܸሻ ⊂ ܸ olduğu 
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gerçeğinden geliyor. Ԫ௡ nin yerel sonlu olması gerçeği, ܺ teki herhangi bir ݔ için, 

in 1 ݔ 6݊ൗ - komşuluğunun Ԫ௡ nin en fazla bir elemanıyla kesişebileceği 

gerçeğinden gelmektedir. Tabiki Ԫ௡ ailesi ܺ i örtmez, yani örtüsü değildir. Ancak; 

Ԫ		 ൌ ራ Ԫ௡	
௡∈Ժశ

 

olarak tanımlarsak Ԫ nin ܺ in bir örtüsü olduğunu iddia ediyoruz. 

 

ܺ in bir ݔ noktası olsun. Başlangıçta ele aldığımız ࣛ ailesi ܺ i örter; ࣛ nın ݔ i 

içeren ( ‘<’ iyi sıralanışından kaynaklı) ilk elemanı olarak ܷ yu seçelim. ܷ açık 

olduğundan, ܤሺݔ, 1 ݊ൗ ሻ ⊂ ܷ olacak şekilde ݊ seçebiliriz. O halde tanım gereği 

ݔ ∈ ܵ௡ሺܷሻ olur. Şimdi ܷ, ࣛ nın ݔ i içeren ilk elemanı olduğundan, ݔ noktası 

௡ܶሺܷሻ a aittir. O halde ݔ, istenildiği gibi Ԫ௡ nin ܧ௡ሺܷሻ elemanına aittir. ∎ 

 

3.2. Nagata-Smirnov Metriklenebilme Teoremi 

Bu bölümde ܺ in regülerliğinin ve sayılabilir yerel sonlu bir bazının 

varlığının ܺ in metriklenebilir olmasına eşdeğer olduğunu ispatlayacağız. 

Bu koşulların metriklenebilirliği ima ettiğinin kanıtı, Urysohn metriklenebilme  

teoreminin ikinci kanıtını çok yakından takip eder. Bu kanıtlamada, ܺ uzayının Թఠ 

ye olan bir dönüşümünü oluşturduk; bu, düzgün metrik ߩ ye göre Թఠ üzerindeki 

bir gömmeydi. Öyleyse, bu ispatın ana unsurlarını gözden geçirelim.İspatın ilk 

adımı, sayılabilir bir tabana sahip her regüler ܺ uzayının normal olduğunu 

ispatlamaktı. İkinci adım, ܺ üzerinde noktaları kapalı kümelerden ayıran gerçek 

değerli fonksiyonların sayılabilir bir ሼ ௡݂ሽ koleksiyonunu oluşturmaktı. Üçüncü 

adım, ܺ uzayını  Թఠ çarpım uzayına gömen bir dönüşüm tanımlamak için ௡݂ 

fonksiyonlarını kullanmaktı. Ve dördüncü adım tüm ݔ için ௡݂ ൑
ଵ

௡
 ise, bu 

dönüşümün gerçekten de ܺ uzayını metrik uzay ሺԹఠ,  .ሻ ye gömdüğüdür	ߩ

Genel metriklenebilme teoremini kanıtlamak için bu adımların her birinin 

genelleştirilmesi gerekir. İlk olarak, sayılabilir yerel sonlu bir tabanı olan regüler 
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bir ܺ uzayının normal olduğunu gösteriyoruz. İkinci olarak, noktaları kapalı 

kümelerden ayıran  ܺ üzerindeki gerçek değerli fonksiyonların belirli bir ሼ ௡݂ሽ 

ailesini oluşturuyoruz. Üçüncü olarak da bir ܬ ailesi için ܺ uzayını Թ௃ çarpım 

uzayına gömmek için bu fonksiyonları kullanıyoruz. Ve dördüncü olarak da ఈ݂ 

fonksiyonları yeterince küçükse, bu dönüşümün gerçekten ܺ uzayını ሺԹఠ,  ሻ	ߩ

metrik uzayına gömdüğünü göstereceğiz. 

Başlamadan önce, ܩఋ kümesi  kavramını burada vermek gerekiyor. 

 

Tanım 3.2.1. ሺܺ, ߬ሻ bir topolojik uzay olsun. 

(i) Eğer bir  ܣ ⊂ ܺ kümesi 

ܣ ൌ 	ሩܩ௜

ஶ

௜ୀଵ

	 , ሺܩ௜	ܽçଓ݇ሻ 

şeklinde sayılabilir sayıda açık kümelerin arakesiti olarak yazılabilirse, bu ܣ 

kümesine ܺ	 te bir Gஔ െ kümesi adı verilir. 

(ii) Eğer  bir ܤ ⊂ ܺ	kümesi 

ܤ ൌ	ራܨ௜

ஶ

௜ୀଵ

	 , ሺ	ܨ௜	݈݇ܽܽ݌ଓሻ 

şeklinde sayılabilir sayıda kapalı kümelerin birleşimi şeklinde yazılabilirse, bu ܤ 

kümesine ܺ	te bir Fஔ െ	kümesi adı verilir. 

 

Örnek 3.2.2.  ܺ	uzayının her açık alt kümesi açıkça görülür ki; ܩఋ kümesidir. 

Birinci sayılabilir bir Hausdorff uzayında her tek noktalı küme de bir ܩఋ kümesidir. 

Bir ܺ	metrik uzayında her kapalı küme de bir ܩఋ	kümesidir. ܣ ⊂ ܺ	ve ܷሺܣ, ߳ሻ; 

   kapalı ise	ܣ nın ߳- komşuluğunu göstersin. Eğer	ܣ

ܣ ൌ ሩ ܷሺ	ܣ,
௡∈Ժశ

	
1
݊
	ሻ 

olur. 
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Lemma 3.2.3.  Bir ܺ regüler topolojik uzayının ߪ- yerel sonlu (sayılabilir yerel 

sonlu)  bir ࣜ tabanı olsun. O zaman; ܺ normal uzaydır ve ܺ teki her kapalı küme, 

sayılabilir sayıda açık kümenin kesişimi şeklinde yazılabilir, yani ܺ te bir ܩఋ 

kümesidir.  

 

İspat: Adım 1.  ܹ,ܺ	te açık olsun.  

ܹ ൌ	ራܷ௡ ൌራܷ௡ 

olacak şekilde ܺ in açık kümelerinin sayılabilir bir ailesi ሼܷ௡ሽ olduğunu 

göstereceğiz. 

Buradan ܺ için ࣜ tabanı, sayılabilir yerel sonlu olduğundan her bir  ࣜ௡ ailesi yerel 

sonlu olmak üzere; 

ࣜ ൌራࣜ௡ 

biçiminde yazabiliriz. 

ࣝ௡,  ܤ ∈ ࣜ௡ ve	ܤ 	⊂ ܹ olacak şekilde B taban elemanlarından oluşan bir aile 

olsun. O zaman ࣝ௡ yerel sonludur, ࣜ௡ nin bir alt ailesidir. 

ܷ௡ ൌ ራ ܤ
ܤ ∈ ࣝ௡

 

olarak tanımlayalım. ܷ௡ açık bir kümedir ve Lemma 3.1.6. den dolayı; 

ܷ௡ ൌ ራ ܤ
ܤ ∈ 	ࣝ௡

 

olarak tanımlayalım. Öyleyse ܷ௡ ⊂ ܹ olur ve buradan da; 

 

ራܷ௡ ⊂ራܷ௡ ⊂ ܹ 

elde edilir.	ݔ ∈ ܹ verilsin, regülerlikten dolayı ݔ ∈ ܤ ve ܤ ⊂ ܹ olacak şekilde bir 

ܤ ∈ ࣜ baz elemanı vardır. Şimdi bazı n değerleri için  ܤ ∈ ࣜ௡  alalım. Daha sonra 

ܤ ∈ 	ࣝ௡ 
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ve yukarıdaki tanımdan dolayı ݔ ∈ 	ܷ௡ olur. Buradan da istendiği üzere;  

ܹ ⊂	ራܷ௡ 

olur. 

 

Adım 2. ܺ teki her kapalı ܥ kümesinin ܺ te bir ܩఋ kümesini olduğunu gösterelim. ܥ 

verilsin, ܹ ൌ ܺ െ   ;alalım. Adım 1’den ܥ

ܹ ൌ	ራܷ௡	 

olacak şekilde ܺ te ܷ௡ kümeleri vardır. O zaman  

ܥ ൌሩ൫ܺ െ ܷ௡	൯ 

ܺ	in açık kümelerinin sayılabilir bir kesişimine eşit olur. 

Adım 3. Son olarak da ܺ in normal uzay olduğunu gösterelim. ܥ ve ܦ, ܺ te ayrık 

kapalı iki küme olsun. Kanıtta kullandığımız Adım1’i ܺ െ  kümesine ܦ

uygulayarak,  

ራܷ௡ ൌራܷ௡ ൌ 	ܺ െ  ܦ

olacak şekilde açık kümelerin sayılabilir bir ሼܷ௡ሽ ailesini oluşturalım. Sonra ሼܷ௡ሽ, 

 den ܥ den ayrıktır. Benzer şekilde, kapanışları' ܦ ,yi örter ve her bir ܷ௡ kümesi ܥ

ayrık olan açık kümelerle ܦ 'nin sayılabilir bir ሼ ௡ܸሽ örtüsü vardır. 

 

Şimdi sayılabilir tabanı olan bir regüler bir uzayın normal olduğunu ifade eden 

teoremin ispatında ortaya çıkan duruma geri dönmüş olduk. (Munkres (2000) 

Theorem 32.1’ e bakınız.) bu kanıtı kelimesi kelimesine tekrarlayabiliriz. 

ܷ௡ᇱ ൌ ܷ௡ െራ ௜ܸ

௡

௜ୀଵ
							 ve						 ௡ܸᇱ ൌ ௡ܸ െራ ௜ܷ

௡

௜ୀଵ
		

 

olarak tanımlayalım. Burada ܷ௡ᇱ   ve ௡ܸ
ᇱ  lerin açık bir kümeden kapalı bir kümenin 

farkı olmasından ötürü açık olduğuna dikkat edelim.	 ሼܷ௡ᇱሽ ܥ yi örter, çünkü her 
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ݔ ∈  bazı ݊ ler için ܷ௡ a aittir ve ௜ܸ kümelerinin hiçbirine ait değildir. Benzer	ܥ

şekilde ሼ ௡ܸ
ᇱሽ ܦ yi örter. Bu durumda  

 

ܷᇱ ൌ ራ ܷ௡ᇱ

௡∈Ժశ

ᇱܸ		݁ݒ		 ൌ ራ ௡ܸ
ᇱ

௡∈Ժశ

 

 

sırasıyla ܥ	ve ܦ ye göre ayrık açık kümelerdir.∎ 

 

Lemma 3.2.4. ( Urysohn Lemmasının Daha Güçlü Hali)  ܺ normal uzay olsun 

ve ܣ ⊂ ܺ kapalı bir küme olsun. Bu durumda; ݂ିଵሺሼ0ሽሻ ൌ ݔ) ܣ ∈ ሻݔ݂ሺ	ç݅݊݅	ܣ ൌ

ݔ	݁ݒ	0 ∉ ሻݔ݂ሺ	݀݁	ç݅݊݅	ܣ ൐ 0ሻ	koşulunu sağlayan sürekli bir ݂: ܺ → 	 ሾ0,1ሿ 

fonksiyonunun bulunabilmesi için gerek ve yeter koşul ܣ nın bir ܩఋ-kümesi 

olmasıdır. 

 

İspat.	ሺ⇒ሻ:	 ܣ	, ܺ uzayının herhangi bir kapalı alt kümesi olsun. 

∃	݂: ܺ → ሾ0,1ሿ	, ݂ିଵሺሼ0ሽሻ ൌ ݔ)			ܣ ∈ ሻݔ݂ሺ	ç݅݊݅	ܣ ൌ ݔ	݁ݒ	0 ∉ ሻݔ݂ሺ	݀݁	ç݅݊݅	ܣ ൐ 0ሻ 

koşulunu sağlayan bir fonksiyonunu alalım.  

ሼ0ሽ ൌ ሩሾ0,
1
݊
൰

ஶ

௡ୀଵ

 

eşitliğinden ሼ0ሽ tek nokta kümesi, ሾ0,1ሿ uzayının kapalı bir ܩఋ-altkümesidir ve 

böylece ters görüntü alınırsa ݂ sürekli olduğundan, ܣ kümesi de ܺ uzayında kapalı 

bir ܩఋ-kümesidir. Yani; 

 her n için ቂ0, ଵ
௡
ቁ  kümesi ሾ0,1ሿ in alt uzay topolojisine göre açıktır. O halde,  

ܣ ൌ ݂ିଵሺሼ0ሽሻ ൌ ݂ିଵ ൭ሩሾ0,
1
݊
൰

ஶ

௡ୀଵ

൱ ൌ 	ሩ݂ିଵ ቆሾ0,
1
݊
൰ቇ

ஶ

௡ୀଵ

 

şeklinde yazılabildiğinden dolayı  ܣ bir ܩఋ-kümesidir. 
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ሺ⇐) :  ܣ,	normal ܺ uzayında kapalı bir ܩఋ-küme olsun. ݊ ∈ 	Ժା için ܣ yı ܷ௡ açık 

kümelerinin kesişimi olarak  

ܣ ൌ 	ሩܷ௡

ஶ

௜ୀଵ

 

şeklinde yazılabilir. Burada her ݊ ∈ 	Ժା için ܣ ∩ ሺܺ െ ܷ௡ሻ ൌ ∅ olur yani ܣ ve 

 ሺܺ െ ܷ௡) ler ayrıktır. Aynı zamanda bu kümeler kapalı olduğundan Urysohn 

Lemma dan dolayı ݔ ∈ ሻݔiçin ௡݂ሺ ܣ ൌ 0 ve 	ݔ ∈ ሺܺ െ ܷ௡) için ௡݂ሺݔሻ ൌ 1  olacak 

şekilde sürekli bir ௡݂: ܺ → ሾ0,1ሿ sürekli fonksiyonu mevcuttur.  

ݔ ∈ ܺ için; 

	෍ ௡݂ሺݔሻ
2௡

	 

serisini göz önünde bulunduralım. Bu seri ∑ ଵ

ଶ೙
 ile karşılaştırıldığında (WeierStrass 

M-Testine göreሻ 

ฬ ௡݂
ሺݔሻ
2௡

ฬ ൑
1
2௡
෍	݁ݒ			

1
2௡

ൌ 	
1
2ൗ

1 െ 1
2ൗ
ൌ  	݇ܽݏଓ݊݇ܽݕ	1

olduğundan 

෍ ௡݂ሺݔሻ
2௡

 

serisi düzgün yakınsaktır. O halde  

݂ሺݔሻ ൌ෍ ௡݂ሺݔሻ

2௡
:݂	ଓ݈݉ܽ݊ܽ݊݊ܽݐ	݈݁݅ ܺ → 	 ሾ0,1ሿ		 

limit fonksiyonu süreklidir. 

ݔ ∈   ; için ܣ

݂ሺݔሻ ൌ෍ ௡݂ሺݔሻ
2௡

ൌ 0 

ݔ ∉ ݔሺ	ܣ ∈ ሺܺ െ ܷ௡ሻ için   

݂ሺݔሻ ൌ෍ ௡݂ሺݔሻ
2௡

~	෍
1
2௡

ൌ 	
1
2ൗ

1 െ 1
2ൗ
ൌ 1	 

olacak şekilde (݂, ܣ da 0 ve ሺܺ െ  ∎ (ሻ da pozitiftirܣ
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Sonuç 3.2.5. ܺ normal uzayının ܣ alt kümesinin açık bir Fஔ െ kümesi olması için 

gerek ve yeter koşul  ܣ ൌ ݂ିଵ൫ሺ0, 1ሿ൯  olacak şekilde bir ݂: ܺ → ሾ0.1ሿ sürekli 

fonksiyonun bulunmasıdır. 

 

İspat: Fஔ െkümesinin tümleyeni ܩఋ-kümesi olduğunu göz önüne alarak bu 

sonucun ispatı Lemma 3.2.3. den elde edilerek kolayca görülür. 

 

Artık bu bölümün varılması gereken hedefi olan Nagata-Smirnov 

Metriklenebilme Teoremini ifade edip kanıtlayabiliriz: 

 

Teorem 3.2.6. (Nagata-Smirnov Metriklenebilme Teoremi) 

Bir ܺ topolojik uzayının metriklenebilmesi için gerek ve yeter koşul ܺ uzayının 

regüler olması ve bir ߪ-yerel sonlu tabana (sayılabilir yerel sonlu taban) sahip 

olmasıdır. 

 

İspat. (⇐ሻ  ܺ uzayının regüler uzay ve sayılabilir yerel sonlu bazının ࣜ olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda ܺ normaldir ve ܺ teki her kapalı küme, ܺ teki bir ܩఋ 

kümesidir. Şimdi bazı ܬ ler için ܺ i ሺԹ௃,  ሻ metrik uzaya gömülerek ile ܺ inߩ

metriklenebilir olduğunu göstereceğiz. Her ࣜ௡ ailesi yerel sonlu olmak üzere, 

ࣜ ൌራࣜ௡ 

olsun. Her ݊ ∈ Ժା ve her ܤ ∈ ࣜ௡ tabanı için;  

௡݂,஻ ∶ ܺ ⟶ ൣ0, 1 ݊ൗ ൧ , ݔ ∈ ሻݔiçin  ௡݂,஻ሺ ܤ ൐ 0  ve  ݔ ∉ ሻݔiçin  ௡݂,஻ሺ ܤ ൌ 0 

koşulunu sağlayacak şekilde bir sürekli fonksiyonu seçelim. (Urysohn Lemma) 

൛ ௡݂,஻ൟ sürekli fonksiyonlar ailesi noktaları ܺ teki kapalı kümelerden ayırır: Bir ݔ଴ 

noktası ve bu ݔ଴ noktasının bir ܷ komşuluğu verildiğinde, ݔ ∈ ܤ ⊂ ܷ olacak 
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şekilde bir ܤ tabanı vardır. Sonra bazı ݊ ler için ܤ ∈ ࣜ௡ , öyle ki ௡݂,஻ሺݔሻ ൐ 0  ve 

௡݂,஻ , ܷ dışında sıfırlanır. 

ܤ ∈ ࣜ௡ olmak üzere ܬ,  ሺԺା ൈ ࣜሻ nin ሺ݊,  ሻ tüm çiftlerden oluşan alt kümesiܤ

olsun. 

:ܨ ܺ ⟶ ሾ0,1ሿ௃ , ܨሺݔሻ ൌ ሺ ௡݂,஻ሺݔሻሻሺ௡,஻ሻ∈௃ olarak tanımlayalım. 

ሾ0,1ሿ௃ üzerindeki çarpım topolojisine göre ܨ dönüşümü bir gömmedir. (İmbedding 

Teoremi) 

Şimdi ሾ0,1ሿ௃ nin düzgün(uniform) metrik tarafından üretilen (indüklenen-

doğurulan) topolojiyi veriyoruz ve ܨ nin bu topolojiye göre bir gömme olduğunu 

gösteriyoruz. İşte burada ௡݂,஻ሺݔሻ ൏ 1 ݊ൗ  koşulu söz konusu. Düzgün(Uniform) 

topoloji , çarpım topolojisinden daha incedir.  Bu sebeple düzgün metriğe göre, ܨ 

dönüşümü birebirdir ve ܺ in açık kümelerini  ܼ ൌ  ሺܺሻ görüntü uzayının açıkܨ

kümelerine taşır. ܨ nin sürekli olduğunun ayrıca bir ispatını vermeliyiz. 

Թ௃ nin ሾ0,1ሿ௃ alt uzayında, düzgün metriğin aşağıdaki eşitliği sağladığına dikkat 

edelim. 

,ఈሻݔ൫ሺߩ ሺݕఈሻ൯ ൌ ఈݔ|ሼ݌ݑݏ െ  ఈ|ሽݕ

Sürekliliği kanıtlamak için; bir ݔ଴ ∈ ܺ noktasını ve ߳ ൐ 0 sayısını alalım. 

ݔ ∈ ܹ ⇒ ,ሻݔሺܨሺߩ ଴ሻሻݔሺܨ ൏ ߳ 

koşulunu sağlayan ݔ଴ ın bir ܹ komşuluğunu buluruz. 

݊ sabit tutulsun. ࣜ௡ ailesinin yalnızca sonlu sayıda elemanıyla kesişen ݔ଴ ın bir ܷ௡ 

komşuluğunu ele alalım. Bu ܤ nin ࣜ௡ üzerinde değiştiğinden, ௡݂,஻ fonksiyonlarının 

sonlu tanesi hariç hepsinin ܷ௡ üzerinde özdeş olarak sıfıra eşit olduğu anlamına 

gelir. Çünkü her ௡݂,஻ fonksiyonu süreklidir, artık ܷ௡ içinde kalacak şekilde ݔ଴ın bir 

௡ܸ komşuluğunu seçebiliriz, ܤ ∈ ࣜ௡ için diğer kalan ௡݂,஻ fonksiyonlarının her 

birinin ߳ 2ൗ  oranında değiştiği durumlarda. 
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Her ݊ ∈ Ժା için böyle bir ݔ଴ ın ௡ܸ komşuluğunu alalım. Ardından 1 ܰൗ ൑ ߳
2ൗ  

olacak şekilde ܰ seçin ve ܹ ൌ ଵܸ ∩ ଶܸ ∩ …∩ ேܸ olarak tanımlayalım. ܹ nın ݔ଴ ın 

istenen komşuluğu olduğunu iddia ediyoruz. 

ݔ  ∈ ܹ olsun. Eğer ݊ ൑ ܰ iken;  

ห ௡݂,஻ሺݔሻ െ ௡݂,஻ሺݔ଴ሻห 	൑ 	 ߳ 2ൗ  

olur, çünkü ௡݂,஻ fonksiyonu ya aynı şekilde sıfırlanır ya da ܹ üzerinde en fazla ߳ 2ൗ  

oranında değişir. 

Eğer ݊ ൐ ܰ iken; 

ห ௡݂,஻ሺݔሻ െ ௡݂,஻ሺݔ଴ሻห 	൑ 	 1 ݊ൗ 	൏ 	 ߳ 2ൗ  

olur, çünkü ௡݂,஻ ܺ i ൣ0, 1 ݊ൗ ൧ e eşler.  Bu sebeple tam da istenildiği üzere 

,ሻݔሺܨ൫ߩ ଴ሻ൯ݔሺܨ 	൑ 	 ߳ 2ൗ 	൏ 	߳  

olur. 

 

(⇒ሻ: Şimdi tersini kanıtlayacağız. ܺ in metriklenebilir olduğunu varsayalım. ܺ 

metriklenebilir ise regüler olduğunu biliyoruz; şimdi ܺ in sayılabilir yerel sonlu 

tabanı olduğunu gösterelim. 

ܺ için bir metrik alalım. Bir ݉ verildiğinde ࣛ௠ ;  ܺ in yarıçapı 1 ݉ൗ  olan tüm açık 

yuvarlardan oluşan bir örtüsü olsun. Lemma 3.1.8. den dolayı ࣛ௠	açık örtüsünün 

yerel sonlu açık bir ࣜ௠	incesi vardır. ࣜ௠ nin her elemanının çapının en fazla  2 ݉ൗ  

olduğuna dikkat edelim. ݉ ∈ Ժା için ࣜ ;  ࣜ௠ ailelerinin birleşimi  

ࣜ ൌ ራ ࣜ௠
	௠∈Ժశ

 

olacak yazalım. Burada her bir ࣜ௠ ailesi sayılabilir yerel sonlu olduğundan dolayı 

ࣜ de sayılabilir yerel sonludur. Şimdi ࣜ nin ܺ için bir taban olduğunu göstereceğiz. 

ݔ ∈ ܺ ve ߳ ൐ 0 verilsin , ࣜ nin ܤሺݔ, ߳ሻ içinde ݔ içeren bir ܤ elemanının olduğunu 

gösteriyoruz. 1 ݉ൗ ൏ ߳
2ൗ 	 olacak şekilde önce ݉ seçelim. O halde ࣜ௠, ܺ in bir 

örtüsü olduğundan ࣜ௠ nin ݔ i içeren bir ܤ elemanını seçebiliriz. ݔ ,ܤ i 
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içerdiğinden ve çapı en fazla  2 ݉ൗ ൏ ߳ olduğundan, istenildiği gibi ܤሺݔ, ߳ሻ içinde 

kaldığını göstermiş oluruz. ∎ 

 

3.3. Parakompaktlık 

Parakompaktlık kavramı kompaktlığın son yıllarda keşfedilen en yararlı 

genellemelerinden biri olma özelliğini taşımaktadır. Özellikle topoloji ve 

diferansiyel geometrideki uygulamalar için oldukça kullanışlıdır. Burada yalnızca 

bir uygulama olarak bir sonraki bölümde ispatını yapacağımız metriklenebilme 

teoreminde kullanılmak adına verilecektir. 

Bu kavram ilk kez 1944’te Dieudonné tarafından kompaktlığın doğal bir 

genelleştirilmesi olarak verilmiştir. Bu kavram Stone tarafından her metrik uzayın 

parakompakt olduğunun gösterilmesi ile daha büyük önem kazanmış ve bu sonuç 

Smirnov, Nagata ve Bing tarafından Genel Metriklenebilme Teoreminin 

ispatlanmasında kullanılmıştır. 

Bize aşina olan uzayların çoğu zaten parakompakttır. Örneğin, bu tanımın 

doğrudan bir sonucu olarak  her kompakt uzay aynı zamanda parakompakttır. 

Ayrıca Stone tarafından ifade edilen ve ispatını vereceğimiz bu  teoreme göre “Her 

metriklenebilir uzayın parakompakttır.” Dolayısıyla parakompakt uzaylar sınıfı, 

incelediğimiz en önemli iki uzay sınıfını ve daha nice uzayları da içerir. 

Parakompaktlığın kompaktlığı nasıl genelleştirdiğini görmek için, 

kompaktlığın tanımını hatırlayalım;  

“ܺ in her açık ࣛ örtüsünün ܺ i örten sonlu bir alt örtü (ailesi) içeriyorsa, ܺ 

uzayının kompakt olduğu söylenir.” Bunu söylemenin eşdeğer bir başka yolu 

şudur: 

“ܺ	in her açık ࣛ	örtüsünün ܺ i örten sonlu bir açık rafinesi(incesi) ࣜ varsa ܺ uzayı 

kompakttır.” 
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Bu tanım aynı zamanda basitçe şunu ortaya çıkarır; böyle bir ࣜ rafine(incesi) 

verildiğinde, ࣜ nin her bir elemanı için onu içeren ࣛ nın bir elemanı seçilebilir; bu 

şekilde de ࣛ nın ܺ i örten sonlu bir alt örtüsü elde edilir. 

Bu yeni kompaktlık formülasyonu gariptir, ancak genelleştirmenin bir 

yolunu önermesi bağlamında önemlidir: 

 

Tanım 3.3.1.  ܺ bir küme ve ࣯ ve ࣰ, ܺ in iki farklı örtüsü olsun. Eğer her ܷ ∈ ࣯ 

için ܷ ⊂ ܸ olacak biçimde bir ܸ ∈ ࣰ varsa bu ࣯ örtüsüne ࣰ örtüsünün bir incesi( 

rafinesi) denir ve ࣯ ≺ ࣰ ile gösterilir. 

 

Tanım 3.3.2. ሺܺ, ߬ሻ topolojik uzayının her açık örtüsünün yerel sonlu açık incesi 

varsa bu ሺܺ, ߬ሻ uzayına parakompakt uzay denir.  

Parakompaktlık tanımının bir parçası olarak uzayın Hausdorff olması koşulu da 

göz önünde bulundurulur. 

Açıktır ki, her kompakt uzay parakompakttır. Ancak her parakompakt uzay, 

kompakt olmayabilir. Örneğin, ܺ kümesi sonsuz elemanlı bir küme olmak üzere, 

ሺܺ, ߬஽) ayrık topoloji uzayı parakompakt olmasına karşın kompakt değildir. 

Թ௡ uzayı parakompakttır. Yine benzer şekilde bilinen topoloji ile Թ de 

parakompakttır. 

Daha sonra genel olarak tüm metrik uzayların parakompakt olduğunu göreceğiz. 

Bu yüzden kompakt olmayan her metrik uzay, kompakt olmayan parakompakt 

uzaydır. 

Parakompakt uzaylar bazı özellikleri ile kompakt uzaylara benzer. Örneğin, bir 

parakompakt uzayın bir alt uzayı her zaman parakompakt değildir, ancak kapalı bir 

alt uzayı parakompakttır. Ayrıca parakompakt Hausdorff uzayı normaldir. Başka 

özellikler yönü ile de parakompakt uzaylar kompakt uzaylara benzemez, özellikle 

iki parakompakt uzayın çarpımı, parakompakt olmak zorunda değildir 

kompaktlığın aksine. Şimdi bu gerçekleri gösterelim. 
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Teorem 3.3.3. Parakompakt uzayların her kapalı alt uzayı parakompakttır. 

 

İspat.  ሺܺ, ߬ሻ bir parakompakt uzay ve ܣ, ሺܺ, ߬ሻ uzayının herhangi bir kapalı alt 

kümesi olsun. ߬஺ ൌ ሼܷ ∩ ܣ ∶ ܷ ∈ ߬ሽ şeklinde tanımlıdır. ࣯,  ሺܣ, ߬஺ሻ nın açık bir 

örtüsü olsun. Alt uzay topolojisi tanımından dolayı her ܷ ∈ ࣯ için  ܷ ൌ ܣ ∩ ௎ܸ 

olacak şekilde en az bir ௎ܸ ∈ ߬ vardır. ࣰ ൌ ሼ ௎ܸ ∶ ܷ ∈ ࣯ሽ ∪ ሼܺ ∖  ,ࣰ  .ሽ olsunܣ

ሺܺ, ߬ሻ nun bir açık örtüsüdür. ሺܺ, ߬ሻ parakompakt olduğundan ࣰ nin açık yerel 

sonlu bir ࣱ inceliği vardır. Şimdi kolayca görülür ki,  ሼܣ ∩ܹ:ܹ ∈ ࣱሽ ailesi de 

,ܣሺ	nun da bir inceliğidir. O halde	nın yerel sonlu açık örtüsüdür ve ࣯ ܣ ߬஺ሻ	kapalı 

alt uzayı da parakompakttır.	∎ 

 

Teorem 3.3.4. ܺ bir parakompakt uzay ve A	ve	B, 	ܺ uzayının kapalı alt 

kümelerinin ayrık çifti olsun. Eğer ∀ݔ ∈ ܣ ,için ܤ ⊂ ܷ௫, ݔ ∈ ௫ܸ ve ܷ௫ ∩ ௫ܸ ൌ ∅ 

olacak şekilde ܷ௫	, ௫ܸ açık kümeleri varsa, bu durumda 

ܣ ⊂ ܷ	, ܤ ⊂ ܸ		 ve 		ܷ ∩ ܸ ൌ ∅ 

olacak şekilde ܷ, ܸ	açık kümeleri vardır. 

 

İspat. ܺ bir parakompakt uzay olsun. Bu uzayın kapalı alt kümlerinin ayrık ܣ,  ܤ

çiftini ve her ݔ ∈ ܣ için ܤ ⊂ ܷ௫	, ݔ ∈ ௫ܸ ve ܷ௫ ∩ ௫ܸ ൌ ∅ koşullarını sağlayan 

ܷ௫	, ௫ܸ açık kümelerini alalım.  ሼ ௫ܸሽ௫∈஻ ∪ ሼܺ ∖  ሽ ailesi, ܺ uzayının açık birܤ

örtüsüdür. Bu örtünün yerel sonlu açık inceliğine  ሼ ௦ܹሽ௦∈ௌ diyelim. 

ܵ଴ ൌ ሼݏ ∈ ܵ:		 ௦ܹ ∩ ܤ ് ∅	ሽ 

olsun. Bu durumda,  

ܤ ⊂ ሪ ௦ܹ௦∈ௌబ
 ve  her ݏ ∈ ܵ଴ için ܣ ∩ܹ௦ ൌ ∅ olur. 

Öncelikle  ܤ ⊂ ሪ ௦ܹ௦∈ௌబ
 olduğunu gösterelim. ܤ ⊄ ሪ ௦ܹ௦∈ௌబ

 olduğunu 

varsayalım. O halde ݔ ∉ ሪ ௦ܹ௦∈ௌబ
 olacak şekilde bir ݔ ∈  vardır. Bu durumda her ܤ

ݏ ∈ ܵ଴ için ݔ ∉ ௦ܹ olur. ሼ ௦ܹሽ௦∈ௌ ailesi örtü olduğundan ݔ ∈ ܹ௦ᇲ  olacak şekilde 
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ᇱݏ ∈ ܵ vardır ve bu ݏᇱ için, ݔ ∈ ܤ ∩ܹ௦ᇲ ് ∅ bulunur. Bunu sağlayan ݏᇱ noktasının 

ܵ଴ da olması gerekir. Ancak varsayımımıza göre her ݏ ∈ ܵ଴ için ݔ ∉ ௦ܹ idi. Bu 

çelişkiden kaynaklı ܤ ⊂ ሪ ௦ܹ௦∈ௌబ
 olduğu sonucu çıkar. 

Şimdi her ݏ ∈ ܵ଴ için ܣ ∩ܹ௦ ൌ ∅ olduğunu gösterelim. ሼ ௦ܹሽ௦∈ௌబ ailesi 

 ሼ ௫ܸሽ௫∈஻ ∪ ሼܺ ∖ ሽ örtüsünün bir inceliği olduğundan, ௦ܹܤ ∈ ሼ ௦ܹሽ௦∈ௌబ için  

௦ܹ ⊂ ௫ܸ   veya  ௦ܹ ⊂ ሺܺ ∖  ሻܤ

olacak şekilde bir ݔ ∈ ܺ vardır. Fakat 	 ௦ܹ ∩ ܤ ് ∅ olduğundan ௦ܹ ⊂ ሺܺ ∖  ሻܤ

olması imkansızdır. O halde ௦ܹ ⊂ ௫ܸ olmalıdır. ܷ௫ ∩ ௫ܸ ൌ ∅ olduğundan 

 ௦ܹ ∩ ܷ௫ ൌ ∅ olmalıdır. Böylece ܹ௦ ∩ ܷ௫ ൌ ∅ elde edilir. Gerçekten de 

 ܹ௦ ∩ ܷ௫ ് ∅ olsaydı ݕ ∈ ܹ௦ ∩ ܷ௫  olacak şekilde bir ݕ ∈ ܺ vardır ve buradan 

ݕ ∈ ܹ௦ ve ݕ ∈ ܷ௫ olur. ܷ௫, ݕ noktasını içeren bir açık küme olduğundan bu 

noktanın bir komşuluğu olur. ݕ ∈ ܹ௦ ise, ܹ௦ ∩ ܷ௫ ് ∅ olmalıdır. Bu durum 

 ܹ௦ ∩ ܷ௫ ൌ ∅ olması ile çelişkilidir. Dolayısıyla ܹ௦ ∩ ܷ௫ ൌ ∅ olur. Bu durumda 

ܣ ⊂ ܷ௫ olduğundan ܹ௦ ∩ ܣ ൌ ∅ elde edilir. 

 Teorem 3.1.7. ii) den dolayı  

ራ ௦ܹ

௦∈ௌబ

ൌ ራ ௦ܹ

௦∈ௌబ

 

elde edilir. Buradan da  

ܷ ൌ ܺ ∖ ራ ௦ܹ

௦∈ௌబ

ܸ		݁ݒ			 ൌ ራ ௦ܹ

௦∈ௌబ

	 

şeklinde seçilen ܷ ve ܸ kümeleri açıktır ve ܷ ∩ ܸ ൌ ∅ bulunur. O halde 

ܣ ⊂ ܷ	, ܤ ⊂ ܷ	݁ݒ		ܸ ∩ ܸ ൌ ∅ 

koşulları sağlanmış olur.	∎ 

 

Şimdi bu teoremden hareketle de aşağıdaki teoremi göstermeye çalışalım. 
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Teorem 3.3.5.  Her parakompakt Hausdorff  ܺ uzayı normaldir. 

 

İspat. ܺ bir parakompakt uzay olsun. Öncelikle ܺ uzayının regüler olduğunu 

göstermeliyiz. ܣ ⊂ ܺ kapalı küme ve ݔ ∉  olsun.ܺ uzayı Hausdorff olduğundan ܣ

her ݕ ∈ ݔ için ܣ ∉ ௬ܸ olacak şekilde bir ௬ܸ açık kümesi vardır. Gerçekten de her 

ݕ ∈ ݔ için ܣ ്  ,ve ܺ uzayı Hausdorff olduğundan ݕ

ݔ ∈ ܷ௫	, ݕ ∈ ௬ܸ  ve ܷ௫ ∩ ܷ௬ ൌ ∅ 

olacak şekilde ܷ௫	, ௬ܸ ⊂ ܺ açık kümeleri vardır. Eğer ݔ ∈ ௬ܸ olsaydı, ݔ noktasının 

her ሺܷ௫ሻ komşuluğu için ሺܷ௫ሻ ∩ ሺܸ௬ሻ ് ∅ olurdu. ܷ௫ , ݔ noktasının bir komşuluğu 

olduğundan ܷ௫ ∩ ܷ௬ ് ∅ olmalıdır. Ancak bu durum ܷ௫ ∩ ܷ௬ ൌ ∅ ile çelişir, o 

halde ݔ ∉ ௬ܸ olmalıdır. Buradan;  

ࣰ ൌ ൛ ௬ܸ ∶ ݕ	 ∈ ൟܣ ∪ ሼܺ ∖  ሽܣ

ailesi ܺ uzayının bir açık örtüsüdür. ܺ uzayı parakompakt olduğundan ࣰ örtüsünün 

yerel sonlu açık bir ࣱ inceliği vardır. 

ܸ ൌራሼܹ ∈ ࣱ ∶ ܹ ∩ ܣ ് ∅ሽ 

şeklinde tanımlanan ܸ kümesi açıktır ve ࣱ bir örtü olduğundan ܣ ⊂ ܸ sağlanır. 

Ayrıca ࣱ ailesi yerel sonlu olduğundan 

ܸ ൌራሼܹ ∈ ࣱ ∶ ܹ ∩ ܣ ് ∅ሽ ൌራ൛ܹ ∶ ܹ ∩ ܣ ് ∅ൟ 

olur. Diğer yandan, ࣱ, ࣰ nin bir inceliğidir. Gerçekten de ܹ ∈ ࣱ için eğer 

 ܹ ∩ ܣ ് ∅ ise ݕ ∈ ܹ ∩ ݕ olacak şekilde bir ܣ ∈ ܺ vardır. Bu durumda ݕ ∈ ܹ ve 

ݕ ∈ ݕ olur. ࣰ nin tanımından ܣ ∈ ܹ noktasına karşılık gelen ௬ܸ için ܣ ⊂ ௬ܸ olur. 

Buradan ܹ ∈ ࣰ elde edilir. Eğer ܹ ∩ ܣ ൌ ∅ ise, ܹ ⊂ ሺܺ ∖  ሻ olur. Bu durumdaܣ

yine ܹ ∈ ࣰ bulunur. Böylece ܹ ∩ ܣ ് ∅ olacak şekildeki her ܹ ∈ ࣱ için 

 ܹ ⊂ ௬ܸ olacak şekilde bir ௬ܸ 	 ∈ ࣰ vardır. Buradan ܹ ൌ ௬ܸ ve  ݔ ∉ ௬ܸ olduğundan 

ݔ ∉ ܹ bulunur. Buradan ݔ ∉ ܸ olur. Böylece ݔ ∈ ሺܺ ∖ ܸሻ	, ܣ ⊂ ܸ ve 

 ܸ ∩ ሺ	ܺ ∖ ܸሻ ൌ ∅  elde edilir, bu ise ܺ uzayının regüler olması anlamına gelir. 
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Şimdi ܣ ve ܤ, ܺ de ayrık ve kapalı kümeler olsun. ܺ uzayı regüler olduğundan her 

ݔ ∈ için  ௫ܸ ܤ ∩ ܣ ൌ ∅  olacak şekilde bir ௫ܸ açık kümesi vardır. Yukarıda 

kullandığımız yöntemi tekrar uygularsak: 

ܸ∗ ൌ ሼ ௫ܸ|	ݔ ∈ ሽ	ܤ ∪ ሼܺ ∖  ሽܤ

ܺ uzayının açık bir örtüsüdür. Bu örtünün yerel sonlu açık incesi ࣱ∗ olsun. 

ܸ∗ ൌራሼܹ∗ ∈ ࣱ∗|	ܹ∗ ∩ ܤ ് ∅ሽ 

 

olarak tanımlanan ܸ∗ açık kümesi açıktır ve ܤ ⊂ ܸ∗ olur.	ࣱ∗ yerel sonlu 

olduğundan  

ܸ∗ ൌራሼ	ܹ∗ ∈ ࣱ∗|	ܹ∗ ∩ ܤ ് ∅ሽ ൌራ൛	ܹ∗|	ܹ∗ ∩ ܤ ് ∅ൟ 

 

olur. ࣱ∗, ࣰ∗ nin bir inceliği olduğundan 	ܹ∗ ∩ ܤ ് ∅ koşulunu sağlayan her 

	ܹ∗ ∈ ࣱ∗ kümesi için 	ܹ∗ ⊂ ௫ܸ olacak şekilde bir ௫ܸ ∈ ܸ∗ vardır. Buradan 

 	ܹ∗ ⊂ 	 ௫ܸ ve bu sebeple ܹ∗ ∩ ܣ ൌ ∅ ve dolayısıyla  ௫ܸ
∗ ∩ ܣ ൌ ∅ elde edilir. 

Buradan ܣ ⊂ ሺܺ ∖ ௫ܸ
∗ሻ ,  ܤ ⊂ ܸ∗ ve  ܸ∗ ∩ ሺܺ ∖ ௫ܸ

∗ሻ ൌ ∅ olduğu görülür. O halde 

ܺ parakompakt uzayı normaldir. ∎ 

 

Örnek 3.3.6. Bir ܺ Hausdorff uzayının parakompakt alt uzayının ܺ de kapalı 

olmasına gerek yoktur. Aslında ሺ0,1ሻ açık aralığı parakompakttır, Թye 

homeomorfiktir, fakat Թ de kapalı değildir. 

 

Örnek 3.3.7. İki parakompakt uzayın çarpımı parakompakt olmak zorunda 

değildir. Թ௟ uzayı regüler ve Lindelöf uzay olduğundan parakompakt, ancak 

Թ௟ ൈ Թ௟ parakompakt değildir. Hausdorff uzaylardır ancak normal değildir. 

 

Örnek 3.3.8. Թ௝ çarpım uzayı, ܬ sayılabilir değilse parakompakt değildir. Թ௝ 

Hausdorff uzaydır, ancak normal değildir. 
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Sonuç 3.3.9. Böylece parakompakt uzayların kompakt Hausdorff uzayları ile 

normal uzaylar arasında yer aldığı, başka bir ifade ile 

݂݂ݎ݋݀ݏݑܽܪ	ݐ݇ܽ݌݉݋ܭ ⇒ ݐ݇ܽ݌݉݋݇ܽݎܽܲ ⇒  ݈ܽ݉ݎ݋ܰ

ilişkisi de elde edilmiş olur. 

 

İspat. Aşikâr 

 

Lemma 3.3.10.  ܺ regüler uzay olsun. O halde ܺ üzerinde aşağıdaki koşullar 

birbirine eşdeğerdirler. ܺ in her açık örtüsü şu şekilde bir rafineye sahiptir: 

(i) 	ܺ uzayının açık bir örtüsü ve ߪ-yerel sonlu (sayılabilir yerel sonlu). 

(ii)  ܺ uzayının bir örtüsü ve  yerel sonlu. 

(iii) 	ܺ uzayının kapalı bir örtüsü ve  yerel sonlu. 

(iv) 	ܺ uzayının açık bir örtüsü ve yerel sonlu. 

 

İspat. ሺ࢜࢏ሻ ⇒ ሺ࢏ሻ olduğu açıktır. Teoremi kanıtlamak için ihtiyacımız olan şey 

bunun tam tersidir. Tersini kanıtlamak için her halükârda ሺ1ሻ ⇒ ሺ2ሻ ⇒ ሺ3ሻ ⇒ ሺ4ሻ 

adımlarını izlemek zorundayız,  bu sebeple kolaylık olsun diye bu koşulları Lemma 

ifadesinde listeledik. 

 

ሺ࢏ሻ ⇒ ሺ࢏࢏ሻ:	 ࣛ, ܺ in açık bir örtüsü olsun. ࣜ, ܺ i örten ve ࣛ nın sayılabilir yerel 

sonlu açık bir incesi ve ࣜ௡ lerin her biri yerel sonlu olmak üzere;  

ࣜ ൌራࣜ௡ 

olsun. Şimdi, daha önce farklı ࣜ௡ lerin ayrıklarından kümeler yapmak için 

kullandığımız “shrinking (küçültme)” yönteminin aynısını uyguluyoruz. ݅ 

verildiğinde,  

௜ܸ ൌ ራ ܷ
௎∈ࣜ೔

 

olsun. Sonra her ݊ ∈ Ժା ve ࣜ௡ nin her ܷ elemanı için; 
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ܵ௡ሺܷሻ ൌ ܷ െራ ௜ܸ

௜ழ௡

 

olarak tanımlayalım.(ܵ௡ሺܷሻ mutlaka açık ya da mutlaka kapalı olmadığını 

unutmayalım.) 

ࣝ௡ ൌ ሼܵ௡ሺܷሻ	|	ܷ ∈ ࣜ௡ሽ 

O zaman ࣝ௡; ࣜ௡ in bir incesidir, çünkü her ܷ ∈ ࣜ௡ için ܵ௡ሺܷሻ ⊂ ܷ dir. 

ࣝ ൌራࣝ௡ 

alalım. ࣝ; ܺ i örten ࣛ nın gerekli yerel sonlu incesi olduğunu iddia ediyoruz. 

,	ݔ ܺ in bir noktası olsun. ݔ in ࣝ nin bir elemanında olduğunu ve ݔ in ࣝ nin 

yalnızca sonlu sayıda elemanını kesen bir komşuluğu olduğunu kanıtlamak 

istiyoruz. 

ࣜ ൌራࣜ௡ 

ele alalım; ܰ, ݔ in ܤே nin bir elemanında yer aldığı en küçük tamsayı olsun. ܷ, ܤே 

nin ݔ i içeren bir elemanı olsun. İlk olarak, ݅ ൏ ܰ için ݔ; ࣜ௜ lerin hiçbirinde 

bulunmadığından, bu ݔ noktasının ࣝ nin ܵ௡ሺܷሻ elemanında bulunduğuna dikkat 

edelim. İkinci olarak; her ࣜ௡ ailesi yerel sonlu olduğundan, her ݊ ൌ 1,2, … , ܰ için 

ࣜ௡ nin yalnızca sonlu sayıda elemanı ile kesişen bir ௡ܹ komşuluğunu seçebiliriz. 

Şimdi eğer ௡ܹ, ࣝ௡ nin ܵ௡ሺܸሻ elemanıyla kesişiyorsa, ܵ௡ሺܸሻ 	⊂ V olmasından ötürü 

ࣜ௡ nin ܸ elemanıyla kesişir. Bu sebeple ௡ܹ, ࣝ௡ nin yalnızca sonlu sayıda 

elemanıyla kesişir. Ayrıca ܷ, ࣜ௡ nin içinde olduğundan, ݊ ൐ ܰ için ܷ, ࣝ௡ nin 

hiçbir elemanı ile kesişmez. Sonuç olarak  ݔ in  ଵܹ ∩ ଶܹ ∩ … ேܹ ∩ ܷ komşuluğu 

ࣝ nin yalnızca sonlu sayıda elemanı ile kesişir. 

 

ሺ࢏࢏ሻ ⇒ ሺ࢏࢏࢏ሻ: ࣛ, ܺ in açık bir örtüsü olsun. ࣜ, ܺ in ܷ açık kümelerinin 

koleksiyonu olsun, öyle ki ܷ , ࣛ nın bir elemanında yer alır. Regülerlikten, ࣜ, ܺ in 

bir örtüsüdür( X i örter) (2).koşulu kullanarak, ࣜ nin ܺ i örten ve yerel sonlu bir ࣝ 
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incesini bulabiliriz.  ࣞ ൌ ൛ܥ	ห	ܥ ∈ ࣝൟ olsun. O halde ࣞ ayrıca ܺ in bir örtüsüdür, 

Lemma 3.1.6. den dolayı yerel sonludur ve ࣛ nın bir incesidir. 

ሺ࢏࢏࢏ሻ ⇒ ሺ࢜࢏ሻ:	 ࣛ, ܺ in açık bir örtüsü olsun. (3). koşulu kullanarak, ܺ i örten ࣛ nın 

yerel sonlu bir incesi olan ࣜ yi seçelim. ࣜ nin her bir ܤ elemanını açık bir kümeye 

hafifçe genişletmeyi(expansion), ortaya çıkan açık kümeler ailesinin yine de yerel 

sonlu ve ࣛ nın bir incesi olmasına yetecek hafiflikte olmasını istiyoruz. 

Bu adım yeni bir hileyi içerir. Birkaç kez kullanılan önceki hile, kümeleri bir 

şekilde sıralamak ve öncekileri çıkararak yeni bir küme oluşturmaktan ibaretti. Bu 

hile kümeleri küçültür; onları genişletmek için farklı bir şeye ihtiyacımız var. ܺ in 

bir yardımcı yerel sonlu kapalı ࣝ örtüsünü tanıtacağız ve bunu ࣜ nin elemanlarını 

genişletmek için kullanacağız. 

ܺ in her ݔ noktası için, ࣜ nin yalnızca sonlu sayıda elemanıyla kesişen ݔ in bir 

komşuluğu vardır. ࣜ nin yalnızca sonlu sayıda elemanıyla kesişen tüm açık 

kümelerin ailesi evvela ܺ in açık bir örtüsüdür. Yine  (3). koşulu kullanarak, ࣝ ܺ in 

bu yerel sonlu örtüsünün kapalı bir incesi olsun. ࣝ nin her elemanı, ࣜ nin yalnızca 

sonlu sayıda elemanı ile kesişir. 

 

 ࣜ nin her ܤ elemanı için; ࣝሺܤሻ ൌ ሼ	ܥ	|	ܥ ∈ ܥ	݁ݒ		ࣝ ⊂ ܺ ∖  ;ሽ olsun. O zaman	ܤ

ሻܤሺܧ ൌ ܺ െ ራ ܥ
஼∈ࣝሺ஻ሻ

 

olarak tanımlayalım. ࣝ kapalı kümelerin yerel sonlu bir ailesi olduğundan, ࣝ nin 

herhangi bir alt ailelerinin  birleşimi de Lemma 3.1.6’den dolayı kapalıdır. Bu 

sebeple, ܧሺܤሻ kümesi açık bir kümedir ve ayrıca tanım gereği ܧሺܤሻ ⊃  .dir ܤ

Şimdi her bir ܤ yi çok fazla genişletmiş olabiliriz; ሼܧሺܤሻሽ ailesi ࣛ nın bir incesi 

olmayabilir. Bu sorunu kolayca giderebiliriz. Her ܤ ∈ ࣜ için ࣛ nın ܤ de olan bir 

 ሻ elemanını seçelim. Ardındanܤሺܨ

ࣞ ൌ ሼ	ܧሺܤሻ ∩ ܤ	|	ሻܤሺܨ ∈ ࣜ	ሽ 
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olarak tanımlayalım. ࣞ; ࣛ nın bir incesidir. Çünkü ܤ ⊂ ሻܤሺܧ ∩  ሻ ve ࣜ, ܺ iܤሺܨ

örttüğünden dolayı, ࣞ ailesi de ܺ i örter. 

Son olarak ࣞ nin yerel sonlu olduğunu kanıtlamak gerekiyor. Bir ݔ ∈ ܺ 

verildiğinde, ࣝ nin yalnızca sonlu sayıda elemanını kesen bir ܹ komşuluğunu 

alalım, diyelim ki ܥଵ, ,ଶܥ … ,  ௞ olsun. ܹ, ࣞ nin yalnızca sonlu sayıda elemanınıܥ

kestiğini gösteriyoruz. ࣝ, ܺ in bir örtüsü olduğundan ܹ kümesi ܥଵ, ,ଶܥ … ,  ௞ܥ

kümeleri tarafından örtülür. Bu sebeple  ࣝ nin her bir ܥ elemanının ࣞ nin yalnızca 

sonlu sayıda elemanını kestiğini göstermek yeterlidir. Şimdi eğer ,ܥ 	ܧሺܤሻ ∩   ሻܤሺܨ

kümesiyle kesişiyorsa, o zaman ܧሺܤሻ ile de kesişir; bu sebeple  de ܧሺܤሻ nin tanımı 

gereği ሺܺ ∖  nin yalnızca ࣜ ;ܥ	.ile kesişmelidir ܤ ;ܥ ሻ içinde değildir, dolayısıylaܤ

sonlu sayıda elemanını kestiği için, ࣞ ailesinin en fazla aynı sayıda elemanıyla 

kesişebilir.  

Böylelikle ࣞ yerel sonludur. ∎ 

 

Teorem 3.3.11. (Stone Teoremi)  Her metriklenebilir uzay parakompakttır. 

 

İspat.  Lemma 3.1.8. da metriklenebilir bir uzayın her açık örtüsünün bir yerel 

sonlu açık incesinin olduğunun kanıtı verilmişti. O halde parakompaktlık tanımı 

gereği her metriklenebilir uzayının her açık örtüsünün yerel sonlu bir açık incesi 

mevcut olduğundan parakompakttır.∎ 

 

Teorem 3.3.12. Her regüler Lindelöf uzayı parakompakttır. 

 

İspat. ܺ regüler ve Lindelöf uzay olsun. ܺ in açık bir ࣛ örtüsü verildiğinde, ܺ i 

örten sayılabilir bir alt ailesi vardır; bu alt aile otomatik olarak sayılabilir yerel 

sonludur. Önceki lemma, ࣛ nın ܺ in örtüsü olacak şekilde ve yerel sonlu bir açık 

rafineye sahip olduğunu göstermek için yeterlidir.∎ 
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Tanım 3.3.13. ܺ bir topolojik uzay ve  ߶ఈ: ܺ → ሾ0,1ሿ olmak üzere ሼ߶ఈሽఈ∈௃ sürekli 

fonksiyonların ailesi olsun. Eğer her ݔ ∈ ܺ için  

෍߶ఈ
ఈ∈௃

ሺݔሻ ൌ 1 

ise ሼ߶ఈሽఈ∈௃ ailesine ܺ uzayı üzerinde birimin bir parçalanışı denir. 

Buradaki son eşitlik; her bir ݔ଴ ∈ ܺ için sadece sayılabilir bazı ߶ఈ fonksiyonlarının 

,ଵߙ଴ noktasında sıfırlanmadığı ve ሼݔ ,ଶߙ … ሽ ൌ ሼߙ ∈ ଴ሻݔఈሺ߶	|	ܬ ് 0ሽ için 

෍߶ఈ೔

ஶ

௜ୀଵ

ሺݔ଴ሻ 

serisinin 1’ e yakınsadığı anlamına gelir. Bu seri mutlak yakınsaktır, terimlerinin 

sıralanışı önemli değildir ve 1’e yakınsaması demek; ߙଵ, ,ଶߙ ௞ߙ… ∈  ve ܬ

 ݇ ൌ 1,2,3, … için  

߶ఈభሺݔ଴ሻ ൅ ߶ఈమሺݔ଴ሻ ൅ ⋯൅ ߶ఈೖሺݔ଴ሻ 

formundaki sayılardan oluşan en küçük üst sınırının 1 olması demektir.  

ܺ üzerinde ሼ߶ఈሽఈ∈௃ birimin bir parçalanışı olmak üzere, ൛߶ఈିଵሺሺ0,1ሿሻൟఈ∈௃ örtüsü 

ܺ uzayında yerel sonlu ise, ሼ߶ఈሽఈ∈௃ fonksiyon ailesine ܺ uzayında yerel sonludur 

denir. Bu  ߙ ∈ ሺܬ ∖ ଴ሻݔ଴ሻ  ve  ߶ఈభሺܬ ൅ ߶ఈమሺݔ଴ሻ ൅ ⋯൅ ߶ఈೖሺݔ଴ሻ ൌ 1	iken, her bir  

଴ݔ ∈ ܺ  ve ݔ ∈ ܷ଴  için  ߶ఈሺݔሻ ൌ 0 olacak şekilde ݔ଴ noktasının bir ܷ଴ 

komşuluğunun ve ܬ଴ ൌ ሼߙଵ, ,ଶߙ ௞ሽߙ… ⊂  sonlu kümesinin var olması anlamına ܬ

gelir. 

ࣛ, ܺ uzayının bir örtüsü ve  ሼ߶ఈሽఈ∈௃,  ܺ uzayı üzerinde birimin parçalanışı olsun. 

ܺ uzayının ൛߶ఈିଵሺሺ0,1ሿሻൟఈ∈௃ örtüsü ࣛ örtüsünün bir incesi ise, ሼ߶ఈሽఈ∈௃ fonksiyon 

ailesine ࣛ örtüsüne etkiyen ( subordinate) birimin parçalanışı denir. 

 

Tanım 3.3.14. Ayrıca birimin parçalanışı için alternatif bir tanım daha verilebilir. 

 ߶: ܺ ⟶ Թ , ߶ିଵሺԹ െ ሼ0ሽሻ	 kümesine ߶ nin desteği denir ve  

(dest ߶ሻ	ile ifade edilmek üzere; 
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ሼܷఈሽఈ∈௃, ܺ in etiketlenmiş bir açık örtüsü olsun. ߶ఈ ∶ ܺ ⟶ ሾ0,1ሿ etiketlenmiş 

sürekli fonksiyonlar ailesi eğer; 

(i) Her ߙ için ሺdest	ϕሻ ⊂ ܷఈ 

(ii) Etiketlenmiş ሼdest	ϕሽ yerel sonludur. 

(iii) Her ݔ için  

෍߶ఈ ሺݔሻ ൌ 1 

dir. 

Buradaki (ii). koşul her ݔ ∈ ܺ in üzerinde ߶ఈ fonksiyonunun ߙ nın sonlu sayıda 

değeri dışında tümü için aynı şekilde sıfır olduğu bir komşuluğa sahip olduğunu 

ima eder. Böylece (iii) teki gösterilen ‘toplamı’ sıfıra eşit olmayan  ߶ఈሺݔሻ 

terimlerinin toplamı olarak anlamlandırabiliriz. 

 

Lemma 3.3.15. ܺ bir parakompakt Hausdorff uzayı olsun. ܺ uzayının her ሼܷఈሽఈ∈௃ 

açık örtüsünün her ߙ ∈ ఈܨ  için ܬ ⊂ ܷఈ koşulunu sağlayacak şekilde bir kapalı 

yerel sonlu ሼܨఈሽఈ∈௃ örtüsü mevcuttur.  

 

Bu koşulu sağlayan ሼܨఈሽఈ∈௃ açık incesine ሼܷఈሽఈ∈௃  örtüsünün tam (precise) incesi 

denir. 

 

İspat. ሼܷఈሽఈ∈௃ , ܺ uzayının bir açık örtüsü olsun. ܺ uzayı regüler olduğundan    

ݔ ∈ ܷఈ için  ݔ ∈ ௫ܹ ⊂ ௫ܹ ⊂ ܷఈ olacak şekilde en az bir ௫ܹ açık kümesi vardır. 

Buradan ࣱ ൌ ሼ ௫ܹሽ௫∈௑  ailesi ܺ uzayının bir açık örtüsü ve ሼ ௫ܹሽ௫∈௑ ailesi 

ሼܷఈሽఈ∈௃ ailesinin bir incesidir. Hipotezden kaynaklı ࣱ örtüsünün ൛ܣఉൟఉ∈௄ yerel 

sonlu inceliği vardır. Her ߚ ∈ ఉܣ  için ܭ ⊂ ܷఈሺఉሻ olacak şekilde bir ߙሺߚሻ ∈  ܬ

seçelim. Sonra her ߙ ∈   için ܬ

∅ ് ఈܨ ൌ ራ ఉܣ
ఈୀఈሺఉሻ
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olarak tanımlayalım. ൛ܣఉൟఉ∈௄ ailesi yerel sonlu olduğundan Lemma 3.1.7. ii) den 

dolayı ൛	ܣఉ	ൟఉ∈௄ ailesi de yerel sonludur. Lemma 3.1.7. iii) den de 

ఈܨ ൌ ራ ఉܣ
ఈሺఉሻୀఈ

ൌ ራ ఉܣ
ఈሺఉሻୀఈ

 

olduğu görülür.  ሼܨఈሽఈ∈௃ ailesi kapalı yerel sonlu aile ve her ߙ ∈  için tanım gereği ܬ

ఈܨ ⊂ ܷఈ olur. 

Şimdi ሼܨఈሽఈ∈௃ ailesinin yerel sonlu olduğunu gösterelim. ݔ ∈ ܺ olmak üzere 

൛	ܣఉ	ൟఉ∈௄ ailesi yerel sonlu olduğundan ห൛	ߚ	หܷ௫ ∩ ఉܣ 	് ∅	ൟห ൏ ∞ olacak şekilde 

bir ܷ௫ komşuluğu vardır. ห൛	ߚ	หܷ௫ ∩ ఉܣ 	് ∅	ൟห ൌ ሼߚଵ, ,ଶߚ ,ଷߚ … ,   .௡ሽ olsunߚ

ሼܨఈሽఈ∈௃ ailesinin yerel sonlu olmadığını varsayalım. Bu durumda 	

ห൛	ߚ	หܷ௫ ∩ ఉܣ 	് ∅	ൟห ൌ ∞	 dur. Böylece ܷ௫ ∩ ఈܨ ് ∅ olacak şekilde ߙሺߚ௜ሻ ൌ  ߙ

vardır. Yani ߙሺߚ௜ሻ ൌ  için ߙ

ራ ሺܣఉ
ఈሺఉሻୀఈ

∩ ܷ௫ሻ ് ∅ 

olur. Bu durumda ߙሺߚሻ ൌ ߚ olan öyle bir ߙ ∈ ఉܣ  vardır ki ܭ ∩ ܷ௫ ് ∅ dir. 

ߙ  ൌ ߚ ௜ሻ olduğundaߚሺߙ ൌ  ௜ olacak şekilde bir i doğal sayısı vardır. Bu şekildeߚ

sonlu tane ߚ olduğu için sonlu tane ߙ vardır. Yani ሼܨఈሽఈ∈௃ ailesi yerel sonludur.∎ 

 

Not 3.3.16. Bir önceki lemmada ൛ܣఉൟఉ∈௄ açık örtüsünü alırsak,  

∅ ് ఈܸ ൌ ራ ఉܣ
ఈୀఈሺఉሻ

 

kümeleri açık olur. Buradan hareketle, parakompakt uzayın her açık örtüsü ve her 

ߙ ∈ için ܸఈ ܬ ⊂ ܷఈ koşulunu sağlayan örtüsü vardır. 

Bu koşulu sağlayan ሼ ఈܸሽఈ∈௃ açık incesine ሼܷఈሽఈ∈௃ örtüsünün tam (precise) 

büzülmesi(shrinking) denir. 
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Lemma 3.3.17. ܺ uzayının, ࣯ açık örtüsüne etkiyen (subordinated) olan ሼ߶ఈሽఈ∈௃ 

birimin bir parçalanışı varsa, ࣯ açık bir yerel sonlu inceye sahiptir. 

 

İspat.  ߰:ܺ → ଴ሻݔsürekli fonksiyon olsun ve ߰ሺ ܫ ൐ 0 olacak şekilde her ݔ଴ ∈ ܺ 

için, 

଴ݔ ∈ ߙ	݁ݒ		ܷ ∈ ܬ ∖ ଴ሻݔ߶ఈሺ	݅ç݅݊	଴ܬ ൏ ߰ሺݔ଴ሻ							ሺ1ሻ 

koşulunu sağlayan ܬ଴ ⊂  .଴ noktasının bir ܷ଴ komşuluğu vardırݔ sonlu kümesi ve ܬ

Gerçekten de,  

1 െ෍߶ఈ೔

௞

௜ୀଵ

ሺݔ଴ሻ ൏ ߰ሺݔ଴ሻ 

olacak şekilde seçtiğimiz ܬ଴ ⊂  kümesi için ܬ

ܷ଴ ൌ ൝ݔ ∈ ܺ	อ	1 െ	෍߶ఈ೔

௞

௜ୀଵ

ሺݔሻ ൏ 	߰ሺݔሻൡ 

kümesinin (1) özelliğini sağladığı ve ݔ଴ noktasının bir komşuluğu olduğu açıktır. 

ߙ ∈ ሺ0,1ሿ için ߙ ൏ 	߰ሺݔሻ alırsak; 

ሼݔ ∈ ܺ	|	߰ሺݔሻ ൐ ሽߙ ൌ ߰ିଵሺሺߙ, 1ሿሻ 

 

bulunur ve ߰ିଵሺሺߙ, 1ሿሻ kümesi alt uzay topolojisine göre açıktır. Her ݔ ∈ ܺ için 

߶ఈሺ௫ሻሺݔሻ ൐ 0 koşulunu sağlayan bir ߙሺݔሻ ∈   .vardır ܬ

Yukarıdaki durumda, ߶ఈሺ௫ሻሺݔሻ ൌ ߰ denilirse, her bir ݔ ∈ ܺ için, ߶ሺݔሻ ൌ

supఈ∈௃ ߶ఈሺݔሻ şeklinde tanımlanan ߶:	ܺ → ሺ0,1ሿ fonksiyonu süreklidir. Şimdi bu 

durumu görelim: 

ݔ ∈ ܺ alalım. Her ߙ ∈ :için  ߶ఈ ܬ ܺ →   ,fonksiyonları sürekli olduğundan  ܫ

her ߝ ൐ 0 ve her ݕ ∈ ሻݔiçin |߶ఈሺ ܩ െ ߶ఈሺݕሻ| ൏  açık kümesi ܩ olacak şekilde bir ߝ

vardır. Ayrıca, 

଴ݔ ∈ ܷ ൌ ൜ݔ ∈ ܺ	ฬ1 െ෍ ߶ఈ೔
௞

௜ୀଵ
ሺݔሻ ൏ ߶ఈሺݔሻൠ 
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																																														ൌ ൜ݔ ∈ ܺ	ฬ	෍ ߶ఈ೔
ஶ

௜ୀ௞ାଵ
ሺݔሻ ൏ ߶ఈሺݔሻൠ 

olur. ߶ሺݔሻ ൌ supఈ∈௃ ߶ఈ olsun. ߶|௎బ∩ீ  kısıtlamasının sürekli olduğunu görmek 

istiyoruz. Bunun için; หsupఈ∈௃ ߶ఈሺݔ଴ሻ െ supఈ∈௃ ߶ఈሺݔሻห ൏  .olduğunu görelim ߝ

ቤsup
ఈ∈௃

߶ఈሺݔ଴ሻ െ ߶ఈሺݔሻ ൅ ߶ఈሺݔሻ െ sup
ఈ∈௃

߶ఈሺݔሻቤ 

 

൑ ቤsup
ఈ∈௃

߶ఈሺݔ଴ሻ െ ߶ఈሺݔሻቤ ൅ ቤ߶ఈሺݔሻ െ sup
ఈ∈௃

߶ఈሺݔሻቤ 

 

൏ |߶ఈሺݔ଴ሻ െ ߶ఈሺݔሻ| ൅ |߶ఈሺݔሻ െ ߶ఈሺݔ଴ሻ|														 

 

൏
ߝ
2
൅
ߝ
2
																																																																												 

ൌ  																																																																																			ߝ

bulunur. Böylece ߶ fonksiyonu süreklidir. Her ߙ ∈  için ܬ

 ఈܸ ൌ 	 ቄݔ ∈ ܺ	ቚ߶ఈሺݔሻ ൐
ଵ

ଶ
߶ሺݔሻቅ kümesi açıktır ve ࣰ ൌ ሼ ఈܸሽఈ∈௃	ailesi ࣯ örtüsünün 

bir incesidir. ߰ ൌ
ଵ

ଶ
߶ olarak aldığımızda, ࣰ ailesinin yerel sonlu olduğu kolayca 

görülür. ∎ 

 

Teorem 3.3.18. ܺ uzayı ଵܶ- uzayı olsun. Bu durumda aşağıdaki koşullar birbirine 

denktir: 

(i) ܺ uzayı parakompakttır. 

(ii) ܺ uzayının her açık örtüsü, kendine subordinated(etkiyen) olan yerel sonlu  

birimin parçalanışına sahiptir. 

(iii)  ܺ uzayının her açık örtüsü, kendine subordinated olan birimin 

parçalanışına 

sahiptir. 
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İspat. ሺ࢏ሻ ⇒ ሺ࢏࢏ሻ:  ࣛ, ܺ parakompakt uzayının açık örtüsü olsun. ܺ uzayı 

parakompakt olduğundan, ࣛ örtüsünün yerel sonlu açık ࣯ ൌ ሼܷఈሽఈ∈௃ incesi 

vardır. Lemma 3.3.14. dan ötürü, her ߙ ∈ ఈܨ için ܬ ⊂ ܷఈ koşulunu sağlayan 

ሼܨఈሽఈ∈௃ ailesi, ܺ uzayının kapalı yerel sonlu örtüsüdür. Urysohn Lemma sayesinde, 

her ߙ ∈  ;için ܬ

ݔ ∈ ܺ ∖ ܷఈ	, ݃ఈሺݔሻ ൌ ݔ						݁ݒ				0 ∈ ,ఈܨ ݃ఈሺݔሻ ൌ 1 

koşullarını sağlayan  ݃ఈ: ܺ →  sürekli fonksiyonunu bulabiliriz. ( ܺ parakompakt ܫ

uzay olduğundan aynı zamanda normaldir, ܨఈ ve ܺ ∖ ܷఈ ayrık kapalı kümelerdir.) 

 ࣯ ailesi yerel sonlu olduğundan 

݃ሺݔሻ ൌ෍݃ఈሺݔሻ
ఈ∈௃

 

alarak  ݃: ܺ → Թ sürekli fonksiyonunu tanımlayabiliriz. Bu şekilde bir toplam var 

olduğundan, ݃ bir fonksiyondur. 

࣯ ailesi yerel sonlu olduğu için, ݔ noktasının ܬ଴ ൌ ൛ߙห ሺܹ௫ሻ ∩ ܷఈ ് ∅ൟ kümesini 

sonlu kılacak bir ሺܹ௫ሻ komşuluğu vardır. Bu durumda, her ߙ ∈ ܬ ∖  ଴ içinܬ

 ݃ఈሺݔሻ ൌ 0 olur. Çünkü her ߙ ∈ ܬ ∖ ଴ için ሺܹ௫ሻܬ ∩ ܷఈ ൌ ∅ olur. Böylece ݔ ∉ ܷఈ, 

yani ݔ ∈ ܺ ∖ ܷఈ bulunur. O halde ݃ఈሺݔሻ ൌ 0, yani ෌݃ఈሺݔሻ toplamı yakınsak ve 

süreklidir. 

Şimdi ఈ݂ ൌ
݃ఈ ݃ൗ  olmak üzere, ሼ ఈ݂ሽఈ∈௃ yerel sonlu birimin ayrışımının ࣛ ya 

subordinated(etkiyen) olduğunu gösterelim: 

݃ఈ ve ݃ fonksiyonları sürekli olduğundan ఈ݂ fonksiyonları da sürekli olur. 

 

෍ ఈ݂ሺݔሻ ൌ෍
݃ఈ
݃
ሺݔሻ

ఈ∈௃

ൌ෍
݃ఈሺݔሻ

෌ ݃ఈሺݔሻఈ∈௃ఈ∈௃

ൌ
෌ ݃ఈሺݔሻఈ∈௃

෌ ݃ఈሺݔሻఈ∈௃

ൌ 1 

 

olduğundan ሼ ఈ݂ሽఈ∈௃ ailesi ܺ uzayı üzerinde birimin bir parçalanışıdır.  
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Şimdi, ఈ݂: ܺ → olmak üzere ൛ ܫ ఈ݂
ିଵሺሺ0,1ሿሻൟ

ఈ∈௃
 ailesinin ܺ uzayının yerel sonlu 

örtüsü olduğunu gösterelim. 

ݔ ∈ ܺ olsun. ሼܷఈሽఈ∈௃ ailesi yerel sonlu olduğundan; 

|଴ܬ| ൌ ห൛ߙห	 ሺܹ௫ሻ ∩ ܷఈ ് ∅ൟห ൏ ∞ olacak şekilde ݔ in bir ሺܹ௫ሻ komşuluğu vardır. 

Ayrıca her ߙ ∈ ܬ ∖ ଴ için  ఈ݂ܬ
ିଵሺሺ0,1ሿሻ ⊂ ܷఈ olur. Gerçekten de eğer 

ఈ݂
ିଵሺሺ0,1ሿሻ ⊄ ܷఈ olduğunu varsayarsak, ݔ ∈ ఈ݂

ିଵሺሺ0,1ሿሻ ve ݔ ∉ ܷఈ olacak 

şekilde bir ݔ ∈ ܺ vardır. Buradan; ݔ ∈ ఈ݂
ିଵሺሺ0,1ሿሻ iken ఈ݂ሺݔሻ ∈ ሺ0,1ሿ ve ݔ ∉ ܷఈ 

iken ݃ఈሺݔሻ ൌ 0 dır. Bu durumda 

ఈ݂ሺݔሻ ൌ
݃ఈሺݔሻ
݃ሺݔሻ

 

eşitliğinden ఈ݂ሺݔሻ ൌ 0 elde edilir ancak bu durum ఈ݂ሺݔሻ ∈ ሺ0,1ሿ olması ile 

çelişirdi. O halde ൛ ఈ݂
ିଵሺሺ0,1ሿሻൟ

ఈ∈௃
 ailesi yerel sonludur. Üstelik ࣯ ≺ ࣛ  ve  

൛ ఈ݂
ିଵሺሺ0,1ሿሻൟ

ఈ∈௃
⊂ ࣯ olduğundan ൛ ఈ݂

ିଵሺሺ0,1ሿሻൟ
ఈ∈௃

⊂ ࣛ bulunur. Böylece 

ሼ ఈ݂ሽఈ∈௃ yerel sonlu birimin bir parçalanışı ܺ uzayının ࣛ örtüsüne subordinateddir 

(etkiyendir). 

 

ሺ࢏࢏ሻ ⇒ ሺ࢏࢏࢏ሻ: ܺ uzayının her açık örtüsü kendisine subordinated olan yerel sonlu 

birimin bir parçalanışına sahip olsun. ܺ uzayının ࣛ açık örtüsünü ve bu uzay 

üzerinde ሼ ఈ݂ሽఈ∈௃ yerel sonlu birimin parçalanışını ele alalım. Kabulümüze göre, 

൛ ఈ݂
ିଵሺሺ0,1ሿሻൟ

ఈ∈௃
 yerel sonlu ailesi, ܺ uzayının bir örtüsü ve ࣛ örtüsünün de bir 

açık incesidir. Buradan ൛ ఈ݂
ିଵሺሺ0,1ሿሻൟ

ఈ∈௃
 ,  ࣛ örtüsüne subordinated olan birimin 

parçalanışıdır. 

 

ሺ࢏࢏࢏ሻ ⇒ ሺ࢜࢏ሻ: ࣯, ܺ uzayının açık bir örtüsü olsun. Lemma 3.3.16. gereği, ܺ 

uzayının her açık örtüsü kendisine subordinated olan birimin parçalanışı mevcutsa, 

o zaman ࣯ örtüsünün de yerel sonlu açık incesi mevcuttur. Şimdi ܺ uzayının 
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Hausdorff olduğunu gösterelim. ݔଵ ് ,ଵݔ ଶ olacak şekildeݔ ଶݔ ∈ ܺ noktalarını 

alalım. ሼ ఈ݂ሽఈ∈௃ birimin parçalanışı, ܺ uzayının ࣯ ൌ ሼܺ ∖ ሼݔଵሽ	, ܺ ∖ ሼݔଶሽ	ሽ açık 

örtüsüne subordinated olan ఈ݂బሺݔଵሻ ൌ ܽ ൐ 0 olacak şekilde ߙ଴ ∈  .alalım ܬ

ఈ݂బ
ିଵሺሺ0,1ሿሻ kümesi 		ܺ ∖ ሼݔଶሽ kümesi tarafından kapsandığı için, ఈ݂బሺݔଶሻ ൌ 0 

olur. Ayrıca ଵܷ ൌ ఈ݂బ
ିଵሺሺ

௔

ଶ
, 1ቃሻ ve ܷଶ ൌ ఈ݂బ

ିଵሺൣ0,
௔

ଶ
ሻሻ şeklinde tanımladığımız  

ଵܷ ve ܷଶ kümeleri açık ve ayrıktırlar. Üstelik bu kümeler için, ݔଵ ∈ ଵܷ ve ݔଶ ∈ ܷଶ 

bulunur. O halde ܺ uzayı Hausdorff ve böylece parakompakttır. ∎ 

 

Teorem 3.3.19. ܺ, parakompakt Hausdorff uzayı; ࣝ, ܺ in alt kümelerinin bir 

koleksiyonu ve her ܥ ∈ ࣝ için ߳஼  pozitif bir sayı olsun.  

Eğer ࣝ yerel sonlu ise;  tüm ݔ ler için  ݂ሺݔሻ ൐ 0 ve ݔ ∈ ሻݔiçin ݂ሺ ܥ ൑ ߳஼ olacak 

şekilde ݂: ܺ → 	Թ sürekli fonksiyonu mevcuttur. 

 

İspat.  ܺ i her biri ࣝ nin en fazla sonlu sayıda elemanı ile kesişen açık kümelerle 

örtelim; bu açık kümeler koleksiyonunu ሼܷఈሽఈ∈௃ etiketlenmiş bir aile olacak 

şekilde etiketleyelim. Teorem 3.3.17. den dolayı ሼܷఈሽఈ∈௃ etkiyen ܺ üzerinde bir 

ሼ߶ఈሽ olacak şekilde birimin parçalanışı vardır. ߙ verildiğinde ߜఈ, ߳஼  sayılarının 

minimumu olsun, çünkü ܥ,  ࣝ nin  ሺ݀݁ݐݏ	߶ሻ ile kesişen tüm bu elemanları ile 

üzerinde değişir, ܥ nin böyle elemanları yoksa, ߜఈ ൌ 1 alalım. 

Tüm ߜఈ sayıları pozitif, dolayısıyla ݂ da pozitif olmak üzere; 

݂ሺݔሻ ൌ෍ߜఈ ߶ఈሺݔሻ 

olarak tanımlayalım. ݔ ∈ ሻݔiçin ݂ሺ ܥ ൑ 	 ߳஼  olduğunu göstereceğiz. 

ݔ  ∈   için ߙ ve keyfi ܥ

ሻݔ߶ఈሺ	ఈߜ ൑ ߳஼	߶ఈሺݔሻ														ሺ∗ሻ 

olduğunu göstermek yeterli olacaktır. O zaman istenen eşitsizlik 

෍߶ఈሺݔሻ ൌ 1 
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toplanarak elde edilir. 

Eğer ݔ ∉ ሺ݀݁ݐݏ	߶ሻ ise o zaman eşitsizlik (∗ሻ aşikâr, çünkü ߶ఈሺݔሻ ൌ 0 . 

Eğer ݔ ∈ ሺ݀݁ݐݏ	߶ሻ ve ݔ ∈  . ile kesişir	ሻ߶	ݐݏሺ݀݁ ,ܥ ise o zaman ܥ

 Böylece  

ఈߜ ൑ ߳஼  

olur ve (∗ሻ sağlanır. ∎ 

 

3.4. Smirnov Metriklenebilme Teoremi 

Nagata – Smirnov Metriklenebilme Teoremi, bir uzayın metriklenebilirliği 

için gerekli ve yeterli koşulların bir takımının (dizisini) verir. Bu bölümde, bu tür 

başka bir koşul dizisi veren teoremi kanıtlayacağız. Nagata – Smirnov Teoreminin 

bir sonucudur ve ilk olarak Smirnov tarafından kanıtlandı. 

 

Tanım 3.4.1. Bir ܺ uzayı, ܺ in her ݔ noktasının, alt uzay topolojisi ile 

metriklenebilir bir ܷ komşuluğuna sahipse, yerel metriklenebilirdir denir. 

 

Not 3.4.2.  Eğer ܺ uzayı metriklenebilir ise yerel metriklenebilir olduğu kolayca 

görülür. 

 

Teorem 3.4.3. (Smirnov Metriklenebilme Teoremi) 

ܺ uzayının metriklenebilir olması için gerek ve yeter koşul ܺ uzayının yerel 

metriklenebilir, parakompakt Hausdorff olmasıdır. 

 

İspat. ሺ⇒ሻ:  ܺ in metriklenebilir olduğunu varsayalım. O zaman ܺ yerel olarak 

metriklenebilir olduğunu biliyoruz. Ayrıca Teorem 3.3.17 den dolayı  ܺ uzayı 

parakompakttır. 

ሺ⇐): Tersine ܺ in yerel metriklenebilir parakompakt Hausdorff uzayı olduğunu 

varsayalım. ܺ in sayılabilir yerel sonlu bir bazı olduğunu göstereceğiz. ܺ regüler 
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olduğundan, Nagata-Smirnov Teoremi gereği ܺ in metriklenebilir olduğu sonucu 

çıkacaktır.  

İspat, Nagata-Smirnov Teoremi nin ispatının son bölümünün bir uyarlamasıdır. ܺ 

in metriklenebilir açık kümelerden oluşan bir örtüsü için parakompaktlığın tanımı 

ve Lemma 3.3.9. den dolayı ܺ in bu örtüsünün yerel sonlu bir açık incesi vardır. Bu 

durumda bu yerel sonlu açık incesi  ࣝ olsun. ࣝ nin her ܥ elemanı 

metriklenebilirdir; bu durumda ܥ üzerinde bir ݀஼: ܥ ൈ ܥ → Թ metriği vardır ki ܥ 

üzerindeki topolojiyi üretir. ݔ ∈ ,ݔverildiğinde, ݀஼ሺ ܥ ሻݕ ൏ ߳ olacak şekilde ܥ nin 

tüm ݕ noktalarının kümesini ܤ஼ሺݔ, ߳ሻ ile gösterelim. ܥ de açık olan ܤ஼ሺݔ, ߳ሻ, ܺ te 

de açıktır. 

݉ ∈ Ժା için  ࣛ௠ , ܺ in  1 ݉ൗ  yarıçaplı açık yuvarlarından oluşan açık örtüsü 

olsun. Yani;  

ࣛ௠ ൌ ൛ܤ஼ሺݔ, 1 ݉ൗ ሻ		หݔ ∈ ܥ	݁ݒ	ܥ ∈ ࣝൟ 

Parakompaktlık gereği; ࣞ௠ , ࣛ௠ nin yani bu açık örtünün yerel sonlu bir incesi 

olsun. Bu durumda 

ࣞ ൌ ራ ࣞ௠
௠∈Ժశ

 

Her bir ࣞ௠ yerel sonlu olmak üzere  ࣞ  sayılabilir yerel sonludur. ሺߪ െyerel 

sonlu).  ࣞ, ܺ için bir taban olduğunu iddia ediyoruz.  

ݔ ∈ ܺ ve ܷ, ݔ in bir komşuluğu, yani ݔ ∈ ܷ ⊆ ܺ olsun. ݔ ∈ ܦ ⊂ ܷ olacak şekilde 

ࣞ nin bir ܦ elemanını bulmaya çalışıyoruz. Şimdi ݔ, ࣝ nin sadece sonlu sayıda 

diyelim ki ܥଵ, ,ଶܥ … , ௞ ye aittir. O zaman, ሺܷܥ ∩  in bir ݔ ௜ içindeܥ  , ௜ሻܥ

komşuluğudur. Yani bir ߳௜ ൐ 0 vardır ki; 

,ݔ஼೔ሺܤ ߳ሻ ⊂ ሺܷ ∩  ௜ሻܥ

dir.  
2 ݉ൗ ൏ ݉݅݊ሼ߳ଵ, ߳ଶ, … , ߳௞ሽ olacak şekilde ݉ seçelim. ࣞ௠ ailesi ܺ in bir örtüsü 

olduğundan, ࣞ௠ nin ݔ i içeren bir ܦ elemanı olmak zorundadır. ࣞ௠ , ࣛ௠ nin yani 
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bu açık örtünün yerel sonlu bir incesi olduğundan ܦ yi içeren bazı ܥ ∈ ࣝ ve bazı  

ݕ ∈ ,ݕ஼ሺܤ için ࣛ௠ nin bir ܥ 1 ݉ൗ ሻ elemanı olmalıdır. Çünkü 

ݔ ∈ ܦ ⊂ ,ݕ஼ሺܤ 1 ݉ൗ ሻ 

,ଵܥ  ;ܥ ye aittir, bu sebeple ܥ noktası ݔ ,ଶܥ … ,  ,௞ kümelerinden biri olmalıdırܥ

diyelim ki ܥ ൌ ,ݕ஼ሺܤ  ௜ olsun. O haldeܥ 1 ݉ൗ ሻ en fazla 2 ݉ൗ ൏ ߳௜ çapa sahip 

olduğundan; 

ݔ ∈ ܦ ⊂ ,ݔ஼೔ሺܤ	
1 ݉ൗ ሻ ⊂ ,ݔ஼೔ሺܤ ߳௜ሻ ⊂ ܷ 

istendiği gibi olduğu sonucu elde edilir. ∎ 

 

3.5. Metriklenebilir Uzaylar İçin Bir Toplam Teoremi (H. De VRIES )  

(30 Kasım 1957 tarihli toplantıda Prof. A. HEYTING tarafından tebliğ edilmiştir) 

 

Bu notun amacı, aşağıdaki iki teoremin topolojik kanıtını vermektir.  

Prof. J.DE GROOT, birinci teoremi BİNG ’in bir teoremini kullanarak metrik 

yöntemlerle ispatladı ve ikincisini önerdi.  

Bu teoremler aslında Smirnov ve Nagata-Smirnov Metriklenebilme 

Teoremlerinin bir uygulaması olarak aşağıda ifade edilecek. 

 

Teorem 3.5.1. Sonlu sayıda kapalı metriklenebilir altkümenin birleşimi olan bir 

topolojik uzayın kendisi de metriklenebilirdir. Yani; 

 ܺ topolojik uzay ve ܨଵ, ,ଶܨ … ,  ௡ ;  ܺ’in kapalı metriklenebilir alt uzayları olmakܨ

üzere , 

ܺ ൌራܨ௡

௡

௞ୀଵ

 

topolojik uzayı da metriklenebilirdir. 

 

Teorem 3.5.2.  ܺ bir topolojik uzay ve ܺ, kapalı metriklenebilir yerel sonlu bir 

ailenin birleşimi ise ܺ  metriklenebilirdir. Yani; 
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ࣛ ൌ ሼ	ܨ௜	|	݅ ∈  ,௜ ler kapalı ve metriklenebilir, ࣛ yerel sonlu olmak üzereܨ  ሽܬ

ܺ ൌራܨ௜ 

topolojik uzayı da metriklenebilirdir. 

Teorem I deki "sonlu" kelimesinin "sayılabilir" ile değiştirilemeyeceği 

gözlemlenebilir.  Sayılabilir sonsuz herhangi bir metriklenemeyen ଵܶ െ  bir ݕܽݖݑ

karşı örnek sağlar. Kanıtlarımız, metriklenebilir uzayların aşağıdaki karakterize 

edici özelliğine dayanacaktır: regüler bir topolojik uzay, ancak ve ancak δ-yerel 

sonlu bir tabanı varsa metriklenebilirdir. Bir δ- yerel olarak sonlu taban ile, 

sayılabilir sayıda yerel sonlu açık küme ailelerinden oluşan bir taban 

kastedilmektedir. 

 

Teorem 3.5.1’in İspatı.  Açıkça, ܺ topolojik uzayının iki kapalı metriklenebilir alt 

kümesi olan ܣ ve ܤ nin birleşimi olduğu durum için teoremi kanıtlamak yeterlidir. 

İlk önce ܺ’nin regülerliğinin kanıtlıyoruz. ܺ açıkça bir ଵܶ െ   .dır ݕܽݖݑ

ݔ ∈ ܺ alalım. Varsayalım ki ݔ ∈  ሽ kapalı veݔmetrik uzay olduğundan  ሼ ܣ .olsun ܣ

ሼݔሽ ⊂ ܣ ⊂ ܺ olur dolayısıyla ሼݔሽ ⊂ ܺ kapalı olur. Benzer şekilde ݔ ∈  için de ܤ

kolayca gösterilebilir. 

݌ ∈ ܺ ve  ܨ,  ܺ nin kapalı bir alt kümesi olsun öyle ki ݌ ∉   .ܨ

݌ ∈ ܷ ⊂ ܷ ⊂ ܺ ∖  .olacak şekilde bir açık ܷ kümesinin varlığını göstermeliyiz ܨ

Eğer ܣ ,݌ ve ܤ kümelerinden en az birinin içinde ise, diyelim ki  

݌ ∈ ݌ ;nın regülerliğinden’ܣ olsun, o zaman ܣ	ݐ݊ܫ ∈ ܷ ⊂ ܷ ⊂ ܣ ∖ ܨ ⊂ ܺ ∖  ܨ

olacak şekilde ܷ ⊂ ܣ	ݐ݊ܫ ⊂ ݌) .açık kümesi vardır 	ܣ ∈ ܣ ∖ ܨ ⊂   (.açıktır ܣ

Benzer şekilde; 

݌ ∈ ݌ nin regülerliğinden’ܤ olsun, o zaman ܤ	ݐ݊ܫ ∈ ܷ ⊂ ܷ ⊂ ܤ ∖ ܨ ⊂ ܺ ∖  ܨ

olacak şekilde ܷ ⊂ ܤ	ݐ݊ܫ ⊂ ݌) .açık kümesi vardır ܤ ∈ ܤ ∖ ܨ ⊂   açıktır.) Eğer ܤ

݌ ∈ ܣ ∩ ݌ ise ܤ ∈ ݌ ve ܣ ∈ ݌		.ݎ݅݀	ܤ ∈ ܣ olduğuna göre	ܣ ∩  içinde ܣ , ܨ



3. BAZI METRİKLENEBİLME TEOREMLERİ  Erhan BATMAZ 
 

67 

kapalıdır. ݌ ∉ ݌ olduğundan ܨ ∉ ܣ ∩  metriklenebilir dolayısıyla regüler ܣ .olur ܨ

olduğundan;  

݌ ∈ ஺ܷ ⊂ açık kümesi vardır öyle ki, ஺ܷ ܣ ∩ ሺܣ ∩ ሻܨ ൌ ∅ dolayısıyla ஺ܷ ∩ ܨ ൌ ∅ 

Benzer şekilde ݌ ∈ ܤ olduğuna göre ܤ ∩ ݌ .içinde kapalıdır ܤ , ܨ ∉  olduğundan ܨ

݌ ∉ ܤ ∩  ;metriklenebilir dolayısıyla regüler olduğundan ܤ .olur ܨ

݌ ∈ ܷ஻ ⊂ açık kümesi vardır öyle ki  ܷ஻ ܤ ∩ ሺܤ ∩ ሻܨ ൌ ∅ dolayısıyla ܷ஻ ∩ ܨ ൌ ∅ 

O zaman  ஺ܷ ൌ ஺ܷ
ᇱ ∩ ஻ܷ  , ܣ ൌ ܷ஻

ᇱ ∩ ஺ܷ   ܤ
ᇱ ⊂ ܺ			ܷ஻

ᇱ ⊂ ܺ 	açık kümeleri vardır  

ve  ܷ ൌ ஺ܷ
ᇱ ∩ ܷ஻

ᇱ olsun. 	݌ ∈ ܷ ⊂ ܷ ⊂ ܺ ∖ ܨ ⊂ ܺ. 

݌ ∈ 	ܣ	ݐ݊ܫ ∖ ݌ .regülerdir ܣ	ݐ݊ܫ regüler olduğundan ܣ .olsun ܨ ∈ ܷ ⊂  vardır 	ܣ	ݐ݊ܫ

öyle ki ݌ ∈ ܷ ⊂ ܷ ⊂ ܣ	ݐ݊ܫ ∖ ܨ ⊂ ܣ ∖ ܨ ⊂ ܺ ∖ ܷ ve ܨ ⊂ ܣ	ݐ݊ܫ ⊂ ܺ ise ܷ, ܺ 

içinde açıktır. Benzer şekilde; 

݌ ∈ 	ܤ	ݐ݊ܫ ∖ ݌ .regülerdir ܤ	ݐ݊ܫ regüler olduğundan ܤ .olsun ܨ ∈ ܸ ⊂  	ܤ	ݐ݊ܫ

vardır öyle ki ݌ ∈ ܸ ⊂ ܸ ⊂ 	ܤ	ݐ݊ܫ ∖ ܨ ⊂ ܤ	 ∖ ܨ ⊂ ܺ ∖ ܸ ve ܨ ⊂ ܤ	ݐ݊ܫ ⊂ ܺ ise ܸ, 

ܺ içinde açıktır. 

݌ ∈ ܣ ∖ ݌ ise ܣ	ݐ݊ܫ ∈ ݌ veya ܤ	ݐ݊ܫ ∈ ܣ	ݐ݊ܫ ∩  ܤ

݌ ∈ ܤ ∖ ݌ ise ܤ	ݐ݊ܫ ∈ ݌ veya ܣ	ݐ݊ܫ ∈ ܣ	ݐ݊ܫ ∩   ܤ

olur. 

Şimdi ܺ’in  ߜ െ  .taban ile  bazını oluşturacağız ݑ݈݊݋ݏ	݈݁ݎ݁ݕ

ि௡ ൌ ሼ	ܣ௡ఈ	|	ߙ ∈ ݊			ሽ	௡ܫ ൌ 1,2, … 

ी௠ ൌ ൛	ܤ௠ఉ	|	ߚ ∈ ݉		ൟ		௠ܫ ൌ 1,2, … 

 

sırasıyla ܣ ve ܤ de yerel sonlu küme ailesi ve yine sırasıyla ܣ ve ܤ de açık ve bu 

kümeler için baz oluşturur. 

 

ܦ ൌ ܣ	݀ܤ ∩  (nin sınırlarının kesişimi olsun’ܤ ve ܣ) .olsun ܤ	݀ܤ

ि௡
ᇱ ൌ ሼ	ܣ௡ఈ ∩ ߙ	|	ܣ	ݐ݊ܫ ∈ ,ሽ	௡ܫ ݊ ൌ 1,2, … 

ी௠
ᇱ ൌ ൛ܤ௠ఉ ∩ ߚ	|	ܤ	ݐ݊ܫ ∈ ,	௠ൟܬ ݉ ൌ 1,2, … 
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ि௡
ᇱᇱ ൌ ሼ	ܣ௡ఈ	|	ܣ௡ఈ ∩ ܦ ് ߙ	|	∅ ∈ ,ሽ	௡ܫ ݊ ൌ 1,2, … 

ि௡
ᇱᇱ ൌ ሼ	ܣ௡ఈ	|	ߙ ∈ ௡ܫ

ᇱᇱሽ					݊ ൌ 1,2, … 

 nin açık’ܦ ;௡ఈ௢ܣ kapalı parakompakt olduğundan ܦ parakompakt dolayısıyla ܤ

örtüsü ve ሺ	ܣ௡ఈ ∩ ௡ఈ௢ܣ  nin yerel sonlu incesi olmak üzere’ܦ ;	ሻܦ ⊃ ௡ఈܣ ∩  ܦ

olacak şekilde açık kümeleri bulabiliriz. öyle ki  ݊ ൌ 1,2, … için  ܤ’de yerel sonlu   

௡ఈܣ
∗ ൌ ሼܣ௡ఈ

௢	|	ߙ ∈ ௡ܫ
ᇱᇱ	ሽ 

olsun. Şimdi 

௡ఈܣ
∗ ൌ ௡ఈܣ	ሺሺ	ݐ݊ܫ

௢ ∩ ܺ ∖ ሻܣ ∪ ߙ  , ሻ	௡ఈܣ ∈ ݊   ,௡ᇱᇱܫ ൌ 1,2, … 

olsun. O zaman,  

ि௡
∗ ൌ ሼܣ௡ఈ

ߙ	|	∗ ∈ ௡ܫ
ᇱᇱሽ		݊ ൌ 1,2, … ݅ç݅݊	 

ܺ’in yerel sonlu bir açık küme ailesidir. 

 

ि௡,௠
∗ ൌ ቄݐ݊ܫ	ሺሺܣ௡ఈ

∗ ∩ ቀ	ሩሼ	ܳ	|	ܳ ∈ ी௠	, ܳ ⊃ ௡ఈܣ ⊃ ሽሻܦ ቚ	ሻ	௡ఈܣ	∪	 ߙ	 ∈ ௡ܫ
ᇱᇱቅ 

Her bir ि௡,௠∗ ܺ’in yerel sonlu bir açık küme ailesidir ve ि௡ᇱ, ݊ ൌ 1,2, … 

 ी௠
ᇱ,݉ ൌ 1,2, …  ve  ि௡,௠∗, ݊	, ݉ ൌ 1,2, …  birlikte  ܺ’in   ߜ െ  bir ݑ݈݊݋ݏ	݈݁ݎ݁ݕ

bazını oluştururlar. Şimdi bunu göstereceğiz: 

Yerel sonluluk açıktır. Şimdi ܷ ⊂ ܺ açık kümesi ve ݌ ∈ ܷ olsun. ݌ ∈

݌ veya ܣ	ݐ݊ܫ ∈ ݌ dır. Eğer ܤ	ݐ݊ܫ ∈ ܱ ise, bir ݊ ve bir ܣ	ݐ݊ܫ ∈ ि௡
ᇱ vardır öyle ki 

݌ ∈ ܱ ⊂ ܷ olur. Benzer şekilde ݌ ∈ ise, bir ݉ ve bir ܱᇱ ܤ	ݐ݊ܫ ∈ ी௠
ᇱvardır öyle ki 

݌ ∈ ܱᇱ ⊂ ܷ olur. ݌ ∈  ܳ olduğunu varsayalım. O zaman bir ݉ doğal sayısı ve ܦ

vardır öyle ki  ݌ ∈ ܳ ∈ 	ी௠ ve ܳ ⊂ ܷ olur. O zaman ݌ ∈ ௡ఈܣ	 ⊂ ௡ఈܣ , ܷ ∩ ܦ ⊂ ܳ 

olacak şekilde bir ݊ ve bir  ܣ௡ఈ ∈ ि௡ bulabiliriz. Bu durumda ߙ’ya karşılık gelen 

ि௡,௠
∗	 nin ܱ elemanı ݌ ∈ ܱ ⊂ ܷ özelliğini sağlar. ∎ 

 

Teorem 3.5.2’nin İspatı. ܺ'nin teoremdeki koşulları sağlasın. ܺ 'in herhangi bir 

noktası, onu içeren verilen ailenin kümelerinin (sonlu) birleşiminin bir iç 

noktasıdır. Bu birleşim Teorem 1'e göre metriklenebilir olduğundan, ܺ 'in regüler 
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ve yerel metriklenebilir olduğu kolayca görülebilir. ܺ, yerel olarak sonlu bir kapalı 

parakompakt alt küme ailesinin birleşimi olan bir T1 uzayıdır. O halde, 

E.Michael'in belirttiği gibi,  ܺ parakompakttır. Dolayısıyla,  ܺ  yerel olarak 

metriklenebilir bir parakompakt Hausdorff uzayı olduğundan, ܺ 

metriklenebilirdir.∎ 
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4. SONUÇ 

 

1923 yılında ispatlanan ilk metriklenebilme teoremi olan Urysohn 

Metriklenebilme Teoreminden bugüne metriklenebilme problemi konusunda pek 

çok yaklaşım sunulmuştur. Bunların her biri metriklenebilmeyi farklı topolojik  

özellikler yoluyla ifade ederler.  

Biz bu çalışmada bunlar arasından iki tanesini ayrıntılı bir biçimde ele alıp 

kanıtlarını verdik. 1951 yılında kanıtlanan Nagata-Smirnov Teoremi, ancak ve 

ancak ߜ-yerel sonlu bir tabana sahip regüler Hausdorff uzaylarının 

metriklenebildiğini söylerken, 1951 yılında Smirnov tarafından kanıtlanan başka 

bir teorem ancak ve ancak yerel metriklenebilir, parakompakt Hausdorff 

uzaylarının metriklenebildiğini söylemektedir. Ayrıca  bu çalışmada; kompaktlığın 

doğal bir genelleştirilmesi olan parakompaktlık kavramına ilişkin bazı teorem ve 

sonuçlardan hareketle, metriklenebilirlik kavramı genel topolojik uzaylar için 

genelleştirilmiştir.  

Metriklenebilme teoremi ve sonuçları bu açıdan önem arz etmektedir. 

Ayrıca sonuçların geliştirilmesi ve genelleştirilmesi de 1950’den beri devam 

etmektedir. Hala bu konuda yeni ve ilginç yaklaşımlar sunan çalışmalar mevcuttur.  

Bu tezde de Smirnov ve Nagata-Smirnov Metriklenebilme teoremlerinin bir 

uygulaması olarak  H. De Vries ve J. De Groot tarafından ortaya konan 

‘Metriklenebilir Uzaylar İçin Bir Toplam Teoremleri’ ve bu teoremlerin ispatı 

verilmiştir. 

Yani kısacası metriklenebilme teorisi etkinlik ve canlılığını günümüzde de 

sürdürmektedir. 
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