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ÖNSÖZ 

Bu tezde sığ modüller, yerel modüller, tümlenmiş modüller, zayıf tümlenmiş 

modüller, yeterli tümlenmiş modüller, yeterli  -tümlenmiş, lifting modüller, zayıf 

lifting modüller ve güçlü lifting modül sınıfları ve bunların arasındaki bağıntılar 

incelenmektedir. 

Bölüm 1 iki kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısım modüllere, alt modüllere ve 

bunları açıklayacak bazı örneklere yönelik temel kavramları içermektedir. İkinci 

kısım ise birinci, ikinci ve üçüncü izomorfizma teoremlerinin yanısıra alt modüller 

için modül kanunu ve bunların bazı sonuçlarını ihtiva etmektedir. 

Bölüm 2  de sığ modüller, güçlü sığ modüller ve yerel modüller incelenerek bunların 

arasındaki ilişkiyi belirleyen bazı sonuçlar verilmektedir. 

Bölüm 3  te tümlenmiş, zayıf tümlenmiş ve yeterli tümlenmiş modüller üzerinde 

durulmuştur. Bu bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda tümlenmiş 

modüllerin bazı özellikleri gösterilmiştir. Örneğin, iki tümlenmiş modülün toplamı 

da bir tümleniş modüldür ve eğer  ,  -modülü,    ( )    şartıyla beraber bir 

tümlenmiş modül ise bu durumda   bir yarıbasit modüldür. İkinci kısımda zayıf 

tümlenmiş alt modüller araştırılarak onların bir zayıf tümlenmiş modülün her 

tümlenmiş modülü bir zayıf tümlenmiş modüldür ve bir zayıf tümlenmiş modülün 

her bölüm modülü de bir zayıf tümlenmiş modüldür gibi bazı özellikleri verilmiştir. 

Son kısımda ise yeterli tümlenmiş modüller ve bazı diğer tipler ele alınmıştır. Zayıf 

tümlenmiş modül durumunda, bir yeterli tümlenmiş modülün her tümlenmiş 

modülünün aynı zamanda yeterli tümlenmiş modül olduğu ve bir yeterli tümlenmiş 

modülün her bölüm modülünün de yine bir yeterli tümlenmiş modül olduğu 

gösterilmiştir. 

Bölüm 4  te lifting, zayıf lifting ve güçlü lifting modüller incelenmiştir. Burada iki 

zayıf lifting modülün direkt toplamı zayıf lifting modül ve zayıf lifting modülün bir 

 -tümlenmiş modül olduğu gösterilmiştir. Diğer taraftan  ,  -modülünün zayıf 

lifting modül olması için gerek ve yeter şartın   nin  -tümlenmiş modül ve   nin



 
 

ii 
 

tümlenmiş modüllerinin direkt toplam olması gerektiği araştırılmıştır. Ayrıca bu 

bölümde güçlü tümlenmiş modüller de incelenmiştir. Burada her güçlü 

tümlenmişmodülün bir lifting modül olduğu fakat tersinin doğru olmadığı örnek 

yardımıyla gösterilmiştir.  

Son olarak sığ, yerel, tümlenmiş ve lifting modüller arasındaki bağıntılar incelenerek 

bazı sonuçlar ile teori desteklenmiştir. 
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ÖZET 

BAZI MODÜL TĠPLERĠ ARASINDAKĠ ĠLĠġKĠLER 

Bu tezin temel amacı, birimli değişmeli halkalar üzerindeki sığ, yerel, tümlenmiş, 

zayıf tümlenmiş, yeterli tümlenmiş, lifting, zayıf lifting ve güçlü lifting modüller de 

dahil olmak üzere bazı modül sınıfları üzerine inceleme yapmaktır. Özellikle belirli 

modül tipleri arasındaki bazı bağıntılarda, eğer   basit bir modül ise,   yarı basit, 

yerel, sığ ve güçlü Lifting modüller olmaktadır. Eğer   basit olmayan bir yarı basit 

modül ise,   sığ modül ve yerel modül değildir, ancak bu önermenin tersi doğrudur. 

Ayrıca alt modüller (tümleyen ve eş-kapalı ve direkt toplam) arasındaki bazı 

bağıntılar verilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Modül, altmodül 
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ABSTRACT 

SOME RELATIONS BETWEEN CERTAIN TYPES OF MODULES 

The main purpose of this thesis is to give a survey about some classes of modules 

including hollow  local  supplemented  weak supplemented  amply supplemented, 

lifting  weak lifting and strongly lifting modules over commutative rings with 

identity. In particular some relations between certain types of modules  if   is a 

simple module then   are semisimple  local  hollow and strongly lifting modules. If 

  semisimple module which is not simple  then   are not hollow module and local 

module but the converse is true. Also some relations between (supplement and 

coclosed and direct sum) submodules have been given. 

 

Key Words: Module, submodule 
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1. GĠRĠġ 

1.1 Temel Tanımlar 

Tanım 1.1.1 [1]   bir birimli halka,   bir toplamsal abel grubu ve         , 

 (   )     olarak tanımlanan bir dönüşüm olsun. Eğer  , aşağıdaki (1) - (4) 

koşullarını sağlar ise,   bir sol  -modül veya kısaca bir modül olarak adlandırılır: 

1)  (     )         ∀            , 

2) (     )            ∀            , 

3) (  )     (  ) ∀      ve    , 

4)       ∀       . 

Eğer  (   )     ile tanımlanan           dönüşümü, 

1) (     )             ∀          , 

2)  (     )            ∀          , 

3)  (  )   (  )  ∀          , 

4)       ∀         . 

koşullarını sağlıyorsa bu durumda M' ye birsağ R-modül denir.  

Eğer her             için   bir sol  -modül  sağ  -modül ve (  )   

  (  ) ise, M bir  - -modül veya bimodül olarak adlandırılır. 

Bu çalışmada sağ veya sol R-modül yerine R-modül ifadesini kullanacağız. 

İlk olarak bazı modül örnekleri verelim. 

Örnek 1.1.2 

1.     bir  -modüldür. 

2.     bir  -modüldür. 

3.     bir  -modüldür  burada   bir tamsayıdır    . 
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Tanım 1.1.3 [1]   bir  -modül olsun.Eğer her       ve     için         ve 

     ise,  'nin boş olmayan bir   alt kümesine  'nin bir alt modülü denir ve 

    şeklinde gösterilir. 

Örnek 1.1.4  

1.      bir  -modüldür  bu durumda   ̅     nin bir alt modülüdür, burada 

    ve         tamsayılardır. 

2.      bir  -modüldür ve   sadece aşağıdaki alt modüllere sahiptir: 

  ̅  ={ ̅}  

  ̅  = . 

Tanım 1.1.5 [1]  ,  'nin bir alt modülü olsun; eğer     ise,   ye   nin bir öz alt 

modülü denir. 

Örnek 1.1.6      bir -modül olsun ve    sadece aşağıdaki alt modüllere 

sahiptir: 

  ̅  ={ ̅}  

  ̅  =  ̅      

  ̅  ={ ̅  ̅}  bu durumda   ̅   ve   ̅    'nin öz alt modülleridir,   ̅   'nin 

öz alt modülü değildir, fakat   ̅   'nin bir alt modülüdür. 

Tanım 1.1.7 [1]   bir R-modül ve     olsun. Eğer   nin tek öz alt modülü   ise, 

  ye   nin minimal alt modülü denir, yani  ,   nin öz alt modülü olmak üzere her 

    için     olur. 

Örnek 1.1.8      alalım. Bu durumda   sadece aşağıdaki alt modüllere sahiptir: 

  ̅  ={ ̅}  

  ̅  =  ̅      

  ̅  ={ ̅  ̅}  burada   ̅  ,   ̅  'nin   içinde kalan tek öz alt modülü 

olduğundan,   ̅   'nin bir minimal alt modülüdür. 

Tanım 1.1.9 [1]   bir  -modül ve     olsun. Eğer  ,   nin herhangi bir diğer 

  öz alt modülü tarafından kapsanmıyorsa, bu durumda   ye   nin maksimal alt 

modülü denir, yani   nın   deki   öz alt modülü ile birlikte her     için   

 olur. 
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Örnek 1.1.10       olsun. Bu durumda     sadece aşağıdaki alt modüllere 

sahiptir: 

  ̅   * ̅+, 

  ̅    , 

  ̅   * ̅  ̅   ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ +, 

  ̅   * ̅  ̅  ̅  ̅+, 

  ̅   * ̅  ̅  ̅+, 

  ̅   * ̅  ̅+. Burada   ̅   ve   ̅   ün,    'nin herhangi bir diğer öz alt modülü 

tarafından kapsanmadığı için,    'nin maksimal alt modülleri olduğu aşikardır. 

Tanım 1.1.11 [1]   bir  -modül ve     olsun. Eğer       ve       

olacak şekilde     varsa,   ye   nin direkt toplamı denir ve       şeklinde 

gösterilir. 

Örnek 1.1.12      olarak alalım. Bu durumda   sadece aşağıdaki alt modüllere 

sahiptir: 

  ̅   * ̅+, 

  ̅    , 

  ̅   * ̅  ̅  ̅+, 

  ̅    * ̅  ̅+, 

    ̅     ̅  ve   ̅     ̅    * ̅+ olduğundan,     ̅     ̅   elde 

edilir ve dolayısıyla   ̅      ̅   alt modülleri  'nin direkt toplamları olur. 

Tanım 1.1.13 [1]   bir  -modül olsun. Eğer I, herhangi bir indis kümesi olmak 

üzere  

  
i I
   {

  ∑                            

   ∑      ∀         
   

 

şartı sağlanıyorsa,   ye,      alt modüllerinin *       + ailesinin iç direkt 

toplamı denir. 

Tanım 1.1.14 [2]     bir  -modül olsun. Eğer  , sıfırdan farklı alt 

modüllerinden herhangi ikisinin direkt toplamı değilse bir parçalanamaz modül 

olarak adlandırılır. 
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Örnek 1.1.15      sadece aşağıdaki alt modüllere sahiptir: 

  ̅   * ̅+, 

  ̅    , 

  ̅   * ̅  ̅+. 

Dolayısıyla   nin sıfırdan farklı iki alt modülünün direkt toplamı değildir. Bu 

nedenle   bir parçalanamaz modüldür  ancak Örnek 1.1.12 de gösterildiği üzere, 

    , sıfırdan farklı iki   ̅   ve   ̅   alt modülünün direkt toplamıdır  

dolayısıyla    bir parçalanamaz modül değildir. 

Tanım 1.1.16 [1,3]   bir R-modül ve     olsun. Eğer       şartını 

sağlayan her     için     oluyorsa bu durumda   ye,   de dar (small) denir 

ve     şeklinde gösterilir. 

Örnek 1.1.17 Sıfırdan farklı herhangi bir    -modülünün sıfır alt modülü dardır  

çünkü  ,       olmak üzere   nin herhangi bir alt modülü ise,     dir. 

Örnek 1.1.18      olsun. Bu durumda      ̅     ̅   ve ancak      ̅   

olduğundan   ̅      te dar değildir. 

Örnek 1.1.19 Aşağıdaki tabloda,      ̅    ve      ̅   iken  

     ̅     ̅   olduğundan   ̅   ve   ̅   ün    da dar olmadığı 

görülmektedir. 

    ̅     ̅     ̅     ̅   

  ̅        

  ̅           

  ̅         

  ̅         
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Örnek 1.1.20 Aşağıdaki tabloda,      ̅     ̅   ve      ̅     ̅   ve 

açık bir şekilde      ̅   olduğundan,   ̅   ve   ̅   ün    de dar alt modüller 

olduğu görülmektedir. 

    ̅     ̅     ̅     ̅   

  ̅        

  ̅           

  ̅        

  ̅        

 

Tanım 1.1.21 [1]   bir  -modül ve     olsun. Eğer       olmak üzere 

herhangi bir     için     ise,   ye   de geniş veya gerekli modül denir ve 

     ile gösterilir. 

Her  ,  -modülünün kendi içinde geniş olduğu açıktır. 

Örnek 1.1.22     nin   ̅   alt modülü geniştir. 

Örnek 1.1.23      olsun.   ̅     ̅  =  ̅   ve   ̅       ̅     olduğu 

için,   ̅   ve     ̅   ,    da geniş alt modül değildir. 

Tanım 1.1.24 [4]   bir  -modül olsun.  'nin bir   öz alt modülü, eğer     de 

herhangi bir düzgün geniş genişlemeye sahip değil ise veya diğer bir deyişle eğer her 

      için       iken       ise,   nin bir kapalı alt modülü olarak 

adlandırılır ve      ile gösterilir. 

Örnek 1.1.25   ̅   ve   ̅   ün,   'nın kapalı alt modülleri olduğu, * ̅  ̅+'nin ise 

   te kapalı olmadığı kolayca kontrol edilebilir. 

Tanım 1.1.26 [5]   bir  -modül ve     olsun.       *             + eş 

kümelerin kümesi, 

(     )    (     )   (     )     ve  (     )           
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ile tanımlanan toplama ve skaler çarpma olmak üzere iki işlemli bir modüldür. Bu 

durumda     modülü,   nin   ye göre bölüm modülü olarak adlandırılır. 

Tanım 1.1.27 [6]   bir  -modül ve       olsun. Eğer   ⁄    ⁄  ise,   ye 

  nin eş-geniş alt modülü denir ve   nin,   nin   de bir eş-geniş genişlemesi olduğu 

söylenir. 

Örnek 1.1.28      aşağıdaki alt modüllere sahiptir: 

  ̅   * ̅+, 

  ̅    , 

  ̅   * ̅  ̅  ̅  ̅ +, 

  ̅   * ̅  ̅+, 

  ̅     ̅     ve   ̅     ̅       ̅        ̅      olduğundan, bu 

durumda   ̅   'nin bir eş-geniş alt modülüdür ve   ̅   de  'nin bir eş-geniş 

genişlemesidir. 

Tanım 1.1.29 [2]   bir  -modül ve        olsun.     olmak üzere eğer 

        ise,   ye   nin eş-kapalı alt modülü denir ve       ile gösterilir.  

Örnek 1.1.30      aşağıdaki alt modüllere sahiptir: 

  ̅   * ̅+, 

  ̅    , 

  ̅   * ̅  ̅  ̅+, 

  ̅    * ̅  ̅+,     ̅   için,    ̅   alt modülü  'nin tek öz alt modülüdür, 

Örnek 1.1.19 a göre   ⁄     ⁄    de dar olmadığından,  =  ̅    de eş 

kapalı alt modüldür ve     ̅   için     ̅   alt modülü   nin tek öz alt 

modülüdür Örnek 1.1.19 a göre   ⁄     ⁄    de dar olmadığından  =  ̅  

  de eş kapalı alt modüldür. 

Tanım 1.1.31 [7,8]   bir  -modül olsun.   nin tüm dar alt modüllerinin toplamına 

veya başka bir deyişle,   nin tüm maksimal alt modüllerinin kesişimine   

modülünün radikali denir ve Rad( ) ile gösterilir. 

Örnek 1.1.32      olsun.   ̅   ve   ̅   alt modülleri    ün tek dar alt 

modülleridir ve dolayısıyla Rad( )     ̅     ̅       ̅   olur. 
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1.2 Bazı Teoremler ve Modüllerin Homomorfizması 

Tanım 1.2.1   ve   iki modül olsun. Bu durumda           dönüşümü, her 

        ve     için 

1.  (     )    ( )    ( )  

2.  (  )      ( ). 

koşullarını sağlıyorsa   ye modül homomorfizması denir. 

Tanım1.2.2 [5]          bir modül homomorfizması olmak üzere  

*     ( )   + ile tanımlanan kümeye   in çekirdeği denir ve      ile 

gösterilir. 

Tanım 1.2.3 [5]          bir modül homomorfizması olmak üzere *  ( )   

 + şeklinde tanımlanan kümeye   in. Görüntüsü denir ve      ile gösterilir. 

     nin   nin bir alt modülü ve      in   nin bir alt modülü olduğu kolayca 

gösterilebilir. 

Tanım 1.2.4 [5]          bir modül homomorfizması olsun. Bu durumda, 

1.   bire bir ise   ye monomorfizma, 

2.   örten ise   ye epimorfizma, 

3.   bir monomorfizma ve epimorfizma ise   ye izomorfizma denir ve     ile 

gösterilir. 

Tanım 1.2.5 [1,9]          bir modül homomorfizması olsun. Bu durumda, 

       ise   ye dardır denir. 

Tanım 1.2.6 [5]          bir modül homomorfizması olsun. Bu durumda, 

       ve   bir epimorfizma ise   ye dar epimorfizma denir. 

Tanım 1.2.7 [5,9]   bir  -modül ve     nin bir alt modülü olsun. Bu durumda 

          monomorfizmasına içine dönüşüm denir. Ayrıca her       için 

  ( )         şeklinde tanımlanan             dönüşümü     üzerine 

  nin doğal (kanonik) epimorfizması olarak adlandırılır. Bu durumda          

   olur. 
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Teorem 1.2.8 [5] (Birinci Ġzomorfizma Teoremi) 

         bir modül homomorfizması olsun. Bu durumda,    (    )         

dir.   bir epimorfizma ise    (     )    olur. 

Teorem 1.2.9 [5] (Ġkinci İzomorfizmaTeoremi) 

  bir  -modül,   ve    nin alt modülleri ise (     )     (     ) dir. 

Teorem 1.2.10 [5] (Üçüncü İzomorfizmaTeoremi) 

  bir  -modül olsun. Eğer          ise (   ) (   )        dir. 

Teorem 1.2.11 [9] (Alt Modüller için Modül Kanunu) 

  bir  -modül olsun.      ve  ,   nin alt modülleri olsun. Eğer     ise  

  (   )  (       )     dir. 

Önerme 1.2.12 [5] (Dar Alt Modüllerin Özellikleri) 

  bir  -modül olsun. 

1. Eğer            ve     ise      dir. 

2. Eğer     ise,   nin herhangi bir alt modülü   de dardır. 

3. Eğer  ,   nin bir direkt toplamı ve     olmak üzere     ise      dir. 

4.           olması için gerek ve yeter şart       ve        olmasıdır. 

5.       iken     olması için gerek ve yeter şart       ve        

    olmasıdır. 

6. Eğer     ve          bir homomorfizma ise,  ( )    dir. 

Ġspat: 1.       olmak üzere     olsun.     eşitliğini göstermek 

yeterlidir. O halde modül kanununa göre                 (     )  

(     )         (     ) elde edilir.     de dar olduğundan,           

ve       elde edilir. Diğer taraftan               olduğundan,       

olur.               olup       dir. 

2.       olmak üzere     ve     olsun.     eşitliğini göstermek 

yeterlidir.           olduğundan       elde edilir. Ayrıca       

olduğundan       olmaktadır. Bu nedenle       elde edilir. 

3.                   ve           olduğundan     elde edilir. 

        ,     olsun. Bu durumda     eşitliğinin gösterilmesi yeterlidir. O 

halde                       ve       olduğundan          ve 

    elde edilir. Böylece          şartını sağlayan                   için 
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modül kanununa göre           ve                 (     )  

(     )         (     )     olur. Buradan da       elde edilir. 

4. Bazı        için    (     )      olsun.     eşitliğini göstermemiz 

yeterlidir. Ancak   (     )          (     ) ve       olduğundan, 

         elde edilir ve     olduğundan       olur. Bu nedenle (   

  )    elde edilir. 

Diğer taraftan (2) gereğince       olduğundan               olur. Benzer 

şekilde               elde edilir.  

5. (2) gereğince       olduğundan     dir. Şimdi           olduğunu 

gösterelim.  ,             şartını sağlayan     nın alt modülü olsun. Bu 

durumda     olacak şekilde        şartını sağlayan   nin   alt modülü 

vardır. Böylece                 olup       dir. Ayrıca     

olduğundan                   olur.           ve     için 

      dir. Böylece             olması       anlamına 

gelir.  ,   de dar olduğundan       ve     elde edilir. Buradan    =  

  olup         dir. 

Diğer taraftan her     için           olsun.     eşitliğinin gösterilmesi 

yeterlidir.     olduğundan,       elde edilir. Ayrıca         

  (   ) ve       olduğundan           (   )   elde edilir. 

Dolayısıyla          olduğundan     (   )   ve       elde 

edilir. Böylece      olduğundan     dir. 

6. Bazı      ( ) için  ( )        ( )  olduğunu kabul edelim ve  ( )  

 ( ) olduğunu gösterelim.    ( ( ))     (    ( ))      ( )    ( ( )  

olup       ( )    elde edilir. Ayrıca       olduğundan      ( ) ve 

 ( )    olur. Diğer taraftan  ( )   ( )    olduğundan  ( )    dir. 
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2. SIĞ VE YEREL MODÜLLER ARASINDAKĠ BAĞINTILAR 

2.1 Sığ Modüller 

Tanım 2.1.1 [5,10]   bir R-modül olmak üzere eğer   nin her öz alt modülü   de 

dar ise,   ye sığ modül denir. Diğer bir ifadeyle, eğer   nin         şartını 

sağlayan her    ve    alt modülleri için,      veya      ise   ye sığ modül 

denir. 

Örnek 2.1.2      olsun.    in tek öz alt modülü   ̅   ve herhangi bir modülün 

alt modülü dar olduğundan   ̅      dir. O halde    in bir sığ modüldür. 

Örnek 2.1.3 Bir      olsun.    ün öz alt modülleri   ̅   ve   ̅   ve bu alt 

modüllerin her ikisini de    te dar olduğundan    bir sığ modüldür. 

Örnek 2.1.4      olsun.      ̅     ̅   olup      ̅   ve      ̅   

olduğundan    sığ modül değildir.   

Tanım 2.1.5 [1]   sıfırdan farklı bir  -modül olsun. Eğer   nin tek alt modülleri 

* + ve   ise   ye basit modül denir. 

Örnek 2.1.6      olsun.    ,   ̅   ve     dışında herhangi bir alt modüle sahip 

olmadığından bir basit modüldür. 

Uyarı 2.1.7 Her basit modül bir sığ modüldür  ancak tersi genelde doğru değildir  

örneğin      bir sığ modüldür  ancak { ̅  ̅} * ̅+ve{ ̅  ̅}    olduğundan basit 

değildir. Diğer taraftan * ̅  ̅+ bir basit alt modüldür, çünkü * ̅  ̅+ sadece * ̅+ ve * ̅  ̅+ 

alt modüllerine sahiptir. 

2.2 Güçlü Sığ ve Tam Sığ Alt Modüller ve Bunların Arasındaki Bağıntılar 

Tanım 2.2.1 [11]   bir  -modül ve           olsun.         olacak 

şekilde her         alt modülleri için      veya       ise,   ya güçlü sığ 

alt modül denir ve   -altmodül ile gösterilir. Eğer   kendisinin güçlü sığ alt modülü 

ise,   modülüne güçlü-sığ modül denir.
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Örnek 2.2.2   'ün bir güçlü sığ modül olduğu, diğer taraftan       ̅     ̅  , 

ancak       ̅   ve       ̅   olduğundan    'nin bir güçlü sığ modül olmadığı 

açıktır. 

Tanım 2.2.3 [11]   bir  -modül ve           olsun. Eğer   nin  -alt 

modüllerinin herhangi bir {  +    Λ koleksiyonu bazı   Λ için   ∑       ve 

     olmasını gerektiriyor ise,   ya tam sığ alt modül denir ve   -altmodül ile 

gösterilir. Eğer   kendisinin tam sığ alt modülü ise, bir   ye tam sığ modül denir ve 

  -modül ile gösterilir. 

Örnek 2.2.4    tam sığ modüldür, diğer taraftan       ̅     ̅  , ancak 

      ̅   ve       ̅   olduğundan     bir tam sığ modül değildir. 

Uyarı 2.2.5 [11] 1.   bir  -modül ve           olsun. Eğer  ,   nin   -alt 

modülü veya   -altmodülü ise,   nin,   nin bir   -altmodülü veya bir   -

altmodülü olması gerekmez, örneğin   ̅  ,     ün   -altmodülü ve   -

altmodülüdür, ancak   ̅     ̅  , Tanım 2.2.1'e göre   -altmodül ve Tanım 2.2.3 

e göre   -altmodül değildir. 

2.   bir  -modül ve              olsun.Eğer   bir   -alt modül veya   -alt 

modül ise,  'nin   -alt modül veya   -alt modül olması gerekmez, örneğin 

  ̅     'nin  -alt modülü ve   -alt modülüdür, ancak    'nin   ̅   alt modülü, 

  ̅      ̅   olduğundan  -alt modül değildir ve   -alt modül değildir. 

3.   bir  -modül ve         olsun. Eğer    ve      nin   -altmodülü veya 

  -altmodülü ise,        nin   nin   -altmodülü veya   -altmodülü olması 

gerekmez, örneğin      ̅   ve      ̅      nin   -altmodülleri ve   -

altmodülleridir, ancak       ̅     ̅   olduğundan   -altmodülleri ve   -

altmodülleri değildir. 

4.   bir  -modül ve         olsun. Eğer her           için      

   …      olması      veya         veya      olmasını gerektirir ise   

bir   -alt modüldür. 

Sonuç 2.2.6 [11]   bir  -modül olsun. Bu durumda 

1. Her basit modülü bir   -modül ve bir   -modüldür. 

2.   nin her basit   alt modülü bir   -alt modüldür. 

3. Her   -modül bir   -modüldür. 
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Ġspat: 1.   bir basit modül,       ve     olduğundan       ve 

      olduğu aşikardır, bu durum her zaman     olması anlamına gelir. 

2.  ,   nin basit alt modülü ve       olup       ve       

olduğundan     olması gerekir. 

3.   bir   -modül ve        olduğundan bazı   Λ için  =   olacak şekilde 

  ∑       vardır. O halde       dir. 

2.3 Yerel Modüller 

Tanım 2.3.1 [5,10]   bir  -modül olsun. Eğer   bir sığ modül ve   bir tek 

maksimal alt modüle sahipse, ya da başka bir deyişle eğer  ,   nin bir geniş alt 

modülü, Rad( )      ve bu durumda Rad( )   olacak şekilde   nin tüm 

diğer alt modüllerini içeriyorsa   ye yerel modül denir. Her basit modülün bir yerel 

modül olduğu, ancak tersinin genelde geçerli olmadığı aşikardır. 

Örnek 2.3.2    bir yerel  -modüldür, çünkü    bir sığ modüldür ve * ̅  ̅+    ün tek 

maksimal alt modülüdür, ancak    basit modül değildir. 

Tanım 2.3.3 [1]   bir  -modül olsun. Eğer      olacak şekilde bir     var 

ise,   ye devirli modül denir. 

Örnek 2.3.4       ̅    ̅   olduğundan     devirli  -modüldür. 

Önerme 2.3.5 [5]   bir  -modül olsun. Bu durumda, 

1.   in sığ modül olması için gerek ve yeter şart   nin sıfırdan farklı her bölüm 

modülünün parçalanamaz olmasıdır. 

2. Aşağıdaki önermeler birbirine denktir: 

a.   sığ modül ve    ( )    dır. 

b.   sığ ve devirli modüldür. 

c.   yerel modüldür. 
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3. TÜMLENMĠġ, ZAYIF  TÜMLENMĠġ VE  YETERLĠ  TÜMLENMĠġ 

MODÜLLER 

3.1 TümlenmiĢ Modüller 

Tanım 3.1.1 [1]   bir  -modül ve       olsun. Bu durumda  

1.       

2.  ,       de minimaldir 

şartları sağlanıyorsa,   ye   nin   de tümleyeni veya toplam tamlayanı denir. 

Tanımdan anlaşılacağı gibi sıfır modül her modülün aşikar tümlenmiş modülüdür. 

Lemma 3.1.2 [5]         ve           olması için gerek ve yeter şart  ,   

nun   de bir tümleyeni olmasıdır. 

Ġspat:         olacak şekilde     nun   de bir tümleyeni ve bazı     için 

(     )        olsun.        olduğunu göstermek yeterlidir.          

   (     )          ve   minimal olduğundan       olup          

elde edilir.  

Diğer taraftan          ve          ve bazı     için         olsun. 

Modül kanununa göre             (   )       (     )    olur. Bu 

durumda          olduğundan       elde edilir. Dolayısıyla  ,   nun   de bir 

tümleyenidir. 

Örnek 3.1.3    yı ele alalım.      ̅     ̅   ve   ̅     ̅    ̅    

 ̅   ve   ̅     ̅   olduğundan,   ̅     ̅   ün bir tümleyenidir ve   ̅    

 ̅   nin bir tümleyenidir. 
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Önerme 3.1.4 [5]   bir  -modül,       ve     nun   de bir tümleyeni olsun. 

Bu durumda aşağıdaki önermeler doğrudur.  

1. Bazı       için           ise  ,   nin bir tümleyenidir. 

2. Eğer   devirli ise   de devirlidir. 

3. Eğer  ,   nin bir maksimal alt modülü ise,   devirlidir ve           ( )   

nin tek maksimal alt modülüdür. 

4. Eğer      ise       nin bir tümleyenidir.  

5. Eğer       ise         ve    ( )           ( ) dır. 

6. Eğer    ( )     ise  ,   nin bir maksimal alt modülü tarafından kapsanır. 

7. Eğer     ise (   )  ,     nin     de bir tümleyenidir. 

8. Eğer    ( )      veya    ( )    ve           Rad( ) bir kanonik 

epimorfizma ise    Rad( )     ( )    ( ) olur. 

Tanım 3.1.5 [5,8]   bir  -modül olsun. Eğer   nin her alt modülü bir tümleyene 

sahip ise, yani   nin her   alt modülü için   de       ve       olacak 

şekilde bir   alt modülü varsa   tümlenmiş modül olarak adlandırılır. 

Örnek 3.1.6    bir tümlenmiş  -modüldür. 

Tanım 3.1.7 [1]   bir  -modül olsun. Eğer   nin her alt modülü,   nin bir direkt 

toplamı ise,   ye yarı basit modül denir. Bu durumda    ( )    olur. 

Örnek 3.1.8      olsun. Bu durumda    aşağıdaki alt modüllere sahiptir.  

  ̅  ={ ̅}  

  ̅  =   

  ̅  ={ ̅  ̅  ̅}  

  ̅    * ̅  ̅+  

       ̅     ̅     ̅     ̅   

  ̅          

  ̅           

  ̅        

  ̅        
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Yukarıdaki tablodan da anlaşılacağı gibi    nın tüm alt modülleri    nın direkt 

toplamı olduğundan    yarı basit modüldür.  

Uyarı 3.1.9 Her yarı basit modül bir tümlenmiş modüldür, tersi genelde doğru 

değildir. Örneğin    bir tümlenmiş modüldür ancak yarı basit değildir.   ise bir yarı 

basittir, aynı zamanda tümlenmiş modüldür. Çünkü    nın her alt modülü    nın bir 

direkt toplananıdır ve görüldüğü üzere    nın tek dar alt modülü * ̅+ dır ve    nın tek 

geniş alt modülü    dır. 

Lemma 3.1.10 [1] Eğer   bir yarı basit modül ise,   nin tek dar alt modülü * + dır 

ve   nin tek geniş alt modülü   dir. 

Ġspat:   bir yarı basit modül olduğundan,   nin herhangi bir   alt modülü için, 

       ve       olacak şekilde   nin bir   alt modülü vardır, eğer   dar 

ise,             ve       olduğundan      dır. Bu nedenle 

    olur, öte yandan eğer   geniş ise,   yarı basit modül olduğundan,     

  ve       olur, dolayısıyla     ve     elde edilir. 

Önerme 3.1.11 [5]   bir  -modül olsun. Bu durumda aşağıdaki önermeler 

doğrudur. 

1.   ve  ,   nin alt modülleri,   tümlenmiş ve       de bir tümleyene sahip 

olsun. Bu durumda  ,   de bir tümleyene sahiptir. 

2. Eğer          tümlenmiş modüller ise         de tümlenmiş modüldür. 

3. Eğer   tümlenmiş modül ise       ( ) yarı basittir. 

Ġspat: 1.  ,   de     nin bir tümleyeni yani     (   )    ve (   )  

       olsun. Ayrıca  ,   da (   )     nun bir tümleyeni yani   (  

 )        ve ((   )    )         dir, çünkü 

             olduğunda (   )     (   )     elde edilir. 

Bu nedenle (   )         olduğundan (   )        olur. Bu durumda 

            (   )                   ve 

    (   )            (   )     olur. Yani  ,   de     in bir 

tümleyenidir. Buna göre  

(   )      (    (   ))  (    (   ))       elde edilir. 

Dolayısıyla    ,   nin   de bir tümleyenidir. 
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2.     nin bir alt modülü olsun. Bu durumda           olur ve sıfır 

modülü         için bir tümleyen ve    tümlenmiş olduğundan,      bir 

tümleyene sahiptir. Dolayısıyla    tümlenmiş olduğundan     de bir tümleyene 

sahiptir. Bu nedenle M tümlenmiştir. 

3.      ( ),      ( ) nin bir alt modülü olsun.    tümlenmiş olduğundan, 

      ve          olacak şekilde   nin   de bir   tümleyeni vardır. 

Tümleyen tanımına göre,      ( )  (   )    ( )  (     ( ))  

((     ( ))    ( ) (     ( ))    ((     ( ))    ( ))  (   

      ( ))    ( ) elde edilir.       olduğundan       olur. 

Dolayısıyla (   )     ( ) iken (   )     ( )     ( ) olmaktadır. 

Bu nedenle (     ( ))  ((     ( ))    ( ))    olur. Dolayısıyla 

     ( ),      ( ) nin bir direkt toplamıdır. Bu nedenle      ( ) yarı 

basittir. 

Sonuç 3.1.12 [5]   bir  -modül olsun. Eğer   tümlenmiş ve    ( )    ise   

yarı basittir. 

Ġspat: İspat, Önerme 3.1.11(3) te verildiği gibi yapılır. 

Tanım 3.1.13 [12,13]   bir  -modül ve       olsun. Bu durumda       

olmak üzere eğer  ,        ( ) ise,   ya   nin   de bir     tümleyeni 

denir.  

Uyarı 3.1.14 Bir   modülünün radikali,   nin tüm dar alt modüllerinin toplamı 

olduğundan,   nin her tümleyen alt modülü,   nin bir     tümleyen alt 

modülüdür. 

Örnek 3.1.15    da,   ̅   ve   ̅   her biri diğerinin bir tümleyeni ve 

  ̅     ̅   * ̅+ olduğundan,   ̅   ve   ̅      nın     tümleyenidir. 

Tanım 3.1.16 [12,13]   bir R-modül olsun. Eğer   nin her alt modülü bir 

    tümleyene sahip ise, bu durumda   bir     tümlenmiş modül olarak 

adlandırılır, yani her   nin   alt modülü için   de       ve     

   ( ) olacak şekilde bir       tümleyeni vardır. 

Uyarı 3.1.17 Bir tümlenmiş modül bir     tümlenmiş modüldür.  
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Örnek 3.1.18    bir tümlenmiş  -modül olduğundan, bir     tümlenmiş  -

modüldür. 

Tanım 3.1.19 [12,13]   bir R-modül olsun.       olmak üzere herhangi bir 

      için,   de   nin bir     tümleyen   alt modülü var ise,   ye yeterli 

    tümlenmiş modül denir. Yani       olmak üzere her       için, 

       ( ) olacak şekilde        şartını sağlayan bir     vardır. 

Örnek 3.1.20     yeterli     tümlenmiş  -modüldür. 

3.2 Zayıf  TümlenmiĢ Modüller 

Tanım 3.2.1 [14,15]   bir  -modül ve       olsun. Bu durumda,  

1.      , 

2.      . 

ise,   ya    de   nin zayıf tümleyeni denir. 

Örnek 3.2.2   ̅   ve   ̅   alt modülleri,    nın zayıf tümleyen alt modülleridir. 

Tanım 3.2.3 [14,15]   bir R-modül olsun. Eğer   nin her alt modülü   de bir zayıf 

tümleyene sahip ise,   ye zayıf tümlenmiş modül denir. Yani her     için, 

      ve        olacak şekilde     vardır. 

Her tümlenmiş modülün zayıf tümlenmiş modül olduğu açıktır. 

Örnek 3.2.4   , bir zayıf tümlenmiş  -modülüdür. 

Önerme 3.2.5 [16,17]   bir  -modül olsun.  

1. Eğer   ve   zayıf tümlenmiş modüller ve     ,   de bir zayıf tümleyene sahip 

ise  ,    de bir zayıf tümleyene sahiptir. 

2. Eğer    ve    zayıf tümlenmiş modüller ise     +   bir zayıf tümlenmiş 

modüldür. 

Ġspat: Önerme 3.1.11 e benzer şekilde yapılır. 

Önerme 3.2.6 [16,17]   bir zayıf tümlenmiş R –modül olsun. 

1.    nin her bölüm modülü zayıf tümlenmiş modüldür. 

2.   nin her tümleyeni ve   nin her direkt toplamı zayıf tümlenmiş modüldür. 

Ġspat: 1.   bir zayıf tümlenmiş modül,       ve     olsun.     ,   nin 

bölüm modülü ve         olsun.   zayıf tümlenmiş olduğudan        
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   ve           olacak şekilde   nin   alt modülü vardır. O halde        

    olup     (   )       (   )   dır. Bu durumda (   )   

 ((     )  )        olacağından    ,     da zayıf tümleyene sahiptir. 

Böylece     zayıf tümlenmiş modüldür.  

2.         nin tümlenmiş modülü olsun. Bu durumda bazı       için    

       ve           dir. Böylece (1) gereğince     zayıf tümlenmiş modül 

ve Teorem 1.2.10 gereğince         (     ) olduğundan           

epimorfizması vardır.      =         olduğundan her       için    ( )   

   olacaktır.       olmak üzere  ( ),   de   zayıf tümleyenine sahiptir.    ( ) 

in   nin   de zayıf tümleyeni modülü olduğu açıktır. Böylece   zayıf tümlenmiş 

modüldür. Direkt toplam tümlenmiş modüldür ve dolayısıyla zayıf tümlenmiştir. 

Tanım 3.2.7 [16]   bir  -modül ve herhangi bir       için       olsun. 

Eğer   nin   içinde kalan bir zayıf tümleyen   alt modülü varsa,   ye yeterli zayıf 

tümlenmiş modül denir. Yani her       ve        için        ve 

      olacak şekilde      vardır. 

Örnek 3.2.8    bir yeterli zayıf tümlenmiş  -modüldür. 

Tanım 3.2.9 [15]   bir  -modül olsun. Eğer   nin herhangi bir kapalı   alt modülü 

için       ve       olacak şekilde   nin bir   alt modülü var ise bu 

durumda   ye kapalı zayıf tümlenmiş modül denir. 

Lemma 3.2.10 [15]   bir kapalı zayıf tümlenmiş modül olsun. Bu durumda   nin 

herhangi bir direkt toplamı kapalı zayıf tümlenmiş modüldür. 

Ġspat:  ,   nin herhangi bir direkt toplamı ve  ,   nin   de herhangi bir kapalı alt 

modülü olsun.     de kapalı olduğundan,   nin       ve       olacak 

şekilde bir   alt modülü vardır. Bu nedenle   (   )    olur.     nin direkt 

toplamı olduğundan,             elde edilir.Bu nedenle Önerme 

1.2.12(3) e göre   bir kapalı zayıf tümlenmiş modüldür. 
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3.3 Yeterli TümlenmiĢ Modüller ve Diğer Bazı Tipler 

Tanım 3.3.1 [5]   bir R-modül olsun.       olmak üzere herhangi bir 

      için   nin   içinde kalan bir tümleyen   alt modülü varsa,   ye  yeterli 

tümlenmiş modül denir. Yani       şartını sağlayan her        için 

      ve        şartını sağlayan     vardır.  

Her yeterli tümlenmiş modülün bir tümlenmiş modül olduğu açıktır. 

Örnek 3.3.2    bir yeterli tümlenmiş  -modüldür. 

Önerme 3.3.3 [5]   bir  -modül olsun. Eğer   yeterli tümlenmiş ise  aşağıdaki 

özellikler geçerlidir: 

1.   nin her tümlenmiş alt modülü yeterli tümlenmiş modüldür. 

2.   nin direkt toplamı ve bölüm modülleri yeterli tümlenmiş modüldür. 

Ġspat: 1.   ,     ve       nin bir tümleyeni olsun. Bu durumda     

    olur.   bir yeterli tümlenmiş modül olduğundan,     in     olacak 

şekilde   de bir   tümleyeni vardır. Buradan       (   )        ve 

        olup       dir. Dolayısıyla  ,   in   de bir tümleyenidir. 

Böylece   yeterli tümlenmiş modüldür. 

2. Tümlenmiş modüllerin her direkt toplamı tümlenmiş olduğundan (1) ve Önerme 

3.1.4(7) gereğince   nin direkt toplamı ve bölüm modülleri yeterli tümlenmiş 

modüldür. 

Tanım 3.3.4 [18,19]   bir  -modül olsun. Eğer   nin her alt modülü   nin bir 

direkt toplamına denk gelen bir tümleyene sahip ise   ye  -tümlenmiş denir. 

Örnek 3.3.5    bir  -tümlenmiş  -modüldür. 

Tanım 3.3.6 [18]   bir  -modül olsun. Eğer   nin her direkt toplamı  -tümlenmiş 

modül ise   ye tam veya yeterli  -tümlenmiş modül denir. 

Her yeterli  -tümlenmiş modülün  -tümlenmiş modül olduğu ancak bunun tersinin 

doğru olmadığı aşikardır. Tersi eğer   nin her tümleyen alt modülü bir direkt 

toplamı ise doğrudur.  

Tanım 3.3.7 [8,20]   bir  -modül olsun. Eğer   nin her alt modülü,   nin bir 

direkt toplamı olarak bir Rad-tümleyene sahip ise    ye bir Rad- -tümlenmiş modül 

denir ve Rad- -s-modül ile gösterilir. 
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Örnek 3.3.8     bir Rad- -tümlenmiş  -modüldür. 

Tanım 3.3.9 [20]   bir  -modül olsun. Eğer   nin her direkt toplamı Rad- -

tümlenmiş ise,   ye bir tam veya bir yeterli Rad- -tümlenmiş modül denir. 

Sonuç 3.3.10 [8] 1. Her  -tümlenmiş modül ve yeterli  -tümlenmiş modül, 

sırasıyla Rad- -tümlenmiş modül ve yeterli Rad- -tümlenmiş modüldür. 

2. Her yarı basit modül  -tümlenmiş, yeterli  -tümlenmiş, Rad- -tümlenmiş 

modül ve yeterli Rad- -tümlenmiş modüldür, ancak bunun tersi genel olarak geçerli 

değildir, örneğin    bir  -tümlenmiş ve yeterli  -tümlenmiştir, ancak   ̅   alt 

modülü    ün direkt toplamı değildir. 
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4. LĠFTĠNG, ZAYIF LĠFTĠNG VE GÜÇLÜ LĠFTĠNG MODÜLLER 

4.1 Lifting Modüller ve Zayıf  Lifting Modüller 

Tanım 4.1.1 [18]   bir  -modül olsun. Eğer   tümlenmiş ve   nin her tümleyen 

alt modülü bir direkt toplam ise   ye zayıf lifting modül denir. 

Örnek 4.1.2    bir zayıf lifting  -modüldür. 

Önerme 4.1.3 [18] Bir zayıf lifting   modülünün herhangi bir direkt toplamı da 

zayıf lifting modüldür. 

Ġspat: Bir tümlenmiş modülün herhangi bir direkt toplamı aynı zamanda tümlenmiş 

olduğundan     nin bir direkt toplamıdır. Bu durumda        olacak şekilde 

  nin bir   alt modülü vardır.   nin her tümleyen alt modülünün   nin bir direkt 

toplamı olduğu gösterilmelidir.      nin bir alt modülü ve      de    nin bir 

tümleyeni olsun.         ve    ∩       elde edilir. Ancak (    )     

      ve bu durumda (    )        olduğu kolayca kontrol edilebilir. 

  (    )     olduğundan   ,   de      nin bir tümleyenidir.   zayıf 

lifting modül olduğundan    in,   nin bir direkt toplamı olması gerekir. Bu nedenle 

  ,   nin bir direkt toplamıdır. 

Sonuç 4.1.4 [18] Herhangi bir zayıf lifting modül yeterli  -tümlenmiş modüldür. 

Ġspat:   zayıf lifting modül olduğundan   tümlenmiş modül ve   nin her 

tümlenmiş alt modülü   nin direkt toplamıdır.  Bu yüzden     -tümlenmiş 

modüldür. O halde   nin her direkt toplamının  -tümlenmiş olduğunu göstermek 

yeterlidir. Önerme 4.1.3 gereğince her direkt toplam zayıf lifting olduğundan her 

direkt toplam  -tümlenmiş modüldür. Böylece   yeterli  -tümlenmiş modüldür.  

Uyarı 4.1.5 [18] 1.   bir  -modül olsun. Bu durumda    nin zayıf lifting modül 

olması için gerek ve yeter şart   nin bir  -tümlenmiş olması ve   nin her tümleyen 

alt modülünün bir direkt toplam olmasıdır. 

2. Her zayıf lifting modül  -tümlenmiş modüldür. 
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Tanım 4.1.6 [18]   bir  -modül olsun. Eğer   zayıf lifting ve yeterli tümlenmiş 

modül ise   ye lifting modül denir. Başka bir deyişle, eğer   nin her   alt modülü 

için             ve         olacak şekilde   de   ve   alt modülleri 

varsa   ye lifting modül denir. 

4.2 Güçlü Lifting Modüller 

Tanım 4.2.1 [2]   bir  -modül olsun. Eğer      nin herhangi bir alt modülü ve  ,  

  nin direkt toplamı veya dar alt modülü ise   ye güçlü lifting modül denir. 

Uyarı 4.2.2 1. Her yarı basit modül bir güçlü lifting modüldür, ancak tersi doğru 

değildir. Çünkü    bir sığ  -modüldür, dolayısıyla   ̅      te dardır ancak bir 

direkt toplam değildir. 

2. Her sığ modül bir güçlü lifting modüldür, ancak tersinin doğru değildir. Örneğin 

   bir yarı basit  -modüldür, ancak   ̅   ve   ̅   alt modülleri    nın dar alt 

modülleri değildir. 

Önerme 4.2.3 [2] Her güçlü lifting modül bir lifting modüldür. 

Ġspat:   nin bir lifting modül olduğunu göstermek için,   nin her   alt modülü için 

     ,   de   ve       olacak şekilde   ve   alt modüllerinin var olduğu 

göstermek yeterlidir.   bir güçlü lifting modül olduğundan   nin herhangi bir   alt 

modülü   nin dar alt modülü veya   nin direkt toplamıdır. Eğer     ise   nin 

bir direkt toplamı olarak bir aşikar * + alt modülü vardır. Yani {0}   içinde olmak 

üzere         olduğunda   * +     olmaktadır, dolayısıyla   bir 

lifting modüldür. Ancak eğer     nin bir direkt toplamı değilse,   de       

olacak şekilde bir   alt modülü vardır ve açıkça   kendisinin bir alt modülüdür ve 

          olur. Bu nedenle   bir lifting modüldür.  

Ancak bu önermenin tersi genelde doğru değildir, çünkü     bir lifting  -modüldür 

ancak güçlü lifting modül değildir. 

Önerme 4.2.4 [2]    ve    bir  -modül olsun. Bu durumda aşağıdaki önermeler 

doğrudur. 

1. Eğer           bir modül epimorfizması ve    bir güçlü lifting modül ise 

 (   )          de güçlü lifting modüldür. 

2. Eğer   bir güçlü lifting modül ise    ⁄  de bir güçlü lifting modüldür. 



 
 

23 
 

3.           bir dar epimorfizma olsun. Eğer    bir güçlü lifting modül ise    de 

bir güçlü lifting modüldür. 

4.  ,     in bir dar alt modülü olsun. Eğer       bir güçlü lifting modül ise     bir 

güçlü lifting modüldür. 

5.           bir dar epimorfizma olsun.    in bir güçlü lifting modül olması için 

gerek ve yeter koşul    nin bir güçlü lifting modül olmasıdır. 

Ġspat: 1.  ̅,   =  (   ) in herhangi bir alt modülü olsun. Bu durumda   *  

    ( )   ̅+,    ve  ( )   ̅ nin bir alt modülüdür. O halde  ( ) nin,     nin 

direkt toplamı olduğunu veya    de dar olduğunu göstermek yeterlidir. Diğer 

taraftan    ( ( ))   ,    in alt modülüdür ancak    güçlü lifting modül 

olduğundan      in direkt toplamıdır, eğer      in toplamı ise    de       

  nin  (  )   (   ) olmasını gerektirecek şekilde bir   vardır ve   bir 

epimorfizma olduğundan     ( )  ( ) olur. Dolayısıyla    güçlü liftingdir, 

öte yandan eğer      de dar ise Önerme 1.2.12(6) ya göre  ( )     elde edilir 

ve bu durumda     bir güçlü lifting modüldür. 

2. Tanım 1.2.7 ye göre,   güçlü lifting modül olduğundan       ⁄  olacak 

şekilde bir doğal   epimorfizması vardır, bu durumda (1) gereğince   ⁄  de güçlü 

lifting modüldür. 

3.   Çek  olsun. 1. izomorfizma teoremine göre          olup      bir güçlü 

lifting modüldür.    in güçlü lifting modül olduğunu göstermek için      in 

herhangi bir alt modülü iken   nin    in toplamı olduğu veya    de dar olduğunu 

göstermek gereklidir.      bir güçlü lifting modül olduğundan (   )   ,      

nin toplamıdır. Eğer (   )   ,      nin toplamı ise    ⁄  de bir    ⁄  alt 

modülü vardır ve burada    ⁄  (   )           olacak şekilde,  ,     nün 

bir alt modülüdür ve   ,    in bir alt modülüdür. Buna göre    (   )      

dir. Ayrıca           olduğundan            olur ve bu da   nin    in 

bir toplamı olduğunu gösterir. 

Eğer (   )   ,      de dar ise        olacak şekilde    in her   alt 

modülünün      olmasını gerektirdiği gösterilmelidir. (   )         

olduğundan      de, (   )  ⁄     =     veya (   )    (   )  

       olacak şekilde herhangi bir     alt modülü vardır. (   )   , 

     de dar olduğundan (   )  ⁄     ⁄  veya başka bir deyişle        
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elde edilir ve           olduğundan      olur. Bu nedenle      de dardır 

ve dolayısıyla    bir güçlü lifting modüldür. 

4. Tanım 1.2.7 ye göre,       ⁄  olacak şekilde bir   doğal epimorfizma vardır 

ve     olduğundan       ⁄  fonksiyonu dar epimorfizmadır. Bu nedenle, 

(3) e göre   nin de bir güçlü lifting modül olduğu elde edilir. 

5.    güçlü lifting modül olduğundan (1) e göre    güçlü lifting modüldür.  

Diğer taraftan           bir dar epimorfizma ve    bir güçlü lifting modül 

olduğundan, (3) e göre    bir güçlü lifting modüldür. 
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5. SIĞ, TÜMLENMĠġ VE LĠFTĠNG MODÜLLER ARASINDAKĠ 

BAĞINTILAR 

5.1 Tümleyen Alt Modül ve EĢ-Kapalı Alt Modül Arasındaki Bağıntılar 

Lemma 5.1.1 [6]   bir R-modül ve     olsun. Bu durumda aşağıdaki önermeler 

doğrudur. 

1. Eğer     de bir tümleyen ise     de eş-kapalıdır. 

2. Eğer     de eş-kapalı ise her     için     iken      dir.  

Ġspat: 1.     nin   de bir tümleyeni olsun. Bu durumda       olup   

minimaldir.     ve   ⁄    ⁄  olsun. Böylece   ⁄    ⁄    ⁄    ⁄  

(   )  ⁄  olacak şekilde    ⁄  da bir   ⁄  modülü vardır ki   ⁄  (   )  ⁄  

elde edilir. Ayrıca   nin minimalliğinden       olur.  O halde     ve     

nin eş-kapalı alt modülüdür. 

2.       ve     olsun. Bu durumda   ⁄    ⁄  olduğunu göstermek 

gereklidir. Diğer taraftan       olmak üzere   ⁄    ⁄      olsun. 

Böylece                 ve     olduğundan     ve 

  ⁄       dir. O halde   ⁄    ⁄  ve     nin eş-kapalı alt modülü 

olduğundan     ve     elde edilir. 

5.2 Direkt Toplam ve Tümleyen Alt Modüller Arasındaki Bağıntılar 

Lemma 5.2.1 [8]   bir  -modül olsun. Bu durumda aşağıdaki önermeler doğrudur. 

1. Eğer     nin bir direkt toplam alt modülü ise     nin bir tümleyen alt 

modülüdür  

2. Eğer     nin bir tümleyen alt modülü ise     nin bir Rad-tümleyen alt 

modülüdür. 

3. Eğer     nin bir dar alt modülü ise     nin bir zayıf tümleyen alt modülüdür. 
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Ġspat: 1.     nin bir direkt toplam alt modülü olsun. Buna göre,       ve 

        olmak üzere       olacak şekilde   nin bir   alt modülü 

vardır. Dolayısıyla     nin bir tümleyen alt modülüdür. 

2.     nin bir tümleyen alt modülü olduğundan,       ve       olacak 

şekilde   nin bir   alt modülü vardır. Ancak Rad( ) nin tüm dar alt modüllerinin 

toplamı ve Rad( )    olduğundan     Rad( ) olup          elde 

edilir. Bu nedenle     nin bir Rad-tümleyen alt modülüdür. 

3.     nin bir dar alt modülü olsun. Buna göre   nin,       ve     

şartını sağlayan bir   alt modülü vardır. Bu durumda         elde edilir. 

Dolayısıyla     nin bir zayıf tümleyen alt modülüdür. 

5.3 Basit, Yarı Basit, Sığ ve Yerel Modüller Arasındaki Bağıntılar 

Lemma 5.3.1 [1]   bir  -modül olsun. Bu durumda aşağıdaki önermeler doğrudur. 

1. Eğer   bir basit modül ise   yarı basit modüldür. 

2. Eğer   bir basit modül ise   sığ modüldür. 

3. Eğer   bir basit modül ise   yerel modüldür. 

4. Eğer   bir yerel modül ise   sığ modüldür. 

5. Eğer  , basit modül olmayan bir yarı basit modül ise   sığ modül ve yerel modül 

değildir ve bu lemmanın tersi de doğrudur. 

Ġspat: 1.   basit modül olduğundan * + ve     nin tek alt modülleridir ve 

  * +    ve * +      olduğundan   * +   elde edilir. Bu nedenle    

yarı basit modüldür. 

2.   basit modül olduğundan, * + ve     nin tek alt modülleridir dolayısıyla * +, 

  nin aşikar dar alt modülüdür. Buna göre   sığ modüldür. 

3.   basit modül olduğundan * + ve     nin tek alt modülleridir buna göre   (2) 

ye göre aşikar geniş alt modüldür ve tektir. Bu durumda   nin sığ modül olduğu ve 

tek maksimum alt modüle sahip olduğu gösterilmiştir. Dolayısıyla   bir yerel 

modüldür.  

4. Tanıma göre yerel modül olduğu açıktır. 

5.   basit olmayan yarı basit modül olduğundan   nin herhangi bir   alt modülü 

için   nin         olacak şekilde bir   alt modülü vardır. Dolayısıyla     

  ve       olması     ve     olmasını gerektirir.   nin herhangi bir   

alt modülünün   nin dar alt modülü olmadığı görülür. Bu nedenle  , sığ modül ve 

yerel modül değildir. 
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Tersi   sığ ve yerel modül olarak alınırsa,   nin herhangi bir   alt modülü için 

      nın     ve       olacak şekilde   nin bir   alt modülü vardır.  

Buna göre   basit olmadığından   nin herhangi bir   alt modülünün direkt toplamı 

olmadığı ve dolayısıyla   nin yarı basit modül olmadığı elde edilir. 

Lemma 5.3.2 [8] Eğer   bir basit modül ise   tümlenmiş, zayıf tümlenmiş, yeterli 

tümlenmiş, lifting, zayıf lifting ve güçlü lifting modüldür. 

5.4 Sığ, TümlenmiĢ ve Lifting Modüller Arasındaki Bağıntılar 

Lemma 5.4.1 [12,18] 

1. Eğer   sığ modül ise   bir lifting modüldür. 

2. Eğer   sığ modül ise,   bir tümlenmiş modüldür. 

Ġspat: 1.   bir sığ modül olduğundan, Uyarı 4.2.2.(2) ye göre   nin bir güçlü lifting 

modül olduğu ve Önerme 4.2.3 a göre   nin bir lifting modül olduğu anlaşılır. 

2.   bir sığ modül olduğundan, (1) e göre   bir lifting modüldür. Dolayısıyla  

Tanım 4.1.6 ye göre   bir zayıf liftingdir ve Sonuç 4.1.4 e göre   nin bir tam  -

tümlenmiş olduğu ve bu nedenle   nin bir tümlenmiş modül olduğu açıktır. 
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6. SONUÇ 

Bu tezi son bölümünde, elde edilen bazı sonuçlar şu şekildedir; 

1. Basit modüller, çalıştığımız modüller arasındaki en güçlü modül tipleridir. 

2. Kapalı zayıf tümlenmiş modüller, çalışılan modüller arasındaki en zayıf 

modüllerdir. 

3. Diğer modül tipleri bu iki modül yapısı arasındadır. 

4. Yerel modüller sığ modüllerden daha güçlüdür ve oların her ikisi de yarıbasit 

modüller ile ilişkilidir. 

5. Tümlenmiş ve Rad- - tümlenmiş modüller diğer modüller ile bağlantılıdır. 

6. Modül tiplerinin birbirleriyle ilişkisi açık bir şekilde aşağıda verilmiştir. 
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