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DOGRULUK BEYANI
Yiiksek lisans tezi olarak sundugum bu calismayi, bilimsel etik, ahlak ve
geleneklere aykiri diisecek bir yol ve yardima basvurmaksizin yazdigimi,
yararlandigim eserlerin kaynakcada gosterilenlerden olustugunu ve bu eserleri her
kullanisimda alint1 yaparak yararlandigimi belirtir; bunu serefimle dogrularim.
Enstitii tarafindan belli bir zamana bagli olmaksizin, tezimle ilgili yaptigim bu
beyana aykir1 bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya cikacak tiim ahlaki ve

hukuki sonuglara katlanacagimi bildiririm.

FUAAD MUHMMAD MUSTAFA

Imza



ONSOZ

Bu tezde sig modiller, yerel modiller, timlenmis moduller, zayif timlenmis
moddaller, yeterli timlenmis moduller, yeterli @-tlimlenmis, lifting moduller, zay:f
lifting moduller ve gucli lifting modil siniflar1 ve bunlarin arasindaki bagintilar

incelenmektedir.

Bolim 1 iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kistm moddullere, alt modillere ve
bunlart aciklayacak bazi orneklere yonelik temel kavramlari igermektedir. Ikinci
kisim ise birinci, ikinci ve tli¢lincli izomorfizma teoremlerinin yanisira alt modiiller

i¢in modiil kanunu ve bunlarin bazi sonuglarini ihtiva etmektedir.

Bolum 2" de sig moduller, giiglii s1g modiiller ve yerel modiiller incelenerek bunlarin

arasindaki iliskiyi belirleyen bazi sonuglar verilmektedir.

Bolim 3’ te timlenmis, zayif tiimlenmis ve yeterli tiimlenmis modiiller {izerinde
durulmustur. Bu boliim iic kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda tiimlenmis
modillerin baz1 6zellikleri gdsterilmistir. Ornegin, iki tiimlenmis modiiliin toplam1
da bir tiimlenis modiildiir ve eger M, R-modill, Rad(M) = 0 sartiyla beraber bir
tiimlenmis modiil ise bu durumda M bir yaribasit modiildiir. Ikinci kistmda zayif
timlenmis alt modiiller arastirilarak onlarin bir zayif tiimlenmis modiiliin her
tiimlenmis modiilii bir zayif tiimlenmis modiildiir ve bir zayif tiimlenmis modiiliin
her boliim modiilii de bir zayif timlenmis modiildiir gibi baz1 6zellikleri verilmistir.
Son kisimda ise yeterli timlenmis modiiller ve baz1 diger tipler ele alinmistir. Zayif
timlenmis modiil durumunda, bir yeterli tiimlenmis modiiliin her tiimlenmis
modiiliiniin ayn1 zamanda yeterli tiimlenmis modiil oldugu ve bir yeterli tiimlenmis
modiiliin her boliim modiiliiniin de yine bir yeterli tiimlenmis modiil oldugu

gosterilmistir.

Bolim 4’ te lifting, zayif lifting ve giiglii lifting modiiller incelenmistir. Burada iki
zay1f lifting modiiliin direkt toplami zayif lifting modiil ve zayif lifting modiiliin bir
@-timlenmis modiil oldugu gosterilmistir. Diger taraftan M, R-modullnun zayif

lifting modul olmasi i¢in gerek ve yeter sartin M nin @-tiimlenmis modiil ve M nin



timlenmis modiillerinin direkt toplam olmasi gerektigi arastirilmistir. Ayrica bu
bolimde giiclii tiimlenmis modiiller de incelenmistir. Burada her giiclii
tiimlenmismodiiliin bir lifting modiil oldugu fakat tersinin dogru olmadigi 6rnek

yardimiyla gosterilmistir.

Son olarak s1g, yerel, timlenmis ve lifting modiiller arasindaki bagmntilar incelenerek

bazi sonuglar ile teori desteklenmistir.
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OZET
BAZI MODUL TiPLERI ARASINDAKI ILISKILER

Bu tezin temel amaci, birimli degismeli halkalar Gzerindeki sig, yerel, timlenmis,
zayif timlenmis, yeterli timlenmis, lifting, zayif lifting ve gucla lifting moduller de
dahil olmak Gizere bazi modil simifla iizerine inceleme yapmaktir. Ozellikle belirli
modul tipleri arasindaki bazi bagintilarda, eger M basit bir modil ise, M yar1 basit,
yerel, sig ve gicli Lifting modiller olmaktadir. Eger M basit olmayan bir yar: basit
modul ise, M sig modul ve yerel modil degildir, ancak bu 6nermenin tersi dogrudur.
Ayrica alt modiiller (timleyen ve es-kapali ve direkt toplam) arasindaki bazi

bagmtilar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Modul, altmodul
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ABSTRACT
SOME RELATIONS BETWEEN CERTAIN TYPES OF MODULES

The main purpose of this thesis is to give a survey about some classes of modules
including hollow, local, supplemented, weak supplemented, amply supplemented,
lifting, weak lifting and strongly lifting modules over commutative rings with
identity. In particular some relations between certain types of modules, if M is a
simple module then M are semisimple, local, hollow and strongly lifting modules. If
M semisimple module which is not simple, then M are not hollow module and local
module but the converse is true. Also some relations between (supplement and

coclosed and direct sum) submodules have been given.

Key Words: Module, submodule
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1. GIRIS

1.1 Temel Tanimlar

Tamm 1.1.1 [1] R bir birimli halka, M bir toplamsal abel grubu vef : R X M — M,
f(r,m) = rm olarak tanimlanan bir doniisim olsun. Eger f, asagidaki (1) - (4)
kosullarini saglar ise, M bir sol R-modul veya kisaca bir modiil olarak adlandirilir:
Dr(m + n)=rm+ rmVr e Rvem,n € M,

2)(r + sym = rm + sm, Vr,s ERvem € M,

3) (rsym = r(sm), Vvr,s e Rvem € M,

4)1m =m,Yvme M,1 €R.

Eger f(m,r) = mr ile tanimlanan f : M X R = M doniisiimii,

)(m + n)r= mr + nr, Vm,n € Mver € R,

2)m(r + s) = mr + ms,Vm € Mver,s € R,

3) m(rs) = (mr)s, Vm € Mver,s € R,

4dml =m,Vvme M,1€R.

kosullarini sagliyorsa bu durumda M’ ye birsag R-modul denir.

Eger her r € R,m € M,s € S i¢in M bir sol R-modul, sag S-modil ve (rm)s =
r(ms) ise, M bir R-S-modiil veya bimodiil olarak adlandirilir.

Bu ¢alismada sag veya sol R-modul yerine R-modiil ifadesini kullanacagiz.

[k olarak bazi modiil 6rnekleri verelim.

Ornek 1.1.2
1. M = Z bir Q-moduldur.
2. M = Q bir R-moduldur.

3. M = Z,bir Z-moduldir, burada n bir tamsayidir,n > 2.



Tamm 1.1.3 [1] M bir R-modiil olsun.Eger her x,y € Lver e Riginx + y € L ve
rx € L ise, M'nin bos olmayan bir L alt kimesine M'nin bir alt modull denir ve

L < M seklinde gosterilir.

Ornek 1.1.4

1. M = Z,, bir Z-modildir, bu durumda < n >, M nin bir alt moduludur, burada
m = 2ven = 0,m,n tamsayilardir.

2. M = Z, bir Z-moduldlr ve Z,sadece asagidaki alt modiillere sahiptir:

< 0 >={0},

<1>=M.

Tamim 1.1.5 [1] L, M'nin bir alt modiilii olsun; eger L # M ise, L ye M nin bir 6z alt

moduli denir.

Ornek 1.1.6 M = Z, birZ-modul olsun ve Z, sadece asagidaki alt modiillere
sahiptir:

< 0 >={0},

<1>=<3>=M,

< 2 >={0,2}, bu durumda < 2 > ve < 0 > M'nin 6z alt modiilleridir, < 1 > M'nin

6z alt modiilii degildir, fakat < 1 > M'nin bir alt moduliidir.

Tamim 1.1.7 [1] M bir R-modil ve N < M olsun. Eger N nin tek 6z alt moduli 0 ise,
N ye M nin minimal alt modulu denir, yani K, N nin 6z alt modilu olmak lzere her
K < M igin K = 0 olur.

Ornek 1.1.8 M = Z, alalim. Bu durumdaZ, sadece asagidaki alt modiillere sahiptir:
< 0 >={0},

<1>=<3>=M,

<2>={0,2},burada <0 >, <2>nin M icinde kalan tek 6z alt moduli

oldugundan, < 2 > M'nin bir minimal alt modultdr.

Tamm 1.1.9 [1] M bir R-modul ve N < M olsun. Eger N, M nin herhangi bir diger
K 6z alt modiilii tarafindan kapsanmiyorsa, bu durumda N ye M nin maksimal alt
modulu denir, yani K nin M deki N 6z alt modull ile birlikte her K < M igin K =
Molur.



Ornek 1.1.10 M = Z,, olsun. Bu durumda Z;, sadece asagidaki alt modiillere

sahiptir:
< 0 >= {0},
<1>=M,

<3 >=1{0,4,8),
< 6 >={0,6}. Burada < 2 > ve < 3 > (in, Z;,"nin herhangi bir diger 6z alt modiilii

tarafindan kapsanmadigi i¢in, Z,,'nin maksimal alt modiilleri oldugu asikardir.

Tamm 1.1.11 [1] M bir R-modil ve N < M olsun. Eger M =N+ Cve NNC =0
olacak sekilde C < M varsa, N ye M nin direkt toplami denir ve M = N@C seklinde

gosterilir.

Ornek 1.1.12 M = Zg olarak alalim. Bu durumda Zgsadece asagidaki alt modiillere

sahiptir:

< 0 >= {0},
<1>=M,
<2>={0,2,4},
<3>={0,3},

M =<2>+<3>ve <2>n<3>= {0} oldugundan, M =< 2 > @ < 3 > elde

edilir ve dolayistyla < 2 > ve < 3 > alt mod(illeri M'nin direkt toplamlari olur.

Tamim 1.1.13 [1] M bir R-modul olsun. Eger |, herhangi bir indis kiimesi olmak

Uzere
M = ZieIBi A
M=@B: =
6? "B NYia B =0Vj€EL
i#j

sartt saglanityorsa, M ye, B; < M alt modullerinin {B;,i € I} ailesinin i¢ direkt

toplami denir.

Tammm 1.1.14 [2] M # 0 bir R-modiil olsun. Eger M, sifirdan farkli alt
modiillerinden herhangi ikisinin direkt toplami degilse bir par¢alanamaz modiil

olarak adlandirilir.



Ornek 1.1.15 M = Z, sadece asagidaki alt modiillere sahiptir:

< 0 >= {0},
<1>=M,
<2>={0,2)}.

Dolayisiyla M nin sifirdan farkli iki alt modiliiniin direkt toplami degildir. Bu
nedenle M bir parcalanamaz modiildiir, ancak Ornek 1.1.12 de gosterildigi iizere,
M = Z,, sifirdan farkhi iki <2 >ve < 3> alt modiiliiniin direkt toplanudir,

dolayisiyla Zg bir par¢alanamaz modiil degildir.

Tammm 1.1.16 [1,3] M bir R-modul ve N < M olsun. Eger M = N + L sartint
saglayan her L < M icin M = L oluyorsa bu durumda N ye, M de dar (small) denir
ve N K M seklinde gosterilir.

Ornek 1.1.17 Sifirdan farkli herhangi bir M, R-modiiliiniin sifir alt modiilii dardr,
cunki N, M = 0 + N olmak uzere M nin herhangi bir alt moduli ise, M = N dir.

Ornek 1.1.18 M = Z, olsun. Bu durumda Z, =< 1 > +< 2 > ve ancak Z, #< 2 >
oldugundan < 1 >, Z, te dar degildir.

Ornek 1.1.19 Asagidaki tabloda, Z, #< 2 > ve Zg #< 3 > iken
Zg=<2>+<3> oldugundan <2> ve <3> in Z, da dar olmadig

gortlmektedir.

+ <0> <1> <2> <3>
<0> M

<1> M M M M
<2> M M
<3> M M




Ornek 1.1.20 Asagidaki tabloda, Zg =<2 > +< 1> ve Zg =<4 > +< 1> ve
acik bir sekilde Zg =< 1 > oldugundan, < 2 > ve < 4 > (in Zg de dar alt modller

oldugu goriilmektedir.

+ <0> | <1> | <2> <4>
<0> M
<1> M M M M
<2> M
<4> M

Tamm 1.1.21 [1] M bir R-modil ve N < M olsun. Eger L " N = 0 olmak (izere
herhangi bir L < M icin L =0 ise, N ye M de genis veya gerekli modiil denir ve
N <. M ile gosterilir.

Her M, R-modiiliiniin kendi i¢inde genis oldugu aciktir.

Ornek 1.1.22 Z;, nin < 2 > alt modiilii genistir.

Ornek 1.1.23 M = Zg olsun. < 2 >N< 3 >=< 0 >ve < 2 ># 0,< 3 ># 0 oldugu
icin, < 2 >ve < 3>, 7Z4 da genis alt modiil degildir.

Tamm 1.1.24 [4] M bir R-modul olsun. M'nin bir N 6z alt modiild, eger N, M de
herhangi bir diizgiin genis genislemeye sahip degil ise veya diger bir deyisle eger her
K <M igin N <,K iken K = N ise, Mnin bir kapali alt modiilii olarak

adlandirtlir ve N <. M ile gosterilir.

Ornek 1.1.25 < 2 > ve < 3 > Un, Zg'nin kapali alt modiilleri oldugu, {0, 2}'nin ise

Z, te kapal1 olmadig1 kolayca kontrol edilebilir.

Tamm 1.1.26 [5] M bir R-modil ve N < M olsun. M/N = {x + N|x € M}es
kimelerin kiimesi,
x+N)+@+N)=x+y)+ Nver(x + N) =rx + N



ile tanimlanan toplama ve skaler carpma olmak iizere iki islemli bir modiildiir. Bu
durumda M /N moduli, M nin N ye gére boliim modiilii olarak adlandirilir.

Tamm 1.1.27 [6] M bir R-modul ve N < L < M olsun. Eger L/N < M /N ise, N ye
L nin es-genis alt modiilii denir ve L nin, N nin M de bir es-genis genislemesi oldugu

soylenir.

Ornek 1.1.28 M = Zg asagidaki alt modiillere sahiptir:

< 0 >= {0},
<1>=M,
<2>=1{0,2,4,6},
< 4 >=1{0,4},

<4><<2><M Ve <2>/<4>=<2>«KM/<4>=M oldugundan, bu
durumda < 4 > M'nin bir es-genis alt modiiliidiir ve < 2 > de M'in bir es-genis

genislemesidir.

Tamim 1.1.29 [2] M bir R-modil ve N <L < M olsun. N = L olmak iizere eger
L/N KM /N ise, NyeM nin es-kapali alt modiilii denir ve N <.. M ile gosterilir.

Ornek 1.1.30 M = Z, asagidaki alt modiillere sahiptir:

< 0 >= {0},
<1>=M,
<2>=1{0,2,4},

<3>=1{0,3}, N =<2 > ic¢in,K =< 0 > alt modiili N'nin tek 6z alt modiiltidr,
Ornek 1.1.19 a gére N/K = NM/K = M de dar olmadigindan, N=< 2 > M de es
kapali alt modiildiir ve N =<3 > icin K =<0 > alt modulii N nin tek 6z alt
moduludiir Ornek 1.1.19 a gére N/K = N M/K = M de dar olmadigindan N=< 3 >
M de es kapali alt modiildiir.

Tamm 1.1.31 [7,8] M bir R-modul olsun. M nin tiim dar alt modiillerinin toplamina
veya baska bir deyisle, M nin tiim maksimal alt modiillerinin kesisimine M

modullnun radikali denir ve Rad(M) ile gésterilir.

Ornek 1.1.32 M =7, olsun. <0 > ve <2 > alt modulleri Z, Un tek dar alt
modiilleridir ve dolayisiyla Rad(M) =< 0 > +< 2 > =< 2 > olur.



1.2 Baz1 Teoremler ve Modiillerin Homomorfizmasi

Tammm 1.2.1 M ve N iki modil olsun. Bu durumda f: M — N donisiimii, her
a,b € Mver € Rigin

Lfla+ b)= fla)+ f(b)

2. f(ra) = r f(a).

kosullarini sagliyorsa f ye modiil homomorfizmasi denir.

Tanim1.2.2 [5] f : M — N bir modiil homomorfizmasi olmak iizere
{m € M: f(m) =0} ile tammlanan kiimeye f in ¢ekirdegi denir ve Cekf ile

gosterilir.

Tanim 1.2.3 [5] f : M — N bir modiil homomorfizmasi olmak tizere { f(m):m €
M} seklinde tanimlanan kiimeye f in. Goruntlsi denir ve Gorf ile gosterilir.
Cekf nin M nin bir alt modilli ve Gorf in N nin bir alt modiilii oldugu kolayca

gosterilebilir.

Tanmm 1.2.4 [S] f : M — N bir modiil homomorfizmasi olsun. Bu durumda,

1. f bire bir ise f ye monomorfizma,

2. f orten ise f ye epimorfizma,

3. f bir monomorfizma ve epimorfizma ise f ye izomorfizma denir ve M = N ile

gosterilir.

Tanmmm 1.2.5 [19] f: M - N bir modiil homomorfizmasi olsun. Bu durumda,

Cekf « M ise f ye dardir denir.

Tanmm 1.2.6 [5] f: M — N bir modil homomorfizmas: olsun. Bu durumda,

Cekf « M ve f bir epimorfizma ise f ye dar epimorfizma denir.

Tamm 1.2.7 [5,9] M bir R-modil ve K, M nin bir alt modull olsun. Bu durumda
ixg: K = M monomorfizmasina igine donlisim denir. Ayrica her m € M igin
oK(m) = m + K seklinde tanimlanan oK : M — M /K doniisimii M/K Uzerine
M nin dogal (kanonik) epimorfizmasi olarak adlandirilir. Bu durumda Cekf oK =

K olur.



Teorem 1.2.8 [5] (Birinci izomorfizma Teoremi)
f:M — N bir modiill homomorfizmasi olsun. Bu durumda, M / (Cekf) = Gor f
dir. f bir epimorfizmaise, M/ (Cek f) = N olur.

Teorem 1.2.9 [5] (ikinci IzomorfizmaTeoremi)
M bir R-modul, N ve K, Mnin alt moddlleriise (N + K)/K = N/(N n K) dir.

Teorem 1.2.10 [5] (Uctincti izomorfizmaTeoremi)
M bir R-modiil olsun. Eger K < N < Mise (M/K)/(N/K) = M/N dir.

Teorem 1.2.11 [9] (Alt Moddller icin Modul Kanunu)
M bir R-modil olsun. K, L, ve N, M nin alt modiilleri olsun. Eger K < N ise
K+(@nN)=(K + L)n Ndir.

Onerme 1.2.12 [5] (Dar Alt Modiillerin Ozellikleri)

M bir R-modl olsun.

1.Eger K < N < MveKKNise K « M dir.

2. Eger N « M ise, N nin herhangi bir alt modili M de dardur.

3. Eger N, M nin bir direkt toplami1 ve K << M olmak lzere K < N ise K < N dir.

4. K + N < M olmasi i¢in gerek ve yeter sart K < M ve N < M olmasidir.

5. K <N <M iken N < M olmasi igin gerek ve yeter sart K <K M ve N/K <
M /K olmasidir.

6. Eger K K M ve f: M — N bir homomorfizma ise, f(K) < N dir.

Ispat: 1. M =L+ K olmak Uzere L <M olsun. M =L esitligini gdstermek
yeterlidir. O halde modil kanununa gére N = NN M = NN (K + L) =
(K+ L)NnN =K + (N n L) elde edilir. K,N de dar oldugundan, N = N N L
ve N < L elde edilir. Diger taraftan K < N =N N L <L oldugundan, K < L
olurM = K+ L = LolupK « M dir.

2. M =L+ K olmak lUzere K <N ve L <M olsun. M = L esitligini gdostermek
yeterlidirr M = L + K < L + N oldugundan M = L + N elde edilir. Ayrica N <« M
oldugundan L = M olmaktadir. Bu nedenle K <« M elde edilir.

3. K<N<M, KLKMve M=N @ L oldugundan L <M elde edilir.
N = K + U, U < Nolsun. Bu durumda N = U esitliginin gosterilmesi yeterlidir. O
halde M = N+ L =K+ U+ L ve KK M oldugundan M= U + L ve
U < N elde edilir. Boylece Un L = 0O sartimisaglayanU N L < N N L = 0igin



modul kanununa gére M = U@L ve N=NnNnM=NnU®®BL)=
U LNN=U®® (N nL)= Uolur. Buradanda K « N elde edilir.

4, Bazi L < M icin M= (K + N) + L olsun. M =L esitligini gostermemiz
yeterlidir. Ancak M =(K + N) + L= K + (N + L) ve K < M oldugundan,
M =N + L elde edilir ve N « M oldugundan L = M olur. Bu nedenle (K +
N) « M elde edilir.

Diger taraftan (2) geregince K < M oldugundan K < K + N « M olur. Benzer
sekilde N < K + N « M elde edilir.

5. (2) geregince N < M oldugundan K < M dir. Simdi N/K « M/K oldugunu
gosterelim. V, N/K +V = M/K sartin1 saglayan M /K nin alt modiilii olsun. Bu
durumda K < X olacak sekilde V = X/K sartin1 saglayan M nin X alt moduli
vardir. Boylece N/K + X/K = M/K olup M <N+ X dir. Ayrica meM
oldugundan m+ k € M/K = N/K + X/Kolurr m—n—x € K < Nven € N i¢in
m—x €N dir. Boylece m=m—x+x €N+ X olmasi M <N + X anlamina
gelir. N, M de dar oldugundan M = N + X ve M = X elde edilir. Buradan M/K=X/
K olup N/K « M/K dir.

Diger taraftan her X < M icin N + X = M olsun. M = X esitliginin gosterilmesi
yeterlidir. K < N oldugundan, N = N + K elde edilir. Ayrica M =N+ K+ X =
N+ (K+X) ve K<K+X oldugundan M/K = N/K + (K + X)/K elde edilir.
Dolayisiyla N/K « M/K oldugundan M/K = (K+ X)/K ve M =X+ K elde
edilir. Boylece K « M oldugundan M = X dir.

6. Bazi L < f(M) igin f(K) + L = f(M) oldugunu kabul edelim ve f(K) «
f(M) oldugunu gosterelim. f=1(f(M)) = f~H(L+ f(K)) =~ (L)+f ' (f(K)
olup M = f~1(L) + K elde edilir. Ayrica K « M oldugundan M = f~1(L) ve
f(M) = L olur. Diger taraftan f(K) < f(M) < N oldugundan f(K) « N dir.



2.SIG VE YEREL MODULLER ARASINDAKI BAGINTILAR

2.1 Sig Modiiller

Tamm 2.1.1 [5,10] M bir R-modiil olmak {izere eger M nin her 6z alt modiuli M de
dar ise, M ye si1g modiil denir. Diger bir ifadeyle, eger M nin M = N; + N, sartin1
saglayan her N; ve N, alt modulleri icin, M = N; veya M = N, ise M ye s1g modiil

denir.

Ornek 2.1.2 M = Zs olsun. Zs in tek 6z alt modiilii < 0 > ve herhangi bir modiiliin

alt modiilii dar oldugundan < 0 ><« Zz dir. O halde Zz in bir s13 modiildiir.

Ornek 2.1.3 Bir M = Z, olsun. Z, in 6z alt modiilleri < 0 > ve < 2 > ve bu alt

modullerin her ikisini de Z, te dar oldugundan Z, bir s1g modiildiir.

Ornek 2.1.4 M = Zg olsun. Zg =<2 > +< 3 > olup Zg #< 2 > Ve Zg #< 3 >

oldugundan Zg s1g modiil degildir.

Tamim 2.1.5 [1] M sifirdan farkli bir R-modiil olsun. Eger M nin tek alt modulleri
{0} ve M ise M ye basit modul denir.

Ornek 2.1.6 M = Zs olsun. Zs, < 0 > ve Zs disinda herhangi bir alt modiile sahip

olmadigindan bir basit modiildiir.

Uyan 2.1.7 Her basit modiil bir s1§ modiildiir, ancak tersi genelde dogru degildir,
ornegin M = Z, bir s1g modiildiir, ancak {0, 2}# {0}ve{0, 2}+# Z, oldugundan basit
degildir. Diger taraftan {0, 2} bir basit alt moduldur, ¢uinkii {0, 2} sadece {0} ve {0, 2}
alt modullerine sahiptir.

2.2 Giigclii S1g ve Tam Si1g Alt Modiiller ve Bunlarin Arasindaki Bagintilar
Tamim 2.2.1 [11] M bir R-modul ve 0 # K < M olsun. K < K; + K, olacak
sekilde her K;, K, < M alt moddlleri icin K < K; veya K < K, ise, K ya gii¢lii s18
alt modul denir ve SH-altmodul ile gosterilir. Eger M kendisinin giiglii s1g alt modiilii

ise, M modulline guclu-sig modiil denir.



Ornek 2.2.2 Z,'iin bir giiclii s1§ modiil oldugu, diger taraftan Z;, =< 3 > +< 4 >,
ancak Z;, £< 3 > ve Z;, £< 4 > oldugundan Z,,'nin bir giiclii s13 modiil olmadig:

aciktir.

Tammm 2.2.3 [11] M bir R-modul ve 0 # K < M olsun. Eger M nin R-alt
modullerinin herhangi bir {K;} i€A koleksiyonu bazi i€A igin K = ),;ep K; Ve
K = K; olmasm gerektiriyor ise, K ya tam si1g alt modiil denir ve CH-altmodul ile
gosterilir. Eger M kendisinin tam s1g alt modiilii ise, bir M ye tam s1g modiil denir ve

CH-modil ile gosterilir.

Ornek 2.2.4 7, tam s1g modiildiir, diger taraftan Z;, =< 3 > +< 4 >, ancak

Zi, #< 3 > Ve Z;, #< 4 > oldugundan Z,, bir tam s1g modiil degildir.

Uyan 2.2.5 [11] 1. M bir R-modil ve N < K < M olsun. Eger K, M nin SH-alt
modulti veya CH-altmodull ise, N nin, M nin bir SH-altmoduli veya bir CH-
altmodiilii olmas1 gerekmez, Ornegin <2 >, Z, Un SH-altmodili ve CH-
altmodultdur, ancak < 0 ><< 2 >, Tanim 2.2.1'e gére SH-altmodiil ve Tanim 2.2.3
e gore CH-altmodiil degildir.

2. M bir R-modil ve 0 # L < N < Molsun.Eger L bir SH-alt modil veya CH-alt
modul ise, N'nin SH-alt modul veya CH-alt modiil olmasi gerekmez, Ornegin
< 6 > 74,'ninSH-alt modiili ve CH-alt moduliidiir, ancak Z,'nin < 2 > alt modul,
< 6 ><< 2 > oldugundanSH-alt modiil degildir ve CH-alt modul degildir.

3. M bir R-modul ve K;,K, < M olsun. Eger K; ve K,, M nin SH-altmodull veya
CH-altmodilu ise, K; + K, nin M nin SH-altmodili veya CH-altmodiilii olmasi
gerekmez, omegin K; =<3 > ve K, =<4 > 7Z,;, nin SH-altmodilleri ve CH-
altmoddilleridir, ancak Z;, =< 3 > +< 4 > oldugundan SH-altmodlleri ve CH-
altmodiilleri degildir.

4. M bir R-modil ve 0 # K < M olsun. Eger her K;,...,K,, <M i¢cin K < K; +
K, + ...+ K, olmas1 K < K; veya K < K5, ... veya K < K,, olmasin1 gerektirir ise L
bir SH-alt modlddr.

Sonug 2.2.6 [11] M bir R-modiil olsun. Bu durumda

1. Her basit moduli bir SH-modil ve bir CH-moduldur.
2. M nin her basit L alt modilu bir CH-alt moduldur.

3. Her CH-modul bir SH-modaldr.
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Ispat: 1. M bir basit modill, 0 # K <M ve K =M oldugundan 0+ M = M ve
M + M = M oldugu asikardir, bu durum her zaman K = M olmas1 anlamina gelir.

2. K, M nin basit alt modili ve 0 #K <M olup K=K+0 ve K=K+K
oldugundan K = K olmasi gerekir.

3. M bir CH-modul ve 0 # K < M oldugundan baz1 i€A i¢in M=K; olacak sekilde
M = Y;ep K; vardir. O halde M < K; dir.

2.3 Yerel Moduller

Tamm 2.3.1 [5,10] M bir R-modiil olsun. Eger M bir sig modiill ve M bir tek
maksimal alt modiile sahipse, ya da bagka bir deyisle eger N, M nin bir genis alt
modili, Rad(M) = N # M ve bu durumda Rad(M)< M olacak sekilde M nin tim
diger alt modiillerini igeriyorsa, M ye yerel modul denir. Her basit modilin bir yerel

modiil oldugu, ancak tersinin genelde gecerli olmadig asikardir.

Ornek 2.3.2 Z, bir yerel Z-modiildir, ¢iinkii Z, bir s1§ modiildiir ve {0, 2} Z, in tek

maksimal alt modiludir, ancak Z, basit modiil degildir.

Tamim 2.3.3 [1] M bir R-modiil olsun. Eger M = Rm olacak sekilde bir m € M var

ise, M ye devirli modul denir.
Ornek 2.3.4Z¢ = 71 =< 1 > oldugundan Z, devirli Z-moduldr.

Onerme 2.3.5 [5] M bir R-modiil olsun. Bu durumda,

1. M in s1g modiil olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin sifirdan farkli her bolim
modiiliiniin par¢alanamaz olmasidir.

2. Asagidaki dnermeler birbirine denktir:

a. M s1g modiil ve Rad(M) # M dr.

b. M s1g ve devirli modiildiir.

c. M yerel modulddir.

12



3. TUMLENMIS, ZAYIF TUMLENMIS VE YETERLI TUMLENMIS
MODULLER

3.1 Tiimlenmis Modiiller

Tamim 3.1.1 [1] M bir R-modil ve K, N < M olsun. Bu durumda

1l M=N+K

2.N,M = N + K de minimaldir

sartlar1 saglaniyorsa, N ye K nin M de tiimleyeni veya toplam tamlayani denir.

Tanimdan anlagilacagi gibi sifir modiil her modiiliin asikar tiimlenmis modiiliidiir.

Lemma3.1.2[5]U+V = MveU NV K V olmasi igin gerek ve yeter sart V, U
nun M de bir tiimleyeni olmasidir.

Ispat: M = U + V olacak sekilde V, U nun M de bir tiimleyeni ve bazi X < V igin
(UNnV)+X = Volsun. X = V oldugunu gostermek yeterlidir. M = U+V =
U+ U NV)+X = U+ X veV minimal oldugundan X = VoluplU NV KV
elde edilir.

Diger taraftan M = U+V veU N VK Vvebaz1Y <Vigin M = U +Y olsun.
Modul kanununa gére V. =M NV = (U+Y)nV = (U n V)+Yolur. Bu
durumdaU N V « V oldugundan Y = V elde edilir. Dolayisiyla V, U nun M de bir

timleyenidir.

Ornek 3.1.3 Zg y1 ele alalm. Zg =<2 >+<3> ve <2>N<3><0>K<
2 > ve < 0 >«< 3 > oldugundan, < 2 >, < 3 > Uin bir timleyenidir ve < 3 >, <

2 > nin bir timleyenidir.



Onerme 3.1.4 [5] M bir R-modiil, U,V < M ve V, U nun M de bir timleyeni olsun.
Bu durumda asagidaki 6nermeler dogrudur.

1.BaziW < UiginW + V = MiseV, W nin bir timleyenidir.

2. Eger M devirli ise V de devirlidir.

3. Eger U, M nin bir maksimal alt moduli ise, V devirlidirve U N V = Rad(V), V
nin tek maksimal alt modulGdr.

4. Eger K <« M iseV, U + K nin bir timleyenidir.

5 EgerK « MiseV N K KVveRad(V) =V NnRad (M) dir.

6. Eger Rad(M) « M ise U, M nin bir maksimal alt modiilii tarafindan kapsanir.
7.Eger L < Uise (V + L)/L, U/L nin M /L de bir timleyenidir.

8. Eger Rad(M) « M veya Rad(M) <U ve p: M — M/ Rad(M) bir kanonik
epimorfizma ise M/ Rad(M) = p(U) @ p(V) olur.

Tamm 3.1.5 [5,8] M bir R-modiil olsun. Eger M nin her alt modulu bir timleyene
sahip ise, yani M nin her N alt modult igcin M de M = N + K ve K N N < K olacak

sekilde bir K alt modulu varsa M tiimlenmis modiil olarak adlandirilir.
Ornek 3.1.6 Z, bir tiimlenmis Z-modiildir.

Tamm 3.1.7 [1] M bir R-modul olsun. Eger M nin her alt modull, M nin bir direkt
toplami ise, M ye yar1 basit modiil denir. Bu durumda Rad(M) = 0 olur.

Ornek 3.1.8 M = Z olsun. Bu durumda Z, asagidaki alt modiillere sahiptir.

< 0 >={0},

<1>=M,

< 2 >={0,2,4},

<3>={0,3},
D <0> [ <1> | <2> <3>
<0> M
<1> M
<2> M
<3> M
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Yukaridaki tablodan da anlasilacagi gibi Zg nin tiim alt modiilleri Zg nin direkt

toplami1 oldugundan Zg yar1 basit modiildiir.

Uyan 3.1.9 Her yar1 basit modiil bir timlenmis modiildiir, tersi genelde dogru
degildir. Ornegin Z, bir tiimlenmis modiildiir ancak yar1 basit degildir. Zgise bir yari
basittir, ayn1 zamanda tiimlenmis moduldir. Clnkl Zg nin her alt modiilii Z¢ nin bir
direkt toplanamdir ve goriildiigii iizere Z¢ nin tek dar alt modiilii {0} dir ve Zg nin tek

genis alt modiili Zg dir.

Lemma 3.1.10 [1] Eger M bir yari basit modiil ise, M nin tek dar alt modilu {0} dir
ve M nin tek genis alt modiili M dir.

Ispat: M bir yar basit modiil oldugundan, M nin herhangi bir N alt modiilii igin,
M = N®K ve N n K = 0 olacak sekilde M nin bir K alt modiilii vardir, eger N dar
ise, N=NNM =NNK=0ve M=N+K oldugundan M = K dir. Bu nedenle
N = 0 olur, 6te yandan eger N genis ise, M yar1 basit modiil oldugundan, M = N +
K ve N N K = 0 olur, dolayisiyla K = 0 ve M = N elde edilir.

Onerme 3.1.11 [5] M bir R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki Onermeler
dogrudur.

1. Uve V, M nin alt modulleri, U tiimlenmis ve U + V, M de bir tumleyene sahip
olsun. Bu durumda V, M de bir timleyene sahiptir.

2. Eger M, ve M, timlenmis modiiller ise M = M; + M, de tiimlenmis modiildiir.

3. Eger M tiimlenmis modiil ise M/ Rad (M) yar basittir.

Ispat: 1. X, M de U + V nin bir tiimleyeni yani M = (U+V)+ X ve (U+V) n
X &KX olsun. Ayrica Y, U da (V+ X) n U nun bir timleyeni yani U = (V +
XNnU+Yve((V+X)Nn U)n Y K Y dir, giinki

Y<UY+V<U+V oldugunda (Y + V) n X < (U + V) n X elde edilir.

Bu nedenle (U+V) N X < X oldugundan (Y +V) N X « X olur. Bu durumda
M=U+V+X=V+X)y nU+Y+V+X =Y+V +Xve
Yn@V+X)y=YnUunW+X)KY olur. Yani Y, M de V+X in bir
timleyenidir. Buna gore

X+ NV<EXnW+V)+ n (V+X)) <X +7Y elde edilir.
Dolayisiyla X + Y, V nin M de bir timleyenidir.
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2. U, M nin bir alt modilu olsun. Bu durumda M = M; + M, + U olur ve sifir
modult M; + M, + U igin bir timleyen ve M; timlenmis oldugundan, M, + U bir
timleyene sahiptir. Dolayisiyla M, tiimlenmis oldugundan U, M de bir timleyene
sahiptir. Bu nedenle M tiimlenmistir.

3. N/Rad(M), M/Rad(M) nin bir alt modilu olsun. M tiimlenmis oldugundan,
N+K=Mve NN KK K olacak sekilde N nin M de bir K tiimleyeni vardir.
Timleyen tanimma goére, M/Rad(M) = (N + K)/Rad(M) = (N/Rad(M)) +
((K + Rad(M))/Rad(M) (N/Rad(M)) n ((K + Rad(M))/Rad(M)) = (N N

K + Rad(M))/Rad(M) elde edilir, NN K < K oldugundan NN K «< M olur.
Dolayisiyla (N N K) < Rad(M) iken (N NK) + Rad(M) = Rad(M) olmaktadir.
Bu nedenle (N/Rad(M)) N ((K + Rad(M))/Rad(M)) =0 olur. Dolayisiyla
N/Rad(M), M/Rad(M) nin bir direkt toplamidir. Bu nedenle M/Rad(M) yar1

basittir.

Sonug 3.1.12 [5] M bir R-modiil olsun. Eger M tiimlenmis ve Rad(M) = 0 ise M
yar1 basittir.

Ispat: ispat, Onerme 3.1.11(3) te verildigi gibi yapilr.

Tamm 3.1.13 [12,13] M bir R-modil ve N,K < M olsun. Bu durumda M = N + K
olmak tizere eger K, NN K < Rad(K) ise, K ya N nin M de bir Rad —timleyeni

denir.

Uyan 3.1.14 Bir M modilunin radikali, M nin tim dar alt modiillerinin toplami
oldugundan, M nin her tumleyen alt moduli, M nin bir Rad —timleyen alt

moduludur.

Ornek 3.1.15 Z¢ da, < 2 > ve < 3 > her biri digerinin bir tiimleyeni ve

< 2 >n< 3 >= {0} oldugundan, < 2 > ve < 3 > Z¢ nin Rad —timleyenidir.

Tamm 3.1.16 [12,13] M bir R-modiil olsun. Eger M nin her alt modulli bir
Rad —tlimleyene sahip ise, bu durumda M bir Rad —tiimlenmis modiil olarak
adlandirtlir, yani her M nin N alt moduli igin M de M =N+ K ve KNN <
Rad(K) olacak sekilde bir K Rad —tlimleyeni vardir.

Uyan 3.1.17 Bir tiimlenmis modiil bir Rad —timlenmis modiildiir.
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Ornek 3.1.18 Z, bir tiimlenmis Z-modiil oldugundan, bir Rad —timlenmis Z-

moduldur.

Tamm 3.1.19 [12,13] M bir R-modul olsun. M = N + K olmak Uzere herhangi bir
N,K < M igin, K de N nin bir Rad —tlimleyen L alt moduli var ise, M ye yeterli
Rad —timlenmis modiil denir. Yani M = N + K olmak Uzere her N,K < M icin,
LN N < Rad(L) olacak sekilde M = L + N sartini saglayan bir L < K vardir.

Ornek 3.1.20 Z, yeterli Rad —tiimlenmis Z-moduldiir.

3.2 Zayif Timlenmis Modiiller

Tanim 3.2.1 [14,15] M bir R-modil ve N, K < M olsun. Bu durumda,
1.M=N+K,

2.NNK K M.

ise, K ya M de N nin zayif timleyeni denir.
Ornek 3.2.2 < 2 > ve < 3 > alt moddlleri, Zg nin zayif timleyen alt modiilleridir.

Tamm 3.2.3 [14,15] M bir R-modiil olsun. Eger M nin her alt modult M de bir zay1f
timleyene sahip ise, M ye zayif tiimlenmis modiil denir. Yani her N < M igin,
M =N+ Kve NNK K M olacak sekilde K < M vardir.

Her tiimlenmis modiiliin zayif timlenmis modiil oldugu agiktir.
Ornek 3.2.4 Z,, bir zayif tiimlenmis Z-moduludir.

Onerme 3.2.5 [16,17] M bir R-modiil olsun.

1. Eger U ve V zayif tiimlenmis modiiller ve U + V , M de bir zayif tiimleyene sahip
ise V, M de bir zayif tiimleyene sahiptir.

2. Eger M; ve M, zayif tiimlenmis modiiller ise M = M;+M, bir zayif timlenmis
moduldur.

Ispat: Onerme 3.1.11 e benzer sekilde yapilir.

Onerme 3.2.6 [16,17] M bir zayif tiimlenmis R —modiil olsun.

1. M nin her boliim modiilii zayif timlenmis modiildiir.

2. M nin her timleyeni ve M nin her direkt toplami1 zayif timlenmis modiildiir.

Ispat: 1. M bir zayif tiimlenmis modiil, L, K <M ve K <L olsun. M/K, M nin
bolim modult ve L/K < M/K olsun. M zayif timlenmis oldugudan L + N =
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Mve L N N « M olacak sekilde M nin N alt modili vardir. O halde L N K <
M olup M/K=(L+N)/K=L/K+ (N+K)/Kdr. Bu durumda (L/K) N
(N + K)/K) & M/K olacagindan L/K, M/K da zayif tiimleyene sahiptir.
Boylece M /K zayif tiimlenmis modiildiir.

2. N £ M,M nin timlenmis modiilii olsun. Bu durumda baz1 K < M igin N +
K = Mve N N K « N dir. Boylece (1) geregince M /K zayif tiimlenmis modiil
ve Teorem 1.2.10 geregince M/K = N/(N N K)oldugundan f: N - M
epimorfizmasi vardir. Kerf =N N K<N oldugundan her K « M icin f~1(K) «
N olacaktir. L < N olmak tizere f(L), M de X zayif tiimleyenine sahiptir. f~1(X)
in L nin N de zayif timleyeni modiilii oldugu ag¢iktir. Boylece N zayif tiimlenmis

modiildiir. Direkt toplam tiimlenmis modiildiir ve dolayistyla zayif timlenmistir.

Tamm 3.2.7 [16] M bir R-modul ve herhangi bir N,K < M icin M = N + K olsun.
Eger N nin K i¢inde kalan bir zayif tiimleyen L alt modulli varsa, M ye yeterli zayif
timlenmis modiil denir. Yani her N K <M ve M=N+K icin LNN KM ve
M = L + N olacak sekilde L < K vardir.

Ornek 3.2.8 Z bir yeterli zayif tiimlenmis Z-moduldr.

Tanim 3.2.9 [15] M bir R-modiil olsun. Eger M nin herhangi bir kapali N alt modili
icin M =K+ N ve NNK « M olacak sekilde M nin bir K alt modull var ise bu

durumda M ye kapali zayif timlenmis modiil denir.

Lemma 3.2.10 [15] M bir kapali zayif timlenmis modiil olsun. Bu durumda M nin
herhangi bir direkt toplami kapali zayif tiimlenmis modiildiir.

Ispat: N, M nin herhangi bir direkt toplami1 ve L, N nin M de herhangi bir kapali alt
modull olsun. N, M de kapali oldugundan, M nin M = K + L ve K N L < M olacak
sekilde bir K alt modiilii vardir. Bu nedenle N = (N N K) + L olur. N, M nin direkt
toplam1 oldugundan, NNKNL=LNK KN elde edilirBu nedenle Onerme

1.2.12(3) e gore N bir kapali zayif timlenmis modiildiir.
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3.3 Yeterli Tiimlenmis Modiiller ve Diger Baz1 Tipler
Tammm 3.3.1 [5] M bir R-modil olsun. M = N + K olmak Uzere herhangi bir
N,K < M i¢in N nin K iginde kalan bir timleyen L alt modull varsa, M ye vyeterli
timlenmis modiil denir. Yani M = N + K sartin1 saglayan her N,K <M igin
M =N+ Lve L NN « L sartin1 saglayan L < K vardur.

Her yeterli timlenmis modiiliin bir timlenmis modiil oldugu agiktir.
Ornek 3.3.2 Z bir yeterli tiimlenmis Z-moduldiir.

Onerme 3.3.3 [5] M bir R-modiil olsun. Eger M yeterli tiimlenmis ise, asagidaki
ozellikler gecerlidir:

1. M nin her tiimlenmis alt modiilii yeterli timlenmis modiildiir.

2. M nin direkt toplam1 ve boliim modiilleri yeterli timlenmis modiildiir.

Ispat: 1. V, U < M ve V = X + Y nin bir timleyeni olsun. Bu durumda M = U +
X +Y olur. M bir yeterli tiimlenmis modiil oldugundan, U + X in L <Y olacak
sekilde M de bir L timleyeni vardir. Buradan X N L< (U+X) N L K L ve
M=U+X+L olup X+ L=V dir. Dolayisiyla L, X in V de bir timleyenidir.
Boylece V yeterli tiimlenmis modiildiir.

2. Tiimlenmis modiillerin her direkt toplami tiimlenmis oldugundan (1) ve Onerme
3.1.4(7) geregince M nin direkt toplami ve bolim modiilleri yeterli tiimlenmis

moduldir.

Tamim 3.3.4 [18,19] M bir R-modiil olsun. Eger M nin her alt moduli M nin bir

direkt toplamina denk gelen bir tiimleyene sahip ise M ye @-tiimlenmis denir.
Ornek 3.3.5 Z bir @-tiimlenmis Z-moduldur.

Tamim 3.3.6 [18] M bir R-modiil olsun. Eger M nin her direkt toplami @-tiimlenmis
modul ise M ye tam veya yeterli @-tiimlenmis modiil denir.

Her yeterli @-tiimlenmis modiiliin @-tiimlenmis modiil oldugu ancak bunun tersinin
dogru olmadig1 asikardir. Tersi eger M nin her timleyen alt modulu bir direkt

toplami ise dogrudur.

Tamm 3.3.7 [8,20] M bir R-modiil olsun. Eger M nin her alt modili, M nin bir
direkt toplami olarak bir Rad-timleyene sahip ise M ye bir Rad-@®-tiimlenmis modil

denir ve Rad-@-s-modul ile gosterilir.
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Ornek 3.3.8 Z, bir Rad-@®-tiimlenmis Z-moduldiir.

Tanmim 3.3.9 [20] M bir R-modiil olsun. Eger M nin her direkt toplami1 Rad-@®-

timlenmis ise, M ye bir tam veya bir yeterli Rad-@®-tiimlenmis modl denir.

Sonu¢ 3.3.10 [8] 1. Her @®-tiimlenmis modiil ve yeterli @-tiimlenmis modiil,
sirasiyla Rad-@-tiimlenmis modiil ve yeterli Rad-@-tiimlenmis moduldir.

2. Her yar1 basit modiil @-tiimlenmis, yeterli @-tliimlenmis, Rad-@-tliimlenmis
modul ve yeterli Rad-@-tiimlenmis moduldir, ancak bunun tersi genel olarak gegerli
degildir, drnegin Z, bir @-tiimlenmis ve yeterli @-tiimlenmistir, ancak < 2 > alt

modull Z, tin direkt toplami1 degildir.
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4. LIFTING, ZAYIF LIFTING VE GUCLU LiFTING MODULLER
4.1 Lifting Modiiller ve Zayif Lifting Modiiller
Tamim 4.1.1 [18] M bir R-modiil olsun. Eger M tiimlenmis ve M nin her timleyen

alt modulu bir direkt toplam ise M ye zayif lifting modiil denir.
Ornek 4.1.2 Z, bir zayif lifting Z-moduldur.

Onerme 4.1.3 [18] Bir zayif lifting M modiiliiniin herhangi bir direkt toplami da
zay1f lifting modiildiir.

Ispat: Bir tiimlenmis modiiliin herhangi bir direkt toplami ayn1 zamanda tiimlenmis
oldugundan A, M nin bir direkt toplamidir. Bu durumda M = A @ L olacak sekilde
M nin bir L alt modili vardir. A nin her timleyen alt moddlinin A nin bir direkt
toplam1 oldugu gosterilmelidir. By, A nin bir alt moduli ve A;, Ade B; nin bir
timleyeni olsun. A = B; + A; ve B; N A; K< A; elde edilir. Ancak (B; + L) N A; <
B; N A; ve bu durumda (B; + L) N A; < A; oldugu kolayca kontrol edilebilir.
M = (B; + L)+ A; oldugundan A;, M de B; + L nin bir timleyenidir. M zayif
lifting modiil oldugundan A; in, M nin bir direkt toplam1 olmas1 gerekir. Bu nedenle

A4, A nin bir direkt toplamidir.

Sonug 4.1.4 [18] Herhangi bir zayif lifting modiil yeterli @-timlenmis modiildiir.

Ispat: M zayif lifting modiil oldugundan M tiimlenmis modiil ve M nin her
timlenmis alt modilli M nin direkt toplamidir. Bu yiizden M, @-tiimlenmis
moduldir. O halde M nin her direkt toplaminin @-tiimlenmis oldugunu gostermek
yeterlidir. Onerme 4.1.3 geregince her direkt toplam zayif lifting oldugundan her

direkt toplam @-tiimlenmis modiildiir. Boylece M yeterli @-tiimlenmis modiildiir.

Uyan 4.1.5 [18] 1. M bir R-modul olsun. Bu durumda M nin zayif lifting modiil
olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin bir @-tlimlenmis olmas1 ve M nin her timleyen
alt modiiliiniin bir direkt toplam olmasidir.

2. Her zayif lifting modiil @-tlimlenmis modiildiir.



Tamim 4.1.6 [18] M bir R-modul olsun. Eger M zayif lifting ve yeterli tiimlenmis
modul ise M ye lifting modiil denir. Baska bir deyisle, eger M nin her N alt modl
icinM =A@ B, A< NveN NB K B olacak sekilde M de A ve B alt moddlleri

varsa M ye lifting modal denir.

4.2 Guglu Lifting Moduller
Tamim 4.2.1 [2] M bir R-modiil olsun. Eger N, M nin herhangi bir alt modilu ve N,

M nin direkt toplami veya dar alt modiilii ise M ye gucli lifting modul denir.

Uyan 4.2.2 1. Her yar1 basit modiil bir giiclii lifting modiildiir, ancak tersi dogru
degildir. Ciinkii Z, bir s1g Z-modiildiir, dolayisiyla < 2 >, Z, te dardir ancak bir
direkt toplam degildir.

2. Her s13 modiil bir giiclii lifting modiildiir, ancak tersinin dogru degildir. Ornegin
Z¢ bir yar1 basit Z-moduldir, ancak < 2 > ve < 3 > alt modiilleri Z; nin dar alt

modiilleri degildir.

Onerme 4.2.3 [2] Her gliclii lifting modul bir lifting moduildiir.

Ispat: M nin bir lifting modiil oldugunu gostermek icin, M nin her N alt modlii igin
M = A®B, N de A ve N N B < B olacak sekilde A ve B alt modiillerinin var oldugu
gostermek yeterlidir. M bir giiclii lifting modiil oldugundan M nin herhangi bir N alt
modult M nin dar alt modult veya M nin direkt toplamidir. Eger N << M ise M nin
bir direkt toplamu olarak bir agikar {0} alt modiilii vardir. Yani {0} N iginde olmak
Uzere NN M =N &K M oldugunda M = {0}@® M olmaktadir, dolayisiyla M bir
lifting modiildiir. Ancak eger N, M nin bir direkt toplami1 degilse, M de M = N®K
olacak sekilde bir K alt modiilii vardir ve agikca N kendisinin bir alt modulidir ve
NNK =0 <« K < M olur. Bunedenle M bir lifting moduldur.

Ancak bu 6nermenin tersi genelde dogru degildir, ¢linkii Z,, bir lifting Z-moduldir

ancak giiclii lifting modiil degildir.

Onerme 4.2.4 [2] M;ve M, bir R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler
dogrudur.

1. Eger f:M; — M, bir modiil epimorfizmas1 ve M; bir gucli lifting modal ise
f(M;) = Gorf = M, de gicli lifting modildar.

2. Eger M bir gucli lifting modul ise M /N de bir gucli lifting modaldur.
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3. f:M; = M, bir dar epimorfizma olsun. Eger M, bir gugclu lifting modul ise M, de
bir gucli lifting moduldir.

4. K, M; in bir dar alt modiilii olsun. Eger M; /K bir gucla lifting modul ise M, bir
guclu lifting moduldur.

5. f:M; — M, bir dar epimorfizma olsun. M; in bir giiglii lifting modiil olmasi igin
gerek ve yeter kosul M, nin bir giiglii lifting modiil olmasidir.

Ispat: 1. N, M,= f(M; ) in herhangi bir alt modili olsun. Bu durumda N = {x €
M;: f(x) € N}, M; ve f(N) = N nin bir alt modulidir. O halde f(N) nin, M, nin
direkt toplami oldugunu veya M, de dar oldugunu gostermek yeterlidir. Diger
taraftan f~1(f(N)) =N, M, in alt modilidir ancak M, giicli lifting modl
oldugundan N, M; in direkt toplamidir, eger N, M, in toplami ise M; de M; = N @
K nin f(M;) = f(N @ K) olmasimn1 gerektirecek sekilde bir K vardir ve f bir
epimorfizma oldugundan M, = f(N)@®f(K) olur. Dolayisiyla M, guclu liftingdir,
ote yandan eger N, M; de dar ise Onerme 1.2.12(6) ya gore f(N) < M, elde edilir
ve bu durumda M, bir giclu lifting moduldur.

2. Tanim 1.2.7 ye gore, M giiglii lifting modiil oldugundan f: M — M /N olacak
sekilde bir dogal f epimorfizmasi vardir, bu durumda (1) geregince M /N de gucli
lifting modiilddir.

3. K =Cekf olsun. 1. izomorfizma teoremine gére M, /K = M, olup M, /K bir gucli
lifting moduldur. M; in gigli lifting modiil oldugunu goéstermek icin N, M; in
herhangi bir alt modulu iken N nin M; in toplami oldugu veya M; de dar oldugunu
gostermek gereklidir. M; /K bir giiglii lifting modiil oldugundan (N + K) / K, M, /K
nin toplamidir. Eger (N + K) / K, M;/K nin toplam1 ise M;/K de bir K'/K alt
modiilii vardir ve burada M; /K = (N + K) /K @ K' / K olacak sekilde, K, K' nin
bir alt modultdir ve K', M; in bir alt modiliddr. Buna gére M; = (N + K) ® K’
dir. Ayrica K = kerf « M; oldugundan M; = N @ K' olur ve bu da N nin M; in
bir toplam1 oldugunu gosterir.

Eger (N+K) /K, M;/K de dar ise N + L = M; olacak sekilde M; in her L alt
modultinin M; = L olmasmi gerektirdigi gosterilmelidir. (N +K) /K K M;/K
oldugundan M,/K de, (N+L)/K+L/K=M, /K veya (N+K) /K +(L+K) /
K = M; / K olacak sekilde herhangi bir L /K alt modili vardir. (N +K) /K,
M, /K de dar oldugundan (L + K)/K = M;/K veya baska bir deyisle L + K = M,
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elde edilir ve K = Cekf << M; oldugundan M; = L olur. Bu nedenle N, M, de dardir
ve dolayisiyla M bir gucl lifting modaldir.

4. Tamim 1.2.7 ye gore, f: M — M /K olacak sekilde bir f dogal epimorfizma vardir
ve K & M oldugundan f: M — M /K fonksiyonu dar epimorfizmadir. Bu nedenle,
(3) e gbre M nin de bir giiglii lifting modiil oldugu elde edilir.

5. M; giglii lifting modiil oldugundan (1) e gére M, gucli lifting moduldar.

Diger taraftan f:M; — M, bir dar epimorfizma ve M, bir gugli lifting modul

oldugundan, (3) e gore M; bir guclu lifting moduldur.

24



5. SIG, TUMLENMIS VE LiFTING MODULLER ARASINDAKI
BAGINTILAR

5.1 Tiimleyen Alt Modiil ve Es-Kapah Alt Modiil Arasindaki Bagintilar

Lemma 5.1.1 [6] M bir R-modiil ve N < M olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler
dogrudur.

1. Eger N, M de bir timleyen ise N, M de es-kapalidir.

2. Eger N, M de es-kapaliise her X < N igin X < M iken X « N dir.

Ispat: 1. N, Lnin M de bir tiimleyeni olsun. Bu durumda M = N + L olup N
minimaldir. K < N ve N/K «< M /K olsun. Béylece M/K = N/K + L/K = N/K +
(L + K)/K olacak sekilde M /K da bir L/K modiili vardir ki M/K = (L + K)/K
elde edilir. Ayrica N nin minimalliginden M = K + L olur. O halde N =K ve N M
nin es-kapal1 alt modiiliidiir.

2. N=X+Y ve Y <N olsun. Bu durumda N/Y <« M/Y oldugunu gostermek
gereklidir. Diger taraftan Y < H < M olmak tzere M/Y =N/Y+ H /Y olsun.
Boylece M=N+H=X+Y+H=X+H ve XXM oldugundan M =H ve
M/Y=H /Y dir. O halde N/Y K M/Y ve N, M nin es-kapal alt modiilii
oldugundan N =Y ve X < N elde edilir.

5.2 Direkt Toplam ve Tiimleyen Alt Modiiller Arasindaki Bagintilar

Lemma 5.2.1 [8] M bir R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler dogrudur.
1. Eger N, M nin bir direkt toplam alt modulii ise N, M nin bir tumleyen alt
modultdr.

2. Eger N, M nin bir timleyen alt modili ise N, M nin bir Rad-tumleyen alt
modultdr.

3. Eger N, M nin bir dar alt modull ise N, M nin bir zayif timleyen alt modiiliidiir.



Ispat: 1. N, M nin bir direkt toplam alt modlii olsun. Buna gére, M = N + K ve
NNK =0« N olmak lzere M = N®K olacak sekilde M nin bir K alt modulu
vardir. Dolayisiyla N, M nin bir timleyen alt moduludur.

2. N, M nin bir timleyen alt modilu oldugundan, M = N + K ve N N K < N olacak
sekilde M nin bir K alt modiilii vardir. Ancak Rad(N) nin tiim dar alt modullerinin
toplam1 ve Rad(N) < N oldugundan N N K <Rad(N) olup NN K <K N <N elde
edilir. Bu nedenle N, M nin bir Rad-tumleyen alt modulGddr.

3. N, M nin bir dar alt moduli olsun. Buna gére M nin, M =N+ K ve M =K
sartin1 saglayan bir K alt modiilii vardir. Bu durumda N N K = N <« M elde edilir.

Dolayisiyla N, M nin bir zayif tlimleyen alt modiiliidiir.

5.3 Basit, Yar1 Basit, S1g ve Yerel Modiiller Arasindaki Bagintilar

Lemma 5.3.1 [1] M bir R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler dogrudur.
1. Eger M bir basit moddl ise M yar1 basit modiildiir.

2. Eger M bir basit modl ise M s1g modiildiir.

3. Eger M bir basit modil ise M yerel moduldr.

4. Eger M bir yerel modil ise M s1g modiildiir.

5. Eger M, basit modiil olmayan bir yar1 basit modiil ise M s1§ modiil ve yerel modiil
degildir ve bu lemmanin tersi de dogrudur.

Ispat: 1. M basit modiil oldugundan {0} ve M, M nin tek alt modiilleridir ve
M = {0}+ M ve {0} N M = 0 oldugundan M = {0}@M elde edilir. Bu nedenle M
yar1 basit modildiir.

2. M basit modiil oldugundan, {0} ve M, M nin tek alt modiilleridir dolayisiyla {0},
M nin asikar dar alt modiiliidiir. Buna gére M s1g modiildiir.

3. M basit modil oldugundan {0} ve M, M nin tek alt modiilleridir buna gére M (2)
ye gore asikar genis alt modiildiir ve tektir. Bu durumda M nin s1§ modiil oldugu ve
tek maksimum alt modiile sahip oldugu gosterilmistir. Dolayisiyla M bir yerel
moduildr.

4. Tanima gore yerel modiil oldugu aciktir.

5. M basit olmayan yar1 basit modiil oldugundan M nin herhangi bir N alt modilu
icin M nin M = N@® K olacak sekilde bir K alt modiilii vardir. Dolayisiyla M = N +
Kve NNK =0olmasi M # N ve M # K olmasini gerektirir. M nin herhangi bir N
alt moduliiniin M nin dar alt modiilii olmadig1 goriiliir. Bu nedenle M, si1g modiil ve

yerel modiil degildir.
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Tersi M s1g ve yerel modiil olarak alinirsa, M nin herhangi bir N alt modull igin
M=N+KninM =K ve NnNK # 0 olacak sekilde M nin bir K alt modiilii vardir.
Buna gore M basit olmadigindan M nin herhangi bir N alt modiiliiniin direkt toplami

olmadig1 ve dolayisiyla M nin yar1 basit modiil olmadigi elde edilir.

Lemma 5.3.2 [8] Eger M bir basit modul ise M tiimlenmis, zayif tiimlenmis, yeterli

tiimlenmis, lifting, zay1f lifting ve gii¢lii lifting modiildiir.

5.4 S1g, Tiimlenmis ve Lifting Modiiller Arasindaki Bagintilar

Lemma 5.4.1[12,18]

1. Eger M s1g modiil ise M bir lifting moduldur.

2. Eger M s1g modiil ise, M bir tiimlenmis modiildiir.

Ispat: 1. M bir s1§ modiil oldugundan, Uyari 4.2.2.(2) ye gore M nin bir giiclii lifting
modiil oldugu ve Onerme 4.2.3 a gére M nin bir lifting modiil oldugu anlasilir.

2. M bir s1ig modiil oldugundan, (1) e gére M bir lifting modiildiir. Dolayisiyla
Tanim 4.1.6 ye gore M bir zayif liftingdir ve Sonug 4.1.4 e gére M nin bir tam @-

tiimlenmis oldugu ve bu nedenle M nin bir timlenmis modiil oldugu agiktir.
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6. SONUC

Bu tezi son boliimiinde, elde edilen baz1 sonuglar su sekildedir;

1.
2.

Basit modiiller, ¢alistigimiz modiiller arasindaki en gii¢lii modiil tipleridir.
Kapali zayif tiimlenmis modiiller, ¢calisilan modiiller arasindaki en zayif
moddllerdir.

Diger modiil tipleri bu iki modiil yapis1 arasindadir.

Yerel modiiller s1§ modiillerden daha giicliidiir ve olarin her ikisi de yaribasit
modiller ile iligkilidir.

Tiimlenmis ve Rad-@- tiimlenmis modiiller diger modiiller ile baglantilidir.

Modiil tiplerinin birbirleriyle iligkisi agik bir sekilde asagida verilmistir.



Basit Modul

Yerel Modil Yar1 Basit Modiil

S1g Modiil

Guclu Lifting Modul

Lifting Modiil, Zay1if Lifting Modiil, Yeterli Tiimlenmis Modiil

Zayif Lifting modiil

Yeterli @-Tiimlenmis Modiil

N

@-Tiimlenmis Modiil

Timlenmis Modiil Rad-@-Tiimlenmis Modiil

Zayif Tiimlenmis Modiil Rad-Tiimlenmis Modiil

Kapal1 Zayif Tiimlenmis Modiil
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