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Bu tezde Ramanujan tipi tam fonksiyonu, modifiye q— Tricomi fonksiyonu, q— Bessel
fonksiyonu ve g - Struve-Bessel gibi baz1 6zel fonksiyonlarin fonksiyonel esitsizlikleri

lizerine caligmalar yapilmistir. Calismanin temel amaci iki ana problem {iizerine
yogunlagmaktadir. Ilk olarak, Ramanujan tipi tam fonksiyonu ve modifiye q— Tricomi
fonksiyonu icin yeni Turan tipi esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica, bu fonksiyonlarin seri
agilimlarindaki kalan terimlere iliskin cesitli Turan tipi esitsizlikler verilmistir. Ikinci
olarak, Ramanujan tipi tam fonksiyonu, qg-Bessel ve q- Struve -Bessel

fonksiyonlariin monotonluk 6zellikleri subordinasyon faktor dizisi yontemi kullanilarak

arastirilmustir.

Anahtar Kelimeler: Ramanujan tipi tam fonksiyonu, q- Tricomi fonksiyonu, g-—
Bessel fonksiyonu, gq-— Struve-Bessel fonksiyonu, Turan tipi esitsizlikler, Konveks
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In this thesis, studies have been made on the functional inequalities of several some
special functions, including the Ramanujan type entire function, the modified q-
Tricomi function, the q— Bessel function and the q— Struve-Bessel function. The main
objective of the study focuses on two fundamental problems. First, new Turan type
inequalities for the Ramanujan type entire function and the modified g — Tricomi function
are obtained. In addition, several Turan type inequalities concerning the remainder terms
in the series expansions of these functions are also established. Second, the monotonicity
properties of the Ramanujan type entire function, as well as those of the g — Bessel and
g — Struve-Bessel functions, are investigated by employing the subordination factor
sequence method.

Keywords: Ramanujan type entire function, Modified g— Tricomi function, q— Bessel

function, q- Struve-Bessel function, Turdn type inequalities, Convex function,
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1. GIRIS

Hipergeometrik, Bessel, Ramanujan, Lommel, Struve, Tricomi ve bu
fonksiyonlarin g versiyonlar1 gibi 6zel fonksiyonlar matematiksel fizigin cesitli
problemlerinde, miihendisligin bir ¢ok alaninda, ekonomide ve saglik gibi ger¢ek hayatin
bir ¢ok uygulama alaninda 6nemli rol oynamaktadirlar. Son zamanlarda ise bu
fonksiyonlar ozellikle tinivalent fonksiyonlar ve esitsizlikler teorisinde oldukca fazla

uygulama alan1 bulmaktadir.

Daha sonra esitsizlikler Hipergeometrik, Bessel, Lommel, Struve gibi 06zel
fonksiyonlar i¢in farkli yontemler kullanilarak ve cesitli yonleriyle ele alimmustir.
Bu esitsizliklerden en ¢ok bilinenlerden biri (1.1) seklindeki Turén esitsizligidir (Paul,
1950).

Turan tipi esitsizliklerle ilgili detayl1 bilgi asagidaki boliimde verilmistir.

1.1. Turan Tipi Esitsizlikler

Turan esitsizligi, ilk olarak Paul Turan tarafindan 1950 yilinda

AP (xz—l)n _iﬂ%ﬂ ) (2n—2k)!

P = =
(%) dx"| ni2" 2" = k!(n—k)!(n—2k)!

G (1.1)

seklinde tanimlanan Legendre polinomlarin sifirlarinin dagilimini arastirirken ortaya

¢ikmustir. Calismasinda x € (-1,1) ve ne{0,1,2,...} igin

(n+1)P (r)=2n+1)zP (z)-nP _(z), n=12,.. 1.2)
P (z)=0, P(z)=1 '

ve

(1-2*)P/(z) = nP _ (z)— naP (z)
(1.3)
rekiirans bagintilarini kullanarak

00 B0 0 veya [P 00T > B 0OR,.(0 14

Pn+2(x) Pn+l(x)




esitsizligini elde etmis ve Turan esitsizliginin bir anlamda miladi baglamistir. Bu esitsizlik
literatlirde Turén esitsizligi olarak bilinir. Her ne kadar Turan’in makalesi 1950 yilinda
yaymmlanmis olsada (Turan, 1950), Szeg6 1948’de yukaridaki esitsizligin dort farkl
kanitin1  sunmus ve sonucu Gegenbauer, Laguerre ve Hermite polinomlarina
genellestirmistir (Szegd, 1948). Legendre polinomlart igin ortaya konulan Turan
esitsizligi bir cok matematikgi igin biiyiik ilgi uyandirmis ve sonraki yillarda diger klasik
polinomlar ve 6zel fonksiyonlar icin Turan tipi esitsizlikler iizerine ¢alismalar

baglamistir.

1951 yilinda Thiruvenkatachar ve Nanjundiah, bu konu iizerine oldukca kapsamli
bir ¢alisma yapmig ve Turan tipindeki birkag esitsizligin kolay kanitlarin1 vermislerdir
(Thiruvenkatachar & Nanjundiah, 1951). Turan tipi esitsizlikler, fonksiyonlarin log-
konvekslik ve log-konkavlik 6zellikleriyle dogrudan baglantili olup, hem teorik hem de

uygulamali matematikte giiclii bir yontem olarak kullanilmaktadir.

En 6nemli 6zel fonksiyonlardan biri olan Bessel fonksiyonlar1 ve onun 0zellikleri
Watson’un 1944 yilinda yayimladigi A Treatise on the Theory of Bessel Functions adli
kitabinda detayli bir sekilde verilmistir. Bu Kitap, Bessel fonksiyonlarinin integral
gosterimleri, asimptotik agilimlari ve sifirlarinin dagilimlarini incelemis, daha sonraki
yillarda yazilan esitsizlik ¢aligmalarina gii¢lii bir zemin hazirlamistir. Bu baglamda
modifiye Bessel fonksiyonlar i¢in ilk Turan esitsizlikleri 1951 yilinda Thiruvenkatachar
ve Nanjundiah tarafindan verilmistir (Thiruvenkatachar & Nanjundiah, 1951). 2007
yilinda Ismail ve Laforgia (Ismail & Laforgia, 2007), 1991 yilinda Joshi ve Bissu
tarafindan bulunan esitsizligi genellestirmistir (Joshi & Bissu, 1991). 2008 yilinda
Baricz, modifiye Bessel fonksiyonunun monotonlugunu, konveksligini ve sonsuz
carpimlar temsilini kullanarak ayni esitsizligin farkh bir ispatin1 vermistir. Elde edilen
sonuglarin parametrenin belli araliklarinda 6nceki sonuglardan daha genel oldugu
gorilmektedir. Ayrica, ayni ¢caligmada hipergeometrik fonksiyonlar i¢in bazi Turan ve
Lazarevig tipi esitsizlikler de elde edilmistir (Baricz, 2008a). Yine ayni yilda Baricz,
genellestirilmis Bessel fonksiyonlar1 igin Jordan esitsizligini (Baricz, 2008b); 2010
yilinda ise birinci ve ikinci tir modifiye Bessel fonksiyonlart igin kesin Turan
esitsizliklerini ispatlamistir (Baricz, 2010). 2011 yilinda Segura, modifiye Bessel
fonksiyonlarinin oranlari i¢in smirlar ve bunlarla iligkili Turdn tipi esitsizlikler elde
etmistir (Segura, 2011). 2013 yilinda Baricz ve Ponnusamy, Laforgia ve Natalini

(Laforgia & Natalini, 2006) tarafindan elde edilen birinci ve ikinci tiir modifiye Bessel



fonksiyonlarina iligskin bazi esitsizliklerin, aslinda bu fonksiyonlara karsilik gelen Turan
tipi esitsizliklerle esdeger oldugunu gdstermistir. Ayrica, s6z konusu ¢aligmada bu
fonksiyonlara iligkin baz1 yeni Turan tipi esitsizlikler verilmistir (Baricz & Ponnusamy,
2013). 2015 yilinda Baricz, Bessel fonksiyonlarinin uygulamali matematik, biyoloji,
kimya, fizik ve miithendislik bilimlerindeki bazi uygulamalardan esinlenerek, birinci ve
ikinci turden modifiye Bessel fonksiyonlar icin integral temsilini kullanarak yeni ve kesin
Turén tipi esitsizlikler elde etmistir. Bu esitsizlikler, s6z konusu fonksiyonlarin Turan

ifadeleri i¢in hem alt hem de tist sinirlara dair kesin sonuglar1 vermektedir (Baricz, 2015).

2006 yilinda Simic tarafindan Appell polinomlarinin Turan esitsizligini saglamasi
icin bazi gerekli ve yeterli kosullar verilmistir. Diger sonuglar arasinda, elde edilen
bulgulari bazi ortogonal polinom siniflarina uygulanmistir (Simic, 2006). Ayni1 y1l, Baricz
tarafindan, Gauss hipergeometrik fonksiyonlar i¢in bir Turan tipi esitsizlik verilmistir. Bu

sonug, G. Gasper’in Jacobi polinomlari i¢in ispatladigi dnceki sonucu tamamlamaktadir

(Baricz, 2008c).

2013 yilinda Baricz ve Ismail, parabolik silindirik fonksiyonlar ve Tricomi
hipergeometrik fonksiyonlar i¢in kesin iki tarafli Turan tipi esitsizlikler elde etmislerdir.
Ispatlar, parabolik silindirik fonksiyonlar ile Tricomi hipergeometrik fonksiyonlarinin
oranlarina ait integral temsillerine dayanmaktadir (Baricz & Ismail, 2013). 2016 yilinda
Baricz ve Koumandos, birinci tiir Lommel fonksiyonlar i¢in Turan tipi esitsizlikleri
calismislardir. Ispatlarda kullanilan temel araglar, Lommel fonksiyonlar i¢in sonsuz
carpim gosterimi, bazi 6zel tam fonksiyonlarin sifirlar {izerine G. Polya’nin klasik bir
sonucu ve Lommel fonksiyonlarin Laguerre—Pdlya sinifi ile baglantisidir. Ayrica, bazi
durumlarda J. Steinig’in birinci tiir Lommel fonksiyonlariin isareti {izerine elde ettigi
sonuclar: L’Hospital kuralinin monoton bigimiyle birlestirilerek, Turan tipi esitsizliklerin
ispatinda kullanilabilecegi gosterilmistir (Baricz & Koumandos, 2016). 2016 yilinda
Baricz ve arkadaslari, birinci tiir Struve fonksiyonlar i¢in bazi Turan tipi esitsizlikler elde
etmislerdir (Baricz et al., 2016). 2019 yilinda Mehrez ve Sitnik, Fox-Wright fonksiyonlari
i¢in bazi Turan tipi esitsizlikler vermistir (Mehrez & Sitnik, 2019). 2025 yilinda Mehrez
ve Brahim, Fox—Wright fonksiyonlarinin belirttigi serilerin kalan terimleri icin yeni
Turan tipi esitsizlikler elde etmislerdir. Caligmada, hipergeometrik fonksiyonlar i¢in bazi
yeni integral temsilleri ile gamma fonksiyonunun oraninin monotonluk kriterleri temel

ara¢ olarak kullanilmistir. Bu sonuglar, Fox—Wright fonksiyonlari ve genellestirilmis



hipergeometrik fonksiyonlarin Turdn esitsizlikleri literatiirline Onemli katkilar

saglamaktadir (Mehrez & Brahim, 2025).

1983 yilinda Kershaw, gamma fonksiyonu igin log-konvekslik ve log-konkavlik
ozelliklerini kullanarak Turan tipi esitsizlikleri vermistir. Elde edilen sonuglar, Bessel ve
g—Bessel fonksiyonlarinin esitsizliklerinin gelistirilmesine bir temel olusturmustur
(Kershaw, 1983). 2004 yilinda Gasper ve Rahman, Basic Hypergeometric Series adli
eserlerinde q—serilerini ve q— Bessel fonksiyonlarini ayrintili bigimde incelemis, bu

fonksiyonlarinin esitsizlikler teorisi agisindan 6nemini ortaya koymustur (Gasper &

Rahman, 2004).

2017 yilinda Mehrez, q-—iistel fonksiyonlarin kalan terimleri i¢in bazi kesin

Turén tipi esitsizlikler elde etmistir. Elde edilen bu sonuglarin, Alzer’in 1990 yilindaki

calismasinda yer alan sonuglarin bir genellemesi oldugu gosterilmistir (Mehrez, 2017).

Bu donemde elde edilen sonuglar yalnizca teorik analizde degil, ayn1 zamanda geometrik
fonksiyon teorisinde de uygulanmis; 6zellikle yildizillik, konvekslik ve iinivalentlik gibi
kavramlarla dogrudan iliskilendirilmistir. Bu esitsizlikler yalnizca fonksiyonlarin teorik
yapisini agiklamakla kalmamis; ayn1 zamanda diferansiyel denklemler, olasilik teorisi,
matematiksel fizik, istatistik, analitik say1 teorisi ve spektral teori gibi pek ¢ok uygulama

alaninda dogrudan kullanilmaktadir.

Aymi yil, Ozkan ve arkadaslar1 modifiye Lommel fonksiyonunun integral
temsilini kullanarak alt ve (st sinirlarini elde etmislerdir (Ozkan et al., 2025¢). Ayrica,
birinci tiir modifiye Struve fonksiyon i¢in yeni esitsizlikler tiiretilmis, modifiye Lommel

fonksiyonuyla iligkili bir fonksiyon sinifinin log-konvekslik 6zellikleri incelenmistir.
Calismada, dogrudan bir sonug olarak, parametrelerin belli kogullar1 altinda ,F,(z)

hipergeometrik fonksiyonunun log-konvekslik 6zelligi de calisilmistir. Bu sonuglarin
ispatlarinda, modifiye Lommel fonksiyonunun ¢ift katli integral temsili ve ¢esitli integral

esitsizlikler kullanilmistr.

Yine son yillarda, g — 6zel fonksiyonlara yonelik ¢alismalar dikkat gekmektedir. 2009
yilinda Brahim bazi g — 0zel fonksiyonlar igin gesitli Turan tipi esitsizlikleri elde etmistir
(Brahim, 2009). 2018 yilinda Ben Said ve arkadaslart modifiye q- Bessel, Macdonal
g-—Bessel ve q-Dunkel Kernel fonksiyonlari igin ¢esitli Turan tipi esitsizlikleri

caligmiglardir (Ben Said et al., 2018). Ayni1 y1l Mehrez, g — Mittag-Leffler ve q— Wright



fonksiyonlar1 igin gesitli Turan tipi esitsizlikleri vermistir (Mehrez, 2018). 2025 yilinda

Deniz ve arkadaslari, modifiye edilmis big q— Bessel fonksiyonu i¢in bazi Turan tipi

esitsizlikler elde etmislerdir. Ayrica, bu fonksiyonun seri agilimlarinin kalan terimleri igin

de yeni Turan tipi esitsizlikler ortaya konulmustur. Yontemin temelinde, Ponnusamy ve

Vourienenin lammasi (Lemma 3.1.8) yatmaktadir (Deniz et al., 2025b).

Esitsizlikler sadece Turan veya Turan tipi esitsizliklerle simirli kalmamis aksine

Lazarevig, Wilker-tipi, Redheffer, Jordan-tipi ve Wronskians gibi bir ¢ok farkli tiirden

esitsizlikler lizerine de ¢alismalar yapilmistir. Bunlardan bazilar1 sunlardir:

1.
2.

© N o g &~ w

10.
11.

12.
13.
14.
15.

16.
17.
18.

Laguerre ve Hermite polinomlar1 (Dimitrov, 1998; Szeg06, 1948)

Ultrasferik polinomlar (Bustoz & Ismail, 1983; Bustoz & Pyung, 2001; Bustoz &
Savage, 1979; Danase, 1959; Szasz, 1950; Szegd, 1948, Venkatachaliengar et al.,
1957)

Jacobi polinomlar1 (Szeg6 1962, Gasper 1971, Gasper, 1972)

Appell polinomlar1 (Csordas & Williamson, 1974; Simic, 2006)

Pollaczek ve Lommel polinomlar1 (Bustoz & Ismail, 1997)

Askey—Wilson polinomlar1 (Abreu & Bustoz, 2000)

Birinci tiir Bessel fonksiyonlari (Joshi & Bissu, 1991; Szasz, 1950; Széasz, 1951)
Birinci tiir modifiye Bessel fonksiyonlar1 (Ismail & Laforgia, 2007; Joshi & Bissu,
1991; Thiruvenkatachar & Nanjundiah, 1951)

Ikinci tiir modifiye Bessel fonksiyonlar1 (Ismail & Laforgia, 2007; Ismail & Muldoon,
1978; Laforgia & Natalini, 2006)

Galué’nin genellestirilmis birinci tiir modifiye Bessel fonksiyonlar1 (Baricz, 2007a)
Poligamma fonksiyonu ve Riemann zeta fonksiyonu (Csordas et al., 1986; Ismail &
Laforgia, 2007; Laforgia & Natalini, 2006)

Bessel fonksiyonlar1 (Baricz, 2007b)

Genellestirilmis Bessel fonksiyonlari (Baricz, 2007¢)

Genel Bessel fonksiyonlarmin sifirlart (Lorch, 1980)

Ultrasferik, Laguerre ve Hermite polinomlarinin sifirlar1 (Elbert & Laforgia, 1986;
Elbert & Laforgia, 1987; Laforgia, 1982)

Genellestirmis hipergeometrik fonksiyonlarin oranlari tizerine (Karp & Sitnik, 2009)
Kummer ve hipergeometrik fonksiyonlarin oranlari {izerine (Sitnik, 2014)

Genellestirmis q— hipergeometrik fonksiyonlarin oranlar iizerine (Mehrez & Sitnik,

2016)



19. Fox-Wright fonksiyonlar1 (Mehrez & Sitnik, 2019)
20. Birinci tiir modifiye Lommel fonksiyonlar1 (Zayed et al., 2024).

Nitekim son zamanlarda Constantinescu (Constantinescu, 2005), Alzer ve arkadaslari

(Alzer et al., 2007) farkli tiirden esitsizlikler tizerine ¢alismiglardir.

Bu esitsizliklerin igerisinde en dikkat ¢eken ve en fazla uygulamasi olan esitsizlik tiirii
hig siiphesiz Turan tipi esitsizliklerdir. Ornegin, Riemann hipotezi i¢in gerekli bir kosul,
daha yiiksek dereceden bir Turan tipi esitsizlik biciminde ifade edilebilir. Ilgilenen
okuyucu (Csordas et al., 1986; Dimitrov, 1998; Laforgia & Natalini, 2006) makalelerine
ve orada verilen kaynaklara bagvurabilir. Bir diger uygulama 6rnegi Krasikov’un yakin
tarihli makalesinde goriilmektedir. Yazar, ¢esitli Turan tipi esitsizliklerden yararlanarak
ortogonal polinomlarin kokleri i¢in asimptotik olmayan smirlar vermistir (Krasikov,
2005). Ayrica yakin zamanda Sun ve Baricz, genellestirilmis Marcum Q-fonksiyonunun
mertebesine gore log-konkav oldugunu ve dolayistyla bir Turan tipi esitsizligi sagladigini

one stirmuslerdir (Sun & Baricz, 2008).

1.2. Baz1 Ozel Fonksiyonlarin Monotonlugu

Matematikte monotonluk kavrami, fonksiyonlarin artan ya da azalan
davraniglarinin incelenmesini ifade eden temel bir 6zellik olup analizin en 6nemli yap1
taslarindan birini olusturur. Monotonluk, yalnizca fonksiyonlarin grafiksel ya da analitik
Ozelliklerini belirlemek igin degil; log-konvekslik, log-konkavlik, majorizasyon ve
fonksiyonel esitsizlikler gibi kavramlarla olan siki iliskisi nedeniyle de biiyiik 6nem tagir.
Bu iliskiler sayesinde monotonluk, optimizasyon problemlerinden integral tahminlerine,
diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yontemlerinden 6zel fonksiyonlarin analizine kadar
genis bir uygulama alan1 bulmustur. Ozellikle log-konvekslik ve Turan tipi esitsizliklerle
kurulan bag, monotonluk kavramini modern matematigin en gii¢lii araglardan biri haline

getirmistir (Hardy et al., 1952; Mitrinovi¢, 1970).

Monotonluk iizerine ilk sistematik arastirmalar 20. yiizyilin basinda g — analitik
fonksiyonlarin tanimiyla baslamistir. 1905 yilinda Jackson, q-sinls ve g - kosinUs
fonksiyonlarmi tanimlayarak g—06zel fonksiyonlarin temelini atmis, daha sonraki
yillarda g - Bessel fonksiyonlarinin dogusuna zemin hazirlamistir (Jackson, 1905). Bu

calismalari, klasik Bessel fonksiyonlarinin teorisini biitiinliikklii bigcimde inceleyen

Watson’un A Treatise on the Theory of Bessel Functions adli eseri takip etmis, bu eser



yalnizca integral gdOsterimleri ve asimptotik agilimlariyla degil ayni zamanda
fonksiyonlarin parametreye ve argiimana gére monotonluk 6zelliklerine de deginmesiyle

Klasik literatiirde bir doniim noktasi olmustur (Watson, 1944).

1950’11 yillarda monotonluk kavrami fonksiyonel esitsizlikler ¢cercevesinde daha
kapsamli bir sekilde ele alinmistir. 1952 yilinda Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan
yayimlanan Inequalities adli klasik eser, monotonluk kavramini majorizasyon ve
konvekslik teorisiyle iligskilendirmis, Jensen esitsizligi ve tiirevsel testler araciligiyla
fonksiyonlarin artan-azalan davraniglarinin incelenmesi icin temel kriterler sunmustur

(Hardy et al., 1952).

1960’1 yillarda Bellman ve Beckenbach, Inequalities adli ¢alismalarinda
monotonlugu integral esitsizlikler baglaminda ele almig, fonksiyonlarin integral
ortalamalari lizerinden incelenmesine katki saglamistir (Bellman & Beckenbach, 1961).
1970 yilinda Mitrinovi¢ ise Analytic Inequalities adli eserinde analitik fonksiyonlarin
esitsizliklerini genis bir ¢ercevede sunmus, Ozellikle monotonluk ve log-konvekslik

kriterlerini sistematik hale getirmistir (Mitrinovi¢, 1970).

Monotonluk pek ¢ok uygulama alaninda da 6nemli rol oynamistir. Diferansiyel
denklemler teorisinde, ¢oziimlerin varligi ve tekligi iizerine yapilan ¢aligmalarda kritik
bir ara¢ olmustur (Gilbarg et al., 1977). Matematiksel fizikte monotonluk 6zellikleri,
izoperimetrik esitsizlikler ve 1s1 denklemi gibi temel problemlerde kendini gostermistir.
Polya ve Szegd’niin, Isoperimetric Inequalities in Mathematical Physics adli eseri

monotonlugun fiziksel problemlerdeki 6nemini vurgulamistir (Pélya & Szeg6, 1953).
1980’11 yillardan itibaren q— 6zel fonksiyonlarda arastirmalar ivme kazanmigtir. 1983

yilinda Harold Exton, g— Hypergeometric Functions and Applications adli eserinde g —

hipergeometrik fonksiyonlarin teorisini detayl1 bigimde ele almistir. Bu ¢alismada Hahn-

Exton q-—Bessel fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin klasik Bessel fonksiyonlariyla

baglantilari, serisel tanimlari ve temel 6zellikleri incelenmistir (Exton, 1983).

1990’larda Rahman ve Suslov, q- ortogonal polinomlarin klasik polinomlarla benzer

bi¢imde monotonluk 6zellikleri sergilediklerini gostermistir (Rahman & Suslov, 1994).

Koelink ise Askey—Wilson polinomlari ve q— Hankel doniisiimii baglaminda ¢ — Bessel

fonksiyonlarinin monotonluk 6zelliklerini ele almistir (Koelink, 1995).



2000’11 yillarda monotonluk aragtirmalar1 yeni bir boyut kazanmistir. Gasper ve

Rahman, Basic Hypergeometric Series adli eserlerinde q — serilerinin yapisini ele alarak

log-konvekslik ve monotonluk analizlerine dair kapsamli sonuglar elde etmislerdir
(Gasper & Rahman, 2004). Niculescu ve Persson, Convex Functions and Their
Applications adli ¢alismalarinda monotonlugu daha genel fonksiyon siniflarina
uygulayarak konvekslik teorisiyle iliskisini gliglendirmistir (Niculescu & Persson, 2006).

Bu siirecte 6zel fonksiyonlara dair arastirmalar da derinlesmistir.

Son yillarda ise monotonluk problemi 6zellikle hipergeometrik, Bessel, Struve,
Struve -Bessel, Lommel ve Tricomi gibi bir ¢cok 6zel fonksiyonlar igin de ele alinmistir.
2014 yilinda Baricz ve Pogéany, kuvvet serilerinin oranlarinin monotonlugu {izerine genel
bir sonucu kullanarak, modifiye Struve fonksiyonlar1 i¢in bazi monotonluk ve konvekslik
ozelliklerini ortaya koymuslardir. Elde edilen bu temel sonuclardan hareketle, modifiye
Struve fonksiyonlari i¢in ¢esitli fonksiyonel esitsizlikler ile alt ve {ist sinirlar sunulmustur.
Calismanin ana bulgulari, Joshi ve Nalwaya’nin 1998’deki sonuglarini tamamlamakta ve

gelistirmektedir (Baricz & Pogany, 2014).

Son 15 yilda ise kompleks 6zel fonksiyonlarin monotonlugu {izerine ¢aligmalar
hiz kazanmistir. Bu anlamda ilk olarak Andras ve Baricz kompleks mertebeden
genellestirilmis ve normalize edilmis Bessel fonksiyonlarinin monotonluk Ozelliklerini
calismiglardir (Andras & Baricz, 2009). 2023 yilinda Cotirla ve Szasz, birinci tiir Bessel
fonksiyonlarinin monotonluk 6zelliklerini incelemislerdir. Calismada, Andras ve
Baricz’in (Andras & Baricz, 2009) normalize edilmis Bessel fonksiyonlari igin ortaya
koyduklari agik bir problemi ¢6ziime kavusturmuslardir (Cotirla & Szasz, 2024). Ayni
yazarlar kisa bir siire sonra subordinasyon faktor dizilerinin 6zelliklerini kullanarak
normalize edilmis Lommel fonksiyonlar1 i¢in monotonluk 6zelliklerini incelemislerdir.
(Cotirla & Szész, 2023). 2024 yilinda Deniz ve Szasz, subordinasyon faktor dizilerinin
Ozelliklerini kullanarak Struve fonksiyonlarinin monotonlugu iizerine yeterli sonuglar
elde etmislerdir (Deniz & Szész, 2024).

Tim bu ¢alismalara bakildiginda, monotonluk kavraminin klasik fonksiyonlardan
baslayarak 6zel fonksiyonlara ve onlarin ¢ - versiyonlarina kadar siirekli bir gelisim
gosterdigi, ayrica log-konvekslik, log-konkavlik ve Turan tipi esitsizliklerle siki bir iligki
icinde de oldugu goriilmektedir. Baslangigta Bessel fonksiyonlarmin monotonluk

davraniglari tizerine yapilan analizler, zamanla Struve, Lommel, Tricomi, big g — Bessel



ve g-gamma fonksiyonlarina genisletilmis, q— Struve—-Bessel fonksiyonlari1 ve son

olarak Ramanujan tipi tam fonksiyonu ile de desteklenmistir. Giiniimiizde monotonluk,
hem teorik hem de uygulamali matematikte yeni arastirma alanlarinin kapisini agmakta
ve bu baglamda doktora tezi kapsaminda yapilan bu calisma, literatiirdeki bosluklar

doldurarak g-—0zel fonksiyonlarin daha genis bir g¢er¢evede anlagilmasina katki

saglamaktadir.

Bizde tim bu ¢alismalardan ilham alarak tez ¢alismamizda Ramanujan tipi tam
fonksiyon igin gesitli yeni Turan tipi esitsizlikler elde edildi. Ayrica, sz konusu
fonksiyonun seri acilimlarinin kalan terimleri igin de bazi Turan tipi esitsizlikler
ispatlanmistir. Ana sonuglarin ispatinda kullanilan temel araglar, Ramanujan tipi tam
fonksiyonun oranlarinin monotonluk &zellikleri ve q—gamma fonksiyonuyla ilgili
rekiirans bagintilaridir (Ozkan et al., 2025a). Bunun yanmisira modifiye edilmis g—
Tricomi fonksiyonu igin de bazi Turan tipi esitsizlikler elde edildi. Ayrica, bu
fonksiyonun seri agilimiin Kkalan terimleri i¢in de Turan tipi esitsizlikler ortaya
konulmustur. Ispatlarda kullanilan temel arag, q— Tricomi fonksiyonu igin oranlarin
monotonluk 6zellikleridir (Deniz et al., 2025a). q— versiyonlar baglaminda da, tez
caligmamizda Jackson ve Hahn-Exton tipindeki normalize edilmis q-— Bessel
fonksiyonlar1 i¢in monotonluk &zellikleri tiim yonleriyle incelendi. Ispatlarda
subordinasyon faktor dizisi ve fonksiyonlarin konvekslik 6zellikleri kullanildi. Calismada
ayrica q— gamma fonksiyonlar1 i¢in bazi 6nemli esitsizlikler ispatlanmistir. Ayrica, 6zel
durumda q — 1 igin Cotirla ve Szasz’in (Cotirla & Szasz, 2024) sonucuna ulagilmaktadir.
Bu calisma, genel olarak q-— 6zel fonksiyonlarin analitik, geometrik ve monotonlugu
lizerine yapilacak calismalara onemli katkilar saglamaktadir (Ozkan et al., 2025b).
Ayrica, normalize edilmis q— Struve—Bessel fonksiyonlarinin monotonluk Ozellikleri
detayli bir sekilde incelenmistir. Calismada, subordinasyon faktor dizisi, fonksiyonlarin
konvekslik Ozellikleri ve q—gamma fonksiyonun bazi esitsizlikleri kullanilarak bu
fonksiyonlarin monotonluk kriterleri ortaya konulmustur. Ayrica, q nun 6zel degerleri

i¢in bir tablo sunularak sonuglar somutlastirilmistir (Ozkan et al., 2025d).

Ayni sekilde subordinasyon faktor dizisi yontemini kullanilarak Ramanujan tipi tam
fonksiyonunun monotonluk 6zellikleri ¢alisilmistir (Ozkan et al., 2025c).



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tez calismasinda ana sonuglara ve bu sonuglara ulasmada kullanilacak olan

genel bilgilere yer verilmistir.

Tamm 2.1.1: ze Cve R(z) >0 olmak lzere
I(z)=[t"e"dt 2.1)
0

fonksiyonuna Euler gamma fonksiyonu denir (Sahin, 2011).

Gamma fonksiyonu ile iligkili olan Beta fonksiyonu, X,y >0 olmak (zere

B(x,y)= [t @-t)"dt 2.2)

seklinde tanimlanir. Beta fonksiyonu ile gamma fonksiyonu arasinda

rOOr(y) 2.3)
r'(x+y)

B(X! y) B
bagintis1 gecerlidir.
Gamma fonksiyonun bazi temel 6zellikleri asagida verilmistir:
1) T'(z+1)=1zI(2)
2) T'(n+l)=n!, neN

3 r(nJr%]:l-B-S...-n(Zn—l)\/;’ NeN

2
1
4) r(—jzﬁ.
2
Tanmm 2.1.2: neN,, aeC ve a=0,-1,-2,... olmak Uzere
I'(a+n 1 n=0; acC\{0
(), =~ &+D) _ acCi{o) (2.0
I'(a) a(a+1)..(a+n-1), neN; aeC

seklinde tanimlanan ifadeye Pochammer (Appell) semboli denir. Eger a ve a+n negatif

tamsay1 ise

10



(a) :||mM
" 0 [(a+t)

formall gegerlidir (Sahin, 2011).
I'(x) fonksiyonu ile baglantili 6nemli bir diger fonksiyon olan klasik digamma
fonksiyonu, gamma fonksiyonunun logaritmik tlrevi olup,

(%)

o0 (2.5)

v =LInre=
dx

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyonlarin seri agilimi

w=r (A1)

—=\n+1l n+x

seklindedir. Burada y Euler—-Mascheroni sabitidir. x > y(x) fonksiyonu X >0 icin artan

ve konkav bir fonksiyondur.

aeC,neN,=NuU{0} ve 0<q<1 igin q— Shifted faktériyel fonksiyonlari

(a;0), =1 (a9), =ij(1—aq"), (a;q). =Q(1—aq") (2.6)
(), =(axa),(a"a), (2.7)

seklinde tanimlanir (Gasper & Rahman, 2004).

Ayrica, (a; q)w carpimi

aq) - (@),
(a9), (aaa) (2.8)

bagintisini saglar. N pozitif bir tam say1 oldugunda ise
(a;q), =(1-a)(1-aq)--(1-ag™")

esitligi saglanir. Diger yandan, a< C ve 0<q <1 olmak lzere

_1-q
], -2

11



ve bir ne N saymin q - faktoriyeli

ol 1= Tim], =22 29

(1-a)
seklinde tamimlanir (Gasper & Rahman, 2004). Ozel olarak q —1 iken [n]q I=n! dir.

Ustel fonksiyonun q — versiyonlari,

e‘*(z):gm;z;) A<t

ve |7 <(1-q)" ve 0<q<1 icin

E,(2) 22[;] ! (2.10)

seklinde tammlamr. E (z) fonksiyonunda ozel olarak q-—>1 alinirsa klasik e’
fonksiyonu elde edilir.

Jackson (Jackson, 1910), gamma fonksiyonunun q- versiyonunu (q-gamma

fonksiyonu) 0<g<1ve x>0 icin

¥) = (q;Q)w X
Ty (x) (qx;q)w(l q) (2.11)

seklinde tanimlamistir. Ayrica,

T (x+1)=[x] Ty (x) (2.12)

fonksiyonel denklemi saglanir. Eger X pozitif bir tam say1 ise, bu durumda

Ly (x+1)=(1+q)-(1+q+...+q")=[x] != (q;q)xx (2.13)
© (=)
esitligi dogrudur. Ayrica, (2.12) ve (2.13) den
Fq(a+k):(qa;CI):’ 214
r.@ (1-q)
() NP (R iy T(VHS) W (2.15)

12



ve
(0 D s = A=) (N+k +1) (2.16)
yazilir. Klasik gamma fonsksiyonu ile g —gamma fonksiyonu arasinda

limI (x) =T(x)
q-1

gecisi vardir.
g — gamma fonksiyonun sonsuz ¢arpim formlar1 z € C olmak lGzere 0<qg<1igin
© n+1

I (2)= H

0

ve g >1 oldugu durumda ise

-z 1-
Fq(Z)Z(l—Q)l q ? H%

seklinde tanimlanmaktadir (Gasper & Rahman, 2004). I', fonksiyonunun bazi &zel
degerleri asagida verilmistir:
e I, (D=1

e I,(2)=]

2

1-
¢ I,0= 1_qq ~1+q,

. T,(4)= W A+ Q)+ q+q?),

e r,(5)-L20-a)-q)
(1-a)

=(1+q)@+9+9*)A+g+9°+0°),

vz (9;9)
e T (H=(1- — = (0 1
CI(Z) ( q) (ql/Z;q)OO ( < q < )

(%), (0<qg<1)

. T(4)=(-1"q % q>1)

¢ I (3)= ] —T(%) @>1).

13



Yukaridaki tanimlar dikkate alindiginda pozitif bir X reel sayis1 ve q>1 igin

- (x-1)(x-2)
F(=01-a)"q 2> TI(x

q

bagintisi saglanir (Gasper & Rahman, 2004).

Thomae ve Jackson, q— beta fonksiyonunu x,y >0 i¢in

B, (X, y) _ LT, (2.17)

L (x+y)
seklinde tanimlamislardir. Klasik Beta fonksiyonu ile g — beta fonksiyonu arasinda

lim B, (X, y) = B(x,Y)

gecisi dogrudur.

Bu fonksiyonun q— integral temsili ise

1
B,(X,Y) = J.Ot“(l— qr)*d,t (2.18)

seklindedir.

Ayrica, g - integrali de

J; 100d,x=@-0)Y 20" (aq")

seklinde tanimlamislardir (Thomae, 1869; Jackson, 1910).
', (x) fonksiyonu ile baglantili dnemli bir diger fonksiyon olan g — digamma fonksiyonu
v, (%),

IO B > g
”’q(x)_rq(x)_ log( q)+log(q)k2:]1 - (2.19)

seklinde tanimlanir. X =y (X) fonksiyonu tiim 0 < q <1 degerleri i¢in (0, 00) araliginda

artan olup konkavdir. g—digamma ile klasik digamma fonksiyonu arasinda
limy, (0 = ()
gecisi vardir.
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Tamm 2.1.3: f:R" —> R, fonksiyonu verilsin. ¥x,yeR" ve 1<[0,1] igin
f(AX+@A-2)y)<AT(X)+@-2)f(y)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Grasmair, 2016).
Tanmm 2.1.4: f:R" - R" olmak iizere

g(x) =log f(x)

konveks bir fonksiyon ise f fonksiyonuna log-konveks fonksiyon denir (Noor et al.,

2020).
Tamm 2.1.5: f: AcR — R fonksiyonu vx, x, € A i¢in
X <X = f(x)<f(x)

kosulunu saghyorsa, f fonksiyonuna A kimesinde monoton artan fonksiyon denir

(Rudin, 1976).

Tanmm 2.1.6: f:Ac R — R fonksiyonu vx;, x, € A igin

X <X = F(x)> (%)

kosulunu sagliyorsa, f fonksiyonuna A kimesinde monoton azalan fonksiyon denir

(Rudin, 1976).

Tanmm 2.1.7: ve C (veya R) olmak izere
zzw"(z)+zw'(z)+(zz—vz)w(z):O (2.20)
ikinci mertebeden diferansiyel denklemine Bessel diferansiyel denklemi denir.

Frobeniis metodu kullanilarak (2.20) diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢6zimi

0 b2

~ (V+n+1)

seklindedir. Burada J, fonksiyonuna V. mertebeden birinci tir Bessel fonksiyonu adi

verilir (Watson, 1944).

15



Her z e C ic¢in V. mertebeden birinci tir Bessel fonksiyonunun integral gosterimi

sm

J,(x) Icos (xsint-vt)dt- J’XS'"h ~dt
0

veya

J,(X) =LV1 j 1-t2) 2 cos(xt)dt

seklindedir (Watson, 1944).
Her z e C igin V. mertebeden birinci tir Bessel fonksiyonunu temsil etmenin bir yolu da
onu sonsuz ¢arpim bi¢iminde yazmaktir. Dolayisiyla j, ., J,(X) fonksiyonunun n.

pozitif sifirin1 géstermek tizere birinci tur Bessel fonksiyonunun sonsuz garpim gosterimi

(3)

3,(x) :m]‘!(l—J—)

seklindedir.

1.0 Jix)
Jytx) —=——
0.8 Jo(x} =v=ee

0.6

0.4 =
! “ \ \.
LY o~ .
6.2 A - JAAVaN -
- 17 v 7 Ko B o o
HS l\ \ J.l PR 3 / I N\ /f‘
. - i 1 . i ) L
A ! - \ [ ; s
! i AN A AN
. \ \ )(\ [/ \ / W \_)C-}‘C.
-0.2 \ Y I I
A

=04

Sekil 2.1. Bessel fonksiyonunun (v =0,1,2 igin) grafigi

Tanmm 2.1.8: Ve C (veya R) olmak lizere
"W'(2)+ 2w (2) - (22 +v¥)W(z) =0, zeC

denklemine modifiye Bessel diferansiyel denklemi denir.

Bu denklemin 6zel ¢6zimi vz e C igin
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.(2) :gr(n +1)F1(v+ n+1) [gjm

biciminde olup 1,(z) fonksiyonuna V. mertebeden birinci tiir modifiye Bessel

fonksiyonu denir (Watson, 1944).

JlrI £x)

2.5 o
5 ,.ff ‘.’ i
EX e 7 - 53
|| e F E i
Lix) ==~ / . i
2.5 - —
) I
7
’

P p— 7

Sekil 2.2. Modifiye Bessel fonksiyonunun (v =0,1,2,3 igin) grafigi
Tamm 2.1.9: ve C (veya R) olmak lzere
2°W'(2) + 22w'(2) + [22 —v(v+1)] w(z)=0, zeC

denklemine kiresel Bessel diferansiyel denklemi denir (Abramowitz & Stegun, 1965).

Bu denklemin 6zel ¢6zimi vz e C igin

bigiminde olup j, (z) fonksiyonuna V. mertebeden birinci tur kiiresel Bessel fonksiyonu

ad1 verilir (Abramowitz & Stegun, 1965).

1.00

0.80 Jyi =+=ee 7]
0.60
040 7T
L / K ]
f R A
0.20 + —

L .r'l s \ \\ u =l . 4
0.00 - u = - ’/—‘?I.\’ S

=040

o 5 10 15 20

Sekil 2.3. Kuresel Bessel fonksiyonunun (v =0,1, 2i¢in) grafigi
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Tamm 2.1.10: ve C (veya R) olmak Uizere

22W'(z) + 22w/ (z) - [22+V(V+1)]W(Z):0’ zeC

denklemine modifiye klresel Bessel diferansiyel denklemi denir (Abramowitz & Stegun,
1965).

Bu denklemin 6zel ¢ozimi vz e C igin

2n+v
/ 1 z
22 v+f r(n+1)r v+n+3/2)(2j

seklindedir. Burada iv(z) fonksiyonuna V. mertebeden birinci tir modifiye kiresel

Bessel fonksiyonu adi verilir (Abramowitz & Stegun, 1965).

Tamm 2.1.11: b,c,ve C (veya R) olmak Uzere;

zzw"(z)+bzw'(z)+[cz2 —v? +(l—b)v]w(z) =0, zeC

ikinci mertebeden diferansiyel denklemine genellestirilmis Bessel diferansiyel denklemi
denir (Baricz, 2008d).

Bu denklemin 6zel ¢ozimu

NS .
W ( ST(n+)T(n+v+2)\2)

seklindedir. Burada w,,,(z) fonksiyonuna V. mertebeden genellestirilmis Bessel

fonksiyonu adi verilir (Baricz, 2008d).

Burada b ve ¢ ye 6zel degerler vererek tim V. mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyon

turleri elde edilebilir. Ornegin;

%’ Wy 1y (Z) =

11v( ) J (Z) mﬁ;Lv( )'_I (Z) m&lv(z)

fonksiyonlar1 elde edilir.

V. mertebeden genellestirilmis Bessel fonksiyonu
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(-c/4)" (+b*l)22n
NIC(n+v+2t)

W, (2)= [ZVF (v +%)} zvi
seklinde yazilir. Burada

_(ccl4) v+

Fopon = NI (n+v+22)

olmak Uizere
ub,c,v (Z) = Z:an,b,c,vZn
n=0

fonksiyonu ele alinirsa Vz e C igin

w,.,(2)= [2“1“ (v+ %)]71 'y, (%)

yazilir. Pochhammer sembolil kullanilirsa,

u,.,(z)= —
b,c,v( ) Z (K)n I
seklinde yazilabilir. Burada b, ¢, v birer kompleks sayr olup x#0,-1,-2... igin
b+1 : : . . . -
kK =V+—— seklindedir. Elde edilen u,., (z) fonksiyonuna normalize edilmis
2 Gy
genellestirilmis V. mertebeden Bessel fonksiyonu adi verilir (Baricz, 2008b).
Ayrica u, ., (z) fonksiyonu
47°u"(z)+4xzu'(z)+czu(z)=0, zeC
diferansiyel denklemini saglar.
Diger taraftan 4,:C—>C ve 4, (z)= Vbc( 2) olarak tanimlanan A, fonksiyonunda;
b=1,c=1ve b=1,c=-1 alinirsa sirasiyla

J,(2)=2"T(v+1)z7"J,(2),

Z,(2)=2"T(v+1)z™"1,(2)

%

fonksiyonlar1 elde edilir.
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Bessel fonksiyonlarinda parametrelerin bazi 6zel degerleri i¢in

[2 . / sinz
Jy(2) = Esmz ‘7]/2(2)= %JI/Z(Z)zT
2 V4
I, (2)= —c0sz T (2)= EJ_M(Z)zcosz
I, = |-~ cosh R = cosh
2 =y C0sh Z L = E?yz(z)—cos z

2 . sinh z
()= Zsinn 2 Z,(2) =2 lye(2) =

z z

fonksiyonlar1 yazilir.

Diger taraftan x #0,-1,-2,... olmak tzere b, v, ceC ve zeC igin V. mertebeden

genellestirilmis Bessel fonksiyonlar1 i¢in

1. W, .\ (z) +C2W, ., (Z)=(2v+b-1)w, ., (2)

2. W, (2)+(v+b-1)w, ., (2)=2w,,,(2)
3. W, ., (2)+ CZWb,c,V+1(Z) =ww,, (2)

4, [Zivwb,c,v (Z)]: —CZiVWb’C’Hl(Z)

rekirans bagintilar1 dogrudur (Baricz, 2008d).

Sonu¢ 2.1.12: Yukanidaki rekiirans bagmtilarinda b=c=1 alinirsa klasik V.

mertebeden Bessel fonksiyonlar igin rekiirans bagintilar: elde edilir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu baslik altinda tezin temel kisminin olusturulmasinda kullanilacak tanim, lemma

ve teoremler verilmistir.

]ID:{ZeC: |z|<1} agik birim disk olsun. D iizerinde analitik olan ve f'(0)=0

kosulunu saglayan bir f fonksiyonu, tim z e igin

zf"(z

R 1+L >0 (3.1)
t'(2)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna konvekstir denir. Bu durum f fonksiyonunun D

diskinde univalentve f (D) kiimesinin konveks olmasiyla esdegerdir.

Analitik bir f fonksiyonu

f(z)= ianz" (3.2)

seklinde bir kuvvet serisine agilabilir. Bir f(z) fonksiyonu icin f(0)=0 ve f'(0)=1
sartlarina normalize sartlart denir. Normalize sartlari altinda (3.2) ile tanimli  f(2)

fonksiyonu
f(z)= z+ianz” (zeD)
n=2

seklinde yazilir. Bu fonksiyona normalize edilmis analitik fonksiyon denir.

Tammm 3.1.1: f ve g fonksiyonlari, I birim diski Uzerinde tanimli iki analitik
fonksiyon olsun. Eger f(z)=g(w(z)) olacak sekilde w(0)=0, |w(z)|<1 kosullarini
saglayan w(z) analitik fonksiyonu varsa bu durumda f fonksiyonu g fonksiyonuna

subordinedir denir. Bu subordinasyon f < g seklinde gosterilir (Duren, 1983).
Eger g fonksiyonu univalent ise f <g < f(0)=g(0) ve f (D)< g(D) gerektirmesi

dogrudur.

dizisi ve f(z)=>) az"

n=1

Tammm 3.1.2: Kompleks sayilardan olusan (bn)nZl

konveks fonksiyonu verilsin. Eger g(z) = Z:anbnzn seklinde tanimlanan g fonksiyonu

n=1
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zeD i¢in g<f sartimi sagliyorsa (b,)  dizisine subordinasyon faktor dizisi denir

(Wilf, 1961).

Tamm 3.1.3: f(z)=) a,z" ve g(z)=)_b,z" seklinde I birim diski tizerinde

n=1 n=1

taniml1 iki analitik fonksiyonun konvoliisyonu (Hadamard ¢arpimi)
(f=0)(2)=2 a,b,2"
n=1
seklinde tanimlanir (Duren, 1983).

Cauhy carpimi, Zan ve an gibi iki serinin ¢carpimini tanimlamak i¢in kullanilan
n=0 n=0

klasik bir yapidir. Cauchy tarafindan tanimlanan bu ¢arpim,
Cn = z ak bn—k
k=0

olmak lzere ZCn serisi ile ifade edilir (Rudin, 1976).

n=0

Sonug 3.1.4: Subordinasyon faktor dizisi; Tanim 3.1.1, Tanim 3.1.2 ve Tanim

3.1.3 kullanilarak asagidaki sekilde yeniden ifade edilebilir:

(bn )nzl karmagik sayilardan olusan bir dizi ve ¢ fonksiyonu

00)=2 0,0
seklinde tanimlansin. Eger her f konveks fonksiyonu igin

f*p< f
subordinasyon iliskisi saglaniyorsa, bu durumda (bn)n21 dizisine subordinasyon faktor
dizisi denir.

Lemma 3.1.5: Asagidaki iki 6zellik birbirine denktir:

I. Karmasik sayilardan olusan (bn )nZl dizisi bir subordinasyon faktor dizisidir

1 0
Il. Her zeD igin E-i-fﬂ(z bnznj >0 esitsizligi saglanir (Wilf, 1961).

n=1
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Lemma 3.1.6: Reel sayilardan olusan ( f, )nzo dizisi her ne Nigin

f,=1 f -2f ,+f.,>20ve f —f

n+2 =

>0 (3.3)

n+1 n+1

kosullarini saglasin. Bu durumda, her z D) igin

N 1
ER(1+anz“j>E (3.4)
n=1
esitsizligi saglanir (Fejér, 1936).
Lemma 3.1.6 daki kosullarin saglanmasi durumunda reel sayilardan olusan bir ( f, )nzo

dizisinin subordinasyon faktor dizisi olacagi sonucuna ulasilir.

Mocanu 1993 yilinda yaptig1 calismasinda,

Eger n>1, zeD icin f(z)=z+a_,z"" +... fonksiyonun

n+1

n

CEF

kosulunu saglamasi durumunda, f fonksiyonun konveks olacagi sonucuna varmistir

(Mocanu, 1993).

Asagidaki lemma, yukaridaki sonucun bir ¢ikarimidir.

Lemma 3.1.7: Eger &, # 0 olmak tizere f(z)= Zanz” fonksiyonu

n=1

1
—, 2€D 3.5
o) 2 °C (3:5)

esitsizligini saglaniyorsa, bu durumda f fonksiyonu konvekstir (Mocanu, 1993).

Sonu¢ 3.1.4, Lemma 3.1.6 ve Lemma 3.1.7 birlikte kullanildiginda fonksiyonlarin

monotonlugu problemlerinin ispatinda 6nemli bir rol iistlenirler.

Asagidaki lemma Turan tipi esitsizliklerin ispatinda birinci dereceden énemli bir

aractir.

Lemma 3.1.8: (a,)  ve (b,) , dizileri iki reel say dizisi, f(z)=) a,z" ve

n>0

n>1

g(2) = anz“ serileri |Z| <r diskinde yakinsak iki kuvvet serisi olsun. Eger b, >0 ve

n>0
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g(2)

n

(%) dizisi artan (azalan) ise bu durumda z - @) fonksiyonu da (0,r) araliginda
n=0

artan (azalan) dir (Ponnusamy & Vuorinen, 1997).
3.1. Ramanujan Tipi Tam Fonksiyonu

Bu baslik altinda 6nemli 6zel fonksiyonlardan biri olan Ramanujan tipi tam
fonksiyonundan bahsedilmistir. Bu fonksiyon calisilmigken Matematige, ozelliklede
seriler konusuna ¢ok 6nemli katkilar sunmus olan Srinivasa Ramanujandan bahsetmemek
haksizlik olur. Srinivasa Ramanujan (1887-1920), modern matematigin en sira dis1 ve
iiretken isimlerinden biridir. Hindistan’1in Tamil Nadu bolgesindeki Erode kentinde dogan
Ramanujan, kii¢iik yaslardan itibaren olaganiistii bir hesaplama yetenegi ve formiil
uretme becerisi sergilemistir. Resmi matematik egitimi sinirli olmasina ragmen, 6zellikle
sonsuz seriler, bolmeler teorisi, theta fonksiyonlari, eliptik fonksiyonlar ve modiiler
formlar alanlarinda kendi kendine derin ve 6zgiin sonuglar elde etmistir.1913 yilinda G.
H. Hardy’ye gonderdigi ilinlii mektup, Ramanujan’in diinya matematik camiasinda
taninmasini saglamis ve Cambridge Universitesi'ne davet edilmesine neden olmustur.
Hardy ile ytirtittigii igbirligi, sayilar teorisinin pek ¢ok alaninda ¢18ir agic1 sonuglar ortaya
cikarmistir. Bu donemde Ramanujan tau fonksiyonu, mock theta fonksiyonlari, Hardy—
Ramanujan asimptotik formiilii ve daha sonra “kayip defterler” olarak bilinen kapsamli
notlari modern matematigin temel arastirma alanlarindan biri haline gelmistir. Saglik
sorunlar1 nedeniyle 1919 yilinda Hindistan’a donen Ramanujan, bir yil sonra henliz 32
yasindayken yasamini kaybetmistir. Kisa 6mriine ragmen geride biraktigi binlerce formiil
ve genis matematiksel miras, onun sezgisel zekasinin ve yaratici giicliniin etkileyici bir

gostergesidir. Gilinimiizde Ramanujan’in g¢alismalar1 6zellikle g — serileri, moddler

bicimler, kombinatorik, sayilar teorisi ve matematiksel fizik gibi alanlarda halen yogun

bir ilgiyle arastirilmakta ve gelismelere yon vermektedir.

Ramanujan o6zdesligi, fizikte 1981 yilinda Baxter’n Hard Hexagon modeline
iligkin bir makalesinde ele alinmistir (Baxter & Rogers, 1981). Ancak, Rogers—
Ramanujan 6zdesligi, belirli dislama istatistiklerine uyan yar1 pargaciklardan olusan bir
fiziksel sistemin boliintli fonksiyonu olarak yorumlanmasi, 1990’lara kadar McCoy ve
caligma arkadaslar1 tarafindan gerceklestirilmistir (Kedem et al., 1993). Bu dislama
istatistikleri, Haldane tarafindan tanitilan ve 1998 Nobel Fizik Odiilii’ne konu olan kesirli

quantum Hall etkisinde ortaya ¢ikan kesirli istatistiklerle iligkilidir (Haldane, 1991).
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Ramanujan, literatlirde Ramanujan fonksiyonu veya q — Airy fonksiyonu olarak da

adlandirilan A, (Z) fonksiyonunu tanitmis ve bu fonksiyonun bir¢ok 6zelligini Lost
Notebooks eserinde incelemistir ( Ramanujan, 1988). Gergekten de A, (z)fonksiyonu,

pek cok Rogers—Ramanujan tiirii tanimin bir genellemesidir. Ozellikle A, (1) ve A (q)

bu tanimlamalar arasinda en iyi bilenenleridir.
2018 yilinda fsmail ve Zhang, A, (z) fonksiyonunun bir genellemesi olan ve Stieltjes—

Wigert polinomuyla iliskili olan Aq(a)(Z) fonksiyonunu tanimlamis ve incelemistir

(Ismail & Zhang, 2018).

Ismail ve Zhang tarafindan Ramanujan tipi tam fonksiyonu « >0, 0<q<1 ve

a e C olmak Uzere
2, (zeC) (3.6)

seklinde tanimlanmaktadir (Ismail & Zhang, 2018).

2017 yilinda Zhang A](a) (Z) fonksiyonunun sifirlarinin reel oldugunu kanitlamistir
(Zhang, 2017). 2021 yilinda Deniz Aq<“)(2) fonksiyonunun geometrik 6zelliklerini
incelemistir (Deniz, 2021).

d ve a parametrelerinin 6zel degerleri i¢in asagidaki

[%j I < (q-”;q)qu 7K = Z %f
A1 (q )_g (q,q)k _(q’q)n Sn[ q 1q]
Y(0;2)=3 qnz 2"=A (-2
AN gt A )

ve

fonksiyonlar1 elde edilir. Burada S (z;q) Stieltjes-Wigert polinomudur (Ismail, 2005).
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Tez ¢alismasinda Aq(a) fonksiyonun Turan tipi esitsizlikleri ve monotonlugu biitiin

yonleriyle ele alinmistir.

3.2. Modifiye — Tricomi Fonksiyonu

Riyasat ve arkadaslari, —Tricomi fonksiyonlarini 7, (q; Z) tanitmis ve incelemislerdir
(Riyasat & al., 2020). (—Tricomi fonksiyonlari, klasik Tricomi fonksiyonlarinin
genellestirilmis bir formudur. (- Tricomi fonksiyonlar: 7;(q;z), Urete¢ fonksiyon

yardimiyla

seklinde olup
T, (%2)=(-2)"T,(a:2)

bagitis1 gegerlidir. 7, (q;z) fonksiyonlarinm seri formu

1 & (—1)k 7"
1,(92)= - 3.7)
(%2) (a;0) kz_:?(q;q)k q";q),
seklindedir. 7, (q;z) fonksiyonu |z| <1 i¢in yakinsaktir. Ozel olarak g —1 igin
T(2)= iizk (3.8)
" T k!(n+k)! '
klasik Tricomi fonksiyonu elde edilir (Andrews, 1985).
Modifiye (— Tricomi fonksiyonu ve modifiye Tricomi fonksiyonu sirasiyla
C,(9:2)= : i ka (3.9)
(a:9), = (0 a), (a"*q),
ve
0 Zk
C(2)=> —— (3.10)

= k!(n+k)!

seklinde tanimlanir.
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Tricomi fonksiyonu, uygulamali matematik ve matematiksel fizigin bircok alanda

uygulamasi olmasi nedeniyle 6nemli 6zel bir fonksiyondur.

Tez calismasinda C,(q;z) fonksiyonu icin Turéan tipi esitsizlikler ayrintili bir sekilde
calisiimastir.

3.3. — Bessel Fonksiyonu

Bessel fonksiyonlarinin en eski bilinen q— versiyonlari , 1903-1905 yillar1 arasinda

F. H. Jackson tarafindan tanitilmis ve daha sonra Ismail tarafindan giincel olarak yeniden

yazilmustir (Ismail, 1982). ismail, q— Bessel fonksiyonlarini

v+l. o n _n(n+v) 2n+v
19 (z,0)= (q )wz ) 4 )(5j (3.11)

n:O ( v+l’ q

ve

V+1 - n _n(n+1)/2

( q; w - 0 ( v+1; q)n
seklinde tanimlamis (Annaby & Mansour, 2012). Burada 0<q<1, v>-1ve ze Cdir.

Literatirde J® ve J® fonksiyonlar1 Jackson ve Hahn-Exton q— Bessel fonksiyonlari

olarak da bilinirler. Ayrica, q — Bessel fonksiyonu normalize degildir.

g — Bessel fonksiyonun bazi normalize edilmis halleri
o, (z,0)=(1-q) 2’z 23® («/E q)

_(09), & (1" (1-0)
(g;q zo 4"(:9), (9"q)

n

ve

¥, (z,9)=(1-q)’ 2% zlﬁ%Jv“) (\/z/_z; q)
_(a"a), $ (a0,

(€0, & 2'(qa),(a5q),

seklindedir.
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®, ve ¥, fonksiyonlari

(0;9)..(9""; ),
(@ a), @-a)"

L, (v+n+l)=

bagintis1 yardimiyla, sirastyla

. S (-1"g"" 41
®,(z;9)= - - z (3.13)
Zo 4(q;9),(1-0a)"T,(v+n+1)
ve
. e (_l)n qn(n+l)/2 o
Y (z2;0) =) — - z (3.14)
Z; 2(0;q),1-9)" T, (v+n+1)
seklinde yazilir.

Tez g¢alismasinda @, ve ¥, fonksiyonlarnin monotonlugu ayrintili bir sekilde

calisilmgtir.

Klasik birinci tir Bessel fonksiyonu J,(z), Jackson ve Hahn-Exton ¢ - Bessel

fonksiyonlarinin dzel bir halidir. Ozellikle, g — 1igin
JP(@-a)z;0)=1J,(2)
ve
I(A-a)z;9)=J,(22)
fonksiyonlar1 elde edilir.
3.4. q - Struve-Bessel Fonksiyonu
2022 yihinda Oraby ve Mansour, H¥(z;q%) q-— Struve-Bessel fonksiyonlarin

s=2,3i¢in ge(0,1), SR(V)>—% ve z e C olmak Uzere

o _1k 2k%+2kv+2k 7 2k+v+l
H?(z,97) =) ( ;q 3 [1+ j (3.15)
k‘°Fz(k+)rz(k+v+j 9
q 2 q 2

ve
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o 1 K K24k 7 2k +v+1
HO (%) =) (3 ) {1 j (3.16)
k“)1“2(k+ j (k+v+ ) +4
g 2) ¢ 2

seklinde tanimlamistir (Oraby & Mansour, 2022). Bu fonksiyonlar normalize degildir.

g — Struve-Bessel fonksiyonlarinin normalize edilmis versiyonlari

n,(2:9%) = 1+0)'2 2 HO(VZ: 0?)
(3.17)

( 1)k 2k2+2kv+2k

Zk+l

:Z 3 ,
k=°1“2[k+2j [k+v+ j(1+q)2k+1

£(2:q7) = A+0)'z 2 HO(VZ:q?)
(3.18)

Z

r (k+ j (k+v+ j(1+q)2k+l |

2,9 =(1+9)'2'HP (z,9%)

i (-1 g
=0

(3.19)

2
55 (-Dq" ks
k=

°T (k+ j (k+v+ j(1+q)2"+l

7, (.97 =(1+a)'2 ' HP (,0°)

ve

(3.20)

2
(_1)kq2k +2kv+2k .

kol“z(kJr‘;’j (k+v+ j(1+q)2"+l

seklindedir.

Tez c¢alismamizda - Struve-Bessel fonksiyonlarinin bu normalize hallerinin

monotonluk incelemesi yapilmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, c¢alismamizda elde edilen bulgulara yer verilmistir. Bu tez
caligmasinin temel amaci iki ana problem {izerine yogunlagmaktadir: bunlardan ilki
Ramanujan tipi tam fonksiyonu ve modifiye g — Tricomi 6zel fonksiyonlarinin Turan tipi

esitsizliklerinin incelenmesi, digeri ise Ramanujan tipi tam fonksiyonu, q- Bessel ve

g — Struve-Bessel 6zel fonksiyonlarinin monotonluk 6zelliklerinin arastirilmasidir.

Bu tezin arastirma bulgular: kismi bes boliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde Ramanujan tipi tam fonksiyonu ile ilgili genel bilgiler verilmekte
ve bu fonksiyon i¢in bazi Turan tipi esitsizlikler verilmistir. Ayrica, sz konusu
fonksiyonun seri agilimindaki kalan terim i¢in bazi Turan tipi esitsizlikler elde edilmistir.
Ana sonuglarin ispatinda kullanilan temel araglar, Ramanujan tipi tam fonksiyonun
oranlarmin monotonluk o6zellikleridir. Ispatlarda elde edilen sonuglar grafiklerle de

desteklenmektedir.

Ikinci béliimde, 6nemli bir diger 6zel fonksiyon olan Tricomi fonksiyonu
hakkinda genel bilgiler verilmekte ve modifiye q-Tricomi fonksiyonu ve seri
acilimindaki kalan terim i¢in bazi Turén tipi esitsizlikler elde edilmistir. Teoremlerin
ispatlarinda yine monotonluk 6zelliklerinden yararlanilmis ve bu ¢aligmada da elde edilen

sonuglar grafiklerle desteklenmistir.

Ucgiincii  boliimde normalize edilmis Jackson ve Hahn-Exton q— Bessel

fonksiyonlart i¢in subordinasyon faktdr dizileri yontemini kullanarak monotonluk

Ozellikleri arastirilmistir. Ayrica, q —1 0zel durumunda, Cotirla ve Szasz’a ait sonug

elde edilmektedir (Cotirla & Szész, 2024).

Dordincu bolimde ise Ramanujan tipi tam fonksiyonun monotonlugu tizerine
yapilan ¢aligmalara ait bulgular verilmistir. Ana teoremin ispatinda subordinasyon faktor

dizisi yontemi kullanilmigtir.

Son boliimde ise yine subordinasyon faktor dizisi yontemi kullanilarak normalize

edilmis g - Struve-Bessel fonksiyonlarinin monotonluk 6zellikleri ¢alisilmistir. Elde

edilen baz1 veriler grafiklerle desteklenmektedir. Ozel fonksiyonlarm monotonluguna

iligkin literatiirde yer alan baz1 ¢aligmalara yer verilmistir.
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4.1. Ramanujan Tipi Tam Fonksiyonu icin Turan Tipi Esitsizlikler
Ana sonuglarimizin ispatinda killanilacak lemmalarin ilki asagidaki sekildedir.

Lemmad4.1.1: a>0, >0 ve 0<qg<1olsun. Budurumda z € C igin

Aéa) (qa+l; Z)— A\ga) (qa; Z) _ qoz+aZ (@) (qa+l; an Z) (41)

bagimtis1 dogrudur (Ozkan et al., 2025a).

. : . .2
Ispat: A fonksiyonunda a yerine q° ve z yerine —_ yazilirsa

Aga) (qa+l; Z/qza)_ Aga) (qa; Z/qza)

) b ((qa+1;q)k _(qa;q)k)qak2 . k
2 (a:9), (q J
4.2)

:i((qa”:Q)k—(qa;q)k)qakz[ Z j

e (a;9), q*

B () ) W L

(a:0),.,

elde edilir. Ayrica, (2.12) ve (2.14) bagintilar1 dikkate alindiginda

T, (a+k+1) (qaﬂ; Q)k

@) (o

ve

1_qa+k+l
r k+2)=
(a+k+2) g

Fq(a+k+1)

esitlikleri yazilir. Buradan

(qa+l;q)k+l _(qa;q)k+l
(1—q)k+11“q (a+k+2) (1—q)k+1 I, (a+k+1)

Io(a+l) I, (a)
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q° (1-9)" (1-0"*)r, (a+k+1) 1) go
_ — QA 1 + a+; 43
r(arD q° (1-9**)(a*" ), (4.3)
esitligi elde edilir. Dolayisiyla
(a; a),,, =(2-9"")(a; 0),
esitligi (4.3)’ de yerine yazildiginda
a+ a (q’q) +: a+
(q ; q)k+l (q q)k+1 q (q;q;kl (q 1’q)k
bulunur. Boylece elde edilen son bulgular (4.2) esitliginde yazilirsa
a+l.
(@] art. £ () _ _ata ( q)
q 'V og q, a | = z
%(qzj%[qzj kZ; ),
_qa+a A\;a) (qa+1’q Z)
sonucuna ulagilir.
Boylece lemmanin ispat1 tamamlanmistir.
Lemma4.1.2: 1>0 ve 0<q<1 olmak lizere
I, (x+4)
f(gx)=—"—<
SREE
fonksiyonu (0,00) araliginda artandir. Ayrica m,n, x >0 i¢in
L, (x+m)Cy (x+n)<T, (X)L, (x+m+n) (4.4)

esitsizligi dogrudur (Ozkan et al., 2025a).

Ispat: f,(q;x) fonksiyonun logaritmik tirevinden ve (2.19) ile tanimli q-—

digamma fonksiyonunun monoton artanligindan (bkz. syf 24)

(%) Ty (x+4) Ty (x)
X)) To(x+4) To(x)

yazilir. Buradan X+ f, (q;x) fonksiyonunun (O,OO) araliginda artan oldugu goriilir.

=y, (x+24)=w,(x)>0 (4.5)

Dolayisiyla, m,n>0 ve 0<q <1 degerleri i¢gin
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fo(a;x)< f, (g, x+n)
elde edilir. Boylece lemmanin ispat1 tamamlanmistir.

Asagidaki ilk teorem Ramanujan tipi tam fonksiyonun Turan tipi esitsizliginin ¢?
durumuna gore sagladigini gosterir.

Teorem4.1.3: a> x>0, a,x>0 ve 0<q<1 olmak lizere

(A (@) = A (a5 x) A (0" 1x) 20 (46)
Turén tipi esitsizligi saglanir. Ayrica, bu esitsizlik kesindir (Ozkan et al., 2025a).

ispat: (0,0)5 x> F7 (a,q; x) fonksiyonu

F (aax) = (A7 (a5x)) - A (0t A (0 45%)
seklinde tanimlansin. Lemma 4.1.1 dikkate alindiginda,

Fra(a,0:%) - F (a,g:x)

= AT 0 ) A7 (0 ) - AT (07 AT (a7 )

= A (A (A7 (a7 x) = A7 (a7 x))

A (o) (A (a7 5x) = A (a5 ))

g (g ) A (G g

A (g ) A ()

=076, (d:x)
yazilir. Burada

G, (ax) = A (010 ) AT (0" 0x) —a A () AT (073 x)
dir.Ayrica, Cauchy carpim yardimiyla

Aga) (qa—y , anX) A(;Z) (qa+y+l; X)
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ve

esitlikleri elde edilir.

Yukaridaki islemler dikkate alindiginda,

2] .

k=0 j=0 k=0 7

yazilir. Burada

a—u. a+u+l. P(k=0) [ y2ai _ q2u+le2a(k-])
OB et W A L g
(@), (a:a),,

dir. Ayrica, (4.8) esitliginden

T (a,6,0)+T, (3, 4:0)

_ .q e . |:(qa—,u;q)j (anH;q)k,j (anj _q2y+l+2a(k—j))

+(qa—,u;q)k7j (qa+,a+l; q)] (an(k—j) _ q2,u+1+2aj )j'

yazilir.

(T (2. :0)+ T8 (2 ) X+ 2T (2, g

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Simdi, (4.4) esitsizliginde x=a—u+ j, m=k—-2j ve n=2u+1 degerleri dikkate

alindiginda

I (a-u+k—j)T,(a+u+ j+1)<T (a—pu+ ) (a+u+k-j+1)
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bulunur. Diger taraftan

ry@+k) (a%q),
r',(a) (l—q)k

bagintis1 dikkate alindiginda

Iy(a-p+k=j) (a*:a), |
C(a-w) (-0

I, (a+p+1+j) _ (qa””liQ_)j
Fq(a+y+1) (1_q)J

ry(a-p+j)_(47"50),
1ﬂ0| (a_'u) (1_q)j

ve

_ ’q)kfj
T (a+u+l)  (1-q)""

[ (a+u+l+k—j) (qwﬂ'

esitlikleri yazilir. Yukaridaki esitlikler (4.10) esitsizliginde yazilirsa
(qa—,u : q)kij (qa+,u+l; q)J < (qa—u ; q)J (qa+y+1; q)kij (411)

elde edilir.

Belirtmeliyiz ki jéﬂ%ﬂ olmast k—2j>0 esitsizligine denktir. BOylece, (4.10)

esitsizligindeki m =k —2j se¢imi dogrudur. Ayrica, 0 < g <1 olmak lzere

q2aj _q2,u+l+2a(k—j) >0

dir. Boylece, (4.11) esitsizligi (4.9) esitliginde yazilirsa

79 (a,10)+ T, (2, 0)

__ 19 |:(qay;q)j (qa+,u+l;q)k7j (anj _q2,u+1+2a(kfj))
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+(qa—,u;q)k_j (qa+,u+1;q)j (an(k—j) _q2y+l+2aj ):|

. qi +(k=j) (qa—,u;q)kij (qa+y+l;q)
(a:0), (@:0),

i ><|:<q2aj +q2a(k—j)):|(1_q2y+l) (412)
>0

elde edilir. Bunlarin yamsira (4.7) esitliginde a>u>0, 0<q<1, 7 (a,2,9)>0
E,k
esitsizlikleri ve (4.12) esitligi dikkate alindiginda G, (q; X) >0 yani
Fri(a,ax)-F7(a,q;x)>0
bulunur.

Dolayisiyla F (a, q; X) =0 oldugundan

Fa(a0:x)
=(F,..(a,a:x)-F,(a,0:x))+(F,(a,a;x)-F,,(a,q;x)) (4.13)
+...+(F (a,0;x)-F)(a,0;x)) > 0

olur. Boylece (4.13) esitliginden (4.6) esitsizliginin saglandigi goriiliir. Son olarak, bu
esitsizligin kesin oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Af‘) nin tanimindan
(@) ((yatu. (@) ((ya—s.
A0 A (0
x—0 a . 2
(A (a*:x))

oldugu kolayca goriiliir. Sonug olarak (4.14) limitinden (4.6) esitsizliginin kesin oldugu

=1 (4.14)

sonucuna varilir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanmigtir.

Asagidaki teorem Ramanujan tam fonksiyonun Turan tipi esitsizliginin @ degiskenine

gore sagladigini gosterir.

Teorem4.1.4: a>0, >0 ve 0<qg<e* olsun. Budurumda x>0 igin

A7 () A7 (0750) | 0 (A () 20 419

Turén tipi esitsizligi saglanir. Ayrica, bu esitsizlik kesindir (Ozkan et al., 2025a).

Ispat: I', fonksiyonu ile g— Shifted faktoriyeli arasindaki
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ry@+k) (a%q),
r',(a) (l—q)k

bagintist dikkate alindiginda Ag“) (a;x) fonksiyonu igin

@[ qae_ X ¥ (qa;q)kqakz k:qu(a”Lk)qakz K
A (q ’1—qj 20a ” ZFq(a)(q;q)kX

= (aa),(L-q) i3

esitligi yazilir. Simdi Aé“)[qa;ﬁj fonksiyonunu
ak?
Al(a) a. X ]._ ()| qa- X _ S FQ(a+k)q k
q*;,— |=T,(a) (q ; j_ X (4.16)
A ( l1-q) ° A 1-g kz(; (9:9),
seklinde tanimlayalim. Dolayisiyla (4.16) tanimindan
2
Ala) a+1.i
[A‘ [q ’qu]
» [ (a+k+1)q“"2 = T (a+k+1)q”‘k2
=) 4 X<x Y X" 4.17
kzz(; (9:9), kzc; (9:9), @17
vyl (a+ j+1)r, (a+k—j+1)q ") .
k=0 j=0 (q;q)j (q;q)k_j
ve
A(a) a.i Ala) a+2.L
A Lq ’1—qj (q ’1—qj
= (a+k)q“k2 = (a+k+2)q"fkz
=y L xxy X" 4.18
Z:: (a:a), g (9:9), 419
; . oz(k—')2+'2
:izkll“q(a+j)l“q(a+k—1+2)q [0 J)Xk
= (CHINCHI

Cauchy carpimlari yazilir. BOylece (4.17) ve (4.18) esitlikleri ve
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[, (x+1) _ 1-g*
r,x)  1-g

rekiirans bagintis1 dikkate alindiginda

(4.19)
SN ) af(-iy*+1?)
=2 2T (aa)d
k=0 j=0
esitligi yazilir. Burada
T, (a+j)T,(a+k-j+1)g*(q' —g“ "
Tj(,lk) (a;q): Q( J) q( - J )q (q q ) (4'20)
(1-a)(a:a), (@:a),
dir.
Farz edelim ki k ¢ift dogal say1 olsun. Bu durumda,
K 2
ST (aq)
j=0
(4.21)
ky 2
2 + —j 2+
WG oerr) ZTFB (@a)g ) g 219 (aiq)

J—E+1 2'

k-1
N2 .
42

< i al(k-j) aﬁ .
= S [T, @a)d " T @)

2’

elde edilir. Son esitlik kdogal sayilarmim tek olmasi durumunda da saglanir. Diger

taraftan

[, (x+1) _ 1-q*
r,(x) 1-q

rekirans bagintisi (4.20) esitliginde dikkate alindiginda,

9T, (a+j)T,(a+k—j)¥.(a;q)

(1-9)"(a:q), (o), ,

(4.22)

T (0)+ T (a50) =

esitligi elde edilir. Burada
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\PJ,k (a;Q) = (1—q)(qj +qk_j)+qa+k (qk—21+1+q21 —k+l )

=qj (1_q_qa+k—j)+q (1 q- qa+j) qa+2(k—j)+l+qa+2j+l

a+2(k—j)+ qa+2j+1

>q' (1-9-0°)+09"' (1-q-q°)+q "

a+2 k—j)+ qa+2j+1

=(a’+a“7)(1-a-q*)+q" "+

dur. (4.22) esitliginin isareti ¥, (a;q) fonksiyonuna dolayistyla da 1-q—q* ifadesinin

isaretine baglidir. Dolayisiyla, a>0 ve 0< Q< e’ oldugundan

a

1-9-9°=q°(qg

—a

_ ql—a . 1)

elde edilir. Boylece, ¥, (a;q) >0 yani
T8 (a;9)+TE  (a;9)>0

sonucuna varilir. Ayrica 0< ¢ <e™ oldugundan (4.20) esitliginden T ( a; q) >0 oldugu
2

aciktir. Sonu¢ olarak (4.19)-(4.22) esitlikleri dikkate alindiginda teoremde istenilen

esitsizlik elde edilmis olur.

Boylece teoremin ispat1 tamamlanmistir.

Sonug 4.1.5: a,x,a>0 ve 0<Q< 1 olsun. Bu durumda Teorem 4.1.3 ve Teorem
e

4.1.4 dikkate alindiginda
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o AR,
=T )

esitsizligi saglanir (Ozkan et al., 2025a)..

a

Sonu¢ 4.1.6: Nimerik hesaplamalar 11_qa+1

sabitinin en iyi ihtimal oldugunu

gOsteriyor. Bunun igin

F) (g;x) = A&Ea)(qa;X)A;a)(qaj;x)

ve

fonksiyonlarini gozoniine alalim. Bu fonksiyonlarin Q :1 ve :% degerlerindeki
€

grafikleri asagida verilmistir (Ozkan et al., 2025a).

e JE A RNAREEEE

Sekil 4.1. Fl(l)( £iX) ve G, (%) fonksiyonlarin grafikleri
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St~ —

[P — — o —

Sekil 4.2. Fl(l) (%4:X) ve G, (%) fonksiyonlarmin grafikleri

Asagidaki teorem Ramanujan tam fonksiyonun Turan tipi esitsizliginin @ degiskenine

gore sagladiginmi gosterir.
Teorem 4.1.7: « >0, a<(0,1] ve 0<q<1 olsun. Bu durumda

2

Ag")(a;x)Ag“”)(a;x)—(Ag"”)(a;x)) >0 (4.23)
Turan tipi esitsizligi X >0 ic¢in saglanir. Ayrica, (4.23) esitsizligi kesin olup sabit
¢, (a;q)=1 degeri

A (@) A (%) ¢, (20) (A () 0
esitsizligini saglayan en iyi sabittir (Ozkan et al., 2025a).

ispat: A'“)(a;x) fonksiyonun tanimindan

w1 (g < (@A AT
A )(a’x)_kz (9:9),

» (Uerl)k2

o

ve

esitlikleri yazilir. Serilerin Cauchy ¢arpimindan
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ve

(4.24)

elde edilir. Burada
T (a;q) = g 0D (qu _gld )

dir. (4.24) esitliginin isareti o >0 ve 0<q<1 olmak Uzere T (a q) fonksiyonun

isaretine baglidir. Ayrica k € N, igin

k(a:q)( 0) Tk (@:9)
2 (a:a); (o), |

j=0

(4.25)

k-1
|[ 2]‘ a;q),(a;0),_ J[T(Z) a; q)+Tk(_2}'k(a;q)]
(a9), (@),

yazilir. Diger taraftan
T (a;q) =g e’ (qu _q<k—j>2)
ve
T2 (a:0) = eI e (qwnz _q" )

esitliklerinden
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2 i , Y
T2 (er0)+T, () =" J))(q’ —q(k”) <0 (0<q<1)

bulunur.

Boylece (4.24) ve (4.25) ifadeleri birlikte diisiiniildiigiinde
(A (@) ] - A (%) A (%) <0

esitsizligi elde edilir.

Simdi (4.23) esitsizliginin kesin oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

Gé“) (a;x)= Aga) (a;x) Agaﬂ) (?; X)
|:Aéa+l) (a; X):|

fonksiyonunu ele alalim. Cauchy ¢arpimi yardimiyla Géa) (a; X) fonksiyonu
(a:q),(a:q), " @D

(a:0), (@),

AR (aaia)=

ve

(a;q)j (a;q)k_j q(‘“l)(j +(k-J) )

B\ (a,aiq) = CHINCH)

olmak Uizere

A% (a,30) X

M~

J

I
o

Gé") (a;x) =

1|21
Mx

S 6 (2o

]

=
Il

o
Il

o

seklinde yeniden yazilabilir. Simdi G((]a) (a; X) fonksiyonunun monotonlugunu gostermek

icin Lemma 3.1.8 kullanilacaktir. Bunun icin C{? (q) fonksiyonu

seklinde tanimlansin. Bu durumda gerekli islemler yapildiginda
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elde edilir. Sonug olarak (szk) (q)) fonksiyonu azalmayandir. Dolayisiyla,

j=0

orani da artandir. BOylece, Lemma 3.1.8 dikkate alindiginda X > Géa) (a; X) fonksiyonun
(0,) arahginda artan yani G\”(a;x)>G\”(a;0)=1 elde edilir. Bu ise (4.23)
esitsizliginin kesin oldugunu gosterir.

Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Sonug 4.1.8: Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.7°deki sonuglarm f(X)=x" ve p>1
olmak uzere A\g“) ( f (qa);x) bicimindeki daha genel fonksiyonlar iginde gecerli oldugu
agiktir.

4.1.1. Ramanujan Tipi Tam Fonksiyonun Kalan Terimleri i¢cin Turan Tipi

Esitsizlikler

Asagida belirtilen Ustel fonksiyonun
n k

Rn(x)zeX—Z% (neN,, x>0) (4.26)

k=0
kalanini ele alalim.

Son zamanlarda baz1 matematikgiler R, (x) fonksiyonu igin farkli esitsizlikler elde ettiler.

Ozellikle Szegd (Szegd, 1928) ve Watson (Watson, 1928) bu problem (izerine 6nemli
calismalar yapmuslardir. Ilk olarak Ramanujan
1 ni(e"-2R,(n) 1

§< o <E (nEN)

esitsizligini elde etmistir (Hardy et all., 1927).

1943 yilinda Kesava Menon, R (X) fonksiyonuyla alakali
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R (X)R,,,(X) —%(RM(X))Z >0 (neN, x>0) (4.27)
Turan tipi esitsizligini ispatlamistir (Kesava, 1943).

1990 yilinda Alzer (4.27) esitsizliginde m(n) :% sabitinin en iyi ihtimal olmadiginm

gostermistir. Caligmasinda

Rn(X)Rn+2(X)_mbest(Rn+l(x))220 (X>01 HENO)

esitsizligi i¢in en iyi sabitin m . (n) = n +§ oldugunu gostermistir (Alzer, 1990).

Daha sonra ise Sitnik yaptigi calismada
2
(R,(¥)) -R_(MR,.(x)=0 (neN;, x>0)
Turan tipi esitsizliginin kesin oldugunu gostermistir (Sitnik, 1993).

Bu bolimde R, (X) fonksiyonun Turan tipi esitsizligi lizerine yapilan ¢aligmalardan

esinlenerek

(@) N aq _ v (@), 4.28
A (a;x) = (a;x) Z ) Z qq) (4.28)

k=n+1

seklinde tanimlanan fonksiyon i¢in Turan tipi esitsizlikler verilecektir.

Teorem 4.1.9: a >0ve 0<q<1 olsun. Eger a<[0,1) ise, bu durumda

2
(A (0%x) | = A (0% ) AL, (0% %) = 0 (4.29)
Turan tipi esitsizligi X > 0 igin saglanir (Ozkan et al., 2025a).

Ispat: Agfzn)(a;X) fonksiyonunun tanimindan
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ve

ak?

Aw(q’ xqj_ki (a%a), 9 "

s (0:0), (1-a)

olur. Diger taraftan

r,(a+k) (a%a),

r,(@ (1-q)

bagintis1 yardimiyla

n +l)

(q;q)m( -q)"" Ty(a)(aa),,

ve

a(n+2)’

(00),., 9" _r,(a+n+2)q ™Y
(g9),(1-9)""  Ty(a)(aa),,

esitlikleri yazilir. Dolayisiyla yukaridaki esitliklerden

o n+1

ol 2 X u X X ' (a+n+1)q o
Aé,n)(q ,mjﬂéﬁﬂ(q : j+ . ) ' (4.30)

1-q r,(a)(a:a),,

ve

an+2
Al z(q J Aé“)l(qa - ]—F“ aen2)a
n+ ) —q N+ '

1_q Fq a( ’q)n+2

yazilir. Boylece yukaridaki son esitlikler dikkate alindiginda

2
(@] ya._X (a) a._ X | | Ale) | qa-_X
'%.n (q ’1_q)Al,n+2 (q ’1_qj |:A1.n+l(q ’1_q]:|

I, (a+n+1)T, (a+n+2)q a0t (02 ] y

ri(a)(@a),.,(a9),,,

2n+3
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elde edilir. Diger taraftan

' 1 r,(a)(aq), . Iy (a)(aa),,

_Ty(a+n+1)r, (a+n+2) qa[(n+1)z+(n+z)2] one3

rq(a)(aa),,(%a),,

a[k2+(n+1)2]

I, (a+n+1)T,(a+k)q
s (a)(aa), (9:0),,

(4.32)

_Fq (a+k—1)rq (a+n+2)qa[(kfl)z+(”+2)z} X

re(a)(a:a),, (a:a),,,

k+n+1

— i Ef]a) (a;q)xk+n+1

k=n+3

sonucuna vartlir. Tekrar I, fonksiyonu igin
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r,(a+k) :(qa;q)k
r',(a) (l——q)k

rekiirans bagintist dikkate alindiginda

) Fq (a in +1) Fq (a 4k _1) qa(k2+(n+l)2) 1- qa+k—1 q2a(n+2—k) (1_ qa+n+1)
=0 (a,Q) = > ; ; - n+2
Io(a)(1-a)(aa),, (aa),.,

1-q" 1-q
elde edilir. Ayrica, k>n+3 ve 0<q<1 icin q*™?* >1 dir. Boylece 0<q<1 ve

€[0,1) icin

= (a;9)

4 a[k2+(n+1)2] ark_1 1 qga
<Fq (a+n+1)Fq (a+k 1)q |:1q : ( q )] (4.33)
1-q 1-q

r2(a)(1-a)(c:a), , (%), , C1-q?

qhapzﬂmnﬂ(l—qal)(l—q“”k)I}(a4—n+1)Fq(a4-k—1)So
e (a)1-a)(aqa), (a:a),,,

esitsizligi bulunur. Dolayisiyla (4.32) ve (4.31) ifadelerinden

2
@ qe X ] a@ [ X || A [qr X ]| = S 5@y g
Ail,n (q ’1_quq,n+2 (q ’l_q] {A\l,ml(q '1_qj} k;3 n -
sonucuna vartlir. Son esitlikte x yerine x(1—q) yazildiginda (4.29) esitsizligi elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmustir.

Sonug 4.1.10: (0,%) > x > H.)(q,a; x) fonksiyonu

(@) ( ma. (@) (g2
A% (g ’X)sz(fj ) (4.34)
A (o))

7 (aax) =

seklinde tanimlansin. Bu fonksiyon i¢in H,E“) (g,a;x) <1dir.

Nimerik hesaplamalarla bu esitsizlikteki 1 sinirinin en iyi ihtimal oldugunu gdsteriyor.

Bu durum asagidaki grafiklerde gosterilmistir (Ozkan et al., 2025a).
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Sekil 4.3. 1 (%.%:x) ve 74% (%, %;x) fonksiyonlarimin grafikleri

Sonu¢ 4.1.11: «>0,0<qg<lve ae [0,1) olsun. Bu durumda x>0 igin

esitsizligi saglanir (Ozkan et al., 2025a).
Ispat: A((ﬁ]) (a; X) fonksiyonun tanimindan
A (0% %)= A (0% %) -1,

(a%:0),q°

(Ga),

A (a) - A (50) 1

ve

@ fn N A (eay o (G%0) @7 (a%a),0%
A (arx) = A7 (o)1 (@a),  (@q),

esitlikleri yazilir. Bu esitlikler (4.29) esitsizliginde dikkate alindiginda istenilen esitsizlik

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmustir.

Teorem 4.1.9da a=0 ve a =1 6zel degerleri igin

49



0

-A ()

n=0
fonksiyonu yazilir. Bu fonksiyon i¢in Turan tipi esitsizligi asagida verilmistir.

Sonu¢ 4.1.12: 0<qg<1ve neN olsun. Bu durumda x>0 icin

(A ()] = Aa () A (X) 20

Turan tipi esitsizligi saglanir. Burada
kZ

A (x)= 3 It

k=n+1 (q’ q )k
dir (Ozkan et al., 2025a).

Ornek 4.1.13: A, :(0,0) > R fonksiyonu

_ A (=%) Aynia (=)
(A (X))’

seklinde tanimlansin. Bu fonksiyon tistten 1 ile sinirhidir.

Ozel olarak Ay, (x) fonksiyonun @istten 1 ile siirli oldugu asagidaki grafikte verilmistir

(Ozkan et al., 2025a).

e —
=TT

Sekil 4.4. A, ; (x) fonksiyonunun grafigi

Teorem 4.1.14: x,a>0,a>0,0<qg<1 ve neNolsun. Budurumda, a >1 icin

(4.34) de tanimlanan 71;1(0!) (q, a, X) fonksiyonu (0,00) araliginda artandir. Diger taraftan,
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A (a%ix) Al (9% x)
(4.35)

an 1_qa+n+2 1_qn+2 . ) ,
B (1(_qa+n+1)(:)|_(_qn+3) ) [Atg,n)ﬂ(q ;X)i| >0

Turén tipi esitsizligi saglanir. Ayrica, bu esitsizlik kesindir (Ozkan et al., 2025a).
Ispat: Ag‘f]) (a;X) fonksiyonunun tanimindan

Al (0 x):_i< ))q K,

k=n+1

@ (o) S (050), 87
Ana(dix)= 2 (0;9), §

k=n+2

ve

A, (0% %)= _i( ))(j

k=n+3

esitlikleri yazilir. Seriler i¢in Cauchy ¢arpim dikkat alindiginda Hrfa) (q, a; X) fonksiyonu

2

> > A (n,a)((1-a)x)
7_¢a) (q’ a: X) k;o

e

BYY (n,a)((1-q)x)

2.

0]

=~
Il
o

olarak yazilir. Burada

( j+n+1)2+(k—j+n+3)2]

Fq(a+j+n+1)1“q(a+k—j+n+3)qa[

A (mq) =
" (q;q)j+n+l(q;q)k—j+n+3

ve

al( j+n+2)2+(k—j+n+2)2]

I (a+j+n+2)T (a+k-j+n+2)q [

B (n,q) =
" (q;q)j+n+2 (q;q)k—j+n+2

dir. Simdi Cﬁz (n;q),
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Cix (nia) =

A (m;)
B (n:q)

seklinde tanimlansin. Diger taraftan (2.12) ile tanimli rekiirans bagintis1 yardimiyla

F(@+j+n+2) 1-g*im

[, (a+j+n+l) 1-q
ve

I (a+k—j+n+3) :1—qa*k’j*”*2
F,(@+k-j+n+2) 1-q

esitlikleri yazilir. Ayrica
(9 a),.,, =(1-9")(q; @),
esitliginden
(0 ), =(1-0"")(a @) 0
ve

. k—j+n+3 .
(q’ q)kfj+n+3 :(1_q : )(q’ q)k7j+n+2
bagintilart yazilir. Boylece yukaridaki son esitliklerden

Ci (m;q)

qz"‘(k’”“)rq (a+j+n+l)T (a+k—-j+n+3)(a:q),.,.,(a9)

k—j+n+2

rq (a+ j+n+ 2)rq (a+ k—j+ n+2)(q;q)j+n+l(q;q)k—j+n+3

) an(k—2j+l) (1_ qa+k—j+n+2 )(1_ q j+n+2)
(1_ qa+j+n+1)(1_ qk—j+n+3)

elde edilir.

Diger taraftan 0 < q <1 ve a>1 icin
(1_qa+j+n+l)<1_qj+n+3)_(l_ qa+j+n+2)(1_qj+n+2) _ qj+n+2 (1_q)(1_qa—l) >0

oldugundan
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(1_ qa+j+n+l)(1_ q j+n+3)

(1_qa+j+n+2)(1_qj+n+2) 21

yazilir. Dolayisiyla

_ q_4a [(1_qa+k1+n+l)(1_ qu+n+3)‘|[(1_ qa+1+n+1)(1_qj+n+3):l 1

(l_ qa+k—j+n+2 )(1_ qk—j+n+2) (1_ qa+j+n+2 )(1_ q j+n+2)

elde edilir. Bu ise (Cﬁz (n,q))i . dizisinin monoton artan oldugunu gosteririr. BOylece,
j>

S0 /Seilna)

dizisi artandir. Sonug olarak Lemma 3.1.8"den, X = H.*) (q,a;x)fonksiyonu (0,c0)
araliginda artan olup minimum degerini x =0 da alir. Bdylece, X >0 igin

) (g.a:x) 2 H," (q,2:0)
elde edilir. Sonug olarak (4.35) Turan tipi esitsizligi elde edilir.

Boylece Teoremin ispat1 tamamlanmastir.

Sonug 4.1.13: Boliim 4.1.1 deki sonuclarin f(X)=X" ve p>1 olmak iizere
A\g”‘)(f (qa);x) bicimindeki daha genel fonksiyonlar icinde gegerlidir (Ozkan et al.,
2025a).

4.2. Modifiye g— Tricomi Fonksiyonu icin Turén Tipi Esitsizlikler

Bu bolumde (3.9) ile tanimh C,(q;z) modifiye - Tricomi fonksiyonun Turan tipi

esitsizlikleri (zerine sonuglar verilmistir.

Ana sonuglarimizin ispatinda kullanilan ilk lemma asagidaki sekildedir.

Lemma4.2.1: 0<qg<1 olsun. Budurumda z € C, |Z|<1 icin
Coa(0:2)=C,(0;2) =9""C, 1 (0; 02) (4.36)
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esitligi saglanir (Deniz et al., 2025a).
Ispat: (3.9) ile verilen C,(q;z) fonksiyonunu ve

n+l.

(a:9),., =(a@:q), (a""q),

bagintis1 dikkate alindiginda

qz:Z

g (H) (q S)Ne

k

yazilir. Buradan

Z1=3 z k, 4.37

(q ] Z (a), (a; Q)W(qj 30
c (q;i}f - H (4.39
"Ta) &(%9) (%9),,\4

ve
Cm(q;Z):i - 2" (4.40)

0 (0:0), (@0),,p

esitlikleri yazilir. (4.37)-(4.40) esitliklerinden

7 k
n+1(q! (qi ) g q q (q q)n+k+l (aj

—i . 1 _ [ij (4.41)

= (aa), (a0),.,\d

:g(q;lq)k [(q;ql)nm1 B (q;;)mk j&jk

elde edilir. Son esitlikte (0; q)M+1 (1—q”+k”)(q;q)n+k bagintis1 dikkate alindiginda

Z Z = q k
Cn(@—=)—C(0;—) = z
g q kz-f;(q:Q)k(Q:q)M
- z" "
:q lz . i _ ! n+l(q Z)
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yazilir. Son esitlikte Z yerine gz yazildiginda (4.36) elde edilir. Boylece Lemmanin

ispat1 tamamlanmuistir.

Teorem 4.2.3: ze(-11) ve 0<(q<1lolsun. Budurumda asagida verilen ifadeler

dogrudur.

a) n—Ca(g;2) =T, (n+1)C, (g;z) fonksiyonu log-konvekstir.
b) Asagidaki

Cn(q; z)(fmz(q;z)—[(fm(q;z)} >0 (4.42)

Turan tipi esitsizligi saglanir.

c) m,n>0 ve M<n olmak lizere

[r(ms0]"

[r(n+1)]

[C, )] < c.(2)]"

(4.43)
esitligi saglanir (Deniz et al., 2025a).

Ispat:
a) n— T (n+1)C, (q;z) fonksiyonunun log-konveks oldugunu gostermek igin her bir

terimin ayr1 ayri log-konveks oldugunun gosterilmesi ve log-konveks fonksiyonlarin

toplamlarmnin da log-konveks olacagi 6zeliginden yararlanilmasi yeterli olacaktir. q—

digamma fonksiyonun (0,c) araliginda artan olmasi ve

n+k

(0:0),,, =(1-0) T (n+k+1) (4.44)

bagintis1 dikkate alindiginda

G(@:2) =T (n+1)¢ (6:2) ::Zo(q;q) (1F—qq()rlilf)z(kn+ k+1)

yazilir. §imdi, X:[0,00) > R

[, (x+1)

K(x) = :
(1-q)" Iy (x+k+1)

k>0 (4.45)
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fonksiyonunu géz oniine alalim. Gosterelim ki & fonksiyonu [0,0) araliginda log-

konvekstir. q— digamma fonksiyonu (0,) araliginda konkav oldugundan
d 2 ! !
W[log(?a(x))]:wq (x+1)-w, (x+k+1)>0, k>0 (4.46)

elde edilir. Boylece 7 fonksiyonu log-konvekstir. Dolayistyla, C, (;z) log-konvekstir.

b) N> én (q; Z) fonksiyonu log-konveks oldugundan, log-konvekslik tanimindan

~ ~ t ~ 1-t
Consian, (4:2)<[C, (4:2) ] [C,, (a:2)] (447)
esitsizligi N,N, >0 ve 0<t<1 degerleri igin saglanir. Yukaridaki (4.47) esitsizliginde

0zel olarak t —% =n, n, =n+2 degerleri dikkate alindiginda (4.42) elde edilir.

c)k!=T(k+1) bagmtisi ve g —1 igin

fonksiyonu

C,(z 3
(2)= kZ:r(k+l)r(n+k+l)
seklinde yazilir.

0<m<n icin F,, :[0,00] — R fonksiyonunu, C.(2)= I'(n+1)C,(z) olmak tizere

F (z):%log C.(z)-logC, (z) (4.48)

n,m

seklinde tamimlayalim. Diger yandan C,(z) fonksiyonunun tanimidan
2€,(2) =C,,(2) -, (2) (4.49)

rekiirans bagintis1 dogrudur. Boylece (4.49) esitliginden

e ()_ €@ _Cu@)|_m én,l(z) °04(2) (450)
. nc (2 C,(2) C.@ C,@ |
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elde edilir. Ayrica, N+ C, () fonksiyonu log-konvekstir. Bunu géstermek igin

€, .()=Y ¢ (2"

alalim. Burada

r(n)
C(k+D)T(n+k)’

C, (n) =

seklindedir. Dolayisiyla, X € (0,00) icin X+ C,(X) fonksiyonunun log-konveksligini

gostermemiz yeterlidir. Bunun icin log-konveks fonksiyonlarin toplammin da log-

konveks oldugu kullanilacaktir. Diger taraftan y di-gamma fonksiyonun konkavligindan
d 2
o log(c, (X)) =w'(X)—y'(x+k) >0, k>0
X

yazilir.  Sonug olarak, C,(X) fonksiyonu log-konvekstir. Bu ise, n»—>én_1(z)

fonksiyonunun log-konveks oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla
~ ~ 2 - C~:n (Z) -
nlogC,(z)-logC, ,(z) fonksiyonu artan yani Dolayisiyla, N+ € () fonksiyonu
n-1

artandir. Elde edilen bu bilgiler (4.50) esitliginde dikkate alindiginda F (z) <0 elde

edilir. Buradan F, (z) <F,,(0) =0 yazilir. Béylece teoremin ispat1 tamamlanmustir.
Teorem4.2.4: n,0eN,;,n>0 ve 0<q<1 olsun. Budurumda
(G (@:2)] ~Coup(@:2)C, (a:2) 20 (4.51)
Turén tipi esitsizligi z € (-1,1) i¢in saglamir (Deniz et al., 2025a).
ispat: f,(n,q;z) fonksiyonu

f,(n;2)=[C,(%:2)] -G, (6;2)C,.,(0;2)

seklinde tanimlansin. Lemma 4.2.1 den
fou(na;z)—f,(n,0;2)

= Cn—& (q’ Z)Cn+9 (q! Z)_Cn—9—1 (q! Z)Cn+9+l(q; Z)
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=C o (4:2)[ Coro (4:2) = Crrpa (0:2) ]
+Cn+9+l(q;z)[CH(q;z)—CHfl(q;Z)]
=—q72C, ,(4:2)Cy,pr (4:92)
+0"C, 5 (4:02) Crrpa (05 2)

=0 (02)
yazilir. Simdi, gnﬂ(q;z) fonksiyonunun isaret incelemesi yapilacaktir. Bunun igin

C,(0;z) fonksiyonunun tanimu ve seriler i¢in Cauchy carpim dikkate alindiginda

A4"""C,p (4:2)Cypa (A5 02)
ok qk—j+n+€+l )
= z Z ( z

k=0 j=0 (Us q) (q q)]+n a(q q)k J(q q)k j+n+6+1

ve

4"’C, 5 (4:02) Cyrpa (05 2)

ok j+n-0
225 (@ - . 2"

k=0 j:O ) (q’q)j+n—9 (q’q)k—j (q’q)k—j+n+9+l

elde edilir. Yukaridaki yapilan islemler dikkate alindiginda, N ¢ift tamsayilari i¢in

(4.52)

j=0 k=0 >

ki ZZ:[ (6,n q)+T ' (6,n q)} iTkk(H,n,q)z"

yazilir. Bu esitlik n nin tek tam say: olmasi durumunda da dogrudur. Burada [.] tam

deger fonksiyonu ve

Tj(yi) (9’ n’ q) q qk—j+n+0+l (453)
(@:0);(aa),,,,(aa) (&), 0

j+n-0 _
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dir. Diger taraftan

T9(0,n,9)+TC, (0,n,9)
(4.54)
A, (0,n,q)
(@0), (@0),; (@) 00 (B0 (8Q) 000

esitligi saglanir. Burada,

Aj,k (8’ n, q)
= (q - qk’j”‘*‘g*l)(q; q)k—j+n—9 (q’ q)j+n+9+l

(@ -0 ) (45), L (659,

L (z+2)

dir. Ayrica, A >0 degerleri i¢in z > —

I, (2)

oldugu g6z 6niinde bulunduruldugunda asagidaki

fonksiyonun (0,0) araliginda artan

L@ (z+A+&8) 2T (z+ ) (z+6) (4.55)

esitsizligi z, A, £>0 i¢in saglanir. (4.4) esitsizliginde z=j+n—-60+1, A=k-2] ve

& =260+1 degisken degistirmeleri yapildiginda
Cy(k=j+n=0+1)T (j+n+0+2)<T (j+n-0+1) (k- j+n+6+2) (4.56)

elde edilir. Diger yandan

T (n +1) - ((lq_;z))nn

esitligi dikkate alindiginda

rq(k—j+n—9+1)=Lm’
(1-q)

(q’ q)j+n+6+l

L (j+n+6+2)=
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j+n-6 "

I, (j+n-0+1) :—(q'q)””"’
(1-q

(q’ q)k—j+n+9+l

I (k - J +n+60+ 2) = (1_q)k—j+n+0+1

q

esitlikleri yazilir. Bu esitlikler (4.56) esitsizliginde dikkate alindiginda

(), 0 (0 ()0 (B g (4.57)
elde edilir. Boylece, (4.54) ve (4.57) esitsizliklerinden

T9(0,n,0)+T2, (6,n,0)

q j+n-6 (1_ qk—2j+20+l) + qk—j+n—9 (1_ q2j—k+2€+l)
(a:0); (), (90);,(8A), 00

bulunur. Baslangigta j < ﬂ%n sart1 oldugundan k-2 >0 saglanir. Bunlarin yani sira
0<g<1icin

qj+n—6 (1_ qk—2j+26+1) >0
saglanir. Boylece, 0<qg<1 igin

T!

i

2(0,n, q)Jer(f)}k (6,n,9)
(4.58)
qj+n—6 (1+ qk—Zj )(l_q29+1)

Z - . . . > 0
(a:a); (@a); (@0);,, 0 (B ji0i0m

olur. Ayrica (4.53) ve (4.58) ifadelerinden

E+n—9

q2 (1_q29+1)

ﬂmqg}nqmgmg(mqkaﬂ

T (0.n.q)= >0

esitligi dogrudur. Boylece, ¢, ,(0;z)>0 saglanir. Diger taraftan f;(n,q;z)=0 oldugu

dikkate alindiginda
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fo (NG5 2)
=(fo(n@:2)= 1, (n,0;2))+(F, (n.0:2) = .1 (0. 4;2))

+...+(f,(nag;z)-f,(n,0;2)) >0
elde edilir. Boylece,
[C(a:2)] 2C,.0(a:2)C,, (a:2)
elde edilir. Teoremin ispat1 tamamlanmistir.

Teorem 4.2.5: 0<q<1 olsun. Ayrica, 7. (;2) fonksiyonunu

_G(@:29)C,(g:7)
[Cn+1 (q1 Z)]2

28 (0;2)

seklinde tanimlayalim. Bu durumda Z = ;(r(ll) (q; Z) fonksiyonu (0,1) de artandir. Béylece

n+1

1—
(@222~ =z [Coa(@2)] 20 (4.59)
n+l
Turan tipi esitsizligi saglanir. Esitsizlikteki i_ qn+2 sabiti mimkdin olan en iyi ihtimaldir
-q

(Deniz et al., 2025a).

Ispat: Seriler i¢in Cauchy ¢arpimi dikkate alindiginda

yazilir. Burada A% (n,q) ve B} (n,q) katsayilari

1

AY (n,q) = (:9), (), (5:0),.. (@), ...

ve

1
(a:0); (a:a),_; (9a),0., (8Q), 1,00

B (n.q)=
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seklindedir.

Ak(n.a)
Bfli(
(q q)1+n+l(q q)k jenil l_qj+n+1
(@a),,(%a), ., 1-9°"7

seklinde ifade edelim. Simdi, # (q;z) fonksiyonunun monotonlugu igin (Dflﬂ (n; q))j>O

dizisinin monotonlugunu inceleyelim. Yukaridaki esitlikler dikkate alinip, gerekli

islemler yapildiginda,

DY, (mq) (1-0"") (1-g )

Dj(ll)(( ,q) B (1_qj+n+l) (1_qk—j+n+2)

v

1

elde edilir. Bu durumda (Dfli (n,q))j>0 dizisi artandir. Boylece Lemma 3.1.8’den dolayi

S /Senna)

orani da artandir. Sonug olarak, Lemma 3.1.8 den z+> x(q;z) fonksiyonu (0,1)

araliginda artandir. Kesinlik durumu i¢in ise limit degeri gdz oniine alindiginda ise,

1_qn+l
li ()] 7)=
im0’ (4:2) =1

n+1
elde edilir. Buise 1% sabitinin (4.59) esitsizligi i¢in verilen sartlar altinda miimkiin

olan en iyi ihtimal oldugunu gosterir.
Boylece teoremin ispati tamamlanmustir.

Sonug 4.2.6: z<(0,1) ve 0<q <1 olmak Uzere, Teorem 4.2.4 ve Teorem 4.2.5’

den

n+l

1-q .
g <2 (@2)<1

esitsizligi saglanir (Deniz et al., 2025a).

Sonug 4.2.6 daki esitlikte n=5 ve q=0.5 icin grafik asagida verilmistir.
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Sekil 4.5. {7 (0.5;z) fonksiyonunun grafigi

4.2.1. Modifiye g- Tricomi Fonksiyonunun Kalan Terimlerii¢in Turdn Tipi

Esitsizlikler

Bu bolumde, Bolim 4.1.2°de bahsi gecen ve (4.26) ile tanimhi R (X)
fonksiyonunun Turan tipi esitsizlikleri lizerine yapilan ¢aligmalardan esinlenerek, S €N,
icin

Cns(qaz)zcn(q,Z)—Zs:(qq) z’qq) 7k

(4.60)

B kzs+1(q; Q)k (q; q)k+n i

seklinde tanimladigimiz fonksiyonunun Turan tipi esitsizlikleri verilecektir.
Bu anlamda ana sonuglarimizin ilki asagida verilmistir.

Teorem 4.2.7: 0<q <1 ve ze(-11) olsun. Bu durumda

2
Coo(@2)Cyea(@2)~[ €y (@ 2)] <0 (4.61)
Turan tipi esitsizligi saglanir (Deniz et al., 2025a).
Ispat: C,(q;z) fonksiyonunun tanimindan

Zs+l
Cos(0:2) = C, 50 (05 2) +— : (4.62)
' (CH DR CHE) -,
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ve

s+2

z

4.63
(q;q)s+2(q;q)s+n+2 ( )

Cn,s+2 (q’ Z) = Cn,s+l(q; Z) -

esitlikleri yazilir. Boylece, (4.62) ve (4.63) esitliklerinden

I:Cn,s+1(q; Z):I2 - Cn,s (q' Z)Cn,s+2 (q’ Z)

Zs+2 Zs+1
=Cn S+ (q,Z) -
- (90),,, (@0, (), (a0),,,.,

Z25+3

4.64
(q;q)s+l(q;q)s+2 (q;q)s+n+l(q;q)s+n+2 ( )

+

elde edilir. Ayrica

Zs+2 Zs+1
Cns+ (q,Z) 2
N (9:9),,,(99),.,., (@a),,(a9),.,.,

k+s+2

A CTIRCTICONCT)S

k+s+1

_k;z(q:Q)s+1(Q:q)s+n+l(q:Q)k (a:9),,,

K+s+2

s Z
S (aa),, (a:a),,,., (@), (aa),,

0 Zk+s+l

— 4.65
k:s+3(q;q)s+1(q;q)s+n+1(q;q)k (q;q)k+n ( )

2543
z

(9:0),, (a:9),,,(a:0),,,., (A 0),,,.,

esitligi elde edilir. BOylece (4.64) ve (4.65) esitliklerinden ise
2
[Cn,sﬂ(q; Z)} _Cn,s (q’ Z)Cn,s+2 (q’ Z)

e N(n,s,k;q) Crsan
=2 = . . 2
k=s+2 (q’ q)s+2 (q’ q)s+n+2 (q’ q)k+1 (q’ q)k+n+l
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bulunur. Burada
N(n,s,k;q)=0q"" (1—q"‘5‘1)[1+ q"—q <t —qs*'”z] (4.66)
dir. Ayrica, k>s+2 ve 0<q<1 oldugundan qs+2 > qk saglanir. Dolayisiyla
N(n,s,k;q)2 g% (1-¢*)(1+9" - """ - q**"?) > 0

olur. Sonug olarak (4.64)- (4.66) esitlikleri dikkate alindiginda (4.61) esitsizligi elde

edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmustir.

Sonug4.2.8: 0<q<1ve ze(-11) olmak Uzere

G,(g;2)
==

1 qn+3_qn+2+qn+l_q
_ 1 <0
(q,q)n [ + (l_qz)(l_qnﬂ)(l_qmg) Z]

(4.67)

esitsizligi saglanir (Deniz et al., 2025a).
Ispat: (4.60) ile tamml C, ,(q; ) fonksiyonunda s=0,1,2 6zel degerleri dikkate
alindiginda

C,o(a;2) =Cn(q;2)—L

(a:9)

1 z
Coa(@:2) =C,(q;2) - B ’
21(0:2)=C,(0:2) (:9), (oq),(a9), .,

z z°

1
C2(9;2) =C,(a;2) - B B
G g A (@), (@), (€ a),,

esitlikleri yazilir. Yukaridaki esitlikler, (4.61) esitsizliginde yazilirsa (4.67) esitsizligi

elde edilir.

Ozel olarak g =0.5 ve n=5 alindiginda grafik asagida verilmistir.
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Sekil 4.6. C(0.5;z) fonksiyonun grafigi

Teorem 4.2.9: 0<q<1ve ze(0,1) olsun. ;(r(]zs) (9;z) fonksiyonu

_Gs(@:2)C,5(a:2)
[Con(@D)]

seklinde verilsin. Bu durumda, Z = ;(r(lzs) (q; Z) fonksiyonu z €(0,1) igin artandir. Ayrica,

0<qg<lve ze(0,1) igin

(1_ qs+2 )(1_ qn+s+2)

C ’ Cn S+2 ’ 2 3 n+s+3 Cn,s+l ’ 2
0s(@2)C, 0.0 2) o) )[ (6:2) ]

Turan tipi esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kesindir (Deniz et al., 2025a).

Ispat: Seriler icin Cauchy carpim dikkate alindiginda

yazilir. Burada A% (n,q) ve B (n,q) katsayilar sirasiyla,

1
()00 (D), a (B g (B, s

A (n,q)=

ve

1
q’ q)j+s+2 (q’ q)k—j+s+2 (q’ q)j+n+s+2 (q’ q)k—j+n+s+2

B (n.q)= (
dir. Boylece,
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(9:9),0,0 (09), 0o (900000 (D) oo

q’q j+s+1 q’q k—j+s+3(q;q)j+n+s+l(q;q)k—j+n+s+3

(l_ q j+s+2 )(l_ q j+n+s+2)
(1_ qk—j+s+3 )(1_ qk—j+n+s+3)

elde edilir. Simdi, z?(q;z) fonksiyonunun monotonlugu i¢in (Dﬁ?(n,s;q)) _, dizisini

n,s j_

inceleyelim. Yukaridaki esitlikler dikkate alinip, gerekli islemler yapildiginda

(1_ q j+s+3)(1_ q j+n+s+3) (1_ qk—j+s+3)(1_ qk—j+n-¢-s-¢-3)

= {(1_ q j+s+2 )(1_ q j+n+s+2 )]{(1_ qk—j+s+2 )(1_ qk—j+n+s+2)

bulunur. Ayrica,

(1_ q j+s+3)(1_ q j+n+s+3 ) _ (1_ q j+s+2 )(l— q jHn+s+2 ) >0

esitsizligi 0 < q <1 icin dogrudur. Son esitsizlik

(1_ q j+s+3)(l_ q j+n+s+3)
(1_ q j+s+2 )(1_ q j+n+s+2) >1

(2

I

—

ifadesine denktir. Sonug olarak (D

(n.a)),

dizisi artan olur. Boylece,
0

=~

>

(A2 (n.a)/BR (n.a))

dizisi de artandir. Lemma 3.1.8’den 2|—>;(,(fs)(q;z) fonksiyonu ze(0,1) araliginda
artandir. Kesinlik i¢in z — 0 alinirsa ispat tamamlanmis olur.
Ozel olarak q —1 almirsa

k

= Z
C”'S(Z)zkélk!(n+k)!
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Ttricomi fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon i¢in sonug¢ asagida verilmistir.

Sonug 4.2.10 z(0,1) olmak iizere #%(z) fonksiyonunu

7)= Cn,s (Z)Cn,s+2 (Z)
(@]

seklinde tamimlayalim. Bu durumda ZI—>)(£%S)(Z) fonksiyonu ze(0,1) araliginda

artandir. Ayrica,

s+2)(n+s+2)
s+3)(n+s+3)

G (2)C .2 (2) (C.n@] (4.68)

P e

Ve
C.s(2)C,5.2(2) - I:Cn,sﬂ(z):lz <0

Turén tipi esitsizlikleri z €(0,1) igin saglanir. Ayrica, (4.68) esitsizligi kesindir (Deniz

et al., 2025a).

4.3. q— Bessel Fonksiyonun Monotonluk Ozellikleri

Bu bolimde, g - Bessel fonksiyonlarinin monotonluk 6zelliklerinin incelenmesinin yani

sira baz1 6zel fonksiyonlarin monotonluguna iligkin literatiirde yer alan bazi ¢aligmalara
yer verilmistir. Bu baglamda, konuyla ilgili ilk 6nemli ¢alisma Andras ve Baricz
tarafindan gergeklestirilmis olup, bu ¢alismada kompleks mertebeden genellestirilmis ve
normalize edilmis Bessel fonksiyonlarinin monotonluk 6zellikleri ele alinmistir (Andras

& Baricz, 2009).

Bu caligmadan ilhamla, cesitli 6zel fonksiyonlarin monotonluk o6zelliklerine ydnelik
aragtirmalar giiniimiize kadar devam etmistir. Nitekim 2009 yilinda Baricz ve Andras,
kompleks mertebeden genellestirilmis ve normalize edilmis Bessel fonksiyonlarinin
monotonlugu {izerine yeni sonuglar elde etmislerdir (Baricz & Andras, 2009). Yakin
tarihlerde ise Cotirla ve Szasz birinci tlr Bessel ve Lommel fonksiyonlart Uizerine, Deniz
ve Szasz ise Struve fonksiyonlariin monotonlugu iizerine ¢aligmalar yayimlamiglardir

(Cotirla & Szész, 2023; Cotirla & Szasz, 2024; Deniz & Szész, 2024).

Ana sonuglarimizin ispatinda kullanilan lemmalarin ilki asagidaki sekildedir.
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Lemma 4.3.1: q e(0,1) olsun. Bu durumda,

1) 1>V>V, icin

-q? _ I (v+2
S o(V+2) (4.69)
1-q [ (u+2)

esitsizligi saglanir. Burada V),

V+2

q

1_ qv+2

logq+y,(v+2)=0

denkleminin tek reel kdkudur.

i) 4>V>Vicin,

v u
4 5 4 (4.70)
F,(v+2) T (u+2)

esitsizligi saglamir. Burada V;, log g -y, (v+2) = 0 denkleminin tek reel kokudur (Ozkan
et al., 2025b).
Ispat: (i) Aslinda (4.69) esitsizligi

l_qv+2 . 1_q,u+2
F,(v+2) T (u+2)

(4.71)

esitsizligine denktir. denktir. Bu esitsizligi ispatlamak igin

F:(v,, o) >R
vV+2
Fvy=——9
r,(v+2)

seklinde tanmimlanan fonksiyonun monoton azalan oldugunu gostermek yeterlidir.

Monotonluk durumu igin F(v) fonksiyonun tlirevinden
F'(v)

—q"*log g’y (v+2)—(1-q"* )Ty (v+2)
- Iy (v+2)

69



1000+, (v+2)

_ ‘(1“4“2)( q- ]

elde edilir. Burada y,, g -digamma fonksiyonudur. Simdi f (—2,oo) - R,

V42

f(v)=1jTlogq+wq(v+2)

fonksiyonunu goz oniine alalim. 0 < q <1 i¢in y(v+2) >0 oldugundan

V+2 2
fry = 109"

W+W;(V+2)>O

dir. Dolayisiyla vi— f(v) fonksiyonu artandir. Diger taraftan

lim f (v) = —oo

v—>-2"
ve

lim f(v)=-log(l-q)>0

olur. Dolayisiyla, f(v)=0 denkleminin (—2,o0) araliginda tek bir v, reel kokii vardur.

Boylece v~ f(v) fonksiyonu (V,,) araliginda pozitiftir. Bu durum Sekil 4.7°de gorsel

olarak dogrulanmaktadir. Buna bagl olarak, v+ F(v) fonksiyonu bu aralikta monoton

azalan olur. Sonug olarak, x>V >V, kosulu altinda (4.71) esitsizligi saglanur.

Sekil 4.7. f(v) fonksiyonunun grafigi

Ii. u>v olsun. Kolayca gortlebilir ki (4.70) esitsizligi
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q q”
T (vi2) T,(ur2) 4.72)

ifadesine denktir.
Bu esitsizligi ispatlamak i¢in G :(v;,0) —> R

'

Gv)=—1——

I, (v+2) (4.73)

seklinde tamimlanan fonksiyonun monoton azalan oldugunu gostermek yeterlidir.

Boylece
6(W=—9_gw
r, (v+ 2)
olur. Burada

g(v)=logq-y,(v+2)
dir. Simdi, (—2, oo) SV g(v) fonksiyonun isaretini inceleyelim. Fonksiyonun tirevinden
g9'(v)=—w,(v+2)<0
bulunur. Dolayisiyla fonksiyon monoton azalandir. Diger taraftan

lim g(v)

v—>-2*

lim [logg—y,(v+2)]

- 0 n+v+2
lim | logq +log(1-q)-log QZ%}
* L n=0 _q

v—>-2

n+v+2

. B qv+2 © q
=lim|lo log(1—q) - logg-1lo —_—
Jim | togq+ 91-0)~ 3~ =109 gqﬂZﬂ: —q”*v+2:|

ve

0 n+v+2
lim g(v) = lim {Iogq+log(1—q)—log qzlqm}
V—>+00 V—+o0 h=0 —

=logq(l-q) <0
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sonugclari elde edilir.

Dolayistyla, V>V, igin g(v) <0 yani G'(v)<O0dir. Burada V;, (=2,00) araliginda

logg—y,(v+2)=0
denkleminin tek reel kokiidiir. Bu durum Sekil 4.8 ile de dogrulanmaktadir.

Boylece ispat tamamlanmastir.

Lok
05 f
0.0

-05F

Sekil 4.8. g(v)fonksiyonunun grafigi

Lemma 4.3.2: 4>V >max{V,,V;} ve 0<q <Zlolsun. Bu durumda

0 l_‘ 1 nu
RI1+D. A )qnvzn .= (4.74)
n:qu(/'l+n+l)q 2

esitsizligi saglanir (Ozkan et al., 2025b).

Ispat: Lemmanin ispatinda, Lemma 3.1.6 ve Lemma 4.3.1 kullanilmaktadur.

Bunun igin
fy=1ve

_ L, (v+n+1)g™
L (u+n+1)g™

(n>1)

n

olsun. Lemma 4.3.1’0n ikinci durumundan

H
_Lv+2)a”

f,—f =1 _>
[, (u+2)q

oldugu kolayca goriiliir. Diger yandan, n>1ligin
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nu (n+1)
:Fq(v+n+1)q’ _Fq(v+n+2)q “
nv (n+1)v
C,(u+n+)g™ T, (u+n+2)q

_ () Fq(V+n+1) (1_ (1 V+n+11)q J>0
[ (u+n+l) @-9“")q"

bulunur. Simdi f, -2f ,+f , >0 esitsizliginin ispat: igin iki ayr1 durum ele alinacaktir.

1.Durum n=0 igin

I, (v+2)g" . r,(v+3)g™

- - (4.75)
F(u+2)g" T'y(u+3)q

f—2f +f,=1-2

Fo(u+2)2-9""7) Iy (u+2)

At Fq(v+2) 1-q"*? Fq(v+2)
~ e (Ve T\ 2)

elde edilir. Lemma 4.3.1’in birinci kismindan

\/1_qv+2 _\/Fq(v+2) N
+2 -
1-9* [ (u+2)

saglanir. Boylece

quu_v\/l“q(v+2)(1—qv*2) g LoV +2)

f,—2f +f,20
bulunur.

2. Durum n2>1 i¢in lemmanin hipotezinden

f.—2f

n n+l

+ fn+2

_ Fq (V+n+1)q”/l 5 rq (V+ n+2)q(n+l)/1 N Fq (V+n+3)q(n+2)y
l“q(,u+n+1)q”V Fq(ﬂ+n+2)q(n+1)v rq(ﬂ+n+3)q(n+2)v

_ qn(ﬂ—v) Fq (V+ n +1) (1_2 ( V+n+1)q . ( v+n+1)(1_qv+n+2)q2/l j

rq (,U +n +l) (1 y+n+l)q (l— ,u+n+1)(1_ qy+n+2)q2v

73



>92 (n+1)(u—v) 1_qv+n+l I (V+n+1) qV+n+2 ~ 1_qv+n+1 0
= q 1_qy+n+l 1—~ (,Ll+n+1) ,u+n+2 l—q'LH'm'l =

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmustir.

Lemma4.3.3: 4>V>V, ve 0<q<1lolsun. Budurumda

[1+Z V+n+1) J>1 (4.76)

(+n+1) 2

esitsizligi saglanir (Ozkan et al., 2025b).

Ispat. f,=1ve

[, (v+n+1)
f=—t L (nx1)
L, (u+n+1)
olsun. n=1 icin
r 2
(g1 aF2)
Fq(,u+2)

olur. Ayrica hipotezden 1 >v ve 0< g <1 oldugundan

f—f. .=

_ = >0
"™ T (u+n+l) To(u+n+2) Ty (u+n+l)

T, (v+n+1) l“q(v+n+2)l“q(v+n+1)(1 (lq””“)J

- (1 _ qy+n+1 )

bulunur. Simdi, f,—2f ,+f ,>0 esitsizligini ispatlamak igin iki durum ele

alinacaktir.

1.Durum n=0 igin Lemma 4.3.1’in birinci durumundan

r,(v+2) T, (v+3
f-2f,+1f,=1-2 q(”z) o(V+3)
J’_
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bulunur. Boylece ilk ve son ifadeden f, —2f .+ f >0 elde edilir.
2.Durum n2>1 olsun. Bu durumda hipotezden x >v ve 0 < q <loldugundan

f.—2f

n n+1

+ fn+2

[, (v+n+1) r(v+n+2) T (v+n+3)
— _2 q + q
C,(u+n+l) T (u+n+2) T (u+n+3)

l"q (V +n +1) 1— qv+n+1 (1_ qv+n+1)(1_ qv+n+2)
- r 1 1-2 1 pA+n+l + 1 pA+N+1 1 pAN+2
J(u+n+l) -q A-g“")A-g"™)

P e

>9 Fq (V+n+1) (\/ (1_qV+n+l)(l_qv+n+2

_qv+n+1
+n+1 +n+2 +n+1
To(u+n+) |\ @-a""")a-q" -q" J

v+n+1 V+n+2 V+n+1
= 2 Fq (V+ n+l) \/1_q/¢+n+1 [\/1_qy+n+2 _\/1_q,u+n+1 J 2 O
L,(u+n+1) \1-q 1-q 1-q

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmaistir.

)
)

Ik &nemli sonucumuz, (3.13) ile tammli @, fonksiyonu icin monotonluk

Ozelligini saglayan asagida verilen teoremdir.

Teorem 4.3.4: 0<q <1 olsun. Eger x>V 2=max{v,,V,} ise budurumda

@, (D,q)c®,(D,q)
bagintis1 saglanir. Burada V, degeri ve @, fonksiyonu sirasiyla Lemma 4.3.1 ve (3.13)
de verilmistir. Ayrica, V, degeri (4.78) ile verilen h (v)=0 denkleminin en biyuk reel
kokidiir (Ozkan et al., 2025b).

Ispat: Asagidaki sekilde tanimlanan

o (NP (V) (4 M2
Q,(z9)=,((1-0)° Z;q)zgin (13;(?) 3 E\1/+(:1)+1)ZM

fonksiyonunu ele alalim. €, fonksiyonunun tanimindan
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Q)(z9) _ ¢ (=)'n(n+1)q""™ (1-0)" T (v+1)
Q’V(O;q)_; 4"(0;q), Ty (v+n+1) : @.77)

oldugu kolayca gortliir. Boylece (4.77) esitliginde
1 1
. < n n-1
(@:0),  (1-q)' (1+q)

esitsizligi dikkate alinirsa

QV!

I/\

q)| i n(n+1) ””“)Fq (v+1)
| = 4"(1+q)" T, (v+n+1)
L r,(v+1)g™ +Z°°: n(n +1)q”(lv*2”1“q (v+1)
2T (v+2) 13 4"(1+q)" T, (v+n+l)

elde edilir. Ayrica I'; fonksiyonunun tanimidan

Fq(v+1): 1-q
r,(v+2) 1-g™

ve

n(n+1)q"""?7r, (v+1)
2 4" (1+ q)"_l [, (v+n+1)

(1+q), (v+1

=, (\j+3) )gn(nﬂ)(“g—fq)jn

qv+l (1_q)2 (64(1+q)3 _(4(1+q)_qv+2 )3)

2(1_qv+1)(l_qv+2)(4(l+q)_qv+2 )3

bulunur. Boylece

)| 1_9"@-9) , 9" (- ) (640+a) ~(4+q)-a"7)) 1 _
0a) 2 20-a) 20-a -0 IEAr-q ) 2

elde edilir. Dolayisiyla Lemma 3.1.7°den 0 < gq<1ve V2V, icin €, fonksiyonu konveks

olur. Burada Vv,,
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_97-9) , " (1-a)'(640+Q)° - (40+ D) -G"")) 1, 70

h, (v):
A TR o R T F 0 (TN o L

denkleminin en blyk reel kokiidiir. Bu durum Sekil 4.9 ile de dogrulanmaktadir. Diger

taraftan Lemma 4.3.2den

(Fq (v+n+1)g™ j
n>1

L (u+n+1)g™

subordinasyon faktor dizisidir. Sonug olarak
Q, =y*xQ,<Q,

yazilir. Burada

dir. Boylece Q,(0)=Q, (0) oldugundan Q, < Q, subordinasyonu

Q,(D,q) =, (D,q)
ifadesine denktir. Dolayisiyla
®,(D.q)= @, (D.q)

bagintisi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmustir.

Sekil 4.9. h, (v) fonksiyonunun grafigi

Ikinci 6nemli sonucumuz, asagida verilen ve ¥, fonksiyonu i¢in monotonluk dzelligini

saglayan teoremdir.

Teorem 4.3.5: 0<q <1 olsun. Eger x>V >max{v,,V,} ise budurumda
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¥,[D,q)cV¥,(Dq)

bagintis1 saglanir. Burada V, degeri ve ¥, fonksiyonu sirasiyla Lemma 4.3.1 ve (3.14)
de verilmistir. Ayrica, V, degeri (4.81) ile verilen p, (v)=0 denkleminin en biyUk reel

kokidiir. (Ozkan et al., 2025b).

Ispat: A, fonksiyonunu

1)n n(n+1)/2 (1_ q)n+2 Zn+1

A(ZQ) =¥, (- Q) z0) = Z( o T

seklinde tanimlayalim.

A, fonksiyonun tanimindan

M(z0) ¢ )T AT ()

' - n (479)
A (0a) 2'(9;q), Iy (v+n+1)
elde edilir. Dolayisiyla (4.79) esitliginde
1 S n 1 n-1
(@:0), (1-q)' (1+a)
esitsizligi yazilirsa
© n(n+1)/2
|Szn (n+1)q I, (v+1)
| S22 (1+q) T  (V+n+1)
(4.80)

qF (v+1) & n+1)q3”1)’21"q(v+1)

Fv+2 z

2 1+q) L (v+n+1)

elde edilir. Ayrica,

r, (V+l) _ 1-q
r,(v+2) 1-g"

q

esitliginden, (4.80) esitsizliginin son kismindaki toplam

i n+1)q(3n1)/2rq(v+1)S(1+q)rq(v+1)in(n+1)[ o jn

2 2 1+q)_11“q(v+n+l) q'’r, (v+3) =
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a(L-a)’ (8(1+a)’ ~(2(1+0)-™)')

B (1_qv+l)(1_qv+2)(2(l+q)_q3/2)3

seklinde siirlandirilir. Son olarak teorem hipotezinden

AYza)| 1_q@-q) 9@-a)’ (B1+q)’-(2@+a)-q")°) 1_
A, (0;q) 2 1- qv+l @-9")1-9"*)(2Q+q)-g¥*)® 2_

elde edilir. Boylece, Lemma 3.1.7'e gbre 0<q<1ve V2V, icin A, fonksiyonu konveks

olur. Burada Vv;,

py =19, J-W BC+a) ~@Lra)-a 7)) 1_g (4.81)
s R Te TR Wi L

denkleminin en biiyiik kokiidiir. Bu durum Sekil 4.10 ile de dogrulanmaktadir.

Ayrica Lemma 4.3.3’den
[ [,(v+n+1) J
[,(u+n+1) y
bir subordinasyon faktor dizisidir. Dolayisiyla

A, =y*A, <A,

subordinasyonu yazilir. Burada,

)=y

1 [ (u+n +1)
dir. Ayrica, A, (0) = A, (0) oldugundan, A, < A, subordinasyonu
A, (D) cA,(D,q)

ifadesine denktir. Boylece,

¥,[D,q)cV¥,(Dq)

sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuistir.
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Sekil 4.10. p, (v) fonksiyonunun grafigi

Bu bélimde q-Bessel fonksiyonunun normalize edilmis baska bir hali olan

T, (z;q)fonksiyonun monotonluk 6zelligi incelenecektir. Bunun igin

I, (a+n) :(qa;Q)n
L,(a)  (1-q)

bagintis1 yardimiyla g — Bessel fonksiyonunun normalize edilmis baska bir versiyonunu
2'(q0), 2"
(qv+1; q)w (1_ q)

© non(n+v) (g 2n
Z ( q (1 q) ZZn
=0

= 4" (a:9), (a"5a)

J,(z;9)=

73 ((1-9)z:q)

1) 4.82
7 (4.82)
2 (-1)"q""r, (v+)
nz_(;4”[n]q!l“q (V+n+1)

2n

seklinde tammlayalim. Burada q —1igin 7, (z;q)=7J,(z) dur.

Yakin zamanda Cotirla ve Szasz (Cotirla & Szasz 2024), J, fonksiyonunun monotonluk

problemi tizerine bir ¢aligma yapmustir. Burada JJ, normalize Bessel fonksiyonudur.

Yazarlar ¢alismasinda g >v > -1 igin
J,@) < J, (D)

oldugunu gostermistir. Asagida verecegimiz sonug Cotirld ve Szasz’in (Cotirla & Sz4sz,

2024) sonucunun q versiyonudur.

Asagidaki lemmalar ana sonucun ispatinda 6nemli rol oynayacaktir.
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Lemma 4.3.6: x>v>-1ve 0<q<2lolsun. Budurumda

AT, (v +1)g™ J . 483

m(ni?q(” 7|2
ST (v+1)T, (u+n+1)q
esitsizligi saglanir (Ozkan et al., 2025b).
Ispat. Lemmanin ispatinda Lemma 3.1.6 dikkate alinacak. Bunun i¢in f, =1 ve
n>1igin
¢ L, (u+1)T (v+n+1)g™

"L (vl (u+n+1)g™

a

fonksiyonunu tanimlayalim. Basit hesaplamalardan

vt
ff 1ot _, (=g

>0
L (v+1)T, (1+2)q" (1—q”*1)qv

ve

L (u+1)T,(v+n+1)g™ T (u+1)T, (v+n+2)q(”*1)#

T L, (V)L (g+n+1) g™ T (V1) (u+n+2)g"

_ q”(ﬂ*") 1ﬂq (/u+1)rq (V+ n+1) | 1— (1_qv+n+l)qﬂ 50
L (V+1)T, (+n+1) -

oldugu agiktir. Simdi, f,—2f ,+f ., >0 esitsizligini ispatlamak i¢in iki durum ele

almacaktir.
1.Durum n=0 i¢in, Lemma 4.3.1’in birinci kismindan
f,—2f +f,

L (u+1)T (v+2)q” +Fq (u+1)T,(v+3)g*
O (v+1)T,(u+2)q" T (v+1)T,(u+3)q

S 2 L, (u+1)T (v+3
L, (v+1)I, (u+3

_ 2q”v\/ ((i: Zull)) x[ \/

elde edilir. Boylece ilk ve son ifadeden

—~
[N
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fo-2f,+ 1,20
bulunur.

2.Durum n>1, z>v ve 0<qg<1icin

(1_ qv+n+2) B (1_ qv+n+l) 0
(1_ q,u+n+2) (1_ q,u+n+1) -

esitsizligi dikkate alindiginda

fn -2 fn+1

T (0" T (e (ven+2)g"
Fq (V+1)Fq (/J+n+l)qnv Fq (V+1)Fq (ﬂ+n+2)q(n+l

+ fn-¢—2

T, (u+1)T, (v+n+3)q"2

T (v+1)T, (p+n+3)g™?
q q

T, (v+1)I, (z+n+1)q”

q

1— v+n+1)

Fq (,u+1)I‘q (V+n+1)q”” (1_qv+n+1)q;z (1_qv+n+1)(1_qv+n+2)q2ﬂ
- 1-2 N
(1_ q,u+n+l)qv (l— q,u+n+l)(1_ q,u+n+2)q2v

N 1—~q (/J+1)Fq (V+n+l nu { \/(1 v+n+l)( v+n+2)q2y

L (v+1)T, (#+n+1)q"

q

J

l

_ oq(m s Do (u+1)T (v+n+1;\/( Hnﬂ)x[\/(l—q””*z

T, (v+1)T (u+n+1 ( /””“)

>0
elde edilir. Sonug olarak (4.83) esitsizligi saglanir. Boylece ispat tamamlanmustir.

Lemma4.3.7: n>1 ve 0<q<1 olsun. Bu durumda

n(n —1)q”2’” —[n]q 1<0

esitsizligi saglanir (Ozkan et al., 2025b).

q (1-q
(1 qy+n+l)( ,u+n+2)q2v (1 q,u+n+1)q
)
)

(4.84)

Ispat: Lemma’nin ispati icin Tiimevarim yontemi kullamlacaktir. Aslinda (4.84)

ile verilen esitsizlik
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ifadesine denktir. ilk olarak O<qg<1 ve n=2 igin 29°—q-1<0 esitsizligi

2

24
1+q

saglandigindan <1 dogrudur.

Simdi, n=K icin saglandigim varsayip N=K+1 olmasi durumunda dogrulugunu

gosterelim. Bunun icin n =K alinirsa

k2—k
k(k-D9* _,

0 (4.85)

saglandigini varsayalim. Dolayisiyla N =Kk +1 icin (4.85) varsayimi kullanilarak

k(k+1)g“*  k(k+1)g“**

[k+1] ! (1+q+...+qk)[k]q!

g (k +2) k(k-1)g<™*
= > X
q“* (k-1)(1+g+...+q") [k],!
quk (k+1) < o2 k+1

- (k) (k=2)

(k—l)(l+q+...+qk) =4 (k—l)(l+q+q2

elde edilir. k degiskenine bagli olarak f, fonksiyonunun tiirevi alindiginda

dir. Simdi, g, fonksiyonunun igaretini inceleyelim. Buradan

, 4K
gq(k)=m>0

oldugundan fonksiyon artandir. Diger taraftan

2 .
gq(Z):ZInq—§<O, l!ero1ogq(k):2lnq<0
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elde edilir. Boylece g,(k)<0 saglamir. Sonug olarak, f, fonksiyonunun monoton
azalandir. Bundan dolay1
max f, (k)= f,(2)

yazilir. Sonug olarak, 0<q<1 icin f (2)<1 esitsizligi saglandigindan f (k)<1
yazilir.
Boylece ispat tamamlanmastir.

Asagida (4.82) ile tanimh 7, (z; q) fonksiyonunun monotonlugu ile ilgili teorem
verilmistir.

Teorem 4.3.8: 0<qg<1ve u>v>-1 olsun. Budurumda

J,(D,q)c J,(D,q)
bagntisi saglanir (Ozkan et al., 2025b).

Ispat: K, fonksiyonunu

K, (z:0)=1-7,(vZ:q) = Zw: 1%n+1 T (v

‘o 4"[n] T, (v+n+1)

seklinde tanimlayalim. K, fonksiyonun tlirevlerinden

(z9)|_|& (1) n(n-1)q""r, (v+2) .,
’ o z n-1 v+l z
K (0;q)| ~ 4 [n]q!q T (v+n+1)

- i n(n —l)q"(“”)l“q (v+2)
gt [n]q 1q™'T, (v+n+1)

(4.86)
n ( n _1) qn2+v(n—1)—l

r, (v+3) 2 27 [n], !

= n(n-1)gq"""
Z 22n 2 ]q I

q n:2

bulunur. Boylece (4.86) esitsizligi ve Lemma 4.3.7 birlikte diistiniildiigiinde
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elde edilir. Diger taraftan Lemma 4.3.6’dan

L (u+1)C,(v+n+1)g™
r, (v +1)1“q (+n+1)g"™ .

I/\
:MS
N

’5’

('J
\_/
Q
eed
< ?
J:
IN
D
N
5 =
b
IN
s
N
>l

AR

Il

[EEN

bir subordinasyon faktor dizisidir. Sonug olarak
K,=n*K, <K,
subordinasyonu yazilabilir. Burada

h(z)—irq(ﬂﬂ)rq (v+n+1)g™ |
& L (v+) (z+n+1)g"™

seklindedir. Ayrica, K, (0) =K, (0) oldugundan K, < K, subordinasyonu

K,(D,q)=K,(D,q)
denktir. Dolayistyla
7. (D.g)< 7,(D.q)
bagintis1 yazilir. Boylece ispat tamamlanmaistir.

Sonug 4.3.9: Teorem 4.3.8’de, g —1 igin Cotirla ve Szasz'in (Cotirla and Szasz 2024)
elde ettigi sonuca ulasilir (Ozkan et al., 2025b).

Asagidaki tabloda, se¢ilmis baz1 q 0zel degerleri igin V,, V;, V, VeV, verilmistir.

Tablo 4.1. g nun 6zel degerleri i¢in V,,V,;,V, Ve V,

q vo U1 U2 U3
qg=0.1 —0.32707 —1.69632 —0.71424 —0.90964
g = 0.3 —0.16839 —1.44307 —0.52950 —0.43260
g = 0.5 —0.07007 —1.17431 —0.35337 047113
g = 0.575 —0.04014 —1.07065 —0.28344 0.82977
g = 0.6 —0.03078 —1.03618 —0.25936 0.93870
g = 0.8 0.03524 —0.77041 —0.04705 1.52632
g = 0.9 0.06344 —0.64918 0.07776 1.66043
g — 1 0.08907 —0.53836 0.22176 1.734
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4.4. Ramanujan Tipi Tam Fonksiyonunun Monotonluk Ozellikleri

Bu bolimde Ramanujan tipi tam fonksiyonunun bazi monotonluk &zellikleri

incelenmistir.

Bu anlamda ana sonuglarimizin ispatinda kullanilacak lemmalarin ilki asagidaki

sekildedir.

Lemma4.4.1: a>f>0,0<q<1 vel-29*" +q*“*” >0 olsun. Bu durumda

%(1+iq(a—ﬂ)kzzk ] >% (4.87)
k=1

esitsizligi saglanir (Ozkan et al., 2025c).

Ispat: Bu lemmanin ispatinda Lemma 3.1.6 kullanilacaktir. Bunun igin k >1

olmak tizere
f,=1 ve
f=1- 2q2<tiar) , glakrNa=p)
dizisini gz oniine alalim. Boylece hipotezden
f,—f,=1-9“” >0
ve
fo— £, =qle KAl _ glepk [1_ q(a—mzm] >0
elde edilir. Simdi k=0 igin
f,—2f,+f,20,
esitsizliginin saglandigini gosterelim. f, dizisinin tanimindan
fo—2f+f,=1-29"7 +q"*”
olup hipotezden
f,—2f +f,>0

elde edilir. Simdi kK >1icin
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fk -2 fk+1 + fk+2 >0
saglandigin1 gosterelim. Bunun i¢in

fk -2 fk+1 + fk+2

— q(a—ﬂ)kz [1_ 2q(a7,8)(k+l) + q(a—ﬁ)(4k+4):|

esitligini g6z oniine alalim. Bu esitligin isaretini belirleyecek olan

f:(0,0) >R, f(k)=1-2q A 4 gl

fonksiyonudur. Bu fonksiyonun isaret incelemesi igin tiirev testi uygulanilacaktir.

Teoremin hipotezden

fr(k) _ 4(a _ﬂ)(_q(a—ﬂ)(ZkJrl) " q(a—ﬁ)(4k+4))|n q> 0

oldugu kolayca gérilir. Boylece, f fonksiyonu (0,0)araliginda artandir. Dolayistyla
f(k)> f(0)>0

elde edilir. Sonug olarak
f,-2f . ,+f.,>0

bulunur. Boylece ispat tamamlanmustir.

Asagidaki tabloda bazi farkli q degerleri igin 1-2q“” +q4(“"ﬂ )'>0 olacak sekilde

a— [ degerleri verilmistir.

Tablo 4.2. g degerleri i¢in @ — f sonuglariin tablosu

q a—f3
0.1 0.26464
0.3 0.50613
0.5 0.87914
0.6 1.19292
0.8 1.19293
0.9 2.73088

q—1 0
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Asagidaki teorem Ramanujan tipi tam fonksiyonun monotonlugu ile ilgili 6nemli bir

sonucu ihtiva eder.

Teorem4.4.2: 0<q<l, a>pf>0, a>a+1ve

In (1_q) . In (1—(1_q)4 qa/4q2(a+l))

< -1
Inq Inq

olsun. Bu durumda
= (9%9) .
a(q Z):Z( )kqak
=0

fonksiyonu icin

a) B)
A (D)= A(D)
bagintis1 saglanir (Ozkan et al., 2025c).

Ispat: Aga)(qa; Z) fonksiyonunun tanimindan

kk-1(a%q) (1-a)a™ h

(A (a%0) (9:9), (L-a")a"

yazilir. Dolayisiyla (2.14) ve (q; q)k > (1— q)k esitsizliginden

‘(Ag”” z) Sik(k—l)l“q(a+ K)(1-q)g™
‘(Aff) k=2 Fq(a)(l—qa)q“
_ 1- N ak ak®—ak
(1 qa)q T kZ:;k(k 1g*“T, (a+k)q

elde edilir. Simdi k degiskenine gore
H,:(2,0) >R, H,(ak)=9"T,(a+k)
fonksiyonunu g6z oniine alalim. BOylece

H, (ak)= Hq(a;k)[alnq+z//q(a+k)]
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olur. Son esitlikteki parantez igindeki ifade igin

h,(a;k)=alng+y, (a+k)

fonksiyonunu ele alalim. Burada a>0 ve k>2 icin t//q(a+k)>0 oldugu agiktur.

Boylece h, (a;k) fonksiyonu icin

oh,(ak) oy, (a+k)

= >0
ok ok

saglanir. Bu ise hq (a; k) fonksiyonunun artan oldugunu gdésterir. Ayrica, hipotezden

lmhq(a;k):alnq—ln(l—q)<0

elde edilir. Boylece h, (a;k) <0 dir. Sonug olarak H,'(a;k) <0 bulunur. Dolayisiyla H,

fonksiyonu azalandir. Ayrica ak® —ak >k oldugundan

1—q k ak ak?~ak
(k-Dg T, (a+k)q
(1 q)qzal" a+2)e ) ek
< (k-1)q
q)a, (a Vx

a+l

_(::Il-' S)qazk(k 1)qak —ak

an(l qa+1) Y
<———2» k(k-
ST Z (k-D)q"

2q2a+2 (1_qa+1) 2q2a+2 (l qa+l)

IN

(1-a)(t-a)q”  a“(1-q)’

elde edilir. Dolayisiyla hipotezden
(a) n a.
(Aq ) (q ,z)

(e

saglanir. Boylece Lemma 3.1.7’e gore Aff) fonksiyonu konvekstir. Ayrica Lemma 4.4.1
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den (q(“‘ﬁ)kz) bir subordinasyon faktér dizisidir. Buradan,
k>1

AP(a%2) =By (0% 2)x A (0% 2) < AL (0% 2)

saglanir. Burada

2

k
qﬁ S
qak2

B9 (q%2)=>
Sati) =2
dir. Ayrica, Aff)(o; Z)= Aff)(o; Z) esitligi saglandigindan

Agﬁ)(qa; Z) < A(Sa) (qa; Z)
subordinasyon bagintisi
(B[ 42 a)( a.
AN (q ,]II)) c Ag )(q ,]D))
ifadesine denktir. Boylece ispat tamamlanmistir.

Son bolimde oOnemli 6zel bir fonksiyon olan - Struve-Bessel fonksiyonlarinin

monotonluk 6zellikleri incelenmistir.

4.5. q— Struve-Bessel Fonksiyonlarinin Monotonluk Ozellikleri

Bu bolimde, subordinasyon faktor dizisi yontemi kullanilarak normalize edilmis q—

Struve-Bessel fonksiyonlariin monotonluk o6zellikleri c¢alisilmistir. Elde edilen bazi
veriler tablo ve grafiklerle desteklenmektedir. Ozel fonksiyonlarin monotonluguna iliskin
literatlirde yer alan bazi ¢alismalara yer verilmistir. Bu baglamda, konuyla ilgili dnemli
calismalarindan biri Oraby ve Mansour tarafindan gergeklestirilmis olup, bu ¢alismada

g — Struve-Bessel fonksiyonlarimin yildizillik ve konvekslik ozellikleri ¢aligilmistir

(Oraby & Mansour, 2022)

Bu boliimdeki amag, asagidaki
7,(0,9*) cn,(D,q%), &,(D,9*) < &,(D,9%), 4,(D,q°) < 4,(D,q°%)
ve

7,(D,0%) < 7,(D, )
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icerme bagintilarini ispatlamaktir. Burada s6z konusu olan fonksiyonlar sirasiyla, (3.17),

(3.18), (3.19) ve (3.20) numaralar ile tanimli normalize edilmis q— Struve-Bessel

fonksiyonlaridir.

Asagida verilen ve ana sonuglarin ispatinda kullanilan Lemma 4.5.2-4.5.4, bu b6éliman
liclincii alt bdlimindeki Lemma 4.3.1-4.3.3’in q—¢q°, v—>v+% ve ,u—>,u+%
dontigiimleri altinda elde edilen 6zel durumlarina karsilik gelmektedir.

Lemma 4.5.1: qe(0,1) olsun. Bu durumda,

i) £>V>V, igin

(4.88)

esitsizligi saglanir. Burada V,,

2q 2v+5

1 _ q2v+5

Ing+y, (v+3)=0
denkleminin en buyuk reel kokuddr.
i) 4>V>V icin

2u

¢,
qu(v+§) qu(,u+%)

(4.89)

esitsizligi saglanir. Burada Vg, 2Inq-y, (v+3)=0 denkleminin en bilyik reel kskidur
(Ozkan et al., 2025d).

Lemma 4.5.2: u>Vv>max{v,,V.} ve zeD olsun. Bu durumda

= T, (v+k+3)g™” 1
R|1 . “1>= 4.90
+§qu(u+k+§)qmz 72 (490

esitsizligi saglanir (Ozkan et al., 2025d).

Lemma4.5.3: u>v>V, ve zeD igin
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zk]>3 (4.91)

esitsizligi saglanir (Ozkan et al., 2025d).

Lemma4.5.4: u>Vv>-3 ve zeD olsun. Bu durumda
> = (4.92)

esitsizligi saglanir (Ozkan et al., 2025d).

Ispat: Lemmanin ispatinda Lemma 3.1.6 kullanilmaktadir. Bunun igin, f,=1 ve

" (V+1+%)

. r
K . (u+1+%)

seklinde tanimlayalim. Buradan

L, (v+1+1)
f—f=1-—%1 "2 50
L, (pu+1+1)

q

elde edilir. Simdi, (f,) dizisinin monoton azalan oldugunu gosterelim. Son esitsizlik

Fo(v+l+}) N . (L+1+%)

T (v+1+k2) T (+1+42)

(4.93)

ifadesine denktir. (4.93) esitsizliginin saglandigini gostermek igin

ra09

u:(1,00)— (0,00), u(x) =m

fonksiyonunu tanimlayalim. q— Euler Beta fonksiyonunun tanimindan

B,(x2) 1

1
— tx—l(l_th)—;L/Zd zt
O T o« e

u(x) =

2nx

1-9° & q
r.()= \/(1—q2(“+1’)q2
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elde edilir. u(x) fonksiyonun tanimi ve 0<qg<1 igin Inq<0 oldugu g6z 6nunde

bulunduruldugunda
, 1_q2 0 2nq2nx Inq
u'(x) = > <0
r.() = \/(1 ") .

elde edilir. Boylece, u(x) fonksiyonu (1,0) araliginda azalandir. Dolayisiyla
u(v+1+%)>u(p+1+%)
yazilir. Bu ise (4.93) esitsizliginin saglandigim gosterir. Simdi (f,) dizisinin log-konkav
oldugunu gosterelim. Yani, n>1
fo+f,>22f ve f +f . ,22f (4.94)

Ozelliklerinin saglandigini géstermek gerekiyor. Bu amagla,

FZ(X) Bz(Xa _V)
v (1,00) = (0,0), U(X)Zr (xq+,u—v): li (ﬂﬂ_v)

fonksiyonunu tanimlayalim. Buna gore, (4.94) esitsizligi X =V+1+%5>1 igin

v(X)+o(x+1) ZU(X+%)

> (4.95)

konvekslik sartina esdegerdir. 0 fonksiyonunun tanimindan

u"(x)_ﬁ j v In’ (©)(L-g°t)s"d .t =0

elde edilir. Sonug olarak, v fonksiyonu (1, ) araliginda konveks olup (4.95) esitsizligi

saglanir. Boylece ispat tamamlanmistir.

Lemma4.5.5: u>Vv>-3 ve zeD olsun. Bu durumda

» (kl)‘T (v 1+%)k 1

R 1+ 7" |>—
Z q* ”VF (+1+%) 2

esitsizligi saglanir (Ozkan et al., 2025d).

Ispat: f,=1ve
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q“P T, (v+1+¥%)

f =
X q("‘l)vl“qz (u+1+%)

olsun. Ispatin geri kalan1 i¢in Lemma 4.5.4’deki ayn1 adimlar izlenmektedir. Bu nedenle,

detaylara ¢ikarilmistir.

Ik 6nemli sonucumuz, (3.17) ile tamiml1 7, fonksiyonu icin monotonluk 6zelligini

saglayan asagidaki teoremdir.

Teorem 4.5.6: 0<q<1 olsun. Eger x>V 2=max{v,,V,V.} ise bu durumda
n,(D,9°) <n,(D,q%)

bagintist saglanir. Burada V, ve V; degerleri Teorem 4.5.1 de ve 7, ise (3.17) esitligi ile
verilmistir. Ayrica, Vs degeri (4.96) ile verilen t (v)=0 denkleminin en biyuk reel

kokidir (Ozkan et al., 2025d).

Ispat: Lemmanin ispatinda Lemma 3.1.7 kullanilacaktir. 7, fonksiyonundan

m(z0?) & D kK +Dg™ P (L+q) L (3/2)T, (V+3/2)Zk_l

n(0d) & T (k+3/2)T,, (k+v+3/2)(1+0)"*"

yazilir. Buradan

k(K +1)q2k2+2kv+2qu2 (3/2)r ,(v+3/2)
7 T.(k+3/2)T , (k+v+3/2)(1+ q)*

=~
1

2q4+2vrq2 3/ Z)qu (v+3/2)
- T.(6/2)T ,(v+5/2)(L+q)’

- k(k +1)q2k2+2kv+2qu2 (3/2)T.(v+3/2)
+
kzzzl . (k+3/2)r,(k +V+3/2)(1+q)*

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan

20""T,B/0;(v+3/2)  pq*a_g)
.(5/2r,(v+5/2)1+q) @-g°)a-g"?)

esitligi saglanir. Ayrica, k > 2 igin k* > 4k — 4 esitsizligi dikkate alindiginda
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= k(K +1)q2k2+2kv+2quz (3/2)T . (v+3/2)
= T (k+3/2)T  (k+v+3/2)(1+ q)*

r,3/2r,(v+3/2) = 10+2v \K
ssq( A )Zk(k+1) a__
QT (71T (v+7/2) & 1L+q)

20 o)’ (@ (@0 ")
(1-0)(a-0")a-a")a-0"") (@+ )~ )

yazilir. Burada,

1

V(k) =
I (k +3/2)1“qz (k+v+3/2)

seklinde tanimladigimiz fonksiyonun monotonluk 6zelligi dikkate alindi. Fonksiyonun
tanimindan

V(k+1) (1-q?)

V(k) (1_q2k+3)(1_q2k+2v+3) <1

saglanir. Dolayisiyla, fonksiyon monoton azalandir.

Boylece, 0<q<1 ve vV, igin

__2"7(-qf 1. 2q2‘““)(1—Q)“(1+q)2((1+q)6—((1+q)2—q1°*2”)3)
(1—q3)(1—q3*2V) 2 (1_q3)(1_q5)(1_q2v+3)(1_q2v+5)((1+q)z_q10+2v)3

<0

elde edilir. Boylece, Lemma 3.1.7°ye gore 7, fonksiyonu konvekstir. Burada Vg,

2q4+2v (l— q)2
1-9°)1-g**)

t,(v) =
(4.96)
207 (10" () @+ @) (@ o) - =) )

+ s——=0
(1_ qB)(l_q5)(1_q2v+3)(1_q2v+5)((1+ q)Z _q10+2v) 2
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denkleminin en biyik reel kokidur. Bu durum Sekil 4.11 ile de dogrulanmaktadir.
Boylece, Lemma 4.5.2’ye gore

F.(v+k+3/ 2)g?~
I, (u+k+3/2)g*
q k>1

bir subordinasyon faktor dizisidir. Buradan,
M, = X%, <1,
subordinasyon bagintisi yazilabilir. Burada,

o T (v+k +3/2)q°
z
il (u+k+3/ 2)g7

x(2)=

dir. 7,(0)=1,(0) oldugundan 7, <7, subordinasyonu

n7,(D,9%) < n,(D,q%)

icerme bagintisina denktir. Bdylece ispat tamamlanmuistir.

10— e

08 Ff

Sekil 4.11. t,(v) fonksiyonunun grafigi

Ikinci 6nemli sonucumuz, (3.18) ile taniml &, fonksiyonu igin monotonluk 6zelligini

saglayan teoremdir.

Teorem 4.5.7: 0< q <1 olmak iizere. Eger >V >max{v,,v,} ise bu durumda

¢, (D,g*) < &,(D,q*)
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bagintisi saglanir. Burada V, degeri ve &, fonksiyonu sirasiyla Teorem 4.5.1 ve (3.18) te

verilmistir. Ayrica, V; degeri (4.98) ile verilen p (v)=0 denkleminin en biyik reel

kokidur (Ozkan et al., 2025d).

Ispat: &, fonksiyonun tanimi dikkate alindiginda

év’f(z;qz)_ » (-1 k(k +1)qkz+k(1+q)rqz(3/2)rq2(v+3/2) -~
fv'(O;qZ) - kZ:; [ (k+3/2r (k+v+3/ 2)(L+q)%? Z (4.97)

elde edilir. Buradan

&(z9%)
&(0:0%)

- k(k+1)q"2+"1“q2(3/2)1“q2(v+3/2)
kz_lquz (k+3/2)T , (k+v+3/2)(L+ q)*

IA

20°T, (3/2)T ,(v+3/2)
- [.(5/2)L,(v+5/2)(L+ q)’

. k(k+1)qk2*k1“qz(3/2)1“q2(v+3/2)
_l_
S (k+3/2)0 , (k+v+3/2)1+ q)*

esitsizligi yazilir. Yukaridaki son esitsizlikte,

20°T ,(3/2)F , (v+3/2) 202(1-q)?
L.(5/20 . (v+5/2)1+0a)°  (L-g°)1-g**)

esitligi ve

= k(k+1)g“ T, (3/2)r,(v+3/2)
kz_;rqz (k+3/2)r , (k+v+3/2)(L+ q)*

k
_ TaBI9r,(v+3/2) & [ . j

TQT (71T . (v+7/2) 2Kk (L+0)?

_29@-0)'(+9)*(@+a)’ - (@+a)° - q°)")
1-9°)1-9")1-9*"*)A-g*°)(A+q)’ -a°)’
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esitsizligi dikkate alindiginda 0<q<1ve vV, degerleri igin

) 1. 2qfa-q? 1

?) 2 e 2

. 2q(1- )" (1+0)* ((A+09)° - (A+9)* - °)°)
1-9)1-9°)A-a**)1-a*"*)(@+a)’ —-a°)°

elde edilir. Boylece, verilen sartlar altinda 7, fonksiyonu Lemma 3.1.7°ye gore

konvekstir. Burada, V, degeri

Pq (V)
20°(1-q)° 1

T A-)A-¢**) 2

. 2q(1-g)*(@+0)° (A+9)° - ((1+0)*-q°)°)
(1-0*)1-9")1-g**)1-g**°)((1+a)* -q°)°

denkleminin en blylk kokidar. Bu durum Sekil 4.12 ile de dogrulanmaktadir. Lemma

=0 (4.98)

4.5.3’e gore

qu(k+v+3/2)
I,(k+u+3/2)
a k>1

bir subordinasyon faktor dizisidir. Dolayisiyla,
g[u =x * é:v -< é:V
subordinasyon bagintis1 saglanir. Burada

© I (k+v+3/2)
z
#(2)= ér K+pu+312)

dir. £,(0)=¢,(0) esitligi saglandigindan &, < £, subordinasyonu

£, (D,q°) < &,(D,g*)

igerme bagintisina denktir. Boylece, ispat tamamlanmustir.
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q=0.1
q=03
q=0.5
q=0.6
— q=0.8
- =09
q-1

Sekil 4.12. p,(v) fonksiyonunun grafigi

Teorem 4.5.8: 0<q <1 olsun. Eger x>v>max{-32,v,,V,} ise bu durumda

2,(D,9%) < 4,(D,q?%)

bagintis1 saglanir. Burada Vv, Teorem 4.5.1 de ve 4, ise (3.19) esitligi ile verilmistir.
Ayrica, Vg degeri (4.100) ile verilen 6, (v) =0 denkleminin en biiyiik reel kokudur (Ozkan

et al., 2025d).

Ispat: A, fonksiyonun tanimindan

ﬂ;’(z;qz) (-1)* 2k (2k +1)g* * 1+ o), (3/2)r ,(v+3/2)

-3 72 (4.99)
A(0;0%) kzll T (k+3/2)T (k+Vv+3/2)(L+0)*"

yazilir. Son esitlikten

2k (2K +1)qk2+quz (3/2)T . (v+3/2)

Aza)
T (k+3/2)0, (k+v+3/2)(1+ q)*

q
4 (00

Ig

6q21“qz (3/2)r,(v+3/2)
B [ (5/2)F,(v+5/2)(1+q)’

= 2k(2k+1)q T . (3/2)T . (v+3/2)
+
Lo (k+3/2)T , (k+v+3/2)(L+ q)*

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki son esitsizlikte,

60T, (31T, (v+3/2) gara—g)?
.5/, (v+5/2)A+q° (1-¢°)1-g"7)
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esitligi ile

= 2k(2k +1)q" T, (3/ 2T, (v+3/2)
L, (k+3/2)0, (k+v+3/2)(L+ q)*

) 4r .(3/2)T ,(v+3/2) i +1)( ¢ 2)
qT,. (7120 (v+7/2) & (1+q)

_29(-9)*@+0)’ (@+9)°[3A+a)° +¢°]-3(@+a)* ~°)’)
(1-9°)1-9")A-a*"*)1-g**)(@+a)* ~q°)’

esitsizligi kullanilirsa 0 < <1 ve vV, icin

A(z:9%) | 60°(1— ()’
A (0:07)| 2 “)a-g)

40
2

X 2q(1-q)* (1+a)° (@+a)* (3+a)’ +9°)-3((L+a)’ -a°)°)
1-9°)A-0")A1-9**)1-g*"*)((@+0a)* -q°)’°

<0
elde edilir. Boylece, Lemma 3.1.7" ye gore A, fonksiyonu konvekstir. Burada, V, degeri
60°(1-q)° 1
1-9’)1-9™7) 2

. 2q(1-q)* (L+a)’ ((L+a)* (3@+0)* +0°)-3(+ )’ —o°)*)
1-9°)1-0°)A-9*"*)A-9**°)(A+9)* -°)°

0,(v) =

(4.100)

denkleminin en blylk kokidar. Bu durum Sekil 4.13 ile de dogrulanmaktadir. Lemma

4.5.4¢ gore
Lo (v+l+s)
T (1+1+%) -~

subordinasyon faktor dizisidir. Dolayisiyla 4, = k™4, < 4,

subordinasyon bagintis1 saglanir. Burada
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dir. 4,(0)=4,(0) esitligi saglandigindan 4, < 4, subordinasyonu

4,(D.9%) = 4,(D,q°)
icerme bagintisina denktir. Bdylece, ispat tamamlanmuigtir.

10~

= q=0.1
q=03
— q=035
q=06
— q=03%8
= q=09
- q-l

osf

0.6F

Sekil 4.13. 6, (v) fonksiyonunun grafigi
Teorem 4.5.9: 0<q <1 olsun. Eger x>V >max{-2,v,,V,} ise bu durumda
7.,(D,0%) < 7,(D,q?)

bagintist saglanir. Burada Vv, Teorem 4.5.1de ve y, ise (3.20) esitligi ile verilmistir.
Ayrica, Vg degeri (4.102) ile verilen ¢, (v) =0 denkleminin en biiyik reel kokiidiir (Ozkan

et al., 2025d).

Ispat: y, fonksiyonun tanimi dikkate alindiginda

K 2k2 4 2kv+2k (4'101)
(-1 2k (2K +1)q* "™ > (L+ Q)T . (3/ 2)T . (v +3/2)
Z

=~ T (k+3/2)0, (k+v+3/2)1+ q)*H

2k-1

elde edilir. Son esitlikten

')

q
q’)

2k (2k +1)q2k2+2kv+2qu2 (3/2)T . (v+3/2)

<
o Ta(k+3/2r; (k+v+3/2)(1+ q)*

z
7(0:

6q4+2quz (3/ Z)qu (V+3/2)
- T.(5/2)T,(v+5/2)(L+q)’
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- 2k (2K +1)q2k2+2kv+2qu2 (3/2)r (v+3/2)
+
@ Tp(k+3/2)C, (k+v+3/2)(1+ q)*

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki son esitsizlikte,

60" T, (3/2)T,(V+3/2) g (1)
.6/, (v+5/2)A+q° (1-¢°)1-g"?)

esitligi ile k > 2 igin k* > 4k —4 esitsizligi dikkate alindiginda

= 2k(2k +1)q2k2+2kv+2qu2 (3/2)T,.(v+3/2)
; T (k+3/2)0 , (k+v+3/2)(L1+ q)*

1+q)°

> 2k(2k+1)

r,(3/2)T,(v+3/2) = go Y
< q q
Q. (712, (v+712) £

20°4 (1-0)" (L+ Q) (W +a)* (3 +)* +0°°% ) -3(L+0)* ¢’
1-g")A-0")A-a")(A-a")(@+a)* —g°™)’

esitsizligi kullanilirsa 0 < <1ve vy, igin

6q2(2+v) (1_ q)2
1-9>)A-g**)

r(ma)| 1 1
7;(o;q2)| 2~ 2

20°¢(L-0)" (L+a)* ((L+ Q)" (3L +a)” +0°* ) -3((1+0)* —¢***')°)

<0
1-9)A-a°)A-g*°)A-a>*) @A+ )’ — g )’

elde edilir. Boylece, verilen sartlar altinda y, fonksiyonu Lemma 3.1.7’e gore konvekstir.

Burada, V, degeri

¢, (V)
_ 6q2(2+v)(1_q)2 _i
@-9)@-g") 2 (4.102)

207 (1-0)" (L+ Q) ((A+ )" (3L +0)? + ™) -3(L+a)* —g***')°)
1-0)(A-a")A-g")A-g")(@+a)* - ™)’

=0

102



denkleminin en biyuk kékudir. Bu durum Sekil 4.14 ile de dogrulanmaktadir. Lemma
455’ gore

( q(k’l)’qu (Vv+1+%) }
k>1

q(k’l)vl"qz (u+1+%)

dizisi bir subordinasyon faktor dizisidir. Dolayisiyla
Vi =T*N =7
subordinasyon bagintisi saglanir. Burada

q™ l)”1“ (VH1+%) .
T(Z) 2 (k—l)vr ,Ll+1+%)z

k:l
dir. 7,(0)=7,(0) esitligi saglandigindan y, <y, subordinasyonu

7,(D,0%) < 7,(D,q°)

icerme bagintisina denktir. Boylece, ispat tamamlanmuistir.

1.0 SRS I —
N | \

0sf |
06F

04F

02

0.0f
_02k

—04F Ny I

,"_: :1 = 0 1 2
Sekil 4.14. ¢, (v) fonksiyonunun grafigi

Sonu¢ 4.5.10: Yukaridaki son bolimdeki tim teoremlerde ¢q—1 limiti

alindiginda Deniz ve Széasz (Deniz and Szasz 2024)’a ait sonugclar elde edilir (Ozkan et
al., 2025d).
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5. SONUC VE ONERILER

5.1. Sonug

Bu tez calismasinin ilk olarak Ramanujan tipi tam fonksiyonu ve modifiye q-—

Tricomi fonksiyonlari ve bu fonksiyonlarin serilerinin kalan terimleri i¢in bazi Turan tipi
esitsizlikler ve alt {ist sinirlar elde edildi . Elde edilen bu sonuglarin biiyiik bir cogunlugu

kesindir. Baz1 sonuglar grafiklerle de desteklenmektedir.

Bu fonksiyonlar icin elde edilen sonuglar, seriler igin Cauchy ¢arpim, I,

fonksiyonuna ait bazi rekiirans bagintilari ve bu fonksiyona ait bazi &zellikler
kullanilmistir. Sonuglar1 elde etmemize yardimci yontem ise, yakinsak iki kuvvet
serisinin katsayilarinin oranlarindan olusan dizinin artan (azalan) olmasinin bu serilerin

oranlarininda artan (azalan) olmasini garantileyen lemmadir.

Ikinci olarakta sirasiyla q—Bessel , Ramanujan tipi tam fonksiyonu ve q-—
Struve-Bessel 6zel fonksiyonlarin monotonluk 6zellikleri i¢in bazi sonuglar elde edildi.
g — Bessel fonksiyonun {i¢ tane normalize edilmis hali i¢in, g— Struve-Bessel icin ise
dort tane normlize edilmis hali i¢in bazi icerme bagintilar1 elde edildi. Calisilan bu 6zel
fonksiyonlarin tigii i¢inde I'; fonksiyonuna ait bazi rekiirans bagintilari ve bu fonksiyona

ait baz1 Ozellikler kullanilmistir. Bu sonuclar elde edilirken, Konvekslikde dikkate

alinarak Subordinasyon faktor dizisi yontemi kullanilmigtir.

5.2. Oneriler

Bu tez caligmasinda siirl sayida 6zel fonksiyonlar i¢in fonksiyonel esitsizlikler
calisilip baz1 sonuglar elde edilmistir. Bu o6zel fonksiyonlar ve q versiyonlar
matematiksel fizigin ¢esitli problemlerinde, miithendisligin bir ¢ok alaninda, ekonomide
ve saglik gibi gergek hayatin bir ¢ok uygulama alaninda Onemli rol oynayacagi
disiiniilmektedir. Bu caligmalarin diger onemli 6zel fonksiyon ve fonksiyonel

esitsizlikler i¢inde ilham kaynagi olacag: diisiiniilmektedir.
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