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BAZI OZEL MATRISLERIN KUVVETLERI ILE GENELLESTIRILMI$
FIBONACCI VE LUCAS DIiZILERI ARASINDAKI ILISKILER

OZET

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, ilk olarak tez konusu ile ilgili literatiirde yer alan bazi kavramlar ve
calismalardan bahsedilmekte, daha sonra ise tezin amaci anlatilmaktadir. Ikinci
boliimde ise ¢alismanin devaminda kullanilacak olan temel tanimlar ve teoremler
verilmektedir.

Ucgiincii béliimde énce, dzdegerleri a, S ile v # 0 ve r2 — pr — q # 0 kosullarim
saglayan r € R olan 3 x 3 boyutlu matrislerin elde edilmesi ve bu matrisler ile
genellestirilmis Fibonacci dizisi arasindaki bazi iliskiler verilmektedir. Burada p ve q
sayilar1, p? + 4q > 0 kosulunu saglayan sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere, a ve
B, x* — px — q = 0 denkleminin kokleridir. Matris kosegenlestirilmesi yardimiyla bu
tiir matrislerin tamsay1 kuvvetleri ile genellestirilmis Fibonacci dizisi arasinda iliski
kurulmakta ve 6rnek bir matrisin kuvvet bagintisi elde edilmektedir. Sonra ise genel
olarak X3 —(r+p)X?+ (p—q@)X+qrl =0 kosulunu saglayan tim X
matrislerinin tamsayt kuvvetlerinin genellestirilmis Fibonacci dizisi yardimiyla
bulunabilecegi gosterilmektedir. Elde edilen bu sonug 6zel matrislerde kullanilarak
genellestirilmis Fibonacci dizisine ait bazi cebirsel 6zdeslikler elde edilmektedir. Bu
bolimde son olarak, Oncelikle ©zel bir genellestirilmis Tribonacci dizisi
tanimlanmakta ve yine X3 — (r + p)X? + (rp — q)X + grl = 0 kosulunu saglayan X
matrislerinin  tamsayr kuvvetlerinin bu dizi sayesinde elde edilebilecegi
gosterilmektedir. Ardindan, elde edilen iliskilerden yola ¢ikilarak genellestirilmis
Fibonacci dizisi ile 6zel olarak tanimlanmis olan genellestirilmis Tribonacci dizisinin
terimleri arasindaki baz iliskiler elde edilmektedir.

Dordiincii boliimde, genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri ile matrisler
arasindaki iligkiler ele alinmaktadir. Bu boliimde ilk olarak herhangi bir n tamsayisi
igin X2 — VX + (—q)™I = 0 kosulunu saglayan X matrisleri ile genellestirilmis
Fibonacci dizisi arasindaki iligki elde edilmekte ve bu kosulu saglayan matrislerin
tamsay1 kuvvetlerinin genellestirilmis Fibonacci dizisi yardimiyla bulunabilecegi
gosterilmektedir. Bu sonu¢ bazi 6zel matrislerde kullanilarak, genellestirilmis
Fibonacci ve Lucas dizilerine ait bazi cebirsel 6zellikler elde edilmektedir. Daha sonra,
X3 =V, X?*+ (—q)"X =0 denklemini saglayan matrisler ile genellestirilmis
Fibonacci dizisi arasindaki iligski incelenmektedir. Bu tiirdeki matrislerin oncelikle
pozitif tamsayr kuvvetlerinin genellestirilmis Fibonacci dizisi yardimiyla elde
edilebilecegi gosterilmekte, ardindan bu kosulu saglayan uygun matrislerin n.
dereceden koklerini bulmak igin bir sonu¢ elde edilmektedir. Daha sonra, uygun
kosullar1 saglayan bazi matrislerin Moore-Penrose terslerini bulmak i¢in bir metot
gelistirilmektedir. Elde edilen metot yardimiyla gerekli kosullart saglayan kare
olmayan matrislerin de Moore-Penrose terslerinin bulunmasi igin bir yontem
verilmektedir. Bu boliimde son olarak, elde edilen sonuglarin kullanimini gostermek
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amaciyla matrislerin koklerinin ve Moore-Penrose terslerinin elde edildigi sayisal
ornekler verilmektedir.

Besinci boliimde, 6nceki boliimlerde elde edilen yontemlerden yola ¢ikilarak benzer
diisiince ile k-genellestirilmis Fibonacci dizisi ile matrisler arasindaki baz1 6zdeslikler
verilmektedir. Once, t sifirdan farkli ve t* — t*~1 — tk=2—  —t — 1 # 0 kosulunu
saglayan bir reel say1 olmak iizere, X**1 — (t + DX* +tI + Y-t —1)Xi =0
kosulunu saglayan X matrisleri ile k-genellestirilmis Fibonacci dizisi arasindaki iliski
ortaya koyulmaktadir. Devaminda k-genellestirilmis Fibonacci dizisi ile iliskili 6zel
bir dizi tanimlanmakta, bu dizinin terimleri ile k-genellestirilmis Fibonacci dizisinin
terimleri arasindaki bazi Ozdeslikler gosterilmekte ve son olarak elde edilen
Ozdesliklerden yararlanilarak k-genellestirilmis Fibonacci dizisinin terimlerini elde
etmek icin bir formul verilmektedir.

Son boliimde ise dnceki bolimlerde elde edilenler kapsamli bir sekilde tartisiimakta
ve gelecekte yapilabilecek yeni ¢alismalar i¢in 6nerilerde bulunulmaktadir.
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RELATIONS BETWEEN THE POWERS OF SOME SPECIAL MATRICES
AND GENERALIZED FIBONACCI AND LUCAS SEQUENCES

SUMMARY

This thesis consists of six chapters.

In the first chapter, some concepts and studies in the literature related to the subject of
the thesis are mentioned, and then main purpose of the thesis is explained.

In the second chapter, definitions and theorems that will be used in the continuation of
the study on matrices and number sequences are given.

The third chapter is the first part of the original part of the thesis. This chapter consists
of three sections. In the first section, the relationship between the generalized
Fibonacci sequence and 3 x 3 dimensional matrices with eigenvalues a, 8 and r is
examined. Here p and g are nonzero real numbers that satisfy the condition p? + 4q >
0, a and S are the roots of the equation x> — px — q = 0, and r is a nonzero real
number with r2 — pr — q # 0. First, the system of equations required to obtain such
matrices is shown. Then, with the help of matrix diagonalization, the relation between
the powers of such matrices and generalized Fibonacci numbers is obtained. Here, the
purpose is to obtain matrices whose terms and power relations would be simpler for
usability. It is studied to obtain such matrices by choosing appropriate eigenvectors.
Additionally, a special matrix and power relation of the desired type is obtained.

In the second section, similar to the previous section, the relationship between matrices
and the generalized Fibonacci sequence is examined. Therefore, matrices satisfying
the equation (x? —px — q)(x —r) = 0, or equivalently, the equation x3 — (r +
p)x% + (rp — q)x + qr = 0 are studied, where p, g and r are nonzero real numbers
with p2 + 4g > 0 and % — pr — q # 0. First, the theorem showing that the integer
powers of all matrices X satisfying the condition X3 — (r + p)X%2 + (rp — @)X +
qrl = 0 can be found with the help of the generalized Fibonacci sequence is obtained.
Then this theorem is used for some suitable 3 x 3 dimensional commutative matrices.
Thanks to these matrices obtained, some identities are obtained for the terms of the
generalized Fibonacci sequence. Additionally, the relationships between generalized
Fibonacci sequences established with different real numbers are examined using the
obtained matrices. Some identities are obtained between the terms of the sequence
{U,.(p, q)}, which was established with the appropriate real numbers p, g and r, and
the sequence {U, (p1, 1)}, which was established with p, = —q + pr —r? and q; =
qr(p — ).

In the last section, the relations between the generalized Fibonacci and Tribonacci
sequences are examined. First a special generalized Tribonacci sequence {T;,(p, q, 1)}
is defined. Then, it is shown that the powers of matrices X satisfying the condition
X3—(r+p)X?>+ (@p—q)X+qrl =0 can be obtained with the help of the
sequence {T,,(p,q,r)}. Considering this result and the result obtained for the
generalized Fibonacci sequence in the previous section, it is obtained that the powers

XVii



of the matrices X satisfying the condition X3 — (r + p)X2+ (rp— @)X + qri =0
can be found with the help of both the generalized Fibonacci sequence {U,(p, q)} and
the generalized Tribonacci sequence {T,,(p,q,7)}. Based on this, some relations
between the terms of the sequence {U,(p,q)} and the sequence {T,(p,q,r)} are
obtained. Finally, an application is made with the help of the obtained results. It is
shown that a special solution of the equation xy + x + y = 10™ — 1 for all integers n
can be obtained with the help of the sequence {T,,(p, q,7)}.

In the fourth chapter, the relations between generalized Fibonacci and Lucas sequences
and matrices are studied. In the first section, a new property has been obtained for
matrices X satisfying the condition X? — pX — qI = 0, where p and g are nonzero real
numbers with p? + 4q > 0. A result is obtained for the linear combination of integer
powers of such matrices. Based on this result, it is shown that the integer powers of
matrices X that satisfy the condition X? — V,X + (—q)™1 = 0 for some integer n can
be found with the help of the generalized Fibonacci sequence {U, (p, q)}. Then, some
algebraic results of generalized Fibonacci and Lucas sequences are obtained using
2 x 2 dimensional special matrices.

In the second section of the fourth chapter, finding the roots and Moore-Penrose
inverses of matrices with the help of number sequences is studied. First, it is shown
that the positive integer powers of the matrices X satisfying the condition X3 — 1,,X2 +
(—@)™X = 0 can be obtained with the help of the sequence {U, (p,q)}. Then the
relation between matrix roots and the generalized Fibonacci sequence {U,(p,q)} is
shown. The result used to find the nth root of square matrices X that satisfy the
condition X3 — V,X? + (—q)™X = 0 is obtained. Then, the inverses of the matrices X
satisfying the condition X3 — V,,X? + (—q)™X = 0 are studied. Such matrices can be
singular or nonsingular. In other words, we can not talk about the existence of inverses
of all such matrices. However, we can talk about the Moore-Penrose inverses of all
such matrices. First, a result is obtained to find the Moore-Penrose inverses of X, where
X is a square real matrix with X2 — V,, X is symmetric and X3 — V,X? + (—q)"X = 0.
Then, based on this result, a way is obtained to find the Moore-Penrose inverses of
non-symmetric or non-square matrices under appropriate conditions. Using the
obtained results, Moore-Penrose inverses of some matrices are obtained.

In the fifth chapter, some relations between the k-generalized Fibonacci sequence and
matrices were obtained with a similar idea, based on the methods obtained in the
previous chapters. It is known that the characteristic equation of the k-generalized

Fibonacci sequence is x* — xk=1 — xk=2—  —1 = 0, where k is an integer with k >
2. Based on this equation, the equation (x* —x*1 —x*=2— —1)(x —t) =0 is
obtained, where t is a nonzero real number with t* — ¢k~ —tk=2— —1 # 0. The

powers of the matrices X that satisfy the resulting equation, that is, the condition
X — (e + D)X+t + ¥t — 1)XP = 0, are examined. It is shown that the
positive integer powers of such matrices can be obtained with the help of the k-

generalized Fibonacci sequence. Then, a new sequence {F(;k)t)} related to the k-

generalized Fibonacci sequence is defined. It is shown that the positive integer powers
of matrices X satisfying the condition X*** — (t + DX* + ¢t/ + Y1t — X =0

can be obtained with the help of the sequence {F(Elk)t)} Using the obtained results, some

relations between the k-generalized Fibonacci sequence and the sequence {F(glk)t)} are

obtained. Then, the sequence {F(Sf)l)} is specifically studied, and some relationships
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between this sequence and the k-generalized Fibonacci sequence are obtained.
Additionally, using the obtained results, an explicit formula to find the nth terms of
the k-generalized Fibonacci sequence is obtained, where n is an integer with n > k.

In the last chapter, the results obtained in the previous chapters are evaluated. Firstly,
the results obtained throughout the study are explained. Then, some suggestions are
made for future studies regarding the results obtained in the study.
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1. GIRIS

1.1. Literatiir Ozeti

Say1 dizileri matematikte 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu dizilerin matematikte,
dogada ve sanatta birgok kullanim alaninin oldugu goriilmektedir. Ornegin, Diyofant
denklemlerinin ¢6ziimiinde, bazi 6zel matrislerin kuvvetlerinin bulunmasinda,

sifreleme gibi farkli alanlarda 6zel say1 dizileri kullanilmaktadar.

Say1 dizileri konusunda bilinen 6nemli bir dizi Fibonacci dizisidir. Fibonacci dizisi,
Italyan matematik¢i Leonardo Fibonacci’nin Liber Abaci isimli kitabindaki {inlii
tavsan probleminin ¢oziimiinden yola ¢ikilarak ortaya atilmistir ve bu sebeple
Fibonacci dizisi olarak adlandirilmistir. Fibonacci dizisi, F, = 0 ve F; = 1 baslangig
kosularina sahip olan ve her terimin kendisinden dnceki iki terimin toplami olarak elde
edildigi {F,} dizisidir [1].

Fibonacci dizisinin terimleri arasindaki iliskilerin elde edilmesi birgok c¢alismanin
konusu olmustur. Bu caligmalarda elde edilen yeni 6zellikler i¢in farkli yontemler
kullanilmigtir. Bu yontemlerden biri de matrislerin kullanilmasidir. Fibonacci dizisi ile

matrisler arasindaki 6nemli bir iligkiyi ortaya koyan ve literatiirde iyi bilinen bir matris

1 (1)) matrisinin pozitif tamsay1 kuvvetlerinin Fibonacci

dizisinin terimleri yardimiyla elde edilebilecegi Charles King tarafindan gosterilmis

Fibonacci-Q matrisidir. Q = (

Fn+1 Fn

) esitligi elde edilmistir [2]. Bu matris
Fn Fn—l

ve her n pozitif tamsayisi igin Q" = (

kullanilarak Fibonacci dizisine ait farkli 6zelliklerin ispatlar1 yapilmistir. Ornegin,

Fn+1 Fn
B Fog

|Q| = —1 oldugundan her n € N igin |Q"| = esitligi ve buradan da her

n €N igin F,1F,_1 — E? = (—1)" esitligi elde edilmistir. Bu &zellik, Cassini
ozelligi olarak bilinen ve literatiirde farkl ispatlar1 olan bir 6zellik olmasina ragmen

Fibonacci-Q matrisi yardimiyla da elde edilebilmektedir [1].

. - 1+v5
Fibonacci dizisi ile iligkili onemli bir kavram da altin oran kavramidir. T\/_ sayisina

altin oran denilmektedir. Altin oran dogada ve sanatin farkli alanlarinda karsimiza

cikmaktadir ve bu agidan 6nemli bir kavramdir. Bu sayinin farkl alanlarda karsimiza



¢ikmasinin yaninda 6nemli bir 6zelligi de Fibonacci dizisinin terimleri ile arasindaki

iliskidir. x> — x — 1 = 0 denkleminin kokleri olan ¢ = Gl Ve = %g sayilar1 igin
E, = % esitligi Fibonacci dizisi i¢in Binet formiilii olarak bilinmektedir. Ayrica

x% —x—1=0 denklemi ile ilgili bir diger énemli 6zellik ise bu denklem ayn1

zamanda Fibonacci-Q matrisinin karakteristik denklemidir [1].

Fibonacci-Q matrisinin ardindan Fibonacci dizisi ile iligkili farkli matrisler elde
edilmistir. Bu konuda 6nemli bir yaklasim [3]’de ortaya koyulmustur. Genel olarak
X? — X — I = 0 kosulunu saglayan 2 X 2 boyutlu X matrisleri incelenmis ve bu tipteki
matrislerin tiim tamsay1 kuvvetlerinin Fibonacci dizisi yardimiyla bulunabilecegi
gosterilmistir. Ayrica [3]’de bu kosulu saglayan farkli matrisler elde edilmis ve bu
matrisler kullanilarak Fibonacci dizisine ait bazi farkli 6zelliklerin ispatlart

yapilmistir.

Fibonacci dizisinin literatlirde farkli genellestirmeleri vardir. Bu genellestirmelerden
biri su sekildedir: p ve q sifirdan farkli reel sayilar olmak ilizere Uy = 0 ve U; =1
baglangic kosullar1 ile verilen ve n > 2 tamsayilan i¢in U, = pU,_1 + qU,_,
yineleme bagmtisina sahip {U,} dizisine genellestirilmis Fibonacci dizisi
denilmektedir. {U,,} dizisinde p = g = 1 i¢in klasik Fibonacci dizisi elde edilir. {U,,}
dizisinin elemanlar1 ile x? —px —q = 0 denkleminin kokleri arasindaki iliskiler

bilinmektedir [4-6].

{E,} dizisinde oldugu gibi genel olarak {U, } dizisi ile matrisler arasindaki iliskiler de

farkli ¢alismalarda incelenmistir. {U,} dizisi ile iliskili oldugu bilinen 6nemli bir

matris U = (217 g) matrisidir. Bu matris kullanilarak {U,,} dizisine ait farkli 6zellikler

elde edilebilmektedir [5]. Yine bu matrisin karakteristik denklemi, {U,} dizisi ile
yakindan iliskili oldugu bilinen x? — px — q = 0 denklemidir. Bununla beraber genel
olarak X? —pX —ql =0 kosulunu saglayan X matrislerinin tiim tamsay
kuvvetlerinin {U,} dizisi yardimiyla bulunabilecegi [5]’de goOsterilmis olup bunun

yardimiyla {U,,} dizisine ait baz1 farkli 6zellikler de ortaya koyulmustur.

Fibonacci dizisi ile iligkili 6nemli bir dizi de Lucas dizisidir. Ly =2 ve L; =1
baslangi¢ kosullarina sahip olan ve her terimin kendisinden 6nceki iki terimin toplami
olarak elde edildigi {L,,} dizisine Lucas dizisi denir. Yine x> — x — 1 = 0 denkleminin

kokleri ile Lucas dizisinin terimleri arasinda da iliskiler mevcuttur. Ornegin, ¢ ve ¢
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bu denklemin kdokleri olmak iizere L, = ¢™ + @™ esitligi Lucas sayilari i¢in Binet

formiilii olarak bilinmektedir [1].

Lucas dizisi ile matrisler arasindaki iliskiler agisindan 6nemli bir matris R = (; _ 21)

- .. L L . .. . .
matrisidir. Her n € N i¢in RQ™ = ( Z“ L n ) esitligi R matrisi ve Fibonacci-Q
n n—1

matrisi i¢in dogrudur [7]. Bu matrisler kullanilarak Fibonacci ve Lucas dizilerine ait
birgok 6zelligin elde edilebilecegi literatiirdeki ¢alismalarda goriilmektedir. Ornegin,
Fibonacci-Q matrisi ve R matrisinin kuvvetlerinin lineer bilesimini igeren bazi
denklemlerin ¢ozlimleri elde edilmis ve bu ¢oziimler sayesinde Fibonacci ve Lucas

dizilerine ait 6zellikler ortaya koyulmustur [8].

Fibonacci dizisinde oldugu gibi Lucas dizisinin de genellestirmesi mevcuttur. p ve q
stfirdan farkli reel sayilar olmak tizere Vy = 2 ve V; = p baslangi¢ kosullari ve n > 2
tamsayilar1 igin V, = pV,,_; + qV,_, yineleme bagmtisi ile verilen {I},} dizisine
genellestirilmis Lucas dizisi denir. Ayrica, bu dizi ile x> — px — g = 0 denkleminin
kokleri arasinda iligkiler mevcuttur. Bunun yaninda genellestirilmis Fibonacci ve

Lucas dizilerinin terimleri arasindaki bircok 6zellik de elde edilmistir [4-6].

Literatiirde Fibonacci dizisi ve Lucas dizisi disinda bir¢ok farkli say1 dizisi vardir.
Ornegin, Tribonacci dizisi, Pell dizisi, Padovan dizisi gibi &zel say1 dizileri
tanmimlanmis ve bu dizilere ait 6zellikler elde edilmistir. Yine bazi dizilerin matrislerle

iliskileri farkli ¢alismalarda incelenmistir [1, 9, 10].

Ozel say1 dizileri incelendiginde, bu dizilerde genel olarak ay, a,, ..., a;_; seklindeki
belirli sayidaki terimlerin baslangic kosullar1 olarak verildigi, sonraki terimler i¢in ise
C1,Cy,...,Ck reel sayilar olmak iizere a, = cia,_1 + 20y _>+... +Cra, i seklinde
yineleme bagmtisinin kullanildig1 goriilmektedir. Bu bagintiya k. dereceden lineer
homojen yineleme bagintist denir [11]. Say1 dizileri ile ilgili 6nemli bir kavram ise
dizinin karakteristik denklemidir. {a,} dizisi a, = c;a,_1 + c2an_2+... +Crap_x
yineleme bagintisina sahip bir dizi olmak {izere bu diziye ait karakteristik denklem

XK — o — a2

.. —Cr_1x — ¢ = 0 seklindedir [12]. Dizilerin elemanlari
ile karakteristik denkleminin kokleri arasindaki bagintilar literatiirde dnemli bir yer
tutmaktadir. Ornegin, karakteristik denklemin kokleri yardimiyla dizinin elemanlarini
elde etmek icin Binet formiilii olarak bilinen bagintilar farkli diziler icin elde

edilmistir. Yine dizilerle iliskili matrisler dikkate alindiginda, dizinin karakteristik



denklemini saglayan matrisler {lizerinde c¢alismak Onemli bir yaklagimdir. Bunun
yaninda dizinin karakteristik denklemini saglamayan, daha biiyiik boyutlu matrisler ile
dizi arasinda iliski kurmak iizerinde de ¢alisilmistir. Ornegin, ¢p ve @, x2 —x —1 =0
denkleminin kokleri olmak iizere, 6zdegerleri ¢, ¢ ve 0 olan 3 x 3 boyutlu matrisler
ile Fibonacci ve Lucas dizileri arasindaki iligki incelenmis ve pozitif tamsay1
kuvvetleri Fibonacci ve Lucas dizileri yardimiyla elde edilebilen bu tiirdeki baz1 6zel

matrisler elde edilmistir [13].

Son yillarda yapilan c¢alismalarda hem mevcut dizilerin yeni 6zelliklerinin elde
edildigi hem de yeni dizilerin tanitildig1 goériilmektedir. Ayrica tiim bu diziler ile
matrisler arasinda iliskiler kurmanin yeni 6zelliklerin elde edilmesinde 6nemli bir yol

oldugu anlagilmaktadir.

1.2. Tezin Amaci

Baz1 6zel sayr dizileri ile dizinin karakteristik denkleminden farkli denklemleri
saglayan matrisler arasinda iliskiler kurulmaktadir. Elde edilen sonuglarin farkli
uygulamalari verilmektedir. Bu sebeple say1 dizilerinin matris iliskileri kullanilarak,
hem say1 dizilerine ait yeni cebirsel esitlikler elde edilmekte hem de matrislerin
koklerinin ve Moore-Penrose terslerinin say1 dizileri yardimiyla hesaplanmasi gibi
matrislerle ilgili farkli sonuglar elde edilmektedir. Ayrica ¢alisma igerisinde elde
edilen sonuglar sunulurken, literatiirdeki diger say1 dizileri i¢in de yeni sonuglarin

ortaya koyulmasina yol gosterici olmasi amaglanmaktadir.

Calismanin orijinal bolimlerinde ilk olarak {U,,} genellestirilmis Fibonacci dizisi ile
matris iligkileri incelenecektir. Bunun igin 6ncelikle x? — px — g = 0 denkleminden
yola cikilarak, 6zdegerleri bu denklemin kokleri a ve B sayilari ile 72 —pr —q # 0
kosulunu saglayan sifirdan farkli bir r reel sayisi olan 3 X 3 boyutlu matrislerin elde
edilmesi ve bu tipteki matrislerin {U,,} dizisi ile arasindaki iliski ortaya koyulmaktadir.
Daha sonra genel olarak X3 — (r + p)X? + (rp — q)X + qrl = 0 kosulunu saglayan
X matrislerinin tamsay1 kuvvetleri ile {U,,} dizisi arasindaki iliskiyi gosteren bir temel
sonug elde edilmektedir. Elde edilen sonugtan yola ¢ikilarak {U,} dizisine ait bazi
cebirsel ozellikler elde edilmekte ve yine {U,} dizisi ile 6zel bir genellestirilmis
Tribonacci dizisi arasindaki bazi iligkiler ortaya koyulmaktadir. Boylece matrisler

kullanilarak farkli dizilerin terimleri arasindaki bazi iligkiler gosterilmektedir.



Calismanin devaminda genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerine ait 6zellikler
elde edilmektedir. Oncelikle, bir n tamsayis1 i¢in X? — V, X + (—¢)™1 = 0 kosulunu
saglayan X matrisleri ile {U,} genellestirilmis Fibonacci dizisi arasinda iliski
kurulmakta ve bu kosulu saglayan ozel tipli matrisler yardimiyla {U,,} ve {V},} dizileri
icin farkli sonucglar ortaya koyulmaktadir. Ardmndan, X3 —V, X%+ (—q)"X =0
kosulunu saglayan X matrisleri ile {U,,} dizisi arasinda bir iligski belirlenmekte ve bu
iliskiden yola ¢ikilarak uygun matrislerin n. dereceden kokleri ve Moore-Penrose

terslerinin bulunmasi igin bazi sonuglar elde edilmektedir.

Calismanin ana kisminda son olarak k-genellestirilmis Fibonacci dizisi ile matris
iliskisi incelenmektedir. t, sifirdan farkli ve t* — ¢t%=1 — tk=2— —1 = 0 kosulunu
saglayan bir reel say1 olmak iizere X**' — (t + DX¥ +tI + Yt - 1X' =0
kosulunu saglayan X matrisleri ile k-genellestirilmis Fibonacci dizisi arasindaki iliski
ortaya koyulmaktadir. Son olarak, elde edilen sonuglar yardimiyla k-genellestirilmis

Fibonacci dizisinin terimlerini elde etmek i¢in bir bagint1 verilmektedir.

Calismanin son boliimiinde 6nceki boliimlerde elde edilen sonuglar degerlendirilmekte

ve yapilabilecek olan yeni ¢alismalar i¢in 6nerilere yer verilmektedir.






2. ON BILGILER

Bu béliimde, ¢alismada kullanilacak olan temel kavramlar ve ispatsiz olarak temel

teoremler verilecektir.

2.1. Matrisler ile Tlgili Temel Kavramlar

i=12,...,mvej=12,...,n olmak iizere a;; skalerlerinin

Am1  Am2 """ Amn
seklindeki dikdortgensel diizenlenmesine matris denir. m satir ve n siitundan olusan
bir A matrisine m x n boyutludur denir. A matrisi kisaca A = (a;;) seklinde gosterilir.

Burada a;; eleman1 A matrisinin i. satir ve j. siitun elemanidur.

Matrisler genellikle skalerlerin bulundugu cisim ile adlandirilir. Ornegin, matrisin
elemanlar1 reel say1 ise reel matris, kompleks say1 ise kompleks matris seklinde

adlandirilir.
Tiim elemanlar1 0 olan matrise sifir matris denir ve 0 seklinde gosterilir.

A matrisi m x m boyutlu ise A matrisine kare matris denir. Kare matrisin sol iist
kosesinden sag alt kosesine dogru olan elemanlarina kdsegen elemanlar: denir. A
matrisinin kosegen elemanlarinin toplamina A matrisinin izi denir ve iz(A) ile
gosterilir. Kdsegen elemanlart digindaki tiim elemanlari 0 olan matrise kdsegen matris
denir. Kosegen elemanlarinin hepsi 1 olan kdsegen matrise ise birim matris denir ve [

ile gosterilir [14].

A matrisinin satirlari ile stitunlarinin yer degistirmesi ile olusan matrise A matrisinin
transpozu denir ve bu matris AT ile gésterilir. A bir kare matris olmak iizere A = AT
ise A matrisine simetrik matris denir. A matrisinin elemanlarinin eslenikleri alinarak
elde edilen matrisin transpozuna A matrisinin eslenik transpozu denir ve bu matris A

seklinde gosterilir. A matrisinin reel bir matris olmast durumunda A* = A7 olur [15].



A ve B ayni boyutlu matrisler olmak {izere bu matrislerin ayn1 satir ve siitunlarindaki
karsilikli elemanlarinin toplanmasi ile olugan matrise A ve B matrislerinin toplami
denir ve bu matris A + B ile gosterilir. A bir matris ve ¢ bir skaler olmak tizere, A
matrisinin tiim elemanlarinin ¢ skaleri ile garpilmasi ile cA matrisi elde edilir. A matrisi
m X r boyutlu ve B matrisi r X n boyutlu matrisler olmak tizere bu matrislerin garpimi
AB ile gosterilir. Burada AB matrisi m X n boyutlu bir matristir. AB matrisinin i. satir
ve j. siitunundaki eleman, A matrisinin i. satirindaki elemanlar ile B matrisinin j.

stitunundaki karsilikli elemanlarin ¢arpilmasi ile elde edilen sonuglarin toplanmasi ile

bulunur [16].

A bir kare matris ve n pozitif bir tamsay1 olmak lizere A™ matrisine, A matrisinin n.

dereceden kuvveti denir; A™ matrisi n tane A matrisinin ¢arpilmasi ile elde edilir [16].

A bir kare matris olsun. n > 1 tamsay1 olmak {izere B" = A kosulunu saglayan B

matrisine A matrisinin n. dereceden kokii denir [17].

A kare matrisi i¢in AB = BA = I olacak sekilde bir B matrisi var ise B matrisine A
matrisinin tersi denir. A matrisinin tersi varsa A matrisine tersinirdir denir. Bir

matrisin tersi varsa tektir. A matrisinin tersi A~ ile gosterilir [16].

Teorem 2.1.1. A ve B ayni1 boyutlu kare matrisler ise |AB| = |A||B| olur [16].
Teorem 2.1.2. A bir kare matris ve n € N ise |A™| = |A|™ esitligi vardir [16].
Teorem 2.1.3. Kosegen matrisin determinanti kdsegen elemanlarinin ¢arpimina esittir
[14].

Tammm 2.1.4. A matrisi m X m boyutlu bir matris olsun. Bu matrisin i. satir ve j.
siitununun silinmesiyle elde edilen alt matris M;; olmak tizere |M i j| determinantina a;;
elemanmin minorii Ve A;; = (—1)i+j|Ml-j| ifadesine ise a;; elemanmin kofaktorii
denir. A matrisinin a;; elemanmin yerine A;; kofaktdrii yazilarak elde edilen matrisin

transpozuna ise A matrisinin adjoint matrisi denir ve adj(A) ile gosterilir [16].
Teorem 2.1.5. A matrisi tersinir bir matris ise A1 = ﬁadj(A) esitligi vardir [14].

Teorem 2.1.6. m X m boyutlu A matrisinin determinant1 i = 1,2,...,m i¢in

m
|A| = Z aiinj = ailAil + aizAi2+. .. +aimAim
j=1



vej=12,...,migin

m

IAI = Z aiinj = alelj + a21A2]+ +amjAm]
i=1

seklinde elde edilir. 11k yazilisa determinantin i. satira gére agilimi ve ikinci yazilisa

determinantin j. siituna gére a¢ilimi denir [14].

Teorem 2.1.7. A kare matrisinin tersinir olmasi igin gerek ve yeter kosul |A| # 0
olmasidir [14].

Teorem 2.1.8. A tersinir bir matris ise |A71| = ﬁ esitligi vardir [16].

Tamim 2.1.9. Bir lineer denklem sistemi matrisler yardimiyla gosterilebilir:

allul + alzuz + .-+ alnun == bl

a,1Uq + ar,Uy + -+ a2nun F bz

AUy + Ay + - + AUy = by

aj1 Q12 " Qqp Uy by
. . a a,, -+ a . . u b
sistemi, A= 2% "2 P |vewile b vektorleriu=| > |ve b=| "2

Am1 Am2 " Amn Up bm

olmak tizere Au = b seklinde yazilabilir. Burada A matrisine katsayilar matrisi, u

vektoriine bilinmeyenler vektorii ve b vektoriine bilinenler sabit vektéorii denir [16].

Teorem 2.1.10. (Cramer Yontemi) n bilinmeyenli ve n tane lineer denklemden

olusan Au = b lineer denklem sistemi verilsin. |A| # 0 olmasi durumunda bu sistemin

e A A A . : S
tek ¢ozimi u; = M, U, = M,..., u, = 14x] seklindedir. Burada A; matrisleri, A
Al Al Al J

matrisinde j. siitun silinerek yerine b vektoriiniin yazilmasiyla elde edilen matrislerdir
[16].

Tanmim 2.1.11. A bir kare matris olsun. Ax = Ax denklemini saglayan sifirdan farkli
bir x € C™ vektorii var ise A skalerine A matrisinin ézdegeri, x vektoriine ise A

0zdegerine karsilik gelen bir 6zvektdr denir [15].

Teorem 2.1.12. A kare matrisinin bir 6zdegerinin A olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
|A — AI| = 0 olmasidir [14].



Tanmm 2.1.13. A bir kare matris olmak tiizere, p,(4) = |4 — AI| polinomuna A
matrisinin karakteristik polinomu ve |A — AI| = 0 denklemine de A matrisinin
karakteristik denklemi denir [14].

Teorem 2.1.14. (Cayley Hamilton Teoremi) Her kare matris kendi karakteristik

denklemini saglar [15].

Teorem 2.1.15. A kare matrisinin 6zdegerleri A4, 1,,...,4,, ise |[A| = A;1,... 4, ve

iz(A) = Ay + Ay+... + A, esitlikleri dogrudur [16].

Teorem 2.1.16. A kare matrisinin tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A matrisinin

0zdegerlerinin hepsinin sifirdan farkli olmasidir [16].

Tamm 2.1.17. A ve B kare matrisleri i¢in B = P~1AP olacak sekilde tersinir bir P

matrisi var ise A ve B matrislerine benzer matrisler denir [15].

Tamim 2.1.18. Bir A kare matrisi kdsegen bir D matrisine benzer ise bu durumda A

matrisine kosegenlestirilebilirdir denir [15].

Teorem 2.1.19. Bir m X m boyutlu A matrisinin kdsegenlestirilebilir olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul m tane lineer bagimsiz, yani higbiri digerlerinin bir lineer bilesimi

seklinde yazilamayan 6zvektorlere sahip olmasidir [18].

Tamm 2.1.20. Bir m X m boyutlu A matrisi, x4, X5, ..., X, seklinde m tane lineer
bagimsiz 6zvektore sahip olsun. Bu durumda, bu 6zvektorleri siitun olarak kabul eden
P =(xq1 x3... X)) matrisine A matrisinin modal matrisi denir. A matrisinin
0zdegerlerini kosegen elemani olarak kabul eden D kdsegen matrisine ise A matrisinin

spektral matrisi denir [18].

Teorem 2.1.21. Bir m X m boyutlu A matrisinin 6zdegerleri A4,4,,...,4,, Ve bu

Ozdegerlere karsilik gelen m tane lineer bagimsiz 6zvektér xq, Xa,..., X, olsun. A

A 00

- .. - 0 4,0
matrisinin modal matrisi P = (x4 X3 ... x;,) vespektralmatrisiD ={ . " .
0 0 Ay

olmak iizere D = P~1AP ve A = PDP! esitlikleri vardir [18].

Teorem 2.1.22. Bir kare matrisin farkli 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri lineer
bagimsizdir [18].
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Teorem 2.1.23. Tim 0&zdegerleri birbirinden farkli olan bir A kare matrisi

kosegenlestirilebilirdir [15].

Tamm 2.1.24. A kare matrisi i¢in my(A) = 0 kosulunu saglayan en diigiik dereceli

monik (bas katsayisi 1 olan) polinoma A matrisinin minimal polinomu denir [15].

Tamm 2.1.25. A bir m X n boyutlu matris olmak tizere (AG)* = AG, (GA)* = GA,
AGA = A ve GAG = G kosullarimi saglayan n X m boyutlu G matrisine, A matrisinin

Moore-Penrose tersi denir [19].

Teorem 2.1.26. Sonlu elemanli tiim matrislerin Moore-Penrose tersi vardir ve tektir
[19].

Teorem 2.1.27. A matrisinin Moore-Penrose tersi AT ve eslenik transpozu A* olmak
lizere AT = (A*"A)TA* = A*(AA")T esitligi vardir [19].

2.2. Ozel Say1 Dizileri

2.2.1. Temel tamimlar ve teoremler

Fy =0 ve F; =1 baslangi¢ kosullari, n > 2 tamsayilarn i¢in F, = F,,_; + F,,_,
yineleme bagintis1 ile verilen {F,} dizisine Fibonacci dizisi denir. Fibonacci dizisi ile
yakindan iligkili bir diger dizi ise Lucas dizisidir. Ly =2 ve L; =1 baslangi¢
kosullar1, n > 2 tamsayilari i¢in L,, = L,,_; + L,_, Yineleme bagntisi ile verilen {L,,}

dizisine Lucas dizisi denir. Bu dizilere ait birgok 6zellik bulunmaktadir [1, 20].

Literatiirde Fibonacci ve Lucas dizileri i¢in birtakim farkli genellestirmelerin oldugu
goriilmektedir. Genellestirmelerden ikisi su sekildedir: p ve g sifirdan farkli reel
sayilar, Uy(p, q) = 0 ve U;(p, q) = 1 baslangig kosullar1 olmak {izere n > 2 tamsayisi
icin U,,(p,q) = pUpn—1(p,q) + qU,—_>(p, q) yineleme bagintis1 ile verilen {U, (p, q)}
dizisine genellestirilmis Fibonacci dizisi denir. Benzer sekilde, p ve q sifirdan farkli
reel sayilar, Vy(p,q) = 2 ve Vi(p,q) = p baslangi¢c kosullart olmak iizere n = 2
tamsayist i¢in V,(p,q) = pVou—1(0, @) + qVy—2(p, q) bagintis1 ile verilen {V,,(p, q)}
dizisine genellestirilmis Lucas dizisi denir. Bu diziler i¢in bazi farkli 6zellikler

mevcuttur [4-6].

Sadelik agisindan ¢aligmanin devaminda {U,, (p, q)} ve {V,,(p, q)} dizileri i¢in sirasiyla

{U,} ve {V,,} gosterimleri kullanilacaktir.
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Negatif indisli genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilar1 n > 1 tamsayisi i¢in

sirastyla U_,, = (:Z;ln velv., =

Vn

Gl

olarak tanimlanir.

Fibonacci ve Lucas dizileri disinda bir¢ok 6zel say1 dizisi bulunmaktadir. Bunlardan

bazilar1 asagida verilmistir.

Qo = 0, Q; = Q, = 1 baslangi¢ kosullarina sahip olmak iizere ve n > 3 tamsayisi i¢in
Qn = Qn_1 + Qu_, + Q,_3 yineleme bagintis1 ile verilen {Q,} dizisine Tribonacci
dizisi denir. W,, W;, W, baslangi¢ kosullar1 ve a, b, ¢ katsayilar1 keyfi reel sayilar
olmak lizere n > 3 tamsayist i¢in W,, = aW,,_; + bW,,_, + cW,,_5 yineleme bagintisi

ile verilen {W,,} dizisine genellestirilmis Tribonacci dizisi denir. ¢ # 0 olmak tizere
n € Nigin W_,, = —%W_(n_l) - %W_(n_z) + %W_(n_3) bagintis1 yardimiyla negatif
indisli genellestirilmis Tribonacci sayilar1 elde edilir. K, = K; = K, = 1 baslangig
kosullar1 ve n > 3 tamsayisi i¢in K,, = K,,_, + K,,_3 yineleme bagmtisi ile verilen

{K,} dizisine Padovan dizisi denir [9, 21, 22].

Fibonacci dizisinin 6nemli bir genellestirmesi de k-genellestirilmis Fibonacci
dizisidir: k sayisi, k = 2 kosulunu saglayan bir tamsay1 olmak tizere 0 <n < k — 2

kosulunu saglayan n tamsayisi i¢in G((rlf)) =0, G((,le) = 1 ve n > k tamsayisi i¢in ise

®) _ (k) (k) ® y - - O qisici
G(n) = G(n—l) + G(n_2)+. .. +G(n_k) yineleme bagntisi ile verilen {G(n)} dizisine k-
genellestirilmis Fibonacci dizisi denir [23]. k-genellestirilmis Fibonacci dizisinin
negatif indisli terimleri de elde edilebilir. Pozitif indisli terimler i¢in kullanilmakta

k k k k < .
olan G((n)) =G((nzl)+G((n12)+"'+G((nzk) bagintisinda n yerine n+ k yazilirsa

G((ﬁk) = G((113-k—1) + G((r’f-)|-k—2)+"'+G((1I;)) bagintis1 ya da bu bagintiya denk olarak

G = =Gimray = Gorzy— - —Gimri—1y + Ginrye) bagmtist elde edilir. Bu eitlikte n
; 5 ) _ (r) (k) (k) (r)

yerine —n yazildiginda G(_n) = —G(_n+1) — G(_n+2)—. .. —G(_n+k_1) + G(_n+k) olur

ve bu esitlikten {G((ff))} dizisinin negatif indisli terimleri elde edilebilir [24].

Bazi say1 dizilerinin literatiirde farkli sekillerde tanimlandigi da goriilmektedir. Bu
farkliliklardan biri dizinin taniminda yer alan degiskenlerin secimi ile ilgilidir.
Ornegin, baz1 calismalarda {U,,} dizisi tanimlanirken p ve q degerleri tamsayilar
olarak, bazi ¢aligmalarda ise reel sayilar olarak kabul edilmistir. Bir diger farklilik ise

dizilerin baslangi¢ kosullar: verilirken ortaya ¢cikmaktadir. Ornegin, bazi calismalarda
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Padovan dizisinin baslangi¢ kosullar1 K, = 0, K; = K, = 1 seklinde verilmistir. Bu
sekilde farkli dizilere ait farkli tanimlar mevcuttur. Bu ¢aligmada adi1 gegen dizilerin

tanimlar1 yukarida verildigi sekilde kullanilacaktir.

Fibonacci dizisi, Lucas dizisi gibi say1 dizilerinde goriildiigii iizere bu tiir dizilerde
dizinin terimlerinin Onceki terimler yardimiyla bulunmasimi saglayan bir yineleme
bagintisi ve dizinin belirli sayida terimini veren baslangi¢ kosullar1 vardir. Bu dizilerin

genel hali olan lineer homojen yineleme (rekiirans) bagintisi asagidaki sekildedir:

Tanim 2.2.1.1. bo, bl"' "bk—l € R olmak tzere ag = bo, a, = bl,..., ax_1 = bk—l
baslangi¢ kosullarina sahip olan, bununla beraber ¢, # 0 igin ¢4, ¢y, ..., ¢, € R 0lmak
lizere a, = ¢1Ap_1 + C2a,_2+... +cra,_, bagintisina k. dereceden lineer homojen

yineleme bagintis: denir [11].

Sayi dizileri i¢in 6nemli bir kavram da karakteristik denklem kavramidir. Genel olarak

lineer homojen yineleme bagintisinin karakteristik denklemi asagidaki sekildedir:

k k-1 k-2

Tamm 2.2.1.2. ¢;,¢y,..., ¢ € R olmak ilizere x* — ¢ x* " —c,x" “—...—c, =0
denklemine a, —cya,—1 — c,ap_5—...—Cxan_; = 0 lineer homojen yineleme

bagintisinin Karakteristik denklemi denir [12].

Dizilerin karakteristik denklemlerinin koklerine ait 6zellikler bir¢ok farkli calismada
incelenmigtir. Dizilerin elemanlarinin bu koklere bagli olarak bulunmasini saglayan

formiillere Binet formiilleri denilmektedir.

p Ve q sifirdan farkli ve p? + 4q > 0 kosulunu saglayan reel sayilar olmak iizere {U,,}
ve {},} dizileri ile x> — px —q = 0 denkleminin kokleri arasindaki bazi iliskiler

asagidaki sekilde verilmistir.

Teorem 2.2.1.3. U, = “Z:ﬁn ve V, = a™ + B" esitlikleri her n € Z icin dogrudur.
Burada a ve B, x? — px — ¢ = 0 denkleminin kokleridir [5].

Teorem 2.2.1.4. a" = U,a + qU,_; ve ™ = U, B + qU,,_, esitlikleri her n € Z igin
dogrudur. Burada a ve 8, x? — px — q = 0 denkleminin k&kleridir [5].

Farkli say1 dizileri i¢in de Binet formiillerinin elde edilmesi iizerinde ¢alisilmustir.
Ornegin, k-genellestirilmis Fibonacci dizisi icin Binet formiilleri [25] ve [26]

calismalarinda elde edilmistir.
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Binet formiilleri diginda karakteristik denklemlerin koklerinin farkli cebirsel
ozellikleri de incelenmektedir. Ornegin, k-genellestirilmis Fibonacci dizisinin

karakteristik denkleminin kokleri ile ilgili 6nemli bir 6zellik asagidaki sekildedir:

Teorem 2215 k>2 tamsayist icin xF—xk"1—xk2— —x—-1=0
denkleminin kdkleri birbirinden farklidir [27].

2.2.2. Bazi say1 dizileri ile matrisler arasindaki iliskiler
Matrisler ile say1 dizileri arasindaki iligkiler farkli ¢alismalarda incelenmistir. Say1
dizileri ile matrisler arasindaki iliskiyi gosteren 6nemli bir matris Fibonacci-Q

11
10

Charles King tarafindan gosterilmistir. Fibonacci-Q matrisi gibi literatiirde farkli

Fn+1 Fn

matrisidir. Q = ( ) matrisi i¢in n € N olmak lizere Q" = ( ) esitligi
Fn Fn—l

calismalarda kullanilmis olan bir matris de P = ((1) 1) matrisidir. Bu matris i¢in de

F. E
P = ( n-1 )e itligi vardir [2].
Fo Fyyy) SSUIE Va2

Fibonacci-Q matrisi gibi diger diziler i¢in de 6zel matrisler elde edilmistir. Ornegin,

e o U U s
{U,,} dizisi i¢in U = (I; g) olmak iizere her n € Z i¢in U™ = ( {]l:l ZU:_l) esitligi

gosterilmigtir [5]. Yine {U,} dizisi i¢in sik kullanilan bir matris de M = (2 219)
qUn-1 Uy,

eklinde kuvvet bagintisi verilmi
qUy, Un+1) ; g ;

matrisidir. Bu matris i¢in de M™ = (

ve bu matris kullanilarak {U,,} dizisi i¢in farkli esitlikler gosterilmistir [4].
{w,} ve {G((:)) } dizileri i¢in matris esitlikleri agsagidaki teoremlerde verilmistir.

a bc
Teorem 2.2.2.1. a, b ve c sifirdan farkli tamsayilar ve S = (1 0 O) olmak tlizere her

010
n € Nigin S" = R, bR,_1 +cR,_, cR,_4 | esitligi dogrudur. Burada {R,}
Rn—l bRn—Z + CRn—S CRn—Z

dizisi, {W, } dizisinin Wy, = 0, W, = 1 ve W, = a igin elde edilen 6zel bir durumudur
[28].
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11 000
10 100
Teorem 2.2.2.2. k > 2 tamsay1 olmak tlizere k X k boyutlu Q,, = : & .-
10 0--: 1
10 0-:0
matrisi i¢in
x) (k) x)
G(n+k—1) G(n+k—2) G(n)
k—2 k—2 k-2
(k) ®) &)
Q" = z Gln+k—2-i) z Glnik-3-i) Z Gn=1-i)
i=0 i=0 i=0
) ) 0
G(n+k—2) G(n+k—3) G(n—l)

esitligi her n € N i¢in dogrudur [23].

Sayi dizileri ile matrisler arasindaki iliskiler incelenirken yukaridaki matrislere benzer
olarak farkli 6zel matrisler de elde edilmistir. Bu tiirdeki bazi matrislerde 6nemli bir
ozellik dikkat cekmektedir. Ornegin, Fibonacci dizisi icin verilen Q ve P matrisleri
incelendiginde bu matrislerin karakteristik denklemlerinin x? —x — 1 = 0 oldugu
kolaylikla goériiliir. Bu denklem ayni zamanda Fibonacci dizisinin de karakteristik
denklemidir. Benzer sekilde {U,} dizisi i¢in verilmis olan U ve M matrislerinin
karakteristik denklemleri de ayn1 zamanda {U,,} dizisinin karakteristik denklemi olan
x? — px — q = 0 denklemidir. Yine Teorem 2.2.2.1°deki S matrisinin de karakteristik
denklemi ile {W,} dizisinin karakteristik denklemi aynidir. Bu durum say1 dizileri ile
matrisler arasindaki iliskiler incelenirken, dizinin karakteristik denklemini saglayan
matrislerin genel olarak incelenmesi fikrini ortaya ¢ikarmaktadir. x2 —x —1 =10
denklemini saglayan matrislerin {F, } dizisi ile iliskisi agagidaki teorem ile verilmistir.

Yine bu teorem yardimiyla {F,} dizisine ait 6zellikler elde edilmistir.

Teorem 2.2.2.3. X matrisi, X? = X + I kosulunu saglayan bir matris olmak iizere

X" = F, X + F,_41 esitligi her n € Z igin vardir [3].

Teorem 2.2.2.3’iin genellestirilmis hali, p ve g sifirdan farkli ve p? +4qg >0

kosulunu saglayan reel sayilar olmak iizere asagidaki sekilde verilmistir.

Teorem 2.2.2.4. X matrisi, X2 = pX + qI kosulunu saglayan bir matris olmak iizere
X" = U,X + qU,_41 esitligi her n € Z igin vardir [5].
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Teorem 2.2.2.4 yardimiyla genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri i¢in farkli
ozellikler elde edilmistir. Bu 6zelliklerden ¢alismamizin devaminda kullanilacak olan

bazilar1 asagida verilmistir.

m, n Ve r tamsayilari i¢in asagidaki 6zellikler dogrudur [5].

(—)" U = Up_1Un — Uy Up_y, 2.1)
UnVn = Upan + (=0)" Unm—n, (2.2)
Unt1+qUp-1 =V, (2.3)

Unin = UnUns1 + qUm—1 U, (2.4)
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3. GENELLESTIRILMIiS FIBONACCiIi VE TRIBONACCI SAYILARI iLE
MATRIS ILISKILERI

Bu boliimde ilk olarak genellestirilmis Fibonacci dizisi ile iligkili 3 X 3 boyutlu
matrislerin bulunmasi igin [29] ¢alismasinda yapilanlar ele alinacaktir. Sonra, genel
olarak X3 — (r + p)X? + (rp — @)X + qrl = 0 kosulunu saglayan X matrislerinin

tamsay1 kuvvetlerinin genellestirilmis Fibonacci ve Tribonacci dizileri ile arasindaki

iliskiler gosterilerek bu dizilere ait sonuglar elde edilecektir.

Boliim boyunca p Ve g sayilar1 p? + 4q > 0 kosulunu saglayan sifirdan farkli reel

sayilar olarak kabul edilecektir.

3.1. 3x3 Boyutlu Matrisler ve Genellestirilmis Fibonacci Dizisi

Teorem 2.2.2.4, x> — px — q = 0 denklemini saglayan matrislerin kuvvetlerinin {U,,}
dizisi yardimiyla elde edilebilecegini gdstermektedir. Bu arada x2 —px —q =0

[n2 — 2
denkleminin koklerinin A; = a = w ve I, =0 = %ﬂq oldugu aciktir.

Simdi r sifirdan farkli bir reel say1 olmak iizere, 6zdegerleri @,  ve r olan 3 X 3

boyutlu matrisler ile {U,} dizisi arasindaki iligkiyi inceleyecegiz. Reel sayilardan

a b c
A=<d e f)
g h i

matrisinin 6zdegerlerinin A4, A, ve r olmasi i¢in karakteristik denkleminin

olusan

x3—(r+p)x?+(p—q@Q)x+qr=0

olmast gereklidir. Ayrica A matrisinin karakteristik denklemini elde etmek i¢in
|A — xI| = 0 denkleminde gerekli islemler yapilirsa A matrisinin 6zdegerlerinin A,

A, ve r olma kosulu olarak
ate+i=r+p
ae+ai+ei—hf—bd—cg=rp—q (3.1)
cge + hfa+ bdi — aei — bgf —cdh = qr



denklem sistemini saglamasi gerektigi goriiliir. Bununla beraber, matris 6zdegerlerinin
birbirinden farkli olmasi durumunda kosegenlestirilebilir olacaktir. Bu durumun

saglanmasi i¢in ise 7 # @ ve r # f yani
ré—pr—q#0 (3.2)

olmalidir. A matrisinin, (3.1) ve (3.2) kosullarin1 sagladigin1 kabul ederek devam

edelim. Burada, A matrisinin A, 4, ve r 6zdegerlerine karsilik gelen birer 6zvektor,

X1 V1 Z1
strastyla x = (x2>, y = <y2> Ve z = <22> olsun. A matrisi kosegenlestirilebilir bir
X3 V3 Z3

matris oldugu igin
A4 0 0
A=P (0 Ay 0) p~1
0 0 r

seklinde yazilabilir. Burada P matrisi, A matrisinin 6zvektorlerini siitun kabul eden

matristir ve her n € Z igin

0 0
A"=pP(o 2 o |P!
o o0 "

esitligi saglanir. A; = @ ve A, = B oldugundan, bu esitlikle beraber her n € Z igin
Teorem 2.2.1.4 yardimiyla gorilen a™ = Upa+qU,_4 ve " =U,B +qU,_1

esitlikleri dikkate alinirsa

Unpdy + qUp_yq 0 0
Ar = P( 0 Uydy +qUy_y O )P-l
0 0 rh

A 0 0 100 0 0 0
Un<o A 0>+qUn_1(O 1 0>+<0 0 0 )
0 0 r 0 01 0 0 r—rU,—qU,_4

olur. Bu esitlikten

=P p-!

000
A" =U,A+qUp_ 41+ (@™ —1rU, — qU,_1)P (0 0 O) p1 (3.3)
0 01

esitligi elde edilir. (3.3) esitligi, A matrisinin tamsay1 kuvvetlerinin {U,} dizisi

yardimiyla bulunabilecegini gostermektedir. Simdi,
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olsun. Bu durumda

X1 Y1 Z1\ /0 0 O\ /X1 Y1 Z1 - 00 z\ /%1 y1 74 -
B=\{x Y2 z2]{0 0 0 ||x2 Y2 22 =10 0 z; || x2 Y2 22
X3 Y3 Z3 0 0 1/ \x3 y3 z3 0 0 z3/ \x3 y3 23

yazilabilir. Yine bu esitlikte gerekli hesaplamalar yapilirsa

21(X2Y3 = ¥2X3)  Z1(V1X3 — X1¥3)  Z1(X1Y2 — Y1X2)
B = 1Pl Zy(x3Ys = ¥2x3)  Za(Y1x3 — X1¥3)  Z2(X1Y2 — Y1%X2) (3.4)
23(x2y3 = ¥2x3)  z3(Y1x3 — x1¥3)  Z3(X1Y2 — Y1%X2)
elde edilir. Burada [P| = z;(x;y3 — ¥2x3) + 22(Y1X3 — X1Y3) + 23(X1Y2 — Y1X2)
seklindedir. Sonug olarak (3.1) ve (3.2) kosullarin1 saglayan A matrisinin tamsay1
kuvvetlerinin, (3.4) esitligi de dikkate alinarak, (3.3) bagintis1 yardimiyla
bulunabilecegi goriiliir. Burada genel bir ¢6ziim iizerinde g¢alisilabilir. Fakat sayi
dizileri ile iliskili matrisler elde edilirken bu matrislerin ve kuvvet bagintilarinin islem
kolaylig1 agisindan sadeligi dnemlidir. Bu agidan elde edilen sistemleri saglamasi igin
bazi segimler yapilarak devam edilebilir. [29]’da yapilabilecek olan segimler tizerinde
caligilmistir. Simdi burada yapilabilecek olan se¢imler tizerinde duralim ve bu yolla

0zel bir matris elde edelim.

(3.4) esitliginde goriilecegi tizere B matrisinin elde edilmesinde z = (z,2,, z3)
vektorii oldukga onemlidir. Bu matrisin islem kolayligina uygunlugu diisiiniilerek z

vektorii 6zel olarak segilebilir. Ornegin,

0

olarak segebiliriz. Bu durumda |P| = x;y, — y;x, olur ve (3.4) esitliginden B matrisi

1 0 0 0
B = —( 0 0 0 )
1Yz = ¥z X2Y3 — Y2X3  Y1X3 — X1)3 X1Y2 — Y1X2
olarak elde edilir. Simdi ikinci bir se¢im daha yapalim.

XoY3 — YoX3 = X3Y1 — V3X1 = X1Y2 — Y1X2

esitliginin saglanmasi durumunda B matrisi
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0 00
B={0 0 0
1 11

seklinde olacaktir. Bunun i¢in oncelikle x; + x5, + x3 = y; + y, + y3 = 0 esitliginin

dogru oldugunu diisiinelim. Bu durumda

X1 = —Xy — X3
Vi=="YV2—"Y3

olacagindan bu sistem kullanilarak x; (—y, — ¥3) = y1(—x, — x3) esitligi elde edilir.

Bu sebeple

X3Y1 — V3X1 = X1Y2 — Y1X2 (3.5)

esitligi saglanir. Yine, x; + x, + x3 = y; + y, + y3 = 0 olmasi durumunda

Xy = —X1 — X3
Yo="Y1—Y3
olacagindan
X1Y2 — Y1Xo = X2Y3 — Y2X3 (3.6)

esitligi elde edilir. (3.5) ve (3.6) esitlikleri bize x; + x, +x3 =y, +y, +y3 =0
kosulunun saglanmast durumunda x1y, — y1X; = X,¥3 — Y2X3 = X3YV1 — Y3X1

esitliginin de saglandigini gosterir. Bu esitliklerle beraber (3.3) esitligi dikkate alinirsa

0
su sonu¢ elde edilir: z = <O> Ve X1 +x, +x3 =y, +y, +y3 = 0 kosullarinin
1

saglanmasi durumunda her n € Z i¢in

000
AM = U A+ qUyyI + (7" = 1U, — qU,_y) (o 0 o)

111
0
olacaktir. Simdi z=|0| ve x;+x,+x3=y;+y,+y; =0 secimlerinin
1
_ 0
saglanmasi kosullarini inceleyelim. Ilk olarak z = | 0 | olmasi durumunu inceleyelim.
1

Ozvektdr tammi dikkate almirsa Az = 7z esitliginin saglanmasi gerekir. Bunun igin,

(200
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esitliginden, z vektoriiniin istenilen kosullar1 saglamasi icin ¢ =0, f =0 ve i =r

a b 0
A=<d6’0>
g hr

seklinde devam edebiliriz. Bu sayede z vektorii istenilen kosulu saglayacaktir. Simdi

olmalidir. Artik,

c =0, f =0 vei=r esitlikleri i¢gin (3.1) sistemini inceleyelim. Bu durumda (3.1)
sistemi
ate=p
ae+ar+er—bd =rp—q

bd —ae =q

sistemine doniislir. Bu sistemde birinci ve {igiincii denklemlerin saglanmasi

durumunda ikinci denklem de saglanacaktir. Dolayistyla (3.1) sistemi yerine

ate=p
bd —ae =q
sisteminin saglanmasi yeterlidir. Bunun icin ise e=p—a ve d= LHan_az
esitliklerinin saglanmas: yeterli olacaktir. Bu se¢imlerin sonunda
a b 0
A= q-l—an—az p—a 0 (3.7
g h T

matrisi elde edilir. Bu matris su iki 6zelligi saglamaktadir: Birincisi, bu matrisin

ozdegerleri A;, A, ve r sayilaridir. ikinci olarak ise r 6zdegerine karsilik gelen bir

0
Ozvektor z = (0) vektoriidiir. Artik matrisin 6zdegerleri ve r 6zdegerine karsilik
1

gelen 6zvektor istedigimiz sekildedir. Son olarak (3.7) matrisinde bir diger se¢im olan
X1 +x,+x3 =y, +y, +y3 =0 kosulunun saglanma durumunu inceleyelim.

Ozvektor tammindan Ax = A;x ve Ay = A,y denklemleri saglanmaktadir. Bu sebeple

axy + bx, = A1x;

<q+ap—a2

b > x1+(@—a)x; = A4ix, (3.8)

gx1 + hxy +1x3 = A1%3
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ve

ay; + by, = A1
q+ ap —a®
<T) i+ @ —a)y;, =1y, (3.9)

gy1 +hy, +1rys = A;y3
esitliklerine  sahibiz. Amacimiz x; +x, +x3 =y; +y, +y3 =0 esitliginin
saglanmasidir. Simdi

q+ap — a®

b +g=b+p—a+h=r (3.10)

esitligi saglanirsa x; +x, +x3 =y, +y, + y3 =0 esitliginin de saglandigin
gosterelim. 11k olarak (3.8) esitliklerine sahibiz. Bu esitlikleri taraf tarafa toplayalim.

Bu durumda (3.10) esitligi de goz Oniine alinir ve gerekli islemler yapilirsa

r(xl +x2 +x3) =/11(x1 +x2 +x3) (311)
elde edilir. Burada (3.2) kabuliinden dolay1 6zdegerlerin farkli oldugunu yani r # 4,
oldugunu biliyoruz. Bu sebeple (3.11) esitliginin saglanmast i¢in x; + x, +x3 =0
olmalidir. Benzer sekilde (3.9) esitlikleri de taraf tarafa toplanirsa

r(V1+ Y2 +y3) =401 +y2+y3)

esitligi elde edilir ve yine 6zdegerlerin farkli olmasindan dolayr y; +y, +y3; =0
esitligi saglanir. Bu durum sunu gosterir; eger (3.10) esitlikleri saglanirsa istenilen son
ozellik olan x; + x, + x3 = y; + y, + y3 = 0 esitligi de saglanmig olur. Bu sebeple

(3.7) esitligindeki matris (3.10) esitliklerine gore diizenlenirse

a b 0
q+ ap — a?
a=| T pa 0
br —ab — q — ap + a*

b r+a—b—p r

matrisi elde edilir. Bu matris, (3.2) kosulu altinda istedigimiz kosula uygun bir
matristir. Simdi (3.3) esitligi ile bu matrisin kuvvet bagintisi elde edilebilir. Hern € Z

i¢cin
0 00
A" =U,A+qU,_1 +(@"—rU,—qU,_ )P0 0 0|P!

esitliginde gerekli islemler yapilirsa
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aU, +qUy_4 bU, 0
q+ ap — a?
AN = ( TUTL Upsr —al, 0
a’?—ab—q—a
\r" + 5 1-p Up—qUpqy 1" =Upq+(@=b)U, 1"

olarak elde edilir. Ttim bu yapilanlar bize asagidaki teoremi vermektedir.

Teorem 3.1.1. b ve r sifirdan farkli reel sayilar ve a herhangi bir reel say1 olsun.

Ayricar? — pr — q # 0 kosulu saglansm. Bu durumda

a b 0
/ q +ap — a? \

4= — p—a 0
kbr—ab—q—ap+a2 )

, r+a—-b—-p r

olmak iizere her n € Z igin

aU, +qU,_4 bU, 0
q+ ap — a?
M AL TN
a’?—ab—q—a
\Tn + b 1 P Un—qUn— rit— n+1 T (@ —D)Uy rn/

esitligi dogrudur [29].

Teorem 3.1.1°in elde edilis yontemine bakildiginda, izlenilen yol kullanilarak farkli
secimler altinda {U,} dizisi ile iliskili yeni matrisler ve kuvvet bagintilar1 elde
edilebilir. Bunun yaninda diger say1 diziler i¢in de benzer yontem ile 6zel matrislerin

elde edilebilmesi igin bir yol gosterici olabilir.

3.2. Mf\tris Metotlariyla Genellestirilmis Fibonacci Sayilari ile Nliskili Baz
Ozdeslikler

ave B, x? — px — q = 0 denkleminin kokleri olmak iizere, 6zdegerleri a, 8 ve r olan
3 X 3 boyutlu 6zel matrislerin elde edilmesi ve bu matrislere ait kuvvet bagintisinin
bulunmasi i¢in bir yontem 6nceki kisimda gosterilmisti. Bu kisimda bu probleme daha
genel olarak yaklasacagiz. (x? — px — q)(x — r) = 0 denklemini saglayan ya da denk
olarak X3 — (r + p)X% + (rp — @)X + qrl = 0 kosulunu saglayan bir X matrisinin

{U,,} dizisi ile iliskisi ve ilgili bagintilar izerinde durulacaktir.
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X3—(r+p)X?>+ (@p—q)X+qrl =0 kosulunu saglayan bir X matrisinin
kuvvetlerini 6nceki boliimden farkli olarak X2, X ve I matrislerinin lineer bilesimi
olarak bulmaya ¢alisalim. Amacimiz bu 6zellikteki bir X matrisi igin

Xn = C1X2 + CzX + C3I (312)

esitligini her n € Z igin saglayacak olan cy, ¢, 3 katsayilarin1 belirlemektir. Bunun
icin ilk olarak onceki kisimda [29] ¢alismasinda ortaya koyulan yonteme benzer
sekilde ilerleyerek bir sonug elde etmeye calisacagiz. X matrisini, 6zdegerleri «, § ve

r olan kdsegenlestirilebilir 3 X 3 boyutlu bir matris olarak secelim. Bu durumda
a 00
X=Pl0o g o]|P?
00 r
olarak yazilabilir. Bu esitlik (3.12) esitliginde yerine yazilirsa
a® 0 0 a? 0 0 a 00
P(o p™ 0 |Pl=¢P(0 B2 0 |P1+cP|l0 B O|P 143l
0O 0 r 0 0 7?2 0 0r
elde edilir. Buradan, matris esitliginden

a™ = cia’? + ca + ¢

B =c1B%+ 8+ c5 (3.13)

™ =cr% + o1 + 5

denklem sistemi elde edilir. a™ = U, a + qU,,_; ve f™ = U, + qU,_; oldugundan

(3.13) sistemine denk olarak

Upa+ qU,_1 =ci(pa+q) +ca+ cq
UnB +qUp_y =c1(pB+q) + 28 +c3 (3.14)

™ =cri+4cr+cg
sistemi elde edilir. Burada

cp + ¢, = U,
c1q+c3 =qUp (3.15)

ari4cr+o3=1r"

sisteminin saglanmasi durumunda (3.14) sisteminin de saglanacagi kolaylikla goriiliir.

(3.15) sisteminin ¢oziimii aradigimiz ¢oziimdiir. Bu sistem,
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P 1 0 Cq Un
r2 r 1/ \c3 r’

seklinde yazilabilir. Bu sistemin katsayilar matrisinin determinant1 72 — rp — g olup,

2 —rp — q # 0 kosulu altinda sistem ¢oziildiigii zaman, istenilen sonuglar olarak

" —rUn—qUn_1 _ —prn+r2Un—q2Un_2 _ —qrn+qr2Un_1+q2TUn_2

, Cg = Ve c; = elde edilir.

Ci =
1 r2-rp—q

r2—pr—q r2—pr—q

Bu sonuglar (3.12) esitliginde kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa her n € Z
i¢in

- rUn - qUn—l

X =
r’—rp—q

(X2 —pX — qI) + Up,X + qU,,_,1 (3.16)

bulunur. (3.16) esitligi, 6zdegerleri @, § ve r olan 3 X 3 boyutlu kdsegenlestirilebilir
bir matris i¢in kuvvet bagmtisin1 vermektedir. Biz (3.16) esitliginde elde edilen
sonucun X3 — (r + p)X2 + (rp — @)X + qrl = 0 kosulunu saglayan tiim matrisler

icin genel olarak dogrulugunu gosterecegiz. Once asagidaki yardime1 teoremi verelim.

Yardimei Teorem 3.2.1. 7, 7% — rp — q # 0 kosulunu saglayan sifirdan farkli bir reel

" —1Upn—qUn—1

say1 olsun. Bu durumda, f(n) = —rp—q

olmak {izere her n € Z igin asagidaki
esitlikler dogrudur.

a) f(m) —rf(n—1) = Up_y,

b) f(n+1) —pf(n) —qf(n—1) =r"".

" —1Un—qUn—1

Ispat. f(n) =

diizenlemeler yapilirsa

e a— esitligi ve {U,} dizisinin tanimi kullanilarak gerekli

n n

r* —rU, — qU,_ "1 —rU,_; — qU,_
f(n)—rf(n—1)= S n in_r - n—-1 qQUn—2
r2—rp—q r2—rp—gq

M =1Up = qUp — 1"+ 172U + qrUp,

- rZ—rp—gq

_ _r(pUn—l + qUn—Z) - qUn—l + rzUn—l + qun—Z

r’—rp—q
_ —1pUn—1 — qUp—4 +r2Un—1
r2—rp—q
= Un-1

ve
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nr— rUni1 —qUy Tt — U, — qUy—q

F+ 1) =pf () = af (1= 1) = — S p

n—

t— rUn—l - qUn—Z
r2—rp—q

—-q

it —rp—q)
r2—rp—gq

= -1

olur ve ispat tamamlanur.

Yardimci Teorem 3.2.1 a) sikkinin r = 0 olmas1 durumunda tiim n pozitif tamsayilari

icin de gecerli olacagina dikkat edelim.

Bu boliimiin devaminda r bir reel say1 olarak kabul edilecektir. Ayrica f(n), Yardimci

Teorem 3.2.1°de oldugu gibi kabul edilecektir.

Teorem 3.2.2. X3 — (r+p)X?+ (rp — @)X + qrl = 0 kosulunu saglayan bir X

matrisi igin, 72 — rp — q # 0 olmak iizere
X" = f(n)(X? —pX —ql) + UpX + qU,_41
esitligi her n € N i¢in dogrudur. Ayrica r # 0 ise bu esitlik her n € Z i¢in gecerlidir.

Ispat. 1k olarak n € N olmak iizere iddianin dogru oldugunu gésterelim. Bunun igin
timevarim ilkesini kullanacagiz. n = 1 i¢in esitligin dogrulunu gosterelim. f(1) = 0

oldugundan

elde edilir. Boylece esitlik n = 1 igin dogrudur. Simdi n € N i¢in esitlik dogru olsun

ve n + 1 i¢in de dogru oldugunu goésterelim. X™*1 = XX oldugundan
X" = f(n) (X3 —pX? —qX) + U, X% + qU,_1 X (3.17)
elde edilir. Ayrica X3 — (r + p)X? + (rp — @)X + grl = 0 esitliginden
X3 —pX? —qX =rX? —rpX —qrl (3.18)
olur. (3.18) esitligi, (3.17) esitliginde kullanilirsa
X" = f(n)(rX? —rpX — qrl) + U, X% + qU,,_ X
= [rf(n) + Up]X? = [rpf () — qUp—11X — qrf (!

oldugu goriiliir. Son esitlikte, Yardimec1 Teorem 3.2.17°1n a) sikki kullanildiginda
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xntl — [f(n +1)— U, + Un]XZ — [pf(n +1) - U, — qUn—l]X

—[laf(n+1) —qUy]!
=f(n+DX?>—[pf(n+1) = Up1]X — [qf (n + 1) — qU, ]I
=f(n+ 1D(X?—pX —ql) + Uy X + qU,I

olur. Boylece her n € N igin iddia dogrudur.

Simdi, 7 # 0 olmast durumunda esitligin pozitif olmayan tamsayilar i¢in de dogru
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in ilk olarak r # 0 i¢in X matrisinin tersinir oldugunu

gosterelim. Oncelikle Y matrisi

Y (_1) (X2 — pX I)+1X Py (3.19)
= — —_ p —_— f— —_—— .
qar 1 q q
seklinde tanimlanirsa
-1 1
XY = (—) (X3 —px? —qx) +-x2-x (3.20)
qar q q

oldugu kolaylikla goriiliir. (3.20) esitliginde (3.18) kullanilirsa

p

Xy (_1)( X% —rpX — qrl) + Ly Py
— (X —rpX —qrl) +=X° ——
qr q q

—1) 1 D
— ) (X?—pX—q) +—-X*>—=X
(q q q

=1
bulunur. O halde, Y matrisi X matrisinin tersidir. Bu sebeple X matrisinin r # 0 i¢in
tiim tamsay1 kuvvetlerinden bahsedilebilir. Oncelikle istenilen esitligin n = 0 igin
dogru oldugunu gosterelim. f(0) =0 ve U_4 =% esitlikleriyle beraber n = 0 i¢in
f(n)(X? —pX — ql) + U, X + qU,_I matrisi incelenirse
FOX2—pX —ql)+UpX +qU_4I =1
bulunur. Boylece n = 0 igin iddianin dogru oldugu goriliir. Son olarak negatif

tamsayilar i¢in de esitligin dogru oldugunu gdstermeliyiz. Bunun i¢in n bir pozitif

tamsay1 olmak {izere
X "=f(-n)X?—pX —ql) +U_, X+ qU_,_11 (3.21)

esitliginin dogru oldugunu gostermek yeterlidir. Yine tiimevarim yontemini kullanarak

ilerleyelim. Ik olarak n = 1 i¢in esitligin dogru oldugunu gosterelim.
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Oncelikle f(—1) = —qir oldugu kolaylikla goriiliir. Bu esitlikle beraber (3.19)

kullanilirsa

1 1 p
fED? =pX =) +UoaX +qUsl = = (X7 =pX —qD) + X +q(= I

= 1(X2 X I)+1X Py
qr PETAT Y

:X_l

olur. Boylece n = 1 i¢in iddia dogrudur. Simdi iddia n € N i¢in dogru olsun ve n + 1

icin de dogru oldugunu gosterelim. Bu durumda gosterilmesi gereken
X~ = f(—(n+ D)X? = pX — q]) + U_gniyX + qU_s1y-11
esitliginin dogru oldugudur. Burada (3.19) ve (3.21) dikkate alinirsa
XD = X (—n)(X? = pX = qI) + U X + qU__41]
=f()X —pl =qY) + U_nl +qU_p_1Y

=fCmX —pf(=m)I —qf ()Y + U_pI + qU_n_,Y
= fmX +[-pf (=) + U_n]l = qlf(=n) = U_p]Y

elde edilir ve bu son esitlikte Yardimc1 Teorem 3.2.1 a) sikki kullanilirsa
X0 = ()X + [-pf (—n) + Uyl — grf(—n— DY
= f=mX + [=pf (=) + U_, ]I

—qrf(-n—1) [(;—:) (X% —pX —ql) +3X —Z[

=f(-n-DX?*-pX —qD +[f(-n) —rf(-n— DX

+H=pf() +U_p +prf(—n—-D1]I
=f(-n=DX? =pX —ql) + U_n_1 X + (—pU_p_1 + U_I
=f(-n—-DX?—pX —ql) + U_n1X + qU_p_5I
= f(=(n+1D)X? = pX — qI) + U_gneyX + qU_(ns1y-11

olur. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 3.2.2 sadece 3 X 3 boyutlu matrisler i¢in degil, uygun ve farkli boyutlu

matrisler i¢in de uygulanabilir. Bu amagla asagidaki 6rnegi ele alalim.
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Ornek 3.2.3. X = olsun. Bu matris X3 — 2X? + I = 0 esitligini saglar.

coor
[ R SN
_ O
oo Rr O

Boylece X matrisi p=g=7r=1 igin X3—(r+p)X*+(@p—qQ)X+qri=0
kosulunu saglar, yani X matrisi Teorem 3.2.2’nin kosullarim1 gergeklestirir. Ote
yandan, p = g = 1 ile kurulan {U,,} dizisi {E, } dizisini verir. Ayricar = 1 oldugundan

dolay1

1" — 1F, — 1F,_,

olur. Bunun yaninda, X" =f(n)(X?—pX —ql)+UX+qU,_4] esitligi

kullanilirsa ve gerekli islemler yapilirsa her n € Z igin

1 Friz—1 Friz =1 Fry1—1
X" = 0 Fri1 Fry1—1 Fy

0 0 1 0

0 E, F, F,_,

elde edilir.

Simdi, Teorem 3.2.2°nin baz1 farkli sonuglari {izerinde duracagiz. Teorem 2.2.2.4,
[5]’de verilmis ve farkli sonuclar1 gosterilmistir. Ilk olarak, Teorem 2.2.2.4’iin farkli

bir ispatint Teorem 3.2.2 yardimiyla elde edelim.

Sonug 3.2.4. X matrisi, X?> — pX — qI = 0 kosulunu saglayan bir matris olmak iizere

hern € Z igin X™ = U, X + qU,,_11 esitligi dogrudur.

Ispat. Oncelikle X matrisi X? — pX — qI = 0 kosulunu sagladig1 icin X matrisi
tersinir olup X~ = ¢ 1(X — pI) oldugu aciktir. Simdi r2 —rp—q#0 ve r #0
kosulunu saglayan herhangi bir r sayisimi segelim. X? — pX — qI = 0 oldugundan, X
matrisi i¢in (X% — pX — qI)(X — rI) = 0 olur. Yani X matrisi i¢in Teorem 3.2.2’nin
kosulu olan X3 — (r+p)X?+ (rp — @)X + qrl = 0 esitligi saglanir. Boylece

Teorem 3.2.2°den her n € Z igin
X" =f(n)(X? —pX —ql) + U, X + qU,_41

elde edilir. Ayrica X? — pX — qI = 0 oldugundan X" = U,X + qU,,_,I olur ve ispat

tamamlanir.

Teorem 3.2.2 kullanilarak {U,} dizisi i¢in baz1 dzellikler elde edecegiz. Elde edilen

sonuglardaki baz1 6zellikler literatiirde farkli ispatlara sahip olsa da alternatif ispatlar1
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elde edilmis olacaktir. Bunun i¢in daha yiiksek boyutlu matrisler de kullanilabilir fakat

basitlik acisindan 3 X 3 boyutlu 6zel matrisler kullanilacaktir.

Karakteristik denklemi x3 — (r + p)x? + (rp — q¢)x + qr = 0 olan 3 X 3 boyutlu bir
matrisi, (3.1) sistemi yardimiyla elde edebiliriz. (3.1) sisteminde a =p, b =i =,
c=q,f=—q,d=e=h=0ve g=1 segimleri yapilarak elde edilen matris igin

asagidaki sonug verilebilir.

p r q
Sonu¢ 3.25. 7 # 0 ve r2 —rp — q # 0 olmak iizere U = (0 0 — q) olsun. Bu
1 0 r
Un+1 rUn qUn
durumda U™ = | —qf(n) —qrf(n—1) —q[r" '+ qf(n—1)] | esitligi her
f(n+1) rf(n) r+qf(m)

n € Z i¢in dogrudur.

Ispat. U matrisi U3 — (r + p)U% + (rp — q)U + qrl = 0 kosulunu saglar. Teorem
3.2.2 kullanilirsa U™ = f(n)(U? — pU — ql) + U, U + qU,_4I esitligi her n € Z igin

saglanir. Bu esitlik kullanilarak gerekli islemler yapilirsa

0 0 0 > . 100
ur=fm)|-a —-a -—ar+ap|+u,[0 0-q|+qU,i[0 1 0

T r r?2 —pr 10 r 0 0 1
pUn +qUn—4 TUn qUy,
=|—qf(n) —qf(m) +qU,_4 (—qr +qp)f(n) — qU,
rf(n) + Un rf(n) (TZ - pr)f(n) + rUn + qUn—l

elde edilir. Bu son esitlikte Yardimci1 Teorem 3.2.1 ve {U,,} dizisinin tanimi kullanilir

ve gerekli islemler yapilirsa

Un+1 rUn qUn
ut =\ —qf(n) —qrf(n—-1) —qr" 4+ qf(n—1)]
f(n+1) rf(n) r* +qf(n)

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonu¢ 3.2.6. r # 0 ve 2 —rp — q # 0 olmak iizere her m,n € Z i¢in asagidaki
esitlikler dogrudur.

a) Uns1Ums1 + qUnUp, = Upymsrs

b) f(MUmsr + 1" f(m+ 1) +qf (n — DUp, = f(n +m).
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Ispat. Oncelikle, Sonug 3.2.5°deki U matrisinin 6zdegerleri a, B ve r oldugundan
|U| = —qr # 0 olur. Yani U matrisi verilen kosullar altinda tersinirdir ve tiim tamsay1

kuvvetlerinden bahsedilebilir. Simdi m,n € Z i¢in Sonug 3.2.5 kullanilirsa

Unt1 Uy qUn
Ut = —qf(n) —qrf(n—-1) —q[r" ' +qf(n—1)])
f(n+1) rf(n) r* +qf(n)
Un+1 TUn qUm
Um = —qf(m) —qrf(m—-1) —q[r™ ' +qf(m-1)]
f(m+1) rf(m) r™+qf(m)
ve
Un+m+1 rUn+m qUn+m
urtm = —gf(n+m) —qrf(n+m—-1) —q[r™*™ 1 +qgf(n+m—1)]
fm+m+1) rf(n+m) r™Mm 4+ gf(n+m)

esitlikleri elde edilir. Ayrica UMU™ = U™™ olacaktir. Bu esitligin sol tarafi U™ ve
U™ matrislerinin ¢arpimi ile elde edilebilir. Bu ¢arpim yapilirsa elde edilen matrisin
birinci satir ve birinci siitun elemant U, 41Uy — qrU,f (m) + qU, f (m + 1) olarak

bulunur ve Yardimci Teorem 3.2.1 kullanilirsa
Un+1Um+1 - qunf(m) + qUnf(m + 1) = Un+1Um+1 + qUn[f(m + 1) - Tf(m)]
= Un+1Um+1 + qU U,
olur. iki matrisin esitliginden U, 1 Ups1 + qQUnpUm = Upim+1 €lde edilir ve a) sikki
ispatlanmis olur. Yine matrislerin ikinci satir birinci siitun elemanlarini inceleyelim.
Esitligin sol tarafindaki matrisin s6z konusu elemani Yardimci Teorem 3.2.1
kullanilarak incelenirse —q[f (M)Upyr + (M + 1) + qf (n — 1)U,,] oldugu
goriiliir. Matris esitliginden
f) Uiy + 7+ 1) + qf (n— DUy = f(n +m)

elde edilir ve boylece b) sikki ispatlanmis olur.

Sonug 3.2.6’da, matrislerin diger elemanlarinin esitliginden de farkli esitlikler elde

edilecektir. Fakat elde edilen esitlikler a) ve b) siklarindaki esitlikler yardimiyla elde
edilebilen esitliklerdir.

Simdi yine U matrisini kullanarak ispatlayacagimiz bir diger sonucu gosterecegiz.
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Sonu¢ 3.2.7.r#0, r# 1, r>—rp—q # 0 ve p+ q # 1 olmak iizere asagidaki

esitlikler her n € N igin vardir.

__ Up41+qUp—1

n ——————
a) Zk:O Uk - p+q-1 ’

n _ Unio—qrf(n+D+(A-p)f(n+2)-1
b) Zk=0 f(k + 1) - (p_l_q_l)(l_r) '

Ispat. n € N olmak iizere, herhangi bir X kare matrisi igin
X —T1=X-DI+X+X?+...+X™)

esitligi daima dogru oldugundan, Sonug 3.2.5’deki U matrisi i¢in de
n
Ul —1=WU-1) Z Uk (3.22)
k=0
esitligi saglanir. Simdi U — I matrisini inceleyelim.

p—1 r q
U—I=( 0 -1 —gq )
1 0 r-—1

olup|lU—-1Il=((p+q—1)(1 —r)olarak bulunur. Buradanp +q—1#0ver # 1

icin U — I matrisinin tersinir oldugu agiktir. Bu durumda, gerekli islemler yapilarak

1 1-r r—r? —-rq+q
U-nDt= — —| —q r—-D@-1D-q pg—q
p+tq-DA-M\ | , 1—p
olarak bulunur. Ayrica (3.22) esitliginden
n
U =D)L U™ = 1) = z Uk (3.23)
k=0

elde edilir. (3.23) esitligindeki (U — I)~1(U™*! — I) matrisini bulalim. Sonug 3.2.5

kullanilirsa ve gerekli islemler yapilirsa

Untz2 — 1 TUn+1 qUn+1
Uttt —I1=|—qf(n+1)  —qrf(n)—-1 —q[r"+qf(n)]
f(n+2) rf(n+1) "l 4 qgfn+1)—1

olur. Artik, (U—-1"1 ve U™ —] matrislerini garparak (U —1)"1(U™*! —1)
matrisini bulabiliriz. (U — I)~(U™** — 1) = A olsun ve bu matrisin a,; elemanim

Yardimei Teorem 3.2.1 yardimiyla bulalim. Istenilen eleman,
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A= Una =D —qr —r)f(n+ D+ (-rq+ Q)f (n + 2)

1= P+q-DA-7)
_Wna =D —gqrf(n+ 1) +af(n+2)
p+q-1)
— Un+2 + qUn+1 -1
p+tq—1

olarak elde edilir. Ayrica Y#_, U* matrisi Sonug 3.2.5 yardimiyla bulunabilir. Bu
matrisin birinci satir ve birinci siitun eleman1 }.;_, Uy 41 olur. Boylece (3.23) matris

esitliginden matrislerin karsilikli elemanlar1 ayni olacagi igin

n
Z _ Unt2 +qUpss — 1
U1 =
k=0

p+q-—1

olur ve a) sikkinin ispati tamamlanmis olur. Benzer diisiince ile devam edilirse

Uiz =1 —qrf(n+1) + (1 = p)f(n +2)

5 P+q-DA-7)
Upiz—1—qrf(n+ 1)+ 1 —p)f(n+2)
p P+a-DA-7)

olarak bulunur. Ayrica Y}_, U* matrisinin iiciincii satir ve birinci siitun elemani da

k=0 f (k + 1) olarak elde edilir. Yine (3.23) matris esitliginden

C Uppa—qrfn+ D)+ (1 -p)f(n+2)—1
,Zof(k“)‘ Gta-DA-7

elde edilir ve b) sikki ispatlanmis olur. Boylece ispat tamamlanr.

(3.1) esitligi kullanilarak, Sonug¢ 3.2.5’deki U matrisi gibi farkli matrisler tiiretilerek
yukaridaki sonuglarda oldugu gibi yeni sonuglar elde edilebilir. Simdi ise farkli bir
yaklasimda bulunacagiz. ilk olarak U matrisi ile degismeli olan bir matris elde
edecegiz, sonra ise bu yeni matris ve U matrisi yardimiyla bazi 6zellikler elde

edecegiz.
Istenilen sonuglara ulasmak icin asagidaki iki yardimci teoremi verelim.

Yardimer Teorem 3.2.8. X matrisi i¢cin X3 — (r+p)X?+(p—qQ)X+qri=0
olsun. Bu durumda Y =pl —X matrisi Y3 — (s+p)Y?2+ (sp—q)Y +qsI =0

kosulunu saglar. Burada s = p — r seklindedir.
Ispat. Y3 — (s + p)Y% + (sp — q)Y + gsl ifadesinde Y = pI — X yazilirsa
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Y2 = (s+p)Y?+ (sp — )Y +qsl = (pl = X)° = (s + p)(pl — X)*
+(sp — ) (pl = X) +gsl
= p31 — 3p%X + 3pX? — X3 — (s + p)(p?] — 2pX + X?)
+(sp — @) (pl = X) + gsl
=—X3+4+ 2p—9s)X?>+ (-3p%+2sp+2p%> —sp+ Q)X
+(p° — sp® —p° + sp® — qp + qs)I
==X+ Qp—)X*+ (-p*+sp+ X+ (—qp + qs)I
=-X*+[2p - -NIX*+[-p*+ @ -Mp+ DIX + [-qp + qlp — ]I
=-X3+ T +p)X*+(—rp+ QX+ (—qn)!
=0
olur ve ispat tamamlanur.

(P=1)"+1Un—Unqy
rZ-rp-q

Yardimcr Teorem 3.2.9. r2 —rp —q # 0 olmak iizere g(n) =
olsun. Bu durumda her n€Z i¢in g(n)—(p—r)g(n—1)=U,_; esitligi
dogrudur.

Ispat. Ispat asagidaki sekilde elde edilir.

(p—T')n_1+TUn_1—Un
r2-rp—q

— (p—1)"+1Un—Unyq
r2-rp—q

gn)—(p-rgn-1 (-7

_ —Un+1 — T'(p B T)Un—l +pUy,

r2—rp—q
_ @ —1p—)Un
r2—rp—q
=Un_1

olur ve ispat tamamlanuir.

Yardimc1 Teorem 3.2.9’daki g(n) fonksiyonu, Yardimci Teorem 3.2.1°deki f(n)
fonksiyonunda r yerine p — r yazilarak elde edilmistir. Bu boliimiin devaminda g( n)

fonksiyonu Teorem 3.2.9’daki sekliyle kullanilacaktir.
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0 —r —gq
Sonu¢ 3.2.10. 72 —rp—q # 0 ve r # 0 olmak iizere V=< 0 p q )

-1 0 p-r
qUn—l - rUn - qUn
olsun. Her n € Z i¢in V™ = | —qg(n) —qg(n) + Upyq qg(n+1)
rg(n) - Un rg(n) - rg(n + 1) + Un+1

esitligi dogrudur.

Ispat. U matrisi Sonug 3.2.5°deki gibi olmak iizere,

p 0 0 p r q 0 —r —gq
pl-U=(0 p 0])-(0 0 —-q|=| 0O »p q |=Vv
0 0 p 1 0 r -1 0 p—r

elde edilir. Yardimc1 Teorem 3.2.8 geregi V3 — (s +p)V2+ (sp—q)V +qsl =0
olur ve burada s = p — r esitligi vardir. Boylece V matrisi Teorem 3.2.2°nin kosulunu
saglar ve her n € Z igin

n

s" —sUp —qUp—4

s?—sp—q

yn = (V2 —pV —qI) + U,V + qU,_,I (3.24)

olur. Ayrica

s?—sp—q=(@—-1)°-(@—-1P—q
=p?—-2pr+7r2—p*+pr—q
=r’—rp—q
esitligi elde edilir. Bu esitlik (3.24) esitliginde yerine yazilirsa ve Yardimci Teorem

3.2.9 kullanilarak gerekli iglemler yapilirsa her n € Z igin

— (p - r)n - (p - T)Un - qUn—l

yn R — (VZ—pV —ql) + UV + qUy,_41
— )" —pUpy +1U, — qU,_
_P-n rzp_"rp_q” 920t y2 — pv — qI) + UpV + qUpal

= g(n)(vz —pV —ql)+ U,V +qUy,_41

elde edilir. Yine,

0 0 0
VZ—pV—ql=|—9 -—q pq — qr
r r  ri—opr

esitligi de kolaylikla bulunur ve bu esitliklerden
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qUn—l _rUn - qUn

vr=| —qgn) —qg(m) + Upyq ql(p —r)g(n) + Uy]
rg(n) — Uy rg(n) —r[(p—1g®m) + Uys] + Upyyq
qUn—l - rUn - qUn
=| —qg(n) —qg(m) + Uy qg(n+1)
rg(n) — Uy rg(n) —rg(n+ 1)+ Upyq

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 3.2.11. 7 # 0 ve r? — rp — q # 0 olmak iizere asagidaki dzellikler her n € N

icin dogrudur.

8) Xizo (1) [Un-ks1 U1 = Un i U] = p™,

0) oo () [Un-kUkr = Un-ies1Ui] = 0,

©) Xio (7)) [af (= KO Uiy + 7" g (k) = 7" F710y = qf (n = k = DU,] = 0,

d) qr Xio () [F (0 = K)Ui = F (0 = k = DUjsr = 7" g (00] = p™,

&) Thoo (1) [af (= DUy + 77 g (e + 1) = 7" * Wy 1y — qf (n = k = DUjr1]
o,

0 Sieo () [af (0 = k + DUy + 77439 (k) = 17U = qf (n = k)Ui] = 0,

0) Zizo () F (= k + DUy = F(r = k) Upear = 7" g (1)] = 0,

) Zieeo () [=af (= k + DU = 7" (ke + 1) + 177U,

+qf(n — k)Uyq] = p™

Ispat. U matrisi Sonug 3.2.5°deki ve V matrisi Sonug 3.2.10°daki matrisler olmak

p T q 0 —r —gq
U+V=<0 O—q>+<0 p q >=p1

1 0 r 1 0 p—r

luzere

oldugundan her n € N i¢in (U + V)" = p"I yazilabilir. Ayrica U matrisi ve IV matrisi

degismeli matrislerdir. Bu sebeple her n € N igin
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(Z) Unkyk = pny (3.25)

NgE

&
I
o

esitligi dogrudur. Simdi ¥7_, (Z) U™k v matrisini bulalim. ilk olarak
n
n _
Z (k) unEVE = A = (@)
k=0

olsun. Sonug 3.2.5 ve Sonug 3.2.10 kullanilarak U™ % ve V¥ matrisleri sirasiyla

Un—k+1 rUn—k qUn—k
Urk=(—-qf(n—k) —qrfn-k-1) —qr" " +qf(n—k-1)]
f(n—k+1) rf(n—k) "k +qf(n—k)
ve
qUi-1 —rUg —qUy
vk =1 —qg(k) —qg (k) + Ugsq qg(k +1)
rg(k) — Uy rg (k) —1rg(k + 1)+ Uy

n

olarak bulunur. Bu ifadeler 4 =Y} _, (k

)U”_k vk ifadesinde yazilir ve gerekli

islemler yapilirsa A matrisinin elemanlari

n

n
a1 =4q (k) [ Un—k+1Uk—1 — Un_i U]

b
o

a12=r

NgE

(Z) [Un—rUks1 — Un—i+1Uk]

=
Il
o

n
k=0

az==-q . (1) laf (= W)iy +r"*g(k) = 742U, — af (n — k = 1)U

@z = ar ) (F) (= OV, = fn =k = DUsr = 7"+ g ()]

k=0

a3 =(q

NIE

(Z) [af (n —K)Up + " kg(k + 1) — %1, 4

&
Il

0

—qf(n =k = 1Up44]
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as; = Z (Z) [af (n =k + DUp_q + 17" g (k) = "7y — qf (n = k) U]

k=0

as == ) (1) =k + DU = (= k) Vgsr = 1" g (0]

+qf(n = k) U]

olarak elde edilir. Simdi (3.25) esitligi kullanilirsa A = p™I esitliginden istenilen

esitliklere ulasilir ve ispat tamamlanir.

2

pq pPq q
Sonug¢ 3.2.12. 2p? — q # 0 olmak iizere K = g —2pq —2pq —q* )olsun.Bu

2p*+q  2p* pq

[ 4Unn pqUn q*Up
durumda K" =-| q(=p)" = qUns1  q(=P)" —pqUn  —q°Uyp esitligi

D" 4 Uny D" 4 PUnin qUnna
her n € Z i¢in dogrudur.

Ispat. Oncelikle K matrisi K3 + (—p? — q)K — qpl = 0 esitligini saglar ve r = —p
olmak iizere K3 — (r + p)K? + (rp — @)K + qrl = 0 olur. Dolayisiyla K matrisi

Teorem 3.2.2’nin kosullarint sagladigindan her n € Z igin Teorem 3.2.2°den

r*—rU, —qU,_
Kn = T I (K = P = 1) Un + qUy !
)" +pU, —qU,,_
_ P przqu "L (K2 — pK — qI) + UpK + qUy_41

oldugu goriiliir. Ayrica
0 0 0

1
K?—pK —ql == 2p*q—q* 2p*q—q* O
—2p*+pq —-2p*+pqg O

oldugu da kolaylikla bulunur. Boylece

0 0 0
2p*q—q* 2p°q—q* O |+ UK + qUp_41
—2p*+pq —2p*+pq 0

_(n)*+pUn—qUn s 1

KTL
2p% —q q

olur ve bu esitlikte gerekli islemler yapilirsa
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qUn1 pqUy q*U,
K™ = 7 q(=p)" —qUny1  q(=p)" — pqUy, - q*Uy,
()" + Upsa ()" 4+ pUp4q qUn41

elde edilir ve ispat tamamlanr.

r = 0 olmasi durumunda Teorem 3.2.2 sadece n pozitif tam sayilar i¢in gegerlidir. Bu

durum asagidaki sonugta verilmektedir.

Sonug 3.2.13. X matrisi X3 — pX? — gX = 0 kosulunu saglayan bir matris olsun. Bu
durumda her n € N igin X" = U,_, X% + qU,,_,X esitligi dogrudur.

Ispat. X3 —pX?—gX =0 kosulunun, X3 —(r+p)X2+(p—qQ)X+qri =0
kosulundaki r = 0 6zel durumu oldugu agiktir. Bu sebeple Teorem 3.2.2°nin kosulu
saglanir. Burada her n € N i¢in

rn

- rUn 4 qUn—l
r2—rp—q
= n—l(X2 —pX — ql) + UpX + qUp_11

= n—1X2 + qUp_2X

Xn = (X2 —pX — qI) + UpX + qUy_41

olur ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.2.13’1in bir sonucu asagidaki sekildedir.
pqa  pqg ¢

Sonu¢ 3.2.14. A = é —-pq —pq — q* |olsun. Budurumda, her n € N igin

p:+q p* pq

1 qUn+1 qun qun
A" =—| —qUny; —pqU, —q°U,

1 Un+2 pUn+1 qUn+1
esitligi dogrudur.
Ispat.
| [ P+ p*q* pq’
a=a| - e - pq’
p’q +2pq* p*q+pq® P+
ve
1 p’e*+2pqt  p°q® +pg p’q* +q°
A3 = g —p*¢* - 2pq* —p3q¢® —pq* -p*q*—¢q°

3p%¢° +p*a® +q*  2p°¢°+p'e®  2pqt+pi¢’
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olur. Bu esitlikler kullanilirsa A3 — pA? — gA = 0 esitliginin saglandig goriiliir. Yani
Sonug 3.2.13’iin kosulu saglanir. Buradan, her n € N i¢in A" = U,,_;A% + qU,,_,A

elde edilir. Bu esitlik kullanilir ve gerekli islemler yapilirsa

v, [ PCte pq’ pg  pq ¢
At == -p*¢* - q¢* —p’q’ -pq® |+ Un2|-pq —pq —q?
p3q+2pq* p3q+pq* p¢*+q° p*+q p* g

1{ QUnsx  paUn  q°Uy
=3 —qUpy1  —pqU, —q°U,
Unt2 pPUntq qQUns1

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Simdi elde edilen 6zel matrisleri kullanarak genellestirilmis Fibonacci dizisine ait
toplamsal baz1 6zelliklerin elde edilmesini gosteren sonucu gosterelim. Elde edilen
esitliklere (2.4) yardimiyla da ulasilabilir olmasina ragmen burada alternatif bir ispat

verilmis olacaktir.

Sonug¢ 3.2.15. 2p? — q # 0 olmak iizere her n € N i¢in asagidaki 6zellikler dogrudur.
n n n
8) Xizo (1) Wn-se-1Uss1 + qUn U] = 2"Ups,
b) Xio (7 = n
) Xk=0 (k) [Uk+1Un—i + qUUp_g—1] = 2" Uy,

©) X0 (7)) [Un-ks1Uk + aUn U] = 2V,

bp b q
ispat. S = (0 0 - q) olsun. S matrisi Sonug 3.2.5’deki U matrisinin r = p igin dzel
1 0 »p

" —1Un—qUn—1

halidir. Ayrica f(n) = fonksiyonu 7 =p i¢in diizenlenerek f,(n)

rZ-rp-q

olusturulursa

- pUn - qUn—l _ pn — Un+1

p>—pp—q q

pTl
() =
oldugu goriiliir ve Sonug 3.2.5 kullanilirsa her n € Z i¢in

L™ pqUy q°Uy,
St=—( p"q—qUnss  P'q—pqU, —q*U,
™"+ Upyy, ="+ pUnys qUpys

40



esitligi elde edilir. Ayrica, K ve A matrisleri sirastyla Sonug¢ 3.2.12°deki ve Sonug
3.2.14°deki matrisler olmak tizere K + § = 24 esitligi saglanir. Bunun yaninda K ve
S matrisleri degismelidir. Dolayisiyla Binom teoremi kullanilirsa her n € N igin

n

(K +S)" = Z (7) Knesk = 2nar
k=0

esitligi elde edilir. Ayrica A, K ve S matrisleri i¢in

qUny1  pqU,  q°U,
A" =37 —qUny1 —pqU, —q*U, |
Unt2 pPUny1  qUpiq

1 Un-ke1 PqUn—k q°Un—k
K"k =—{ q(-p)" % — qUp—gs1 q(-P)" ¥ —pqUp_x —q*Up_y
()" 1+ Upgsz D"+ DUnprr qUnogsnr

ve
QU1 pqUy q*Uy

Sk=—| p*q—qUess  Pq—pqUpx  —q?Uy
M+ Upyy =" + pUpss QU1

n
k

gerekli islemler yapilirsa matris esitliginden, karsilikli elemanlar esit olacagi igin,

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler Tj_, () K"~*S* = 2"A" ifadesinde yazilir ve

birinci satirlarin elemanlarinin esitliginden sirasiyla istenilen sonuglar elde edilir ve

ispat tamamlanur.

Genellestirilmis Fibonacci dizisi ile matrisler arasinda elde edilen iligkilerden yola
cikilarak farkli bir uygulama daha yapacagiz. Simdi uygun ve farkli (p, q) ikilileri ile

kurulmus iki genellestirilmis Fibonacci dizisi arasinda bazi iligkiler elde edilecektir.

Sabit p ve q sayilari ile olusturulan genellestirilmis Fibonacci dizisi {U, (p, q)} olsun.
Bu diziyi kisaca {U,} ile gosterelim. r reel sayis1 r2—rp—q#0 ve r #p
kosullarini saglayan sifirdan farkli bir reel say1 olmak lizere p; = —q +r(p — 1) ve
q1 = qr(p — r) sayilan ile {4,,} = {U,,(p1,q1)} dizisini kuralim. Bu durumda {U,,}

ve {A,,} dizisinin terimleri arasindaki iliskiler asagidaki sonugta verilmektedir.

Sonu¢ 3.2.16.7 # 0,72 —rp — q # 0 ve r # p olmak iizere her n € Z i¢in asagidaki
esitlikler dogrudur.

a) Ay — r(p - 7')An—l = Un2 —Uns41Un-1,
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b) An = qlf (n — DUy — f(M)Up-1] =" Hrg(n) — U],

¢) @ =M An-1 = f(MUp — f(n = DUpss — 1" g(n),

d) (p —)Ap —1(p = )Apn_1 = —qlf (WUy — f(n = DUp44]
—r"Hrg(n + 1) — Upsal,

e) —rAn = q[f (n + DUp_1 = FM)Up] + r[rg(n) — Un],

) An = f(n+ DUy = f(M)Upsq —7"g(n),

O [=g+7( -4y + [gr(p = M]An—1 = qlf (W Ups1 — fF(n + DU, ]

+1 Upyq —rg(n+ 1],

Ispat. U ve V matrisleri sirasiyla Sonug 3.2.5 ve Sonug 3.2.10°daki matrisler olmak
tizere B matrisini B = UV seklinde tanimlayalim. U ve V degismeli matrisler
oldugundan dolay1 her n € Z i¢in B™ = U™V™ olur. Bu esitlikte Sonug 3.2.5 ve Sonug
3.2.10 yardimiyla U™ ve V™ matrisleri elde edildikten sonra, Yardimci Teorem 3.2.1

ve Yardimei Teorem 3.2.9 kullanilarak B™ matrisini elde edebiliriz. B™ matrisini
by; by, bys
B" = b21 bzz b23
b3y b3, b33
seklinde gosterelim. Bu durumda B™ matrisinin elemanlarinin

by1 = qUpy1Up—q — qu%

b, =0
biz =0
b1 = ¢*lf (n — DU, — fF(Up_1] — qr*rg(n) — Uy]
by = qr[f(M)Un = f(n = DUpsy — 1" 1g(n)] (3.26)

bys = *[f(MUn — f(n = DUpy1] + qr*Hrg(n + 1) — Upy4]
b3y = qlf(n+ DUp—y — fF(MUy] + 1" [rg(n) — Uy]
bz, =r[-f(n+ DUp + f(M)Up4s +1"g(M)]
b3z = q[f (M Unps1 — fF(n+ DUL] + 1" [Upy1 —rg(n + 1)]

seklinde oldugu goriiliir. Yine B matrisi

—q 0 0
B=Uv=| q 0 —ql-7)
-r —r —q+r(p—r1)
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olur ve bu matris igin B> — [—q + r(p — r)]B — [qr(p — r)]I = 0 veya denk olarak
B? —p,B — q11 = 0 oldugu kolaylikla elde edilir. Yani bu matris Sonug 3.2.4’iin de
kosulunu saglar ve Sonug¢ 3.2.4 kullanlirsa her n € Z i¢in B™ = A,B + q14,_11

esitligi yazilir. Bu esitlikte gerekli islemler yapilirsa B™ matrisinin elemanlari

bi1 = —qA, + [qr(p —1r)]An-1

b12 = 0
b13 = 0
by1-qAn

by, = [qr(p —r)]An-1
byz = —q(p —1)An + [qr(p = 1)]An_1
b3 = —r4,
by, = —TA,

byz =[—-q+1(p —1)]An + [qr(p = 1)]An
olarak bulunur ve bu esitlikler ile beraber (3.26) esitlikleri kullanilirsa iki matrisin

esitliginden istenilen esitlikler elde edilir ve ispat tamamlanir.

3.3. Genellestirilmis Fibonacci ve Tribonacci Dizileri ile Tlgili Ozdeslikler

Teorem 3.2.2, iiciincii dereceden bir denklemi saglayan matrisler ile ikinci dereceden
yineleme bagmtisina sahip olan {U,} dizisi arasinda iliski kurmaktadir. Bu kisimda,
once Teorem 3.2.2°de kullanilan X3 — (r + p)X? + (rp — @)X + qrl = 0 kosulunu
saglayan matrisler ile iliskili 6zel bir genellestirilmis Tribonacci dizisi tanimlanacaktir.
Sonra, bu 6zel dizi ile genellestirilmis Fibonacci dizisi arasindaki bazi iliskiler matris

metotlar1 yardimiyla ortaya koyulacaktir.

Ik olarak {W,} genellestirilmis Tribonacci dizisinin dzel bir hali olan {T,,(p,q,7)}
dizisini tanimlayalim. r sifirdan farkli ve 2 — pr — g # 0 kosulunu saglayan bir reel
say1 olsun. {T,,(p, q,r)} dizisi, Ty = 0, T; = 1 ve T, = r + p baslangi¢ kosullar1 ve

n > 2 tamsayisi i¢in

Tho=0+p)Th1— (00— QT2 — qrTh_3

yineleme bagintisina sahip olan dizi olsun. Sadelik agisindan bu diziyi kisaca {T},} ile

gosterecegiz.

43



{T,,} dizisinin yineleme bagntis1 tim n tamsayilar i¢in kullanilabilecek sekilde
diizenlenebilir ve boylece negatif indisli terimleri de elde edebiliriz. Ornegin, ilk

olarak n = 2 i¢in bu esitlik kullanilirsa

T,=+p)T, —(p—q)Ty—qrT_,

esitligi elde edilir. Bu esitlikten T_; = 0 olarak bulunur. Benzer sekilde n = 1 i¢in

T, =+p)To—(p—q@T-1—qrT_;

olurveT_, = —é elde edilir. Burada, yine n = 0 igin,
To=0+p)T1—(p—qT-2 —qrT_3

rp—q
(qr)?

elde etmek i¢in T, = (r + p)Tp_1 — (rp — Q) Tp—y — qrT,,_3 bagmtisinda n yerine

esitliginden, T_; = elde edilir. Bu sekilde devam edilerek, negatif indisli terimleri

—n yazilirsa
Ton=@+P)Ton1 = (0= DTz — qrT_n_3
esitligi elde edilir. Boylece n € N olmak iizere

T i T+ +p)T 1 — (0= QT
-n-3 = qr

bagintis1 yardimiyla negatif indisli terimler elde edilebilir.

{T,} dizisinin r = —p igin 6zel hali olan diziyi {B,(p, q)} ile gosterelim. Bu durumda
{P,(p,q)} dizisi, p?+4q >0 ve 2p?2—q#0 icin P,=0, P, =1 ve P, =0
baslangi¢ kosullar1 ve n > 2 tamsayist i¢in P, = (p? + q)P,,_, + pqP,_3 Yineleme
bagintisina sahip olan dizi olacaktir. Bu dizinin yineleme bagintisinda goriilecegi
tizere, Padovan dizisinde oldugu gibi dizinin n. terimi, (n — 2). ve (n — 3). terimleri
yardimiyla bulunmaktadir. Yine sadelik agisindan bu diziyi {P,} olarak gésterecegiz.
Ayrica {B,} dizisi {T},} dizisinin 6zel bir hali oldugundan dolay1 dizinin negatif indisli

terimleri {T,} dizisinde oldugu gibi elde edilebilir.
Simdi {T},} dizisi ile matrisler arasindaki iligkiyi ortaya koyan sonucu verelim.

Teorem 3.3.1. X3 — (r + p)X% + (rp — @)X + qrl = 0 kosulunu saglayan X matrisi
icin X" =T, 1 X?>+ [T, — (r + p)Tp_1]X — qrTo_,1 esitligi her n€Z igin

dogrudur. Burada r sifirdan farkli ve 72 — pr — q # 0 kosulunu saglayan reel sayidir.
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Ispat. Oncelikle X3 — (r +p)X?+ (rp — q)X + qrl = 0 kosulunu saglayan X
matrisi igin (;—:)X[XZ —r+p)X+Gp—qIl =1 esitligi elde edilir ve bu

esitlikten X matrisinin tersinir oldugu ve X1 = (;—:) [X2—=(r+p)X+ (rp—qI]

oldugu goriiliir. Bu sebeple X matrisinin tiim tamsay1 kuvvetlerinden s6z edilebilir.
Esitligin tiim n tamsayilar1 igin gecerli olacagini gosterecegiz. Oncelikle, n = 0 i¢in

Ty, T_4 ve T_, degerleri kullanilarak gerekli islemler yapilirsa
To—1X? + [To — (r + P)To—1]X — qrTo_ol =1 = X°
olur ve iddia n = 0 igin dogrudur.

Simdi pozitif tamsayilar i¢in esitligin dogrulugunu n iizerinden tiimevarimla

gosterelim.
ToX?2 + [Ty — (r + p)To]X — qrT_11 = 0X? + [1 — (r + p)0]X — qr0I = X?

olur ve iddia n = 1 i¢in dogrudur. Simdi herhangi bir n € N igin esitligin dogru
oldugunu kabul edelim ve n + 1 i¢in de dogru oldugunu gosterelim. {T;,} dizisinin
yineleme bagmtist ve X3 — (r + p)X? + (rp — @)X + qrl = 0 esitligi kullanilarak
islem yapilirsa
XM = X [Ty o X2 + [T — (r + p)Tn-a]X — qrTy2l]

= Tpo1X> + [Ty — (r + D) Tt 1X? — qrTy_oX

= Tpa[(r +P)X? = (rp — QX — qri] + [T — (" + P)T1]X? — qrTn_oX

=ToX? = [('p = QTn-1 + qrTy_]X — qrTa4l

=TpX? + [Tn+1 — (r + PITnlX — qrTp-y!

elde edilir. Buradan, iddia n + 1 igin de dogrudur. Boylece, n pozitif tamsayilari i¢in

ispat tamamlanur.

Simdi iddianin negatif tamsayilar i¢in de dogru oldugunu gosterelim. n pozitif bir

tamsay1 olmak {izere
X =T 1 X*+ [Ton — (r + D)Tp 1 )X — qrT_p 5l
esitliginin dogru oldugunu gostermeliyiz. Ispat1 yine tiimevarimla yapalim. n = 1 i¢in

T—n—1X2 + [T—n - (T‘ + p)T—n—l]X —qrT_n_l
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matrisini ele alalim: Burada, T_; = 0, T_, = — q—lr ve T_; = 21 esitlikleri ile beraber

()2

Xt= (;—:) [X? — (r + p)X + (rp — q@)I] oldugu dikkate alinirsa

Ty X2+ [Toy — (r+ )T )X —qrT_ ] = X1

elde edilir. Béylece n = 1 i¢in iddia dogrudur. Simdi n dogal sayisi i¢in iddianin dogru
oldugunu kabul ederek n + 1 i¢in de dogru oldugunu gosterelim. Burada Y matrisi

Y=T_,_1X+[T_,— (r+p)T_,_1]I olsun. Bu durumda
X N=T , 1 X2+ [T = (+0)Tpi]X —qrT_p ] =YX —qrT_,,_,I

olur. Buradan, n+ 1 igin iddiamin dogrulugunu gosterelim. X "1 =x"x~1!

oldugundan
X1 = [YX — qrT_, 11X
=YXX 1 —qrT_,_, X1
=Y —qrT_,_,X !
=T X+ [Ty — (r+p)T_nq]l
~Taqr (= 32) X2 = "+ )X + (0~ @)1
=T_noaX + [Ty = (r + D) T_poa ]l + T2 [X? — (r + )X + (rp — @)]]
=T 2 X? + [Ty — (r + D) T 21X
HIn = (r + )Ty + (rp — O]l
=T pn2X? + [Ty — (r + P)T_n2]X + [—qrT_,_5]1
=T 2 X? + [Ty — (r + D) T )X — qrT_p 5l
elde edilir. Boylece iddia n + 1 i¢in de dogru olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Asagidaki sonug {T,} dizisi ile {U,,} dizisi arasindaki bir iliskiyi gostermektedir

Sonug¢ 3.3.2. r sifirdan farkli ve 72 — pr — q # 0 kosulunu saglayan bir reel sayi

olsun. Bu durumda her n € Z i¢in asagidaki 6zellikler dogrudur.

a)T, —rTy_1 = Uy,

b) T,y = f(n + 1) = T,

C) Thy1 — 0T —qTH1 = r’.
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pr q
Ispat. Sonug 3.2.5°deki U = (O 0 — q) matrisini ele alalim. Oncelikle, bu matrisin
10

U3 —(r+p)U?+ (rp—q)U + qrl = 0 kosulunu sagladigim1 biliyoruz. Burada,
Teorem 3.3.1 kullanilirsa U™ = T,,_ U% + [T, — (r + p)Ty—1]U — qrTy,_,I esitligi
her n € Z igin dogrudur. Bu esitlikte {T;,} dizisinin tanimi kullanilarak gerekli islemler
yapilirsa

Thi1 — 1Ty Ty — 7"ZTn—l qTn — qrTyh—1

un = —qTh-1 —qrTy_, —qT, + qpTy_4
Tn rTn—l Tn+1 - an

oldugu kolaylikla goriiliir. Ayrica Sonug 3.2.5’e gore her n € Z igin

Un+1 rUn qUn
Ut =\ —-qf(n) —qrf(n—=1) —q[r" ' +qf(n—1)]
f(n+1) rf(n) r* +qf(n)

oldugunu biliyoruz. Buradan iki matrisin esitliginden birinci satir ve ikinci siitun
konumundaki karsilikli elemanlarin esitliginden a) sikkinin dogru oldugu goriliir.
Yine, tiglincii satir ve birinci siitun konumundaki karsilikli elemanlarin esitliginden b)
sikkinin dogru oldugu goriiliir. Ugiincii satir Ve iiciincii siitun konumundaki karsilikla
elemanlarin esitliginden ise Ty, ; — pT, = ™ + qf (n) esitligi elde edilir. Bu esitlikte
b) sikki kullanilirsa Ty, 1 — pTy, — qT 1 = r™ esitligi elde edilir ve ¢) sikkindaki

esitliginin dogru oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.
Simdi {T,} ve {U,,} dizileri arasindaki bazi ilave esitlikler tizerinde durulacaktur.

Sonug¢ 3.3.3. r sifirdan farkli ve 7% — pr — q # 0 kosulunu saglayan bir reel sayi

olsun. Bu durumda her n € N igin asagidaki esitlikler dogrudur.
a) T, = Xk=1 rk Uk,

"1 U, 1—qU _
b r2 rr:lq * = Yk=a T Up

Ispat. Sonug 3.3.2 a) sikki dikkate aliirsa
Ty —1Th—1 = Uy
Ty = 7?Ty_y = 1Un_4

rzTn—Z - TSTn—Z = TzUn—Z

r"IT, — T, = v U,
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esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa T,, = Y.1_, r™ % U,, olur ve a)
sikkinin ispat: tamamlanmus olur. a) sikki yardimiyla Ty yq = Upyq + Ypeq 7R U,
ve Ty = —r U, + X1_, v 1% Uy esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler ile birlikte

Sonug 3.3.2 ¢) sikki kullanilirsa

Tt = n+1 — PTn — qTh—y

n n n
=Uper + Z rtik Yy, —p Z kU, —q [—r‘lUn + Z rimky,
k=1 k=1 k=1

B n n n
=|r Z rky, — pz r kU, —qr7t z r" kU |+ Upyq + qr7 U,
L k=1 k=1 k=1
n
r2—r
= ( P— q) Z Tn_k Uk + Un+1 + qr_lUn
| k=1

elde edilir. Boylece

n
rn=[(r —p — q)z kg,
k=

esitligi elde edilmis olur. Bu esitligin her iki tarafi r ile ¢arpilir ve gerekli iglemler

+ Unyr + qr= U,

yapilirsa b) sikki elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.3.3’deki b) sikki [30] ¢alismasinda da verilmis ve bu sonug kullanilarak farkli

ozellikler elde edilmistir. Burada ise bu 6zelligin farkli bir ispat1 verilmistir.

Sonu¢ 3.3.4. 2p?—q # 0 olmak iizere X3 — (p?+ q)X —gpl =0 kosulunu
saglayan X matrisi icin X™ = P,_;X? + P,X + qpP,_,I esitligi her n € Z icin
gecerlidir.

Ispat. X3 — (p? + q)X — qpI = 0 esitligi, denk olarak
X} —(—p+p)X*+[(-p)p —qlX +q(-p)I = 0

seklinde yazilabilir. Buradan r = —p i¢in X3 — (r + p)X?+ (rp— @)X +qri =0

kosulu saglanmig olur. Teorem 3.3.1 kullanilirsa her n € Z igin
X" = n—1X2 + [T — (r + P)T1]X — qrTy_5l

esitligi elde edilir. Burada r = —p oldugu igin {T,} dizisi {B,} dizisine doniisiir ve

gerekli islemler yapildiginda,
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X" =Th 1 X2+ [T — (r + P)Tpo1]X — qrTn_,l
= Tpo1X? + [T — (=0 + P)Tn-1]X — q(—p) Tyl
= Tl—le + PnX + qppn_zl

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi, Sonug 3.3.4’1 kullanarak 6zel bir matris bagintisi elde edecegiz.

0 1 0
Sonuc 3.3.5. 2p? — q # 0 olmak iizere A = <p2 +q O 1) olsun. Bu durumda her
rq 0 O
Phy1 By Pny
nezZigin A" = P2 Ppya P, esitligi dogrudur.
pqP, pqPn-1 PGP

Ispat. A matrisinin karakteristik denklemi x* — (p? + q)x — pq = 0 oldugundan,
Cayley-Hamilton teoreminden A3 — (p? + q)A — pql = 0 esitligi saglanir. Sonug
3.3.4 kullanilirsa her n € Z igin A™ = P,_;A%? + P,A + qpP,,_,I esitliginin dogrulugu

goriiliir. Bu esitlik kullanilirsa

p?+q 0 1 0 10
A"=P,_ 1| pq p*+q O0|t+H <p2 +q 0 1> + qpPn_l
0 pg 0 pq 0 0
(pz + Q)Pn—l + qppn—z Pn Pn—l
= | pqPu-1 + @* + QP, P>+ Py + qpPr; Py
pqpn pqpn—l Pqpn—z

seklinde bulunur. Ayrica P, = (p? + q)P,_, + pqP,_5 esitligi dikkate alinarak

gerekli iglemler yapilirsa istenilen esitlik elde edilir ve ispat tamamlanir.

Fibonacci-Q matrisi ve R matrisi kullanilarak elde edilen RQ™ matrisinin
elemanlarinin Lucas dizisi yardimiyla bulunabilecegini biliyoruz. Simdi benzer

sekilde iki matris kullanilarak elde edilebilecek bir matris esitligini gésterecegiz.

0 1 O
Sonug¢ 3.3.6. 2p? — g # 0 olmak iizere, A = (pz +q O 1) matrisi ile beraber
pq 0 O
p 10 Un+2 Un+1 Un
R=|p?+q p 1 |matrisiicin RA" = | Upy3 Upniz  Upy1 | esitligi her
pgq 0 p PqUn+1 pPqU,  pqUpn—q

n € Z i¢in dogrudur.
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Ispat. Sonug 3.3.2°den n € Z igin T,, — rT,,_; = U,, oldugu goriiliir. Bu esitlik 6zel
olarak r = —p i¢in diizenlenirse P, + pP,,_; = U, esitligi elde edilir. Bu esitlikle
birlikte Sonug 3.3.5 kullanilirsa

Un+2 Un+1 Un )

A+ pAT = ( Un+3 Un+z  Unta
PqUns1 PqU,  pqU,_4

veya denk olarak
Un+2 Unt1 Uy >

(A + pI)An = ( Un+3 Un+2 Un+1
PqUny1 pqU,  pqU,_4

esitligi elde edilir. Ayrica A + pI = R esitligi kolaylikla goriilebilir. Buradan istenilen

esitlik elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Bu béliimde son bir uygulama olarak 6zel bir denklemin ¢oziimlerinin {T;,} dizisi
yardimiyla elde edilebilecegi gosterilecektir. Bu sonuca ulasmadan 6nce ilk olarak bir

yardimci teorem verilecektir.

{T,} dizisinin tamimina bakildiginda, dizinin elemanlarmm r +p, rp —q ve qr
katsayilarina bagli oldugu goriiliir. Burada farkli p, g ve r degerleri i¢in bu katsayilar
ayn1 olabilir. Ornegin, (p,q,7) = (3,—2,4) ve (p,q,1) = (5, —4, 2) degerleri i¢in her
iki durumda da r+p =7, pr — q = 14 ve qr = —8 olarak bulunur. Dolayisiyla
{T,(3,—2,4)} ve {T,,(5, —4, 2)} dizilerinin elemanlar1 aynidir. Simdi bu durumu genel

olarak gosteren yardimei teorem verilecektir.

Yardimar Teorem 3.3.7. a ve B, x2 — px — q = 0 denkleminin kokleri ve r sayisi

r? — pr — qr # 0 kosulunu saglayan sifirdan farkl bir reel say1 olmak iizere
T, .1} = {Tn(a + 1, —ar, B)} = {Ty(B +1,—pr,a)}
esitligi dogrudur.
Ispat. Oncelikle a + 8 = p ve aff = —q esitlikleri kolaylikla goriiliir. a +r = p;,
—ar =q, ve B=r; olsun. Bu durumda {T,(a+7r,—ar,f)} = {T,(p1,q1,71)}

diyebiliriz. Ayrica py+1r, =p+71, pyn —q1 =pr —q Ve g1, = qr esitlikleri
kolaylikla elde edilir. Bu esitlikler yardimiyla

T, q,7)} = {Tn(a + 7, —ar, B)} (3.27)
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oldugu goriiliir. Yine benzer diigiince ile § +1r = p,, —fr = q, ve a =1, olsun.

{Th(B+1,—Br,a)} = {Th(p2, g2, m2)} OlUr Ve p, + 1y = p+ 1, P12 — g2 =pr —q
ve gq,1, = qr esitlikleri yine kolaylikla elde edilir. Buradan

{Tn (p’ q, T')} = {Tn (IB + rl _ﬁrl a)} (328)
olur. (3.27) ve (3.28) esitliklerinden istenilen elde edilir ve ispat tamamlanir.

Simdi son olarak xy + x + y = 10™ — 1 denklemini ele alalim. Bu denklemin tiim n
tamsayilari i¢in {T}, } dizisi yardimiyla bir 6zel ¢6ziimiiniin elde edilebilecegi asagidaki

sonugta goriilmektedir.

Sonu¢ 3.38. xy+x+y=10"—1 denkleminin her n € Z igin bir ¢dziimii,

{T,(3,—2,5)} dizisinin i. eleman1 T; olmak {izere
(x,y) = (4T, — 8T -1, Ty — 5Ty—1)
seklindedir.
Ispat. Oncelikle,
10n_1:4(5”—1)(2”—1)+4<5”—1)+(2”—1>
5-1 2—-1 5-1 2—-1

esitligi vardir. Simdi genellestirilmis Fibonacci dizisi i¢in Binet formiilii kullanilirsa

5"—1 a"—p"

51 a—p U6
ve
2" -1 _ a —p" —U.(3,-2)
2—-1 a—p
esitlikleri elde edilir. Boylece
10" — 1 = 4U,(6,-5)U,(3,—2) + 4U,(6,-5) + U,(3,—2) (3.29)

elde edilir. Bunu yaninda Sonug 3.3.2 kullanilirsa T, — rT,,_; = U, esitliginden
Tn(6;_5, 2) - 2Tn—1(6' _51 2) = U‘l’l(6' _5) (330)
ve

T, (3,-2,5) — 5T,_1(3,—2,5) = U, (3, —2) (3.31)
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esitlikleri elde edilir. Yine, Yardimec1 Teorem 3.3.7 dikkate alinarak gerekli islemler
yapilirsa {T,,(6,—5,2)} = {T,(3,—2,5)} esitligi kolaylikla elde edilir. Bu esitlik ile
birlikte (3.30) esitligi kullanilirsa

T,(3,—2,5) — 2T,_41(3,—2,5) = U,(6,—5) (3.32)
oldugu kolaylikla goriiliir. Son olarak (3.29) esitliginde, (3.31) ve (3.32) kullanilirsa
(x,y) = (4T, (3,—2,5) — 8T,,_1(3,-2,5), T,,(3,—2,5) — 5T,,_1(3,—2,5))

ikilisi i¢in xy + x + y = 10™ — 1 saglandig1 goriiliir ve ispat tamamlanur.
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4. MATRIS METOTLARIYLA GENELLESTIRILMiS FIBONACCI VE
LUCAS SAYILARI iCIN BAZI OZDESLIKLER

Bu bolimde ilk olarak [31]’de yapilanlar anlatilacaktir. Daha sonra genellestirilmis
Fibonacci ve Lucas dizileri yardimiyla uygun matrislerin n. dereceden koklerinin ve

Moore-Penrose terslerinin bulunmasi i¢in metotlar verilecektir.

Onceki boliimde, matris kdsegenlestirmesi yardimiyla {U,} dizisini, kendi
karakteristik denkleminden daha yiiksek dereceli bir denklem ile iliskilendirerek farkli
sonuglar elde edilmisti. Bu boliimde farkli bir yontemle yine {U,} dizisi farkli

denklemler ile iliskilendirilerek matrislere dair baz1 6zel sonuglar elde edilecektir.

Béliim boyunca p ve g sayilar1 p? + 4g > 0 kosulunu saglayan sifirdan farkli reel

sayilar olarak kabul edilecektir.

Simdi ilk olarak [31]’de yapilanlari inceleyelim.

4.1. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas Dizilerinin Baz1 Ozellikleri

X? —pX —ql =0 kosulunu saglayan matrislerin kuvvetlerinin, {U,} dizisi
yardimiyla elde edilmesini saglayan teoremin [5]’de verilmis oldugu 6nceki boliimde
vurgulanarak, teoremin alternatif bir ispati Sonug¢ 3.2.4°de verilmisti. S6z konusu

sonuctan hareketle ilave bazi sonuglar [31]’de elde edilmistir.

Teorem 4.1.1. X2 — pX — ql = 0 kosulunu saglayan X matrisleri icin m,n ve s
tamsayilar olmak iizere (—q)° "U,_s X" + Us_, X™ = U,,,_,X® esitligi dogrudur
[31].

Ispat. Once
(_Q)S_n Um—an + Us—nXm (4- 1)

matrisini inceleyelim. Sonug¢ 3.2.4’den her m,n € Z i¢in X™ = U, X + qU,,,_11 ve

X" = U, X + qU,_1I esitlikleri dogrudur. Bu esitlikler kullanilirsa (4.1) matrisi
[(_Q)S_nUm—sUn + Us—nUm]X + Q[(_Q)S_nUm—sUn—l + Us—nUm—l]I (4-2)

matrisine doniisiir. Ayrica (2.1) esitligi kullanilarak gerekli diizenleme yapilirsa



(=)’ " Um—sUp + Us_nUpy = (=) " (=@)* ' Upp—sUp + Us_nUp,
= (=)' MUp-1Us = UpyUs_11Up + Us_Up,
_ Un-1UsUn + U [(=@)" M Us—y — UpUs_41]
(=t
_ Un-1UsUn + UnlUs-1Up — UgUp_1 — UpUs_4]
(="t
_ Us[Up-1Uy = Uy Up 4]
(=)™t
_ U= U]
(=)™t
= UsUnn—n

esitligi elde edilir. Bu esitlikte n yerine n — 1, m yerine m — 1 ve s yerine s — 1
yazilirsa

(_Q)S_nUm—sUn—l + Us_nUp-1 = Us_1Upp

oldugu goriiliir. Bu son esitliklerle beraber (4.1) ve (4.2) matrislerinin ayni oldugu

dikkate alinirsa
() MUy s X" + Ug_n X™ = Uppp_n (UsX + qUg_1 1)
bulunur. Burada, yine Sonug 3.2.4 kullanilirsa
(=) M Upes X" + Ug_y X™ = Upp_n X®
elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.1.2. B matrisi B2 —pB — ql = 0 kosulunu saglasin. A matrisi, bir n
tamsayis1 igcin A = B™ olacak sekilde bir matris ise A2 — VA + (—q)"I = 0 esitligi
dogrudur.

Ispat. Herseyden 6nce B matrisi i¢in g 'B(B — pI) = I esitligi saglanacagindan
dolay1 B~ = q~1(B — pI) olur ve B matrisi tersinirdir. Boylece B matrisinin tiim
tamsay1 kuvvetlerinden bahsedilebilir. Once n = 0 igin esitligin dogru oldugunu

gosterelim. Bu durumda A = I olur. Ayrica V, = 2 oldugu dikkate alinirsa
A2 —VoA+ ()T =1>=2I1+1=0
olur ve n = 0 i¢in iddia dogrudur. Simdi n # 0 olsun. B matrisi B2 — pB —ql = 0
kosulunu sagladigi igin Teorem 4.1.1°e gore, her m,n, s € Z igin
(=)’ "Up-sB™ + Us_,B™ = Up,_,B®
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saglanir. Bu esitlikte m = 2n ve s = 0 yazilirsa

Uy B™ — U, B*™ = (—q)"U,I 4.3)
elde edilir. Ayrica (2.2) esitliginde m = n yazilirsa U,,V;, = U,,, olur. Bu esitlik, (4.3)
esitliginde kullanilir ve B™ = A esitligi dikkate alinirsa

Upl[42 = VpA + (—q)™] = 0

an_ﬁn

oldugu goriiliir. Binet formiiliinden U,, = oldugunu biliyoruz. Burada a ve (3,

x? —px —q =0 denkleminin kokleridir. Yine p? + 4q > 0 oldugundan n # 0
oldugunda U, # 0 olur ve 42 — V,,A + (—q)"™I = 0 oldugu goriiliir. Bdylece ispat

tamamlanir.

Kisim 3.1’de matris kosegenlestirmesinden yararlanilarak {U,} dizisi karakteristik
denkleminden farkli bir denklemle iliskilendirilmisti. Simdi, Teorem 4.1.1 ve Sonug
4.1.2 kullamilarak {U,} dizisi x? — V,x + (—q)™ = 0 denklemini herhangi bir n

tamsayisi i¢in saglayan matrisler ile iligkilendirilecektir.

B matrisi B> — pB — qI = 0 kosulunu saglayan bir matris olmak iizere bir n tamsayisi

icin A = B™ olsun. B matrisi i¢in Teorem 4.1.1°¢ gore a, b, ¢ € Z olmak tizere
(_q)c—b Ua—cBb + Uc—bBa = Ua—bBC

yazilabilir. Bu esitlikte m herhangi bir tamsay1 olmak lizere a = mn, b =nvec =0

olarak secilirse
(—q@) " U B"™ + U_,B™" = U,pp_nB°
esitligi elde edilir. Bu esitlikte A = B™ oldugu dikkate alinip diizenlemeler yapilirsa
UnA™ = UpnA = (=) " Unn—nl
esitligi elde edilir. Son esitlik ve Sonug 4.1.2 dikkate alinirsa A2 — V,A + (—q)"I = 0
kosulunun saglandigi, her m € Z i¢in U,A™ = UppnA — (—q@)"Upn—nl esitliginin

dogru oldugu ve B™ = A esitliginin saglandig goriliir. Simdi bu durumla ilgili olarak

[31]’de verilen genel sonucu gorelim.

Teorem 4.1.3. A matrisi bir n tamsayis1 igin A% — VA + (=)™ = 0 kosulunu
saglasin. Bu durumda her m € Z igin U,A™ = UpnA — (—q@)"Uppn—nl esitligi

dogrudur.

55



Ispat. Uy, =0 oldugundan n =0 icin U,A™ = UppA — (—=q) " Uppn_nl esitligi
dogrudur. Simdi n sifirdan farkli bir tamsay1 olmak iizere A2 — VA + (—q)"I = 0
esitligi saglansin. Buradan I=A[$ (VnI—A)] olur ve A matrisi tersinir bir

matristir. Béylece A matrisinin tiim tamsay1 kuvvetlerinden bahsedilebilir. Ilk olarak

m = 0 i¢in esitligin saglandigini gorelim. m = 0 i¢in
UnnA — (=Q)"Upn-nl = UgA — (—=q@)"U_pI = Upl = U A™

olur ve istenilen elde edilir. m pozitif tamsayilar1 i¢in esitligin dogru oldugunu
timevarim ile gosterelim. m = 1 i¢in esitligin dogru oldugu kolaylikla goriiliir. Esitlik
m € N igin dogru olsun ve m + 1 i¢in de dogru oldugunu gosterelim. Burada (2.2)
esitliginden Uy, Vi, = Upmnan + (—@) " Upn—n csitligi elde edilir. Bu esitlikle birlikte
A% =V, A+ (—q)™ = 0 esitligi A™*1 = A™A esitliginde kullanilirsa

UpA™ ! = (UpnA — (=) " Upn-nDA
= Upnd? = (=@)"Upn-nA
= Unn(VhA = (=)") = (=9)"Upn-n4
= (UnnVn = ()" Unmn-n)A — (=) Ul
= Unn+nA — (=@)"Umnl
= Um+1ynd — (=" Upnsyn-nl

elde edilir ve esitligin m + 1 igin de dogru oldugu goriiliir. Boylece, ispat m pozitif

tamsayilari i¢in tamamlanur.

Son olarak esitligin negatif tamsayilar i¢in de dogru oldugunu gésterelim. Bunun i¢in
m pozitif tamsay1r olmak {izere U,A™™ = U_mnA — (—q)"Ummyn-n! esitliginin
dogru oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Oncelikle Y = —A4 + VI = (—q)"A™?!

matrisini tanimlayalim ve Y2 — V,,Y 4+ (—q)™I matrisini inceleyelim. Buradan

Y2 = A2 — 2V, A + V2]
= (A2 = VA + (=)D + Vo (A + VD) — (=)™
= WY = (=@)"1
olur. Gériildiigii iizere Y matrisi de A matrisinin sagladig1 kosulu saglar. ispatin ilk
kismindan m pozitif tamsayilart i¢in U,Y™ = Up,,Y — (—q)"Ujn—rn I Olur. Bu son
esitlikte (2.2) esitligi ile beraber Y = —A+ VI = (—q)"A™! esitligi birlikte

kullanilirsa
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UnY™ = UnnY — (=@)"Umn-nl
Un[(=)" AT ™ = Uppn (A + Vo) = (=) "Umn—nl
Un(=)"™"A™" = —UpnA + (ViUmn — (=0) " Upn—n)]
Un(=@)™A™™" = =UpnnA + Upnpanl
UpA™™ = Uemynd = (=@)"U=myn-n!

elde edilir. iddia negatif tamsayilar i¢in de dogrudur. Béylece ispat tamamlanr.

Teorem 4.1.3 su bakimidan 6nem arz eder. Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi
x2—x—1=0 seklindedir ve bu denklemi saglayan matrislerin tamsay1
kuvvetlerinin Fibonacci dizisi yardimiyla elde edilebilecegini biliyoruz. Simdi Teorem
4.1.3 kullanilarak x? —x — 1 = 0 denklemini saglamayan uygun matrislerin de
kuvvet bagintis1 Fibonacci dizisi yardimiyla elde edilebilir. Ag¢iklamak amaciyla

asagidaki ornegi ele alalim.

01
-1 3

icin gecerlidir. Gergekten, B matrisinin karakteristik denklemi x? —3x+1 =0

.. —F_ F. s
Ornek 4.1.4. B = ( ) matrisi i¢in B™ = ( 2 2m ) esitligi her m € Z

4 FZm F2m+2

oldugundan Cayley-Hamilton teoremine gore B? — 3B + I = 0 denklemini ya da
denk olarak B? — L,B + (—1)?I = 0 denklemini saglar. Bu yiizden {F,} dizisi
yardimiyla B matrisinin kuvvetlerini bulabiliriz. Teorem 4.1.3 kullanilirsa her m € Z
i¢cin

UpnB™ = UpnB — (—=@)"Bmn-nl
elde edilir. Burada {U,,} dizisi 6zel olarak {F,} dizisi olacaktir ve ayrica n = 2 olacagi
i¢cin

F,B™ = FyuB — (=1)*Fam ol

_FZm—Z FZm

oldugu goriiliir. Boylece
— Fom F2m+z) sue Y

olur ve bu esitlikten her m € Zi¢in B™ = (
istenilen elde edilir.

Teorem 4.1.3 uygun matrisler igin kullanilarak {U,} ve {V,,} dizileri ile ilgili ilave

sonuclara da ulasilabilir. Asagidaki sonug bu tiir yeni 6zdeslikleri vermektedir.

Sonug 4.1.5. Her n € Z ve her a € N i¢in asagidaki esitlikler dogrudur [31].

a
a) 2?:0 (i ) [(_Q)nUinU(a—i)n - (_Q)nUin+nU(a—i)n—n] = UrZLVnaa
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a
b) Z?:O (i ) [Uin+nU(a—i)n - UinU(a—i)n+n] =0,

a
c) Z?:O (i ) [Uin—nU(a—i)n - UinU(a—i)n—n] =0,

a
d) Z?:O (i ) [(_q)nUinU(a—i)n - (_q)nUin—nU(a—i)n+n] = U%Vna-

Ispat. i1k olarak uygun (p, q) ikilisi ile {U,} ve {V,} dizileri olusturalim ve m,n € Z

tammlayalim. Oncelikle X matrisinin X2 — V,,X + (—q)™I = 0 esitligini sagladig

) matrislerini

kolaylikla goriiliir. Teorem 4.1.3 kullanilirsa her s € Z igin

s _ Usn+n - (_Q)mUsn
UnX B ((_Q)n_musn - (_Q)nUsn—n> (4'4)

elde edilir. Ayrica Y matrisi Y2 — V,,Y + (—¢)™ = 0 esitligini saglar. Teorem 4.1.3

yardimiyla her s € Z igin

_(_Q)nUsn—n (_Q)mUsn> (4'5)

e = (0
y _(_q)n mUsn Usn+n

olur. Bununla birlikte, X ve Y matrislerinin degismeli matrisler oldugu da kolaylikla
gordiliir. Dolayistyla Binom teoremi yardimiyla a € N olmak iizere

a

S @i (5 )

i=0
esitligi ve bu esitlikten de

a
a

. » VE 0
(&) Wk = UE () (46)
i=0 "
elde edilir. (4.6) esitliginde (4.4) ve (4.5) kullanilirsa

a
Z (a) < Uinsn - (—q)mUn ) <_(_Q)nU(a—i)n—n (_Q)mU(a—i)n>
[ (_Q)n_mUin - (_Q)nUin—n _(_Q)n_mU(a—i)n U(a—i)n+n

V: 0
u(f )
n 0 Vna

bulunur. Bu esitlikte matris ¢arpimi yapilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa matris

i=0

esitliginden istenilen sonuglar elde edilir ve ispat tamamlanir.
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Benzer diisiince ile farkli uygun matrisler yardimiyla {U,,} ve {V,,} dizileri i¢in baska

Ozelliklerin ispatlar1 ortaya koyulabilir. Simdi [31]’de gosterilen bir sonucu tartigalim.

p Ve q sayilar1 p? + 4q > 0 kosulunu saglayan sifirdan farkli reel sayilar olsun. (p, q)

ikilisi ile tiiretilecek olan genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri sirasiyla {U,} ve

0 (="
—1 v,

matrisinin karakteristik denklemi x? — V,x + (—g)™ = 0 olur ve Cayley-Hamilton

{,} olsun. n sabit bir tamsay1 olmak tizere D = ( ) olsun. Bu durumda D

teoreminden D? —V,D + (—q)"I = 0 saglamir. D matrisi igin Teorem 4.1.3

kullanilirsa her m € Z igin

—(—a)" —
“Umn mn+n
oldugu goriiliir. Simdi, p; =V}, ve q; = —(—q)" olsun. Binet formiilii dikkate alinirsa

a ve B, x> — px — q = 0 denkleminin kokleri olmak iizere p; = a™ + B esitligi

vardir. Ayrica @ # +f oldugundan dolay1 p; # 0 olur. Yine, q; # 0 olacaktir ve
Pt +4q = (@" +pM? —4(-q)" = a®" — 2af + p*" = (a - )?

esitliginden p? + 4q, > 0 olur. Gériilecegi iizere (pq, q,) ikilisi de istenilen kosullari
saglar. (pq,q,) ile kurulan genellestirilmis Fibonacci dizisi {S,,} olsun. Burada, D
matrisinin  D? —p;D — q;I = 0 kosulunu sagladigin1 biliyoruz. Sonu¢ 3.2.4
kullanilirsa her m € Z i¢in D™ = S,,,D + S,,_11 olur ve bu esitlikte gerekli islemler
yapilirsa

U,S,,_ (—q)"U,,S )
m _— n m-1 nm
UnD™ = <—Unsm UpVSr + UnSpa_s (4.8)

elde edilir. (4.7) ve (4.8) esitliklerinden U,,,, = U,S,, esitligi elde edilir.
Elde edilen sonucu agiklamak igin sayisal bir 6rnek verelim.

Ornek 4.1.6. p = q = 1 igin {U,} ve {V},} dizilerini olusturalim. Bu diziler sirasiyla
klasik Fibonacci {F,} ve Lucas {L,} dizileri olacaktir. Simdi keyfi bir n tamsayisi
secelim. Ornegin, n=3 olsun ve {S,(Ls,—(—1)3)}={5,(4,1)} dizisini
olusturalim. Bu durumda U,,,, = U,S,, esitliginden, F5,, = F3S,, ya da denk olarak

F3, = 25, esitliginin her m € Z i¢in gegerli oldugu goriiliir.
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4.2, Matris Kokleri ve Moore-Penrose Tersleri

4.2.1. Ozel diziler yardimiyla kare matrislerin kokleri

Sonug 4.1.2, bir B matrisi x? — px — g = 0 denklemini sagladiginda herhangi bir n
tamsayis1 igin B"™ = A esitligini saglayan A matrisinin de x? — V,x + (—q)" =0
denklemini sagladigini gdstermektedir. Buradan hareketle x? — V,x + (—=q)" =0
kosulunu saglayan matrisleri inceleyerek bu tiirdeki matrislerin tamsay1 kuvvetleri i¢in
bir bagint1 Teorem 4.1.3’de verildi. Burada dikkat edilmesi gereken bir diger husus ise
x%2 = Vx + (—q)™ = 0 denklemini saglayan A matrisi i¢in B™ = A olacak sekilde bir
B matrisinin nasil elde edilebilecegidir. [31] ¢alismasinda bu durum incelenmis ve
istenilen 6zellikteki baz1 B matrislerinin elde edilmesi i¢in bir yontem verilmistir. Bu
kisimda bazi reel matrislerin koklerinin ve Moore-Penrose terslerinin bulunmasi
tizerinde durulacaktir. Bunun i¢in 6nceki boliimlerde incelenen denklemlerden yola
cikarak bir n tamsayisi igin x3 — V,,x% + (—q)"x = 0 denklemini saglayan matrisleri
inceleyecegiz.

a ve B, x> — px — q = 0 denkleminin kokleri olsun. Burada genellestirilmis Lucas

kullanilirsa
x* = Vox? + (—q)"x = (x — a™)(x — f™)x

elde edilir. Simdi A matrisinin x3 — V,x? + (—¢)"x = 0 kosulunu saglamasi

durumunu inceleyelim.

A matrisinin minimal polinomu m, (x) olsun. A matrisinin x> — V,x? + (—q)™x = 0
kosulunu saglamasi icin m,(x)  polinomunun pu(x) = x3 — V,x2 + (—q)"x
polinomunu bdlmesi gerekir. Dolayisiyla A matrisinin 6zdegerlerinin kiimesi M,
olmak tizere M, € {a™, B™, 0} olmahdir. Ciinkii A matrisinin a™, ™ ve 0 disinda bir
karakteristik kokii olursa bu kok ayni zamanda minimal polinomun da kokii olacaktir
ve bu durum minimal polinomun p4(x) polinomunu bélmesi ile gelisecektir. Bu halde
dikkat edilecek bir diger durum ise A matrisi, 6zdegerleri arasinda 0 olabilecegi igin
tersinir olmak zorunda degildir. Bu sebeple A matrisinin her zaman tiim tamsay1
kuvvetlerinden bahsedemeyiz. A matrisinin tersinir olmasi i¢in M, € {a™, ™}
olmalidir. Dolayisiyla x3 — V,,x2 + (—q)"x = 0 kosulunu saglayan tersinir matrisler
aym zamanda x% — V,x + (—q)™ = 0 kosulunu da saglayacaktir ve bu matrislerin

tamsay1 kuvvetleri i¢in Teorem 4.1.3 kullanilabilir.

60



Genel olarak x3 —V,x? + (—¢)"x =0 denklemini saglayan tiim matrisleri
inceleyecegiz. ilk olarak x3 — V,x? + (—q)"x = 0 denklemini saglayan matrislerin

pozitif tamsay1 kuvvetleri i¢in asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2.1.1. X matrisi bir n tamsayis1 i¢in X3 — V, X% + (—q)™X = 0 kosulunu
saglasm. Bu durumda her m € N i¢in U, X™ = Upm-nX? — (@) Upm—2nX esitligi

dogrudur.

Ispat. n = 0 i¢in esitligin saglandig1 kolaylikla gériiliir. n sifirdan farkli bir tamsay1
olmak iizere X matrisi X3 — V,X? + (—q)™X = 0 kosulunu saglasn. Istenilen esitligi

m lizerinden tiimevarimla gosterelim. Oncelikle m = 1 igin incelenirse
Unm—nX2 — (D" Unm-2nX = Un—nXZ — (" Up-2nX = UnX1

esitligi elde edilir ve iddia m = 1 igin dogrudur. Simdi, iddianin herhangi bir m € N
icin dogru oldugunu kabul edelim ve m + 1 i¢in de dogrulugunu gosterelim. Ilk olarak
(2.2) esitliginden Uppm_nVii — (=) " Upm—2n = Upp esitligi elde edilir. Bu esitlikle

beraber m € N igin X™*1 = X™X esitligi kullanilirsa

UnXm+1 = Unm—nX3 4 (_Q)nUnm—ZnXZ
= Unm—n[VnX2 - (_q)nX] = (_Q)nUnm—ZnXZ
= (Unm—nvn - (_Q)nunm—Zn)Xz - (_Q)nUnm—nX

= n(m+1)—nX2 - (_Q)nUn(m+1)—2nX
olur. Yani iddia m + 1 i¢in de dogrudur. Boylece ispat tamamlanr.

x3—Vx?+ (—q)"x =0 denklemini saglayan matrislerin pozitif tamsay1
kuvvetlerini hesaplamak igin Teorem 4.2.1.1’i kullanabiliriz. Ote yandan, Teorem
4.2.1.1 baz1 matrisler i¢in kullanilarak genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri i¢in
de farkli 6zdesliklerin elde edilmesinde kullanilabilir. Fakat bu kisimda esas olarak
kare matrislerin kokleri ve matrislerin Moore-Penrose tersleri lizerinde durulacaktir.
Asagidaki sonug reel bir kare matrisin n. dereceden kokiinii hesaplamak igin bir formiil

ortaya koymaktadir.

Teorem 4.2.1.2. X matrisi bir n € N i¢in X3 —V,X?+ (—q)"X = 0 kosulunu

1

oo, (—Un_lxz + U,,,_1X) seklinde tanimlanan

saglayan reel bir matris ise B =

matris i¢in B"™ = X saglanir.
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Ispat. ilk olarak (2.2) esitliginde m = n — 1 alinirsa U,,_, V,, + (—q)""* = U,,_, elde

edilir. Bu esitlik kullanilirsa B matrisi

_ 1
(_Q)n_lun

olarak yazilabilir. Burada X3 — V;, X% + (—q)™X = 0 esitligi dikkate alinir ve gerekli

B [~Un-1(X* = VX)) + (=)™ 'X]

islemler yapilirsa
1
BX = —(X? — qU,_1X) (4.9)
Un

1

elde edilir. Simdi C = Coin

(=Up_1X + Uyp_11) olsun. Buradan B = XC olur.

Ayrica X, B ve C matrislerinin karsilikli olarak degismeli olduklart kolayca goriiliir.
(4.9) dikkate alinarak

1 1 1
B? = BXC = 7= (X* = qUn1X)C = 7= (X = qUy1)XC = 7= (X — qUy_1])B
n n n

ve buradan

3 2 1 2 1 ’
B® = B’B =~ (X — qUy1D)B =[U—(X—qUn_1I) B
n n

oldugu goriliir. Bu esitlikler dikkate alinarak gerekli islemler yapilirsa

1 z 1
B = pB? = | (X = qUuD)| B =py- (X = qU, DB
n n

1
= m [XZ - Un+1X - qUn—1X + qUn+1Un—1I]B
n

olur. Bu esitlikte (2.3) ve B = XC olmasi kullanilirsa
B3 — BZ—iX3—VX2+ Up+1Un—1X)C
p - Urzl ( n qUn+1Un-1 )

bulunur. Ayrica (2.1) ifadesinde m = n+ 1 yazilirsa U, Up_q + (—q)" 1 = U2
bulunur ve X3 — V,,X? + (—q)™X = 0 olmasi da dikkate almirsa son esitlikten

1 Ups1Un—q + (=)™
[~ (-)"X + QU sl X]C = g 221t 0
n

Uz

B3 —pB? =

XC =qB

olur. Boylece B matrisinin B3 — pB? — qgB = 0 kosulunu sagladig1 goriiliir. Yani B

matrisi Sonug 3.2.4’{in kosulunu saglar ve B" = U,,_B? + qU,,_,B oldugu goriiliir.
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Ayrica (2.1) kullanilarak (—q)" 2 = UZ_; — U, U,,_, oldugu goriiliir. Bu esitlikler ile
beraber B? = UL (X — qU,_,1)B kullanilirsa

1
B" = Up |5~ X = qUu 1 D)B| + qUy B
n

1
= U_ [Un—1XB - q(U‘er—l - UnUn—Z)B]
n
1

[Un-1XB + (—q)""'B]
Un

elde edilir. Simdi bu esitlikte B = - Un_1X? + Uyn_,X) ile beraber (4.9)

1
-)" U, (_

dikkate alinirsa

L 1 Uy, 1 2
B"™ = U_n Un (X =3 qUn—1X) + U_n(_UTl—lx + U21’l—1X)
_ U2n—1 - qUn—1Un—1X
Uz

olur. Son olarak (2.4) esitliginden 6zel olarak Us,_; — qUZ_; = U2 elde edilir ve

B™ = X olur. Boylece ispat tamamlanir.

x2 = V,x+ (—q)™ = 0 denklemini saglayan matrislerin n. dereceden koklerini
bulmak i¢in [31]’de bir sonug verilmistir. Simdi, Teorem 4.2.1.2 yardimiyla bu

sonucun alternatif bir ispatint yapalim.

Sonu¢ 4.2.1.3. X reel matrisi bir n € N i¢in X2 — VX + (—q)™ = 0 kosulunu

saglasin. Bu durumda C = UL (X — qU,_11I) olmak tlizere C" = X esitligi dogrudur.

Ispat. X matrisi X?> — VX + (—q)™ = 0 kosulunu saglasm. Bu durumda X matrisi
igin X3 —V,X?+ (—¢)"X =0 kosulu da saglamr. Boylece Teorem 4.2.1.2

yardimiyla C = Up_1X? + Upp_1X) matrisi igin C™ = X olur. Ayrica

1
Caru,

(2.2) esitligi m = n — 1 i¢in kullanilirsa

- ] 2 _ _\n—-1
€ = g TV (8 = k) + (—0)" ]

olarak yazilabilir. Ayrica X% — V, X + (—q)™I = 0 oldugu da dikkate alinirsa

1
o [Un-1 (=)™ + (—q)"'X] = - X = qUnaD)

T v,
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olur ve ispat tamamlanur.

Teorem 4.2.1.2 ve Sonug 4.2.1.3’{in kullanimin1 sayisal 6rneklerle gérelim.

21
8

B ve C matrisleri bulalim.

Ornek 4.2.1.4. A = ( B 83) matrisi i¢in B2 = A ve C3 = A esitliklerini saglayan

A matrisinin karakteristik denklemi x? — 18x + 1 = 0 seklindedir ve A matrisi bu
denklemi saglar. B? = A kosulunu saglayan bir B matrisi elde edecegiz. Bunun i¢in
x% —Vox + (—q)? = x? — 18x + 1 kosulunu saglayan {V},} dizisi kurmaliy1z. Burada
V, = p? + 2q olduguna dikkat ederek

p*+2q =18
=1
denklem sistemini saglayan (p,q) = (4,1) ikilisini segebiliriz. Bu durumda Sonug

4.2.1.3’in kosullar saglanmig olacaktir. Simdi {V,,(4,1)} ve {U,(4,1)} dizileri ile

devam edelim. Sonug 4.2.1.3 kullanilirsa

B=—(4—qu 1)=i(A—U1)=1(A—1)=(5 ~%)
U4l a8y, =2 2 -1

bulunur ve B? = A saglanir. Bu arada B? = A esitligini saglayan farkli B matrisleri de
bulunabilir. Séyle ki x? — V,x + (—q)? = x? — 18x + 1 kosulunu saglayan farkh
{V,} dizisi insa edilebilir. Ornegin, (p,q) = (2V5,—1) icin de istenilen dizi elde
edilebilir. Simdi {V,(2V5,—1)} ve {U,(2V5,—1)} dizileri ile devam edelim ve

aradigimiz matrise B; matrisi diyelim. Bu durumda

) 1 1 V511 -4
Bl_U—n(A—qUn_ll)—U—z(HUl’)—gg(“”‘?(zt ~1)

elde edilir ve B? = A esitliginin saglandigi kolaylikla goriiliir. Simdi €3 = A olacak
sekilde bir € matrisi bulalim. x? — V3x + (—q)® = x? — 18x + 1 kosulunu saglayan
bir {V,} dizisi olusturmaliy1z. V5 = p3 + 3pq oldugu dikkate alinirsa
p3+ 3pqg =18
(—9° =1
denklem sistemini saglayan (p, q) ikilisi bulmaliyiz. (p, q) = (3, —1) ikilisi istenilen
sistemi saglar. Simdi {V,,(3,—1)} ve {U,(3,—1)} dizileri ile devam edelim.
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C=—a-qu 1)=i(A+U1)=1(A+31)=(3 N
TR A TA 2l) =73 1 0

olup C3 = A saglanir.

1 -1 =2
Ornek4.2.15.4 = ( 0 1 1) olmak iizere C? = A olacak sekilde bir C matrisi
-1 0 1

bulalim. Ilk olarak A matrisinin A3 — 342 + A = 0 esitligini sagladig1 kolaylikla
gortlir. Yine Kklasik Fibonacci ve Lucas dizileri olan {F,} ve {L,} dizileri ile devam
edilirse A matrisi A3 — L,A%? + (—1)2A4 = 0 esitligini saglar. Simdi Teorem 4.2.1.2,

n = 2 i¢in kullanilirsa

C (—Up—1A% + Uy, A)

T v,

=4 (=F,A

1 0 -1
={-1 -1 0
0 1 1
elde edilir ve C? = A esitligi saglanur.

4.2.2. Ozel diziler yardimiyla matrislerin Moore-Penrose tersi

Bu kisimda x3 — V,x%2 + (—q)™x = 0 denklemini saglayan matrislerin Moore-
Penrose tersleri lizerinde duracagiz. Bu 6zelligi saglayan her matris genel olarak
tersinir degildir. Ancak her matrisin Moore-Penrose tersinin mevcut ve tek oldugu iyi
bilinmektedir. Oncelikle x3 — V,,x% + (—q)"x = 0 denklemini saglayan matrislerin

Moore-Penrose tersinin hesaplanmasi i¢in asagidaki teoremi verecegiz.

Teorem 4.2.2.1. X matrisi bir n € N igin X3 —V,X?+ (—q)"X = 0 kosulunu

saglayan reel bir matris olsun. Eger X2 — V,, X simetrik bir matris ise bu durumda

matrisi X matrisinin Moore-Penrose tersidir.
Ispat. Moore-Penrose ters tanimina gore gerekli kosullarin dogrulugunu gosterelim.

1) (XG)" = XG esitligini gosterelim. (2.2) esitligi m = 2n ve m = n i¢in yazilirsa

sirastyla
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ve

elde edilir. Bu esitlikler dikkate alinarak gerekli islemler yapilirsa

XG (_UZTLX3 + U3nX2)

T (—Q*,

= Ty [ Uen(hX? = (™0 + UsnX?]
-1
B (_Q)ZnUn

(="

olur. Béylece, X% — V,, X matrisi simetrik ise XG matrisinin de simetrik oldugu goriiliir.

[~ ()" UnX? + (=) UpVnX]

= (X% = VoX)
X ve G matrisleri reel matrisler oldugundan dolay1 (XG)* = XG olur.
i) XG = GX olacagindan GX matrisi de simetriktir ve (GX)* = GX olur.

iii) XGX = X oldugunu gostermeliyiz. Burada ilk madde ispatinda elde edilmis olan
-1
o™

XG = (X2 = V,,X) esitligi kullanilirsa

_ 3 _ 2y — (Y] —
(_q)n(X VaX*) (_q)n[(Q) X]=X

XGX =

bulunur.

iv) Son olarak GXG = G oldugunu gosterelim. Yine G ve X matrislerinin degismeli

1

olmasi dikkate almirsa GX = —— (X% —V,,X) oldugu ilk maddenin ispatindan

Gl
goriiliir. Bu esitlikten
o 2 2
GXG = " X*-1,X) (—q)TUn(_Uan + U3, X)
= W(X3 - VnXZ)(_UZnX + U3nl)
n
= Comu., [—(—)"X](=UznX + Usyl)
n
=G

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.2.2.1°deki X3 —V,X? + (—q)"X = 0 kosulunu inceleyelim. Burada X
matrisinin X3 — aX? — bX = 0 seklindeki bir denklemi saglamasi durumunda a = V,
ve b = —(—q)™ olacak sekildeki bir n i¢in {V,,(p, q)} dizisini kurmaliyiz. Burada her
defasinda n = 1 igin devam edilebilir. Bunun icin a =V; =p ve b = —(—q)! = ¢
esitliklerinden, p = a ve g = b secimleri ile devam edilebilir. Fakat genellik adina

farkli n segimleri ile de devam edilebilir.

X3 =V, X%+ (—q)"X = 0 kosulunu saglayan X reel ve simetrik matrisleri i¢in
Teorem 4.2.2.1°in kullanim1 agiktir. Simdi kare olmayan veya simetrik olmayan
matrisler igin Moore-Penrose ters bulmaya calisalim. Bunun i¢in Teorem 2.1.27
dikkate alinirsa AT = (A*A)TA* = A*(4A")T esitliginden goriilecegi iizere AT
matrisini elde etmek icin (4*A)T veya (4A*)T matrisini bulmak yeterli olacaktir.
Ayrica reel matrisler igin A* = AT olacaktir ve islemlere AT ile devam edilebilir.
Burada ATA ve AAT matrisleri simetrik olacaktir. Bu matrisler Teorem 4.2.2.1°deki
simetriklik kosulunu saglamis olur. Bir diger kosul olan x3 — V,x% + (—q)"x = 0
denklemini de saglamalari durumunda Teorem 4.2.2.1 yardimiyla A matrisinin Moore-

Penrose tersi elde edilebilir. Simdi bu yontemi agiklayan sayisal drnekler verilecektir.

1 -1 2
Ornek 4.2.2.2. A = <2 -1 1) matrisinin Moore-Penrose tersini bulalim.
4 -3 §5

A matrisi simetrik degildir. Burada

1 -1 2 1 2 4 6 5 17
AAT=<2 -1 1)(—1 —1—3>=<5 6 16)
4 —3 5 2 1 5 17 16 50

olur. AAT matrisinin (AAT)3 — 62(AAT)? + 66(AAT) = 0 kosulunu sagladig
goriiliir. Burada p = 62 ve q = —66 icin (AAT)3 — p(44T)2 — q(AAT) = 0 olur ve

n = 1ic¢in AAT matrisi Teorem 4.2.2.1°in kosullarin1 saglar. Bu sebeple

(4AN)" = [~ U2 (AAT)? + Usn(AAT)]

(_Q)ZnUn
62 62%> -6

6
- — @ (AAT)Z + —662 (AAT)

1 ( 44 —77 11)
=—|-77 137 -17
98\ 11 —17 5

olarak bulunur. Burada AT = AT (AAT)T kullanilirsa
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1 /1 2 4\/ 4 -77 11 1 /22 43 -1
At=—| -1 =1 = - — = _ _
198 1 1 3 77 137 17 o6 0 3 3

2 1 5 11 —-17 5 22 —34 10
olur ve istenilen elde edilir.

1 4
Ornek 4.2.2.3. B = (2 5) matrisinin Moore-Penrose tersini bulalim. B kare matris
36

14 32
32 77

esitligi saglanir. Ayrica BT B matrisinin simetrik oldugu agiktir. Teorem 4.2.2.1
kullanilirsa p =91 ve q = =54 ic¢in (BTB)3 —p(B"B)? — q(BTB) = 0 kosulu

degildir. Burada BTB = ( ) olur ve (B"B)*—91(B"B)? + 54(BTB) = 0

olur ve {U,, (91, —54)} dizisi icin

(B"B)" = [-U2(B"B)? + U3(B"B)]

(—9)*U;
elde edilir. Bu esitlikte gerekli islemler yapilirsa

@By == (7 "3

olarak bulunur. Simdi BT = (BTB)TBT olmas: dikkate alinirsa

77 —32)(1 2 3)_ 1 (—17 —2 13)
18

1
t _ (RTRVIRT — —
B (B°B)'B (—32 14/\4 5 6 8 2 —4

54

olarak elde edilir.

1 0 0O
Ornek 4.2.24. C = (1) é (1) (1) matrisinin Moore-Penrose tersini bulalim.
0 010
1 010
Oneelikle CCT = (1’ (2) (2) (1) olur ve (CCT)? — 3(CCT)? + CCT = 0 esitliginin
01 01

saglandig1 kolaylikla goriiliir. Bu esitligi (CCT)3 — L,(CCT)? + (-1)?(CCT) =0
olarak klasik Lucas dizisi yardimiyla yazabiliriz. n =2 i¢in Teorem 4.2.2.1

kullanilabilir ve

(ccnHt = [= U (CCT)? + Usn(CCT)]

(_Q)ZnUn
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elde edilir. Ayrica {U,} dizisi de klasik Fibonacci dizisi olacaktir ve son esitlikten
(ccHt = Fl[—F‘l(CCT)2 + F4(CC™)] elde edilir. Burada gerekli islemler yapilirsa
2

2 0 -1 0
coryi=( 0 10 -
0 -1 0 2

olarak bulunur. Yine €T = €T (CC™)T esitligi kullanilirsa C matrisinin Moore-Penrose

tersi olan
1 0 10 2 0 -1 0 1 0 O 0
ct=(0 T 000 1 0-1)_( 0 1 0 -1
0 1 0 1 -1 0 1 0 0 0 O 1
0 0 10 0 —1 0 2 -1 0 1 0

elde edilmis olur.
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5. K-GENELLESTIRILMIS FIBONACCI SAYILARI VE MATRISLER

Onceki boliimlerde, {U,} genellestirilmis Fibonacci dizisi kendi karakteristik
denkleminden farkli denklemler ile iliskilendirerek farkli sonuclar elde edilmisti. Bu
boliimde ise benzer diisiince ile matrisler yardimiyla Fibonacci dizisinin bir diger
genellestirmesi  olan k-genellestirilmis Fibonacci dizisi ile ilgili 06zdeslikler

verilmektedir.

Say1 dizilerinin terimlerini elde etmek icin yeni bagintilarin elde edilmesi farkli

¢alismalarin konusu olmustur. Binet formiilleri disinda dizinin n. terimini dogrudan

n-—1 .
ortaya koyan farkli esitlikler de gosterilmistir. Ornegin, F, = ZLZO J (n _il B 1)

esitligi her n € N igin gegerlidir. Benzer sekilde Lucas dizisi, Pell dizisi gibi iyi bilinen

diziler i¢in de bazi bagintilar literatiirde vardir [32]. Bunun yaninda {G((:)) } dizisi i¢in

de bu tiirde esitlikler [33] calismasinda gosterilmistir. Yine [34]’de n = k kosulunu
saglayan tiim n tamsayilari i¢in {G((f)) } dizisinin n. terimini elde etmeye yarayan genel
bir formiil ortaya koyulmustur. Bu formiile ulasilirken 6nceki boliimlerde yapilanlara

benzer olarak {Ggf)) } dizisi ile matrisler arasindaki iliskilerden yararlanilmaktadir.

Simdi bu boliimde ortaya koyulacak O6zdesliklerle ilgili izlenilen yolu kisaca

aciklayalim.

{69} dizisinin  karakteristik ~ denklemi x* —x¥1 = x¥"2— —x - 1=0
seklindedir. t sifirdan farkli ve t¥ — t*=1 — ¢k=2— | —t — 1 # 0 kosulunu saglayan
bir reel say1 olsun. Bu durumda (x* —x¥"1—xk2—  —x—-1)(x—-t)=0
denklemini ya da denk olarak X**'—(t+DX*+tI+¥t—-1DXxi =0

denklemini saglayan X matrisleri ile {G((:)) } dizisi arasindaki bazi iliskileri ele alacagiz.

Boliim boyunca k sayis1 k = 2 kosulunu saglayan bir tamsayi, t ise sifirdan farkli ve
th —th=1 —¢k=2—  —t —1 # 0 kosulunu saglayan bir reel sayr olarak kabul

edilecektir.

Oncelikle asagidaki yardimei teoremleri verelim.



Yardimcei Teorem 5.1. G((fi) =1, G((g) = —1ve —k < b < —2 kosulunu saglayan

b tamsayilari i¢in G((zf)) = 0 olur [34].

Ispat. Herhangi bir a tamsayis1 i¢in dizinin yineleme bagintis1 kullanilirsa

) () (k) (k)
G(a+k+1) - G(a+k) + G(a+k—1)+"'+G(a+1)
G(k) — G(k) G(k) G(k)

(a+k) (a+k—1)'+ (a+k—2)+“"*_ (a)

esitliklerinin oldugu goriiliir. Bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa

®) ®  _ ) (k)
G(a+k+1) - G(a+k) - G(a+k) - G(a)
ya da denk olarak
(r) _ (k) (k)
Gy = 2G(a1k) ~ Gatk+n) (5.1)
olur. (5.1)’de a=—1 ve a = —2 yazilirsa sirasiyla G((ﬂ) =1 ve G((g) =-1

esitliklerine ulasilir. Simdi —k < b < —2 kosulunu saglayan herhangi bir b tamsay1si

icin (5.1) kullanilirsa G((g)) = ZG((lﬂk) = G((;"J)rk +1)

oldugundan0 < b+ k <k —2vel <b + k +1 < k — 1 kosullar: saglanacagindan

olur. Burada -k <b< -2

dizinin tanimi dikkate alinirsa

(k) _ (k) (k)
G(b) - 26(b+k) - G(b+k+1)

=20-0=0
olur ve ispat tamamlanur.

Yardimer Teorem 5.2. h(n) = Y1/ t""l_iG((S) olsun. A(n+ 1) — th(n) = G((T’f))

esitligi her n € N i¢in dogrudur [34].

Ispat. h(n) = Y1/ tn_l_iG((S) esitligi kullanilarak gerekli islemler yapilirsa

n n-1
h(n+ 1) —th(n) = Z tn—iG((g) —_ tz tn_l_iG((iI;)
i=0 i=0
n-1 n-1
_ sn-np ) n—i~k) n—i (k)
= "Gy + Z "G Z "G
i=0 i=0
_ ~®
= Gy

seklinde istenilen elde edilir.
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{G((TI:)) } dizisi ile matris iligkisini gosteren asagidaki teoremi verelim.

Teorem 5.3. X matrisi X**1 — (t + 1)X* + tI + Y21t — 1) X' = 0 kosulunu bir k

i¢in saglasin. Bu durumda her n € N igin

k-1 i+1
K= heox = |3 {h =) 662 x| = [hew - 62 ]
i=1 =1

esitligi dogrudur. Burada h(n) = X755 t" 171Gy seklindedir [34].

Ispat. Ispati n iizerinden tiimevarimla yapalim. Ik olarak n =1 igin esitligin

dogrulugunu gosterelim. 2(1) = 0 oldugu kolaylikla goriiliir ve n = 1 i¢in

k-1 i+1

h(n) Xk — z h(n)—ZGgflj) x|~ [ne - 62, |1
=

i=1

matrisi incelenirse

k— i+1 k-1 i+1
" ® i ®]; _ )
h(1)X* — Z 20(1 s )5t = [ = 61 = ZZ 6L, xi
i=1 =1 i=1 j=1

oldugu goriiliir. Ayrica

3 k

(k) _ yv1 €3] 2 (k) k-1 ()

¢X xi=x ZG(I L+ X 20(1 PR ZG(H) (5.2)
j=1 =1

?:‘

-1

+

1

I
[
Th
[

i=1j

oldugu agiktir. 3 < j < k kosulunu saglayan j tamsayilartigin =k +1 <1 —j < =2
olur ve burada Yardimct Teorem 5.1 kullanilirsa 3 < j < k kosulunu saglayan j

tamsayilari igin G((fz H=0 olur. Bu sebeple (5.2) esitliginden

k=1 i+1 2 3 3
G, Xt =X Z G, + X2 Z GOy + e xR Z Gy (53)
i=1j=1 j=1 j=1 j=1
olur. (5.3) ile Yardimci Teorem 5.1°de gosterilen G(( 1) =1ve G((k;) = —1 kullanilirsa
—1i+1 2 3
z z GO X =X Y 6L+ (7 + X3+t Xk Y 60
i=1 j=1 j=1 j=1

=XO0+D+X2+X3+-+X"DHO+1-1) =X
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olur ve boylece n = 1 i¢in iddianin dogru oldugu goriiliir. Simdi iddianin herhangi bir
n € N i¢in dogru oldugunu kabul edelim ve n + 1 i¢in de dogru oldugunu gosterelim.

X matrisi igin X™*1 = X™X oldugundan

k-1 i+1
Xn+1 — h(n)Xk“ _ z h(n) _ z G((:zc)]) Xi+1 _ [h(TL) G(k) 1)]X
i=1 j=1

olarak bulunur. Burada X*** — (t + 1)X* + tI + ¥¥1(t — 1)X! = 0 esitligi dikkate

alinarak devam edilirse

k-1

(t+1)Xk—tI—(t—1)ZX‘

k-1 i+1

k .
Z h(n) — z G((nlj) xi+1
j=1

XTL+1 h(n)

i=

—(h(n) — G DX

k-1 k-1 i+1
= h(n) | (£ + DX* =t = (£ — 1) ZXL h(n) — Z ¥ | x+
i=1 i=0 j=1

k-1

= h(n) | (¢ + DX* — ¢l — [—(t DXk 4 (- 1) Z Xt
i=0

i+1

— 2th(m)X* — th(n)l — [(t — 1)h(n) z it
i=0

i+1

k .
Z h(n) Z G((n)]) XL+1
k-1 i+1
= 2th(n)X¥ — th(n)I — Z th(n) — z ¥ |x+
i=0 j=1
olur. Bu son esitlikte Y% j=1 G((::) H= G((::)) oldugu dikkate alinirsa ve gerekli islemler

yapilirsa

X = [eh(n) + 689]X* — th(n)l - Z th(n) — ZG((,’;) D lx G
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oldugu goriiliir. Yardimci Teorem 5.2 ve (5.4) esitligi dikkate alindiginda

X" = h(n + DX = (h(n + 1) = GO)I

x) (k) i
z hn+1) - 6% - z ¢¥ | xt
j=1

=h(n+ DX = (h(n+ 1) = N1

&
k-1 i+1
k .
-1 h(n+1)—ZG(<n11 X
i=1

olur. iddia n + 1 igin de dogrudur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.3 kullanilarak {G((n)) } dizisi i¢in farkli sonuglar elde edilebilir. Bunlardan

bazilar1 asagida verilecektir.

Sonug 5.4. X matrisi, bir k icin X* — X*=1— . —X — I = 0 kosulunu saglayan bir
matris olsun. Bu durumda her n € N igin X" = (RIS R GO XD + 6o,y
esitligi vardir [34].

Ispat. X matrisi X* — Xx*¥=1— .. —X — I = 0 kosulunu saglasin. Bu durumda her t

sayist i¢in (X% — X*"1— . —X — (X — tI) = 0 esitligi ve denk olarak

k-1
Xk —(t 4+ DX+t + Z(t —-1DX'=0

i=1

olur. Buradan, Teorem 5.3 dikkate alindiginda her n € N igin

k-1 i+1
k - K
X" = h(n)Xk — z h(n) — Z Gy | X = TR = 65211
i=1 j=1
oldugu goriiliir. Burada X* — X*~1—,..—X — I = 0 esitligi dikkate alinirsa

k i+1
X" =hM)[X* 1+, +1] — Z h(n)—Zfofln X! _[h(n)_G((:)l)]I
i=1

olarak bulunur. Bunun yaninda h(n) = ¥t 1~ ‘G((l)) seklindedir. Son esitlikte

gerekli islemler yapilirsa

75



k-1 i+1

k i k
xn=2 h(n) — h(n)—z 8 5 X+ [h(m) = (h(m) = 652 D1
i=1 Jj=1
k—-1i+1
_ © i *)
_ 6O xt | +6% 1
i=1j=1

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Simdi, [35] ¢alismasinda verilen bir esitligin, Sonug 5.4 kullanilarak yapilan alternatif

ispat1 asagidaki sonugta goriilecektir.

Sonu¢ 5.5. 4, x¥ —x*"1— .. —x — 1 = 0 denkleminin bir kokii ise her n € N i¢in
_ : k P k Cgeoe -
A= (T2 G((nz »A+ G((nzl) esitligi dogrudur [34].
Ispat. 1;’ler 1 < i < k olmak iizere x¥ — x*~1—... —x — 1 = 0 denkleminin kokleri
A
olsun. X = A2 . kosegen matrisini ele alalim. Bu durumda X matrisi igin
Ay
Xk —xk-1— . —X —1=0 kosulunun saglandigi agiktir. Boylece, Sonu¢ 5.4

kullanihrsa X" = (ZK2¥EL 699 XD + 6 )1 olur. Buradan istenilen elde

(n—j) (n-1)

edilerek ispat tamamlanir.

Boliim 3’de genellestirilmis Fibonacci ve Tribonacci dizileri arasinda iliski kurularak

Ozdeslikler ortaya koyulmustur. Burada da 6nce benzer diistince ile {G((:)) } dizisi ile

iliskili bir baska diziyi tanimlayaln. { Fos®} dizisi, 0 < n < k — 1 kosulunu saglayan
. (kD) (k,t) .

n tamsayilar1 i¢in F(n) =0, F(k) = 1 baslangi¢ kosullar1 ile ve n > k kosulunu

saglayan n tamsayilari i¢in

(k.t)
- tF(n—k—l)

k—1
(kt) _ kt) (kt)
Fy ™ = (C+ DFg 5 = [Z(t ~ DFnli-p
i=1
yineleme bagintis1 ile tanimlanan bir dizi olsun.

Simdi {F(glk)t)} dizisi ile matrisler arasindaki bir bagmti asagidaki teoremde

verilmektedir.
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Teorem 5.6. X matrisi X**1 — (t + D)X* + tI + ¥¥21(t — 1)X! = 0 kosulunu bir k

igin saglasin. Bu durumda tiim n > k tamsayilari igin

k-1 i
_ kD yk (k,t) k6 | yi (k.t)
X" = Foy Xk — Z tF(n_l_l-)+(t—1)zF(n_j) Xt = th )]
i=1 j=1

esitligi saglanir [34].
Ispat. Ispat k = 2 ve k > 2 durumlan igin ayr ayr1 yapilacaktir. lk olarak k = 2

olmasi durumunu inceleyelim. {F(Elz)t)} dizisi, F(E)Z)‘t) = F((lz)'t) =0, F((Zz)'t) =1lven>k

- .. 2,t 2,t 2,t 2t
kosulunu saglayan tamsayilar i¢in F(;) ) = (t+ 1)17(;_3) —(t— 1)1:(;_2)) — tF(El_;)
bagintisina sahiptir. X3 — (t + 1)X? + (t — D)X+t = 0 kosulunu saglayan X

matrisi i¢in n > 2 tamsayilari verildiginde

1 i
_ @Oy @) @0 | yi| _ g0
X" = Foy X7 = 2 tF(n—l—i)Jf(t‘l)zF(n—j) X\ =t yl
i=1 =1

veya denk olarak

_ @y (2.t) 2t) 2.t
X" = BOX? = [ehg) + (¢ = DR | X = ey

oldugunu gostermeliyiz. Ispat1 n iizerinden tiimevarimla yapalim. Bunun igin ilk

olarak n = 3 i¢in esitligin dogrulugunu gosterelim. Burada

@Oy2 [ 7@D 4 cr_ V@D |y _ (@D
g X = [¢RG9) + (0 = DR | X — R

matrisi, X3 — (t + 1)X? + (t — 1)X + tI = 0 esitligi de dikkate alinarak incelenirse

@0 ) ) @b _
FGOX? = [eRES) + (¢t = DEE)| X = tFE0 1 = ¢+ DX = (¢ — DX — el

=X3
elde edilir ve buradan n = 3 i¢in esitligin saglandigr goriiliir. Simdi, bir n > 2
tamsayist i¢in esitligin dogru oldugunu kabul edip n + 1 i¢in de dogru oldugunu
gosterelim. Burada X™*1 = X™X matris esitligini gdz 6niine alalim. Bu esitlik, dizinin
baslangig kosullar1 ve X3 — (t+ 1)X?+ (t— 1)X +tl =0 esitligi ile birlikte

dikkate alinirsa

ey 2. ) 2.)
X = FOX® — [eRG, + (0= DR X7 — R x
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olur ve bu esitlikte islemlere devam edildiginde
X+ = FEO1(e + DX? = (¢ = DX — tl] = [eF2) + (6 — DFG) |x?

(2,6)
_tF(n—l)X

_ 2t) 2.t) @) 21 (21
= [(t + 1)F(n) —tFy 5 — (t— 1)F(n—1)] X*— [(t - 1)F(n) + tF(n—l)]X

(20
LRl

_ p@n @1 @0 @0
= Rl X? = [eRg ) + (e = DEGY| X — erg501

elde edilir. Bu ise esitligin n + 1 i¢in de dogru oldugunu gdstermektedir ve bdylece

k = 2 i¢in ispat tamamlanir.

Ispatin ikinci kisminda k > 2 olmasi1 durumunda n > k igin de esitligin dogru
oldugunu gosterelim. Ispat1 yine n iizerinden tiimevarimla yapacagiz. Bunun icin ilk

olarak n = k + 1 igin esitligin dogru oldugunu gosterelim.

k-1 i
(k) yk (k) k) | yi| _ )
Fey X" = z “?n—l—i)J’(t_l)zF(n—j) X =t )l
i=1 =1

matrisi F(Eckfl)) =t+1ve F(%'t) = 1 baslangi¢ kosullar1 dikkate alinarak, n = k + 1

igin ele alinirsa bu matrisin
k-1 i
e+ XK= |3 R+ =1 ) EE ) x| - u
i=1 j=1

matrisine esit oldugu goriilir. Simdi Y} [tF(E(k_’?) +(t—-1) Z§'=1 F(g(kfl)_ j)] Xt

matrisini inceleyelim. 1 <i <k — 1 degerleri i¢in dizinin tanimindan goriilecegi

) Flt

lizere F(Eck_'ti) = 0 olacaktir. Yine j = 1 olmasi1 durumunda (k1)) = 1 olur. Ayrica

k > 2 oldugu dikkate alinirsa 1 < j < k — 1 degerleri i¢in de F(gckfl)_ H=0 olur. Tim
bu esitliklerle birlikte X**1 — (t + D)X* +tI + Y5 (t — D)X =0 esitligi de

dikkate alinirsa
k-1 i
Kt k,t i
(t+ Xk - 2 LR + (t — 1)2 FSl) o | XE| = e = x¥+
i=1 j=1
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elde edilir. Boylece

T
A

i
k+1 _ (k) vk (k1) (k1) i (k)
Xt = F(k+1)X - tF(k+1—1—i) +(t - 1)2 F(k+1—j) X - tF(k+1—1)I
j=1

1l
=

i

olur. Bu son esitlikten istenilen esitligin n = k + 1 i¢in dogru oldugu goriiliir. Son
olarak, istenilen esitligin bir n > k tamsayisi i¢in dogrulugunu kabul ederek n + 1
tamsayist icin de dogru oldugunu gésterelim. Burada X**1 = X™X esitliginde dizinin
baslangi¢ kosullar1 ve toplam semboliiniin O6zellikleri dikkate alinarak gerekli

hesaplamalar yapilirsa

n+1 _ (k!t)
X' = Fa

k—1 1
(t + 1)X* — ¢ — Z(t —1x!
i=1 i

k-1 i
(k1) kD) | yist| _ o plkn)
- Z tF(n—l—i)J’(t‘l)zP}n—j) X = thp X
i=1 j=1

k-1

_ pet) wie _ et _ plkd -

= F¥O Xk = erSO1 = BED Y (¢ = )X
i=1

k-2 i
(k,t) (k,t) i (k,t)
- z tF(n—l—i)J’(t_l)zF(n—j) X = th X
i=1 =1

k-1

)y _ k) _ (kD) -

= FEQ X = B SOT = EEO ) (= )X
i=1

k-2 i
(k,t) (k,t) i (k,©)
- z tF(n—l—i)J’(t_l)zF(n—j) X = th X
i=1 =1

k-1 i

— (kD) vk (k) (k) (fe,t) i

- F(n+1)X - tF(n) I— z tF(n—i) + (t - 1)2 F(n+1—j) Xt
i=1 j=1

olur. Boylece esitligin n + 1 i¢in de dogru oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir.

Teorem 5.3 ve Teorem 5.6, X**1 — (t + 1)X* + tI + ¥¥1(t — 1)X* = 0 kosulunu
saglayan X matrislerinin kuvvetlerinin sirasiyla {G((:f)) } ve {F'(gf)t)} dizileri yardimiyla

bulunabilecegini, yani aymi matrisin kuvvetlerinin farkli diziler yardimiyla
bulunabilecegini gostermektedir. Buradan yola ¢ikilarak bu iki dizi arasindaki iliski

asagidaki sonugta verilmektedir.
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Sonug¢ 5.7. n > k tamsayilari i¢in F(glk)'t) =h(n) =X, tn‘l‘iG((g) esitligi saglanir

[34].

k k-1

Ispat. x;‘ler, x* — x*¥~1—,.. —x — 1 = 0 denkleminin kokleri olsun. Burada kdsegen

t
X1
matris olan A = X, matrisini inceleyelim. x* — x*1— . . —x —-1=10

Xk
denkleminin koklerinin birbirinden farkli oldugunu Teorem 2.2.1.5’den biliyoruz.
Ayrica t reel sayisini da sifirdan ve bu kdklerden farkli olarak se¢mistik. Bu durumda
A matrisinin Kkarakteristik denklemi (x* —x*"1—. . —x —1)(x —t) =0 olur.
Boylece A matrisi hem Teorem 5.3’tin hem de Teorem 5.6’nin kosullarini saglar.
Boylece n > k tamsayilar1 i¢in
i+1

k-1
A" = h(n)Ak — Z ) = 620 |4t = [ - 6P 659
i=1 =1

ve
k-1 i
_ kD (k) (k1) i (k1)
An —_ F'(Tl) Ak - Z tF(Tl—l—i) + (t - 1) z F(Tl—j) Al - tF(n—l)I (56)
i= j=1
esitlikleri elde edilir. Simdi
kt
Pa(x) = [h(n) — F0| ¥
[k—1 i i+1
(k1) (k,t) (k) i
- Z h(n) —thp = (=1 z Faljy = Z GnZpy | X
| i=1 j=1 j=1

[ (k.t) ()
—|h(0) — tFy ) — G(n—l)]

polinomunu inceleyelim. (5.5) ve (5.6) esitlikleri dikkate alinirsa p,(A4) = 0 olur. A
matrisinin minimal polinomuna my,(x) diyelim. A matrisinin 6zdegerleri birbirinden
farklidir. Bu yiizden minimal polinomu ile karakteristik polinomu ayni olacaktir. Yani
my (x) polinomu (k + 1). dereceden bir polinomdur. Ayrica p4(4) = 0 oldugundan
my(x) polinomu p,(x) polinomunu boler. Bu ise ancak p,(x) polinomunun sifir

polinom olmastyla miimkiindiir. Bu sebeple p,(x) polinomunun katsayilari 0 olacaktir

ve buradan ia(n) — F(Slk)'t) = 0 oldugu goriliir. Boylece ispat tamamlanir.
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Bu béliimdeki esas amacimiz {Ggf)) } dizisinin elemanlar1 i¢in genel bir bagint1 elde

etmektir. Sonuc 5.7, {G((,’j))} ve {F(%’t)} dizileri arasindaki iliskiyi gostermektedir. Bu

sonug¢ yardimiyla istedigimiz sonuca ulasacagiz. Bunun i¢in oncelikle t = 1 olmak

lizere {F(glk)l)} dizisi i¢in kullanacagimiz 6zdeslikler ortaya koyulacaktir.

D)
Sonug¢ 5.8.n > k tamsayilari i¢in F(%’D = 2nk ll — %Z?;Ok_l%l esitligi dogrudur

[34].

Ispat. {F((nk)t)} dizisinin yineleme bagimntisindan F(gl")'l) = 217(51‘;11)) —F(Sffk)_l) elde

edilir. Bu esitlik yardimiyla

(k1) _ (k,1) (k,1)
Foy ™ = 2870 — Fnl-n)

(k1) _ (k,1) (k,1)
2F(n—l) — 4F(n—z) - 2F&n—k—z)

—(k (k1) _ on-k KD —(k (k1)
on ( +1)F(k+1) =n F(k) —on ( +1)F(0)

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

n—-k-1 1 n—-k-1 F(k,l)
(k1) _ yn—kplel) _ nk-1-i g1 _ on-k [ 1 ®
Fy == 27 z 2 Foy" =2 [1 3 Z o
i=0 i=0

olur ve ispat tamamlanir.

Sonu¢ 5.9. k < n < 2k tamsayilar1 i¢in F(%’D = 2"k esitligi saglanir [34].

Ispat. n = k icin esitligin dogrulugu dizinin tanimindan gériiliir. k + 1 < n < 2k igin

esitligin dogrulugunu gosterelim. k +1<n <2k igin 0 <n—-k—-1<k—1 ve

FlD
dizinin tanimindan F(g(_'lk)_l) = 0 olur. Boylece Z?;Ok_l% = 0 oldugu goriiliir. Bu

esitlik ile Sonug 5.8 kullanilirsa istenilen elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonu¢ 5.10. n = k tamsayilan igin F

(51’;,1) — on+l le_:J (-pitt (Tl — ik

o G () esidi
dogrudur [34].
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Ispat. lk olarak k < n < 2k kosulunu saglayan n tamsayilari icin esitligin dogru
oldugunu gosterecegiz. Burada, k < n < 2k i¢in [:{%ﬂ = 1 oldugu kolaylikla goriiliir.

Bu esitlik kullanilirsa

n+1
k+1 . 1 .

o1 (—'1)#’1 (n — ik) P (—_1)lf’1 (n - ik)
- 2ik+i i—1 L Qik+i i—1
= 1=

(-1 m—k
— on+1
=2 2k+1 ( 0 )

elde edilir. Sonu¢ 5.9’dan k < n < 2k tamsayilar igin F(glk)'l) = 2"k oldugunu

biliyoruz. Bu sebeple istenilen esitlik elde edilir. Ispatin devaminda esitligin 2k < n
kosulunu saglayan n tamsayist i¢in dogrulugunu gosterelim. Bu kisimda ispat1 giiglii

tiimevarimla yapalim. Oncelikle n = 2k + 1 igin esitligin dogrulugunu gosterelim.
Sonug 5.9 kullanilirsa F((lec)l ) = 2k elde edilir. Ayrica, {F(gf)l)} dizisinin tanimindan

F(%kﬁ)) = 2F($lk)’1) - F(glk_'lk)) esitligi goriiliir. Bu esitliklerden }7((2];1)1) = 2k*1 — 1 olarak

nHl it ~ g
bulunur. n = 2k + 1 i¢in on+1 le:rllj% (1; R ;k) terimi incelenirse bu terimin

CD? 2k +1-ky , DY 2k 41— 2k
2k+2 z
2 2k+1( 1-—-1 >+ 22k+2 ( 2—1 )

ifadesine esit oldugu goriiliir ve gerekli islemler yapilirsa

[

i+1 ,
22k+2 (_1)l+ (Zk +1- lk) — 2k+1 -1

ik +i i—1
i=1
olur ve boylece n = 2k + 1 igin esitligin dogru oldugu goriilmektedir. Son olarak
2k + 1 < m < n kosulunu saglayan m tamsayilari i¢in esitligin dogru oldugunu kabul
ederek n + 1 igin de dogru oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in oncelikle, kabulden
dolay1 2k + 1 < n tamsayilar1 i¢in

n+1
k+1

i+1

(k1) _ 1 DY — ik

F(n) =2 2ik+i ( i— 1) (5.7)
i=1
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esitligine sahibiz. Yine 2k + 1 < n oldugundan dolay1 kK < n — k olur. Buradan — k
i¢in iki durum vardir. k < n — k < 2k yada 2k + 1 < n — k olacaktir. Buradan

n—k+1
k+1 i1
(k1D _ onk D" m—k—ik
F(n—k) =2nr Dik+i ( i—1 ) (5.8)
i=1

esitligini elde ederiz. Ciinkii n — k icin olas1 iki durumda da bu esitlik yazilabilir.
Ispatin ilk kismindan dolay1r k < n < 2k igin esitligin dogrulugunu biliyoruz. Bu
sebeple k < n — k < 2k olmasi durumunda (5.8) esitligi yazilabilir. 2k +1 <n —k
olmast durumunda ise bu durumdaki tamsayilar i¢in esitligin dogrulugunu kabul

etmistik. Bu sebeple 2k + 1 < n tamsayilar1 i¢in (5.7) yazildiginda, n — k tamsayilari

igin de (5.8) esitligi yazilabilir. Simdi Fqqp) = 2Fay” — F4r) esitliginde (5.7) ve
(5.8) esitliklerini kullanacagiz. Bunun igin dncelikle l:_:J = c olsun. Bu durumda
n+l=ctk+1)+u (5.9

elde edilir. Burada u tamsayis1 0 < u <k + 1 kosulunu saglar. Ayrica n > 2k

oldugundan ¢ > 1 olur. Simdi u = k ve u < k durumlarini ayr1 ayr inceleyecegiz.

Ik olarak u = k olsun. Bu durumda (5.9) esitliginden n + 1 = c(k + 1) + k olur ve

n—-k+1
k

- J = c oldugu goriiliir. $imdi Fo, ) = 2R — Fo) esitliginde (5.7)

buradan [ k)

ve (5.8) esitlikleri kullanilirsa

¢ i+1 ¢ i+1

(k1) _ 2 D" m— ik 1 (-1) n—k—ik

F(n+1) — 2n+ . 2ik+i ( i1 ) — 2n+ . 2ik+k+i ( i1 ) (510)
i=1 i=1

elde edilir. Ayrica

c c

_1)itt . _1)2 _qyitt ,
Z ( 2i1")+i (rz _ llk) - (zk?l + z ( Zilk)+i (rll _ le) (5.11)

i=1 i=2
ve

¢ i+1 ctl i )
(=1 (n—k— ik) _ (=1) (n—k— (i — 1)k)
Dik+k+i i—1 - 2(i—Dk+k+i-1 i—2

i=1 i=—2
DM O (D ik
= St Dkte ik+i-1 ( i—2 )
i=2
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oldugu goriiliir. Bu son esitlikte n + 1 = c¢(k + 1) + k oldugu g6z 6niine alinirsa

c . c .
(D" m—k—iky _ (D (-1 m—ik

Dik+k+i ( i—1 ) T on+l + 2ik+i-1 ( i— 2)
i=1 i=2

(5.12)

elde edilir. (5.12) ve (5.11) esitlikleri, (5.10) esitliginde yerine yazilirsa

pD _ on+2 [(_1)2 \ (_1)i+1 (n — ik)]

(n+1) 2k+1 - ik+i i—1
=
C .
o1 (=1t (D' m—ik
- on+l + 2ik+i-1 ( i—2 )
i=2

c . Cc .
(D" m—ik (D' m—ik
— —-k+1 2 1 1
=2nmer 2t Z Qik+i (i -1 ) — (=Dt =2m Jik+i—1 ( i—2 )
i=2 i=2

c : c i
(-D" m— ik (D" m— ik
— —-k+1 2 SN
= Nkt +(—1)C+2”+[ Skt (i—1)+ 2ik+i (i—Z)
i=2 i=2

<y G+ ()

oldugu goriiliir. Bu esitlikte Pascal 6zdesligi kullanilirsa

¢ i+1
(k1) _ on—k+1 2 D" m+1—ik
FUD = gnokert g (—1)e 4 on ), 2ik+i_( 3 ) (5.13)
i=
_1)\i+1 — 1
olur. Burada 2"+2 Zf;‘ll% (n +i 1_ ) lk) terimi igin
c+1 . c+1 .
(D" my1—ik (D" m+1—ik
2 — on—k+1 2
2m* Dik+i ( i—1 ) = 2n7irt o ik+i ( i—1 ) (5'14)
i=1 i=2
elde edilir. Yine,
ctl i+1 . c+2
on+2 -1 (n +1-— lk) _ ont2 (—1) (n +1—-(c+ 1)k)
Dik+i i—1 - 2(c+Dk+c+1 c
=2

e o (—1)i (n +1-— ik)

2ik+i i—1
i=2

olup bu esitlikte n + 1 = c(k + 1) + k esitligi kullanilirsa
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c+1 (_1)i+1 n+1 ik c (_1)i+1 a1 ”
n+2 - — (_1\C n+2 —
. Z VAL ( i—1 ) =D +2 - Qik+i ( i—1 ) (5.15)
i= =

oldugu goriiliir. (5.15) esitligi, (5.14) esitliginde kullanilirsa

c+1

(—1)i+1 n+1-—ik _
n+2 ST ( 1 ) =n k+1 + (_1)c
i=1
¢ i+1 ,
yon+2 -1 (n +1- lk)
2ik+i i—1
i=2
olur ve burada (5.13) dikkate alinirsa

c+1 .

FeD _ on+2 Z (-1t (n +1- ik)

n+1) — - Qik+i i—1
i=

elde edilir. Ayrican +1 = c(k + 1) + k oldugundan dolay1 [:TJrﬂ = c + 1 olacaktir

ve boylece
n+2
K+l i+1 .
F(k 1) on+2 Gy (n +1- Lk)
(n+1) — Jik+i i—1
=0

esitligine ulasilir ve u = k i¢in istenilen esitligin n + 1 i¢in de dogru oldugu goriiliir.

n—k+1

Sonolarak 0 < u < k olsun. (5.9) yardimiyla [—J =cve l J = ¢ — 1 esitlikleri

kolaylikla elde edilir ve (5.7) ile (5.8) dikkate alinirsa dizinin tanimindan
c . c-1 .
—1 i+1 . —1 i+1 _ .
F(k 1) 2n+2 ( ) (n lk) _ 2n—k+1 ( ) (n k lk) (516)

(n+1) — Dik+i i—1 ik+i i—1
i=1 i=1

olur. Bununla birlikte

¢ i+1 < i+1
D" m—iky 1 D" m— ik _
ik +i (i—l)_2k+1 Dik+i (i—l) (5.17)

i=1 i=2

oldugu kolaylikla goriiliir. Ayrica
_ c _

GO n—k—ik D" m—ik

Z Qik+i i—1 ) Qik—k+i- 1(L—2 ) (5-18)

i=1 i=2
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esitligi vardir. (5.17) ve (5.18) esitlikleri (5.16) esitliginde yazilir ve toplam

semboliinin 6zellikleri kullanilirsa

€ 1Nit+1 ; .
F(%ki)) — gn-k+1 4 pn+2 ). (Zi); [(7: : le) n (1: : lzk)]
im

olur. Son esitlikte de Pascal 6zdesligi kullanilirsa
c

i+1
kD) _ ok 2 : D" m+1-ik
F(n+1) = 2n7iert + 2n+e ik+i ( i—1 )

i=2
esitligi elde edilir. Bunlarin yani sira
¢ -1 i+1 . ¢ -1 i+1 .
Jn-k+1 4 o+ (-1 (n +1- lk) _ gn+2 (=1 (n +1-— lk)
L 2ik+i i—1 - L 2ik+i i—1
L= =

oldugu kolaylikla goriiliir. Boylece,

c i
FRD _ on+2 (-D™! (n +1- ik)
(n+1) — ik+i i—1
i=1
oldugu goriilir ve n + 1 igin de esitlik dogru olur. Bu sebeple 0 < u < k igin de

istenilen elde edilir ve ispat tamamlanur.

Bu boliimde son olarak Onceki sonuglar yardimiyla ispati elde edilen ve {G((:)) }

dizisinin elemanlarini elde etmek i¢in bir formiil ortaya koyan asagidaki teorem

verilecektir.

Teorem 5.11. n > k tamsayilari i¢in

n+2 n+1
lm ( 1)i+1 lm ( 1)1'
&) _ on+1 - n+1-—ik - n—ik
G(n)_2 Z 2ik+i—1( i—1 >+ Z 2ik+i(i—1)
i= =1

esitligi dogrudur [34].

Ispat. n = k igin G((,f)) = 1 oldugu dikkate alinirsa istenilen esitlige kolaylikla ulasilir.

n > k tamsayilari i¢in Sonug¢ 5.7’den F(Elk)‘t) =h(n) =Y, t"‘l‘iG((S) oldugunu ve

yine Yardimci Teorem 5.2’den A(n + 1) — th(n) = G((:)) oldugunu biliyoruz. Bu

esitlikler 6zel olarak t = 1 i¢in yazilirsa n > k tamsayisi olmak tizere
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(D) p(kd) _ ()
Fnity = fy ~ = Gy

olur. Burada Sonug 5.10 kullanilirsa

n+2 n+l
k+1 ; k+1 .
G0 _ on+2 (—Dt (n +1-— ik) _ ot (-t (n — ik)
n) - 2ik+i i—1 - ik+i i—1
1= 1=

n+2 n+1

k+1 i+1 . k+1 i+1 .
_ ontl (-1 (n +1-— lk) _ (=1 (n — lk)
- ik+i-1 i—1 Dik+i i—1

l i=1 i=1

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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6. SONUC VE ONERILER

Say1 dizileri ile ilgili literatiirde bir¢ok calisma bulunmaktadir ve son yillarda yeni
caligmalarin yapildig1 goriilmektedir. Bu tiir calismalar incelendiginde, dizilerin
terimleri arasindaki bagmtilarin elde edilmesi, 6zel tiirdeki bazi denklemlerle
iligkilendirilmesi, farkli dizilerin ortak terimlerinin bulunmasi, diziler yardimiyla

matris kuvvetlerinin elde edilmesi gibi bir¢ok farkli yaklasim goriilmektedir.

Diziler ile iligkili 6nemli bir kavram da dizinin karakteristik denklemidir. Bu
denklemlerin kokleri ile dizilerin terimleri arasindaki iliskiler farkli ¢aligmalarda
incelenmistir. Bunun yaninda diziler ile iliskili matrisler iizerinde ¢alisilirken, dizinin

karakteristik denklemini saglayan matrisler lizerinde farkli calismalar yapilmstir.

Bu c¢alismada diziler ile matris iliskileri incelenirken, dizinin Kkarakteristik
denkleminden farkli denklemleri saglayan matrisler iizerinde durulmustur. Oncelikle
{U,} genellestirilmis Fibonacci dizisi, karakteristik denklemi olan x?> —px —q = 0
denklemi disindaki bazi 6zel denklemlerle matrisler yardimiyla iliskilendirilmistir.
Bunun sonucunda genellestirilmis Fibonacci, Tribonacci ve Lucas dizilerinin terimleri
i¢in 6zdeslikler elde edilmistir. Ayrica genellestirilmis Fibonacci ve Lucas say1 dizileri
yardimiyla bu matrislerin kokleri ve Moore-Penrose terslerinin elde edilmesi i¢in
sonuglar verilmistir. Daha sonra ise Fibonacci dizisinin bir diger genellestirmesi olan
k-genellestirilmis Fibonacci dizisi, kendi karakteristik denkleminden farkli bir
denklem ile matrisler yardimiyla iliskilendirilmistir. Bunun sonucunda, k-
genellestirilmis Fibonacci dizisinin teriminlerini elde etmek i¢in kullanilabilecek bir

formiil matrisler yardimiyla ortaya koyulmustur.

Yapilan c¢alismada ortaya koyulan sonuglardan goriilecegi tizere, dizileri kendi
karakteristik denklemi digindaki denklemler ile matrisler yardimiyla iliskilendirmek
yeni sonuglarin elde edilmesine olanak saglamistir. Bu sonuglardan bazilari literatiirde
mevcut olsa da bu ¢alismada onlarin alternatif ispatlar elde edilmistir. Bu sekilde, say1
dizilerinin farkli denklemleri saglayan matrisler ile iliskileri incelenerek yeni sonuglar
elde edilmesi iizerinde ¢alsilabilir. Ornegin, bu calismada kullanilan {U,}

genellestirilmis Fibonacci dizisinin daha yiiksek dereceli uygun denklemleri saglayan



matrisler ile iliskileri incelenerek yeni sonuglarin elde edilmesi iizerinde galisilabilir.
Yine literatiirde mevcut olan diger say1 dizileri i¢in de benzer metotlar kullanilarak
farkli sonuglar elde edilmesi {izerinde durulabilir. Bunun yaninda ¢alisma igerisinde
yer alan matris koklerinin bulunmasi, Moore-Penrose terslerinin elde edilmesi gibi
matrisler ile ilgili farkli uygulamalar iizerinde calisilabilir. Boylece say1 dizilerinin

kullanilabilecegi yeni alanlarin elde edilmesSine firsat dogabilir.

Calisma igerisinde elde edilen sonuglar ve bu sonuglarin elde edilis yontemleri dikkate
alindiginda tiim bu yapilanlarin yeni ¢alismalar i¢in yol gosterici olacagi

distiniilmektedir.
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