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ABSTRACT

APPLICATIONS OF SOME SPECIAL POLYNOMIALS ON g-UMBRAL
CALCULUS

ATES, Resul
M.Sc. in Mathematics )
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet ACIKGOZ
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58 pages

In this thesis, g-umbral calculus is studied. By giving some definitions, theorems and
properties belonging to g-umbral calculus, g-Sheffer sequences with their g-Appell
and g-associated sequences that are subclass of these sequences are investigated. In
addition, by making use of the methods of g-umbral calculus, some fundamental
properties of g-Euler and g-Bernoulli polynomials that are families of special
polynomials are researched on applications of g-umbral calculus. As the application
of g-umbral calculus, modified Apostol type g-Bernoulli polynomials, a new family
of polynomial, are defined and new identities are obtained. Furthermore, these
polynomials are related to g-Euler polynomials by means of g-umbral calculus

methods.
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58 sayfa

Bu tezde, g-umbral analiz ¢alisilmistir. g-Umbral analiz’e ait tanim, teorem ve bazi
ozellikler verilerek g-Sheffer dizileri ile bu dizilerin alt sinifi olan g-Appell ve g-
iligkili diziler tizerindeki etkileri incelenmistir. Ayrica, g-umbral analiz yontemleri
yardimiyla, 6zel polinomlar ailesinden iki tanesi olan q-Euler ve g-Bernoulli
polinomlarmin bazi temel 6zelliklerinin g-umbral analiz {izerindeki uygulamalar
aragtirtlmistir. g-Umbral analiz’in uygulamasi olarak yeni bir polinom ailesi olan
modifiye edilmis g-Apostol-Bernoulli polinomlari tanimlanmis ve yeni 6zdeslikler
elde edilmistir. Ayrica, bu polinomlarin g-umbral analiz yontemleri yardimiyla g-

Euler polinomlartyla iligkili oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: g-Umbral analiz, g-Euler polinomlari, g-Bernoulli polinomlari,
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BOLUM |

GIRIS

Umbral analiz, ¢esitli polinomlarla kuvvet serileri arasinda baglanti kuran bir
teoridir. Modern cebirin basit tekniklerini kullanarak, uygulamali matematikte biiyiik
rol oynayan polinom dizilerinden 6zellikle Sheffer diziler ailesini sistematik olarak
caligir. Bir ¢ok kaynakta farkli sekillerde verilen bazi teoremlerin ispatlari, umbral
analiz metotlariyla farkli sekilde yapilir. Umbral analizin fizik, istatistik, olasilik
teorisi, kombinatorik, topoloji, graf teorisi, bilgisayar bilimleri gibi bir ¢ok alanda

uygulamasi vardir.

Umbral analizin tarihi 17. yilizyila dayanir. Fakat yiikselisi 19. yiizyilda baslamustir.
Bu donemde Sylvester, Cayley, Blissard gibi bazi matematik¢ilerin c¢aligmalari
olmustur. Genis kullanimina ragmen, bu donemde umbral analiz sadece “sihirli
kurallar” olarak bahsedilen ispatsiz kurallara sahipti. 1880°li yillarda Appell’in
polinomlar {izerinde bazi caligmalar1 ve 1890’11 yillarda da Pincherle’nin lineer
operatorlerle ilgili ¢aligmalar1 olmasina ragmen 1939 yilina kadar Sheffer dizileri ile
umbral analizin baglantis1 kurulamamistir. 1940 yilinda Eric Temple Bell’in
girisimlerine ek olarak, 1970’li yillarda Gian-Carlo Rota ve Steven Roman
giiniimiizde kullanilan Modern Klasik Umbral Analizin temel yapisini ortaya
koymustur. Dolayisiyla temel olarak umbral analizin gelisimi, bugiin de bircok
matematikei tarafindan ¢aligilan 6nemli bir konu olan Sheffer polinomlar1 teorisinin
ortaya atilmasiyla olmustur. Ozellikle iinlii matematik¢i Appell’in yaptig1 calismalar,
baz1 6zel polinomlarin formal kuvvet serileriyle olan iliskilerini ortaya koymustur.
Bu polinomlar Sheffer ve Appell polinomlar1 olarak bilinir. Ayrica fonksiyonel
analizin gelismesiyle umbral analizin operator teorisiyle olan baglantisi incelenmeye

baslanmistir. Boylece umbral analizin temel teorisi ortaya konulmustur.



Bu tezde, c,-umbral analizin bir 6zel hali olan ve ¢, = [n],! aliarak elde edilen g-
umbral analiz calisilmistir. g-Umbral analizin q-Sheffer, g-iliskili ve g-Appell
dizilerine uygulanist gosterilmistir. Ayrica bu dizilerin baz1 6zel polinomlar

tizerindeki uygulamalarina deginilmistir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Ik béliim, umbral analizin tarihgesi ve tez

hakkinda kisa 6zet i¢eren i¢inde bulundugumuz giris bolimiidiir.

Ikinci béliim, tezde kullanilan bazi temel kavram ve tanimlar ile birlikte g-analiz’e

ait tamtmlamalar1, notasyonlar1 ve formiilleri iceren 6n bilgiler bolimiidiir.

Ucgiincii béliimde, g-umbral analiz’e ait tanim ve teoremler verilerek g-Sheffer
dizileri ve bu dizilerin alt sinifi olan g-Appell ile g-iliskili diziler {izerindeki etkileri
incelenmistir. Ayrica 0rnek olarak bazi 6zel polinomlar iizerindeki uygulamalari

verilmigtir.

Dordiincii  bolimde ise, modifiye edilmis g-Apostol-Bernoulli polinomlari
tanimlanarak g-umbral analiz yontemleri yardimiyla yeni teoremler ve 6zdeslikler
elde edilmistir. Ayrica, modifiye edilmis g-Apostol-Bernoulli polinomlari ile g-Euler

polinomlar arasinda baglanti kurulmustur.



BOLUM I1

ON BILGILER

2.1 Temel Kavramlar

Bu kisimda, tezde kullanilan bazi temel kavramlara ve tanimlara yer verilmistir. Bu
kavramlara ve tanimlara lisans diizeyindeki analiz kitaplarindan ulasilabilir.

Tanimm 2.1.1: n bir dogal say1 ve f,,:S € C - C seklinde tanimlanan bir fonksiyon
dizisi olsun. Herhangi bir € > 0 sayis1 verildiginde biitiin z € S noktalar1 ve her
n = ny sayst icin |f,(z) — f(z)| < € esitsizligini saglayan bir n, € N dogal sayis1
bulunabilirse, (f,,) fonksiyon dizisine S kiimesi tizerinde f fonksiyonuna diizgiin
yakinstyor denir.

Tamim 2.1.2: a € R olmak tizere

(o]

Z clx—a)"=cot+c(x—a)+c,(x—a)* + -+ c(x—a)t + -

n=0

seklindeki bir seriye kuvvet serisi ad1 verilir. Burada a serinin merkezi ve c,, ¢4, ¢,
..., Cn, ... sabitleri de serinin reel katsayilaridir.

Ozel olarak a = 0 igin

(o]
Z Cax™ = Co + 1 + Cx? + - cpx™ A+ -

n=0
formunda bir kuvvet serisi yazilabilir.

Tammm 2.1.3: f fonksiyonu, a noktasini ihtiva eden bir aralikta her kerteden
tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

co

w " _ 2
Zf k'(a) (x—a)k :f(a)+f/(a)(x_a)+f (a)(z_)f a)
k=0

n)
+-..+f k'(a) (X _ a)n o

serisine f fonksiyonu tarafindan a noktasinda iiretilen Taylor serisi denir.
Ozel olarak a = 0 i¢in yazilan Taylor serisine Maclaurin serisi adh verilir.

3



Tamim 2.1.4: K € R i¢in |t| < K bolgesinde

> k
60 =) g
k=0

seklinde ifade edilebiliyorsa G (x,t) fonksiyonuna g (x) fonksiyon dizisinin iireteg
fonksiyonu denir.

Tamm 2.1.5:n €N, a; € Rvej € {0,1, ...,n} olmak iizere, a,, # 0 i¢in

n
P(x) =ag+ a;x + azx® + -+ ap_x" 1+ ax™ = z ax®
k=0

seklinde tanimlanan ifadelere n. dereceden polinom adi verilir.

Polinom dizileri analizde ve uygulamali matematikte ¢ok Onemli rol oynarlar.
Ornegin, H, (x) Hermite polinomlari

y'=2xy'+2ny =0

ikinci dereceden lineer diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimiidiir [2]. Diger bir 6rnek,
Hermite polinomlari i¢in Rodrigues formiilii

H,(x) = eX’Dhe*"

gibi bazi1 6zel polinomlar i¢in operator igeren formiiller elde edilebilir [2]. Ayrica
tirete¢ fonksiyonlar1 yardimiyla yiliksek mertebeden Euler ve Bernoulli polinomlari

a

© k
(a) t_ _ 2 t
;Ek (x)k! - (ef + 1) er

ve

[0e]

@, t* t "
e x
ZB" (x)k!_(et—1> ¢

k=0

gibi birgok alanda uygulamasi olan baz1 6zel polinomlar ve bunlarin ¢esitli 6zellikleri
verilebilir [2]. Ozel olarak a = 1 i¢in Euler ve Bernoulli polinomlarinin iireteg
fonksiyonlar1 ve daha fazla bilgi i¢in [10,11] nolu kaynaklara bagvurulabilir.

Tanmim 2.1.6: Polinom dizilerinin en Onemlilerinden birisi, S,,(x) ile gosterilen
Sheffer dizileridir. Bir S,,(x) dizisinin Sheffer dizisi olabilmesi igin gerek ve yeter
sart Ay # 0 ve B; # 0 olmak iizere

A(t) = Ag + At + Apt? + -
ve

B(t) = Byt + Byt? + -+



iken
D Sk = A@e©
k=0 '

olmasidir [2].

Tammm 2.1.7: Yakinsakligi arastirllmadan agilimi yazilan ve kullanilan kuvvet
serisine formal kuvvet serisi denir.

Formal kuvvet serileri, umbral analizde ©nemli bir rol oynadigindan dolayi
kullanimlariyla ilgili baz1 temel kavramlara yer verilmelidir. Formal kuvvet serileri
ile ilgili baz1 ispatlara ve daha fazla bilgiye [9] nolu kaynaktan ulasilabilir.

C, karakteristik sifirin bir cismi ve F kiimesi de C cismi lzerinde tanimli tek
degiskenli tiim formal kuvvet serilerinin kiimesi olsun. Dolayisiyla F kiimesinin bir
elemani olan bir f(t) serisi, a; € C say1 dizisi igin

o

F© =) aptk

k=0
formundadir.

Tamm 2.1.8: iki formal kuvvet serisinin esit olabilmesi icin gerek ve yeter sart t
parametresinin benzer kuvvetlerinin katsayilarinin esit olmasidir. Formal kuvvet
serilerinin toplam ve ¢arpim islemleri

Zaktk+ bktk=Z(ak+bk)tk
k=0 k=0 k=0
ve
o) 00 [ k
(o) (e = (Y )
k=0 k=0 k=0 \j=0

seklinde tanimlanirsa F kiimesi sifir bolen olmaksizin bir cebirdir. Ayrica buradaki
formal ¢arpim Cauchy c¢arpimudir.

Tanmm 2.1.9: o(f(t)) notasyonu ile gosterilen bir f(t) kuvvet serisinin mertebesi,
katsayis1 sifir olmayan t* terimleri i¢indeki en kiigiik k tamsayisidir [1-7]. f(t) = 0
ise  o(f(t)) = +oo oldugu kabul edilir. Ayrica

o(f(Dg(®) =o(f(®) +0(g(®)

ve

o(f(®) + g@®) = minfo(f(©)), 0(g(®))}

ozellikleri saglanir.



Tamm 2.1.10: f(¢t) serisinin f(t)~! veya 1/f(t) ile gosterilen ¢arpimsal bir terse
sahip olabilmesi igin gerek ve yeter sart o(f (t)) = 0 olmasidir. Bu durumda f(t)
serisine tersinirdir denir [1-7].

Ozellik 2.1.11: f,(t), F kiimesinde bir dizi olsun ve k — oo iken o(fk(t)) — ©
oldugunu varsayalim. Daha sonra herhangi bir

g@® =) btk
k=0

serisi i¢in t parametresine bagl

D befi®
k=0

seklinde yeni bir formal kuvvet serisi olusturulabilir. Ozel olarak o(f (t)) =1 icin
fi () = f(©)F alimirsa g(t) ile £(t) nin bileskesi

a(f@®) = Z bif ()"
k=0

olur. Ayrica o (g (f(t))) = o(g (t))o(f(t)) oldugu agiktir.

Tamm 2.1.12: Eger o(f(t)) =1 ise f(t) formal kuvvet serisi, f(]_‘(t))=

]_f(f (t)) =t olacak sekilde bir ]_c(t) bileske tersine sahiptir. o(f (t)) = 1 olan bir
f(t) serisi delta serisi olarak adlandirilir [1-7].

Bir delta serisinin kuvveti olan f(¢t)* terimleri, F icin bir sézde baz (pseudobaz)
olusturur. Yani, herhangi bir a; sabiti i¢cin

(o]

9O = acf©O

k=0
olacak sekilde tek bir g(t) € F vardir.

Ozellik 2.1.13: Eger f(t) € F ise f(t) serisinin t parametresine gore tiirevi

9.f(t) = Z kay, 1
k=1

dir.
Tanim 2.1.14: Kronecker delta fonksiyonu n, k > 0 igin

s _{1, n =kise
nk =0, n # kise

seklinde tanimlanir.



2.2 q-Analiz
Tezin bu kismindaki g-analiz ile ilgili temel 6zellikler [8] nolu kaynaktan alinmistir.
Tamim 2.2.1: g parametresi kompleks bir say1 olsun. |q| < 1 kosulu altinda

n n-1

Wy == 14 q+ @ 4 = ) g
i=0
ifadesine n sayisinin g-benzeri denir.
Bu tanimda g = 17 i¢in
q“l‘f— [n]g=n
sayisi elde edilir.
Ozellik 2.2.2: g-toplam ve g-carpim formiilleri
[n +mly = [nl, + q"[ml,
ve
[nm]g = [n]g[m]gn
seklindedir.
Tamim 2.2.3: Bir f(x) fonksiyonunun g-tiirevi
7= 2410910

olarak tanimhdir.
Bu tanimdan

Jim Dgf () = lim f (Zz;c)_—lﬁx) _ d;;;x) _ FG)

ifadesi elde edilir.

Tamim 2.2.4: 0 < a < b < o olmak iizere belirli g-integrali

ff(x)dqx =ff(x)dqx—ff(x)dqx

ve

b 0
[ reodgx=a-ab ) arbam
0 n=0

esitlikleri ile tanimlanir.



Ornek 2.2.5: Yukaridaki tanimda f(x) = x™ alinirsa

1
f"dx— !
= e,
0

sonucu elde edilir.

Tanim 2.2.6: n, k € N olmak tizere

[n]q| — {[n]q[n - ]i]q [Z]q[]_]q: Z i 3

ifadesine n sayisinin g-faktoriyeli,

[k] [n — k]

ifadesine ise g-binom katsayisi denir.

Tamim 2.2.7: g-iistel fonksiyonu e, (x)

(0]

x? x3
+

=1+4+x+ [Z]q! [3]q!

eq(x) =

n=0

seklinde tanimlanir.

Burada g —» 17 i¢in

® n
. X
lim ey = )
n=0

klasik analizde iyi bilinen e* istel fonksiyonu elde edilir.



BOLUM I11

q-UMBRAL ANALIZ

vn €N igin ¢, #0 ve q # 1 olmak iizere ¢, = [n],! alinarak Steven Roman
tarafindan g-umbral analiz kavrami tanimlanmistir [1,2]. Bu boliimde verilen tiim
tanim, teorem, sonug ve drneklere [1,2] nolu kaynaklardan ulasilabilir.

3.1 g-Lineer Fonksiyoneller

P, C cismi tizerindeki tek degiskenli polinomlarin bir cebiri ve P" ise P kiimesi
iizerinde tanimli biitiin g-lineer fonksiyonellerden olusan bir vektor uzay: olsun. P~
kiimesindeki g-lineer fonksiyonellerin P kiimesindeki bir p(x) polinomu iizerindeki
etkisini belirtmek igin fizikten alint1 yapilan

(LIp(x))

notasyonu kullanilir ve ¢ € Ci¢in
(L+Mp(x)) = (LIp(x)) + (M[p(x))
(cLlp(x)) = c(L]p(x))
lineerlik 6zellikleri saglanir [1-6].

C, karakteristik sifirin bir cismi olmak tizere, F de C cismi lizerinde tamiml tek
degiskenli tiim formal kuvvet serilerinin kiimesi olsun. Dolayisiyla F kiimesi

F =

Fr® =) a A e «:)}

k=0

seklinde tanimlanir [3-6].

tk
U Tkl

Nk

f@) = (3.1.1)

=
I
o

formundaki formal kuvvet serisi, n = 0 igin

(f®Ix") = an (3.1.2)

seklinde P kiimesi iizerinde bir g-lineer fonksiyonel tanimlar [1-7]. P kiimesi
tizerindeki bir g-lineer fonksiyonel, bir formal kuvvet serisi ile temsil edilebilir.
Yani, P kiimesi tizerindeki bir g-lineer fonksiyonel ile bir formal kuvvet serisi
arasinda birebir iliski vardir. f(t), hem bir formal kuvvet serisi hem de bir g-lineer

9



fonksiyonel olarak kullanilmaktadir. Dolayisiyla, F kiimesinin iki eleman1 f(t) ve
g(t) nin formal kuvvet serileri olarak esit olabilmesi igin gerek ve yeter sart g-lineer
fonksiyonel olarak esit olmalaridir. Yani; f(t), g(t) € F ve vVn > 0 i¢in

f@®) =g9@® = FOIx") = (g@®)]x")

dir. Ozel olarak, f(t) = t* alindiginda n, k > 0 igin
(t*|x™) = [n]g! 6 (3.1.3)
olur [3,5,6]. Ayrica (3.1.2) esitliginden

DX

k=0

n\ _ N ak K|.n
x> kZO[k]q!(t x™)

yazilabilir ve dolayisiyla herhangi bir p(x) € P i¢in

k

<Z i [zf]q!

k=0

p(x)> =) i e

=0

olur.
P" kiimesi itizerindeki herhangi bir L g-lineer fonksiyoneli, (3.1.1) formunda
yazilabilir. Dolayisiyla,

tk
[K],!

£i®) = ) (LI (3.14)
k=0

yazilirsa,

tk
[k],!

(Ol = <Z<L|xk>
k=0

elde edilir ve boylece g-lineer fonksiyonel olarak f; (t) = L esitligi bulunur [1-6].
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Teorem 3.1.1: L - f,(t) doniisiimii, P~ kiimesinden F kiimesine bir vektor uzayi
izomorfizmidir [1-6].

Ispat: Vk > 0 igin (L|x*) = (M|x*) & L = M oldugundan f,(t) = fy,(t) dir ve
dolayisiyla doniigiim birebir ve ortendir. Ayrica,

i K
fom® = ) L+ MIxk) o

k=0 q
= th < th

= > (L|x* + ) (M|x*
g;u>MM Zblx““#

= fL(®) + fu(®)

ve benzer sekilde
=S (et = S ety o e Yy S = e
fer —k=OC X [k]q!_kzoc X [k]q!—ck=O x [k]q!_CfL

saglanir. Boylece doniisiim bir vektor uzayi izomorfizmidir.

Tiim bu islemler dogrultusunda, P kiimesi tizerindeki biitiin g-lineer fonksiyonellerin
vektor uzay: tlizerinde formal kuvvet serilerinin cebir yapist olusturulmus olur. Bu
sekilde elde edilen cebire g-umbral cebir denir. Bu cebir yontemleri ile olusturulan
analize de g-umbral analiz adi verilir. Ornegin; P kiimesi iizerindeki g-lineer
fonksiyonellerin en dénemlilerinden birisi, y € C igin g-degerlendirme fonksiyoneli

(e yD)|x™)
x”>

tk
Eﬁﬁmﬁ

k=0

(eq (yt)|x") =

o ——

N yk K|\
= t

Z&H“<w>
= kzzo [k]q' [n]q! (Sn,k
= yn

seklinde tamimlanir [1-7]. Yukaridaki ifadenin bir genellemesi olarak polinomlar
ailesinden alinan her bir p(x) igin

(eqD)lP(0) = p(¥) (3.15)
esitligi yazilabilir [1-7].
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Onerme 3.1.2: o(f(t)) > der(p(x)) ise
(f®OIp(x)) =0
dir [1,2].

Ispat: o(f(t)) > n oldugunda (3.1.2) esitliginden dolay1
aciktir ve buradan

(f®Olp(x)) =0
elde edilir.

Onerme 3.1.3: f(t) € F ise

F@ = ) ORI g
k=0

dir [1-6].

Ispat: Esitligin sag tarafina x™ etki ettirilirse

k
<Z<f(t)lxk> > Z(f(t)lx) Ao

k=0 14
=a,
=(f(O[x")

(f(®)|x™) = 0 oldugu

(3.1.6)

elde edilir. Boylece (3.1.6) esitliginin her iki tarafi da g-lineer fonksiyonel olarak ve

dolayisiyla formal kuvvet serileri olarak esit olur.
Onerme 3.1.4: p(x) € P ise

k

PG = ) (PG
k=0 a

dir [1-6].

Ispat: Esitligin her iki tarafina t™ uygulanirsa

k
(" p () = 2< DO eniacky

q

Z (t* Ip(x)> e

12
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= D (¢ Ip()) e
k=0

= (t"|p(x))
elde edilir.

Onerme 3.1.5: f(t), g(t) € F ise

(FOg0R =) [[] FOFRg@R
k=0

dir.
Ispat: £(t) ve g(t), (3.1.6) formunda yazilip Cauchy carpimi uygulanirsa

)G

IRSTAS tk e T\ [l
-9 (Z<f(t)|xk>m<g(t>|x Y T k]q!> il

90 = (Z (FOIx

m=0 \k=0
NN mly . ) em
=) (; A O Ol >) T

olur. Daha sonra her iki tarafa da g-lineer fonksiyonel olarak x™ etki ettirilirse
(3.1.2) esitliginden istenen sonug elde edilir.

Bulunan bu sonucu tiimevarim ile birka¢ g-lineer fonksiyonel ¢arpima genisletmek
miimkiindiir.

Onerme 3.1.6: f,(t), f5(t), ..., fn(t) € Fise

RORO SO = > | " ]ﬁ (f,(©)x)
@it

i+ Ftim=n

dir [2,35]. Burada [, ", | =—"%— dir.

q [ll]q [lm]q'

Onerme 3.1.7: Vk > 0 i¢in o(f; (t)) = k olsun. O zaman ¥p(x) € P igin

<§: ay fi. ()

k=0

o0}

p(x)> RGeS

k=0

dir [2].
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Ispat: der(p(x)) = d oldugunu varsayalim. Bu durumda

oo d %)
<Z ay fi(t) = <Z apfr(t) + Z arfi () P(x)>

k=0 k=0 k=d+1
p@+«zam@
k=d+1

p(x)>

d
D a f®lp())

k=0

p(x)>

p(x)>

= <zd: a fi. ()
d
= <2 . fi. ()

D a fe®lp())

k=0

bulunur.

Onerme 3.1.8: Vk = 0 i¢in o(f; (t)) = k olsun.

(fe O p ) = {frr(O]q(x))
ise p(x) = q(x) olur [2].

Ispat: f,(¢t) dizisi, F kiimesi i¢in bir sézde baz (pseudobaz) olusturdugundan,
vn = 0 igin

o)

th = z i fic ()

k=0
olacak sekilde a,, j sabitleri vardir. Boylece;

o e9)

(E1P0) = ) @il i) = ) anilfi(Dlat) = ("1(0)

k=0 k=0
olur ve (3.1.7) esitligi kullanilarak p(x) = q(x) oldugu goriiliir.

Sonu¢ 3.1.9: Vk > 0 i¢in o(fk(t)) =k ve (fi,(t)|p(x)) = 0 ise, 0 zaman

e p(x)=0
o o(fi®) > der(p(x)
e fr(®)=0

ifadeleri saglanir [1,2].
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Onerme 3.1.10: Yk > 0 igin der( py(x)) = k olsun.

(f ®lpr(x)) = (g(O|pr(x))
ise, f(t) = g(t) olur [2].

Ispat: vn > 0 igin 6yle an x sabitleri vardir ki

n

X" = ()

k=0

olur. Boylece

(f@OIlx") = <f(t)

Z an,kpk(x)>
k=0

=) ke F O

k=0

n

=) (9@ Ipe()

k=0
= (g(®)]x™)
elde edilir ve (3.1.6) esitligi gosterir ki f(t) = g(t) dir.
Aciklama 3.1.11: Herhangi bir p(x) polinomu i¢in
(t*Ip(x)) = p™¥(0)
ve
(t°lp(x)) = p(0)

dir [1-6]. Yani, t* g-lineer fonksiyonelinin bir p(x) polinomuna etkisi polinomun k.
q-tiirevinin sifirdaki degerine esittir.

Aciklama 3.1.12: f(t) € F delta serisi bir g-lineer fonksiyonel olarak diisiiniiliirse
q-delta fonksiyoneli terimi kullanilir. Benzer sekilde, f(t) € F tersinir serisi bir g-
lineer fonksiyonel olarak diisiiniiliirse g-tersinir fonksiyonel ifadesi kullanilir [1,2].

Onerme 3.1.13: f(t) serisinin g-delta fonksiyoneli olmas1 igin gerek ve yeter sart
(f@®I1) =0ve(f()lx)#0
olmasidir [2].
Onerme 3.1.14: f(t) serisinin g-tersinir fonksiyonel olmast i¢in gerek ve yeter sart
(f@®OI1) =0

olmasidir [2].
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Onerme 3.1.15: £(t) bir delta serisi ve

(0]

9O = ) af O

k=0
ise,

(0]

(GOI™ = D alf(OFx™)

k=0
olur [1].
Ispat:

(g(Dla™) = <z awf (©)F xn>

k=0

- <Z axf (©)F x">

k=0

n

=) alf O 1xm)

k=0

(o]

= ) alf O 1x™)

k=0
elde edilir.

Teorem 3.1.16: f(t) € F olsun. Vp(x) € P polinomu igin

(0cf OIp(x)) = (f(®)]xp(x))
esitligi saglanir [1,2].

Ispat: Bu teoremin ispati i¢in p(x) = x™ polinomunun secilmesi yeterlidir.

£(6) = kzzoak o

ve

[kl t"t, k=1ise

att"z{ ,
0 , k=0ise

ifadeleri ile birlikte lineerlik 6zelliklerinden dolay1
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-1
KM
q:

had k
(@:f (1% = <Z a ﬁ

k=1

= (f (&) [xx™)

elde edilir. Burada x™ yerine p(x) yazilirsa teoremin ispati tamamlanmis olur.

Onerme 3.1.17: p(x) € P ve a € Colsun. Vf(t) € F igin
(f®lp(ax)) = (f (at)|p(x))
dir [2].
Ispat: Ozel olarak
f(t) =t" ve p(x) = xk (3.1.8)
alinirsa
(t"(ax)*) = a*[n]q! S
= a"[n]g! Onk
= ((at)"|x") (3.1.9)
elde edilir. (3.1.8) ve (3.1.9) esitliklerinden
(f®lplax)) = (f (at)|p(x))
oldugu goriiliir. Bu da ispatlanmasi istenen esitliktir.

Bu kisim, simdiye kadarki teoremleri ve Onermeleri kapsayan birkag q-lineer
fonksiyonel 6rnekleriyle tamamlanacaktir.

Ornek 3.1.18: g-degerlendirme fonksiyoneli (eq(yt)|p(x)), q-tersinir
fonksiyoneldir ve p(x) polinomuna etkisi

(eq O () = p(»)
dir.
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Ornek 3.1.19: g-ileri fark fonksiyoneli (e, (yt) — 1|p(x)), g-delta fonksiyoneldir
ve p(x) polinomuna etkisi

(eq(yt) — 1|p(x)) = (e, (¥t)|p(x)) — (1Ip(x)) = p(y) — p(0)
dir.

Ornek 3.1.20: g-Abel fonksiyoneli (te,(yt)|x"), g-delta fonksiyoneldir ve

(teqO0)x") = <Z e

oldugundan p(x) polinomuna etkisi

(teqOIP()) = Dgp(¥)
olur. Burada D, g-tiirev operatoriidiir.

Ornek 3.1.21: (1 — t)~! g-tersinir fonksiyonelinin x™ e etKisi

(=07 ") = <Z tk x> = D () = ) nlg! S = [nl!
k=0 k

k=0 =0
dir.
Ornek 3.1.22: 1req08) q-tersinir fonksiyonelinin p(x) polinomuna etkisi
1+e,(yt) 1
— p(x)> = {1+ eqt)[p())
1
=5 (1) +{eg D) [p ()]
_p@)+p®»)
2
dir. Tersi olan m q-Euler polinomlari ile iliskilidir.
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3.2 g-Lineer Operatorler

£(b) = Z QG (3.2.1)
i [k],!
formundaki formal kuvvet serisi, F kiimesi tizerinde
n
n
fOx™ = Z [ ] agx™k (3.2.2)
k=0 klq

seklinde bir f(t) g-lineer operatdrii tanimlar. Ornek olarak; f(t) = eq(yt) alinirsa

e} k n
Y n -
t n — tk n — k.n—-k
¢q(y)x kzzo[k]q! * El[k]qy x
esitligi elde edilir [2,7].

Bu kisimda f(t), hem bir formal kuvvet serisi hem de bir g-lineer operator olarak
kullanilmaktadir. Dolayisiyla, f(t) ve g(t) nin formal kuvvet serileri olarak esit
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart g-lineer operatdr olarak esit olmalaridir. Yani;
f(),g(t) € Fvevn =0 igin

f(@®) =g@) = fOx" =gOx".

Uyan 3.2.1: f(t) g-operatoriiniin p(x) polinomuna etkisini belirtmek igin f(t)p(x)
notasyonunun kullanildigina dikkat edilmelidir.

Boylece, F kiimesinin elemanlari g-umbral analizde; formal kuvvet serisi, g-lineer
fonksiyonel ve g-lineer operator olmak iizere ii¢ rol oynamaktadir.

f(t) bir g-lineer fonksiyonel ise; f(t) g-lineer fonksiyonelinin p(x) polinomuna
etkisi

(fF@®p))
notasyonu ile,
f(t) bir g-lineer operator ise; f(t) g-lineer operatoriiniin p(x) polinomuna etkisi
f®Op(x)
notasyonu ile gosterilir.

P kiimesi iizerinde k. g-tiirev operatérii igin t* notasyonu kullamilir. Yani,

—x , n=>kise
thx™ = [n— k]!
0 , n<kise

dir. Ayrica
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(tht))xm = thtixn

B [n],! ke
[n]q! [n_j]q! n—k—j

=l I —k—jlg

[n],! .
B [n _(]I']q! th ]
= th(¢t/x™)

oldugundan her f(t), g(t) € F ve her p(x) € P igin

[f®g®Ip(x) = fFOg(®)p ()] (3.2.3)

sonucuna varilir ve buradan belirsizlik olmaksizin

f®g®px) = g®Of Op(x)

yazilabilir [1,2].

t9 operatoriine birim operatdr denir. Ayrica, bir f(t) delta serisi g-lineer operatdr
olarak diistiniildiigiinde buna bir g-delta operatorii, f(t) tersinir serisi g-lineer
operatdr olarak diisiiniildiigiinde ise, buna bir g-tersinir operator denir [1,2].

Onerme 3.2.2: o(f(t)) > der (p(x)) ise, f(£)p(x) = 0 dir [2].

Ispat: o(f(£)) > n oldugunda (3.2.2) esitliginden dolayr f(¢)x™ = 0 oldugu agiktir
ve buradan f(t)p(x) = 0 elde edilir.

Onerme 3.2.3: Vk > 0 icin o(fk(t)) = k olsun. O zaman Vp(x) € P igin

[Z akfk(o] P = ) alflOp@)]

k=0 k=0
dir [2].

Ispat: der(p(x)) = d oldugunu varsayalim. Bu durumda

o d [
[Z akfk(t)]mx) - [Z afe®+ ) akfk(t)]p(x)
k=0 k=0

k=d+1
d [0e]
= [Z akfk(t)] p(x) + Z akfk(t)] p(x)
k=0 k=d+1
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I

k=0

A fr (t)] p(x)

d
D alfiOp@)]

k

I
o

ar[fx (Op(x)]

I
NgE

&
I
o

bulunur.

Onerme 3.2.4: Vk > 0 igin o(f; (£)) = k olsun.

fe@®p(x) = fi(H)g(x)
ise, p(x) = q(x) olur [2].

Ispat: f,(¢t) dizisi, F kiimesi icin bir sozde baz (pseudobaz) olusturdugundan,
vn = 0 i¢in

[0e]

"= ani®

k=0
olacak sekilde a,, ; sabitleri vardir. Boylece;

o)

P = ) anifi(OP@)

k=0

[ee]

= ) anife®a(@)

k=0
=t"q(x)
olur ve buradan p(x) = q(x) elde edilir.

Onerme 3.2.5: Vk > 0 icin der( py(x)) = k olsun.

f@®)pr(x) = g(®)pi(x)
ise, f(t) = g(t) olur [2].
Ispat: vn > 0 igin dyle a,, ; sabitleri vardir ki

n

=Y a0

k=0

olur. Boylece

21



n

> anf P

k=0

f@®)x"

n

= Z Ap kg () pr (x)

k=0
=g(®)x"
elde edilir ve buradan f(t) = g(t) olur.

q-lineer fonksiyonel olan f(t) ile g-lincer operatér olan f(t) arasindaki iligki,
siradaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.2.6: f(t), g(t) € F olsun. Vp(x) € P igin
(g@Of®IpG)) = (g®If ®p(x))
dir [1-7].

Ispat: Ozel olarak g(t) = t*, f(t) = t/ ve p(x) = x" olsun. Lineerlik 6zelliginden
dolay1

(the/]xm) = (£“+7]x")

= [n]q!an,k+j
!
=[n[11—];]q![n—j]q!5n—j,k
[nlg! .
:<tk FEyiRk ’>
- (el

elde edilir.

Ozel olarak g(t) = t° birim operatérii alindiginda
(fOlp0)) = ({°|f (Op ()

oldugu goriiliir.

Lemma 3.2.7: f(t) bir g-delta operatorii ve T, f(t) ile yer degistirebilen, yani,
Vp(x) € P polinomu igin

fOITp()] = TIf (O)p(x)]

yazilabilen P iizerinde bir g-lineer operator olsun. O zaman her p(x) igin

der(Tp(x)) < der(p(x))
dir [2].
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Ispat: Sonucun saglanmadigi kabul edilirse
der(Tx™) =>m+1

olacak sekilde bir m >0 tamsayisi mevcut olacaktir. Simdi, o(f (t)) =1
oldugundan dolay1 der(p(x)) > 0 oldugunda

der(f(t)p(x)) = der(p(x)) -1
oldugu agiktir. Buradan
0 =TfE)™Ix™ = f()™ITx™ # 0
elde edilir. Bu celiski lemmay ispatlar.

Teorem 3.2.8: P iizerindeki bir T g-lineer operatoriiniin Vp(x) € P igin Tp(x) =
f(®)p(x) olacak sekilde f(t) € F formunda olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart t g-
tiirev operatorii ile yer degistirmesidir, yani Vp(x) € P igin

T[tp(0)] = t[Tp(x)]
olmasidir [1,2].

Ispat: T operatériiniin f(t) € F formunda oldugunu varsayalm. O zaman T, F
kiimesindeki biitiin operatorlerle yer degistirebilir. Tersine, T nin t g-tiirev operatorii
ile yer degistirdigini varsayalim. f(t) serisi

F() = D (eI
i [k]g!
seklinde tanimlanirsa
FOX" = Y (e0ITxk) "

[k],!

k=0 a
I
i [k]g!

kzzo [Z]q (tOITxk) xn—k

olur. Daha sonra

esitligi ve Teorem 3.2.6 kullanilarak
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(t0|Tx*) = &qi(t"lnn"‘x”)

[n]!
[klq

!
= ——(t°|t"kTx™)

[n],!
[k]q

!
= L (" *|Tam)

[,

yazilabilir. Buradan

n

' (tn—lexn>xn—k

1
HGEEDY T

k=0 q
n ) xk
= D ki)
RZO [k],!
= Tx"

sonucuna ulagilir. Dolayisiyla T operatorii f(t) € F formundadir ve boylece ispat
tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.2.9: P iizerindeki bir T g-linecer operatoriinin f(t) € F formunda
olabilmesi icin gerek ve yeter sart herhangi bir g-delta operatorii ile yer
degistirmesidir [1,2].

Gergekten; T operatorii f(t) € F formunda ise F deki herhangi bir g-operatér ile yer
degistirebilir. Tersine, baz1 g-delta operatorii f(t) i¢in Tf(t) = f(t)T oldugunu
varsayalim. O zaman

o)

t=) af®*

k=0

olacak sekilde a; sabitleri vardir. Lemma 3.2.7 kullanilarak

n
Ttx" = TZ af(£)kx™
k=0

n

= ) af O Tx"

k=0
= tTx"
oldugu goriiliir ve buradan Teorem 3.2.8 e gore sonug saglanr.

Sonu¢ 3.2.10: P iizerindeki bir T g-lineer operatoriinin f(t) € F formunda
olabilmesi igin gerek ve yeter sart e, (yt) q-operatorii ile yer degistirmesidir [1,2].
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3.3 g-Sheffer Dizileri

Bu kisimda g-Sheffer dizileri tanitilarak bu dizilerin bazi1 temel 06zellikleri
verilecektir. Bir S,(x) polinom dizisi ile her zaman der(S,(x)) =n oldugu
kastedilecektir.

Teorem 3.3.1: f(t) bir delta serisi ve g(t) bir tersinir seri olsun. Vn, k > 0 i¢in

(gOFf OF1S,()) = [n]g! Sn (3.3.1)

Ozdesligini saglayan tek bir S,,(x) € P dizisi vardir [1-7].

Ispat: Teklik, Onerme 3.1.8 den saglanir. Varlik icin ise;

n
Sp(x) = Z an,jxj (an,n * O)
j=0

ve

JOF©F =) bt (b #0)
i=k

oldugunu varsayalim. O zaman (3.3.1) 6zdesligi

(o]

[n]g! Onk = Z bk,iti an,jxj

i=k j=0

M IDMs
M- T

s

bk,ian_j(tilxj)

by,injljlq! 6

i=k j=0
n
= Z by jan jljlg!
Jj=k
olur. k = n alinarak
1
Apn =
bn,n

elde edilir ve ardisik olarak k =n —1,n—2,...,0 alnirsa a,j icin ¢oziilebilen
ticgensel bir denklem sistemi elde edilir.

(3.3.1) esitligindeki S,(x) dizisinin, (g(t), f(¢)) cifti i¢in g-Sheffer dizisi oldugu
yada (g(t), f(t)) icin q-Sheffer oldugu sdylenecektir. Burada g(t) nin tersinir seri
ve f(t) nin de delta serisi olmasi gerektigine dikkat edilmelidir.

25



Ozel olarak diisiiniilmesi gereken iki tip g-Sheffer dizisi vardir. g(t) = t°
durumunda; (t° f(t)) igin q-Sheffer dizisi, f(¢) icin g-iliskili dizi olarak
adlandirilir ve S, (x), f(t) ye g-iliskilidir ya da f(t), S, (x) e g-iliskilidir denilebilir.

f(t) =t durumunda; (g(t),t) i¢in g-Sheffer dizisi, g(t) i¢in g-Appell dizisi olarak
adlandirilir ve S,,(x), g(t) i¢in g-Appell’dir denir.

Siradaki iki teorem g-umbral analizde en ¢ok kullanilan teoremlerdendir. Birincisi,
herhangi bir kuvvet serisinin g(t)f(t)* geometrik dizisi agisindan nasil ifade
edilebilecegini gostermektedir.

Teorem 3.3.2 (q-Genisleme Teoremi): S, (x), (g(t),f(t)) ¢ifti i¢in q-Sheffer
olsun. O zaman herhangi bir A(t) € F igin

i (R(E)1S (X))
|

h(t) = g f ()
k=0

dir [1-6].

Ispat: Denklemin sag tarafina S, (x) dizisi etki ettirilirse

h(t)|S
<Z< 6] k( ) JOFOF

Salx )> Zw< (OF (©415,(9)

LS OBy
= (h(®)[Sn(x))
olur ve Onerme 3.1.10 geregince
- (h(D)]S
ZCEDY PO o ey
k=0

elde edilir.

q-genisleme teoreminin polinom benzeri olan asagidaki teorem ise bir g-Sheffer
dizisinden polinomlarin bir lineer birlesimi olarak keyfi bir polinomun nasil ifade
edilebilecegini gostermektedir.

Teorem 3.3.3 (g-Polinom Genisleme Teoremi): S, (x), (g(t), f (t)) cifti i¢in g-
Sheffer olsun. O zaman herhangi bir p(x) € P polinomu igin

o k
) = (g@®f g(t]) 'Ip(x)> 5.0
q!

dir [1-6].
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Ispat: Denklemin sag tarafina g(t)f(t) uygulandiginda

had k k
<g(t)f(t) <g(t)f§:]) 'Ip(x))sk(x)> z(g(t)f() lp(x ))< OFOIS.)
k=0 q q
o k
_ (g(t)f[:f])qllp(x)) s,
= (g f (O)Ip(x))

olur ve Onerme 3.1.8 geregince

© k
. (g(t)fsct]) LGP
q!

elde edilir.
Simdiki amag g-Sheffer dizilerini birka¢ yonden karakterize etmektir.

Teorem 3.3.4 (Urete¢ Fonksiyonu): S,(x) dizisinin (g(t),f(t)) igin q-Sheffer
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her y € C igin

1 > C Sk(y) k
= t)) = 3.3.2
7 €q (yf( )) kZO K, t (3.3.2)

olmasidir [1-6]. Burada £ (¢), £ (¢) nin tersidir.
Ispat: Eger S,(x), (g(t), f(©)) icin q-Sheffer ise, 0 zaman g-genisleme teoreminde
h(t) = e,(yt) alnirsa

[0e]

S
)= ) eq(y t)l G Z T 5o

k=0 k=0 L]q!

olur. Buradan

yazilir ve sonug olarak

g (]_‘(t)) “ P [k],!

elde edilir. Tersine, (3.3.2) esitliginin saglandigint varsayalim. O halde 1,(x),
(g(©), f(£)) igin g-Sheffer ise
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o)

mm@ 1 &w
———eq (Y )
kz L] f(t) kz L]

olur ve buradan Vy € C igin 7,(y) = Si(y) yazilir ki bu Vk =0 igin 7,(x) =
Sy (x) anlamina gelir.

Teorem 3.3.5: S,,(x) dizisinin (g(t),f(t)) icin g-Sheffer olabilmesi igin gerek ve
yeter sart

n

Su(®) :Z%< (F®) Fokx

k=0

> (3.3.3)

olmasidir [1,2].

Ispat: (3.3.2) denkleminin sag tarafina x™ etki ettirilirse

www COS)
Dt = 2 e

k=

I
gk
t
=
N\
<
- |\
=
Q—
:O'J
=

olur ve sol tarafina x™ etki ettirilirse

9 (F®) " eq (7 @) |x) <§§ i],g @) f(ﬂkx”>

k=0 -4
::ji Z}|< F©) " Fokf)
k=0 "4

elde edilir. Bu denklemler her y € C i¢in gegerli oldugundan sonug saglanir.
(3.3.3) denklemi S,,(x) igin eslenik temsili olarak adlandirilir.

Teorem 3.3.6: S,,(x) dizisinin (g(t), f(¢)) i¢in g-Sheffer olabilmesi igin gerek ve
yeter sart g(t)S, (x) in f(t) i¢in g-iliskili dizi olmasidir [1,2].

Ispat:
(O 1g(®)$p(x)) = (gOf OFISp(x)) = [nlg! Sn
oldugundan bu, dogrudan Teorem 3.2.6 ve tanimlardan anlagilmaktadir.

Teorem 3.3.6, her g-iliskili dizinin, F kiimesindeki her g-tersinir operatorii g(t) icin
bir g-Sheffer dizileri sinifi olusturdugunu belirtmektedir.
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Teorem 3.3.7: Bir S,(x) dizisinin baz1 tersinir g(t) ve (g(t), f(t)) igin q-Sheffer
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart Vn = 0 icin

fOSh(x) = [n]gSn-1(x) (3.3.4)
olmasidir [1,2].

Ispat: S, (x), (g(t),f(t)) icin g-Sheffer ise p,(x) = g(t)S,(x), f(t) ile g-
iliskilidir. Bundan dolay1

g0, () = fF(O) g~ (Opa(x)
= g7 (Of (Opn(x)
= [nlgg™ (OPp-1(0)
= [nlgSp-1(x)
olur. Tersine, P kiimesi tizerinde g-lineer bir T operatorii
TSy (x) = pn(x)

ile tanimlanirsa (burada p,, (x), f(t) ile g-iliskilidir.)
Tf(®)Su(x) = [n]gTSp-1(x) = [n]gpn-1(x) = fF(Opn(x) = f(OTS,(x)

olur ve boylece Tf(t) = f(t)T elde edilir. Sonu¢ 3.2.9 dan dolay1 g(t)S,(x) =
pn(x) igin tersinir bir g(t) serisinin var oldugu sonucu ¢ikarilir. Son olarak, Teorem
3.3.6 dan sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.3.8: S,(x) dizisinin bazi tersinir g(t) ve (g ®),f (t)) icin g-Sheffer
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart Vn, k > 0 icin

!
FO50(0) = s, o)

[TL - k]q
olmasidir [1,2].

3.3.6 ve 3.3.7 teoremlerinden, bir g-Sheffer dizisi iizerinde F kiimesinde bir
operatoriin etkisi i¢in siradaki formiil elde edilir.

Teorem 3.3.9: S,(x), (g(o), f()) cifti igin g-Sheffer ve p,(x) ise f(¢) ile g-
iliskili dizi olsun. O halde herhangi bir h(t) € F igin

RSy = ) [1] OIS P10 (3:35)
k=0 1
dir [2].
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Ispat: g-genisleme teoreminde

(0]

(h()]S, ()
h(t) = ;T;‘!g(t)f(t)k

esitliginin her iki tarafi g-operator olarak S,,(x) dizisine etki ettirilirse

o (h(D)IS
05,00 = Y SO 50045, ()
k=0 T

o (@15, () [n],!
—kZO T 9O G @

= =
||M= ||M:
o o

] h@ISC)g 0,

q

n
] (@IS Cpnic(x)
k q

elde edilir.

Binom formiiliiniin genellemesi olan g-Sheffer dizilerinin karakterizasyonu siradaki

teorem ile verilir.

Teorem 3.3.10 (g-Sheffer Ozdesligi): Bir S,(x) dizisinin, baz1 tersinir g(t) ve
( g, f (t)) ¢ifti igin g-Sheffer olabilmesi igin gerek ve yeter sart Vy € C i¢in

eq(V1)Sa(x) = kz [, PeOS1i

olmasidir, burada p,, (x), f(¢t) ile g-iliskili dizidir [1,2].

Ispat: S,(x) in (g(6), f(t)) icin g-Sheffer oldugunu varsayalim. O zaman g-

genisleme teoreminden

N6))
g (vt) = kZ "

yazilir ve esitligin iki tarafina S, (x) dizisine etki ettirilirse Sonug 3.3.8 den

() .
Tk, f(@©)*Sp(x)

e (0) = )
k=0

Con®) [y
- kZO k! Tn — k]q!S”—k(x)
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o

n
= Z [k]q Pr (V) Sn—i (x)

k=0
(3.3.6) esitligi elde edilir. Tersine, S, (x) dizisinin g-Sheffer 6zdesligini sagladigini

varsayalim. P kiimesi iizerinde bir T g-lineer operatorii

TS,(x) = pp(x)

ile tanimlanir, burada p,(x), f(t) ile g-iliskilidir. Teorem 3.3.6 ya gore T nin
g(t) € F formunda oldugunu gostermek yeterlidir. Ispatin ilk kismi p,(x) in gq-
Sheffer 6zdesligini sagladigini gosterir.

€q (yt)TSn (x) = €q (yt)pn (x)

= m
Z [k]q Pk (V) Pn—k (x)

k=0

NgE

], PeOITSk0)
k=0

=TZ[Z] Pre(Y)$n-ic(x)
k=0 1

= Teq(yt)sn(x)

elde edilir ve buradan e,(yt)T = Te,(yt) olur. Sonu¢ 3.2.9 dan T, g(t) € F
formundadir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

q = 1 alindiginda g-Sheffer 6zdesliginin

n

SaCe+3) = > (1) Skl pas0)

k=0
oldugu goriilir. S, (x) = p,(x) = x™ oldugunda ise binom formiilii elde edilir.

q-Sheffer dizilerinin énemli bir 6zelligi F kiimesi ilizerinde ¢arpma islemine gore
elde edilen etkileridir.

Teorem 3.3.11: S, (x), (g(©), f(t)) cifti icin g-Sheffer ve p,(x) ise f(t) ile g-
iliskili dizi olsun. O zaman Vh(t), [(t) € F i¢in

n

ROUOISH@) = ) [V] RO Pr ()
q

k=0

olur [1,2].
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Ispat: h(t) € F igin h,(t)

he(Ox*y7 = (R(O)|x*)y/
ve h, (t)

hy, (D)x*y) = xk(r(t)|y’)

seklinde ifade edilen P[x, y] tizerinde tanimli g-lineer operatorii olsun. O zaman
n
ny — n n-k k
OO = > [] BO )
k=0 1
0zdesligi
n
n n n—k.,k
ROUOI™ = k(L0 ) [1] 2"k
k=0 1

= h (D)1, (t)eg (yt)x™
seklinde yazilabilir. Yukaridaki son esitlikte x™ yerine S, (x) yazilirsa

(hOUB1Sn () = hy (D)1, (D) eq(Y)Sn (x)

= @L® ) [}] 5ePui)
k=0

=[] t@ISoxh©pai)
k a

k=0

oldugu goriiliir. Ayrica, h(t) ile I(t) g-lineer operatorlerinin yer degisimiyle ispat
tamamlanir.

Teorem 3.3.12: S, (x), (g(t), £ (£)) cifti igin g-Sheffer ise, 0 zaman

n+1

X500 = ) [[Z]q QUCICC IR P RUCL VGO EXE

k=0
olur [2].
Ispat: S,,(x) bir g-Sheffer dizisi olmak {izere

n+1

XS0 = ) i Se(0)

k=0

genislemesindeki a,; katsayilari belirlenmelidir. S,(x), (g(t), f(t)) sifti icin g-
Sheffer oldugundan g-polinom genisleme teoreminden
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S, (%) (3.3.7)

0500 = z <g(t)f([t;3]k J!xsn(x»
=
yazilir. Teorem 3.1.16, Teorem 3.2.6 ile Sonug 3.3.8 kullanilarak
(9OF (O 125, (0) = (B (g(OF (OIS, ()
= (0:9(Of (O + [klag (Of O 0£ (0[S, (x))
= (g O1f (O)$2(0)) + [l g(g(Df (DI (<15, ()

[n]g
[k]q

! !
1(0eg (D151 (0)) + [klq #il]q, ()0 f (O)]Sn—r+1(x))

esitligine ulasilir ve (3.3.7) denkleminde yerine yazilarak ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.13: S,(x), (9(©),f(®)) cifti icin g-Sheffer ve p,(x) ise f(t) ile g-
iliskili dizi ise, o zaman

DgSn(x) = z_: [Z]q (t]pr—i ())Sk (x)
k=0

esitligi saglanir [2]. Burada D, g-tiirev operatdriidiir.

Ispat: g-polinom genisleme teoreminden

n—1
_ N 9Of OF [t (0)
DySy(x) = ; 7 Sk ()

lg!

S
=

(tlg(®)f [©)Sn(x))
[k]q!

S (x)

by
Il
o

S
[y

n
| (tg®OSp- Sk
q

&
I
o

S
[y

n
= [k]q (tlpn—k (X))Sk (x)

&
I
o

elde edilir.
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3.4 q-lliskili Diziler

Tezin iigiincii boliimiiniin {iciincii kisminda g(t) = t° birim operatérii alindiginda bu
kisimda yer alan teoremler asagidaki gibi kolayca yazilabilir.

Teorem 3.4.1 (q-Genisleme Teoremi): p,(x) polinomlar dizisinin, f(t) q-lineer
operatorii ile g-iligkili dizi olsun. O zaman herhangi bir h(t) € F g-lineer operatorii
i¢in

o (RO Ik ()
h(t) = ;Tq'f(t)k

dir [1,2].
Teorem 3.4.2 (q-Polinom Genisleme Teoremi): p,,(x) polinomlar dizisinin, f(t)

q-lineer operatorii ile g-iliskili dizi olsun. O zaman herhangi bir p(x) € P polinomu
i¢in

= k
P = Y L, ()
k=0 a:

dir [1,2].

Teorem 3.4.3 (Uretec Fonksiyonu): p, (x) polinomlar dizisinin, f(t) g-lineer
operatori ile g-iliskili dizi olabilmesi igin gerek ve yeter sart Vy € C sayisi igin

eq (VD)) = ;ﬁﬁf )k

olmasidir [2].

Teorem 3.4.4: p,,(x) polinomlar dizisinin, f(t) g-lineer operatorii ile g-iliskili dizi
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

n

Tk 1
pn(x) = Z—<f([tlz] |?C >xk
k=0 a°

olmasidir [2]. Bu esitlik, g-iliskili diziler i¢in eslenik temsilidir.

Teorem 3.4.5: p,,(x) polinomlar dizisinin, f(t) g-lineer operatorii ile g-iliskili dizi
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

(1) (tolpn(x)) = 511,0
@) f@®pa(x) = [n]gpr-1(x)

olmasidir [1,2].
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Teorem 3.4.6: p,,(x) polinomlar dizisi, f(t) g-lineer operatori ile g-iliskili dizi ise,
0 zaman herhangi bir h(t) € F g-lineer operatérii i¢in

n

ROP() = Y [1] (ROIPPri )
q

k=0
dir [2].

Teorem 3.4.7 (g-Binom Ozdesligi): p, (x) polinomlar dizisinin bir g-iliskili dizi
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart Vy € C sayisi igin

eq(YOPn(x) = ; [, PeOIPai0)

olmasidir [1,2].

Teorem 3.4.8: p,,(x) polinomlar dizisi, f(t) g-lineer operatori ile g-iliskili dizi ise,
0 zaman

n+1

200 =) [ 1] @ Olpacsera i)

k=1
olur [2].

Teorem 3.4.9: p,,(x) polinomlar dizisi, g-iliskili bir dizi ise, 0 zaman

n-1
n
Depn() = )" [1] (el P
k=0 1
olur [2]. Burada D, g-tiirev operatdriidiir.

3.5 g-Appell Dizileri

Tezin tiglinci boliimiiniin t¢lincti kisminda f(t) = t alindiginda g-Sheffer dizileri
q-Appell dizilerine doniisecektir. Bu nedenle asagidaki teoremlerin ispati
yapilmadan verilecektir.

Teorem 3.5.1 (q-Genisleme Teoremi): S,(x) g-Sheffer dizisi, g(t) gq-lineer
operatori igin g-Appell dizisi olsun. O zaman herhangi bir h(t) € F q-lineer
operatori i¢in

- (h(D)IS
o =y, O g e
k=0 T

dir [1,2,7].
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Teorem 3.5.2 (q-Polinom Genisleme Teoremi): S,,(x) g-Sheffer dizisi, g(t) q-
lineer operatorii i¢in g-Appell dizisi olsun. O zaman herhangi bir p(x) € P polinomu
icin

k
Z <g(t)t Ip(X))Sk( )
dir [2].

Teorem 3.5.3 (Urete¢ Fonksiyonu): S,(x) g-Sheffer dizisinin g(t) g-lineer
operatorii igin g-Appell dizisi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart Vy € C sayisi i¢in

(0]

(t)eq(yt =z k(y)

k=0

olmasidir [1,2,7].

Teorem 3.5.4: S,,(x) q-Sheffer dizisinin g(t) g-lineer operatorii igin g-Appell dizisi
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

Su(x) = ;) [, g@® e

olmasidir [2].

Teorem 3.5.5: S,,(x) g-Sheffer dizisinin g(t) g-lineer operatorii igin g-Appell dizisi
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

()—L
Sn g(t)

olmasidir [1-4,7].

Teorem 3.5.6: S, (x) g-Sheffer dizisinin g(t) g-lineer operatorii i¢in g-Appell dizisi
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

tSy(x) = [n]an—l(x)
olmasidir [1-4,7].

Teorem 3.5.7: S,,(x) gq-Sheffer dizisi, g(t) g-lineer operatorii igin g-Appell dizisi
olsun. O halde herhangi bir h(t) € F g-lineer operatorii igin

ROSK) = ) [1] (@IS
k=0 1

esitligi saglanir [2].
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Teorem 3.5.8 (q-Appell Ozdesligi): S,(x) g-Sheffer dizisinin bir g-Appell dizisi
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart Vy € C sayisi igin

n

g0, = ) [}] se

k=0
olmasidir [2].

Teorem 3.5.9: S, (x) g-Sheffer dizisi, g(t) g-lineer operatori i¢in g-Appell dizisi
ise, 0 zaman

15200 = Spea (@) + D [7] @eg(®151()Si0)
k=0 1

olur [2].

Teorem 3.5.10 (q-Carpim Teoremi): S, (x) q-Sheffer dizisi, g(t) q-lineer
operatorii i¢in g-Appell dizisi ise, 0 zaman herhangi bir a # 0 sabiti ve her n > 0
i¢in

g(t)
9(t/a)

S, (ax) = a™ Sn(x)
olur [2].

3.6 Ornekler

3.6.1 Yiiksek Mertebeden g-Euler Polinomlar:

Yiiksek mertebeden g-Euler polinomlari

ZE (a)(x) < 2 )ae (xt)
¢ \eg@®+1) 19

tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir ve

g (t) = <eq(t)—+1>a

2

esitligi ile g-Appell dizisidir [6]. Kisaca

B0~ ((5) o)

seklinde gosterilir [6].

37



Teorem 3.5.5 den

E9(x) = <—2 >a x™
™4 eq(t) +1

yazilabilir ve buradan

2 bE<a) (2 V(2 Y.,
<eq(t)+1> n’q(x)_<eq(t)+1> <eq(t)+1> x

2 b+a .
- (eq(t) n 1) x

= E& ()

elde edilir [6].

q-Appell 6zdesliginden

n
n
eqOOES () = ) [1] B mxn
k=0 1

yazilir.

E,Saq) (x), g-Appell oldugundan dolay1 Teorem 3.5.6 dan
tESS (%) = [n] B o (%)
yazilabilir [6].
(e4(t) + 1) operatdriiniin E,S‘_‘q) (x) polinomuna etkisi
@ 2 Y
(eq(®) + 1)Enq (x) = (eq () + 1) (W) x™

2.2a-1
= =3 X
(eg(®) +1)°

J— 2 2 “ n
B <eq(t) + 1) x

=2E% (%)

n

olarak elde edilir ve (eq () + 1) operatdriiniin lineerlik 6zelliginden dolay:
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(eq(0) + 1)ENG () = 2B, ()
eq (D) E,Sflq) (x) + E,(fq) (x) = 2E1(1f1q_1) (x)
eq(VENG (x) = 2E5 V() — Ef) ()

esitlikleri yazilabilir.

Yiiksek mertebeden g-Euler polinomlari i¢in g-genisleme teoremi

h(t) = i <h(t)|E’&2 (x)> <eq(t) + 1)“ i

L Ty 2

dir. Burada h(t) = e, (yt) alinirsa

® E(a)( ) 1 a
eq(yt) = '[‘;’]; (eq(t;Jr ) %
=0

elde edilir.

3.6.2 Yiiksek Mertebeden g-Bernoulli Polinomlari

Yiiksek mertebeden g-Bernoulli polinomlari

[ee] k a
Z BIEZ) (x) [l:] .= ( (t; — 1) eq(xt)
T . eq

q

iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir ve

t

gt) = <—eq - 1)

esitligi ile g-Appell dizisidir [5]. Kisaca

By (a0)~ <<—eq(tz — 1) ,t)

seklinde gosterilir [5].
Teorem 3.5.5 den

(a) _ t ‘ n
Brq () = (eq(t) - 1) x

yazilabilir ve buradan
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b b a
t (@) _ t t n
(eq(t) - 1) Br.q (X) = <eq(t) - 1) (eq(t) - 1) X

~ t b+a .
- (eqm - 1) *

= By ()
elde edilir [5].

q-Appell 6zdesliginden

n
n
eqOB ) = ) [1] Bk
k=0 1

yazilir.

B,%) (x), q-Appell oldugundan dolay1 Teorem 3.5.6 dan

tBS% (x) = [n],B{?, ,(x)

yazilabilir [5].
(e4(t) — 1) operatdriiniin B,ng (x) polinomuna etkisi
a
(e,(®) — 1)BH (%) = (eq(t) — 1) <eq(t%) x"

B t.te 1 .
CHOESY

— t “r n
) t(eqm - 1) !

= tBy% V(%)

n

= [n]4By% 10 (x)

olarak elde edilir ve (e, (t) — 1) operatdriiniin lineerlik 6zelliginden dolay1
(eg(®) = 1)B,Q () = [n]By27, (%)
eq(DByG () = B (¥) = [l BL10 (%)

n-1,q

6B (%) = [n],B7 () + B ()

esitlikleri yazilabilir.
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Yiiksek mertebeden g-Bernoulli polinomlari i¢in g-genisleme teoremi

o) = i <h(t)|BIE'C;)(x)> <eq (¢) - 1>a £k

e [k]g! t

dir. Burada h(t) = e, (yt) almnirsa

©  (a) . a
eq(yt) = Bia ) (eq(t) 1) tk

|
i [k]g! t

elde edilir.

3.6.1 ve 3.6.2 Kisimlarindan goriiliir ki, g-Appell dizileri i¢in g-umbral analizin
bilinen teoremleri kullanilarak ¢esitli esitlikler elde etmek miimkiindiir.
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BOLUM IV

BULGULAR

Bu boliimde, g-Bernoulli polinomlari igin [3] nolu kaynakta elde edilen modifiye
edilmis g-Apostol-Bernoulli polinomlari i¢in yeni bagmtilar ve esitlikler ayrintili bir
sekilde incelenecektir.

Tanmm 4.1: 1 € C\ {1} sayis1 i¢in, (4, q)-Bernoulli polinomu (g-Apostol-Bernoulli
polinomu)

Zqu(x /1) 2P (t) e (xt)

q

tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir [3].

Uyan 4.2: Burada ¢t — 0 i¢in By 4(x,1) = 0 oldugundan dolayr bu durumda iireteg
fonksiyonu tersinir degildir.

Dolayistiyla tirete¢ fonksiyonu

Bk+1,q(xl A) tk _
[k + 1], [kl!  Aeg(©) —1

eq(xt)

[N

&
Il

0

Bit1,q(x,A)
[k+1]q
By q(x, 1), modifiye edilmis g-Apostol-Bernoulli polinomu olarak adlandirilacaktir.
Burada x = 0 igin By 4(0,1) = By 4(2) ile ifade edilen modifiye edilmis g-Apostol-

Bernoulli sayilar1 elde edilir.

seklinde diizenlenirse tersinir olur. Burada = B;_q (x,A) alinacaktir ve

Tamm 4.3: Modifiye edilmis g-Apostol-Bernoulli polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu

1 (xt)

Ry (x, t)—ZB;;q(x ,1)[ T (t)
q* q

seklini alir ve A € C \ {1} sayis1 igin

ltl_rf(}Fq (x,t) = Bo,q(x, A) = m =0

oldugundan tirete¢ fonksiyonu tersinir hale gelmis olur [3].

42



Teorem 4.4: n € N U {0} olmak iizere

n
n
BrgCo) = ) 1] Big@xmk
k=0 1

esitligi saglanir.

Ispat: Tanim 4.3 den

Z By 4 (x, A) ! Aeq (t) 1% (xt)

(iw )(Z,"" 3

0

qu(/D q. o [n— k!

n t
[k 4 qu(/l)x k) [n]q!

Il
N 1]
- M
=
T
N——
Se
-Q_-Q_

2
|

n
n
B; o (x, 1) = Z o] Big@xmt
k=0 1

S
o
=
1l

o

oldugu goriiliir ve buradan

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.5: Modifiye edilmis g-Apostol-Bernoulli sayilart,

1
Baq(X; A) = m ve AB;;'q(l, A) - B.;;"q(l) = 60,71

yineleme bagintisini saglar.

Ispat: Modifiye edilmis g-Apostol-Bernoulli sayilarinmn iirete¢ fonksiyonundan

q

i B D 1
T ], 2eq(t) — 1
n=0
n
olur ve (B; ()l)) i= By, 4(4) sembolik varsayimiyla
[ee] tn
eq (tB; (D)) = Z Bia )
n=0 T

formunda yazilabildiginden dolay1
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1

eq (th; (,1)) = e 1

elde edilir ve bu esitlik

:ZSOn

n=0

1= G (¢B;) (2eq(®) — 1) (4.1)
.

= e, (t(B;(A) + 1)) — e, (tB;;(/l))

_,12(13 (/1)+1) — z nq (4 )
0 n n ) - ¢n e . tn
= l;(; [k]q Bk,q(ﬂ)l k) [n]q! - ;Bn,q(/l)m
- ZAB;;qu ) z BraW oty ]nq
- Z (2834 (1,2) = Bjg(D) [Ti]nq! (4.2)
n=0

seklinde diizenlenerek, (4.1) ve (4.1) esitliklerinin [T:—]n‘ katsay1 karsilastiriimasi
q!

yapilirsa
AB;;,q(lf 1) — Br’;,q W = 60,71
yineleme bagintisi elde edilir. Bdylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Ornek 4.6: Birka¢ modifiye edilmis g-Apostol-Bernoulli sayilari,

) . -y . A1+ Aq)
Bj, (D) = -1 Bi,(1) = m , B3, = A—13
) —A(1 + 2Aq + 22q% + 2%g)
B3‘q(l) = (A— 1)4 ) e
seklindedir.

Simdi, modifiye edilmis g-Apostol-Bernoulli polinomlar1 igin bazi teorem ve
sonugclar verilecektir:

Tanim 4.3 ve Teorem 3.5.3 ten

By 4 (x, /1)~(/1eq () -1, t)

i¢cin g-Appell’dir.
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Teorem 3.5.5 ve Teorem 3.5.6 dan asagidaki teorem kolayca yazilabilir.
Teorem 4.7:

1
deg() — 1"

n

BT*l,q (xl A) =

ve
tB,:’q (x, 1) = [n]qBr*l—l,q (x, 1) = Bn,q (x, 1)
esitlikleri saglanir.

Teorem 4.8: n € N U {0} olmak iizere

Aeq(t) — 1
At

1
pwﬁ=fmw%u

0

esitligi saglanir.

Ispat:

1 txn+1>
[n+1],

B 1 Aeg(t) — 1 -
_[n+1]q< t ‘tx 1>

<,1eq(t) = ‘x") _ <,1eq (t) — 1

t t

1
- TEST (2eq () — 1|x™*1)

A(eq (t)lxn+1) _ (1|xn+1)

esitligi yazilabildiginden

Aeqg(t) — 1
t

&wﬁ=szwmﬂt
0

esitligine ulasilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
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Teorem 4.9: n € N U {0} sayis1 igin

. [n+1] 5" ) =0
Z k+1l, "Ra T
k=0

esitligi saglanir.

Ispat: Teorem 4.8 de p(x) = B, ;(x, 1) alinirsa

1
A f By, (x, D)dyx = <&t)_1 By, (x, /1)>
0
_ [eq -1 1 .
N < t [n+ 1], Briaa(® /1)>
leg()—1 1

=<1

- gt
q

t [n+ 1], tBrv1a® /1)>

1 +
E [n+1], (™)

1
= n [n + 114! Gns1,0

esitligi ve diger taraftan
1

Aln + 1]qu;§,q(x,A)dqx = An+1],
0

n

o

k] Byt q(D)x* dgx
k=0 1

n 1
An+1 qz k]qB,*l_qu(/l)Jxkdqx
0

=0

= An+ 1], ; [Z]q By iq (A)ﬁ

= [n+ 1] )
:AZ[:+1]Z[Z] Br-rqa()
k q

=0

- n+1 .
- ’12 [k + 1] Br-teq(A)
k=0 q
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esitligi bulunur. Daha sonra bu iki esitlik birlestirilirse

n 1

n+1 i .
/12 [k n 1]q Bn—k,q(l) = /1[71 + 1]CI f Bn’q(x,ﬂ)dqx

k=0 0

=[n+ 1]q[n]q! 6n+1,0
= [n+ 1]4! Gns10

elde edilir ve buradan n > 0 durumunda modifiye edilmis g-Apostol-Bernoulli

sayilari igin
S+l
n
Z [k + 1] Brrq@) =0
k=0 1

seklinde ispati istenen esitlik elde edilir.

Teorem 3.5.2 den

e 1y ey () - 1
p(x) _kZo i, < » tk

3

1)
k=0

P(x)> Bieq(x, 1)

[n+ 1], [Ae,(t) — 1
[k],! t

tkp(x)> Biq(x, 1)

S+ 1], 7
=,1; AL qu,q(x,/l)Oft"p(x)dqx

elde edilir.

Teorem 4.10: n € N U {0} olmak iizere

1

eq(t) — 1| | i}
- B (x, 1)) = an_q(u,l)dqu
0
esitligi saglanir.
Ispat:
x+y x+y p
* n * k
By q(u,Ddgu = Z [k] By q(Du"dgu
x x k=0 a

x+y

I:Z:qu:l_k’q(/‘{)f ukd,u
X

NgE

k=0
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1

[k n 1]q {(x + y)k+1 _ xk+1}

NgE

[Z]q kg

=

=0

[n+ 1],
[n+ 1],

n ; : +1 +1
LZO [k]qB”"""(A) [k+1]q{(x+y)" — xk+1}

n
1 n + 17
= * k+1 _ o k+1
[n+1] z e + 1], Brrea DL +) X

Ti=0 q
; ™o
1
- B_ A + )k — xk
[n+1]qkz=1 k1T k+1,qD {(x +y)* — x*}

n+1
1 n + 17
- [n+1] 2 Ak B;kl—k+1,q(/1) {(x + y)" — x*}
q

k=0 -q
n+1
1 Z‘n+1‘ : ) Gx + )k
~ —k+1, XTy
[n+1]qk=0_ k I, n—k+1,q

1 i[n+1] o % :
—k+1, X
[+, &l kg n-k+1q

1

= —B:1+1,q(x+y;l) _[

- __B*
[n + ]_]q n+ 1]q n+1,q(x' )

1
= [n + 1]q (Bn+1,q (x + yl A‘) - Bn+1'q (X, A))
ifadesi yazilir ve burada x = 0 ve y = 1 alinirsa

1

f By q(u,Ddyu =

1

[n+1] (Bivia (L) = Biusg )
q

0

olur. Daha sonra bu ifade ile birlikte

eq(t) — 1] | e, (t) —1 1 .
<qf BnrQ(x! A)> = < 1 t ‘ [n + 1]q tBn+1,q(x; A)>
B 1 eq(t) — 1| |
~ [n+1], < t tBni1q(%, A)>
1 *
=y . (eq() — 1|Bpy1,4(x, D)

1 . *
= [n+1], (Bn+1,q(1’/1) - B"”’q(l))
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esitliginden
1

B, 4 (x, /’1)> = fB,’;‘q(u, Adgu

0

t

<eq(t) -1

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

P,, derecesi n veya n den kiigiik olan tiim polinomlarin bir kiimesi olsun. Yani, B,
kiimesi

P, = {q(x) € C[x]: der(q(x)) < n}
seklinde ifade edilebilir.

q(x) € B, polinomu igin
n
a0 = D bigBiig(6,2)
k=0

olsun. Bu esitlik, P, kiimesinin herhangi bir elemaninin modifiye edilmis g-Apostol-
Bernoulli polinomunun lineer kombinasyonu olarak yazilabilecegi anlamina gelir.
Ayrica by, katsayisina gore modifiye edilmis g-Apostol-Bernoulli polinomlarinin
herhangi bir polinomla iliskisi tiiretilebilir.

Teorem 4.11: q(x) € B, polinomu i¢in

n
A() = ) begBig (D)
k=0

olsun. O zaman

1

biq = W{M(k)(l) —q®(0)}
g

esitligi saglanir.

Ispat: (3.3.1) esitliginden n, k > 0 igin

((Aeq(t) - 1)tk|q(x)) = [n]g! 6ni (4.3)

yazilabildiginden, (4.3) esitliginde q(x) polinomu yerine yazilirsa

n
Z byoBlq (x, /1)>
=0

= big{(Aeg® - 1)¢*
=0

(Aeq () — 1)tk|q(x)) = <(Aeq(t) —1)¢*

qu(x,l))
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n
= bigllly! 8u
=0

= bk,q [k] q !
esitligi bulunur ve diizenlenirse

1

bia = gy (Gea(® = DeFla )

1

= (e ® = Dle*a0)

= 2 {0eg @ = Dl @)
.

1
= W{M(R)(l) - q%(0)}
g

elde edilir. Dolayisiyla teoremin ispati biter.

Bu teoremde q(x) = E, 4(x) almirsa g-Euler polinomlar: ile modifiye edilmis g-
Apostol-Bernoulli polinomlar: arasindaki iliski asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 4.12: n > 2 igin

A+1

Enq(x) = (Aq — 1By 4(x, 1) + [n], (_

) Birq )

n-—2 n )
~C+ D) [[] BuoicaBiged)
k=0 1

esitligi saglanir.

ispat: Teorem 4.11 de q(x) = Ep q(x) alinirsa

n
Eng(0) = ) bigBiq(6 D)
k=0
i¢in by 4 katsayisi

1
bk,q = W((Aeq (t) — 1)|tkEn‘q (X))

—1], .. [n—k+1
= [n]Q[n ](Ek]q['n u ]q ((Aeq (t) - 1)|En—k,q (X))
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- [Z]q ((2eq(®) = 1)|Epcieq ()

= [Z]q (lEn_k,q (1) - En—k,Q)

bulunur ve yukarida yerine yazilirsa

n-2

Enq() = bgBiq(62) + b-1qBis,q(6 ) + ) biogBisq(6.D)
k=0

= [Z]q (AEqq(1) = Eqq) By q(x, 1) + [n " 1]q (AEyq(1) = Ey )Biy o (2, A)

-2

n
+ [k] (AEn—k,q(l) 3 En—k,q)Blt,q (x, 1)
0 q

S

=
Il

= (Ag = DB3g(0 D) + [l (A (3)-(- 3)) B 1q(x,2)

2 7
n—2
n
- Z [k] (_AE”—k,q F En—k,q)BZ;q (x,4)
k=0 1

A+1
= (g = DBiC ) + nly (5= ) Brag (e 1)

n—2
n
~(A+ 1) Z | En-raBiaa )
k=0 1

sonucu elde edilir. Burada
tEnq(x) = [n]gEn-1,4(x)
ve
Eoq=1 Ei 4= —%, Epq(1) =¢q
esitlikleri kullanilmis ve

En,q(l) + En,q = [Z]qdo,n

bagintisindan yararlanilmistir.
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Tanmim 4.13: Yiiksek mertebeden g-Apostol-Bernoulli polinomu, A € C \ {1} sayisi,
y=0ver € Nigin

(0]

) t '
ZB (x, /1)[ ]q! (Aeq(t) ) eq(xt)

n=0

tireteg fonksiyonu ile tanimlanir [3].

Uyan 4.14: Burada t — 0 igin B(T) (x,A) = 0 oldugundan dolay1 bu durumda iireteg
fonksiyonu tersinir degildir.

Dolayistyla tirete¢ fonksiyonu

Z B(”(x D = ( ) eq(xt)
n=0 [n ]q. Aeg(t) — 1
seklinde diizenlenirse tersinir olur. Burada [n[ Jg! 'B,(l?rq( WA) = B,qu) (x, 1)

alinacaktir ve yiiksek mertebeden modifiye edilmis g- Apostol -Bernoulli polinomu
olarak adlandirilacaktir. Burada x = 0 igin B(T)(O, A) = (r)(/l) ile ifade edilen
yiiksek mertebeden modifiye edilmis g-Apostol-Bernoulli sayilar elde edilir.

Tammm 4.15: Yiiksek mertebeden modifiye edilmis g-Apostol-Bernoulli
polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu

(o]

7 () 50 1y
EDG0) = ) B, /1) " <Aeq(t)—1> eq(xt)

n=0

seklini alir ve 1 € C \ {1} sayis1 i¢in

r

_ 1
: Q) (r) _
ltl_r)rqu (x,t) =B (x A) = (/1_1> 0

oldugundan iirete¢ fonksiyonu tersinir hale gelmis olur [3].

Simdi, yiiksek mertebeden modifiye edilmis g-Apostol-Bernoulli polinomlari igin
bazi teorem ve sonuclar verilecektir:

Tanim 4.15 ve Teorem 3.5.3 ten

B (¢, D~((2e () — 1), ¢)

i¢cin g-Appell’dir.
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Teorem 3.5.5 ve Teorem 3.5.6 dan asagidaki teorem kolayca yazilabilir.

Teorem 4.16:
1
(r)
B{)(x,2) = ————x"
(Aeg(t) —1)"
ve
tB{")(x, 1) = [n]4B", ,(x, )

esitlikleri saglanir.

Teorem 4.17: n € N U {0} olmak lizere

= Y [,7) [T

i14+ip=n

esitligi saglanir. Burada [i1 o ] = % dir.
vetrlq  Tialg!-lilg!

Ispat: Yiiksek mertebeden modifiye edilmis g-Apostol-Bernoulli sayilarinin iireteg
fonksiyonu

[0e]

q! Aeqg(t) — 1

n=0

ve (3.1.2) esitligi kullanilirsa

(=) )= (o

ifadesi bulunur. Ayrica Onerme 3.1.6 kullanilarak

(G )+ d
N Z [11 ]</1eq(t1)—1

AN
N\t -1
l1+ +lT_

= 2 ] Bua®Big@

i14-+ip=n

> — (T)(l)

1 w x 1
leg() =1 7 Aeg(t) —1

xir>

esitligi elde edilir. Dolayistyla bu iki esitlik birlestirilirse

o= 3 [ [T

i14-+ip=n

saglanir.
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Teorem 4.18: n,r € N U {0} olmak tizere

n

ny ——
B (x, 1) = Z o] BB (. 2)
q

k=0

esitligi saglanir.

Ispat: Tanim 4.15 den

co

Z (”(x /’l)

n:

(Aeq(t) ) eq(xt)

1 Tl 1
=\ e, (0 - 1> </16q OF 1> €q(xt)

2

e P\ (O ¢n

n=0

C PN A 7\ [nlg!
Z Bk,q (A) WCI!Bn—k,q (X, A) [Tl _ k]q') [n]q!

> (o . t"
-3 (31, B omie)

k=0
oldugu goriiliir ve buradan

B (x,2) = Z ], B 0B )

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Avyrica bu esitlik farkli yolla da gosterilebilir. Teorem 4.11 de
q(x) = By(x,2) € By
alinirsa
n
Bra(x,2) = Z bk,qBr,q(x, 4) (4.4)

i¢in by 4 katsayisi
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biq = [k]q'<(/1€q(t) 1)ek|Bg /1)>
1 )
= [k—<(ﬂeq(t) 1)‘—'371 kq(x,l)>

B [Z]q ((Geq® = DB (5, )

- [Z]q{ B kq(L2) = B, o)} (4.5)

seklinde bulunur. Daha sonra tirete¢ fonksiyonu yardimiyla

oo

i (2B, 2) - B(”(A) Z B (1, ,1) Z 5 (/1)— (4.6)
n=0

n:

_ 1 " 1 "
= (Aeq(t) _ 1) eq(t) = (Aeq(t) = 1)
(e=3) G-

(= @-1)

= > BiVG ) . (4.7)

n=0

yazilir ve (4.6) ile (4.7) esitliklerinin % katsay1 karsilastirmasi yapilirsa
4

ABY)(1, 1) — By = B{; V()
esitligine ulasilir. Bu esitlik (4.5) te yerine yazilarak
biq = [Z]q By k1¢; )]
bulunur ve bu katsay1 (4.4) esitliginde yerine yazilirsa
n
Blaeed) =) [ ] BB,
k=0

sonucu elde edilir.
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Teorem 4.19: n,r € N U {0} olmak tizere

Bpq(x, 1) = Zn: i

k=0m=0 [=0

i ++i=m

X Bjy_m_1.q (6, B (x, 2)

esitligi elde edilir.

Ispat:

q(x) = Z b B (x,1) € P,

olsun. O halde by , katsay1si

by,

q =

[klq

Tk,

k]q

11>

n=0

[7;] ll(—l)r_l

q

[] ll( 1)r l
1=0

[] ll( 1)rl

=0

DD RISEE

m=0 [=0

l
] '> o
"

1 ;
!<(/1eq(t) ~1) tk|q(x)>

tTl

had n
t

k

(Z ] '> o
n=0 a

co

Z Z "

1, sl
m=0iy+--+ij=m Lt
Z Z "

1) )l
m=0iy+-+ij=m Lt
Z Z "

L1, i)l
m=0iy+---+ij=m Lt

m

i1y e, i)

i1+-+ij=m
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q(x)

JImly!

JImly!

o 3L ) d e,

1 tm+k (X)
Sl |
L et )
Ll 1

1

(1 |q(m+k) (x))

1

g™ (0)



seklinde bulunur. Daha sonra burada q(x) = By ,(x, 1) € P, almnirsa

n
By, (x,2) = Z by B (x, )
k=0

ve

[:]q“—l)“ Z il,T.r.l,il :

ml,!
i1++ij=m q[ ]q

X[n]q[n_l]q [Tl m— k+1] n m— kq(x /1)

© T
" m [n],!
L8er 3 i
J [ ! | — F 1 Pn-m—-k,q\t
m=0 =0 Ha ig+-+i=m o lidg [klg! [m]gt [n —m — k]!
S +k
T] B m n y
= Z [ Al(—l)r l Z [ . ] [ ] [ ] B;—m—kq(x; A)
m=0 1=0 Ha e S VL A m+kl,l k1

bulunur ve by , katsayisi yerine yazilirsa

Bjq(x,4) = ZZ[’ZA]qll(_l)r—z z [llfl ll] [m+k m+k]

n
k=0m=0 =0 ig+o+i=m

X By kg (6, DB (2, 2)

esitligi elde edilir.
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