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1.GIRIS

Matematigi olusturan konular ele alindiklart donemin kosullar1 ve ihtiyaglari ile
baglantili olup ilgi ve anlamlandirma agisindan doniisiim, gelisim gostermektedir.
Ornek olarak Miken(Antik Yunan) uygarliginda geometri, yon ve mesafe baglantilarini
inceleyen matematigin dali kabul edilirken; bugunki hesaplamali geometri, diferansiyel
geometri, cebirsel geometri, ayrik geometri, cebirsel topoloji ve projektif geometri gibi

alt dallarina ayrilmustir.

Geometrinin alt dallarindan biri olan diferansiyel geometri icin de benzer durum
gecerlidir. Modern yaklasimda, geometri ve diferansiyel geometri arasindaki ¢izginin
giderek kayboldugu gorilmektedir. Diferansiyel hesap, integral hesap ve lineer cebir
tekniklerini kullanarak diferansiyellenebilir manifoldlar1 inceleyen Klasik diferansiyel
geometri, Ozel olarak egrilerin ve yizeylerin genel ve yerel olan o6zelliklerini
incelemektedir. Yerel Ozellikler ile anlatilmak istenen, egrinin veya yiizeyin bir nokta
etrafindaki davranisi anlasilmaktadir. Daha genel bir ifade ile manifoldlarin geometrik
yapisini yani boyut, mesafe, sekil, hacim gibi kavramlarini arastiran diferansiyel
geometri, manifoldlarin izometriler altinda degismez kalanlari ile ilgilidir. Bundan

dolay1 diferansiyel geometrinin tanimi, modern geometrinin tanimina yakindir.

Diferansiyel geometrinin temel ¢alisma alam olan veya gercek diinya
problemlerinin ¢6ziimiinde siklikla kullanilan kavramlar arasinda yer alan egriler ve
egrilikler hem kuramsal acidan hem de uygulamalari itibar ile giincelligini koruyan bir

caligma sahasidir (Ersoy, Akyigit, Yildiz 2023).

Bertrand egrileri iyi tanimlanan egrilerdendir. Bu egriler ilk defa 1850°de Joseph
Louis Frangois Bertrand tarafindan tanimlanmistir. Asli normalleri paralel olan bu
egriler J.Bertrand tarafindan Bertrand egrileri olarak ifade edilmistir (Bertrand 1850).
Son zamanlarda, Bertrand egrileri bilgisayar destekli geometrik tasarimlarda (CAD) ve
bilgisayar destekli tretimlerde (CAM) 6nemli bir yer almaktadir (O’Neill 1983; Unal,
Kisi, Tosun 2013).

Iyi tanimlanan diger bir egri de Mannheim oldugu bilinmektedir. Bu egri A

sifirdan farkli bir sabit olmak iizere, » = A /(3? + t2) denklemini saglar. Burada »



egrinin egriligi ve T egrinin burulmasidir (Mannheim 1878; Blum 1966). Literatirde

Oklid ve Minkowski uzayr gibi farkli uzaylarda Mannheim egrilerini kapsayan
calismalar vardir (Liu ve Wang 2008; Lee 2011).

Diferansiyel geometrideki Serret-Frenet formiilleri Oklid uzayinda bir egri
boyunca hareket eden parcacigin kinematik ozelliklerini agiklar. {77, ', B} catis1 olarak
ifade edilen bu cat1 sirasiyla teget vektor, asli normal vektor ve binormal vektdrden
olusur. Serret-Frenet catist diger c¢ati calismalarinin yapitasini olusturur. Ayrica,
giinimiize kadar egrilerin oOzelliklerinin incelenmesinde ¢esitli alternatif ¢atilar

olusturulmustur (Seving ve Kusak Samanci 2022).

Fermi 1922 yilinda, Fermi turevini hizlanan gdzlemcilere gore tanimlamistir.
Sonrasinda 1932 yilinda Walker, herhangi bir a egrisi (g6zlemcinin lzerinde hareket
ettigi egri-¢izdigi rota) i¢in tanimlanmus hiperytzeyler tizerindeki Fermi tirevini uzay
egrilerinde daha genis haliyle Fermi-Walker tiirevini tanimlamistir. (Benn ve Tucker
1989; Dandoloff 1989; Balakrishnan 2005).

Fermi-Walker tlirevi yapilan ¢aligmalarin bir¢ogunda fiziksel olarak agiklanip,
yapilan calismalarda geometrik degerlendirmelere fazla yer verilmemistir. Bundan
dolay1 Karakus ve Yayli Fermi-Walker tiirevinin geometrik anlammna ve
degerlendirmelerine 2012 ve 2018 yillar1 arasindaki caligmalarinda yer vermislerdir

(Ucar 2019).

Bu tez ¢aligmasinda 3 —boyutlu Oklid uzayinda Bertrand ve Mannheim egrileri
ayri ayr1 tantmlanip Bertrand ve Mannheim egri ¢iftlerinin Serret-Frenet vektor alanlari
boyunca Fermi-Walker ve Normal Fermi-Walker tlrevleri hesaplanmistir. Daha sonra
ayni vektor alanlarinin Fermi-Walker ve Normal Fermi-Walker anlaminda paralel olup

olmadigi durumlar1 incelenmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bélumde tez galismasinda kullanilan tanim ve teoremler gosterilmistir.
2.1 Afin Uzay1

Tanim 2.1.1. (Afin Uzay): A bostan farkli cimleyi ve V, bir K cisminin tzerindeki

vektor uzayini gostersin. Asagidaki 6nermeleri dogru olarak ifade eden bir

f: AXA >V

fonksiyonu belirtilirse, A climlesine V uzayi ile birlesen Afin Uzay denir.

(i) VP,Q,R € Aigin
f(P,Q) +f(QR) = f(P,R)
(ii) VP € Ave a € V icin
f(P,Q) =«
olan bir tane Q € A noktas1 vardir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.2. (Afin Cat1): A nokta kiimesi, V vektor uzayi ile birlesen n boyutlu afin

uzayi gostersin. Py, P4, ..., P,, € A olmak (izere, n tane vektorden olusan

{PoP1,PoP2, PPy, ..., PoPy}

kiimesi, V uzaymn bir tabanini belirtiyorsa, {Pg, P4, P, ..., P,} kimesine A afin
uzayinin bir Afin Catis1 denir (Ozdemir 2020).

Tamim 2.1.3. (Afin Koordinat Sistemi): V, K cismi Gzerindeki bir vektor uzayini, A
kiimesi de V vektor uzaymin birlestigi n boyutlu afin uzaymi gostersin. § =
{Po, P41, P, ..., P} kiimesi, A afin uzayindaki afin gatisini belirtmek {izere, herhangi

bir Q € A noktasi i¢in;



n
0= ) acPoPy
k=1

olmak tizere gy € K skaler sayilar1 vardir. Bu durumda (q4, g3 ..., q5,) sirali n lisine,

Q noktasinin, {P,, P, P, ..., P,,} catisina gore afin koordinatlar: denir.
xit A - K, Q-x;(Q) =q;

seklinde tanimlanan, x; fonksiyonlarina da, A afin uzaymin § afin catisina gore,
koordinat fonksiyonlar1 denir. x; koordinat fonksiyonlarinin olusturdugu
{x1, x5 ..., x,} sistemine Afin koordinat sistemi denir. x;(Q) = q; degerine Q

noktasinin i-inci afin koordinati denir (Ozdemir 2020).

Tanmm 2.1.4. (i¢ Carpim Uzay1): A kiimesi ile birlesen V vektor uzay bir afin uzay:
gostersin.
(,): VXV >R
xy) = G)xy) =(x,y)
ile ifade edilen fonksiyon Va,b € R igin;
(i) Simetrik:
(x,y) = (y,x)

(ii) Pozitif tanimlilik:

(x,x)=0; (x,x) =0 x=0

(iii) Bilineerlik:
(ax +y,z) = alx, z) + (y, z)
(x,y +bz) = (x,y) + b{x, z)

Ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona i¢ carpim veya skaler c¢arpim denir.

Boylelikle V ye de i¢c ¢carpim uzayi denir (EKici 2021).



Tamm 2.1.5. (Vektorel Carpim): E3 uzayinda U= (uy,uy u3) Ve V=

(11, 19, v3) Vvektorlerinin vektorel carpimu,

i J k
U1 Uy Uj
vy v, U3

uxv= = (/LL2’03—/LL34)’2,/LL34)’1—’M,14Y3,/LL1’U’2 _’uzz’(fl)

bi¢giminde tanimlanir. U X V vektori hem U hem de V vektériine dik olan bir
vektordiir (Ozdemir 2020).

Tanim 2.1.6. (Karma Carpim): E3 uzayinda U = (u, Uy, 13) , V = (v, 05, 13)

ve W = (wy, w,, ws3) vektorlerinin karma garpimu,

U1 Uy Uj
v, U U3
wy; W, Ws

(UXV,W) =

bi¢iminde tanimlamr. (U,V,W) veya [T, V, W] biciminde yazilir (Ozdemir 2020).

Tanim 2.1.7. (Diferensiyellenebilir Manifold): 9t, topolojik bir n —manifoldu
gostersin. 9 manifoldu Gzerinde C* simfindan diferensiyellenebilir  yap1
tamimlaniyorsa 9t ye C* smifindan bir diferensiyellenebilir manifold denir (Salimov
ve Magden 2008).

Tamim 2.1.8. (Riemann Manifoldu): 9t diferensiyellenebilir manifoldu belirtmek

uzere, x(M) ; bu manifold Uzerindeki C* vektor alanlarinin uzayini gostersin.
g x@) X x(M) - €2 (M, R)
belirtecek sekilde tanimli olan simetrik, pozitif ve 2 —lineer g Riemann metrigi ile

beraber 9t ye Riemann manifoldu denir. (9t,g) ile gosterilir (Kobayashi et al.
1996).



Tanim 2.1.9. (Afin Konneksiyon): 9t, n —boyutlu diferensiyellenebilir manifoldu
gOstermek Gzere, () ; bu manifold Gzerindeki C* vektor alanlarinin uzayini

gostersin.

Vi X(R) X () s ()

ifadesi VX, Y, Z € x(M) ve Vf,g € C* (M, R) belirtmek tzere;

D Ve(Y+2) =VxY+VyZ

(D) VixsgyZ = F(Vx2) + g(Vy2)

(iii) Vx (FY) = fVxY + X (HY

ozellikleri saglandiginda V ya 9t de bir Afin Konneksiyon denir (Hacisalihoglu

2000).

Tanim 2.1.10. (Levi-Civita Konneksiyonu): (3,g) n —boyutlu Riemann
manifoldu, V da 9t de bir afin konneksiyonu gostersin. VX, Y,Z € x(9) olmak

Uzere;

(D) VY = VyX = [X, Y]
(i) Xg(Y,2) = g(VxY,2) + g(Y,Vx2)

ozellikleri saglaniyor ise V ya 9t de sifir torsiyonlu Riemann Konneksiyonu veya 9t

nin Levi-Civita Konneksiyonu denir (Hacisalihoglu 2000).



2.2. n —Boyutlu Oklid Uzay1

Tanmm 2.2.1. (Oklid Uzay1): A reel afin uzay1 ve V, A nim birlestigi vektor uzayini
gostersin. t = {ry, 15 ...,1,} Ve s = {5, 5, ..., 5, } belirtmek (zere, V vektor uzayinda
Vi, s € Vigin,

(,): VxV >R

n

(59) > (59 = ) 55

i=1
biciminde tanimlanan i¢ ¢arpiminda, A afin uzayina Oklid Uzayr denir ve E™ ile

gosterilir (Hacisalihoglu 2000).
Tanim 2.2.2. (Metrik): X kiimesi bostan farkli olmak tizere,

d: XXX >R
(x,y) > d(x,y)

ile verilen fonksiyonda Vx, ¢, z € X i¢in;
(D d(x,y)=0
(iDd(x,y)=0x=y

(iii) d(x,4) = d(y, x)

(iv)d(x,y) <d(x,2)+d(z3,4)

seklinde ifade edilen ozellikler saglaniyorsa X kimesi (zerindeki 4 fonksiyonu

metrik olarak ifade edilir. Burada olusan (X, &) ye metrik uzay denir (Ekici 2021).

Tanim 2.2.3. (Oklid Metrigi):
d:E" XxE" > R ,

(P,Q) - d(P,Q) = |PQ| = I0 — P|| = ‘/@’E’)

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona E" de Oklid Metrigi veya uzakhk fonksiyonu
denir. P,Q € E™ noktalar1 arasindaki uzaklik & (P,Q) reel sayisina esittir (Ozdemir
2020).



Tanim 2.2.4. (Oklid Catis1): R™ uzayinda, {P,P;,....... ,P,} nokta n + 1 lisine,
n —boyutlu Oklid uzayinda esdeger olan,

vektor n lisi n —boyutlu Oklid uzayinin bir ortonormal tabanini belirtiyorsa, bu

tabana R™ in P, noktasindaki dik ¢atis1 veya Oklid ¢atis1 denir. E™ uzayinda,

1 i=j
e; = (81484 eennn. Sni) 5ij:{ 0 i#j

olmak iizere, {e;, e, ...,e,} catisina Standart Oklid Catis1 denir. E" uzayinda

herhangi bir

U= (uy,Up,...... , Uy, vektoriund, {e,, e, ..., e,,} standart catisina gore,

n
ﬁ) = Z Up€p
#£=1

biciminde yazabiliriz (Ozdemir 2020).

Tanim 2.2.5. (Oklid Koordinat Fonksiyonlar1): R™ de verilen bir P =
(P1, D2y ee- , Pr) NOKtasi igin,

x;:R" - R, 2(P)=p;,(1<i<n)

bigiminde tamimlanan x; fonksiyonlarina Oklid koordinat fonksiyonlar1 denir

(Ozdemir 2020).

Tamim 2.2.6. (Norm): n —boyutlu Oklid uzaymda f(£) = (f;(£),f,(£), ..., [, ()

vektor degerli fonksiyonun normu;

IO = B+ B+ + @)

esitligi ile tanimlanir (Ozdemir 2020).



2.3. Oklid Uzayinda Egriler ve Frenet Formilleri

Tamm 2.3.1. (Egri): n —boyutlu Oklid uzayr E" ve I, R nin baglantili olan acik alt
cumlesini belirtsin. g: I < R — E™ ifadesi diferensiyellenebiliyorsa g(I) cimlesine
E™ de bir egri denir ve s € I degiskeni de S egrisinin parametresidir (Hacisalihoglu
2000).

Tanim 2.3.2. (Skaler Hiz Fonksiyonu ve Skaler Hiz): J , E"™ uzayinda bir egri

olsun ve (I, ) koordinat komsulugunu gaostersin.

1p'lI: I - R
s = IBlI(s) = IB" ()

esitligindeki fonksiyon egrinin skaler hiz fonksiyonu olarak isimlendirilir ve J
egrisinin B(s) noktasindaki skaler hizi ise [|'(s)|l reel sayisidir (Hacisalihoglu
2000).

Tanim 2.3.3. (Birim Hizh Egri): M egrisi, (I, ) koordinat komsulugu ile verilmis

olsun. Eger Vs € I igin,

18"l =1
esitligi saglaniyorsa M egrisine, (I, 8) koordinat komsuluguna gére birim hizh egri
denir. Burada egrinin s € I parametresi yay parametresini ifade eder
(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.3.4. (Regiiler Egri): : I — R"™ egrisi ifade edilsin. Vs € I oldugunda,

B'(s) #0

saglaniyorsa 8 ye regiiler egri denir (Sabuncuoglu 2010).

Tanim 2.3.5. (Yay Uzunlugu): 5: I c R — E™ olacak sekilde bir egri kabul edilsin.

Burada a, b € I olmak izere g min 8(a) ile B(b) arasindaki uzunlugu



b
j 18Ol de,t € T

seklinde ifade edilen reel sayisidir (O’Neill 1966).

Tanmm 2.3.6. (Vektor Alani): G, R™ uzayinda acik alt kiime belirtsin. G nin g
noktasinin her birinden g noktasinda bir teget vektdr olusturan fonksiyona, G
Uzerinde tanimlanan vektor alami denir. x(R™), R™ Uzerinde yer alan vektor

alanlarinin ctimlesi olarak belirtilir (Sabuncuoglu 2010).

Tanmm 2.3.7. (Birim Teget Vektor): f: I ¢ R — E3 olacak sekilde 8, birim hizl

kabul edilsin.
3(s) = B'(s)

seklinde verilen J(s) e, belirtilen birim hizli B egrisinde S(s) noktasinda bulunan

birim teget vektorii denir (Sabuncuoglu 2010).

Tanim 2.3.8. (Frenet Vektord): (I,8) koordinat komsulugu ile ifade edilen bir M

egrisi verilsin. Burada ¢ = {ﬁ’,ﬁ”,...,ﬁ(m} linecer bagimsiz olan bir sistem ve

VB, p > 7 oldugunda B € Sp{ep} icin ¢ sisteminden olusturulan {V, ...,V,.}
ortonormal sistemine, M egrisinin Frenet # —ayakh alam ve m € M igin
{v,(m), ...,V.(m)} ye de m € M noktasindaki Frenet  —ayakls1 denir. V; nin

her birine, 1 < i < 7 igin Frenet vektoru denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.3.9. (Frenet 3 —ayaklis1): f:I c R — E3 egrisi s — yay parametreli

egriyi gosterip, Vs € I durumunda bu egrinin teget vektor alani

T(s)= p'(s)
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asli normal vektor alani

B (s) (2.1)

N = 1pmo

ve binormal vektor alani
B(s) = T(s) x N(s)

esitliklerini belirtiyorsa, {7, V', B} (clistine Frenet 3 —ayakhsi denir. Frenet G¢lusi

{7, v, B} sisteminin ortonormal ¢atisidir (Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.3.10. (I, ) koordinat komsulugu ile ifade edilen bir M egrisi gosterilsin.
s € I ya karsilik gelen B(s) noktasindaki Frenet # —ayaklist {V;(s), ..., V,.(s)}

olsun. Bu durumda,

pi:I->Rl1<isr
s = pi(s) =WV i(s),V41(s5))

tammlanan p; fonksiyonu M egrisinin i —yinci egrilik fonksiyonu ve p;(s) reel
sayist s € I igin B(s) noktasinda M nin i —yinci egriligini gosterir (Hacisalihoglu
2000).

Teorem 2.3.1. (I,B) koordinat komsulugunda bir M’ c E™ egrisi gosterilsin. B(s)
noktasinda ifade edilen i —yinci egrilik p;(s) ve s yay parametreli Frenet
v —ayaklist {V,(s),...,V,-(s)} ile tamimli,
V'1(s) = pi(s).Va(s)
V'i(s) = =pi—1(8). Vi1 () + pi (). Vi1 (8) , 1 < i< 7
V' (8) = =ppr_1(8).V,_1(5)
olur (Hacisalihoglu 2000).
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Tamim 2.3.11. (Frenet Formilleri): n —boyutlu Oklid uzayinda (I,B) koordinat

komsulugunda bir S egrisi verilsin.

s = B(s) = (B1(s), B2(5), B3(s))

ile ifade edilen B egrisinin s yay parametresine gore £ (s) noktasindaki Frenet catisi
{T, v, B} yi gostersin.
T'(s) = pa(s)NV(s)

N'(s) = —p1($)T(s) + p2(s)B(s) (2.2)

B'(s) = —po(s)NV(s)

esitliklerine Frenet formdulleri denir (Hacisalihoglu 2000). Esitliklerdeki p; =

u,p, = T Yigosterir.
Tamim 2.3.12. 3 —boyutlu Oklid uzaymda (I,8) koordinat komsulugunda bir S
egrisi igin;

u(s) = p1(s) = lIB" (Sl

esitligine S (s) in s —noktasindaki egriligi denir (Do Carmo 1976).

Tamm 2.3.13. 3 —boyutlu Oklid uzayinda yay parametresi ile gosterilen (I,p)

koordinat komsulugundaki bir 8 egrisi verilsin. B''(s) # 0 olmak Uzere,

B'(s) = —t(s)N(s)
ifadesine gore tanimlanan t(s) degerine B(s) egrisinin s —noktasindaki burulmasi
denir. p,(s) = t(s) dizlemden ne kadar saptigini Olgen egrinin torsiyonudur

(Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.3.2. 8: T c R — E3 olacak sekilde B regiiler bir egri olarak ele almsin.

Burada S egrisinin Serret-Frenet vektor alanlar1 {7, V', B} olarak kabul edilsin.

12



=gl
18T

degeri egrinin egriligi

. (ﬁ/‘ﬂll’ﬂlll)
18" x B"I?

degeri ise egrinin torsiyonu ya da burulmasi olarak ifade edilir (Sabuncuoglu 2010).

Tamm 2.3.14. B egrisi, 3 —boyutlu Oklid uzayinda yay parametresi ile gosterilen
(I, B) koordinat komsulugundaki birim hizli bir egriyi gostersin. [ egrisinin Serret-
Frenet t¢lusl {7, V', B} olsun. Burada;

T 0 x O][T (2.3)
Nl=|-» 0 <z|l™
B’ 0 -t ollsB

olarak ifade edilir (Aldossary and Gazwani 2020).

Tamm 2.3.15. 8: I € R — E3 olacak sekilde 8, s yay parametreli ve birim hizli bir

egri olarak kabul edilsin. B egrisinin Serret-Frenet Uiclist {7, V', B} olsun.

Sp{T(s),N(s)}

dizlemine S (s) noktasinin oskulatér dizlemi veya dokunum duzlemi;

SpiT(s),B(s)}

dizlemine S (s) noktasindaki rektifiyan diizlemi veya dogrultma diizlemi;

Sp{NV(s),B(s)}

dizlemine ise B(s) noktasindaki normal duzlemi veya dik dizlem denir
(Sabuncuoglu 2010).
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Teorem 2.3.3. f: I c R — E3 olacak sekilde B, birim hizl1 bir edri olarak kabul
edilsin. B egrisinin egriligi yani » degeri sifir ise f(I) kimesi E3 teki bir dogruya ait
olan alt kiimedir. Bu durumun tersinde B(I) kimesi E3 teki bir dogruya ait alt

kiimesi ise £ egrisinin » degeri yani egriligi sifira esittir (Sabuncuoglu 2010).

Teorem 2.3.4. f:T c R — E3 olacak sekilde B egrisi diizlemsel ise B egrisinin
torsiyonu yani t degeri sifira esit ve egrinin iginde bulundugu diizlem, egriye ait her
noktadaki oskulator diizlemidir. Bu durumun tersi olan t degeri sifira esit ise §: I C

R — E3 egrisi diizlemseldir (Sabuncuoglu 2010).

Tammm 2.3.16. (Darboux Vektoru): B egrisi, 3 —boyutlu Oklid uzayinda yay
parametresi ile gosterilen birim hizh bir egriyi gostersin. {7, N, B} Frenet tclisinin
egride her s aninda ani olan helis hareketini bir eksen etrafinda yaptigi kabul edilir.
Egrinin S (s) noktasinda bulunan eksenine Darboux(ani dénme) ekseni denir. Bu

eksende yonl ve dogrultusu ifade edilen vektorin,

W =1T + »B

esitligi egrinin fB(s) noktasindaki Darboux vektérld olarak isimlendirilir
(Hacisalihoglu 2000).
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3. MATERYAL YONTEM

3.1. OKlid Uzayinda Bazi Ozel Egriler

Tamm 3.1.1. (Helis): 7, E3 uzayinda egriligi sifirdan farkli bir § egrisinin teget
vektor alanini gosterip, sabit olan U vektori T vektor alani ile sabit bir aci
olusturuyorsa, f egrisine helis denir. Buna gére 3 —boyutlu Oklid uzayinda yay
parametresi ile gosterilen (I, ) koordinat komsulugundaki bir § egrisi ifade edilsin.

Vvt € I durumunda,
U =0
(i) (T (t),U) = cos O, (6 = sabit)

kosullarimi saglayan bir U vektorl varsa, £ egrisine helis denir. Bir helis egrisinin
hem egriligi hem de burulmas: sifirdan farkli ve sabit ise, bu helise dairesel helis
denir (Ozdemir 2020).

Teorem 3.1.1. (Lancret Teoremi): Bir B:I c R — E3 egrisinin helis egrisini

belirtmesinin gerek ve yeter kosulu;
T
— = sabit
V4

olmasidir (Ozdemir 2020).

Tanim 3.1.2. (Salkowski Egrisi): Bir f:I c R — E™ ile belirtilen egrinin
s —noktasindaki torsiyonu

T(s) #0
ve s —noktasindaki egriligi

u(s) = sabit

ise B (s) egrisine Salkowski egrisi denir (Salkowski 1909).
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Tanm 3.1.3. VmER, m # i\r,o . n= \/# olarak verilsin. 3 —boyutlu Oklid

uzayinda s € [— %, %] olmak tzere Salkowski egrisinin parametrik denklemi;

1 1-n 1+n
ﬁm(s) = m(— 2(1+ 2n) sm((l + 2/7)5) - msm((l - 2n)s)
1 1—n 1+n
— Esm(s) ,mcos((l + Zn)s) + mcos((l - 2n)s)

1 1
+ - ¢os (s), yy. cos(2ns))

seklinde ifade edilir (Monterde 2008).

Tamim 3.1.4. (Anti-Salkowski Egrisi): Bir £:I c R — E™ ile belirtilen egrinin
s —noktasindaki torsiyonu
7(s) = sabit
ve s —noktasindaki egriligi
u(s) #0
ise B(s) egrisine Anti-Salkowski egrisi denir (Salkowski 1909).

Tamm 3.15. Vme€R, m# +—,0 ve n = olarak verilsin. 3 —boyutlu Oklid

m
V3’ Vitm?

uzayinda s € [0,%] olmak Uzere Anti-Salkowski egrisinin parametrik denklemi;

Bm(s) = 267 —Dm (n(1 — 4n? + 3 cos(2ns)) cos(s)
. . 1
+ (2[72 + 1) sm(s) sm(2ns) ,m(n(l — 4n?
+ 3 cos(2ns)) sin(s)
nz _
— (2n? + 1) cos(s) sin(2ns), ——— (2ns + sin(2ns)))

seklinde ifade edilir (Monterde 2008).
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3.2. Oklid Uzayinda Bertrand Egri Cifti

Tanmm 3.2.1. (Bertrand Egri Cifti): E3 uzayinda verilen B ve B* egrilerinin
karsilikli noktalar1 birebir eslenmek iizere, f ve [* egrilerinin karsilikli eslenen
noktalarinda normalleri ayn1 dogrultuyu gosteriyorsa, 8 egrisi Bertrand egrisi, £~
egrisi de B egrisinin Bertrand es egrisidir. {f, 8"} egri ciftine de Bertrand egri ¢ifti
denir (Ozdemir 2020).

Sekil 3.1. Bertrand Egri Cifti (Hacisalihoglu,2000).

Teorem 3.2.1. {B,B*} cifti Bertrand egri ¢iftini gostersin. B(s) egrisinin normal

vektor alamt V' (s) olmak iizere, bu iki egri arasinda, A € R/{0} olmak Uzere;
B*(s) = B(s) + AN (s) (3.1)

esitligi yazilabilir.  ve f* egri ¢iftinin karsilikli noktalari arasindaki uzakligi
sabittir (Ozdemir 2020).

Ispat. B(s) birim hizli bir egri olsun. Bu iki egri arasinda, A(s) # 0 olmak uizere,
B*(s) = B(s) + A(s)N (s)
ifadesi olusturulabilir. £*(s) egrisi birim hizli olmayabilir. v* = ||(8*)'(s)I| olsun.

Bu durumda, yukaridaki esitligin tlrevi s parametresine gore hesaplanirsa, 7*(s),

B*(s) egrisinin teget vektor alanini gosteriyorsa,
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vT*(s) =T(s) + A (S)N(s) + A(—xT (s) + tB(s))

elde edilir. Esitligin iki tarafinda da N (s) = +N*(s) ile i¢ carpimimi alirsak,
A'(s) = 0 olur ki, bu 1 € R olmasi1 demektir. Boylece, S(s) ve B*(s) arasindaki
uzaklik,

d = 1B*(s) — B(s)Il = IANV ()l = |A| = sabit
olarak belirlenir.

Teorem 3.2.2. Bertrand egrilerinin karsilikli taraflarinda bulunan teget vektorlerinin

olusturdugu a¢1 olgiistiniin degeri sabit degere esittir (Izumiya and Takeuchi 2001).
ispat. (T, 7*) = 0 oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmus olur.
(T5T) =A@, T)+(T7T")
= (VKN T) +(T*,u\V)
= v (N*T) + x(T*,N)

dir. V¥ (s) /N (s) ve N(s) L T(s) belirttiginden, (V*,T) =0 dir. T* L N'* ve
N*// N ifade ettiginden (T*, V') = 0 a esittir. Buradan (7*,7)' = 0 olur.

Teorem 3.2.3. Bir 8 egrisinin egriligi » ve torsiyonu t ile ifade edilsin. B egrisinin

Bertrand egrisini belirtmesinin gerek ve yeter kosulu;
AL pueR icin Ax+pur =1
esitligini saglamasidir (Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 3.2.4. B egrisi, 3 —boyutlu Oklid uzayinda yay parametresi ile gosterilen
birim hizli bir egriyi gostermek (izere, Bertrand egri cifti f*:1 —» E3 egrisini

belirtsin. {T7*, NV*, B*} Frenet liclusl B* egrisine ait olduguna gore;

T* = (cos0)T — (sin)B
N* =N (3.2)

B* = (sin0@)T + (cos 0)B
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seklinde ifade edilir. Burada cos 6 = (T, T) dir (Izumiya and Takeuchi 2001).
3.1. denkleminden;

B*(s) = B(s) + A(s)N(s)

dp* dp*ds* dp dN  da
ds  ds* ds _ds-l_/1 ds +ds

ve
d*
T* =T+ AN+ AN
ds
T*ds*—T+/1 T + 1B
ds (= °B)

dir. Son denklemi T * ile i¢ carparsak,

d *
(T*,T*)% — (T, T") = belT, T*) + A(B, T*)
elde edilir. Buradan;

ds* 1—=7Ax An(1l—2x) N At (A1)
ds D D D

ds* 1—2Mx+ A%32 N A272
ds D D

ds* (1 - Ax)? . (A7)2
ds D D

ds*  (1—2x)% + (A0)?

&G morram VTG

B*(s) (1-A)T +4tB (1 -10)T + A1B

7= ROl JA -2+ (0?2 D

D =+/(1— 212+ (A7)?
dir (Tanriéver, 1986).

Buradan;
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ds 1 (3.3)

=k
ds* J(1—Ax)? + (A1)2

yazabiliriz.
3.3. Oklid Uzaymda Mannheim Egri Cifti

Tanmm 3.3.1. (Mannheim Egri Cifti): E3 uzaymda verilen M ve M* egrilerinin
karsilikli noktalar1 birebir eslenmek tizere, M egrisinin M(s) noktasindaki asli
normal vektoriiniin dogrultusu ile, M™ egrisinin M*(s) noktasindaki binormalinin
dogrultusu ayni ise, M egrisine Mannheim egrisi, M™(s) egrisine de M egrisinin
Mannheim es egrisi denir. E3 uzayinda verilen {M, M*} egrilerine Mannheim egri
cifti denir (Ozdemir 2020).

B(s)

Sekil 3.2. Mannheim Egri Cifti (Wang and Liu,2007).

Teorem 3.3.1. {M, M*} bir Mannheim egri ¢ifti olsun. M (s) egrisinin NV (s) asli

normal vektor alam ile ifade edilen bu iki egri arasinda, A € R/{0} olmak Uzere;

M*(s) (3.4)
=M(s) + AN (s)
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esitligi yazilabilir. M ve M™ egrilerinin karsilikli noktalar1 arasindaki uzaklik
sabittir (Ozdemir 2020).

Teorem 3.3.2. E3 uzayinda bir M egrisinin Mannheim egrisi olabilmesinin gerek ve

yeter kosulu A # 0 sabit bir degeri belirtmek Uizere M egrisinde » ve T nun;

P (3.5)
= A(#% + %)

denklemini saglamasidir (Mannheim,1878).

Teorem 3.3.3. E3 Oklid uzayinda Mannheim egri cifti {M, M*} ile gosterilsin.
Buradaki 7 ve T teget vektorlerinin olusturdugu ag1 @ y1 belirtmek Uzere bu egri

Giftinin Frenet (iclisu arasinda;

T* = (cos0)T — (sin0)B
N* = (sin0)T + (cos8)B (3.6)
B =N

iliskisi mevcuttur (Orbay ve Kasap, 2009).
Lemma 3.3.1. Salkowski egrisini belirten Mannheim egrisi yoktur (Eisenhart, 1960).

Ispat. M egrisinin Salkowski egrisi oldugunu kabul edelim. Tanim 3.1.2. geregince;

x = sabit=4¢, T =1(5) (3.7)

dir. (3.7) ile (3.5) birlikte ifade edilirse M nin burulmasi sabit olur. Bu durum bir
celigkiyi gosterir.

Lemma 3.3.2. Anti-Salkowski egrisini gosteren Mannheim egrisi yoktur (Eisenhart,
1960).

Ispat. M egrisinin anti-Salkowski egrisi oldugunu kabul edelim. Tanim 3.1.4.

geregince,
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T =sabit=4¢, ® =x(s) (3.8)

dir. (3.8) ile (3.5) birlikte alinirsa M nin egriligi sabit olur. Bu durum bir ¢eligkiyi

gosterir.

Lemma 3.3.3. Eger M Mannheim egrisi genel helis belirtiyorsa M egrisi dairesel

helisi ifade eder ve egriligi ile burulmasi;

1

T EY DR
e

=20+

esitlikleri ile saglanir (Eisenhart, 1960).

Ispat. M egrisi genel helis belirtsin. Burada M nin egriligi »# ve burulmasi T yu

gostermek Uzere Tamim 3.1.1. den;

(3.9)

R

ifadesi elde edilir. (3.9) esitligi;

T (3.10)
=¥fx

esitligine donistiiriilebilir. M egrisi Mannheim egrisini belirttiginden (3.5) esitligini

saglar. (3.10) esitligi (3.5) esitliginde yerine yazilip hesaplanirsa;

1

*Taa+ ey
I

T D)
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elde edilir. 3 ve T sabit degerleri ifade ettiginden M egrisi dairesel helisi gosterir.

3.4. Fermi-Walker Tlrevi

Tanim 3.4.1. (Oklid Anlaminda Paralel Olma): n —boyutlu Oklid uzay1 E" de bir

.. ax . e e .
parametre egrisi boyunca o X vektor alanindaki Oklid tirevini belirtmek tizere;

x—dx—o
=—=

esitligi saglaniyorsa X vektor alanina S egrisi boyunca Oklid anlaminda paraleldir
denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 3.4.2. (Fermi-Walker Turevi): f:I c R — E" olmak (zere s yay

parametreli B(s) egrisi boyunca X herhangi bir vektor alanini gostersin.

VrX = VeX —(T,X)A+ (B, X)T (3.11)

esitligi ile tanimlanan £ (s) egrisi boyunca X vektdr alanindaki VX tiirevine Fermi-
Walker tirevi denir. Burada T = % JA = % olarak ifade edilir (Benn and Tucker

1989).

Tanim 3.4.3. (Fermi-Walker Anlaminda Paralel Olma): f: I ¢ R — E" olmak
Uzere s yay parametreli B(s) egrisi boyunca X herhangi bir vektor alanim gosterip

bu vektor alanindaki Fermi-Walker tiirevi;

VrX =0 (3.12)

ise X vektor alani B(s) uzay egrisi boyunca Fermi-Walker anlaminda paraleldir
denir (Benn and Tucker 1989).

Tanim 3.4.4. (Donmeyen Cati): s yay parametreli olan S(s) uzay egrisi boyunca U ,

V ve W ortonormal vektorleri gostersin.
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WTU = O
V¥V =0 (3.13)

VoW =0

esitlikleri saglaniyorsa {U,V,W} catisina non-rotating (donmeyen) ¢ati denir
(Balakrishnan 2005).

Tamm 3.4.5. (Fermi-Walker Anlaminda Darboux Vektorii): n —boyutlu Oklid

uzay1 E™ de s yay parametreli §(s) egrisi boyunca;

VT =w*X T
VN =w*X N

V;B=w*x B

olacagindan,

w* =1T

esitligindeki vektére {T,NV,B} ye gore Fermi-Walker anlamnda Darboux
vektori denir (Karakus ve Yayli 2012).

3.5. Normal Fermi-Walker Turevi

Tamm 3.5.1. X, R3 te bir vektdr alan1 olsun ve B(s) uzayda bir birim hzl egri

olsun.

DX dX (3.14)
—=—— (N, N+ (N, YN
Ds ds
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olarak tanimlanan tirev, normal Fermi-Walker tlrevi olarak adlandirilir. Bu

7! .. v e gee <
durumda, vV = T Frenet catisiin birim normal vektoriidiir. Eger;

., (3.15)

2

oluyorsa X vektor alami, B(s) egrisi boyunca normal Fermi-Walker anlaminda

paraleldir denir (Keskin ve Yayli1 2017).
Tammm 3.5.2. s yay parametreli olan [(s) uzay egrisi boyunca U , V ve W

ortonormal vektorleri gostersin.

DU

e — 0

Ds

DV 0 (3.16)
Ds

DW

—_ - = 0

Ds

esitlikleri saglamyorsa {U,V,W} catisina normal Fermi-Walker non-rotating

(donmeyen) ¢ati denir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde tanim ve teoremlerden yararlanilip olusturulan ve tez
calismasinin temelini olusturan Bertrand ve Mannheim egri ciftlerinin Frenet vektor
alanlariin Fermi-Walker tirevleri ve normal Fermi-Walker tlrevleri hesaplanarak

elde edilen bulgulara yer verilmistir.

4.1.Bertrand Egri Ciftinin ve Mannheim Egri Ciftinin Serret-Frenet Vektor

Alanlarmmin Fermi-Walker Turevleri
4.1.1. Bertrand Egri Ciftinin Teget Vektor Alammin Fermi-Walker TUrevi

Bu bolimde, B: I ¢ R — E3 egrisi birim hizli s yay parametreli olarak
tamimlanan £ egrisi ele alinmistir. [ egrisinin Bertrand egri ¢iftini belirten g*
egrisinin J* teget vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi hesaplanip bazi sonuglar elde

edilmistir.

B:I c R — E3 egrisi birim hizli s yay parametreli olarak tanimlanan f
egrisi verilsin. B egrisi ile Bertrand egri ¢ifti olan 8* egrisi ele alinsin. 8 egrisinin
teget vektor alan1 7, B* egrisinin teget vektor alani ise T *olarak verilsin. (3.2) ve
(3.11) denklemleri kullanilarak B(s) birim hizli egrisini Bertrand egri ¢iftini belirten

B*(s*) egrisinin teget vektor alaninin Fermi-Walker tlirevi;

VT = VT = (T*, T*WopsT* + (Ve T, T*)T*

seklinde ifade edilir. (T*,T*) = 1 esitligi géz oniine alinarak gerekli diizenlemeler

yapildiginda;

VT = (Vg T, T)T (4.1)

esitligi elde edilir. Burada (3.2) ve (3.3) esitlikleri kullanilirsa;
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dT* _ dT* ds

V *T* = =
T ds* ds ds*

= [T (—ksinB8) + T'(kcos0) + B(—k cos0) + B'(—k sin )] (4.2)

ifadesi bulunur. (4.2) esitliginde (2.2) esitliginde bulunan Serret-Frenet elemanlari

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

VrT* =T (—ksin0) + N (kxcosf + krsinf) + B(—k cos0) 4.3)

bulunur. (3.2) ile (4.3) esitlikleri Tanim 2.1.4. de ifade edilen tanim geregi
hesaplanirsa;

(VrsT*,T*) =0 (4.4)

elde edilir. (4.4) esitligi (4.1) esitliginde kullanilirsa;

(Ve T*, T*T* =0 (4.5)

bulunur. Boylece;
VT =0 (4.6)

elde edilir. (4.6) ifadesi ile B*(s*) egrisinin teget vektor alamnin Fermi-Walker

tiirevi hesaplanmis olur.
Teorem 4.1.1.1. (B,B") birim hizl1 Bertrand egri ¢iftini belirtsin. Bu egrilere ait
olan Serret-Frenet tigliisii sirasiyla {7, V', B}, {T*, N*,B*} olsun. T* vektor alani

sin 6 # 0 ve cos 8 # 0 olmak Uzere Fermi-Walker anlaminda paraleldir.

Ispat. (4.6) esitliginden 7* vektor alaninin Fermi-Walker anlaminda paralel oldugu

agiktir.
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Sonug 4.1.1.1. (B, £™) birim hizli Bertrand egri ¢iftini belirtsin. g egrisinin egriligi »
olmak Uzere » = sabit icin §* Bertrand egri ciftinin teget vektor alanm1 7%, Fermi-
Walker anlaminda paralel olup ayni zamanda t # 0 oldugunda £ egrisi Salkowski

egrisi olur.

Ispat. (4.5) ve (4.6) esitligi sifira esit oldugundan (3.3) esitliginde bulunan k
ifadesinde »x = sabit ve 7 # 0 alimirsa Tamim 3.4.3. geregi T* vektor alaninin
Fermi-Walker anlaminda paralel oldugu anlamina gelir. Ote yandan B egrisinin
degeri sabit iken T degeri sifirdan farkli oldugunda £ egrisi Tamim 3.1.2. de ifade

edildigi tizere Salkowski egrisi olur.

Sonug 4.1.1.2. (8, ) birim hizl1 Bertrand egri ¢iftini belirtsin. B egrisinin burulmasi
T olmak Uzere T = sabit icin £ Bertrand egri ¢iftinin teget vektor alan1 T*, Fermi-
Walker anlaminda paralel olup aym zamanda i # 0 oldugunda f egrisi anti-

Salkowski egrisi olur.

Ispat. (4.5) ve (4.6) esitligi sifira esit oldugundan (3.3) esitliginde bulunan k
ifadesinde t = sabit ve » # 0 alimirsa Tamm 3.4.3. geregi T* vektor alaninin
Fermi-Walker anlaminda paralel oldugu anlamina gelir. Ote yandan f egrisinin T
degeri sabit iken » degeri sifirdan farkli oldugunda g egrisi Tanim 3.1.4. de ifade

edildigi lizere anti-Salkowski egrisi olur.

Sonu¢ 4.1.1.3. (B,B*) birim hizli Bertrand egri ¢iftini gostersin. B egrisinin
burulmast 7 olmak Uzere T = 0 alinirsa T* vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda

paralel olup B egrisi diizlem egrisi olur.

Ispat. (4.5) ve (4.6) esitligi sifira esit oldugundan (3.3) esitliginde bulunan k
ifadesinde T = 0 alimirsa Tamim 3.4.3. geregi T vektor alanimin Fermi-Walker
anlaminda paralel oldugu anlamina gelir. Burada f egrisinin 7 degeri sifir

oldugundan S egrisi Teorem 2.3.4. te ifade edildigi iizere diizlem egrisi olur.
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Sonu¢ 4.1.1.4. B egrisi dairesel helis olmasi durumunda B*(s*) egrisinin teget vektdr

alam 7%, Fermi-Walker anlaminda paralel olur.

Ispat. (4.5) ve (4.6) esitligi sifira esit oldugundan (3.3) esitliginde bulunan k
ifadesinde t = sabit ve » = sabit almirsa Tanim 3.4.3. geregi T * vektor alaninin
Fermi-Walker anlaminda paralel oldugu anlamina gelir. Burada £ egrisinin 7 ve x
degeri sabit oldugundan f egrisi Teorem 3.1.1. de ifade edildigi tizere dairesel helis

olur.

4.1.2. Bertrand Egri Ciftinin Normal Vektor Alamimin Fermi-Walker TUrevi

Bu bélimde, f:I € R - E3 egrisi birim hizli s yay parametreli olarak
tanimlanan B egrisi ele almmistir. f egrisinin Bertrand egri ciftini belirten S*
egrisinin V" normal vektor alaninin Fermi-Walker tlirevi hesaplanip bazi sonuclar

elde edilmistir.

B:I cR - E3 egrisi birim hzli s yay parametreli olarak tanimlanan S
egrisi verilsin. B egrisi ile Bertrand egri cifti olan 8™ egrisi ele alinsin. 8 egrisinin
normal vektor alant V', *egrisinin normal vektor alani ise V' * olarak verilsin. (3.2)
ve (3.11) denklemleri kullanilarak £(s) birim hizli egrisinin Bertrand egri ¢iftini

belirten B*(s*) egrisinin normal vektor alanindaki Fermi-Walker tiirevi;

VN =V N = (T N )Wy T + (Ve T, N )T

esitligi ile elde edilir. (T, V*) = 0 esitligi goz Oniine alinarak gerekli diizenlemeler
yapildiginda;
Vi N* =V N* + (Ve T N *)T (4.7)

esitligi bulunur. Burada (3.2) ve (3.3) esitlikleri kullanilirsa;
dN*  dN™ ds
ds*  ds ds*

(4.8)

VT*N*: :N’k

ifadesi bulunur. (4.8) esitliginde (2.2) esitliginde bulunan Serret-Frenet elemanlari

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;
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V- N* = T(—ks) + B(kr) (4.9)

bulunur. (3.2) ile (4.3) esitlikleri Tanim 2.1.4. de ifade edilen tamim geregi
hesaplanirsa;

(V7T*, N*) = (kx cos 6 + kt sin 0) (4.10)

elde edilir. (3.2) ile (4.10) esitlikleri goz Oniine alinarak gerekli diizenlemeler
yapilirsa;

(VT NH)T (4.11)
= T (kx cos? 0 + kt cos 0 sin ) + B(—kt sin? 8 — kx cos 6 sin 0)

elde edilir. Burada (4.9) ile (4.11) esitlikleri kullanilarak;

Ve N* = [T(kn(cos? 6 — 1) (4.12)
+ ktcos 0 sin 0) + B(kt(1 — sin? 8) — ki cos 0 sin )]

ifadesi ile B*(s*) egrisinin normal vektor alaminin Fermi-Walker tiirevi hesaplanmisg

olur.

Teorem 4.1.2.1. (B, B*) birim hizli Bertrand egri ¢iftini belirtsin. Bu egrilere ait olan
Serret-Frenet Uclisu sirasiyla {7, NV, B}, {T*, N*,B*} olsun. N* vektor alaninin
Fermi-Walker anlaminda paralel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sinf # 0 ve

cos B # 0 olmak Uzere B egrisinin bir helis egrisi olmasidir.

Ispat. V* vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda paralel olsun. O halde Tanim 3.4.3.

geregi (4.7) esitliginin sifir olmasi gerekir. BOylece;

VT*N* + (VT*T*,N*>T* =0

yazabiliriz. (4.9), (4.11) ve (4.12) esitlikleri goz Oniine alinarak (4.12) esitliginde k #

0 oldugundan Serret-Frenet katsayilar1 sifir olmalidir. Bu durumda;
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{k%(cos2 0 —1)+ ktcosfsind =0 (4.13)
kt(1 — sin? ) — ks cosfsinf =0

olur. sin 8 # 0 ve cos 6 # 0 oldugu goz Oniine alinarak (4.13) denkleminde;

—xsinf@ + tcosf =0 (4.14)

esitliginde tek bir denklem olarak elde edilir. (4.14) denkleminde iz A = sabit

olup B egrisi bir helistir. Bu durumda (4.12) esitligi sifira esit olup V'* vektor alani

Fermi-Walker anlaminda paraleldir.

Tersine S bir helis egrisi olsun. Bu durumda sin 8 # 0 ve cos8 # 0 olmak

(izere i =tanf = ::;Z =4 olup 7 =Ax ve sinf = AcosO esitlikleri (4.7) ve

(4.12) denklemlerinde kullanildiginda (4.12) esitligi sifira esit olup N vektor alani

Fermi-Walker anlaminda paraleldir. Boylece ispat tamamlanur.

Sonu¢ 4.1.2.1. B egrisi dairesel helis olmasi durumunda B*(s*) egrisinin normal

vektor alanm1 V'*, Fermi-Walker anlaminda paralel olur.

Ispat. B egrisi dairesel helis olsun. Teorem 3.1.1. de bulunan tanim geregi » ve T

degerleri sabit olur. (4.14) denkleminin bir ¢6ziml olan » = —ver = —,
sinf cos 6

(4.12) esitliginde yerine yazilirsa;

Vi N* = VN + (VT N )T = 0

esitligi saglanir. Tanim 3.4.3. geregi NV'* vektor alaninin Fermi-Walker anlaminda

paralel oldugu anlamina gelir.

4.1.3. Bertrand Egri Ciftinin Binormal Vektor Alammmin Fermi-Walker Turevi

Bu bolimde, B:I c R — E3 egrisi birim hizli s yay parametreli olarak

tanimlanan [ egrisi ele alinmistir. § egrisinin Bertrand egri ¢iftini belirten S*
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egrisinin B* binormal vektor alanimin Fermi-Walker tiirevi hesaplanip bazi sonuclar

elde edilmistir.

f:I cR - E3 egrisi birim hizi s yay parametreli olarak tanimlanan f
egrisi verilsin. 8 egrisi ile Bertrand egri ¢ifti olan §* egrisi ele alinsin. [ egrisinin
binormal vektor alam B, *egrisinin binormal vektor alami ise B* olarak verilsin.
(3.2) ve (3.11) denklemleri kullanmilarak S(s) birim hizli egrisinin Bertrand egri

ciftini belirten B*(s*) egrisinin binormal vektor alanimin Fermi-Walker tlrevi;
VrsB* = VpuB* — (T, B W T* + (VT ¥, B*)T*

esitligi ile elde edilir. (T*,B*) = 0 esitligi géz Oniine alinarak gerekli diizenlemeler
yapildiginda;
ViB* = ViuB* + (V7T ¥, B*)T* (4.15)

denklemi bulunur. Burada (3.2) ve (3.3) esitlikleri kullanilirsa;

o g 4B _dB'ds
T2 T ds*  ds ds*
= [T'(ksin@) + T(k cos0) + B'(k cos8) + B(—k sin9)] (4.16)

bulunur. (4.16) esitliginde (2.2) esitliginde bulunan Serret-Frenet elemanlar

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

Vy+B* = [T(k cos0) + N (kx sin @ — kt cos0) + B(—k sin 9)] (4.17)

bulunur. (3.2) ile (4.3) esitlikleri Tamim 2.1.4. de ifade edilen tamim geregi

hesaplanirsa;

(V-T*, B*) = —k (4.18)

elde edilir. (3.2) ile (4.18) esitlikleri goz Oniine alinarak gerekli diizenlemeler
yapilirsa;

(VoT*,B*)T* = T (—k cos6) + B(k sin 9) (4.19)

elde edilir. Burada (4.17) ile (4.19) esitlikleri kullanilarak;
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V7B* = N (ks sin 0 — kz cos 9) (4.20)

elde edilir ve bdylece B*(s*) egrisinin binormal vektor alaninin Fermi-Walker tirevi

hesaplanmis olur.

Teorem 4.1.3.1. (f,B") birim hizli Bertrand egri ¢iftini belirtsin. Bu egrilere ait
olan Serret-Frenet tclisu sirasiyla {77, NV, B}, {7*, N'*, B*} olsun. B* vektér alaninin
Fermi-Walker anlaminda paralel olmasinin gerek ve yeter kosulu sin6 # 0 ve

cos @ # 0 olmak Uzere S egrisinin bir helis egrisi olmasidir.

Ispat. B* vektdr alan1 Fermi-Walker anlanunda paralel olsun. O halde Tanim 3.4.3.

geregi (4.15) esitliginin sifir olmas1 gerekir. Buradan,;

Ve B* + (VT BT * = 0

yazabiliriz. (4.17), (4.19) ve (4.20) esitlikleri gbz Oniine alinarak (4.20) esitliginde

k # 0 oldugundan Serret-Frenet katsayilar1 sifir olmalidir. Bu durumda;

(kxsin@ — ktcosf) =0 (4.22)

olur. sin 8 # 0 ve cos @ # 0 oldugu goz oniine alinarak (4.21) denklemi;

usinf —tcosf =0 (4.22)

esitliginde tek bir denklem olarak elde edilir. (4.22) denkleminde iz A = sabit

olup B egrisi bir helistir. Bu durumda (4.20) esitligi sifira esit olup B* vektor alani

Fermi-Walker anlaminda paraleldir.

Tersine £ bir helis egrisi olsun. Bu durumda sin 8 # 0 ve cos8 # 0 olmak

(izere 5 =tanf = ::;Z =4 olup T = Ax ve sin6 = Acos 6 esitlikleri (4.15) ve

(4.20) denklemlerinde kullanildiginda (4.20) esitligi sifira esit olup B* vektor alani

Fermi-Walker anlaminda paraleldir. Boylece ispat tamamlanur.
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Sonug 4.1.3.1. B* egrisinin binormal vektor alan1 B*m Fermi-Walker tlrevi V' yonli

bir vektordur.
Ispat. (4.20) denklemi ile ispat aciktir.

Sonug 4.1.3.2. B egrisi dairesel helis olmasi durumunda B*(s*) egrisinin binormal

vektor alanm1 B*, Fermi-Walker anlaminda paralel olur.

Ispat. 8 egrisi dairesel helis olsun. Teorem 3.1.1. de bulunan tanim geregi » ve T

- . . . . T 1
degerleri sabit olur. (4.22) denkleminin bir ¢6zimu olan » = g Ve T= o

(4.20) esitliginde yerine yazilirsa;

VrB* = VyeB* + (V7 T*, B*)T* =0

esitligi saglamir. Tamim 3.4.3. geregi B* vektor alaninin Fermi-Walker anlaminda

paralel oldugu anlamna gelir.

T*,N*, B* vektor alanlarinin Fermi-Walker anlaminda paralel olduguna dair teorem
ve sonugclar dikkate alindiginda asagidaki sonuca ulagilir.

Sonug 4.1.3.3. (8, ") birim hizli ve s yay parametreli Bertrand egri ¢ifti olsun. g~
egrisi boyunca 7%, N'* ve B* ortonormal vektorler olmak Uzere S egrisinin helis
egrisi olmasi durumunda {7* NV* B*} (Uclisi bir non-rotating (dénmeyen) cati

olusturur.

Ispat. B* egrisi boyunca 77*, N'* ve B* ortonormal vektorler olmak iizere Teorem
4.1.1.1. is1iginda B* egrisinin T* vektor alaninin Fermi-Walker anlaminda paralel
oldugu agiktir. Teorem 4.1.2.1. 1s1ginda [ egrisinin N'* vektor alaninin Fermi-
Walker anlaminda paralel oldugu agiktir. Teorem 4.1.3.1. 1s18inda S* egrisinin B*
vektor alaninin Fermi-Walker anlaminda paralel oldugu agiktir. BOylece Tanim
3.4.4. geregi {T*, V¥, B* } Gglusu B egrisinin helis egrisi olmasi durumunda bir non-

rotating (donmeyen) ¢at1 olusturur.
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4.1.4. Mannheim Egri Ciftinin Teget Vektor Alammin Fermi-Walker Turevi

Bu bolimde, M:I c R - E® birim hizli olarak tammli M egrisi ele
alinmistir. M egrisi ile Mannheim egri ¢ifti olan M ™ egrisinin T teget vektor

alaninin Fermi-Walker tlirevi hesaplanip bazi sonuglar elde edilmistir.

M egrisi M: I c R - E3 birim hizli egri olarak tanimlansin. M egrisi ile
Mannheim egri ¢ifti olan M ™ egrisi ele alinsin. M egrisinin teget vektor alan1 7, M'*
egrisinin teget vektor alami ise T *olarak verilsin. (3.6) ve (3.11) denklemleri
kullamlarak M (s) birim hizli egrisi ile Mannheim egri ¢ifti olan M *(s*) egrisinin

teget vektor alaninin Fermi-Walker tirevi;
VrT* = VT * — (T, T Wy * + (Ve T, T*)T

seklinde ifade edilir. (T*,T*) = 1 esitligi géz oniline alinarak gerekli diizenlemeler
yapildiginda;
VT * = (Vg T, T*)T (4.23)

esitligi elde edilir. Burada (3.3) ve (3.6) esitlikleri kullanilirsa;

VT*—dT*—dT*dS
T T ds T ds ds*
= [T (—ksinB) + T'(k cos6) + B(—k cos0) + B'(—kssin 6)] (4.24)

ifadesi bulunur. (4.24) esitliginde (2.2) esitliginde bulunan Serret-Frenet elemanlari

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

VyT* =T (=ksin0) + N (kxcos8 + ktsin8) + B(—k cos ) (4.25)

bulunur. (3.6) ile (4.25) esitlikleri Tanim 2.1.4. de ifade edilen tanmim geregi
hesaplanirsa;

(VT T*) =0 (4.26)

elde edilir. (4.26) esitligi (4.23) esitliginde kullanilirsa;
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(VpeT 5, THT* = (4.27)

bulunur. Boylece;
VrT*=0 (4.28)

ifadesi ile M *(s*) egrisinin teget vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi hesaplanmig

olur.

Teorem 4.1.4.1. (M ,M™) birim hizli Mannheim egri ¢ifti olsun. Bu egrilere ait
olan Serret-Frenet ligliisii sirasiyla {7, V', B}, {T*, N'*,B*} olsun. T* vektor alani

sin 6 # 0 ve cos 8 # 0 olmak uzere Fermi-Walker anlaminda paraleldir.

Ispat. (4.28) esitliginden 7* vektdr alaninin Fermi-Walker anlanminda paralel oldugu

agiktir.

Sonug 4.1.4.1. (M, M™) birim hizli Mannheim egri ¢iftini gdstersin. M egrisinin
torsiyonu t olmak tizere T = 0 alimirsa T* vektor alam1 Fermi-Walker anlaminda

paralel olup M egrisi diizlem egrisi olur.

Ispat. (4.27) ve (4.28) esitligi sifira esit oldugundan (3.3) esitliginde bulunan k
ifadesinde 7 =0 alimirsa Tamim 3.4.3. geregi T vektor alanmin Fermi-Walker
anlaminda paralel oldugu anlamina gelir. Burada M egrisinin 7 degeri sifir

oldugunda M egrisi Teorem 2.3.4. te ifade edildigi lizere diizlem egrisi olur.

Sonug 4.1.4.2. M egrisi dairesel helis olmasi durumunda M *(s*) egrisinin teget

vektor alanm T, Fermi-Walker anlaminda paralel olur.

Ispat. (4.27) ve (4.28) esitligi sifira esit oldugundan (3.3) esitliginde bulunan k
ifadesinde t = sabit ve » = sabit almirsa Tanmim 3.4.3. geregi T vektor alaninin
Fermi-Walker anlaminda paralel oldugu anlamina gelir. Burada M egrisinin 7 ve x
degeri sabit oldugunda M egrisi Teorem 3.1.1. de ifade edildigi lizere dairesel helis

olur.
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4.1.5. Mannheim Egri Ciftinin Normal Vektor Alaninin Fermi-Walker TUrevi

Bu bolimde, M:I c R - E® birim hizli olarak tammli M egrisi ele
alinmustir. M egrisi ile Mannheim egri ¢ifti olan M™ egrisinin V'* normal vektor

alaninin Fermi-Walker tlirevi hesaplanip bazi sonuglar elde edilmistir.

M egrisi M:I € R — E3 birim hizli egri olarak tanimlansin. M egrisi ile
Mannheim egri ¢ifti olan M ™ egrisi ele alinsin. M egrisinin normal vektor alan1 V',
M *egrisinin normal vektor alani ise V'* olarak verilsin. (3.6) ve (3.11) denklemleri
kullamlarak M (s) birim hizli egrisi ile Mannheim egri ¢ifti olan M *(s*) egrisinin

normal vektor alanindaki Fermi-Walker tiirevi;

Vs N* =V N = (T \ NWape T + (Ve T, N )T

esitligi ile elde edilir. (T, V'*) = 0 esitligi goz oniine alinarak gerekli diizenlemeler

yapildiginda;

Vi N* =V N* + (Ve T N 5T (4.29)

esitligi saglanir. Burada (3.3) ve (3.6) esitlikleri kullanilirsa;

v N*_dN*_dN*ds
T ~ ds*  ds ds*
= [T'(ksin@) + T(kcos8) + B'(kcosb) + B(—k sin9)] (4.30)

ifadesi bulunur. (4.30) esitliginde (2.3) esitliginde bulunan Serret-Frenet elemanlart

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

Ve N* = [T (kcosO) + N (kxsind — k1t cos0) + B(—ksin 6)] (4.31)

bulunur. (3.6) ile (4.25) esitlikleri Tanim 2.1.4. de ifade edilen tamim geregi

hesaplanirsa;

(VyeT* N*) = —k (4.32)
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elde edilir. (3.6) ile (4.32) esitlikleri g6z Oniine alinarak gerekli diizenlemeler
yapilirsa;

(Vo T*, N*)T* = T(—k cos 8) + B(k sin 6) (4.33)
elde edilir. Burada (4.31) ile (4.33) esitlikleri kullanilarak;

Vi N* = N (kxsin @ — k1 cos 0) (4.34)

ifadesi ile M*(s*) egrisinin normal vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi hesaplanmus

olur.

Teorem 4.1.5.1. (M ,M™) birim hizli Mannheim egri ¢ifti olsun. Bu egrilere ait
olan Serret-Frenet tclisi sirasiyla {7, V', B}, {7, N'*, B*} olsun. V* vektor alaninin
Fermi-Walker anlaminda paralel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sinf # 0 ve

cos 8 # 0 olmak Uzere M egrisinin bir helis egrisi olmasidir.

Ispat. V'* vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda paralel olsun. O halde Tanim 3.4.3.

geregi (4.29) esitliginin sifir olmasi gerekir. Buradan;
VT*N* + (VT*T*,N*>T* =0

yazabiliriz. (4.31), (4.33) ve (4.34) esitlikleri g6z Oniine alinarak (4.34) esitliginde

k # 0 oldugundan Serret-Frenet katsayilari sifir olmalidir. Bu durumda;

(k»xsin@ —ktcosf8) =0 (4.35)

olur. sin 8 # 0 ve cos 8 # 0 oldugu goz oniine alinarak (4.35) denkleminde;

usinf —t1cosf =0 (4.36)

esitliginde tek bir denklem olarak elde edilir. (4.36) denkleminde £= A = sabit

olup M egrisi bir helistir. Bu durumda (4.34) esitligi sifira esit olup V'* vektor alani

Fermi-Walker anlaminda paraleldir.
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Tersine M bir helis egrisi olsun. Bu durumda sin 8 # 0 ve cos @ # 0 olmak

lzere i =tanf = ::;Z =# olup t = Ax ve sinf = A cosB ecsitlikleri (4.29) ve

(4.34) denklemlerinde kullanildiginda (4.34) esitligi sifira esit olup V'™ vektor alani

Fermi-Walker anlaminda paraleldir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.5.1. M* egrisinin normal vektor alan1 V" *in Fermi-Walker tiirevi V' yonli

bir vektordir.

Ispat. (4.34) denklemi ile ispat aciktir.

Sonug 4.1.5.2. M egrisi dairesel helis olmasi durumunda M *(s*) egrisinin normal

vektor alan1 V'*, Fermi-Walker anlaminda paralel olur.

Ispat. M egrisi dairesel helis olsun. Teorem 3.1.1. de bulunan tanim geregi » ve t

degerleri sabit olur. (4.36) denkleminin bir ¢6zimi olan » = —_ve r= :
sin@ cos @

(4.34) esitliginde yerine yazilirsa;
VN = Ve lN* + (VT 5, N)T* = 0

elde edilir. Tanim 3.4.3. geregi V" vektor alaninin Fermi-Walker anlaminda paralel

oldugu anlamina gelir.

4.1.6. Mannheim Egri Ciftinin Binormal Vektér Alanimin Fermi-Walker TUrevi

Bu bélimde, M:I c R — E3 birim hizli olarak tanmimli M egrisi ele
almmustir. M egrisi ile Mannheim egri ¢ifti olan M'* egrisinin M * binormal vektor

alaninin Fermi-Walker tlirevi hesaplanip bazi sonuclar elde edilmistir.

M egrisi M:I € R — E3 birim hizli egri olarak tanimlansin. M egrisi ile
Mannheim egri ¢ifti olan M ™ egrisi ele alinsin. M egrisinin binormal vektdr alani

B, M egrisinin binormal vektor alani ise B* olarak verilsin. (3.6) ve (3.11)
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denklemleri kullanilarak M (s) birim hizli egrisi ile Mannheim egri ¢ifti olan

M *(s*) egrisinin binormal vektor alaninin Fermi-Walker tirevi;

VrB* = VyuB* —(T*, B WpT* + (VT *, B*)T*

esitligi ile elde edilir. (7%, B*) = 0 esitligi g6z Oniine alinarak gerekli diizenlemeler
yapildiginda;
VrsB* = VyeB* + (V7 T*, B*)T* (4.37)

denklemi bulunur. Burada (3.3) ve (3.6) esitlikleri kullanilirsa;

dB* dB* ds
ds* ds ds*

(4.38)

!

VT*B* =

bulunur. (4.38) esitliginde (2.2) esitliginde bulunan Serret-Frenet elemanlari

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

VB = T(—kx) + B(kr) (4.39)

bulunur. (3.6) ile (4.25) esitlikleri Tamim 2.1.4. de ifade edilen tanim geregi
hesaplanirsa;

(V7-T*,B*) = (kxcos@ + ktsin 0) (4.40)

elde edilir. (3.6) ile (4.40) esitlikleri goz Oniine alinarak gerekli diizenlemeler
yapilirsa;
(Vg T, B*)T™
= T (k» cos? 0 + kt cos 0 sin §) + B(—kt sin® 8 — ki cos 0 sin 0) (4.41)

denklemi bulunur. Burada (4.39) ile (4.41) denklemleri kullanildiginda;

VT*B* =
[T (k(cos? 8 — 1) + ktcos @ sin ) + B(kt(1 — sin? §) — ki cosOsin 0)] (4.42)

elde edilir ve boylece M*(s*) egrisinin binormal vektor alamnin Fermi-Walker

tiirevi hesaplanmis olunur.
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Teorem 4.1.6.1. (M ,M™) birim hizli Mannheim egri ¢ifti olsun. Bu egrilere ait
olan Serret-Frenet tclisi sirasiyla {77, NV, B}, {7*, N'*, B*} olsun. B* vektér alaninin
Fermi-Walker anlaminda paralel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sinf # 0 ve

cos 8 # 0 olmak Uzere M egrisinin bir helis egrisi olmasidir.

Ispat. B* vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda paralel olsun. O halde Tamm 3.4.3.

geregi (4.37) esitliginin sifir olmasi gerekir. Buradan;
VrsB* + (V- T*, B*)T* =0

yazabiliriz. (4.39), (4.41) ve (4.42) esitlikleri g6z Oniine alinarak (4.42) esitliginde

k # 0 oldugundan Serret-Frenet katsayilari sifir olmalidir. Bu durumda;

{k%(cos2 0 — 1)+ ktcosfsinh =0 (4.43)
kt(1 — sin? ) — kx cosfsinf = 0

olur. sin 8 # 0 ve cos 8 # 0 oldugu goz oniine alinarak (4.43) denklemi;

—usinf + tcosf =0 (4.44)

esitliginde tek bir denklem olarak elde edilir. (4.44) denkleminde iz A = sabit

olup M egrisi bir helistir. Bu durumda (4.42) esitligi sifira esit olup B* vektor alani

Fermi-Walker anlaminda paraleldir.

Tersine M bir helis egrisi olsun. Bu durumda sin 8 # 0 ve cos 6 # 0 olmak

Uzere i =tanf = ::;Z =/ olup t = Ax ve sinf = A cosO esitlikleri (4.30) ve

(4.35) denklemlerinde kullanildiginda (4.42) esitligi sifira esit olup B* vektor alani

Fermi-Walker anlaminda paraleldir. Boylece ispat tamamlanur.

Sonu¢ 4.1.6.1. M egrisi dairesel helis olmasi durumunda M *(s*) egrisinin binormal

vektor alanm1 B*, Fermi-Walker anlaminda paralel olur.
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Ispat. M egrisi dairesel helis olsun. Teorem 3.1.1. de bulunan tanim geregi » ve t

degerleri sabit olur. (4.44) denkleminin bir ¢6ziml olan » = —ve T= :
sinf cos 6

(4.42) esitliginde yerine yazilirsa;
VireB* = VyeB* + (V5 T*, B*)T* = 0

esitligi saglamir. Tamim 3.4.3. geregi B* vektor alaninin Fermi-Walker anlaminda

paralel oldugu anlamina gelir.

T*,N*, B* vektor alanlarinin Fermi-Walker anlaminda paralel olduguna dair teorem
ve sonuglar dikkate alindiginda asagidaki sonuca ulagilir.

Sonug 4.1.6.2. (M, M™) birim hizli ve s yay parametreli Mannheim egri ¢ifti olsun.
M* egrisi boyunca 7%, N'* ve B* ortonormal vektorler olmak lizere M egrisinin
helis egrisi olmasi durumunda {T*, V*, B* } Uc¢lusl bir non-rotating (donmeyen) ¢ati

olusturur.

Ispat. M* egrisi boyunca T*, * ve B* ortonormal vektorler olmak (izere Teorem
4.1.4.1. 1s183inda M ™ egrisinin T* vektor alaninin Fermi-Walker anlaminda paralel
oldugu aciktir. Teorem 4.1.5.1. 1s185inda M'* egrisinin V' * vektor alaninin Fermi-
Walker anlaminda paralel oldugu agiktir. Teorem 4.1.6.1. 1518inda M'™ egrisinin B*
vektor alamnin Fermi-Walker anlaminda paralel oldugu agiktir. Boylece Tanim
3.4.4. geregi {T*,N*,B*} lglisi M egrisinin helis egrisi olmasi durumunda bir

non-rotating (dénmeyen) ¢at1 olusturur.

4.2.Bertrand Egri Ciftinin ve Mannheim Egri Ciftinin Serret-Frenet Vektor

Alanlarmin Normal Fermi-Walker Turevleri

Bu kisimda temel tanim ve teoremlerden yararlanilarak elde edilen Bertrand
ve Mannheim egri ¢iftlerinin Normal Fermi-Walker turevi ile ilgili bulgulara yer

verilmistir.
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4.2.1. Bertrand Egri Ciftinin Teget Vektor Alammin Normal Fermi-Walker

Tlrevi

Bu bélumde, 8: I € R - E® egrisi birim hizli s yay parametreli olarak
tanimlanan [ egrisi ele almmistir. [ egrisinin Bertrand egri ¢iftini belirten
Bregrisinin T* teget vektor alanimin normal Fermi-Walker tiirevi hesaplanip bazi

sonuglar elde edilmistir.

f:I cR - E3 egrisi birim hizi s yay parametreli olarak tanimlanan f
egrisi verilsin. B egrisi ile Bertrand egri ¢ifti olan £ egrisi ele alinsin. f egrisinin
teget vektor alan1 77, B* egrisinin teget vektor alani ise T *olarak verilsin. (3.2) ve
(3.14) denklemleri kullanilarak S(s) birim hizli egrisinin Bertrand egri ¢iftini

belirten *(s*) egrisinin teget vektor alanindaki normal Fermi-Walker tlrevi;

Vo T* = VT — AN T W N+ (Ve N5, TN

seklinde ifade edilir. (NV*,T*) = 0 esitligi goz Oniine alarak gerekli diizenlemeler
yapildiginda;
Ve T* = Vo T 4+ (Ve N5, THN (4.45)

esitligi elde edilir. Burada (3.2) ve (3.3) esitlikleri kullanilirsa;

v T*_dT*_dT*ds
N T dst T ds ds*
= [T (—ksinB) + T'(k cos6) + B(—k cos0) + B'(—ksin 6)] (4.46)

ifadesi bulunur. (4.46) esitliginde (2.2) esitliginde bulunan Serret-Frenet elemanlari

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

Va:T* =T (=ksin8) + N (kx cos 6 + ktr sin 8) + B(—k cos0) (4.47)

bulunur. (3.2) ve (3.3) esitlikleri kullanildiginda;

d]\f*_d]\f* ds B
ds*  ds ds*

(4.48)

!

VN*N* =

43



elde edilir. (4.48) esitliginde (2.2) esitliginde bulunan Serret-Frenet elemanlari

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

Vy-V* = T(—kx) + B(kT) (4.49)

bulunur. (3.2) ile (4.49) esitlikleri Tamim 2.1.4. de ifade edilen tanim geregi

hesaplanirsa;

(Vo= N*,T*) = (—ks cos 0 — ktsin 6) (4.50)

elde edilir. (3.2) ile (4.50) esitlikleri goz Oniine alinarak gerekli diizenlemeler

yapilirsa;

(Vs N5 TYN* = N (—kx cos 6 — kt sin 6) (4.51)
bulunur. Burada (4.47) ile (4.51) esitlikleri kullanilarak;

VaT* = T(=ksin0) + B(—k cos 6) (4.52)

bulunur. (3.2) ile (4.52) esitligi géz 6niine alinarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

Vp:T* = —k.B* (4.53)

ifadesi ile B*(s*) egrisinin teget vektor alammin normal Fermi-Walker tirevi

hesaplanmis olur.

Teorem 4.2.1.1. (8, ) birim hizli Bertrand egri ¢iftini belirtsin. Bu egrilere ait olan
Serret-Frenet Ucllsi sirasiyla {7, NV, B}, {T*, N*,B*} olsun. T* vektor alam normal

Fermi-Walker anlaminda paralel degildir.

Ispat. (4.53) esitligi k sabiti ile bir vektoriin ¢arpimina esit olup sifirdan farkh

oldugundan T* vektor alant normal Fermi-Walker anlaminda paralel degildir.

Sonug 4.2.1.1. B* egrisinin teget vektor alan1 7*1in normal Fermi-Walker tlrevi B*

yonli bir vektordr.
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Ispat. (4.53) denklemi ile ispat aciktir.

4.2.2. Bertrand Egri Ciftinin Normal Vektor Alanimin Normal Fermi-Walker

Tlrevi

Bu bolimde, f: I € R — E3 egrisi birim hizli s yay parametreli olarak
tanimlanan B egrisi ele almmistir. [ egrisinin Bertrand egri ¢iftini belirten
B*egrisinin V' normal vektor alaninin normal Fermi-Walker tiirevi hesaplanip bazi

sonuclar elde edilmistir.

B:I cR - E3 egrisi birim izl s yay parametreli olarak tanimlanan S
egrisi verilsin. B egrisi ile Bertrand egri ¢ifti olan £ egrisi ele alinsin. f egrisinin
normal vektor alamt V', B* egrisinin normal vektor alani da JV *olarak verilsin. (3.2)
ve (3.14) denklemleri kullanilarak £(s) birim hizli egrisinin Bertrand egri ¢iftini

belirten B*(s*) egrisinin normal vektor alaninin normal Fermi-Walker tiirevi;

Vs N* = Vars N — (N NIV N+ (Ve N5 NN

seklinde ifade edilir. (V*,V*) = 1 esitligi géz Oniine alinarak gerekli diizenlemeler
yapildiginda;
VN = (Vs N5, NN (4.54)

esitligi saglanir. (3.2) ile (4.49) esitlikleri kullanilarak Tanim 2.1.4. de ifade edilen
tanim geregi hesaplanirsa;

(VN5 N5y =0 (4.55)

elde edilir. (4.55) esitligi (4.54) esitliginde kullanilirsa;

(VN5 NN = (4.56)

bulunur. Boylece;

VN =0 (4.57)

ifadesi ile B*(s*) egrisinin normal vektdr alaninin normal Fermi-Walker tirevi

hesaplanmis olur.
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Teorem 4.2.2.1. (f,B") birim hizli Bertrand egri ciftini belirtsin. Bu egrilere ait
olan Serret-Frenet tigliisii sirasiyla {7, NV, B}, {T*, N'*,B*} olsun. NV* vektor alani

sin 6 # 0 ve cos 8 # 0 olmak Uzere normal Fermi-Walker anlaminda paraleldir.

Ispat. (4.57) esitliginden N* vektor alaminin normal Fermi-Walker anlaminda

paralel oldugu agiktir.

Sonug 4.2.2.1. (B, B") birim hizli Bertrand egri ¢iftini belirtsin. 8 egrisinin egriligi »
olmak izere »x = sabit i¢in f* Bertrand egri ¢iftinin V™ vektor alan1 normal Fermi-
Walker anlaminda paralel olup ayni zamanda 7 # 0 oldugunda S egrisi Salkowski

egrisi olur.

Ispat. (4.56) ve (4.57) esitligi sifira esit oldugundan (3.3) esitliginde bulunan k
ifadesinde » = sabit ve t # 0 alinirsa Tamim 3.5.1. geregi N * vektor alaninin
normal Fermi-Walker anlaminda paralel oldugu anlamina gelir. Ote yandan B
egrisinin x degeri sabit iken T degeri sifirdan farkli oldugunda £ egrisi Tanim 3.1.2.

de ifade edildigi iizere Salkowski egrisi olur.

Sonug 4.2.2.2. (B, B™) birim hizli Bertrand egri ¢ifti olsun. f egrisinin burulmasi T
olmak lizere T = sabit i¢in B Bertrand egri ¢iftinin V' * vektor alan1 normal Fermi-
Walker anlaminda paralel olup aym zamanda » # 0 oldugunda S egrisi anti-

Salkowski egrisi olur.

Ispat. (4.56) ve (4.57) esitligi sifira esit oldugundan (3.3) esitliginde bulunan k
ifadesinde 7 = sabit ve »x # 0 alinirsa Tanim 3.5.1. geregi N* vektor alaninin
normal Fermi-Walker anlaminda paralel oldugu anlamina gelir. Ote yandan £
egrisinin T degeri sabit iken s degeri sifirdan farkli oldugunda S egrisi Tanim 3.1.4.

de ifade edildigi iizere anti-Salkowski egrisi olur.
Sonug 4.2.2.3. (B, B™) birim hizli Bertrand egri ¢ifti olsun. § egrisinin burulmasi 7
olmak tizere T = 0 alinirsa V* vektor alan1 normal Fermi-Walker anlaminda paralel

olup B egrisi diizlem egrisi olur.
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Ispat. (4.56) ve (4.57) esitligi sifira esit oldugundan (3.3) esitliginde bulunan k
ifadesinde T = 0 alinirsa Tamim 3.5.1. geregi N'* vektor alaninin normal Fermi-
Walker anlaminda paralel oldugu anlamima gelir. Burada £ egrisinin 7 degeri sifir

oldugunda f egrisi Teorem 2.3.4. te ifade edildigi iizere diizlem egrisi olur.

Sonug 4.2.2.4. B egrisi dairesel helis olmasi durumunda B*(s*) egrisinin V* vektor

alan1 normal Fermi-Walker anlaminda paralel olur.

Ispat. (4.56) ve (4.57) esitligi sifira esit oldugundan (3.3) esitliginde bulunan k
ifadesinde T = sabit ve » = sabit alinirsa Tamim 3.5.1. geregi V" vektor alaninin
normal Fermi-Walker anlaminda paralel oldugu anlamina gelir. Burada f egrisinin t
ve » degeri sabit oldugunda S egrisi Teorem 3.1.1. de ifade edildigi lizere dairesel

helis olur.

4.2.3. Bertrand Egri Ciftinin Binormal Vektor Alaninin Normal Fermi-Walker

Tlrevi

Bu bélimde, f:I € R — E3 egrisi birim hizli s yay parametreli olarak
tanimlanan [ egrisi ele alimmustir. B egrisinin Bertrand egri ciftini belirten S*
egrisinin B* binormal vektor alaninin normal Fermi-Walker tiirevi hesaplanip bazi

sonuglar elde edilmistir.

f:I cR - E3 egrisi birim hizi s yay parametreli olarak tanimlanan f
egrisi verilsin. B egrisi ile Bertrand egri ¢ifti olan £ egrisi ele alinsin. f egrisinin
binormal vektor alam1 B, f* egrisinin binormal vektor alani ise B* olarak verilsin.
(3.2) ve (3.14) denklemleri kullanilarak S(s) birim hizli egrisinin Bertrand egri
ciftini belirten B*(s*) egrisinin binormal vektor alaninin normal Fermi-Walker

tlrevi;

Vp+B* = VpeB* — (N5, BIWpN* + (Ve N, BN

seklinde ifade edilir. (N, B*) = 0 esitligi g6z dnline alinarak gerekli diizenlemeler

yapildiginda;

47



VaB* = VpsB* + (VpsN*, B )N (4.58)

denklemi saglanir. (3.2) ve (3.3) denklemleri kullanildiginda;

v = dB* dB" ds
NE T dst T ds ds*
= [T'(ksin8) + T (kcosB) + B'(kcos@) + B(—k sin 6)] (4.59)

ifadesi bulunur. (4.59) esitliginde (2.2) esitliginde bulunan Serret-Frenet elemanlari

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

Vy+B* = [T(kcosO) + N (kxsin® — kt cos8) + B(—ksin )] (4.60)

bulunur. (3.2) ile (4.49) esitlikleri kullanilarak Tanim 2.1.4. de ifade edilen tanim
geregi hesaplanirsa;

(V- NV*,B*) = (—kx sin 0 + kt cos ) (4.61)

elde edilir. (3.2) ile (4.61) esitlikleri goz Oniine alinarak gerekli diizenlemeler
yapilirsa;

(Vs N*, B )N = N (—kxu sin 6 + kt cos6) (4.62)
bulunur. Burada (4.60) ile (4.62) esitlikleri kullanilarak;
Vy+B* =T (kcosB) + B(—ksin 6) (4.63)
bulunur. (3.2) ile (4.63) esitligi goz Oniine alinarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;
Vy+B = k.T* (4.64)

ifadesi ile B*(s*) egrisinin binormal vektor alaninin normal Fermi-Walker tirevi

hesaplanmis olur.

Teorem 4.2.3.1. (B, ™) birim hizli Bertrand egri ¢iftini belirtsin. Bu egrilere ait olan
Serret-Frenet Ucllsu sirasiyla {T, NV, B}, {T*, N*,B*} olsun. B* vektor alam normal

Fermi-Walker anlaminda paralel degildir.
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Ispat. (4.64) esitligi k sabiti ile bir vektoriin ¢arpimina esit olup sifirdan farkl

oldugundan B* vektor alant normal Fermi-Walker anlaminda paralel degildir.

Sonug 4.2.3.1. B* egrisinin binormal vektor alan1 B*in normal Fermi-Walker tirevi

T yonla bir vektordur.

Ispat. (4.64) denklemi ile ispat aciktir.

T*,N*, B* vektor alanlarinin normal Fermi-Walker anlaminda paralel olduguna dair
teorem ve sonuglar dikkate alindiginda asagidaki sonuca ulasilir.

Sonug¢ 4.2.3.2. (B, ) birim hizli ve s yay parametreli Bertrand egri ¢ifti olsun. 8*
egrisi boyunca T*, N* ve B* ortonormal vektorler olmak lizere {77, V¥, B* } Uclisi

bir normal Fermi-Walker non-rotating (donmeyen) ¢at1 olusturmaz.

Ispat. Teorem 4.2.1.1. ve Teorem 4.2.3.1. geregi f* egrisinin T* ve B* vektor
alanlar1 normal Fermi-Walker anlaminda paralel olmadigindan dolayr Tanim 3.5.2.
geregi {7, V¥, B* } l¢lust normal Fermi-Walker bir non-rotating (donmeyen) cati

olusturmaz.

4.2.4. Mannheim Egri Ciftinin Teget Vektor Alanimin Normal Fermi-Walker

Tlrevi

Bu bolimde, M:I c R - E?® birim hizli olarak tammli M egrisi ele
almmstir. M egrisi ile Mannheim egri ¢ifti olan M™ egrisinin T* teget vektor

alanimin normal Fermi-Walker tiirevi hesaplanip bazi sonuglar elde edilmistir.

M egrisi M:I c R — E3 birim hizli egri olarak tanimlansin. M egrisi ile
Mannheim egri ¢ifti olan M * egrisi ele alinsin. M egrisinin teget vektor alant T, M ™
egrisinin teget vektor alami ise T *olarak verilsin. (3.6) ve (3.14) denklemleri
kullanilarak M (s) birim hizli egrisi ile Mannheim egri gifti olan M *(s*) egrisinin

teget vektor alanindaki normal Fermi-Walker turevi;
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Vs T* = VpnT* — (N5 TV N+ (Vo N5, TN

seklinde ifade edilir. (NV*,T*) = 0 esitligi g6z énline alinarak gerekli diizenlemeler
yapildiginda;
VarT* = VT + (Vpee N5, TN (4.65)

esitligi saglanir. (3.3) ve (3.6) denklemleri kullanildiginda;

v T*_dT*_dT*ds
N T dst T ds ds®
= [T (—ksinB) + T'(k cos8) + B(—k cos0) + B'(—kssin 6)] (4.66)

ifadesi bulunur. (4.66) esitliginde (2.2) esitliginde bulunan Serret-Frenet elemanlari

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

Vy=T* =T (=ksin@) + N (kx cos@ + ktsin6) + B(—k cos8) (4.67)

bulunur. (3.3) ve (3.6) esitlikleri kullanildiginda;

v N*_d]\f*_d]\/‘*ds
N ~ ds* ds ds*
= [T'(ksin@) + T(kcos8) + B'(kcosb) + B(—k sin9)] (4.68)

elde edilir. (4.68) esitliginde (2.2) esitliginde bulunan Serret-Frenet elemanlari

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

VaN* = [T(kcos8) + N(kxsind — kt cos8) + B(—k sin )] (4.69)

bulunur. (3.6) ile (4.69) esitlikleri Tanim 2.1.4. de ifade edilen tamim geregi
hesaplanirsa;

(VN5 T = k (4.70)

elde edilir. (3.6) ile (4.70) esitlikleri goz Oniine alinarak gerekli diizenlemeler

yapilirsa;

(V- N*, T*)N* = T(ksin ) + B(k cos ) (4.71)
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bulunur. Burada (4.67) ile (4.71) esitlikleri kullanilarak;

V+T* = N (kx cosO + kt sin 6) (4.72)

ifadesi ile M*(s*) egrisinin teget vektor alammin normal Fermi-Walker tirevi

hesaplanmis olur.

Teorem 4.2.4.1. (M ,M™) birim hizli Mannheim egri ¢ifti olsun. Bu egrilere ait
olan Serret-Frenet tclisu sirasiyla {77, NV, B}, {7, N'*, B*} olsun. T* vektér alaninin
normal Fermi-Walker anlaminda paralel olmasi igin gerek ve yeter kosul sin 8 # 0

ve cos 8 # 0 olmak lGzere M egrisinin bir helis egrisi olmasidir.

Ispat. 7* vektor alan1 normal Fermi-Walker anlaminda paralel olsun. O halde Tanim
3.5.1. geregi (4.65) esitliginin sifir olmasi gerekir. Buradan;
VT " + (Vo N5, TN = 0

yazabiliriz. (4.68), (4.71) ve (4.72) esitlikleri goz Oniine alinarak (4.72) esitliginde

k # 0 oldugundan Serret-Frenet katsayilar1 sifir olmalidir. Bu durumda;

(kx cos@ + krsinf) =0 (4.73)

olur. sin 8 # 0 ve cos @ # 0 oldugu goz oniine alinarak (4.73) denklemi;

ncosf +tsinf =0 (4.74)

esitliginde tek bir denklem olarak elde edilir. (4.74) denkleminde §= —tan 6 =

sabit olup M egrisi bir helistir. Bu durumda (4.72) esitligi sifira esit olup 7 vektor

alan1 normal Fermi-Walker anlaminda paraleldir.

Tersine M bir helis egrisi olsun. Bu durumda sin 8 # 0 ve cos @ # 0 olmak

.. u ino
iizere £=—tang = — 35
T cos@

olup » = —ttan@ esitligini (4.67) ve (4.72)

denklemlerinde kullanildiginda (4.72) esitligi sifira esit olup T* vektor alan1 normal

Fermi-Walker anlaminda paraleldir. Bdylece ispat tamamlanur.
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Sonug 4.2.4.1. M'* egrisinin teget vektor alan1 7" *1in normal Fermi-Walker tirevi N

yonlu bir vektorddr.
Ispat. (4.72) denklemi ile ispat aciktir.

Sonug 4.2.4.2. M egrisi dairesel helis olmasi durumunda M *(s*) egrisinin teget

vektor alanm T *normal Fermi-Walker anlaminda paralel olur.

Ispat. M egrisi dairesel helis olsun. Teorem 3.1.1 de bulunan tamim geregi » ve T

o . . . . o 1
degerleri sabit olur. (4.74) denkleminin bir ¢6zimi olan 7 = — ve x¥ = ——,
sin@ cos @

(4.72) esitliginde yerine yazilirsa;
VT = VT + (Vpe N5 THN* =0

elde edilir. Tanim 3.5.1. geregi 7" vektor alaninin normal Fermi-Walker anlaminda

paralel oldugu anlamina gelir.

4.2.5. Mannheim Egri Ciftinin Normal Vektor Alaninin Normal Fermi-Walker

Tlrevi

Bu bolimde, M:I c R — E3 birim hizli olarak tammli M egrisi ele
almmstir. M egrisi ile Mannheim egri ¢ifti olan M'™ egrisinin N'* normal vektor

alaninin normal Fermi-Walker tiirevi hesaplanip bazi sonuglar elde edilmistir.

M egrisi M:I c R — E3 birim hizli egri olarak tanimlansin. M egrisi ile
Mannheim egri ¢ifti olan M'™ egrisi ele alinsin. M egrisinin normal vektor alan1 V',
M egrisinin normal vektor alani ise V'™ olarak verilsin. (3.6) ve (3.14) denklemleri
kullanilarak M (s) birim hizli egrisi ile Mannheim egri gifti olan M *(s*) egrisinin

normal vektor alaninin normal Fermi-Walker tirevi;

VN = Ve N* — (N5, NIV pe N* 4 (Vs N5, NN
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ile ifade edilir. (N*,N*) =1 esitligi goz Oniine almarak gerekli dizenlemeler
yapildiginda;

VN = (Va5 NN (4.75)
esitligi saglanir. (4.69) ile (3.6) esitlikleri Tanim 2.1.4. de ifade edilen tamim geregi

hesaplanirsa;

(V-N*, N*) =0 (4.76)

esitligi saglanir. (4.76) esitligi (4.75) esitliginde kullanilirsa;

(VN NIN* =0 (4.77)

bulunur. Boylece;
VisN*=0 (4.78)

ifadesi ile M*(s*) egrisinin normal vektor alanimin normal Fermi-Walker tirevi

hesaplanmis olur.

Teorem 4.25.1. (M ,M™*) birim hizli Mannheim egri ¢ifti olsun. Bu egrilere ait
olan Serret-Frenet tgliisii sirasiyla {7, NV, B}, {T*, N'*,B*} olsun. V'* vektor alani

sin 6 # 0 ve cos 8 # 0 olmak Uzere normal Fermi-Walker anlaminda paraleldir.

Ispat. (4.78) esitliginden N* vektor alaminin normal Fermi-Walker anlaminda

paralel oldugu agiktir.

Sonu¢ 4.2.5.1. M egrisi dairesel helis olmasi durumunda M *(s*) egrisinin N*

vektor alan1 normal Fermi-Walker anlaminda paralel olur.

Ispat. (4.77) ve (4.78) esitligi sifira esit oldugundan (3.3) esitliginde bulunan k
ifadesinde 7 = sabit ve » = sabit alinirsa Tanim 3.5.1. geregi V" vektor alaninin
normal Fermi-Walker anlaminda paralel oldugu anlamina gelir. Burada M egrisinin
T Ve x degeri sabit oldugunda M egrisi Teorem 3.1.1. de ifade edildigi lizere dairesel

helis olur.
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4.2.6. Mannheim Egri Ciftinin Binormal Vektéor Alamimin Normal Fermi-

Walker TuUrevi

Bu bolimde, M:I ¢ R - E3 birim hizli olarak tammli M egrisi ele
alinmistir. M egrisi ile Mannheim egri ¢ifti olan M'™ egrisinin B* binormal vektor

alaninin normal Fermi-Walker tiirevi hesaplanip bazi sonuglar elde edilmistir.

M egrisi M:I c R — E3 birim hizli egri olarak tanimlansin. M egrisi ile
Mannheim egri cifti olan M * egrisi ele alinsin. M egrisinin binormal vektor alani B,
M* egrisinin binormal vektor alani ise B* olarak verilsin. (3.6) ve (3.14) denklemleri
kullanilarak M (s) birim hizh egrisi ile Mannheim egri ¢ifti olan M *(s*) egrisinin

binormal vektor alaninin normal Fermi-Walker tlrevi;

VasB* = VpeB* — (N, B W N* + (Vs N5, BN

seklinde ifade edilir. (NV*, B*) = 0 esitligi goz oniine almarak gerekli diizenlemeler
yapildiginda;
VasB* = VpsB* + (Vpe V¥, B )N * (4.79)

esitligi saglanir. (3.3) ve (3.6) denklemleri kullanildiginda;

dB* B dB* ds Nk
ds* ds ds*

(4.80)

VN*B* =

ifadesi bulunur. (4.80) esitliginde (2.2) esitliginde bulunan Serret-Frenet elemanlart

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

VyB* = T(—ksx) + B(kr) (4.81)

bulunur. (4.69) ile (3.6) esitlikleri Tanim 2.1.4. de ifade edilen tamim geregi
hesaplanirsa;

(VarsN*,B*) = (kx sin@ — kt cos ) (4.82)
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elde edilir. (3.6) ile (4.82) esitlikleri goz Oniine alinarak gerekli diizenlemeler
yapilirsa;
(VarsN*, B )N
= T (kx sin? @ —kt cos 6 sin 0) + B(—kt cos? 0 +kx cos 0 sin ) (4.83)

bulunur. Burada (4.81) ile (4.83) esitlikleri kullanilarak;

Vy+B* = [T(=ks cos? 8 — krcos O sin 0) + B(ktsin? 0 + kxcosOsin§)] (4.84)

ifadesi ile M *(s*) egrisinin binormal vektoér alaninin normal Fermi-Walker tirevi

hesaplanmis olur.

Teorem 4.2.6.1. (M ,M™) birim hizli Mannheim egri ¢ifti olsun. Bu egrilere ait
olan Serret-Frenet lclisl sirasiyla {7, NV, B}, {T*, N'*, B*} olsun. B* vektor alaninin
normal Fermi-Walker anlaminda paralel olmasi igin gerek ve yeter kosul sin 6 # 0

ve cos 8 # 0 olmak lizere M egrisinin bir helis egrisi olmasidir.

Ispat. B* vektor alan1 normal Fermi-Walker anlaminda paralel olsun. O halde Tanim
3.5.1. geregi (4.79) esitliginin sifir olmasi gerekir. Buradan;
VB +(Vps N, B)N* =0

yazabiliriz. (4.81), (4.83) ve (4.84) esitlikleri g6z Oniine alinarak (4.84) esitliginde

k # 0 oldugundan Serret-Frenet katsayilari sifir olmalidir. Bu durumda;

{—k% cos?280 — krcos@sinf =0 (4.85)
kt sin? 6 + k» cos@sinf =0

olur. sin 8 # 0 ve cos 8 # 0 oldugu goz oniine alinarak (4.85) denklemi;

ucosf +tsinf =0 (4.86)
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esitliginde tek bir denklem olarak elde edilir. (4.86) denkleminde §= —tan @ =

sabit olup M egrisi bir helistir. Bu durumda (4.84) esitligi sifira esit olup B* vektor

alan1 normal Fermi-Walker anlaminda paraleldir.

Tersine M bir helis egrisi olsun. Bu durumda sin 8 # 0 ve cos 6 # 0 olmak

.. n sin @
lzere —=—tanf = —
T cos @

olup x=—ttan@ esitligi (4.79) ve (4.84)

denklemlerinde kullanildiginda (4.84) esitligi sifira esit olup B* vektor alant normal

Fermi-Walker anlaminda paraleldir. Boylece ispat tamamlanur.

Sonu¢ 4.2.6.1. M egrisi dairesel helis olmasi durumunda M *(s*) egrisinin teget

vektor alan1 B* normal Fermi-Walker anlaminda paralel olur.

Ispat. M egrisi dairesel helis olsun. Teorem 3.1.1. de bulunan tanim geregi » ve T
degerleri sabit olur. (4.85) esitligindeki s ve t degerleri sabit olup (4.84) esitliginde
yerine yazilirsa;

VasB* = VpsB* + (Vo s N5, BIN* =0

elde edilir. Tanim 3.5.1. geregi B* vektor alaninin normal Fermi-Walker anlaminda

paralel oldugu anlamina gelir.

T*,N*, B* vektor alanlarinin normal Fermi-Walker anlaminda paralel olduguna dair
teorem ve sonuglar dikkate alindiginda asagidaki sonuca ulagilir.

Sonug 4.2.6.2. (M, M™) birim hizli ve s yay parametreli Mannheim egri ¢ifti olsun.
M™* egrisi boyunca T*, N* ve B* ortonormal vektorler olmak lizere M egrisinin
helis egrisi olmasi durumunda {7*, V*, B* } (clisu bir normal Fermi-Walker non-

rotating (dénmeyen) cati olusturur.

Ispat. M* egrisi boyunca T*, V* ve B* ortonormal vektorler olmak {izere Teorem
4.2.4.1. ws1iginda M * egrisinin T vektor alanimin normal Fermi-Walker anlaminda
paralel oldugu agiktir. Teorem 4.2.5.1. 1s18inda M egrisinin NV'* vektdr alaninin

normal Fermi-Walker anlaminda paralel oldugu agiktir. Teorem 4.2.6.1. 1s1ginda M *
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egrisinin B* vektor alaninin normal Fermi-Walker anlaminda paralel oldugu agiktir.
Boylece Tamim 3.5.2. geregi {7, N'*,B* } Uclisii M egrisinin helis egrisi olmasi

durumunda bir normal Fermi-Walker non-rotating (dénmeyen) ¢at1 olusturur.

57



5. TARTISMA VE SONUC

Aragtirma bulgular1 kisminda (B ,8*) birim hizli Bertrand egri ¢ifti ve
(M, M) birim hizli Mannheim egri ¢iftine ait Serret-Frenet catisi altindaki vektor
alanlarimin Fermi-Walker ve normal Fermi-Walker tirevleri hesaplanmis ve bu
vektor alanlarinin Fermi-Walker ve normal Fermi-Walker anlaminda paralel olup

olmadig: incelenmistir.

3 —boyutlu Oklid uzayindaki Bertrand egri cifti ile Mannheim egri ciftlerinin
Serret-Frenet catisinin vektor alanlarinin Fermi-Walker ve normal Fermi-Walker
tlrevleri hesaplandiktan sonra bu vektor alanlarinin Fermi-Walker ve normal Fermi-
Walker anlaminda paralel olup olmadigi durumlart incelenerek {7, N* B*}
uclisuiniin Fermi-Walker non-rotating (donmeyen) cati ve normal Fermi-Walker
non-rotating (donmeyen) gati olusturup olusturmadiklari incelenmistir. Bertrand egri
c¢ifti ve Mannheim egri ¢iftinde {77, V*,B*} Uclisi Fermi-Walker non-rotating
(donmeyen) ¢ati olustururken, Mannheim egri ¢iftinde {T*, N'*, B* } Uclisi normal
Fermi-Walker non-rotating (donmeyen) c¢at1 olusturup Bertrand egri ¢ifti
{77*,v*,B*} Uclisi normal Fermi-Walker non-rotating (dénmeyen) cati

olusturmamistir.

Isteyen arastirmacilar, baska uzay ve 6zel egriler iizerinde calisarak egrilerin
Serret-Frenet ¢atisina ait vektor alanlarinin Fermi-Walker ve normal Fermi-Walker
tirevlerini hesaplayip bu vektor alanlarinin Fermi-Walker ve normal Fermi-Walker
anlaminda paralel olup olmadigi durumlarimi inceleyerek Serret-Frenet catisina ait
vektor alanlarinda Fermi-Walker non-rotating (donmeyen) ¢at1 ve normal Fermi-
Walker non-rotating (donmeyen) c¢ati olusumlarinda yeni teorem ve sonuglara

ulasabilirler.
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