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Bu tez çalışmasında, 3 −boyutlu Öklid uzayında Bertrand ve Mannheim eğri çiftleri 

ayrı ayrı tanımlanıp Serret-Frenet vektör alanları boyunca Fermi-Walker ve Normal 

Fermi-Walker türevleri hesaplanmıştır. Daha sonra aynı vektör alanlarının Fermi-

Walker anlamında paralel olup olmadığı durumları incelenmiştir. 
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bulunulmuştur. 
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1.GİRİŞ 

Matematiği oluşturan konular ele alındıkları dönemin koşulları ve ihtiyaçları ile 

bağlantılı olup ilgi ve anlamlandırma açısından dönüşüm, gelişim göstermektedir. 

Örnek olarak Miken(Antik Yunan) uygarlığında geometri, yön ve mesafe bağlantılarını 

inceleyen matematiğin dalı kabul edilirken; bugünkü hesaplamalı geometri, diferansiyel 

geometri, cebirsel geometri, ayrık geometri, cebirsel topoloji ve projektif geometri gibi 

alt dallarına ayrılmıştır. 

Geometrinin alt dallarından biri olan diferansiyel geometri için de benzer durum 

geçerlidir. Modern yaklaşımda, geometri ve diferansiyel geometri arasındaki çizginin 

giderek kaybolduğu görülmektedir. Diferansiyel hesap, integral hesap ve lineer cebir 

tekniklerini kullanarak diferansiyellenebilir manifoldları inceleyen klasik diferansiyel 

geometri, özel olarak eğrilerin ve yüzeylerin genel ve yerel olan özelliklerini 

incelemektedir. Yerel özellikler ile anlatılmak istenen, eğrinin veya yüzeyin bir nokta 

etrafındaki davranışı anlaşılmaktadır. Daha genel bir ifade ile manifoldların geometrik 

yapısını yani boyut, mesafe, şekil, hacim gibi kavramlarını araştıran diferansiyel 

geometri, manifoldların izometriler altında değişmez kalanları ile ilgilidir. Bundan 

dolayı diferansiyel geometrinin tanımı, modern geometrinin tanımına yakındır. 

Diferansiyel geometrinin temel çalışma alanı olan veya gerçek dünya 

problemlerinin çözümünde sıklıkla kullanılan kavramlar arasında yer alan eğriler ve 

eğrilikler hem kuramsal açıdan hem de uygulamaları itibarı ile güncelliğini koruyan bir 

çalışma sahasıdır (Ersoy, Akyiğit, Yıldız 2023). 

Bertrand eğrileri iyi tanımlanan eğrilerdendir. Bu eğriler ilk defa 1850’de Joseph 

Louis François Bertrand tarafından tanımlanmıştır. Asli normalleri paralel olan bu 

eğriler J.Bertrand tarafından Bertrand eğrileri olarak ifade edilmiştir (Bertrand 1850). 

Son zamanlarda, Bertrand eğrileri bilgisayar destekli geometrik tasarımlarda (CAD) ve 

bilgisayar destekli üretimlerde (CAM) önemli bir yer almaktadır (O’Neill 1983; Ünal, 

Kişi, Tosun 2013).  

İyi tanımlanan diğer bir eğri de Mannheim olduğu bilinmektedir. Bu eğri 𝜆 

sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere, 𝜘 =  𝜆 /(𝜘2 + 𝜏2) denklemini sağlar. Burada 𝜘 
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eğrinin eğriliği ve 𝜏 eğrinin burulmasıdır (Mannheim 1878; Blum 1966). Literatürde 

Öklid ve Minkowski uzayı gibi farklı uzaylarda Mannheim eğrilerini kapsayan 

çalışmalar vardır (Liu ve Wang 2008; Lee 2011). 

Diferansiyel geometrideki Serret-Frenet formülleri Öklid uzayında bir eğri 

boyunca hareket eden parçacığın kinematik özelliklerini açıklar. {𝒯,𝒩,ℬ} çatısı olarak 

ifade edilen bu çatı sırasıyla teğet vektör, asli normal vektör ve binormal vektörden 

oluşur. Serret-Frenet çatısı diğer çatı çalışmalarının yapıtaşını oluşturur. Ayrıca, 

günümüze kadar eğrilerin özelliklerinin incelenmesinde çeşitli alternatif çatılar 

oluşturulmuştur (Sevinç ve Kuşak Samancı 2022). 

Fermi 1922 yılında, Fermi türevini hızlanan gözlemcilere göre tanımlamıştır. 

Sonrasında 1932 yılında Walker, herhangi bir 𝛼 eğrisi (gözlemcinin üzerinde hareket 

ettiği eğri-çizdiği rota) için tanımlanmış hiperyüzeyler üzerindeki Fermi türevini uzay 

eğrilerinde daha geniş haliyle Fermi-Walker türevini tanımlamıştır. (Benn ve Tucker 

1989; Dandoloff 1989; Balakrishnan 2005). 

Fermi-Walker türevi yapılan çalışmaların birçoğunda fiziksel olarak açıklanıp, 

yapılan çalışmalarda geometrik değerlendirmelere fazla yer verilmemiştir. Bundan 

dolayı Karakuş ve Yaylı Fermi-Walker türevinin geometrik anlamına ve 

değerlendirmelerine 2012 ve 2018 yılları arasındaki çalışmalarında yer vermişlerdir 

(Uçar 2019). 

Bu tez çalışmasında 3 −boyutlu Öklid uzayında Bertrand ve Mannheim eğrileri 

ayrı ayrı tanımlanıp Bertrand ve Mannheim eğri çiftlerinin Serret-Frenet vektör alanları 

boyunca Fermi-Walker ve Normal Fermi-Walker türevleri hesaplanmıştır. Daha sonra 

aynı vektör alanlarının Fermi-Walker ve Normal Fermi-Walker anlamında paralel olup 

olmadığı durumları incelenmiştir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

Bu bölümde tez çalışmasında kullanılan tanım ve teoremler gösterilmiştir. 

2.1 Afin Uzayı  

Tanım 2.1.1. (Afin Uzay): 𝛢 boştan farklı cümleyi ve 𝑉, bir 𝐾 cisminin üzerindeki 

vektör uzayını göstersin. Aşağıdaki önermeleri doğru olarak ifade eden bir 

 

ƒ ∶  𝛢 × 𝛢 →  𝑉  

 

fonksiyonu belirtilirse, 𝛢 cümlesine 𝑉 uzayı ile birleşen Afin Uzay denir. 

 

(𝒊) ∀𝙿, 𝚀, 𝚁 ∈  𝛢 için 

ƒ(𝙿, 𝚀) + ƒ(𝚀, 𝚁 ) =  ƒ(𝙿, 𝚁) 

(𝒊𝒊) ∀𝙿 ∈ 𝛢 ve 𝛼 ∈ 𝑉 için 

ƒ(𝙿, 𝚀) = 𝛼 

olan bir tane 𝚀 ∈ 𝛢 noktası vardır (Hacısalihoğlu 2000). 

Tanım 2.1.2. (Afin Çatı): 𝛢 nokta kümesi, 𝑉 vektör uzayı ile birleşen 𝑛 boyutlu afin 

uzayı göstersin. 𝙿0, 𝙿1, … , 𝙿𝑛 ∈ 𝛢 olmak üzere, 𝑛 tane vektörden oluşan  

{𝙿0𝙿1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝙿0𝙿2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝙿0𝙿3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, … , 𝙿0𝙿𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  } 

kümesi, 𝑉 uzayının bir tabanını belirtiyorsa, {𝙿0, 𝙿1 , 𝙿2… , 𝙿𝑛} kümesine 𝛢 afin 

uzayının bir Afin Çatısı denir (Özdemir 2020). 

Tanım 2.1.3. (Afin Koordinat Sistemi): 𝑉, 𝐾 cismi üzerindeki bir vektör uzayını, 𝛢 

kümesi de 𝑉 vektör uzayının birleştiği 𝑛 boyutlu afin uzayını göstersin. 𝒮 =

{𝙿0, 𝙿1 , 𝙿2… , 𝙿𝑛} kümesi, 𝛢 afin uzayındaki afin çatısını belirtmek üzere, herhangi 

bir 𝚀 ∈ 𝛢 noktası için; 
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𝙿0𝚀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =  ∑ 𝚚𝚔𝙿0𝙿𝚔⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

𝑛

𝚔=1

 

 

olmak üzere 𝚚𝚔 ∈ 𝐾 skaler sayıları vardır. Bu durumda (𝚚1, 𝚚2… ,𝚚𝑛) sıralı 𝑛 lisine, 

𝚀 noktasının, {𝙿0, 𝙿1 , 𝙿2… , 𝙿𝑛} çatısına göre afin koordinatları denir.  

 

𝑥𝑖: 𝛢 → 𝐾, 𝚀 → 𝑥𝑖(𝚀) = 𝚚𝑖  

 

şeklinde tanımlanan, 𝑥𝑖 fonksiyonlarına da, 𝛢 afin uzayının 𝒮 afin çatısına göre, 

koordinat fonksiyonları denir. 𝑥𝑖 koordinat fonksiyonlarının oluşturduğu 

{𝑥1, 𝑥2… , 𝑥𝑛} sistemine Afin koordinat sistemi denir. 𝑥𝑖(𝚀) = 𝚚𝑖 değerine 𝚀 

noktasının 𝑖-inci afin koordinatı denir (Özdemir 2020). 

 

Tanım 2.1.4. (İç Çarpım Uzayı): 𝛢 kümesi ile birleşen 𝑉 vektör uzayı bir afin uzayı 

göstersin. 

〈 , 〉 ∶  𝑉 × 𝑉 → ℝ 

                                          (𝑥, 𝑦) →  〈 , 〉(𝑥, 𝑦) = 〈𝑥, 𝑦〉 

ile ifade edilen fonksiyon ∀𝔞, 𝔟 ∈ ℝ için;                                                                         

(𝒊) Simetrik: 

〈𝑥, 𝑦〉 = 〈𝑦, 𝑥〉 

 

(𝒊𝒊) Pozitif tanımlılık: 

〈𝑥, 𝑥〉 ≥ 0 ;  〈𝑥, 𝑥〉 = 0 ↔  𝑥 = 0 

 

(𝒊𝒊𝒊) Bilineerlik: 

〈𝔞𝑥 + 𝑦, 𝑧〉 = 𝔞〈𝑥, 𝑧〉 + 〈𝑦, 𝑧〉 

〈𝑥, 𝑦 + 𝔟𝑧〉 = 〈𝑥, 𝑦〉 + 𝔟〈𝑥, 𝑧〉 

 

özelliklerini sağlıyorsa bu fonksiyona iç çarpım veya skaler çarpım denir. 

Böylelikle 𝑉 ye de iç çarpım uzayı denir (Ekici 2021). 
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Tanım 2.1.5. (Vektörel Çarpım): 𝔼3 uzayında 𝚞⃗⃗ = (𝓊1 , 𝓊2 , 𝓊3) ve 𝚟⃗⃗ =

(𝓋1 , 𝓋2 , 𝓋3) vektörlerinin vektörel çarpımı, 

 

𝚞⃗⃗ × 𝚟⃗⃗ = |
𝚒 𝚓 𝚔
𝓊1 𝓊2 𝓊3
𝓋1 𝓋2 𝓋3

| = (𝓊2𝓋3 − 𝓊3𝓋2 , 𝓊3𝓋1 − 𝓊1𝓋3 , 𝓊1𝓋2 −𝓊2𝓋1) 

 

biçiminde tanımlanır. 𝚞⃗⃗ × 𝚟⃗⃗  vektörü hem 𝚞⃗⃗  hem de 𝚟⃗⃗  vektörüne dik olan bir 

vektördür (Özdemir 2020). 

 

Tanım 2.1.6. (Karma Çarpım): 𝔼3 uzayında 𝚞⃗⃗ = (𝓊1 , 𝓊2 , 𝓊3) , 𝚟⃗⃗ = (𝓋1 , 𝓋2 , 𝓋3) 

ve 𝚠⃗⃗ = (𝓌1 ,𝓌2 , 𝓌3) vektörlerinin karma çarpımı, 

 

〈 𝚞⃗⃗ × 𝚟⃗⃗ , 𝚠⃗⃗  〉 = |

𝓊1 𝓊2 𝓊3
𝓋1 𝓋2 𝓋3
𝓌1 𝓌2 𝓌3

| 

 

biçiminde tanımlanır. ( 𝚞⃗⃗  , 𝚟⃗⃗  , 𝚠⃗⃗  ) veya [ 𝚞⃗⃗  , 𝚟⃗⃗  , 𝚠⃗⃗  ]  biçiminde yazılır (Özdemir 2020). 

 

Tanım 2.1.7. (Diferensiyellenebilir Manifold): 𝔐, topolojik bir 𝑛 −manifoldu 

göstersin. 𝔐 manifoldu üzerinde 𝒞𝑘  sınıfından diferensiyellenebilir yapı 

tanımlanıyorsa 𝔐 ye 𝒞𝑘  sınıfından bir diferensiyellenebilir manifold denir (Salimov 

ve Mağden 2008). 

 

 

Tanım 2.1.8. (Riemann Manifoldu): 𝔐 diferensiyellenebilir manifoldu belirtmek 

üzere, χ(𝔐) ; bu manifold üzerindeki 𝒞∞ vektör alanlarının uzayını göstersin. 

 

𝘨: χ(𝔐)  × χ(𝔐)  → 𝒞∞(𝔐,ℝ) 

 

belirtecek şekilde tanımlı olan simetrik, pozitif ve 2 −lineer 𝘨 Riemann metriği ile 

beraber 𝔐 ye Riemann manifoldu denir. (𝔐, 𝘨) ile gösterilir (Kobayashi et al. 

1996). 
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Tanım 2.1.9. (Afin Konneksiyon): 𝔐, 𝑛 −boyutlu diferensiyellenebilir manifoldu 

göstermek üzere, χ(𝔐) ; bu manifold üzerindeki 𝒞∞ vektör alanlarının uzayını 

göstersin. 

∇ ∶ χ(𝔐) × χ(𝔐)  
2−lineer
→     χ(𝔐)  

(𝒳, 𝒴) → ∇(𝒳, 𝒴) = ∇𝒳𝒴 

 

ifadesi ∀𝒳,𝒴,𝒵 ∈ χ(𝔐)  ve ∀𝘧, 𝘨 ∈ 𝒞∞(𝔐,ℝ) belirtmek üzere; 

 

(𝒊) ∇𝒳(𝒴 + 𝒵) = ∇𝒳𝒴 + ∇𝒳𝒵 

 

(𝒊𝒊) ∇𝘧𝒳+𝘨𝒴𝒵 = 𝘧(∇𝒳𝒵) + 𝘨(∇𝒴𝒵) 

 

(𝒊𝒊𝒊) ∇𝒳(𝘧𝒴) =  𝘧∇𝒳𝒴 +𝒳(𝘧)𝒴 

 

özellikleri sağlandığında ∇ ya 𝔐 de bir Afin Konneksiyon denir (Hacısalihoğlu 

2000). 

 

 

Tanım 2.1.10. (Levi-Civita Konneksiyonu): (𝔐, 𝘨) 𝑛 −boyutlu Riemann 

manifoldu, ∇ da 𝔐 de bir afin konneksiyonu göstersin. ∀𝒳,𝒴,𝒵 ∈ χ(𝔐) olmak 

üzere; 

 

(𝒊) ∇𝒳𝒴 − ∇𝒴𝒳 = [𝒳, 𝒴] 

(𝒊𝒊) 𝒳𝘨(𝒴,𝒵) = 𝘨(∇𝒳𝒴, 𝒵) + 𝘨(𝒴, ∇𝒳𝒵) 

 

özellikleri sağlanıyor ise  ∇ ya 𝔐 de sıfır torsiyonlu Riemann Konneksiyonu veya 𝔐 

nin Levi-Civita Konneksiyonu denir (Hacısalihoğlu 2000).  

 

 

 

 



 
 

7 

2.2. 𝒏 −Boyutlu Öklid Uzayı 

Tanım 2.2.1. (Öklid Uzayı): 𝛢 reel afin uzayı ve 𝑉, 𝛢 nın birleştiği vektör uzayını 

göstersin. 𝔯 = {𝔯1, 𝔯2… , 𝔯𝑛} ve 𝔰 = {𝔰1, 𝔰2… , 𝔰𝑛} belirtmek üzere, 𝑉 vektör uzayında 

∀𝔯, 𝔰 ∈ 𝑉 için, 

〈 , 〉 ∶  𝑉 × 𝑉 → ℝ 

(𝔯, 𝔰) → 〈𝔯, 𝔰〉 = ∑𝔯𝑖𝔰𝑖

𝑛

𝑖=1

 

biçiminde tanımlanan iç çarpımında, 𝛢 afin uzayına Öklid Uzayı denir ve 𝔼𝑛 ile 

gösterilir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.2.2. (Metrik): 𝚇 kümesi boştan farklı olmak üzere, 

 

𝒹: 𝚇 × 𝚇 → ℝ 

                (𝓍, 𝓎) → 𝒹(𝓍,𝓎) 

ile verilen fonksiyonda ∀𝓍, 𝓎, 𝓏 ∈ 𝚇 için; 

(𝒊) 𝒹(𝓍,𝓎) ≥ 0 

(𝒊𝒊) 𝒹(𝓍, 𝓎) = 0 ⇔ 𝓍 = 𝓎 

(𝒊𝒊𝒊) 𝒹(𝓍,𝓎) = 𝒹(𝓎, 𝓍) 

(𝒊𝓿) 𝒹(𝓍, 𝓎) ≤ 𝒹(𝓍, 𝓏) + 𝒹(𝓏,𝓎) 

 

şeklinde ifade edilen özellikler sağlanıyorsa 𝚇 kümesi üzerindeki 𝒹 fonksiyonu 

metrik olarak ifade edilir. Burada oluşan (𝚇, 𝒹) ye metrik uzay denir (Ekici 2021). 

 

Tanım 2.2.3. (Öklid Metriği): 

 𝒹: 𝔼𝑛 × 𝔼𝑛 → ℝ  , 

(𝙿, 𝚀) → 𝒹(𝙿, 𝚀) = |𝙿𝚀| = ‖𝚀 − 𝙿‖ = √〈𝙿𝚀⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝙿𝚀⃗⃗⃗⃗  ⃗〉 

biçiminde tanımlanan fonksiyona  𝔼𝑛  de Öklid Metriği veya uzaklık fonksiyonu 

denir. 𝙿, 𝚀 ∈ 𝔼𝑛 noktaları arasındaki uzaklık 𝒹(𝙿, 𝚀) reel sayısına eşittir (Özdemir 

2020). 
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Tanım 2.2.4. (Öklid Çatısı):  ℝ𝑛 uzayında, {𝙿0, 𝙿1, . . . . . . . , 𝙿𝑛} nokta 𝑛 + 1 lisine, 

𝑛 −boyutlu Öklid uzayında eşdeğer olan,  

{𝙿0𝙿1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝙿0𝙿2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, . . . . . . . , 𝙿0𝙿𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  } 

vektör 𝑛 lisi 𝑛 −boyutlu Öklid uzayının bir ortonormal tabanını belirtiyorsa, bu 

tabana ℝ𝑛 in 𝙿0 noktasındaki dik çatısı veya Öklid çatısı denir. 𝔼𝑛 uzayında, 

 

ℯ𝑖 = (𝛿1𝑖, 𝛿2𝑖, . . . . . . 𝛿𝑛𝑖) ,   𝛿𝑖𝑗 = {
   1     𝑖 = 𝑗
   0     𝑖 ≠ 𝑗

  

 

olmak üzere, {ℯ1 , ℯ2… , ℯ𝑛}  çatısına Standart Öklid Çatısı denir. 𝔼𝑛 uzayında 

herhangi bir 

𝚞⃗⃗ = (𝓊1 , 𝓊2, . . . . . . , 𝓊𝑛) vektörünü, {ℯ1 , ℯ2… , ℯ𝑛} standart çatısına göre, 

𝚞⃗⃗ = ∑𝓊𝓀ℯ𝓀

𝑛

𝓀=1

 

biçiminde yazabiliriz (Özdemir 2020). 

 

Tanım 2.2.5. (Öklid Koordinat Fonksiyonları): ℝ𝑛 de verilen bir 𝒫 =

(𝑝1 , 𝑝2 , . . . . . . . , 𝑝𝑛) noktası için, 

𝓍𝑖: ℝ
𝑛  → ℝ, 𝓍𝑖(𝒫) = 𝑝𝑖  (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)  

biçiminde tanımlanan 𝓍𝑖 fonksiyonlarına Öklid koordinat fonksiyonları denir 

(Özdemir 2020). 

Tanım 2.2.6. (Norm): 𝑛 −boyutlu Öklid uzayında ƒ(𝓉) = (ƒ1(𝓉), ƒ2(𝓉),… , ƒ𝑛(𝓉)) 

vektör değerli fonksiyonun normu; 

 

‖ƒ(𝓉)‖ = √ƒ1
2(𝓉) + ƒ2

2(𝓉) + ⋯+ ƒ𝑛
2(𝓉) 

 

eşitliği ile tanımlanır (Özdemir 2020). 
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2.3. Öklid Uzayında Eğriler ve Frenet Formülleri 

Tanım 2.3.1. (Eğri): 𝑛 −boyutlu Öklid uzayı 𝔼𝑛 ve 𝙸, ℝ nin bağlantılı olan açık alt 

cümlesini belirtsin. 𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼𝑛 ifadesi diferensiyellenebiliyorsa 𝛽(𝙸) cümlesine 

𝔼𝑛 de bir eğri denir ve 𝑠 ∈ 𝙸  değişkeni de 𝛽 eğrisinin parametresidir (Hacısalihoğlu 

2000). 

 

Tanım 2.3.2. (Skaler Hız Fonksiyonu ve Skaler Hız): 𝔍 , 𝔼𝑛 uzayında bir eğri 

olsun ve (𝙸, 𝛽) koordinat komşuluğunu göstersin. 

 

‖𝛽′‖: 𝙸 → ℝ  

                                                                    𝑠 → ‖𝛽′‖(𝑠) = ‖𝛽′(𝑠)‖ 

 

eşitliğindeki fonksiyon eğrinin skaler hız fonksiyonu olarak isimlendirilir ve 𝔍 

eğrisinin 𝛽(𝑠) noktasındaki skaler hızı ise ‖𝛽′(𝑠)‖ reel sayısıdır (Hacısalihoğlu 

2000). 

 

Tanım 2.3.3. (Birim Hızlı Eğri): ℳ eğrisi, (𝙸, 𝛽) koordinat komşuluğu ile verilmiş 

olsun. Eğer ∀𝑠 ∈ 𝙸 için, 

‖𝛽′(𝑠)‖ = 1 

eşitliği sağlanıyorsa ℳ eğrisine, (𝙸, 𝛽) koordinat komşuluğuna göre birim hızlı eğri 

denir. Burada eğrinin 𝑠 ∈ 𝙸 parametresi yay parametresini ifade eder 

(Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.3.4. (Regüler Eğri):  𝛽: 𝙸 → ℝ𝑛 eğrisi ifade edilsin. ∀𝑠 ∈ 𝙸 olduğunda, 

𝛽′(𝑠) ≠ 0 

sağlanıyorsa 𝛽 ye regüler eğri denir (Sabuncuoğlu 2010).     

 

Tanım 2.3.5. (Yay Uzunluğu): 𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼𝑛 olacak şekilde bir eğri kabul edilsin. 

Burada 𝑎, 𝑏 ∈ 𝙸 olmak üzere 𝛽 nın 𝛽(𝑎) ile 𝛽(𝑏) arasındaki uzunluğu  
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∫ ‖𝛽′(𝑡)‖
𝑏 

𝑎

𝑑𝘵, 𝑡 ∈ 𝙸 

 

şeklinde ifade edilen reel sayısıdır (O’Neill 1966). 

 

Tanım 2.3.6. (Vektör Alanı): 𝒢, ℝ𝑛 uzayında açık alt küme belirtsin. 𝒢 nin 𝑞 

noktasının her birinden 𝑞 noktasında bir teğet vektör oluşturan fonksiyona, 𝒢 

üzerinde tanımlanan vektör alanı denir. χ(ℝ𝑛), ℝ𝑛 üzerinde yer alan vektör 

alanlarının cümlesi olarak belirtilir (Sabuncuoğlu 2010).   

 

Tanım 2.3.7. (Birim Teğet Vektör): 𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 olacak şekilde 𝛽, birim hızlı 

kabul edilsin.  

 

𝔍(𝑠) =  𝛽′(𝑠)   

 

şeklinde verilen 𝔍(𝑠) e, belirtilen birim hızlı 𝛽 eğrisinde  𝛽(𝑠) noktasında bulunan 

birim teğet vektörü denir (Sabuncuoğlu 2010).      

Tanım 2.3.8. (Frenet Vektörü): (𝙸, 𝛽) koordinat komşuluğu ile ifade edilen bir ℳ 

eğrisi verilsin. Burada 𝜑 = {𝛽′, 𝛽′′,… , 𝛽(𝓇)} lineer bağımsız olan bir sistem ve 

∀𝛽(𝜌), 𝜌 > 𝓇 olduğunda 𝛽(𝜌) ∈ 𝒮𝓅{𝜑} için 𝜑 sisteminden oluşturulan {𝒱1 , … , 𝒱𝓇} 

ortonormal sistemine, ℳ eğrisinin Frenet 𝓻−ayaklı alanı ve 𝓂 ∈ℳ için 

{𝒱1(𝓂),… ,𝒱𝓇(𝓂)} ye de 𝓂 ∈ℳ noktasındaki Frenet 𝓻−ayaklısı denir. 𝒱𝑖  nin 

her birine, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝓇 için Frenet vektörü denir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.3.9. (Frenet 𝟑 −ayaklısı): 𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 eğrisi 𝑠 − yay parametreli 

eğriyi gösterip, ∀𝑠 ∈ 𝙸 durumunda bu eğrinin teğet vektör alanı 

 

𝒯(𝑠) =  𝛽′(𝑠) 
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asli normal vektör alanı 

𝒩(𝑠) =  
𝛽′′(𝑠)

‖𝛽′′(𝑠)‖
 

(2.1) 

 

ve binormal vektör alanı 

 

ℬ(𝑠) =  𝒯(𝑠) ×  𝒩(𝑠) 

 

eşitliklerini belirtiyorsa, {𝒯,𝒩, ℬ}  üçlüsüne Frenet 𝟑 −ayaklısı denir. Frenet üçlüsü 

{𝒯,𝒩,ℬ} sisteminin ortonormal çatısıdır (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 2.3.10. (𝙸, 𝛽) koordinat komşuluğu ile ifade edilen bir ℳ eğrisi gösterilsin.  

𝑠 ∈ 𝙸 ya karşılık gelen 𝛽(𝑠) noktasındaki Frenet 𝓇 −ayaklısı {𝒱1(𝑠),… , 𝒱𝓇(𝑠)} 

olsun. Bu durumda, 

 

𝜌𝑖 ∶ 𝙸 → ℝ, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝓇 

𝑠 →  𝜌𝑖(𝑠) = 〈𝒱
′
𝑖(𝑠) , 𝒱𝑖+1(𝑠)〉   

 

tanımlanan 𝜌𝑖 fonksiyonu ℳ eğrisinin 𝒊 −yinci eğrilik fonksiyonu ve 𝜌𝑖(𝑠) reel 

sayısı 𝑠 ∈ 𝙸 için 𝛽(𝑠) noktasında ℳ nin 𝒊 −yinci eğriliğini gösterir (Hacısalihoğlu 

2000). 

 

Teorem 2.3.1. (𝙸, 𝛽) koordinat komşuluğunda bir ℳ ⊂ 𝔼𝑛 eğrisi gösterilsin. 𝛽(𝑠) 

noktasında ifade edilen 𝑖 −yinci eğrilik 𝜌𝑖(𝑠) ve 𝑠 yay parametreli Frenet 

𝓇 −ayaklısı  {𝒱1(𝑠),… , 𝒱𝓇(𝑠)} ile tanımlı, 

𝒱′1(𝑠) = 𝜌𝑖(𝑠). 𝒱2(𝑠) 

𝒱′𝑖(𝑠) = −𝜌𝑖−1(𝑠). 𝒱𝑖−1(𝑠) + 𝜌𝑖(𝑠). 𝒱𝑖+1(𝑠) , 1 < 𝑖 < 𝓇 

𝒱′𝓇(𝑠) = −𝜌𝓇−1(𝑠). 𝒱𝓇−1(𝑠) 

olur (Hacısalihoğlu 2000). 
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Tanım 2.3.11. (Frenet Formülleri): 𝑛 −boyutlu Öklid uzayında (𝙸, 𝛽) koordinat 

komşuluğunda bir 𝛽 eğrisi verilsin. 

 

𝑠 → 𝛽(𝑠) = (𝛽1(𝑠), 𝛽2(𝑠), 𝛽3(𝑠)) 

 

ile ifade edilen 𝛽 eğrisinin 𝑠 yay parametresine göre 𝛽(𝑠) noktasındaki Frenet çatısı 

{𝒯,𝒩,ℬ} yi göstersin. 

𝒯′(𝑠) =  𝜌1(𝑠)𝒩(𝑠) 
 

 

                         𝒩′(𝑠) =  −𝜌1(𝑠)𝒯(𝑠) + 𝜌2(𝑠)ℬ(𝑠)  

 

(2.2) 

                                             ℬ′(𝑠) =  −𝜌2(𝑠)𝒩(𝑠)  
 

 

 

eşitliklerine Frenet formülleri denir (Hacısalihoğlu 2000). Eşitliklerdeki 𝜌1 =

𝜘, 𝜌2 = 𝜏  yi gösterir. 

 

Tanım 2.3.12. 3 −boyutlu Öklid uzayında (𝙸, 𝛽) koordinat komşuluğunda bir 𝛽 

eğrisi için; 

𝜘(𝑠) = 𝜌1(𝑠) = ‖𝛽
′′(𝑠)‖ 

 

eşitliğine 𝛽(𝑠) in 𝒔 −noktasındaki eğriliği denir (Do Carmo 1976). 

 

Tanım 2.3.13. 3 −boyutlu Öklid uzayında yay parametresi ile gösterilen (𝙸, 𝛽) 

koordinat komşuluğundaki bir 𝛽 eğrisi verilsin. 𝛽′′(𝑠) ≠ 0 olmak üzere, 

 

ℬ′(𝑠) =  −𝜏(𝑠)𝒩(𝑠) 

 

ifadesine göre tanımlanan 𝜏(𝑠) değerine 𝛽(𝑠) eğrisinin 𝒔 −noktasındaki burulması 

denir. 𝜌2(𝑠) = 𝜏(𝑠) düzlemden ne kadar saptığını ölçen eğrinin torsiyonudur 

(Hacısalihoğlu 2000). 

 

Teorem 2.3.2. 𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 olacak şekilde 𝛽 regüler bir eğri olarak ele alınsın. 

Burada 𝛽 eğrisinin Serret-Frenet vektör alanları {𝒯,𝒩,ℬ} olarak kabul edilsin. 
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𝜘 =  
‖𝛽′ × 𝛽′′‖

‖𝛽′‖3
 

değeri eğrinin eğriliği 

 

𝜏 =
(𝛽′, 𝛽′′, 𝛽′′′)

‖𝛽′ × 𝛽′′‖2
 

 

değeri ise eğrinin torsiyonu ya da burulması olarak ifade edilir (Sabuncuoğlu 2010).  

 

Tanım 2.3.14. 𝛽 eğrisi, 3 −boyutlu Öklid uzayında yay parametresi ile gösterilen 

(𝙸, 𝛽) koordinat komşuluğundaki birim hızlı bir eğriyi göstersin. 𝛽 eğrisinin Serret-

Frenet üçlüsü {𝒯,𝒩, ℬ} olsun. Burada; 

 

[
𝒯′

𝒩′

ℬ′
] = [

0 𝜘 0
−𝜘 0 𝜏
0 −𝜏 0

] [
𝒯
𝒩
ℬ

]  

 

(2.3) 

 

olarak ifade edilir (Aldossary and Gazwani 2020). 

 

Tanım 2.3.15. 𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 olacak şekilde 𝛽, 𝑠 yay parametreli ve birim hızlı bir 

eğri olarak kabul edilsin. 𝛽 eğrisinin Serret-Frenet üçlüsü {𝒯,𝒩, ℬ} olsun. 

 

𝒮𝓅{𝒯(𝑠),𝒩(𝑠)} 

 

düzlemine 𝛽(𝑠) noktasının oskülatör düzlemi veya dokunum düzlemi; 

 

𝒮𝓅{𝒯(𝑠), ℬ(𝑠)} 

 

düzlemine 𝛽(𝑠) noktasındaki rektifiyan düzlemi veya doğrultma düzlemi; 

 

𝒮𝓅{𝒩(𝑠), ℬ(𝑠)} 

düzlemine ise 𝛽(𝑠) noktasındaki normal düzlemi veya dik düzlem denir 

(Sabuncuoğlu 2010). 
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Teorem 2.3.3. 𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 olacak şekilde 𝛽, birim hızlı bir eğri olarak kabul 

edilsin. 𝛽 eğrisinin eğriliği yani 𝜘 değeri sıfır ise 𝛽(𝙸) kümesi 𝔼3 teki bir doğruya ait 

olan alt kümedir. Bu durumun tersinde 𝛽(𝙸) kümesi 𝔼3 teki bir doğruya ait alt 

kümesi ise 𝛽 eğrisinin 𝜘 değeri yani eğriliği sıfıra eşittir (Sabuncuoğlu 2010). 

 

Teorem 2.3.4. 𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 olacak şekilde 𝛽 eğrisi düzlemsel ise 𝛽 eğrisinin 

torsiyonu yani 𝜏 değeri sıfıra eşit ve eğrinin içinde bulunduğu düzlem, eğriye ait her   

noktadaki oskülatör düzlemidir. Bu durumun tersi olan 𝜏 değeri sıfıra eşit ise 𝛽: 𝙸 ⊂

ℝ → 𝔼3 eğrisi düzlemseldir (Sabuncuoğlu 2010).   

 

Tanım 2.3.16. (Darboux Vektörü): 𝛽 eğrisi, 3 −boyutlu Öklid uzayında yay 

parametresi ile gösterilen birim hızlı bir eğriyi göstersin. {𝒯,𝒩, ℬ}  Frenet üçlüsünün 

eğride her 𝑠 anında ani olan helis hareketini bir eksen etrafında yaptığı kabul edilir. 

Eğrinin 𝛽(𝑠) noktasında bulunan eksenine Darboux(ani dönme) ekseni denir. Bu 

eksende yönü ve doğrultusu ifade edilen vektörün, 

 

𝒲 = 𝜏𝒯 + 𝜘ℬ 

 

eşitliği eğrinin 𝛽(𝑠) noktasındaki Darboux vektörü olarak isimlendirilir 

(Hacısalihoğlu 2000). 
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3. MATERYAL YÖNTEM 

3.1. Öklid Uzayında Bazı Özel Eğriler 

Tanım 3.1.1. (Helis): 𝒯, 𝔼3 uzayında eğriliği sıfırdan farklı bir 𝛽 eğrisinin teğet 

vektör alanını gösterip, sabit olan 𝒰 vektörü 𝒯 vektör alanı ile sabit bir açı 

oluşturuyorsa, 𝛽 eğrisine helis denir. Buna göre 3 −boyutlu Öklid uzayında yay 

parametresi ile gösterilen (𝙸, 𝛽) koordinat komşuluğundaki bir 𝛽 eğrisi ifade edilsin. 

∀𝘵 ∈ 𝙸 durumunda, 

(𝒊) 𝒰′ = 0 

(𝒊𝒊) 〈𝒯(𝘵), 𝒰〉 = cos 𝜃 ,  (𝜃 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡) 

koşullarını sağlayan bir 𝒰 vektörü varsa, 𝛽 eğrisine helis denir. Bir helis eğrisinin 

hem eğriliği hem de burulması sıfırdan farklı ve sabit ise, bu helise dairesel helis 

denir (Özdemir 2020). 

 

Teorem 3.1.1. (Lancret Teoremi): Bir  𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 eğrisinin helis eğrisini 

belirtmesinin gerek ve yeter koşulu;  

𝜏

𝜘
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

olmasıdır (Özdemir 2020). 

 

Tanım 3.1.2. (Salkowski Eğrisi): Bir  𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼𝑛 ile belirtilen eğrinin 

𝑠 −noktasındaki torsiyonu  

𝜏(𝑠) ≠ 0 

ve 𝑠 −noktasındaki eğriliği 

𝜘(𝑠) = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

 

ise 𝛽(𝑠) eğrisine Salkowski eğrisi denir (Salkowski 1909). 
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Tanım 3.1.3. ∀𝘮 ∈ ℝ, 𝘮 ≠ ±
1

√3
, 0 , 𝘯 =

𝘮

√1+𝘮2
 olarak verilsin. 3 −boyutlu Öklid 

uzayında 𝑠 ∈ [−
𝜋

2𝘯
,
𝜋

2𝘯
] olmak üzere Salkowski eğrisinin parametrik denklemi; 

𝛽𝘮(𝑠) =
1

√1 + 𝘮2
(−

1 − 𝘯

4(1 + 2𝘯)
sin((1 + 2𝘯)𝑠) −

1 + 𝘯

4(1 − 2𝘯)
sin((1 − 2𝘯)𝑠)

−
1

2
sin(𝑠) ,

1 − 𝘯

4(1 + 2𝘯)
cos((1 + 2𝘯)𝑠) +

1 + 𝘯

4(1 − 2𝘯)
cos((1 − 2𝘯)𝑠)

+
1

2
cos (𝑠),

1

4𝘮
cos (2𝘯𝑠)) 

 

şeklinde ifade edilir (Monterde 2008). 

 

Tanım 3.1.4. (Anti-Salkowski Eğrisi): Bir  𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼𝑛 ile belirtilen eğrinin 

𝑠 −noktasındaki torsiyonu  

𝜏(𝑠) = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

ve 𝑠 −noktasındaki eğriliği 

𝜘(𝑠) ≠ 0 

 ise 𝛽(𝑠) eğrisine Anti-Salkowski eğrisi denir (Salkowski 1909).  

 

Tanım 3.1.5. ∀𝘮 ∈ ℝ, 𝘮 ≠ ±
1

√3
, 0 ve 𝘯 =

𝘮

√1+𝘮2
 olarak verilsin. 3 −boyutlu Öklid 

uzayında 𝑠 ∈ [0,
𝜋

2𝘯
] olmak üzere Anti-Salkowski eğrisinin parametrik denklemi; 

𝛽𝘮(𝑠) =
1

2(4𝘯2 − 1)𝘮
(𝘯(1 − 4𝘯2 + 3 cos(2𝘯𝑠)) cos(𝑠)

+ (2𝘯2 + 1) sin(𝑠) sin(2𝘯𝑠) ,
1

2(4𝘯2 − 1)𝘮
(𝘯(1 − 4𝘯2

+ 3 cos(2𝘯𝑠)) sin(𝑠)

− (2𝘯2 + 1) cos(𝑠) sin(2𝘯𝑠),
𝘯2 − 1

4𝘯2
(2𝘯𝑠 + sin(2𝘯𝑠))) 

 

şeklinde ifade edilir (Monterde 2008). 
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3.2. Öklid Uzayında Bertrand Eğri Çifti 

Tanım 3.2.1. (Bertrand Eğri Çifti): 𝔼3 uzayında verilen 𝛽 ve 𝛽∗ eğrilerinin 

karşılıklı noktaları birebir eşlenmek üzere, 𝛽 ve 𝛽∗ eğrilerinin karşılıklı eşlenen 

noktalarında normalleri aynı doğrultuyu gösteriyorsa, 𝛽 eğrisi Bertrand eğrisi, 𝛽∗ 

eğrisi de 𝛽 eğrisinin Bertrand eş eğrisidir. {𝛽, 𝛽∗} eğri çiftine de Bertrand eğri çifti 

denir (Özdemir 2020).  

Şekil 3.1. Bertrand Eğri Çifti (Hacısalihoğlu,2000). 

Teorem 3.2.1. {𝛽, 𝛽∗} çifti Bertrand eğri çiftini göstersin. 𝛽(𝑠) eğrisinin normal 

vektör alanı 𝒩(𝑠) olmak üzere, bu iki eğri arasında, 𝜆 ∈ ℝ/{0} olmak üzere; 

                                                   𝛽∗(𝑠) = 𝛽(𝑠) + 𝜆𝒩(𝑠)                                                 (3.1) 

 

eşitliği yazılabilir.  𝛽  ve  𝛽∗  eğri çiftinin karşılıklı noktaları arasındaki uzaklığı 

sabittir (Özdemir 2020). 

İspat. 𝛽(𝑠) birim hızlı bir eğri olsun. Bu iki eğri arasında, 𝜆(𝑠) ≠ 0 olmak üzere, 

𝛽∗(𝑠) = 𝛽(𝑠) + 𝜆(𝑠)𝒩(𝑠) 

ifadesi oluşturulabilir. 𝛽∗(𝑠) eğrisi birim hızlı olmayabilir. 𝑣∗ = ‖(𝛽∗)′(𝑠)‖ olsun. 

Bu durumda, yukarıdaki eşitliğin türevi 𝑠 parametresine göre hesaplanırsa, 𝒯∗(𝑠), 

𝛽∗(𝑠) eğrisinin teğet vektör alanını gösteriyorsa, 
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𝑣∗𝒯∗(𝑠) = 𝒯(𝑠) + 𝜆′(𝑠)𝒩(𝑠) + 𝜆(−𝜘𝒯(𝑠) + 𝜏ℬ(𝑠)) 

elde edilir. Eşitliğin iki tarafında da 𝒩(𝑠) = ±𝒩∗(𝑠) ile iç çarpımını alırsak, 

𝜆′(𝑠) = 0 olur ki, bu 𝜆 ∈ ℝ olması demektir. Böylece, 𝛽(𝑠) ve 𝛽∗(𝑠) arasındaki 

uzaklık, 

𝑑 = ‖𝛽∗(𝑠) − 𝛽(𝑠)‖ = ‖𝜆𝒩(𝑠)‖ = |𝜆| = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

olarak belirlenir. 

Teorem 3.2.2. Bertrand eğrilerinin karşılıklı taraflarında bulunan teğet vektörlerinin 

oluşturduğu açı ölçüsünün değeri sabit değere eşittir (Izumiya and Takeuchi 2001). 

İspat. ⟨𝒯, 𝒯∗⟩
′
= 0 olduğunu gösterirsek ispat tamamlanmış olur. 

⟨𝒯∗, 𝒯⟩
′
= ⟨(𝒯∗)′, 𝒯⟩ + ⟨𝒯∗, 𝒯′⟩    

                     = ⟨𝑣∗𝜘∗𝒩∗, 𝒯⟩ + ⟨𝒯∗, 𝜘𝒩⟩ 

                     = 𝑣∗𝜘∗⟨𝒩∗, 𝒯⟩ + 𝜘⟨𝒯∗,𝒩⟩ 

dır. 𝒩∗(𝑠)  ̸ ̸ 𝒩(𝑠) ve 𝒩(𝑠) ⊥ 𝒯(𝑠) belirttiğinden, ⟨𝒩∗, 𝒯⟩ = 0 dır. 𝒯∗ ⊥ 𝒩∗ ve 

𝒩∗  ̸ ̸ 𝒩 ifade ettiğinden ⟨𝒯∗,𝒩⟩ = 0 a eşittir. Buradan ⟨𝒯∗, 𝒯⟩
′
= 0 olur. 

Teorem 3.2.3. Bir 𝛽 eğrisinin eğriliği 𝜘 ve torsiyonu 𝜏 ile ifade edilsin. 𝛽 eğrisinin 

Bertrand eğrisini belirtmesinin gerek ve yeter koşulu; 

∃𝜆, 𝜇 ∈ ℝ  𝑖ç𝑖𝑛  𝜆𝜘 + 𝜇𝜏 = 1 

eşitliğini sağlamasıdır (Hacısalihoğlu, 2000). 

Teorem 3.2.4. 𝛽 eğrisi, 3 −boyutlu Öklid uzayında yay parametresi ile gösterilen 

birim hızlı bir eğriyi göstermek üzere, Bertrand eğri çifti 𝛽∗: 𝙸 → 𝔼3 eğrisini 

belirtsin. {𝒯∗, 𝒩∗, ℬ∗} Frenet üçlüsü 𝛽∗ eğrisine ait olduğuna göre; 

 

𝒯∗ = (cos 𝜃)𝒯 − (sin 𝜃)ℬ 

 

 

                                        𝒩∗ = 𝒩 

 

(3.2) 

ℬ∗ = (sin 𝜃)𝒯 + (cos 𝜃)ℬ  
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şeklinde ifade edilir. Burada cos𝜃 = ⟨𝒯∗, 𝒯⟩ dir (Izumiya and Takeuchi 2001). 

3.1. denkleminden; 

𝛽∗(𝑠) = 𝛽(𝑠) + 𝜆(𝑠)𝒩(𝑠) 

𝑑𝛽∗

𝑑𝑠
=
𝑑𝛽∗

𝑑𝑠∗
𝑑𝑠∗

𝑑𝑠
=
𝑑𝛽

𝑑𝑠
+ 𝜆

𝑑𝒩

𝑑𝑠
+
𝑑𝜆

𝑑𝑠
𝒩 

ve 

𝒯∗
𝑑𝑠∗

𝑑𝑠
= 𝒯 + 𝜆𝒩′ + 𝜆′𝒩 

𝒯∗
𝑑𝑠∗

𝑑𝑠
= 𝒯 + 𝜆(−𝜘𝒯 + 𝜏ℬ) 

dir. Son denklemi 𝒯∗ ile iç çarparsak, 

⟨𝒯∗, 𝒯∗⟩
𝑑𝑠∗

𝑑𝑠
= ⟨𝒯,𝒯∗⟩ − 𝜆𝜘⟨𝒯, 𝒯∗⟩ + 𝜆𝜏⟨ℬ, 𝒯∗⟩ 

elde edilir. Buradan; 

𝑑𝑠∗

𝑑𝑠
=
1 − 𝜆𝜘

𝐷
−
𝜆𝜘(1 − 𝜆𝜘)

𝐷
+
𝜆𝜏(𝜆𝜏)

𝐷
 

𝑑𝑠∗

𝑑𝑠
=
1 − 2𝜆𝜘 + 𝜆2𝜘2

𝐷
+
𝜆2𝜏2

𝐷
 

𝑑𝑠∗

𝑑𝑠
=
(1 − 𝜆𝜘)2

𝐷
+
(𝜆𝜏)2

𝐷
 

𝑑𝑠∗

𝑑𝑠
=
(1 − 𝜆𝜘)2 + (𝜆𝜏)2

√(1 − 𝜆𝜘)2 + (𝜆𝜏)2
= √(1 − 𝜆𝜘)2 + (𝜆𝜏)2 

 

𝒯∗ =
𝛽∗(𝑠)

‖𝛽∗(𝑠)‖
=

(1 − 𝜆𝜘)𝒯 + 𝜆𝜏ℬ

√(1 − 𝜆𝜘)2 + (𝜆𝜏)2
=
(1 − 𝜆𝜘)𝒯 + 𝜆𝜏ℬ

𝐷
 

𝐷 = √(1 − 𝜆𝜘)2 + (𝜆𝜏)2 

dir (Tanrıöver, 1986).  

Buradan; 
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𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
=

1

√(1 − 𝜆𝜘)2 + (𝜆𝜏)2
= 𝑘                                             

(3.3) 

 

yazabiliriz. 

3.3. Öklid Uzayında Mannheim Eğri Çifti 

Tanım 3.3.1. (Mannheim Eğri Çifti): 𝔼𝟑 uzayında verilen 𝓜 ve 𝓜∗ eğrilerinin 

karşılıklı noktaları birebir eşlenmek üzere, 𝓜 eğrisinin 𝓜(𝒔) noktasındaki asli 

normal vektörünün doğrultusu ile, 𝓜∗ eğrisinin 𝓜∗(𝒔) noktasındaki binormalinin 

doğrultusu aynı ise, 𝓜 eğrisine Mannheim eğrisi, 𝓜∗(𝒔) eğrisine de 𝓜 eğrisinin 

Mannheim eş eğrisi denir. 𝔼𝟑 uzayında verilen {𝓜,𝓜∗} eğrilerine Mannheim eğri 

çifti denir (Özdemir 2020). 

 

Şekil 3.2. Mannheim Eğri Çifti (Wang and Liu,2007). 

Teorem 3.3.1. {𝓜,𝓜∗}  bir Mannheim eğri çifti olsun. 𝓜(𝒔) eğrisinin 𝓝(𝒔) asli 

normal vektör alanı ile ifade edilen bu iki eğri arasında, 𝝀 ∈ ℝ/{𝟎} olmak üzere; 

                                              𝓜∗(𝒔)
= 𝓜(𝒔) + 𝝀𝓝(𝒔)                                                 

(3.4) 
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eşitliği yazılabilir. 𝓜 ve 𝓜∗ eğrilerinin karşılıklı noktaları arasındaki uzaklık 

sabittir (Özdemir 2020). 

Teorem 3.3.2. 𝔼𝟑 uzayında bir 𝓜 eğrisinin Mannheim eğrisi olabilmesinin gerek ve 

yeter koşulu 𝝀 ≠ 𝟎 sabit bir değeri belirtmek üzere 𝓜 eğrisinde 𝝒 ve 𝝉 nun; 

                                                        𝝒
= 𝝀(𝝒𝟐 + 𝝉𝟐)                                                          

(3.5) 

denklemini sağlamasıdır (Mannheim,1878). 

Teorem 3.3.3. 𝔼𝟑 Öklid uzayında Mannheim eğri çifti {𝓜,𝓜∗} ile gösterilsin. 

Buradaki 𝓣 ve 𝓣∗ teğet vektörlerinin oluşturduğu açı 𝜽 yı belirtmek üzere bu eğri 

çiftinin Frenet üçlüsü arasında; 

  

𝒯∗ = (cos 𝜃)𝒯 − (sin 𝜃)ℬ  

𝒩∗ = (sin 𝜃)𝒯 + (cos𝜃)ℬ (3.6) 

                                         ℬ∗ = 𝒩 

 

 

ilişkisi mevcuttur (Orbay ve Kasap, 2009). 

Lemma 3.3.1. Salkowski eğrisini belirten Mannheim eğrisi yoktur (Eisenhart, 1960). 

İspat. 𝓜 eğrisinin Salkowski eğrisi olduğunu kabul edelim. Tanım 3.1.2. gereğince; 

𝝒 = 𝒔𝒂𝒃𝒊𝒕 = 𝓵 , 𝝉 = 𝝉(𝒔) (3.7) 

dir. (3.7) ile (3.5) birlikte ifade edilirse 𝓜 nin burulması sabit olur. Bu durum bir 

çelişkiyi gösterir. 

Lemma 3.3.2. Anti-Salkowski eğrisini gösteren Mannheim eğrisi yoktur (Eisenhart, 

1960). 

İspat. 𝓜 eğrisinin anti-Salkowski eğrisi olduğunu kabul edelim. Tanım 3.1.4. 

gereğince; 



 
 

22 

𝝉 = 𝒔𝒂𝒃𝒊𝒕 = 𝓵 , 𝝒 = 𝝒(𝒔) (3.8) 

dir. (3.8) ile (3.5) birlikte alınırsa 𝓜 nin eğriliği sabit olur. Bu durum bir çelişkiyi 

gösterir. 

Lemma 3.3.3. Eğer 𝓜 Mannheim eğrisi genel helis belirtiyorsa 𝓜 eğrisi dairesel 

helisi ifade eder ve eğriliği ile burulması; 

  𝝒 =
𝟏

𝝀(𝟏 + 𝓵𝟐)
  , 

 𝝉 =
𝓵

𝝀(𝟏 + 𝓵𝟐)
 

eşitlikleri ile sağlanır (Eisenhart, 1960). 

İspat. 𝓜 eğrisi genel helis belirtsin. Burada 𝓜 nin eğriliği 𝝒 ve burulması 𝝉 yu 

göstermek üzere Tanım 3.1.1. den; 

                                                                    
𝝉

𝝒
= 𝓵                                                                (3.9) 

ifadesi elde edilir. (3.9) eşitliği; 

                                                                  𝝉
= 𝓵𝝒                                                              

(3.10) 

eşitliğine dönüştürülebilir. 𝓜 eğrisi Mannheim eğrisini belirttiğinden (3.5) eşitliğini 

sağlar. (3.10) eşitliği (3.5) eşitliğinde yerine yazılıp hesaplanırsa; 

  𝝒 =
𝟏

𝝀(𝟏 + 𝓵𝟐)
  , 

 

𝝉 =
𝓵

𝝀(𝟏 + 𝓵𝟐)
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elde edilir. 𝝒 ve 𝝉 sabit değerleri ifade ettiğinden 𝓜 eğrisi dairesel helisi gösterir. 

3.4. Fermi-Walker Türevi 

Tanım 3.4.1. (Öklid Anlamında Paralel Olma): 𝑛 −boyutlu Öklid uzayı 𝔼𝑛 de bir 

parametre eğrisi boyunca 
𝑑𝒳

𝑑𝑡
 , 𝒳 vektör alanındaki Öklid türevini belirtmek üzere; 

 

𝒳̇ =
𝑑𝒳

𝑑𝑡
= 0 

eşitliği sağlanıyorsa 𝒳 vektör alanına 𝛽 eğrisi boyunca Öklid anlamında paraleldir 

denir (Hacısalihoğlu 2000). 

 

Tanım 3.4.2. (Fermi-Walker Türevi): 𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼𝑛 olmak üzere 𝑠 yay 

parametreli 𝛽(𝑠) eğrisi boyunca 𝒳 herhangi bir vektör alanını göstersin. 

∇̃𝒯𝒳 = ∇𝒯𝒳 − 〈𝒯,𝒳〉𝙰 + 〈𝙰,𝒳〉𝒯  

 

(3.11) 

eşitliği ile tanımlanan 𝛽(𝑠) eğrisi boyunca 𝒳 vektör alanındaki ∇̃𝒯𝒳 türevine Fermi-

Walker türevi denir. Burada 𝒯 =
𝑑𝛽

𝑑𝑠
 , 𝙰 =

𝑑𝒯

𝑑𝑠
 olarak ifade edilir (Benn and Tucker 

1989). 

 

Tanım 3.4.3. (Fermi-Walker Anlamında Paralel Olma): 𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼𝑛 olmak 

üzere 𝑠 yay parametreli 𝛽(𝑠) eğrisi boyunca 𝒳 herhangi bir vektör alanını gösterip 

bu vektör alanındaki Fermi-Walker türevi; 

 

∇̃𝒯𝒳 = 0  

 

(3.12) 

ise 𝒳 vektör alanı 𝛽(𝑠) uzay eğrisi boyunca Fermi-Walker anlamında paraleldir 

denir (Benn and Tucker 1989). 

 

Tanım 3.4.4. (Dönmeyen Çatı): 𝑠 yay parametreli olan 𝛽(𝑠) uzay eğrisi boyunca 𝘜 , 

𝘝 ve 𝘞 ortonormal vektörleri göstersin. 
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∇̃𝒯𝘜 = 0 

 

 

∇̃𝒯𝘝 = 0  

 

(3.13) 

∇̃𝒯𝘞 = 0 

 

 

 

eşitlikleri sağlanıyorsa {𝘜, 𝘝,𝘞} çatısına non-rotating (dönmeyen) çatı denir 

(Balakrishnan 2005). 

 

Tanım 3.4.5. (Fermi-Walker Anlamında Darboux Vektörü): 𝑛 −boyutlu Öklid 

uzayı 𝔼𝑛 de 𝑠 yay parametreli 𝛽(𝑠) eğrisi boyunca;  

 

∇̃𝒯𝒯 = 𝓌
∗ ×  𝒯 

∇̃𝒯𝒩 = 𝓌∗ ×  𝒩 

∇̃𝒯ℬ = 𝓌
∗ ×  ℬ 

 

olacağından, 

𝓌∗ = 𝜏𝒯 

 

eşitliğindeki vektöre {𝒯,𝒩,ℬ} ye göre Fermi-Walker anlamında Darboux 

vektörü denir (Karakuş ve Yaylı 2012). 

 

3.5. Normal Fermi-Walker Türevi 

Tanım 3.5.1. 𝒳, ℝ3 te bir vektör alanı olsun ve 𝛽(𝑠) uzayda bir birim hızlı eğri 

olsun. 

                                           
𝒟̃𝒳

𝒟̃𝑠
=
𝑑𝒳

𝑑𝑠
− 〈𝒩,𝒳〉𝒩′ + 〈𝒩′, 𝒳〉𝒩                            

(3.14) 
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𝒟̃𝒳

𝒟̃𝑠
  olarak tanımlanan türev, normal Fermi-Walker türevi olarak adlandırılır. Bu 

durumda, 𝒩 =
𝒯′

‖𝒯′‖
  Frenet çatısının birim normal vektörüdür. Eğer; 

                                                                  
𝒟̃𝒳

𝒟̃𝑠
= 0                                                           

(3.15) 

 

oluyorsa 𝒳 vektör alanı, 𝛽(𝑠) eğrisi boyunca normal Fermi-Walker anlamında 

paraleldir denir (Keskin ve Yaylı 2017).  

Tanım 3.5.2. 𝑠 yay parametreli olan 𝛽(𝑠) uzay eğrisi boyunca 𝘜 , 𝘝 ve 𝘞 

ortonormal vektörleri göstersin. 

 

  
𝒟̃𝘜

𝒟̃𝑠
= 0 

 

 

𝒟̃𝘝

𝒟̃𝑠
= 0  

 

(3.16) 

𝒟̃𝘞

𝒟̃𝑠
 = 0 

 

 

 

eşitlikleri sağlanıyorsa {𝘜, 𝘝,𝘞} çatısına normal Fermi-Walker non-rotating 

(dönmeyen) çatı denir. 
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4.ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde tanım ve teoremlerden yararlanılıp oluşturulan ve tez 

çalışmasının temelini oluşturan Bertrand ve Mannheim eğri çiftlerinin Frenet vektör 

alanlarının Fermi-Walker türevleri ve normal Fermi-Walker türevleri hesaplanarak 

elde edilen bulgulara yer verilmiştir. 

4.1.Bertrand Eğri Çiftinin ve Mannheim Eğri Çiftinin Serret-Frenet Vektör 

Alanlarının Fermi-Walker Türevleri 

4.1.1. Bertrand Eğri Çiftinin Teğet Vektör Alanının Fermi-Walker Türevi 

Bu bölümde, 𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 eğrisi birim hızlı 𝑠 yay parametreli olarak 

tanımlanan 𝛽 eğrisi ele alınmıştır. 𝛽 eğrisinin Bertrand eğri çiftini belirten 𝛽∗ 

eğrisinin 𝒯∗ teğet vektör alanının Fermi-Walker türevi hesaplanıp bazı sonuçlar elde 

edilmiştir. 

𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 eğrisi birim hızlı 𝑠 yay parametreli olarak tanımlanan 𝛽 

eğrisi verilsin. 𝛽 eğrisi ile Bertrand eğri çifti olan 𝛽∗ eğrisi ele alınsın. 𝛽 eğrisinin 

teğet vektör alanı 𝒯, 𝛽∗ eğrisinin teğet vektör alanı ise 𝒯∗olarak verilsin. (3.2) ve 

(3.11) denklemleri kullanılarak 𝛽(𝑠) birim hızlı eğrisini Bertrand eğri çiftini belirten 

𝛽∗(𝑠∗) eğrisinin teğet vektör alanının Fermi-Walker türevi; 

∇̃𝒯∗𝒯
∗ = ∇𝒯∗𝒯

∗ − 〈𝒯∗, 𝒯∗〉∇𝒯∗𝒯
∗ + 〈∇𝒯∗𝒯

∗, 𝒯∗〉𝒯∗ 
 

 

şeklinde ifade edilir. 〈𝒯∗, 𝒯∗〉 = 1 eşitliği göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapıldığında; 

 

∇̃𝒯∗𝒯
∗ = 〈∇𝒯∗𝒯

∗, 𝒯∗〉𝒯∗ (4.1) 

 

eşitliği elde edilir. Burada (3.2) ve (3.3) eşitlikleri kullanılırsa; 
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∇𝒯∗𝒯
∗ =

𝑑𝒯∗

𝑑𝑠∗
=
𝑑𝒯∗

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
 

 

 

= [𝒯(−𝑘 sin 𝜃) + 𝒯′(𝑘 cos 𝜃) + ℬ(−𝑘 cos𝜃) + ℬ′(−𝑘 sin 𝜃)] (4.2) 

 

 

ifadesi bulunur. (4.2) eşitliğinde (2.2) eşitliğinde bulunan Serret-Frenet elemanları 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

 

∇𝒯∗𝒯
∗ = 𝒯(−𝑘 sin 𝜃) +𝒩(𝑘𝜘 cos𝜃 + 𝑘𝜏 sin 𝜃) + ℬ(−𝑘 cos𝜃) 

 

(4.3) 

 

bulunur. (3.2) ile (4.3) eşitlikleri Tanım 2.1.4. de ifade edilen tanım gereği 

hesaplanırsa; 

〈∇𝒯∗𝒯
∗, 𝒯∗〉 = 0 (4.4) 

 

elde edilir. (4.4) eşitliği (4.1) eşitliğinde kullanılırsa; 

 

〈∇𝒯∗𝒯
∗, 𝒯∗〉𝒯∗ = 0 (4.5) 

 

bulunur. Böylece; 

∇̃𝒯∗𝒯
∗ = 0 (4.6) 

 

elde edilir. (4.6) ifadesi ile 𝛽∗(𝑠∗) eğrisinin teğet vektör alanının Fermi-Walker 

türevi hesaplanmış olur. 

 

Teorem 4.1.1.1. (𝛽 , 𝛽∗) birim hızlı Bertrand eğri çiftini belirtsin. Bu eğrilere ait 

olan Serret-Frenet üçlüsü sırasıyla {𝒯,𝒩, ℬ}, {𝒯∗, 𝒩∗, ℬ∗} olsun.  𝒯∗ vektör alanı 

sin 𝜃 ≠ 0 ve cos 𝜃 ≠ 0 olmak üzere Fermi-Walker anlamında paraleldir.  

 

İspat. (4.6) eşitliğinden 𝒯∗ vektör alanının Fermi-Walker anlamında paralel olduğu 

açıktır.   
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Sonuç 4.1.1.1. (𝛽, 𝛽∗) birim hızlı Bertrand eğri çiftini belirtsin. 𝛽 eğrisinin eğriliği 𝜘 

olmak üzere 𝜘 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 için 𝛽∗ Bertrand eğri çiftinin teğet vektör alanı 𝒯∗, Fermi-

Walker anlamında paralel olup aynı zamanda 𝜏 ≠ 0 olduğunda 𝛽 eğrisi Salkowski 

eğrisi olur.  

 

İspat. (4.5) ve (4.6) eşitliği sıfıra eşit olduğundan (3.3) eşitliğinde bulunan 𝑘 

ifadesinde 𝜘 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ve 𝜏 ≠ 0 alınırsa Tanım 3.4.3. gereği 𝒯∗ vektör alanının 

Fermi-Walker anlamında paralel olduğu anlamına gelir. Öte yandan 𝛽 eğrisinin 𝜘 

değeri sabit iken 𝜏 değeri sıfırdan farklı olduğunda 𝛽 eğrisi Tanım 3.1.2. de ifade 

edildiği üzere Salkowski eğrisi olur. 

 

Sonuç 4.1.1.2. (𝛽, 𝛽∗) birim hızlı Bertrand eğri çiftini belirtsin. 𝛽 eğrisinin burulması 

𝜏 olmak üzere 𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 için 𝛽∗ Bertrand eğri çiftinin teğet vektör alanı 𝒯∗, Fermi-

Walker anlamında paralel olup aynı zamanda 𝜘 ≠ 0 olduğunda 𝛽 eğrisi anti-

Salkowski eğrisi olur.   

 

İspat. (4.5) ve (4.6) eşitliği sıfıra eşit olduğundan (3.3) eşitliğinde bulunan 𝑘 

ifadesinde 𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ve 𝜘 ≠ 0 alınırsa Tanım 3.4.3. gereği 𝒯∗ vektör alanının 

Fermi-Walker anlamında paralel olduğu anlamına gelir. Öte yandan 𝛽 eğrisinin 𝜏 

değeri sabit iken 𝜘 değeri sıfırdan farklı olduğunda 𝛽 eğrisi Tanım 3.1.4. de ifade 

edildiği üzere anti-Salkowski eğrisi olur. 

 

Sonuç 4.1.1.3. (𝛽, 𝛽∗) birim hızlı Bertrand eğri çiftini göstersin. 𝛽 eğrisinin 

burulması 𝜏 olmak üzere 𝜏 = 0 alınırsa 𝒯∗ vektör alanı Fermi-Walker anlamında 

paralel olup 𝛽 eğrisi düzlem eğrisi olur. 

 

İspat. (4.5) ve (4.6) eşitliği sıfıra eşit olduğundan (3.3) eşitliğinde bulunan 𝑘 

ifadesinde 𝜏 = 0 alınırsa Tanım 3.4.3. gereği 𝒯∗ vektör alanının Fermi-Walker 

anlamında paralel olduğu anlamına gelir. Burada 𝛽 eğrisinin 𝜏 değeri sıfır 

olduğundan 𝛽 eğrisi Teorem 2.3.4. te ifade edildiği üzere düzlem eğrisi olur. 
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Sonuç 4.1.1.4. 𝛽 eğrisi dairesel helis olması durumunda 𝛽∗(𝑠∗) eğrisinin teğet vektör 

alanı 𝒯∗, Fermi-Walker anlamında paralel olur.   

 

İspat. (4.5) ve (4.6) eşitliği sıfıra eşit olduğundan (3.3) eşitliğinde bulunan 𝑘 

ifadesinde 𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ve 𝜘 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 alınırsa Tanım 3.4.3. gereği 𝒯∗ vektör alanının 

Fermi-Walker anlamında paralel olduğu anlamına gelir. Burada 𝛽 eğrisinin 𝜏 ve 𝜘 

değeri sabit olduğundan 𝛽 eğrisi Teorem 3.1.1. de ifade edildiği üzere dairesel helis 

olur. 

 

4.1.2. Bertrand Eğri Çiftinin Normal Vektör Alanının Fermi-Walker Türevi 

Bu bölümde, 𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 eğrisi birim hızlı 𝑠 yay parametreli olarak 

tanımlanan 𝛽 eğrisi ele alınmıştır. 𝛽 eğrisinin Bertrand eğri çiftini belirten 𝛽∗ 

eğrisinin 𝒩∗ normal vektör alanının Fermi-Walker türevi hesaplanıp bazı sonuçlar 

elde edilmiştir. 

𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 eğrisi birim hızlı 𝑠 yay parametreli olarak tanımlanan 𝛽 

eğrisi verilsin. 𝛽 eğrisi ile Bertrand eğri çifti olan 𝛽∗ eğrisi ele alınsın. 𝛽 eğrisinin 

normal vektör alanı 𝒩, 𝛽∗eğrisinin normal vektör alanı ise 𝒩∗ olarak verilsin. (3.2) 

ve (3.11) denklemleri kullanılarak 𝛽(𝑠) birim hızlı eğrisinin Bertrand eğri çiftini 

belirten 𝛽∗(𝑠∗) eğrisinin normal vektör alanındaki Fermi-Walker türevi; 

∇̃𝒯∗ 𝒩
∗ = ∇𝒯∗ 𝒩

∗ − 〈𝒯∗ ,𝒩∗〉∇𝒯∗ 𝒯
∗  + 〈∇𝒯∗ 𝒯

∗ , 𝒩∗〉𝒯∗ 
 

 

eşitliği ile elde edilir. 〈𝒯∗,𝒩∗〉 = 0 eşitliği göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapıldığında; 

∇̃𝒯∗ 𝒩
∗ = ∇𝒯∗ 𝒩

∗ + 〈∇𝒯∗ 𝒯
∗ ,𝒩∗〉𝒯∗ (4.7) 

 

eşitliği bulunur. Burada (3.2) ve (3.3) eşitlikleri kullanılırsa; 

∇𝒯∗ 𝒩
∗ =

𝑑𝒩∗

𝑑𝑠∗
=
𝑑𝒩∗

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
= 𝒩′𝑘 

(4.8) 

 

ifadesi bulunur. (4.8) eşitliğinde (2.2) eşitliğinde bulunan Serret-Frenet elemanları 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 
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∇𝒯∗𝒩
∗ = 𝒯(−𝑘𝜘) + ℬ(𝑘𝜏) (4.9) 

 

bulunur. (3.2) ile (4.3) eşitlikleri Tanım 2.1.4. de ifade edilen tanım gereği 

hesaplanırsa; 

〈∇𝒯∗𝒯
∗,𝒩∗〉 = (𝑘𝜘 cos𝜃 + 𝑘𝜏 sin 𝜃) (4.10) 

 

elde edilir. (3.2) ile (4.10) eşitlikleri göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapılırsa; 

〈∇𝒯∗𝒯
∗, 𝒩∗〉𝒯∗ 

= 𝒯(𝑘𝜘 cos2 𝜃 + 𝑘𝜏 cos 𝜃 sin 𝜃) + ℬ(−𝑘𝜏 sin2 𝜃 − 𝑘𝜘 cos 𝜃 sin 𝜃) 
 

(4.11) 

 

elde edilir. Burada (4.9) ile (4.11) eşitlikleri kullanılarak; 

 

∇̃𝒯∗𝒩
∗ = [𝒯(𝑘𝜘(cos2 𝜃 − 1)

+ 𝑘𝜏cos 𝜃 sin 𝜃) + ℬ(𝑘𝜏(1 − sin2 𝜃) − 𝑘𝜘 cos 𝜃 sin 𝜃)] 

(4.12) 

 

ifadesi ile 𝛽∗(𝑠∗) eğrisinin normal vektör alanının Fermi-Walker türevi hesaplanmış 

olur. 

 

Teorem 4.1.2.1. (𝛽, 𝛽∗) birim hızlı Bertrand eğri çiftini belirtsin. Bu eğrilere ait olan 

Serret-Frenet üçlüsü sırasıyla {𝒯,𝒩, ℬ}, {𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗} olsun. 𝒩∗ vektör alanının 

Fermi-Walker anlamında paralel olması için gerek ve yeter koşul sin 𝜃 ≠ 0 ve 

cos𝜃 ≠ 0 olmak üzere 𝛽 eğrisinin bir helis eğrisi olmasıdır. 

 

İspat. 𝒩∗ vektör alanı Fermi-Walker anlamında paralel olsun. O halde Tanım 3.4.3. 

gereği (4.7) eşitliğinin sıfır olması gerekir. Böylece; 

 

∇𝒯∗𝒩
∗ + 〈∇𝒯∗𝒯

∗,𝒩∗〉𝒯∗ = 0 

 

 

yazabiliriz. (4.9), (4.11) ve (4.12) eşitlikleri göz önüne alınarak (4.12) eşitliğinde 𝑘 ≠

0 olduğundan Serret-Frenet katsayıları sıfır olmalıdır. Bu durumda; 
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{
𝑘𝜘(cos2 𝜃 − 1) + 𝑘𝜏 cos𝜃 sin 𝜃 = 0

𝑘𝜏(1 − sin2 𝜃) − 𝑘𝜘 cos𝜃 sin 𝜃 = 0
 

(4.13) 

 

olur. sin 𝜃 ≠ 0 ve cos𝜃 ≠ 0 olduğu göz önüne alınarak (4.13) denkleminde; 

 

−𝜘 sin 𝜃 + 𝜏 cos𝜃 = 0 (4.14) 

 

eşitliğinde tek bir denklem olarak elde edilir. (4.14) denkleminde 
𝜏

𝜘
= 𝒽 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

olup 𝛽 eğrisi bir helistir. Bu durumda (4.12) eşitliği sıfıra eşit olup 𝒩∗ vektör alanı 

Fermi-Walker anlamında paraleldir. 

Tersine 𝛽 bir helis eğrisi olsun. Bu durumda sin 𝜃 ≠ 0 ve cos𝜃 ≠ 0 olmak 

üzere 
𝜏

𝜘
= tan 𝜃 =

sin𝜃

cos𝜃
= 𝒽 olup 𝜏 = 𝒽𝜘 ve sin 𝜃 = 𝒽 cos𝜃 eşitlikleri (4.7) ve 

(4.12) denklemlerinde kullanıldığında (4.12) eşitliği sıfıra eşit olup 𝒩∗ vektör alanı 

Fermi-Walker anlamında paraleldir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 4.1.2.1. 𝛽 eğrisi dairesel helis olması durumunda 𝛽∗(𝑠∗) eğrisinin normal 

vektör alanı 𝒩∗, Fermi-Walker anlamında paralel olur.    

  

İspat. 𝛽 eğrisi dairesel helis olsun. Teorem 3.1.1. de bulunan tanım gereği 𝜘 ve 𝜏 

değerleri sabit olur. (4.14) denkleminin bir çözümü olan 𝜘 =
1

sin𝜃
  ve 𝜏 =

1

cos 𝜃
, 

(4.12) eşitliğinde yerine yazılırsa; 

 

∇̃𝒯∗𝒩
∗ = ∇𝒯∗𝒩

∗ + 〈∇𝒯∗𝒯
∗, 𝒩∗〉𝒯∗ = 0 

 

 

eşitliği sağlanır. Tanım 3.4.3. gereği 𝒩∗ vektör alanının Fermi-Walker anlamında 

paralel olduğu anlamına gelir. 

 

4.1.3. Bertrand Eğri Çiftinin Binormal Vektör Alanının Fermi-Walker Türevi 

Bu bölümde,  𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 eğrisi birim hızlı 𝑠 yay parametreli olarak 

tanımlanan 𝛽 eğrisi ele alınmıştır. 𝛽 eğrisinin Bertrand eğri çiftini belirten 𝛽∗ 
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eğrisinin ℬ∗ binormal vektör alanının Fermi-Walker türevi hesaplanıp bazı sonuçlar 

elde edilmiştir. 

𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 eğrisi birim hızlı 𝑠 yay parametreli olarak tanımlanan 𝛽 

eğrisi verilsin. 𝛽  eğrisi ile Bertrand eğri çifti olan 𝛽∗ eğrisi ele alınsın.  𝛽   eğrisinin 

binormal vektör alanı ℬ, 𝛽∗eğrisinin binormal vektör alanı ise ℬ∗ olarak verilsin. 

(3.2) ve (3.11) denklemleri kullanılarak  𝛽(𝑠) birim hızlı eğrisinin Bertrand eğri 

çiftini belirten 𝛽∗(𝑠∗) eğrisinin binormal vektör alanının Fermi-Walker türevi; 

                    ∇̃𝒯∗ℬ
∗ = ∇𝒯∗ℬ

∗ − 〈𝒯∗, ℬ∗〉∇𝒯∗𝒯
∗ + 〈∇𝒯∗𝒯

∗, ℬ∗〉𝒯∗  

 

eşitliği ile elde edilir. 〈𝒯∗, ℬ∗〉 = 0 eşitliği göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapıldığında; 

∇̃𝒯∗ℬ
∗ = ∇𝒯∗ℬ

∗ + 〈∇𝒯∗𝒯
∗, ℬ∗〉𝒯∗  

 

(4.15) 

denklemi bulunur. Burada (3.2) ve (3.3) eşitlikleri kullanılırsa; 

 

   ∇𝒯∗ℬ
∗ =

𝑑ℬ∗

𝑑𝑠∗
=
𝑑ℬ∗

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
 

 

= [𝒯′(𝑘 sin 𝜃) + 𝒯(𝑘 cos𝜃) + ℬ′(𝑘 cos𝜃) + ℬ(−𝑘 sin 𝜃)] (4.16) 

 

bulunur. (4.16) eşitliğinde (2.2) eşitliğinde bulunan Serret-Frenet elemanları 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

 

∇𝒯∗ℬ
∗ = [𝒯(𝑘 cos𝜃) + 𝒩(𝑘𝜘 sin 𝜃 − 𝑘𝜏 cos𝜃) + ℬ(−𝑘 sin 𝜃)] 

 

(4.17) 

 

bulunur. (3.2) ile (4.3) eşitlikleri Tanım 2.1.4. de ifade edilen tanım gereği 

hesaplanırsa; 

〈∇𝒯∗𝒯
∗, ℬ∗〉 = −𝑘 (4.18) 

 

elde edilir. (3.2) ile (4.18) eşitlikleri göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapılırsa; 

〈∇𝒯∗𝒯
∗, ℬ∗〉𝒯∗ = 𝒯(−𝑘 cos𝜃) + ℬ(𝑘 sin 𝜃) (4.19) 

 

elde edilir. Burada (4.17) ile (4.19) eşitlikleri kullanılarak; 
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∇̃𝒯∗ℬ
∗ = 𝒩(𝑘𝜘 sin 𝜃 − 𝑘𝜏 cos 𝜃) (4.20) 

 

elde edilir ve böylece 𝛽∗(𝑠∗) eğrisinin binormal vektör alanının Fermi-Walker türevi 

hesaplanmış olur. 

 

Teorem 4.1.3.1. (𝛽 , 𝛽∗) birim hızlı Bertrand eğri çiftini belirtsin. Bu eğrilere ait 

olan Serret-Frenet üçlüsü sırasıyla {𝒯,𝒩, ℬ}, {𝒯∗, 𝒩∗, ℬ∗} olsun. ℬ∗ vektör alanının 

Fermi-Walker anlamında paralel olmasının gerek ve yeter koşulu sin 𝜃 ≠ 0 ve 

cos𝜃 ≠ 0 olmak üzere 𝛽 eğrisinin bir helis eğrisi olmasıdır. 

 

İspat. ℬ∗ vektör alanı Fermi-Walker anlamında paralel olsun. O halde Tanım 3.4.3. 

gereği (4.15) eşitliğinin sıfır olması gerekir. Buradan; 

 

∇𝒯∗ℬ
∗ + 〈∇𝒯∗𝒯

∗, ℬ∗〉𝒯∗ = 0 

 

 

yazabiliriz. (4.17), (4.19) ve (4.20) eşitlikleri göz önüne alınarak (4.20) eşitliğinde 

𝑘 ≠ 0 olduğundan Serret-Frenet katsayıları sıfır olmalıdır. Bu durumda; 

 

(𝑘𝜘 sin 𝜃 − 𝑘𝜏 cos𝜃) = 0 

 

(4.21) 

 

olur. sin 𝜃 ≠ 0 ve cos𝜃 ≠ 0 olduğu göz önüne alınarak (4.21) denklemi; 

 

𝜘 sin 𝜃 − 𝜏 cos𝜃 = 0 (4.22) 

 

eşitliğinde tek bir denklem olarak elde edilir. (4.22) denkleminde 
𝜏

𝜘
= 𝒽 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

olup 𝛽 eğrisi bir helistir. Bu durumda (4.20) eşitliği sıfıra eşit olup ℬ∗ vektör alanı 

Fermi-Walker anlamında paraleldir. 

Tersine 𝛽 bir helis eğrisi olsun. Bu durumda sin 𝜃 ≠ 0 ve cos𝜃 ≠ 0 olmak 

üzere 
𝜏

𝜘
= tan 𝜃 =

sin𝜃

cos𝜃
= 𝒽 olup 𝜏 = 𝒽𝜘 ve sin 𝜃 = 𝒽cos 𝜃 eşitlikleri (4.15) ve 

(4.20) denklemlerinde kullanıldığında (4.20) eşitliği sıfıra eşit olup ℬ∗ vektör alanı 

Fermi-Walker anlamında paraleldir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Sonuç 4.1.3.1. 𝛽∗ eğrisinin binormal vektör alanı ℬ∗ın Fermi-Walker türevi 𝒩 yönlü 

bir vektördür. 

 

İspat. (4.20) denklemi ile ispat açıktır. 

 

Sonuç 4.1.3.2. 𝛽 eğrisi dairesel helis olması durumunda 𝛽∗(𝑠∗) eğrisinin binormal 

vektör alanı ℬ∗, Fermi-Walker anlamında paralel olur.    

 

İspat. 𝛽 eğrisi dairesel helis olsun. Teorem 3.1.1. de bulunan tanım gereği 𝜘 ve 𝜏 

değerleri sabit olur. (4.22) denkleminin bir çözümü olan 𝜘 =
1

sin𝜃
  ve 𝜏 =

1

cos 𝜃
, 

(4.20) eşitliğinde yerine yazılırsa; 

 

∇̃𝒯∗ℬ
∗ = ∇𝒯∗ℬ

∗ + 〈∇𝒯∗𝒯
∗, ℬ∗〉𝒯∗ = 0 

 

 

eşitliği sağlanır. Tanım 3.4.3. gereği ℬ∗ vektör alanının Fermi-Walker anlamında 

paralel olduğu anlamına gelir. 

 

𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗ vektör alanlarının Fermi-Walker anlamında paralel olduğuna dair teorem 

ve sonuçlar dikkate alındığında aşağıdaki sonuca ulaşılır. 

Sonuç 4.1.3.3. (𝛽 , 𝛽∗) birim hızlı ve 𝑠 yay parametreli Bertrand eğri çifti olsun. 𝛽∗ 

eğrisi boyunca 𝒯∗, 𝒩∗ ve ℬ∗ ortonormal vektörler olmak üzere 𝛽 eğrisinin helis 

eğrisi olması durumunda {𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗ } üçlüsü bir non-rotating (dönmeyen) çatı 

oluşturur.  

 

İspat. 𝛽∗ eğrisi boyunca 𝒯∗, 𝒩∗ ve ℬ∗ ortonormal vektörler olmak üzere Teorem 

4.1.1.1. ışığında 𝛽∗ eğrisinin 𝒯∗ vektör alanının Fermi-Walker anlamında paralel 

olduğu açıktır. Teorem 4.1.2.1. ışığında 𝛽∗ eğrisinin 𝒩∗ vektör alanının Fermi-

Walker anlamında paralel olduğu açıktır. Teorem 4.1.3.1. ışığında 𝛽∗ eğrisinin ℬ∗ 

vektör alanının Fermi-Walker anlamında paralel olduğu açıktır. Böylece Tanım 

3.4.4. gereği {𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗ } üçlüsü 𝛽 eğrisinin helis eğrisi olması durumunda bir non-

rotating (dönmeyen) çatı oluşturur. 
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4.1.4. Mannheim Eğri Çiftinin Teğet Vektör Alanının Fermi-Walker Türevi 

Bu bölümde, ℳ:𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 birim hızlı olarak tanımlı ℳ eğrisi ele 

alınmıştır. ℳ eğrisi ile Mannheim eğri çifti olan ℳ∗ eğrisinin 𝒯∗ teğet vektör 

alanının Fermi-Walker türevi hesaplanıp bazı sonuçlar elde edilmiştir. 

ℳ eğrisi ℳ:𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3  birim hızlı eğri olarak tanımlansın. ℳ eğrisi ile 

Mannheim eğri çifti olan ℳ∗ eğrisi ele alınsın. ℳ eğrisinin teğet vektör alanı 𝒯, ℳ∗ 

eğrisinin teğet vektör alanı ise 𝒯∗olarak verilsin. (3.6) ve (3.11) denklemleri 

kullanılarak ℳ(𝑠) birim hızlı eğrisi ile Mannheim eğri çifti olan ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin 

teğet vektör alanının Fermi-Walker türevi; 

∇̃𝒯∗𝒯
∗ = ∇𝒯∗𝒯

∗ − 〈𝒯∗, 𝒯∗〉∇𝒯∗𝒯
∗ + 〈∇𝒯∗𝒯

∗, 𝒯∗〉𝒯∗ 
 

şeklinde ifade edilir. 〈𝒯∗, 𝒯∗〉 = 1 eşitliği göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapıldığında; 

∇̃𝒯∗𝒯
∗ = 〈∇𝒯∗𝒯

∗, 𝒯∗〉𝒯∗  

 

(4.23) 

 

eşitliği elde edilir. Burada (3.3) ve (3.6) eşitlikleri kullanılırsa; 

 

∇𝒯∗𝒯
∗ =

𝑑𝒯∗

𝑑𝑠∗
=
𝑑𝒯∗

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
 

= [𝒯(−𝑘 sin 𝜃) + 𝒯′(𝑘 cos𝜃) + ℬ(−𝑘 cos𝜃) + ℬ′(−𝑘 sin 𝜃)] (4.24) 

 

ifadesi bulunur. (4.24) eşitliğinde (2.2) eşitliğinde bulunan Serret-Frenet elemanları 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

 

∇𝒯∗𝒯
∗ = 𝒯(−𝑘 sin 𝜃) +𝒩(𝑘𝜘 cos 𝜃 + 𝑘𝜏 sin 𝜃) + ℬ(−𝑘 cos 𝜃) 

 

(4.25) 

 

bulunur. (3.6) ile (4.25) eşitlikleri Tanım 2.1.4. de ifade edilen tanım gereği 

hesaplanırsa; 

〈∇𝒯∗𝒯
∗, 𝒯∗〉 = 0 (4.26) 

 

elde edilir. (4.26) eşitliği (4.23) eşitliğinde kullanılırsa; 
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〈∇𝒯∗𝒯
∗, 𝒯∗〉𝒯∗ = 0 (4.27) 

 

bulunur. Böylece; 

∇̃𝒯∗𝒯
∗ = 0 (4.28) 

 

ifadesi ile ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin teğet vektör alanının Fermi-Walker türevi hesaplanmış 

olur. 

 

Teorem 4.1.4.1. (ℳ ,ℳ∗) birim hızlı Mannheim eğri çifti olsun. Bu eğrilere ait 

olan Serret-Frenet üçlüsü sırasıyla {𝒯,𝒩, ℬ}, {𝒯∗, 𝒩∗, ℬ∗} olsun. 𝒯∗ vektör alanı 

sin 𝜃 ≠ 0 ve cos 𝜃 ≠ 0 olmak üzere Fermi-Walker anlamında paraleldir.  

 

İspat. (4.28) eşitliğinden 𝒯∗ vektör alanının Fermi-Walker anlamında paralel olduğu 

açıktır.  

 

Sonuç 4.1.4.1. (ℳ,ℳ∗) birim hızlı Mannheim eğri çiftini göstersin. ℳ eğrisinin 

torsiyonu 𝜏 olmak üzere 𝜏 = 0 alınırsa 𝒯∗ vektör alanı Fermi-Walker anlamında 

paralel olup ℳ eğrisi düzlem eğrisi olur. 

 

İspat. (4.27) ve (4.28) eşitliği sıfıra eşit olduğundan (3.3) eşitliğinde bulunan 𝑘 

ifadesinde 𝜏 = 0 alınırsa Tanım 3.4.3. gereği 𝒯∗ vektör alanının Fermi-Walker 

anlamında paralel olduğu anlamına gelir. Burada ℳ eğrisinin 𝜏 değeri sıfır 

olduğunda ℳ eğrisi Teorem 2.3.4. te ifade edildiği üzere düzlem eğrisi olur. 

 

Sonuç 4.1.4.2. ℳ eğrisi dairesel helis olması durumunda ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin teğet 

vektör alanı 𝒯∗, Fermi-Walker anlamında paralel olur.   

 

İspat. (4.27) ve (4.28) eşitliği sıfıra eşit olduğundan (3.3) eşitliğinde bulunan 𝑘 

ifadesinde 𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ve 𝜘 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 alınırsa Tanım 3.4.3. gereği 𝒯∗ vektör alanının 

Fermi-Walker anlamında paralel olduğu anlamına gelir. Burada ℳ eğrisinin 𝜏 ve 𝜘 

değeri sabit olduğunda ℳ eğrisi Teorem 3.1.1. de ifade edildiği üzere dairesel helis 

olur. 
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4.1.5. Mannheim Eğri Çiftinin Normal Vektör Alanının Fermi-Walker Türevi 

Bu bölümde, ℳ:𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 birim hızlı olarak tanımlı ℳ eğrisi ele 

alınmıştır. ℳ eğrisi ile Mannheim eğri çifti olan ℳ∗ eğrisinin 𝒩∗ normal vektör 

alanının Fermi-Walker türevi hesaplanıp bazı sonuçlar elde edilmiştir. 

ℳ eğrisi ℳ:𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 birim hızlı eğri olarak tanımlansın. ℳ eğrisi ile 

Mannheim eğri çifti olan ℳ∗ eğrisi ele alınsın. ℳ eğrisinin normal vektör alanı 𝒩, 

ℳ∗eğrisinin normal vektör alanı ise 𝒩∗ olarak verilsin. (3.6) ve (3.11) denklemleri 

kullanılarak ℳ(𝑠) birim hızlı eğrisi ile Mannheim eğri çifti olan ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin 

normal vektör alanındaki Fermi-Walker türevi; 

∇̃𝒯∗ 𝒩
∗ = ∇𝒯∗ 𝒩

∗ − 〈𝒯∗ ,𝒩∗〉∇𝒯∗ 𝒯
∗  + 〈∇𝒯∗ 𝒯

∗ ,𝒩∗〉𝒯∗ 

 

eşitliği ile elde edilir. 〈𝒯∗,𝒩∗〉 = 0 eşitliği göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapıldığında; 

 

∇̃𝒯∗ 𝒩
∗ = ∇𝒯∗ 𝒩

∗ + 〈∇𝒯∗ 𝒯
∗ ,𝒩∗〉𝒯∗ (4.29) 

 

eşitliği sağlanır. Burada (3.3) ve (3.6) eşitlikleri kullanılırsa; 

 

 ∇𝒯∗ 𝒩
∗ =

𝑑𝒩∗

𝑑𝑠∗
=
𝑑𝒩∗

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
            

  = [𝒯′(𝑘 sin 𝜃) + 𝒯(𝑘 cos𝜃) + ℬ′(𝑘 cos𝜃) + ℬ(−𝑘 sin 𝜃)] (4.30) 

 

ifadesi bulunur. (4.30) eşitliğinde (2.3) eşitliğinde bulunan Serret-Frenet elemanları 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

 

∇𝒯∗𝒩
∗  = [𝒯(𝑘 cos 𝜃) +𝒩(𝑘𝜘 sin 𝜃 − 𝑘𝜏 cos 𝜃) + ℬ(−𝑘 sin 𝜃)] 

 

(4.31) 

 

bulunur. (3.6) ile (4.25) eşitlikleri Tanım 2.1.4. de ifade edilen tanım gereği 

hesaplanırsa; 

〈∇𝒯∗𝒯
∗,𝒩∗〉 = −𝑘 (4.32) 
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elde edilir. (3.6) ile (4.32) eşitlikleri göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapılırsa; 

〈∇𝒯∗𝒯
∗, 𝒩∗〉𝒯∗ = 𝒯(−𝑘 cos𝜃) + ℬ(𝑘 sin 𝜃) (4.33) 

 

elde edilir. Burada (4.31) ile (4.33) eşitlikleri kullanılarak; 

 

                                       ∇̃𝒯∗𝒩
∗ = 𝒩(𝑘𝜘 sin 𝜃 − 𝑘𝜏 cos 𝜃)                                     

 

(4.34) 

ifadesi ile ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin normal vektör alanının Fermi-Walker türevi hesaplanmış 

olur. 

 

Teorem 4.1.5.1. (ℳ ,ℳ∗) birim hızlı Mannheim eğri çifti olsun. Bu eğrilere ait 

olan Serret-Frenet üçlüsü sırasıyla {𝒯,𝒩, ℬ}, {𝒯∗, 𝒩∗, ℬ∗} olsun. 𝒩∗ vektör alanının 

Fermi-Walker anlamında paralel olması için gerek ve yeter koşul sin 𝜃 ≠ 0 ve 

cos𝜃 ≠ 0 olmak üzere ℳ eğrisinin bir helis eğrisi olmasıdır. 

 

İspat. 𝒩∗ vektör alanı Fermi-Walker anlamında paralel olsun. O halde Tanım 3.4.3. 

gereği (4.29) eşitliğinin sıfır olması gerekir. Buradan; 

 

∇𝒯∗𝒩
∗ + 〈∇𝒯∗𝒯

∗,𝒩∗〉𝒯∗ = 0 

 

yazabiliriz. (4.31), (4.33) ve (4.34) eşitlikleri göz önüne alınarak (4.34) eşitliğinde 

𝑘 ≠ 0 olduğundan Serret-Frenet katsayıları sıfır olmalıdır. Bu durumda; 

 

(𝑘𝜘 sin 𝜃 − 𝑘𝜏 cos𝜃) = 0 

 

(4.35) 

 

olur. sin 𝜃 ≠ 0 ve cos𝜃 ≠ 0 olduğu göz önüne alınarak (4.35) denkleminde; 

 

𝜘 sin 𝜃 − 𝜏 cos𝜃 = 0 (4.36) 

 

eşitliğinde tek bir denklem olarak elde edilir. (4.36) denkleminde 
𝜏

𝜘
= 𝒽 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

olup ℳ eğrisi bir helistir. Bu durumda (4.34) eşitliği sıfıra eşit olup 𝒩∗ vektör alanı 

Fermi-Walker anlamında paraleldir. 
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Tersine ℳ bir helis eğrisi olsun. Bu durumda sin 𝜃 ≠ 0 ve cos𝜃 ≠ 0 olmak 

üzere 
𝜏

𝜘
= tan 𝜃 =

sin𝜃

cos𝜃
= 𝒽 olup 𝜏 = 𝒽𝜘 ve sin 𝜃 = 𝒽 cos𝜃 eşitlikleri (4.29) ve 

(4.34) denklemlerinde kullanıldığında (4.34) eşitliği sıfıra eşit olup 𝒩∗ vektör alanı 

Fermi-Walker anlamında paraleldir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 4.1.5.1. ℳ∗ eğrisinin normal vektör alanı 𝒩∗ın Fermi-Walker türevi 𝒩 yönlü 

bir vektördür. 

 

İspat. (4.34) denklemi ile ispat açıktır. 

 

Sonuç 4.1.5.2. ℳ eğrisi dairesel helis olması durumunda ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin normal 

vektör alanı 𝒩∗, Fermi-Walker anlamında paralel olur.    

 

İspat. ℳ eğrisi dairesel helis olsun. Teorem 3.1.1. de bulunan tanım gereği 𝜘 ve 𝜏 

değerleri sabit olur. (4.36) denkleminin bir çözümü olan 𝜘 =
1

sin𝜃
  ve 𝜏 =

1

cos 𝜃
, 

(4.34) eşitliğinde yerine yazılırsa; 

 

∇̃𝒯∗𝒩
∗ = ∇𝒯∗𝒩

∗ + 〈∇𝒯∗𝒯
∗,𝒩∗〉𝒯∗ = 0 

 

elde edilir. Tanım 3.4.3. gereği 𝒩∗ vektör alanının Fermi-Walker anlamında paralel 

olduğu anlamına gelir. 

 

4.1.6. Mannheim Eğri Çiftinin Binormal Vektör Alanının Fermi-Walker Türevi 

Bu bölümde, ℳ:𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 birim hızlı olarak tanımlı  ℳ  eğrisi ele 

alınmıştır.  ℳ  eğrisi ile Mannheim eğri çifti olan ℳ∗ eğrisinin ℳ∗ binormal vektör 

alanının Fermi-Walker türevi hesaplanıp bazı sonuçlar elde edilmiştir. 

 ℳ  eğrisi ℳ:𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 birim hızlı eğri olarak tanımlansın.  ℳ  eğrisi ile 

Mannheim eğri çifti olan ℳ∗ eğrisi ele alınsın.  ℳ   eğrisinin binormal vektör alanı 

ℬ, ℳ∗eğrisinin binormal vektör alanı ise ℬ∗ olarak verilsin. (3.6) ve (3.11) 
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denklemleri kullanılarak  ℳ(𝑠) birim hızlı eğrisi ile Mannheim eğri çifti olan 

ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin binormal vektör alanının Fermi-Walker türevi; 

                    ∇̃𝒯∗ℬ
∗ = ∇𝒯∗ℬ

∗ − 〈𝒯∗, ℬ∗〉∇𝒯∗𝒯
∗ + 〈∇𝒯∗𝒯

∗, ℬ∗〉𝒯∗  

 

eşitliği ile elde edilir. 〈𝒯∗, ℬ∗〉 = 0 eşitliği göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapıldığında; 

∇̃𝒯∗ℬ
∗ = ∇𝒯∗ℬ

∗ + 〈∇𝒯∗𝒯
∗, ℬ∗〉𝒯∗  

 

(4.37) 

denklemi bulunur. Burada (3.3) ve (3.6) eşitlikleri kullanılırsa; 

 

                                           ∇𝒯∗ℬ
∗ =

𝑑ℬ∗

𝑑𝑠∗
=
𝑑ℬ∗

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
= 𝒩′𝑘                                    

(4.38) 

 

bulunur. (4.38) eşitliğinde (2.2) eşitliğinde bulunan Serret-Frenet elemanları 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

 

                                               ∇𝒯∗ℬ
∗ = 𝒯(−𝑘𝜘) + ℬ(𝑘𝜏)                                            (4.39) 

 

bulunur. (3.6) ile (4.25) eşitlikleri Tanım 2.1.4. de ifade edilen tanım gereği 

hesaplanırsa; 

                                        〈∇𝒯∗𝒯
∗, ℬ∗〉  = (𝑘𝜘 cos 𝜃 + 𝑘𝜏 sin 𝜃)                                 (4.40) 

 

elde edilir. (3.6) ile (4.40) eşitlikleri göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapılırsa; 

〈∇𝒯∗𝒯
∗, ℬ∗〉𝒯∗ 

= 𝒯(𝑘𝜘 cos2 𝜃 + 𝑘𝜏 cos 𝜃 sin 𝜃) + ℬ(−𝑘𝜏 sin2 𝜃 − 𝑘𝜘 cos 𝜃 sin 𝜃) 
 

(4.41) 

denklemi bulunur. Burada (4.39) ile (4.41) denklemleri kullanıldığında; 

 

∇̃𝒯∗ℬ
∗ = 

[𝒯(𝑘𝜘(cos2 𝜃 − 1) + 𝑘𝜏cos 𝜃 sin 𝜃) + ℬ(𝑘𝜏(1 − sin2 𝜃) − 𝑘𝜘 cos𝜃 sin 𝜃)] (4.42) 

 

elde edilir ve böylece  ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin binormal vektör alanının Fermi-Walker 

türevi hesaplanmış olunur. 
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Teorem 4.1.6.1. (ℳ ,ℳ∗) birim hızlı Mannheim eğri çifti olsun. Bu eğrilere ait 

olan Serret-Frenet üçlüsü sırasıyla {𝒯,𝒩, ℬ}, {𝒯∗, 𝒩∗, ℬ∗} olsun. ℬ∗ vektör alanının 

Fermi-Walker anlamında paralel olması için gerek ve yeter koşul sin 𝜃 ≠ 0 ve 

cos𝜃 ≠ 0 olmak üzere ℳ eğrisinin bir helis eğrisi olmasıdır. 

 

İspat. ℬ∗ vektör alanı Fermi-Walker anlamında paralel olsun. O halde Tanım 3.4.3. 

gereği (4.37) eşitliğinin sıfır olması gerekir. Buradan; 

 

∇𝒯∗ℬ
∗ + 〈∇𝒯∗𝒯

∗, ℬ∗〉𝒯∗ = 0 

 

yazabiliriz. (4.39), (4.41) ve (4.42) eşitlikleri göz önüne alınarak (4.42) eşitliğinde 

𝑘 ≠ 0 olduğundan Serret-Frenet katsayıları sıfır olmalıdır. Bu durumda; 

 

{
𝑘𝜘(cos2 𝜃 − 1) + 𝑘𝜏 cos𝜃 sin 𝜃 = 0

𝑘𝜏(1 − sin2 𝜃) − 𝑘𝜘 cos𝜃 sin 𝜃 = 0
 

(4.43) 

 

olur. sin 𝜃 ≠ 0 ve cos𝜃 ≠ 0 olduğu göz önüne alınarak (4.43) denklemi; 

 

−𝜘 sin 𝜃 + 𝜏 cos𝜃 = 0 (4.44) 

 

eşitliğinde tek bir denklem olarak elde edilir. (4.44) denkleminde 
𝜏

𝜘
= 𝒽 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

olup ℳ eğrisi bir helistir. Bu durumda (4.42) eşitliği sıfıra eşit olup ℬ∗ vektör alanı 

Fermi-Walker anlamında paraleldir. 

Tersine ℳ bir helis eğrisi olsun. Bu durumda sin 𝜃 ≠ 0 ve cos𝜃 ≠ 0 olmak 

üzere 
𝜏

𝜘
= tan 𝜃 =

sin𝜃

cos𝜃
= 𝒽 olup 𝜏 = 𝒽𝜘 ve sin 𝜃 = 𝒽 cos𝜃 eşitlikleri (4.30) ve 

(4.35) denklemlerinde kullanıldığında (4.42) eşitliği sıfıra eşit olup ℬ∗ vektör alanı 

Fermi-Walker anlamında paraleldir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 4.1.6.1. ℳ eğrisi dairesel helis olması durumunda ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin binormal 

vektör alanı ℬ∗, Fermi-Walker anlamında paralel olur.    
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İspat. ℳ eğrisi dairesel helis olsun. Teorem 3.1.1. de bulunan tanım gereği 𝜘 ve 𝜏 

değerleri sabit olur. (4.44) denkleminin bir çözümü olan 𝜘 =
1

sin𝜃
  ve 𝜏 =

1

cos 𝜃
, 

(4.42) eşitliğinde yerine yazılırsa; 

∇̃𝒯∗ℬ
∗ = ∇𝒯∗ℬ

∗ + 〈∇𝒯∗𝒯
∗, ℬ∗〉𝒯∗ = 0 

 

eşitliği sağlanır. Tanım 3.4.3. gereği ℬ∗ vektör alanının Fermi-Walker anlamında 

paralel olduğu anlamına gelir. 

 

𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗ vektör alanlarının Fermi-Walker anlamında paralel olduğuna dair teorem 

ve sonuçlar dikkate alındığında aşağıdaki sonuca ulaşılır. 

Sonuç 4.1.6.2. (ℳ ,ℳ∗) birim hızlı ve 𝑠 yay parametreli Mannheim eğri çifti olsun. 

ℳ∗ eğrisi boyunca 𝒯∗, 𝒩∗ ve ℬ∗ ortonormal vektörler olmak üzere ℳ eğrisinin 

helis eğrisi olması durumunda {𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗ } üçlüsü bir non-rotating (dönmeyen) çatı 

oluşturur.  

 

İspat. ℳ∗ eğrisi boyunca 𝒯∗, 𝒩∗ ve ℬ∗ ortonormal vektörler olmak üzere Teorem 

4.1.4.1. ışığında ℳ∗ eğrisinin 𝒯∗ vektör alanının Fermi-Walker anlamında paralel 

olduğu açıktır. Teorem 4.1.5.1. ışığında ℳ∗ eğrisinin 𝒩∗ vektör alanının Fermi-

Walker anlamında paralel olduğu açıktır. Teorem 4.1.6.1. ışığında ℳ∗ eğrisinin ℬ∗ 

vektör alanının Fermi-Walker anlamında paralel olduğu açıktır. Böylece Tanım 

3.4.4. gereği {𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗ } üçlüsü ℳ eğrisinin helis eğrisi olması durumunda bir 

non-rotating (dönmeyen) çatı oluşturur. 

4.2.Bertrand Eğri Çiftinin ve Mannheim Eğri Çiftinin Serret-Frenet Vektör 

Alanlarının Normal Fermi-Walker Türevleri 

Bu kısımda temel tanım ve teoremlerden yararlanılarak elde edilen Bertrand 

ve Mannheim eğri çiftlerinin Normal Fermi-Walker türevi ile ilgili bulgulara yer 

verilmiştir. 

 



 
 

43 

4.2.1. Bertrand Eğri Çiftinin Teğet Vektör Alanının Normal Fermi-Walker 

Türevi 

Bu bölümde, 𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 eğrisi birim hızlı 𝑠 yay parametreli olarak 

tanımlanan 𝛽 eğrisi ele alınmıştır. 𝛽 eğrisinin Bertrand eğri çiftini belirten 

𝛽∗eğrisinin 𝒯∗ teğet vektör alanının normal Fermi-Walker türevi hesaplanıp bazı 

sonuçlar elde edilmiştir. 

𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 eğrisi birim hızlı 𝑠 yay parametreli olarak tanımlanan 𝛽 

eğrisi verilsin. 𝛽 eğrisi ile Bertrand eğri çifti olan 𝛽∗ eğrisi ele alınsın. 𝛽 eğrisinin 

teğet vektör alanı 𝒯, 𝛽∗ eğrisinin teğet vektör alanı ise 𝒯∗olarak verilsin. (3.2) ve 

(3.14) denklemleri kullanılarak 𝛽(𝑠) birim hızlı eğrisinin Bertrand eğri çiftini 

belirten 𝛽∗(𝑠∗) eğrisinin teğet vektör alanındaki normal Fermi-Walker türevi; 

∇̃𝒩∗𝒯∗ = ∇𝒩∗𝒯∗ − 〈𝒩∗, 𝒯∗〉∇𝒩∗𝒩∗ + 〈∇𝒩∗𝒩∗, 𝒯∗〉𝒩∗ 

 

şeklinde ifade edilir. 〈𝒩∗, 𝒯∗〉 = 0 eşitliği göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapıldığında; 

∇̃𝒩∗𝒯∗ = ∇𝒩∗𝒯∗ + 〈∇𝒩∗𝒩∗, 𝒯∗〉𝒩∗ (4.45) 

 

eşitliği elde edilir. Burada (3.2) ve (3.3) eşitlikleri kullanılırsa; 

 

∇𝒩∗𝒯∗ =
𝑑𝒯∗

𝑑𝑠∗
=
𝑑𝒯∗

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
 

= [𝒯(−𝑘 sin 𝜃) + 𝒯′(𝑘 cos𝜃) + ℬ(−𝑘 cos𝜃) + ℬ′(−𝑘 sin 𝜃)] (4.46) 

 

ifadesi bulunur. (4.46) eşitliğinde (2.2) eşitliğinde bulunan Serret-Frenet elemanları 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

 

            ∇𝒩∗𝒯∗ = 𝒯(−𝑘 sin 𝜃) +𝒩(𝑘𝜘 cos𝜃 + 𝑘𝜏 sin 𝜃) + ℬ(−𝑘 cos𝜃)         (4.47) 

 

bulunur. (3.2) ve (3.3) eşitlikleri kullanıldığında; 

 

∇𝒩∗𝒩∗ =
𝑑𝒩∗

𝑑𝑠∗
=
𝑑𝒩∗

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
= 𝒩′𝑘 

 

(4.48) 



 
 

44 

elde edilir. (4.48) eşitliğinde (2.2) eşitliğinde bulunan Serret-Frenet elemanları 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

 

                                               ∇𝒩∗𝒩∗ = 𝒯(−𝑘𝜘) + ℬ(𝑘𝜏)                                         (4.49) 

 

bulunur. (3.2) ile (4.49) eşitlikleri Tanım 2.1.4. de ifade edilen tanım gereği 

hesaplanırsa; 

  〈∇𝒩∗𝒩∗, 𝒯∗〉 = (−𝑘𝜘 cos𝜃 − 𝑘𝜏 sin 𝜃) 
 

(4.50) 

 

elde edilir. (3.2) ile (4.50) eşitlikleri göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapılırsa; 

〈∇𝒩∗𝒩∗, 𝒯∗〉𝒩∗ = 𝒩(−𝑘𝜘 cos𝜃 − 𝑘𝜏 sin 𝜃) (4.51) 

 

bulunur. Burada (4.47) ile (4.51) eşitlikleri kullanılarak; 

 

∇̃𝒩∗𝒯∗ = 𝒯(−𝑘 sin 𝜃) + ℬ(−𝑘 cos𝜃)  

 

(4.52) 

bulunur. (3.2) ile (4.52) eşitliği göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

 

                                                        ∇̃𝒩∗𝒯∗ = −𝑘. ℬ∗ 
 

(4.53) 

ifadesi ile 𝛽∗(𝑠∗) eğrisinin teğet vektör alanının normal Fermi-Walker türevi 

hesaplanmış olur. 

 

Teorem 4.2.1.1. (𝛽, 𝛽∗) birim hızlı Bertrand eğri çiftini belirtsin. Bu eğrilere ait olan 

Serret-Frenet üçlüsü sırasıyla {𝒯,𝒩, ℬ}, {𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗} olsun. 𝒯∗ vektör alanı normal 

Fermi-Walker anlamında paralel değildir. 

 

İspat. (4.53) eşitliği 𝑘 sabiti ile bir vektörün çarpımına eşit olup sıfırdan farklı 

olduğundan 𝒯∗ vektör alanı normal Fermi-Walker anlamında paralel değildir.   

 

Sonuç 4.2.1.1. 𝛽∗ eğrisinin teğet vektör alanı 𝒯∗ın normal Fermi-Walker türevi ℬ∗ 

yönlü bir vektördür. 
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İspat. (4.53) denklemi ile ispat açıktır. 

 

4.2.2. Bertrand Eğri Çiftinin Normal Vektör Alanının Normal Fermi-Walker 

Türevi 

Bu bölümde, 𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 eğrisi birim hızlı 𝑠 yay parametreli olarak 

tanımlanan 𝛽 eğrisi ele alınmıştır. 𝛽 eğrisinin Bertrand eğri çiftini belirten 

𝛽∗eğrisinin 𝒩∗ normal vektör alanının normal Fermi-Walker türevi hesaplanıp bazı 

sonuçlar elde edilmiştir. 

𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 eğrisi birim hızlı 𝑠 yay parametreli olarak tanımlanan 𝛽 

eğrisi verilsin. 𝛽 eğrisi ile Bertrand eğri çifti olan 𝛽∗ eğrisi ele alınsın. 𝛽 eğrisinin 

normal vektör alanı 𝒩, 𝛽∗ eğrisinin normal vektör alanı da 𝒩∗olarak verilsin. (3.2) 

ve (3.14) denklemleri kullanılarak 𝛽(𝑠) birim hızlı eğrisinin Bertrand eğri çiftini 

belirten 𝛽∗(𝑠∗) eğrisinin normal vektör alanının normal Fermi-Walker türevi; 

∇̃𝒩∗𝒩∗ = ∇𝒩∗𝒩∗ − 〈𝒩∗,𝒩∗〉∇𝒩∗𝒩∗ + 〈∇𝒩∗𝒩∗,𝒩∗〉𝒩∗ 

 

şeklinde ifade edilir. 〈𝒩∗,𝒩∗〉 = 1 eşitliği göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapıldığında; 

∇̃𝒩∗𝒩∗ = 〈∇𝒩∗𝒩∗,𝒩∗〉𝒩∗  

 

(4.54) 

eşitliği sağlanır. (3.2) ile (4.49) eşitlikleri kullanılarak Tanım 2.1.4. de ifade edilen 

tanım gereği hesaplanırsa; 

                                                 〈∇𝒩∗𝒩∗,𝒩∗〉 = 0                                                          (4.55) 

 

elde edilir. (4.55) eşitliği (4.54) eşitliğinde kullanılırsa; 

 

〈∇𝒩∗𝒩∗,𝒩∗〉𝒩∗ = 0  

 

(4.56) 

bulunur. Böylece; 

∇̃𝒩∗𝒩∗ = 0  

 

(4.57) 

ifadesi ile 𝛽∗(𝑠∗) eğrisinin normal vektör alanının normal Fermi-Walker türevi 

hesaplanmış olur. 
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Teorem 4.2.2.1. (𝛽 , 𝛽∗) birim hızlı Bertrand eğri çiftini belirtsin. Bu eğrilere ait 

olan Serret-Frenet üçlüsü sırasıyla {𝒯,𝒩, ℬ}, {𝒯∗, 𝒩∗, ℬ∗} olsun. 𝒩∗ vektör alanı 

sin 𝜃 ≠ 0 ve cos 𝜃 ≠ 0 olmak üzere normal Fermi-Walker anlamında paraleldir.  

 

İspat. (4.57) eşitliğinden 𝒩∗ vektör alanının normal Fermi-Walker anlamında 

paralel olduğu açıktır. 

   

Sonuç 4.2.2.1. (𝛽, 𝛽∗) birim hızlı Bertrand eğri çiftini belirtsin. 𝛽 eğrisinin eğriliği 𝜘 

olmak üzere 𝜘 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 için 𝛽∗ Bertrand eğri çiftinin 𝒩∗ vektör alanı normal Fermi-

Walker anlamında paralel olup  aynı zamanda 𝜏 ≠ 0 olduğunda 𝛽 eğrisi Salkowski 

eğrisi olur.   

 

İspat. (4.56) ve (4.57) eşitliği sıfıra eşit olduğundan (3.3) eşitliğinde bulunan 𝑘 

ifadesinde 𝜘 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ve 𝜏 ≠ 0 alınırsa Tanım 3.5.1. gereği 𝒩∗ vektör alanının 

normal Fermi-Walker anlamında paralel olduğu anlamına gelir. Öte yandan 𝛽 

eğrisinin 𝜘 değeri sabit iken 𝜏 değeri sıfırdan farklı olduğunda 𝛽 eğrisi Tanım 3.1.2. 

de ifade edildiği üzere Salkowski eğrisi olur. 

 

Sonuç 4.2.2.2. (𝛽, 𝛽∗) birim hızlı Bertrand eğri çifti olsun. 𝛽 eğrisinin burulması 𝜏 

olmak üzere 𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 için 𝛽∗ Bertrand eğri çiftinin 𝒩∗ vektör alanı normal Fermi-

Walker anlamında paralel olup  aynı zamanda 𝜘 ≠ 0 olduğunda 𝛽 eğrisi anti-

Salkowski eğrisi olur.   

 

İspat. (4.56) ve (4.57) eşitliği sıfıra eşit olduğundan (3.3) eşitliğinde bulunan 𝑘 

ifadesinde 𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ve 𝜘 ≠ 0 alınırsa Tanım 3.5.1. gereği 𝒩∗ vektör alanının 

normal Fermi-Walker anlamında paralel olduğu anlamına gelir. Öte yandan 𝛽 

eğrisinin 𝜏 değeri sabit iken 𝜘 değeri sıfırdan farklı olduğunda 𝛽 eğrisi Tanım 3.1.4. 

de ifade edildiği üzere anti-Salkowski eğrisi olur. 

 

Sonuç 4.2.2.3. (𝛽, 𝛽∗) birim hızlı Bertrand eğri çifti olsun. 𝛽 eğrisinin burulması 𝜏 

olmak üzere 𝜏 = 0 alınırsa 𝒩∗ vektör alanı normal Fermi-Walker anlamında paralel 

olup 𝛽 eğrisi  düzlem eğrisi olur. 
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İspat. (4.56) ve (4.57) eşitliği sıfıra eşit olduğundan (3.3) eşitliğinde bulunan 𝑘 

ifadesinde 𝜏 = 0 alınırsa Tanım 3.5.1. gereği 𝒩∗ vektör alanının normal Fermi-

Walker anlamında paralel olduğu anlamına gelir. Burada 𝛽 eğrisinin 𝜏 değeri sıfır 

olduğunda 𝛽 eğrisi Teorem 2.3.4. te ifade edildiği üzere düzlem eğrisi olur. 

 

Sonuç 4.2.2.4. 𝛽 eğrisi dairesel helis olması durumunda 𝛽∗(𝑠∗) eğrisinin 𝒩∗ vektör 

alanı normal Fermi-Walker anlamında paralel olur.   

 

İspat. (4.56) ve (4.57) eşitliği sıfıra eşit olduğundan (3.3) eşitliğinde bulunan 𝑘 

ifadesinde 𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ve 𝜘 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 alınırsa Tanım 3.5.1. gereği 𝒩∗ vektör alanının 

normal Fermi-Walker anlamında paralel olduğu anlamına gelir. Burada 𝛽 eğrisinin 𝜏 

ve 𝜘 değeri sabit olduğunda 𝛽 eğrisi Teorem 3.1.1. de ifade edildiği üzere dairesel 

helis olur. 

 

4.2.3. Bertrand Eğri Çiftinin Binormal Vektör Alanının Normal Fermi-Walker 

Türevi 

Bu bölümde, 𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 eğrisi birim hızlı 𝑠 yay parametreli olarak 

tanımlanan 𝛽 eğrisi ele alınmıştır. 𝛽 eğrisinin Bertrand eğri çiftini belirten 𝛽∗ 

eğrisinin ℬ∗ binormal vektör alanının normal Fermi-Walker türevi hesaplanıp bazı 

sonuçlar elde edilmiştir. 

𝛽: 𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 eğrisi birim hızlı 𝑠 yay parametreli olarak tanımlanan 𝛽 

eğrisi verilsin. 𝛽 eğrisi ile Bertrand eğri çifti olan 𝛽∗ eğrisi ele alınsın. 𝛽 eğrisinin 

binormal vektör alanı ℬ, 𝛽∗ eğrisinin binormal vektör alanı ise ℬ∗ olarak verilsin. 

(3.2) ve (3.14) denklemleri kullanılarak 𝛽(𝑠) birim hızlı eğrisinin Bertrand eğri 

çiftini belirten 𝛽∗(𝑠∗) eğrisinin binormal vektör alanının normal Fermi-Walker 

türevi; 

∇̃𝒩∗ℬ∗ = ∇𝒩∗ℬ∗ − 〈𝒩∗, ℬ∗〉∇𝒩∗𝒩∗ + 〈∇𝒩∗𝒩∗, ℬ∗〉𝒩∗ 

 

şeklinde ifade edilir. 〈𝒩∗, ℬ∗〉 = 0 eşitliği göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapıldığında; 
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∇̃𝒩∗ℬ∗ = ∇𝒩∗ℬ∗ + 〈∇𝒩∗𝒩∗, ℬ∗〉𝒩∗  

 

(4.58) 

denklemi sağlanır. (3.2) ve (3.3) denklemleri kullanıldığında; 

 

∇𝒩∗ℬ∗ =
𝑑ℬ∗

𝑑𝑠∗
=
𝑑ℬ∗

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
 

                = [𝒯′(𝑘 sin 𝜃) + 𝒯(𝑘 cos 𝜃) + ℬ′(𝑘 cos𝜃) + ℬ(−𝑘 sin 𝜃)]               (4.59) 

 

ifadesi bulunur. (4.59) eşitliğinde (2.2) eşitliğinde bulunan Serret-Frenet elemanları 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

 

          ∇𝒩∗ℬ∗ = [𝒯(𝑘 cos𝜃) +𝒩(𝑘𝜘 sin 𝜃 − 𝑘𝜏 cos𝜃) + ℬ(−𝑘 sin 𝜃)]           (4.60) 

 

bulunur. (3.2) ile (4.49) eşitlikleri kullanılarak Tanım 2.1.4. de ifade edilen tanım 

gereği hesaplanırsa; 

                                       〈∇𝒩∗𝒩∗, ℬ∗〉 = (−𝑘𝜘 sin 𝜃 + 𝑘𝜏 cos𝜃)                             (4.61) 

 

elde edilir. (3.2) ile (4.61) eşitlikleri göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapılırsa; 

〈∇𝒩∗𝒩∗, ℬ∗〉𝒩∗ = 𝒩(−𝑘𝜘 sin 𝜃 + 𝑘𝜏 cos𝜃)  (4.62) 

 

bulunur. Burada (4.60) ile (4.62) eşitlikleri kullanılarak; 

 

∇̃𝒩∗ℬ∗ = 𝒯(𝑘 cos𝜃) + ℬ(−𝑘 sin 𝜃)  

 

(4.63) 

bulunur. (3.2) ile (4.63) eşitliği göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

 

                                                       ∇̃𝒩∗ℬ∗ = 𝑘.𝒯∗                                                          (4.64) 

 

ifadesi ile 𝛽∗(𝑠∗) eğrisinin binormal vektör alanının normal Fermi-Walker türevi 

hesaplanmış olur. 

 

Teorem 4.2.3.1. (𝛽, 𝛽∗) birim hızlı Bertrand eğri çiftini belirtsin. Bu eğrilere ait olan 

Serret-Frenet üçlüsü sırasıyla {𝒯,𝒩, ℬ}, {𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗} olsun. ℬ∗ vektör alanı normal 

Fermi-Walker anlamında paralel değildir. 
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İspat. (4.64) eşitliği 𝑘 sabiti ile bir vektörün çarpımına eşit olup sıfırdan farklı 

olduğundan ℬ∗ vektör alanı normal Fermi-Walker anlamında paralel değildir.   

 

Sonuç 4.2.3.1. 𝛽∗ eğrisinin binormal vektör alanı ℬ∗ın normal Fermi-Walker türevi 

𝒯∗ yönlü bir vektördür. 

 

İspat. (4.64) denklemi ile ispat açıktır. 

 

𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗ vektör alanlarının normal Fermi-Walker anlamında paralel olduğuna dair 

teorem ve sonuçlar dikkate alındığında aşağıdaki sonuca ulaşılır. 

Sonuç 4.2.3.2. (𝛽 , 𝛽∗) birim hızlı ve 𝑠 yay parametreli Bertrand eğri çifti olsun. 𝛽∗ 

eğrisi boyunca 𝒯∗, 𝒩∗ ve ℬ∗ ortonormal vektörler olmak üzere  {𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗ } üçlüsü 

bir normal Fermi-Walker non-rotating (dönmeyen) çatı oluşturmaz.  

 

İspat. Teorem 4.2.1.1. ve Teorem 4.2.3.1. gereği 𝛽∗ eğrisinin 𝒯∗ ve ℬ∗ vektör 

alanları normal Fermi-Walker anlamında paralel olmadığından dolayı Tanım 3.5.2. 

gereği {𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗ } üçlüsü normal Fermi-Walker bir non-rotating (dönmeyen) çatı 

oluşturmaz. 

  

4.2.4. Mannheim Eğri Çiftinin Teğet Vektör Alanının Normal Fermi-Walker 

Türevi 

Bu bölümde, ℳ:𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 birim hızlı olarak tanımlı ℳ eğrisi ele 

alınmıştır. ℳ eğrisi ile Mannheim eğri çifti olan ℳ∗ eğrisinin 𝒯∗ teğet vektör 

alanının normal Fermi-Walker türevi hesaplanıp bazı sonuçlar elde edilmiştir. 

ℳ eğrisi ℳ:𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 birim hızlı eğri olarak tanımlansın. ℳ eğrisi ile 

Mannheim eğri çifti olan ℳ∗ eğrisi ele alınsın. ℳ eğrisinin teğet vektör alanı 𝒯, ℳ∗ 

eğrisinin teğet vektör alanı ise 𝒯∗olarak verilsin. (3.6) ve (3.14) denklemleri 

kullanılarak ℳ(𝑠) birim hızlı eğrisi ile Mannheim eğri çifti olan ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin 

teğet vektör alanındaki normal Fermi-Walker türevi; 
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∇̃𝒩∗𝒯∗ = ∇𝒩∗𝒯∗ − 〈𝒩∗, 𝒯∗〉∇𝒩∗𝒩∗ + 〈∇𝒩∗𝒩∗, 𝒯∗〉𝒩∗ 

 

şeklinde ifade edilir. 〈𝒩∗, 𝒯∗〉 = 0 eşitliği göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapıldığında; 

∇̃𝒩∗𝒯∗ = ∇𝒩∗𝒯∗ + 〈∇𝒩∗𝒩∗, 𝒯∗〉𝒩∗  

 

(4.65) 

eşitliği sağlanır. (3.3) ve (3.6) denklemleri kullanıldığında; 

 

∇𝒩∗𝒯∗ =
𝑑𝒯∗

𝑑𝑠∗
=
𝑑𝒯∗

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
 

= [𝒯(−𝑘 sin 𝜃) + 𝒯′(𝑘 cos𝜃) + ℬ(−𝑘 cos𝜃) + ℬ′(−𝑘 sin 𝜃)] (4.66) 

 

ifadesi bulunur. (4.66) eşitliğinde (2.2) eşitliğinde bulunan Serret-Frenet elemanları 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

 

∇𝒩∗𝒯∗ = 𝒯(−𝑘 sin 𝜃) + 𝒩(𝑘𝜘 cos𝜃 + 𝑘𝜏 sin 𝜃) + ℬ(−𝑘 cos𝜃) 
 

(4.67) 

bulunur. (3.3) ve (3.6) eşitlikleri kullanıldığında; 

 

∇𝒩∗𝒩∗ =
𝑑𝒩∗

𝑑𝑠∗
=
𝑑𝒩∗

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
 

= [𝒯′(𝑘 sin 𝜃) + 𝒯(𝑘 cos𝜃) + ℬ′(𝑘 cos𝜃) + ℬ(−𝑘 sin 𝜃)] (4.68) 

 

elde edilir. (4.68) eşitliğinde (2.2) eşitliğinde bulunan Serret-Frenet elemanları 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

 

∇𝒩∗𝒩∗ = [𝒯(𝑘 cos𝜃) + 𝒩(𝑘𝜘 sin 𝜃 − 𝑘𝜏 cos𝜃) + ℬ(−𝑘 sin 𝜃)] 
 

(4.69) 

 

bulunur. (3.6) ile (4.69) eşitlikleri Tanım 2.1.4. de ifade edilen tanım gereği 

hesaplanırsa; 

                                                            〈∇𝒩∗𝒩∗, 𝒯∗〉 = 𝑘                                                (4.70) 

 

elde edilir. (3.6) ile (4.70) eşitlikleri göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapılırsa; 

〈∇𝒩∗𝒩∗, 𝒯∗〉𝒩∗ = 𝒯(𝑘 sin 𝜃) + ℬ(𝑘 cos 𝜃) (4.71) 
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bulunur. Burada (4.67) ile (4.71) eşitlikleri kullanılarak; 

 

∇̃𝒩∗𝒯∗ = 𝒩(𝑘𝜘 cos𝜃 + 𝑘𝜏 sin 𝜃)  

 

(4.72) 

ifadesi ile ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin teğet vektör alanının normal Fermi-Walker türevi 

hesaplanmış olur. 

 

Teorem 4.2.4.1. (ℳ ,ℳ∗) birim hızlı Mannheim eğri çifti olsun. Bu eğrilere ait 

olan Serret-Frenet üçlüsü sırasıyla {𝒯,𝒩, ℬ}, {𝒯∗, 𝒩∗, ℬ∗} olsun. 𝒯∗ vektör alanının 

normal Fermi-Walker anlamında paralel olması için gerek ve yeter koşul sin 𝜃 ≠ 0 

ve cos𝜃 ≠ 0 olmak üzere ℳ eğrisinin bir helis eğrisi olmasıdır. 

 

İspat. 𝒯∗ vektör alanı normal Fermi-Walker anlamında paralel olsun. O halde Tanım 

3.5.1. gereği (4.65) eşitliğinin sıfır olması gerekir. Buradan; 

∇𝒩∗𝒯∗ + 〈∇𝒩∗𝒩∗, 𝒯∗〉𝒩∗ = 0 

 

yazabiliriz. (4.68), (4.71) ve (4.72) eşitlikleri göz önüne alınarak (4.72) eşitliğinde 

𝑘 ≠ 0 olduğundan Serret-Frenet katsayıları sıfır olmalıdır. Bu durumda; 

 

(𝑘𝜘 cos𝜃 + 𝑘𝜏 sin 𝜃) = 0 

 

(4.73) 

olur. sin 𝜃 ≠ 0 ve cos𝜃 ≠ 0 olduğu göz önüne alınarak (4.73) denklemi; 

 

                                                      𝜘 cos𝜃 + 𝜏 sin 𝜃 = 0                                                (4.74) 

 

eşitliğinde tek bir denklem olarak elde edilir. (4.74) denkleminde 
𝜘

𝜏
= −tan 𝜃 =

𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 olup ℳ eğrisi bir helistir. Bu durumda (4.72) eşitliği sıfıra eşit olup 𝒯∗ vektör 

alanı normal Fermi-Walker anlamında paraleldir.  

Tersine ℳ bir helis eğrisi olsun. Bu durumda sin 𝜃 ≠ 0 ve cos𝜃 ≠ 0 olmak 

üzere 
𝜘

𝜏
= − tan 𝜃 = −

sin𝜃

cos𝜃
 olup 𝜘 = −𝜏 tan 𝜃 eşitliğini (4.67) ve (4.72) 

denklemlerinde kullanıldığında (4.72) eşitliği sıfıra eşit olup 𝒯∗ vektör alanı normal 

Fermi-Walker anlamında paraleldir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Sonuç 4.2.4.1. ℳ∗ eğrisinin teğet vektör alanı 𝒯∗ın normal Fermi-Walker türevi 𝒩 

yönlü bir vektördür. 

 

İspat. (4.72) denklemi ile ispat açıktır. 

 

Sonuç 4.2.4.2. ℳ eğrisi dairesel helis olması durumunda ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin teğet 

vektör alanı 𝒯∗normal Fermi-Walker anlamında paralel olur.    

 

İspat. ℳ eğrisi dairesel helis olsun. Teorem 3.1.1 de bulunan tanım gereği 𝜘 ve 𝜏 

değerleri sabit olur. (4.74) denkleminin bir çözümü olan 𝜏 =
1

sin𝜃
  ve 𝜘 = −

1

cos𝜃
, 

(4.72) eşitliğinde yerine yazılırsa; 

 

∇̃𝒩∗𝒯∗ = ∇𝒩∗𝒯∗ + 〈∇𝒩∗𝒩∗, 𝒯∗〉𝒩∗ = 0 

 

elde edilir. Tanım 3.5.1. gereği 𝒯∗ vektör alanının normal Fermi-Walker anlamında 

paralel olduğu anlamına gelir. 

 

4.2.5. Mannheim Eğri Çiftinin Normal Vektör Alanının Normal Fermi-Walker 

Türevi 

Bu bölümde, ℳ:𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 birim hızlı olarak tanımlı ℳ eğrisi ele 

alınmıştır. ℳ eğrisi ile Mannheim eğri çifti olan ℳ∗ eğrisinin 𝒩∗ normal vektör 

alanının normal Fermi-Walker türevi hesaplanıp bazı sonuçlar elde edilmiştir. 

ℳ eğrisi ℳ:𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 birim hızlı eğri olarak tanımlansın. ℳ eğrisi ile 

Mannheim eğri çifti olan ℳ∗ eğrisi ele alınsın. ℳ eğrisinin normal vektör alanı 𝒩, 

ℳ∗ eğrisinin normal vektör alanı ise 𝒩∗ olarak verilsin. (3.6) ve (3.14) denklemleri 

kullanılarak ℳ(𝑠) birim hızlı eğrisi ile Mannheim eğri çifti olan ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin 

normal vektör alanının normal Fermi-Walker türevi; 

∇̃𝒩∗𝒩∗ = ∇𝒩∗𝒩∗ − 〈𝒩∗,𝒩∗〉∇𝒩∗𝒩∗ + 〈∇𝒩∗𝒩∗,𝒩∗〉𝒩∗ 
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ile ifade edilir. 〈𝒩∗,𝒩∗〉 = 1 eşitliği göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapıldığında; 

∇̃𝒩∗𝒩∗ = 〈∇𝒩∗𝒩∗, 𝒩∗〉𝒩∗  

 

(4.75) 

eşitliği sağlanır. (4.69) ile (3.6) eşitlikleri Tanım 2.1.4. de ifade edilen tanım gereği 

hesaplanırsa; 

                                                      〈∇𝒩∗𝒩∗,𝒩∗〉 = 0                                                    (4.76) 

 

eşitliği sağlanır. (4.76) eşitliği (4.75) eşitliğinde kullanılırsa; 

 

〈∇𝒩∗𝒩∗,𝒩∗〉𝒩∗ = 0  (4.77) 

 

bulunur. Böylece; 

∇̃𝒩∗𝒩∗ = 0  

 

(4.78) 

ifadesi ile ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin normal vektör alanının normal Fermi-Walker türevi 

hesaplanmış olur. 

 

Teorem 4.2.5.1. (ℳ ,ℳ∗) birim hızlı Mannheim eğri çifti olsun. Bu eğrilere ait 

olan Serret-Frenet üçlüsü sırasıyla {𝒯,𝒩, ℬ}, {𝒯∗, 𝒩∗, ℬ∗} olsun. 𝒩∗ vektör alanı 

sin 𝜃 ≠ 0 ve cos 𝜃 ≠ 0 olmak üzere normal Fermi-Walker anlamında paraleldir. 

İspat. (4.78) eşitliğinden 𝒩∗ vektör alanının normal Fermi-Walker anlamında 

paralel olduğu açıktır.  

Sonuç 4.2.5.1. ℳ eğrisi dairesel helis olması durumunda ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin 𝒩∗ 

vektör alanı normal Fermi-Walker anlamında paralel olur.  

 

İspat. (4.77) ve (4.78) eşitliği sıfıra eşit olduğundan (3.3) eşitliğinde bulunan 𝑘 

ifadesinde 𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ve 𝜘 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 alınırsa Tanım 3.5.1. gereği 𝒩∗ vektör alanının 

normal Fermi-Walker anlamında paralel olduğu anlamına gelir. Burada ℳ eğrisinin 

𝜏 ve 𝜘 değeri sabit olduğunda ℳ eğrisi Teorem 3.1.1. de ifade edildiği üzere dairesel 

helis olur. 
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4.2.6. Mannheim Eğri Çiftinin Binormal Vektör Alanının Normal Fermi-

Walker Türevi 

Bu bölümde, ℳ:𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 birim hızlı olarak tanımlı ℳ eğrisi ele 

alınmıştır. ℳ eğrisi ile Mannheim eğri çifti olan ℳ∗ eğrisinin ℬ∗ binormal vektör 

alanının normal Fermi-Walker türevi hesaplanıp bazı sonuçlar elde edilmiştir. 

ℳ eğrisi ℳ:𝙸 ⊂ ℝ → 𝔼3 birim hızlı eğri olarak tanımlansın. ℳ eğrisi ile 

Mannheim eğri çifti olan ℳ∗ eğrisi ele alınsın. ℳ eğrisinin binormal vektör alanı ℬ, 

ℳ∗ eğrisinin binormal vektör alanı ise ℬ∗ olarak verilsin. (3.6) ve (3.14) denklemleri 

kullanılarak ℳ(𝑠) birim hızlı eğrisi ile Mannheim eğri çifti olan ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin 

binormal vektör alanının normal Fermi-Walker türevi; 

 

∇̃𝒩∗ℬ∗ = ∇𝒩∗ℬ∗ − 〈𝒩∗, ℬ∗〉∇𝒩∗𝒩∗ + 〈∇𝒩∗𝒩∗, ℬ∗〉𝒩∗ 

 

şeklinde ifade edilir. 〈𝒩∗, ℬ∗〉 = 0 eşitliği göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapıldığında; 

∇̃𝒩∗ℬ∗ = ∇𝒩∗ℬ∗ + 〈∇𝒩∗𝒩∗, ℬ∗〉𝒩∗  

 

(4.79) 

eşitliği sağlanır. (3.3) ve (3.6) denklemleri kullanıldığında; 

 

∇𝒩∗ℬ∗ =
𝑑ℬ∗

𝑑𝑠∗
=
𝑑ℬ∗

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑑𝑠∗
= 𝒩′𝑘 

 

(4.80) 

ifadesi bulunur. (4.80) eşitliğinde (2.2) eşitliğinde bulunan Serret-Frenet elemanları 

kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

 

∇𝒩∗ℬ∗ = 𝒯(−𝑘𝜘) + ℬ(𝑘𝜏) (4.81) 

 

bulunur. (4.69) ile (3.6) eşitlikleri Tanım 2.1.4. de ifade edilen tanım gereği 

hesaplanırsa; 

〈∇𝒩∗𝒩∗, ℬ∗〉 = (𝑘𝜘 sin 𝜃 − 𝑘𝜏 cos𝜃) (4.82) 

 

 



 
 

55 

elde edilir. (3.6) ile (4.82) eşitlikleri göz önüne alınarak gerekli düzenlemeler 

yapılırsa; 

〈∇𝒩∗𝒩∗, ℬ∗〉𝒩∗ 

= 𝒯(𝑘𝜘 sin2 𝜃−𝑘𝜏 cos𝜃 sin 𝜃) + ℬ(−𝑘𝜏 cos2 𝜃+𝑘𝜘 cos𝜃 sin 𝜃) 
 

(4.83) 

 

bulunur. Burada (4.81) ile (4.83) eşitlikleri kullanılarak; 

 

∇̃𝒩∗ℬ∗ = [𝒯(−𝑘𝜘 cos2 𝜃 − 𝑘𝜏cos 𝜃 sin 𝜃) + ℬ(𝑘𝜏 sin2 𝜃 + 𝑘𝜘 cos 𝜃 sin 𝜃)] 
 

(4.84) 

 

ifadesi ile ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin binormal vektör alanının normal Fermi-Walker türevi 

hesaplanmış olur. 

 

Teorem 4.2.6.1. (ℳ ,ℳ∗) birim hızlı Mannheim eğri çifti olsun. Bu eğrilere ait 

olan Serret-Frenet üçlüsü sırasıyla {𝒯,𝒩, ℬ}, {𝒯∗, 𝒩∗, ℬ∗} olsun. ℬ∗ vektör alanının 

normal Fermi-Walker anlamında paralel olması için gerek ve yeter koşul sin 𝜃 ≠ 0 

ve cos𝜃 ≠ 0 olmak üzere ℳ eğrisinin bir helis eğrisi olmasıdır. 

 

İspat. ℬ∗ vektör alanı normal Fermi-Walker anlamında paralel olsun. O halde Tanım 

3.5.1. gereği (4.79) eşitliğinin sıfır olması gerekir. Buradan; 

∇𝒩∗ℬ∗ + 〈∇𝒩∗𝒩∗, ℬ∗〉𝒩∗ = 0 

 

yazabiliriz. (4.81), (4.83) ve (4.84) eşitlikleri göz önüne alınarak (4.84) eşitliğinde 

𝑘 ≠ 0 olduğundan Serret-Frenet katsayıları sıfır olmalıdır. Bu durumda; 

 

                                            {−𝑘𝜘 cos
2 𝜃 − 𝑘𝜏 cos𝜃 sin 𝜃 = 0

𝑘𝜏 sin2 𝜃 + 𝑘𝜘 cos 𝜃 sin 𝜃 = 0
                                

(4.85) 

 

olur. sin 𝜃 ≠ 0 ve cos𝜃 ≠ 0 olduğu göz önüne alınarak (4.85) denklemi; 

  

                                                      𝜘 cos𝜃 + 𝜏 sin 𝜃 = 0                                                (4.86) 
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eşitliğinde tek bir denklem olarak elde edilir. (4.86) denkleminde 
𝜘

𝜏
= −tan 𝜃 =

𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 olup ℳ eğrisi bir helistir. Bu durumda (4.84) eşitliği sıfıra eşit olup ℬ∗ vektör 

alanı normal Fermi-Walker anlamında paraleldir. 

Tersine ℳ bir helis eğrisi olsun. Bu durumda sin 𝜃 ≠ 0 ve cos𝜃 ≠ 0 olmak 

üzere 
𝜘

𝜏
= − tan 𝜃 = −

sin𝜃

cos𝜃
 olup 𝜘 = −𝜏 tan 𝜃 eşitliği (4.79) ve (4.84) 

denklemlerinde kullanıldığında (4.84) eşitliği sıfıra eşit olup ℬ∗ vektör alanı normal 

Fermi-Walker anlamında paraleldir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 4.2.6.1. ℳ eğrisi dairesel helis olması durumunda ℳ∗(𝑠∗) eğrisinin teğet 

vektör alanı ℬ∗ normal Fermi-Walker anlamında paralel olur.    

 

İspat. ℳ eğrisi dairesel helis olsun. Teorem 3.1.1. de bulunan tanım gereği 𝜘 ve 𝜏 

değerleri sabit olur. (4.85) eşitliğindeki 𝜘 ve 𝜏 değerleri sabit olup (4.84) eşitliğinde 

yerine yazılırsa; 

∇̃𝒩∗ℬ∗ = ∇𝒩∗ℬ∗ + 〈∇𝒩∗𝒩∗, ℬ∗〉𝒩∗ = 0 

 

elde edilir. Tanım 3.5.1. gereği ℬ∗ vektör alanının normal Fermi-Walker anlamında 

paralel olduğu anlamına gelir. 

 

𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗ vektör alanlarının normal Fermi-Walker anlamında paralel olduğuna dair 

teorem ve sonuçlar dikkate alındığında aşağıdaki sonuca ulaşılır. 

Sonuç 4.2.6.2. (ℳ ,ℳ∗) birim hızlı ve 𝑠 yay parametreli Mannheim eğri çifti olsun. 

ℳ∗ eğrisi boyunca 𝒯∗, 𝒩∗ ve ℬ∗ ortonormal vektörler olmak üzere ℳ eğrisinin 

helis eğrisi olması durumunda {𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗ } üçlüsü bir normal Fermi-Walker non-

rotating (dönmeyen) çatı oluşturur.  

 

İspat. ℳ∗ eğrisi boyunca 𝒯∗, 𝒩∗ ve ℬ∗ ortonormal vektörler olmak üzere Teorem 

4.2.4.1. ışığında ℳ∗ eğrisinin 𝒯∗ vektör alanının normal Fermi-Walker anlamında 

paralel olduğu açıktır. Teorem 4.2.5.1. ışığında ℳ∗ eğrisinin 𝒩∗ vektör alanının 

normal Fermi-Walker anlamında paralel olduğu açıktır. Teorem 4.2.6.1. ışığında ℳ∗ 
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eğrisinin ℬ∗ vektör alanının normal Fermi-Walker anlamında paralel olduğu açıktır.  

Böylece Tanım 3.5.2. gereği {𝒯∗, 𝒩∗, ℬ∗ } üçlüsü ℳ eğrisinin helis eğrisi olması 

durumunda bir normal Fermi-Walker non-rotating (dönmeyen) çatı oluşturur. 
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

Araştırma bulguları kısmında (𝛽 , 𝛽∗) birim hızlı Bertrand eğri çifti ve 

(ℳ ,ℳ∗) birim hızlı Mannheim eğri çiftine ait Serret-Frenet çatısı altındaki vektör 

alanlarının Fermi-Walker ve normal Fermi-Walker türevleri hesaplanmış ve bu 

vektör alanlarının Fermi-Walker ve normal Fermi-Walker anlamında paralel olup 

olmadığı incelenmiştir.  

3 −boyutlu Öklid uzayındaki Bertrand eğri çifti ile Mannheim eğri çiftlerinin 

Serret-Frenet çatısının vektör alanlarının Fermi-Walker ve normal Fermi-Walker 

türevleri hesaplandıktan sonra bu vektör alanlarının Fermi-Walker ve normal Fermi-

Walker anlamında paralel olup olmadığı durumları incelenerek {𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗ } 

üçlüsünün Fermi-Walker non-rotating (dönmeyen) çatı ve normal Fermi-Walker 

non-rotating (dönmeyen) çatı oluşturup oluşturmadıkları incelenmiştir. Bertrand eğri 

çifti ve Mannheim eğri çiftinde {𝒯∗, 𝒩∗, ℬ∗ } üçlüsü Fermi-Walker non-rotating 

(dönmeyen) çatı oluştururken, Mannheim eğri çiftinde {𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗ } üçlüsü normal 

Fermi-Walker non-rotating (dönmeyen) çatı oluşturup Bertrand eğri çifti 

{𝒯∗,𝒩∗, ℬ∗ } üçlüsü normal Fermi-Walker non-rotating (dönmeyen) çatı 

oluşturmamıştır. 

İsteyen araştırmacılar, başka uzay ve özel eğriler üzerinde çalışarak eğrilerin 

Serret-Frenet çatısına ait vektör alanlarının Fermi-Walker ve normal Fermi-Walker 

türevlerini hesaplayıp bu vektör alanlarının Fermi-Walker ve normal Fermi-Walker 

anlamında paralel olup olmadığı durumlarını inceleyerek Serret-Frenet çatısına ait 

vektör alanlarında Fermi-Walker non-rotating (dönmeyen) çatı ve normal Fermi-

Walker non-rotating (dönmeyen) çatı oluşumlarında yeni teorem ve sonuçlara 

ulaşabilirler.  
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