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baslangi¢ deger problemlerinin yaklagik ¢oziimleri Gizerine galigiimigtir.
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1.GIRIiS

Fizikte, muUhendislikte ve hatta sosyal alanlarda olaylar matematiksel olarak
modellendiginde karsimiza ¢ikan denklemler tiirevli denklemlerdir. ister adi
isterse kismi turevli olsun bu denklemler genellikle lineer olmayan yapida ve
ikinci mertebedendir. Bu tur denklemlerin bazi 6zel durumlar disinda analitik
¢ozUmlerini bulmak oldukg¢a zordur. Bir diferensiyel denklemin belli sartlari
saglayan ¢ozimuandn varligi bilinmesine ragmen (Teorem2.1) analitik
¢ozUmler c¢cogu zaman bulunamayabilir. Bu durumda vyaklagik ¢6zim
metotlari ya da sayisal metotlara basvurulmasi sikga Kkarsilasilan bir
durumdur. Hatta analitik ¢ézumlerin var oldugu durumlarda bile yaklagik
¢6zim yodntemlerine basvurulabilmektedir. Cunkl genellikle bu ¢dzimler
oldukgca karmasik yapidadir ve olaylarin yorumlanmasinda bazi gugclukler

ortaya cikabilir.

Diferensiyel denklemlerin nimerik ¢ézimleri Uzerine g¢alismalarin gegmisi
oldukga eskidir ve bu konuda pek ¢ok metot gelistiriimis olup bu yontemler
¢ogu zaman uygulamali matematikgilerin ve disiplinler arasi ¢alisan kisilerin
yogun ilgisini gekmekte ve siklikla kullaniimaktadir. Bu yontemlerden birisi de
Shooting metodu olup, ikinci mertebeden bir sinir deger problemini yine ikinci
mertebeden iki farkli baslangi¢ deger problemine donustirtlerek ¢ézimuanin

hedeflendigi bir metottur [1].

Bu tezde, ikinci mertebeden sinir deger problemlerinin yaklasik ¢6zim
yontemlerinden biri olan Shooting metodu kullanilarak Maple 11 paket
programi destegiyle bazi 0zel tipte denklemlerin yaklasik ¢ozumleri
bulunmustur. Ozellikle lineer olmayan denklemler igin uygulanmis olup;

yaklagik hesaplamalardan kaynaklanan hatalarda incelenmistir.



Adi diferensiyel denklemler icin sinir deger problemleri iki ya da daha fazla
ayrik noktada ¢6zim fonksiyonunun ek kosullarini gerektiren problemlerdir.
Bununla birlikte, n tane sinir sarti ile birden fazla nokta i¢in tanimlanmig
n.mertebeden bir sinir deger problemi icin varlik ve teklik teorisi baglangi¢
deger problemlerininkinden dnemli dlgide karmasiktir. Sadece iki nokta igin
sinir sartlari tanimlandiginda denklemlerin pek ¢ok 6zel sinifi ve sistemler
icin basit bir teori geligtirilebilir. Bu varlik ve teklik teorisi sinir deger
problemlerinin ¢6zUmu igin kullanilan numerik metotlarin analizinde ve

gelistiriimesinde 6nemli bir rol oynar[2].

Bu tezin ikinci boliminde, n.mertebeden, bir tek noktada n tane sart ile
tanimlanmig baslangi¢c deger probleminin tek ¢ézUmunun olabilmesi temel

varlik ve teklik teoremlerine yer verilmistir. Yine ayni bolum igerisinde

V'=f(x,y,Y), a<x<b, y@)=a, yb)=p (1.1)

formunda verilen, ikinci mertebeden bazi 6zel tipte sinir deger problemlerinin
yaklasik c¢oOzumlerini elde etmek icin Shooting metodu ve Runge-Kutta

yontemlerinden bahsedilmigtir.

Ugtincti bélimde;

YV'=f(xy,y), -l<x<l, yED=y1H=0 (1.2)

seklinde verilen f(x,y,y")’ye bagh olarak lineerligin bozuldugu denklemlerin

¢ozUmleri Uzerinde calisiimis olup yaklasik sonuglar Shooting metodu ve

Maple 11 yardimiyla elde edilmistir. Bu tur denklemlerde f(x,y,y"), sadece
y’ye bagh kubik bir denklem olarak secildiginde bu tlr sinir deger

problemlerinin ¢cozumlerinin sok tabakalari Urettigi kaynak [3]'de incelenmigtir.



Doérdincu bdlimde; elektrik veya elektronik devrelerde olusan salinimlari
modellemek igin kullanilan ve ilk kez Hollandal bir elektrik muhendisi olan
Balthazar Van der Pol tarafindan kendi adiyla literatire gegen Van der Pol
denkleminin farkli baslangic¢ sartlari ve denklemin degisen parametreleri icin
yaklagik ¢ozimler yine Runge Kutta yontemi ve Maple 11 yardimi ile elde

edilmistir.

Besinci boliumde ise sonugclar ve onerilere yer verilmigtir.

Ekler bolumunde ise problemlerin ¢ézumlerinin Maple 11 programlarina yer

verilmistir[4].



2. SINIR DEGER PROBLEMLERI iGiN SHOOTING METODU VE
RUNGE- KUTTA ALGORITMASI

Bu bolimde lineer ve lineer olmayan sinir deger problemleri igin Shooting
metodu kullanilarak, ikinci mertebeden sinir deger problemi iki tane birinci
mertebeden baslangic deger problemlerine donustliriimis ve bunlarin
sayisal ¢ozumleri dordincu mertebeden Runge-Kutta metodu kullanilarak

Maple 11 yardimi ile elde edilmigtir.

2.1 Sinir Deger Problemleri igin Varlik ve Teklik Teoremi

Adi diferensiyel denklemler icin sinir deger problemlerinin teorisi baslangi¢
deger problemine dayalidir. Sinir deger problemini ¢ézmek igin kullanilan
bazi ndmerik metotlar baslangic deger probleminin  ¢déziminden
yararlanarak elde edilir. Her n.mertebeden bir diferensiyel denklem ona es

olan n tane birinci mertebeden denklemlerle ifade edilebildiginden

u'= f(x;u) (2.1)

g6z online alindiginda  u = (u,u,,...,u,)’ n-boyutlu bir situn vektorini ve
u, (x)’ler de bagiml degigkenleri gosterir. Kabul edelim ki; u(x) vektor degerli
bir fonksiyon ve f(x;u) ise bilesenleri f,(x,u,,u,,...,u,) olan vektor degerli bir

fonksiyon olmak Uzere, Es.2.1 ile x=a noktasinda
u(a)=a (2.2)
sartlari bir baglangic deger problemi tanimlar. Bu tur problemlerin varlik ve

tekligi f ’nin bir (a;a) komsulugunda surekliligi ve turevlenebilirligi sartlarina

baghdir[2].



Teorem 2.1

Fonksiyon f(x;u) seklinde verilsin.
R:a<x<b, |u/<oo bolgesinde siirekli ve
her (x;u) ve (x;v)eR icin |f(x;u) — f(x;v)| < K|u —v| (K:sabit)

Lipschitz sartini saglasin.
i. Baslangi¢ deger probleminin
u'= f(x;u), ua)=a (2.3)

[a,b]s{x|a <x<b} araliginda tanimli u=u(x;a) seklinde bir tek ¢ézimi

vardir.
ii. Bu¢dzUm a’da Lipschitz surekli ve

her (x;a) ve (x;f)eR igin  |u(x;a)—u(x; )| < e

a—ﬂ|

sartini saglar [2].

ispat:

Egder Es.2.3 ile verilen baslangig deger probleminin bir ¢ozimu varsa, bu

¢6zUmu verilen denklem her iki tarafinin integrali alinip baslangi¢c sarti

kullanilarak

u(x)=a+ | fFEuENE 2.4)



seklinde elde edilir[2]. Egder wu(x) surekli ve Es.2.40 saglarsa

diferensiyellenebilirdir ve Es.2.3 denklemini saglamaktadir. Picard ardisik
yaklagimlar metodunu kullanarak bu integral denkleminin ¢ozumunu

olusturursak

u”(x)=a,

u"(x)=a+ j f(EuE)Ndé, v=0,1,..

f(x;u) lipschitz surekli oldugundan
" (x) - " ()| < jK|u<">(§) —u"V(@E)dE, v=12,....

[a,b] araliginda |f(x;a)| <M sarti ile buradan

M (K [x - a])v+1

u"(x)—u (%)<
O v+ 1!

elde edilebilir.

u(v+1)(x) — uo + il:u(/m)(x) _ u(u)(x)}

oldugundan {u"’(x)! siirekli fonksiyonlar dizisinin [a,b] de diizglin yakinsak

oldugu gdsterilebilir. Limit fonksiyonu acgikga Ustteki integral denklemine ve
dolayisiyla da Es.2.3 ‘U saglar. BOylece herhangi bir a igin varlik gosterilmis

olur. f— a iken u(x;f) nin surekliliginden de ¢ozumaun tekligi bulunur.

ii'yi gostermek icin



[u(x;a)—u(x; B)] = [a— ]+ [[ £(&u(&a) - £(&uE p)]dé
yazabiliriz. f ’nin Lipschitz sureklilik sartindan

u(x;@) = u(x; B) <|a— Bl+ K [|u(&;0) - u(&; B)|dé (2.5)

elde edilir. Hata E(x)s]|u(§;a)—u(§;ﬂ)|d§ olarak alinirsa Es.2.5

E'(x)- KE(x) <|a - f|

diferensiyel denklemine dondsir. Bu diferensiyel denklem e *“ integral

carpani ile carpilir ve [a,x] araliginda integrali alinirsa

E(x)< @[e’“w) ~1]

bulunur. Bu ise ii kogulunun saglandigini kanitlar[2].
Asagidaki formda verilen ikinci mertebeden sinir deger probleminin
Y= Y, as<x<b,  yl@=a,  yb)=p, (2.6)

¢ozumunun varlik ve tekligini garanti eden genel kosullari bir teorem ile

verilecektir.



Teorem 2.2

Es.2.6 ile verilen sinir deger probleminde bulunan f fonksiyonu, f, ve f,
kismi turevleri D :{(x, y,¥)|a<x<b,—o<y<ow, o<y < oo} bdlgesinde

surekli olsun. Eger

i.Her (x,y,y)eD igin f (x,y,y)>0 ve

fy(x,y,¥)| <M, olacak sekilde her (x,y,y") € D igin bir M sabiti varsa

Es.2.6 sinir deger probleminin bir tek ¢ozumu vardir[1].

Ornegin, asagida verilen sinir deger probleminin Teorem 2.2 sartlarini

sagladigini gosterelim.

y'+e ¥ +siny =0 1<x<2, y)=y(2)=0 (2.7)

Es.2.7de f(x,y,y")=—e " —siny’ ‘dir.

[y, y)=x >0 ve |f.(x,y,y)|=|-cosy|<1

oldugundan bu problemin bir tek ¢6zumu vardir.
Y'=f(xy,y") (2.8)
lineer diferensiyel denkleminin genel formu
f .90 = p(x)y' +4q(x)y +r(x) (2.9)

y(a)=a, yb)=p, a<x<b



seklinde ise Teorem 2.2°den bu problemin hangi durumlarda ¢6zUumuanin

elde edilecegi gorulmektedir.

Sonug 2.1

YV'=p()y'+qx)y+r(x), a<x<b, yla)=a, y(b)=p

seklinde verilen sinir deger problemi igin

i. [a,b] arahginda p(x), q(x) ve r(x) surekKl,

ii. [a,b] araliginda q(x)>0,

kosullari saglaniyorsa bir tek ¢ézim vardir[1].

2.2 Lineer Shooting Metodu

fx,y,y)=p(x)y +q(x)y+r(x) a<x<b, y(a)=a, yb)=p,

lineer sinir deger probleminin ¢ézUmUnu elde edebilmek igin asagidaki gibi iki

baslangi¢ deger problemine dénusturildigunde,

y=p@)y+q(x)y,+r(x), a<x<b, y(a)=a, y(a)=0 (2.10.a)

vy = p(x)y; +q(x)y,, a<x<b, y,(a)=0, yy(a)=1 (2.10.b)

baglangic deger problemlerinin Sonug¢ 2.1 kosullarini sagladigi ve bir tek
¢ozUmunun oldugu gorulir. Es.2.10.a probleminin ¢ozimu y,(x) Iile,
Es.2.10.b probleminin gézumu de y,(x) ile gosterilsin. Kabul edelim ki, sinir

deger probleminin ¢ozumu
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y(x) = y,(x) + ¢y, (x) (2.11)

B—(b)
¥,(b)

olsun. Burada ¢ = olmak lizere

y(a)=y(a)+cy,(a)=a+c0=a

y(b) = y,(b) + ¢y, (b) = y,(b) + f = y,(b) = 8

olur. Buradan

B=y)

o 2

y'(x) = yi(x)+

Y (%)

esitlikleri elde edilir. Boylece

£ =)

52(b) (p(X)y, +q(x)y,)

Y'=p(x)y +q(x)y, +r(x)+

- P(x)( N y;j . q(x)( el yzj ()

= p(x)y'(x)+q(x)y(x) +r(x)

oldugu gorulur. y,(b) =0 olmak sarti ile y(x) lineer sinir deger probleminin

tek bir gozUmudur[1].
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¥,(x)
B o B-x(b)
y(x) =y, (x)+ v, () ¥,(x)

»(x)

Sekil 2.1 y,(x), y,(x) ve Shooting metodu ile ¢cézimleri

Lineer denklemler igin Shooting metodu lineer sinir deger problemini
Es.2.10.a ve Es.2.10.b ile tanimlanan iki baslangic deger problemi ile

degigtirmektir. Uygun numerik metotlar kullanilarak y,(x) ve y,(x) yaklagik

¢ozUmleri hesaplanabilir. Sonug¢ olarak bu degerler Es.2.11 denkleminde
yerine yazilarak Es.2.6 ile tanimlanan sinir deger probleminin ¢ézumu

yaklasik olarak bulunur.

Algoritma 2.1'de y,(x) ve y,(x) ¢Ozumlerinin yaklasik degerlerini bulmak igin

4.mertebeden Runge Kutta teknigi kullanilmigtir. Ayrica Algoritma2.1
icerisinde 4.adimda baska tekniklerde (Euler,Heun vb.) kullanilarak baslangi¢

deger problemleri yaklasik olarak ¢ézulebilir.

Algoritma 2.1 Lineer Shooting metot

Y'=p)y'+q(x)y+r(x), a<x<b, y(@)=a, y(b)=p
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Sinir deger probleminin ¢ézimulne yaklasmak igin; Es.2.10.a ve Es.2.10.b

ikinci mertebeden baslangi¢ deder problemleri olusturulur.

Girdi: ave b noktalari, a,8 sinirkogullari ve aralik sayisi N .
Ikti: y(x,) nin yaklagik ¢bzimleri w,;, y'(x,) 'nin yaklasik ¢ozimleri w, ,

i=1..,N

Adim 1:
h=(b-a)/ N,

degerleri belirlenir.

Adim 2:
i=0,1,..,N—-1 Adim2 ve Adim3’te kullanilir (Runge-Kutta metodu igin).

Adim 3:

x=a+ih olsun.

Adim 4:

ki, = hu,;

ki, = [ p(x)uy; +q(x)uy, +7(x) |;
kyy = huy, +(1/ 2k, |;

kyy =h[ p(x+h/2)(uy, +(1/ 20k, ) +q(x+h/ 2)(uy, +(1/ 2k, )+ r(x+h/2)];
kyy =hluy, +(1/ Dk, |;

ks, =h| px+h!2)uy, +(1/ 2)ky,) +q(x+ R/ 2w, + (1) Dky,) +r(x+h/2)];
ko, =huy, +ks, |;

Koy =h[ pQx+ )y, +ky,) +q(x+R)(uy, + ks )+ r(x+h) |;



Adim 4 (Devam):

g =, + (1 6) kyy + 2k, + 2Kk, + K, ;
ty =ty + (1 6) Ky + 2Ky, + 2ks, + Ky s
ki, =hv,;

ki,=h [p(x)vz,l. +q(x)vy; ];

ks, =h[ vy, +(1/ 2k, |;

kyy =h| p(x+h/2)(vy, + (1 ki) +q(x+h/ 2)(v,, + 1/ Dk} ];
ks, =h[v,, +(1/2)k, |;

ki =h[ p(x+h/ 2)(v,, +(1/ 20k )+ q(x+h/ 2) (v, +(1/2)k5 ) ];
ki, =h[v,, +ki, |;

kiy =h[ p(x+h)(v,, + k) +q(x+h) (v, +k3) |;

Vi =V, +(1/6) I:kl,,l +2k;, +2ky, +ky ) };
Vo = Vo T (1 / 6) [k{,z + 2k£,2 + 2k;,2 + kft,z];

Adim 5:
Kabul edelim ki,

Wio = o,

B ﬂ_ul,N .
Woo="

Vi

Cikti(a,w, o, wy ).

Adim 6:
i=0,..,N icgin

Wl=u; +w,v ;3

W2=u,, +w,,v,;;

x=a+ih kabul edelim.
Cikti(x, W1,W2).

Adim 7: Son.

13
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Asagida verilen sinir deger probleminin,

yeZy 2, sy ooy, y(2)=2 (2.12)
X X X

analitik ¢ozumu
c, 3 . 1
=c¢,x+—=——sin(In x) ——cos(In
YEGY T (Inx) 0 (Inx)
olarak hesaplanabilir. Sinir sartlarindan c,,c, katsayilari ise

c, = 7—10[8 —12sin(In2) —4 cos(In 2)] ~—0.03920701320

e =1L ~1.1392070132
10

olarak bulunabilir. Es.2.12 ile tanimlanan baslangic deger problemini test
problem olarak ele alip Algoritma2.1‘den yararlanarak Shooting metodu ile
¢ozelim. Bu durumda Es.2.10.a ve Es.2.10.b ‘yi kullanarak iki baslangig
degder problemini asagidaki gibi yazabiliriz.

, 2 2 sin(In x)

W=+ Sy, 1<x<2, y (D=1, y(H=0 (2.13)
X X X
" 2 ’ 2 !
y2:—;y2+?y2, IS_XSQ,, }’2(1):Oa yz(l):1 (214)

N =10 ve h=0.licin Algoritma 2.1°den bulunan sonuglar Cizelge 2.1'de

verilmektedir. Listede y,(x;)'nin yaklasik degerleri u,; ile y,(x,) nin yaklasik
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degerleri de v,; ile gosteriimektedir. Es.2.11 kullanilarak Es.2.9 sinir deger
probleminin ¢6zUmu olan w, yaklasik degerleri de
2-y(2)
y(x)=y (‘xi)+—1y (%)
1 »2
denkleminden bulunmaktadir. Maple 11 kullanilarak Es.2.13'Un u,; ¢6zUmleri

ve Es.2.14'Un v, ¢ozUmleri Shooting metodu ile asagidaki gibi bulunur.

> denkleml:= { diff(y(x), x$2)=(-
2/x)*diff (v (x),x)+(2/x72) *y(X)+sin(1ln(x))/x"2};
denkleml = y" (x) = - 2y’ (x) + 2y(2x) + sm(lr;(x))
X X X
> bsl:= { y(1)=1, D(y) (1)=0};
bsl == {D(y)(1) =0,y(1) =1}
> dsold4 := dsolve(denkleml union bsl, numeric,
method=rkf45,

relerr=Float (1,-8), abserr=Float (1, -
8),
maxfun=0, output=procedurelist);
dsol4 := proc(x_rkf45 ) ... end proc
> dsold (1);
[x=1,y(x)=1,y"(x)=0.]
> dsol4 (1.1);

[x=1.1, y(x) = 1.00895641634053534y" (x) = 0.169794077114394064

Sekil 2.2 E$.2.13 'Un u,; yaklasik ¢gozUmlerinin Maple 11 ile bulunmasi
(y(x) sonuglari u,; ¢ozUmlerini gostermektedir)
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> denklem2 := { diff(y(x), x$2)=(-
2/x)*diff (v (x),x)+(2/x"2) *y (%) };

denklem2 = }y" (x) = - 2y’ (x) + 2y(2x)
X X
> bk2 := { y(1)=0, D(y) (1)=1};
bk2 == {D(y)(1) =1,y(1) =0}
> dsol5 := dsolve(denklem?2 union bk2, numeric,

method=rkf45,

relerr=Float (1,-8), abserr=Float (1, -
8) 14

maxfun=0, output=procedurelist);

dsol5 = proc(x_rkf45 ) ... end proc
> dsol5(1);

[x=1,y(x)=0,y"(x)=1.]
> dsol5(1.1);
[x =11, y(x) = 0.0911845729801589455 " (x)
=0.83420985983169593]2

Sekil 2.3 Eg.2.14 ‘Un v,; yaklagik ¢ozUmlerinin Maple 11 ile bulunmasi
(y(x) sonuglari v, ¢ézUmlerini gostermektedir)

Cizelge 2.1 Es.2.12 sinir deger probleminin yaklasik ve gercek ¢ozimleri
ve hata hesabi

X, U Vi W, y(x;) |y(x)—w|
1.0 | 1.00000000 | 0.00000000 | 1.00000000 | 1.00000001 1 10~8
11| 1.00895641 | 0.09118472 | 1.09262929 | 1.09262931 1110~
1.2 | 1.03244870 | 0.16851852 | 1.18708484 | 1.18708485 1010-8
1.3 | 1.06673692 | 0.23609467 | 1.28338237 | 1.28338237 51079
14 | 110928080 | 0.29659864 | 1.38144595 | 1.38144596 7 102
15 | 115829276 | 0.35185185 | 1.48115942 | 1.48115943 L110-8
16 | 1.21247648 | 0.40312499 | 1.58239246 | 1.58239246 11070
1.7 | 1.27086736 | 0.45132641 | 1.68501396 | 1.68501397 8 10~°
1.8 | 1.33273136 | 0.49711934 | 1.78889854 | 1.78889855 15108
1.9 | 1.39749907 | 054099723 | 1.8939295 | 1.89392952 L110-8
2.0 | 146472106 | 0.58333333 | 2.00000000 | 2.00000002 20108
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Gergege yakin degerler bulmak icin bu o&rneklerde baslangic deger
problemine 4.mertebeden Runge-Kutta ile yaklasiimaktadir. Ne yazik ki,
yuvarlama hatalari nedeni ile bu teknikte bazi problemler ortaya cikabilir.

Eger y (x) degerleri x, a’dan b’ye giderken hizla artarsa bu durumda u,
yaklagik olarak y,(b)’ye esit olacak ve bu da oldukga buyuk bir deger
olacaktir. Eger g, u,, ile buylklik olarak karsilastirildiginda ¢ok kiguk ise
Wwyo=(B-u,)/v,, Yyaklagik olarak -u, , /v ,’e esit olacaktir. Dolayisiyla

Adim 6’daki hesaplamalar

u
Wl=u,+wygv, =u, _( )

._-< —_

= =

N—
<

W2=u,,+ ~u,, —|
Uy Wy Vo R Uy, Vo

LN

ki bu da terim iptal etmekten dolaylr anlamli basamak kaybina yol acar[1].

Bununla birlikte u,;, y (x,)'nin yaklasik ¢6zimi oldugundan y,'in davranigl
kolaylikla izlenebilir. Eger u,;, a’dan b’ye hizla artiyorsa bu durumda

Shooting metodu x, =b’den x, =a’ya geriye dogru calstirilabilir. Boylece,
Y'=p(x)y +q(x)y+r(x), a<x<b,  yb)=p,  Y(b)=0,

V"= p(x)y +q(x)y, a<x<b, y(b) =0, y'(b)=1

¢ozumleri hesaplanir. Yine hatalar devam ederse farkli teknikler

kullaniimalidir.  Bununla birlikte genelde bulunan u, ve v, ¢ozumleri

h".mertebeden ise asil elde edilen ¢dzUmlerde yine #&".mertebeden

olmalidir. Bu da,
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Vi

|W],i - y(xi)| <Kh"[1+

VIN
esitsizliginden dolayi saglanir[1].

2.3. Lineer Olmayan Denklemlerde Shooting Metodu

ikinci mertebeden sinir deger problemi,

Y= fxy, ), asx<b,  yl@=a,  yb)=p (2.15)
seklinde tanimlansin. Bu problemin yaklasik ¢ozumleri de lineer problemlere
benzer olarak Shooting metodu ile ¢ozulmektedir. Fakat burada sinir deger
probleminin ¢6zumu iki farkh baglangi¢ deger probleminin bir lineer birlesimi
olarak ifade edilemez. Bunun yerine, bir t parametresi iceren baslangi¢ deger
problemlerinin bir dizisinin ¢ézumlerini kullanarak sinir deger problemlerinin

yaklagik degerleri Shooting metodu ile elde edilebilir. Bu problemler
asagidaki formdadir.

Y=y, asx<b,  y@=a,  y(a)=t (2.16)
Burada r =t, parametresi Es.2.17 kosulunu saglayacak sekilde secilir.

lim y(b,1,) = y(b) = 3 (2.17)

y(x,t,) ise t=t, ‘da E$.2.16’nin ¢bzUmuddr, y(x) ise E$.2.15’in ¢dzUmuddar.
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A
B_|_
y(b,7,) 7T (b,y(b,1,))
Y(Xa lO )
gim ¢,

o1 (a.a)
| | .
| | "
a b

Sekil 2.4 t, parametresi ile baglayan ¢dzim egrileri

Bu metot sabit bir hedefi vurma iglemine benzer olarak Shooting teknigi

olarak adlandiriimaktadir (Sekil 2.4). Bu metoda gore bir ¢, parametresi ile
baglanir. (a,a) noktasindan ateglenen bir nesnenin hangi baslangic
dizeyinde oldugunu belirtir[1]. Metoda goére (a,«) koordinatlarinda bulunan
bir nesnenin baslangi¢ pozisyonu ¢, parametresi ile gosterilir ve ¢ozum egrisi

boyunca nesnenin hareketi

Y=y, a<x<b, ya)=a, y'(a)=t,

baslangig deger probleminin ¢ozumu olarak alinir. Eger y(b,#,) noktasi f’'ya
yeterince yaklasik bir deger degdilse f'ya yaklagimimizi duzeltmek igin

t,t,,... noktalari secilerek y(b,z,)’" lar hesaplanir(Sekil2.5).
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t, parametrelerini belirlemek igin, varsayalim ki; E$.2.16 formunda verilen
sinir deger problemi Teorem 2.2'deki hipotezleri saglasin. Eger y(x,t,)

baglangi¢ deger probleminin ¢ozumunu gosterirse,

y(b,0)=f=0

ile ¢ belirlenebilir. Bu ise lineer olmayan bir denklemdir. Bu denklemin
¢ozumu icin pek ¢ok numerik metot bilinmektedir. Bu metotlardan bazilari
sabit nokta iterasyonu, newton iterasyonu, sekant metodu v.b. olarak

verilebilir[5].

Burada Es.2.16’nin ¢ozumu igin sekant metodu ve baglangi¢ degerleri icin de

t, , t, degerleri segilirse, t, ’larin hesaplanmasi

P LGSk ) (USRS ) k=23,..

y(batk—l ) - y(batk—Z)

denklemi ile bulunur.
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y(b,1,) | y(X,1,)
y(b, 1, L:ﬁ y(X, 1)
y(b,2,) | y(X,1,)
| (a0
o
i -
a b

Sekil 2.5 ¢,t,,...degerleri icin y(b,t,) yaklagik ¢ozumleri

Daha kuvvetli olan Newton metodunda ¢ 'larin bulunmasi igin tek bir

baslangig degeri olan ¢, ’a ihtiyac vardir ve ¢, lar agsagida verilen iterasyon

tk=tk71——y(b’tk*‘)_ﬂ, (2.18)
bt
d[ > k-1
formdline sahiptir. Yalniz bu metoda gore ¢, ’larin hesaplanabilmesi igin
paydadaki (dy/dt)(b,t, ;) turevlerinin bilinmesi gerekmektedir. Newton
metodunda y(b,r) noktasi acgik bir sekilde ifade edilemediginden bu tlrevler

bulunamaz fakat y(b,t,), y(b,t,),....y(b,t, ,) degerler bilindiginden

y'(x,t)= f(x, y(x,1), y'(x,1)), a<x<bh, y(at)=a, yi(a,t)=t (2.19)
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probleminde 7=t _, noktasinda (dy/dt)(b,t)’yi hesaplamak igin Es.2.19'un

her iki tarafinin t’ye gore turevini aldigimizda asagidaki denklemi elde

ederiz.
%" 0= L yn, v,
_l Ox l
=Ly, Y ) 24 . N2 ()
f

+—(x y(x,1), y'(x, t)) (x ).

Burada x ve r parametreleri birbirinden bagimsiz oldugundan ox/ot =0 olur

ve yukaridaki denklem asagidaki gibi dizenlenebilir.

8y ’ f f

( t)—

(2.20.a)

a < x <b igin baglangi¢ kosullari ise

-1 (2.20.b)

olur. Yazimi kolaylastirmak igin(dy / ot)(x,t) kismi tlrevi z(x,t) ile gosterilirse

Es.2.20.a baglangi¢ kosullari ile birlikte asagidaki gibi yazilabilir.
0 0

2= Lx, v 2000+ L(x,y,22(00) (2.21)
Oy 0z

a<x<b, z2(a,t) =0, Z'(a,t)=1.
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Newton metodu, Es.2.19 ve Es.2.21 ile verilen iki baslangic deger
probleminin her iterasyonda c¢o6zulmesini gerektirdiginden Es.2.18'den

yararlanarak ¢, ’lar agagidaki gibi bulunur.

l =ty _)}(ZZ{—;)_)IB (2.22)

Ne yazik ki burada bahsedilen baslangi¢ deger problemlerinin higbiri tam
olarak ¢dzulemez, Algoritma 2.2 yaklasik metotlardan 4.mertebeden Runge
Kutta metodu ve Newton metodu kullanilarak Es$.2.19 ve Es.2.21

denklemlerinin ¢6zUm adimlarini tanimlamaktadir[1].
Algoritma 2.2

Lineer olmayan Shooting metot
y'=fxyy), a<x<bh,  yla)=aqa, yb)=p

Lineer olmayan sinir deger probleminin yaklasik ¢ozimu igin
(ilk olarak Es.2.19 ve Es.2.21 problemleri yazilir)
Girdi: a ve b noktalar, «,f sinir kosullari, aralk sayisi N >2, hata payi

TOL, maksimum iterasyon sayisi M.
Cikti: y(x;)'nin yaklagik ¢ozimleri w,,; y'(x,) ‘nin yaklagik ¢ozimleri w,,,
i=0,1,.,N

Adm1: h=(b—-a)/ N,
k=1,

t, =(f—-a)/(b—a) verilsin.

Adim 2: k<M ise Adim 3-10.



Adim 3: w, =a;
W, =1,;

u, =0;

u, =1 olsun.
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Adim4: i=1,..,N Adim 5ve Adim 6'da kullanilir (Runge-Kutta metodu igin).

Adim 5: x=a+({-1)h olsun.

Adim 6: kl,l = hwz’,q;

ki, =hf (x, Wy, Wy ,4);

ky, = h(w,, +(1/2)k,,);

ky, = hf (x+h/ 2w, + (1 2)k,,,w,, + (1 2)k,);

ky, = h(w,,  +(1/2)k,,);

ks = hf (x+ 1 2w, + (1 2)ky 1wy, + (1 2)K,,);

kyy = h(w,,, +ky,);

ki, =hf (x+h,w,_ +ks,w,, +ks,);

W, =Wk, +2k,, +2k; +k,,)/ 6

wy; =wy ik, +2k,, +2k;, +k, ) /6

kiy = hu;

kl”z :h[ L,0am, oy, Dy + £ (%, WLH,WZH)MJ;

ki, =hu, +(1/ Dk, |;

K, = h[ [+ 2w, Y +( 20K+ f (eHh 2w ws, ity +(1/2)/<;,2)];
K, =hi, +(1/ 20K,,);

Koy =h] f,(x+h1 2,1, w3, Yot + (1 20k )+ £ B 2wy, Yty +(1/2035) |
kyy =i, +k;,);

Ky =] £, (xR, o3, Yot +K3 )+ F oo, i +Ki) |

=, +(1/ 6)| K, +26,, +2K;, + K, |

=1, +(1/ 6)] ki, +2K,, + 2K, +K; , |
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Adim 7: Eger |w, , — 8| <TOL ise Adim 8 ve Adim 9 uygulanir.

Adim 8: i=0,1,...,N igin
x=a+ih olsun.

Cikti(a, WiisWa )-

Adim 9: Runge kutta igin tamamlandi.

Adim 10: 1, =1, ~ v P

u

(Newton metodu ile ¢, degerleri bulunur.)

k=k+1
Adim 11: Son.

Adim1'de segilen t, =t degerleri (a,a) ve (b,) noktalarindan gegen
dogrunun egimini verir. Lineer olmayan sinir deger problemi Teorem 2.2 ’nin
hipotezlerini saglarsa ¢, ‘in herhangi bir se¢imi igin yakinsaklik saglanir fakat
t,’In iyi bir yaklagim degeri ile secimi ise yakinsamayi hizlandirir. Bu sureg

teoremin hipotezlerinin saglanmadigi birgcok problem iginde islemektedir[1].
Lineer olmayan Shooting metodunu asagidaki sinir deder problemine

uygulayalim.

y' = é(32 +2x° —yy"), 1<x<3, y(1) =17, y(3) = ? (2.23)

probleminin analitk ¢ézimiu  y(x)=x>+16/x olarak verilmektedir[1].

Algoritma2.2’de verilen Shooting metodunu uygulayabilmek i¢in baslangic

deger problemlerinin yaklasik ¢ozimlerine ihtiya¢ duyulmaktadir.



Y= é(sz 12— ),

1/ 1 ! 14
z =—§(yZ+yz )

1<x<3,

1<x<3,

yd)=17,

z(1)=0,

y'()= I

Z(H)=1
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Cizelge 2.2 Es$.2.23'Un analitik ¢ézimleri y(x) ve yaklagik ¢ézimleri w,
degerlerinin kargilastiriilmasi ve hata

X, W, (%) Wy, = y(x)
1.0 17.000000 17.000000 0.00000000
1.1 15.755496 15.755454 0.00004160
1.2 14.773391 14.773333 0.00005783
1.3 13.997754 13.997692 0.00006197
1.4 13.388632 13.388571 0.00006035
1.5 12.916723 12.916667 0.00005604
1.6 12.560051 12.560000 0.00005060
1.7 12.301810 12.301765 0.00004485
1.8 12.128928 12.128889 0.00003920
1.9 12.031086 12.031053 0.00003385
2.0 12.000029 12.000000 0.00002889
2.1 12.029072 12.029048 0.00002434
2.2 12.112748 12112727 0.00002023
2.3 12.246538 12.246522 0.00001651
24 12.426679 12.426667 0.00001319
25 12.650010 12.650000 0.00001023
2.6 12.913854 12.913846 7.61 10_6
2.7 13.215931 13.215926 5.3010_6
2.8 13.554289 13.554286 32910 °
29 13.927243 13.927241 1.52 10_6
3.0 14.333333 14.333333 0
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T T T T i T T T T
1,0 1,2 14 1,6 18 20 22 24 14 28

Sekil 2.6 Es.2.23’Un ¢dzUm egrisi (nokta:analitik cozuimleri, gizgi:yaklasik
¢6zUm egrisini gostermektedir)

iki baslangic deger probleminin ¢dziimiinii gerektiren Shooting metodunda
Newton ve Sekant metotlari kullaniimasina ragmen Newton metodu Sekant
metoduna gdre daha cabuk sonuca yakinsar. lyi baslangic degerlerinin
seciminde her iki metotta lokal olarak yakinsar[2]. Shooting metodu, Es.2.15

lineer olmayan sinir deger probleminin ¢gézumleri ve turevinin ¢gdézumleri [a,b]

arahginda x degerleri arttikca hizla artan de@erler aliyorsa, yuvarlama

hatalarina daha duyarl oldugu séylenebilir[2].
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3. BAZI OZEL PROBLEMLERE SHOOTING METODUNUN
UYGULANMASI

Genel formu
V'=f(xy,)), y1)=y1)=0 (3.1)

seklinde verilen sinir deger problemi f(x,y,y") lineer olmamak kosulu ile

Es.3.1 kiltlesi ile kargilastirildiginda oldukga buyuk bir yay sabitine sahip olan
lineer olmayan bir yayin hareketinin denklemi olarak alinabilir[3]. Es 3.1’in
yaklasik ¢dzUmu lineer olmayan Shooting metodu ile elde edilmektedir.

Es.2.17 kosulunu saglayacak sekilde ¢ =, parametresi alinarak Es.3.1 lineer

olmayan sinir deger problemine Shooting metodu uygulandiginda,

Y'(x,t) = f(x,y(x,0),y'(x,1), —-1<x<1, y(-1L,1)=0, y'(-1¢1)=t (3.2)

!

—-1<x<1 igin baglangi¢ kosullari ise %(—1,;):0 ve %(—l,t):l olarak

alinir ve yazimi kolaylastirmak igin(dy/orf)(x,t) kismi turevi z(x,r) ile

gosterilirse diger baslangi¢ deger problemi
0 0

20 =Ly, 02000+ Ly, 07
Oy y

“1<x<1l,  z(-1L5)=0, Z(-Lr)=1 (3.3)

seklinde yazilir. Es.3.2 ve Es.3.3 baslangic deger problemlerinin Algoritma
2.2'ye gore Maple 11 yardimi ile yaklasik ¢cozumleri elde edilmistir. Burada

y(x,)'in yaklagik ¢ozUmleri w,,, ¥'(x,) nin yaklasik ¢6zimleri w,, ile

gOsterilmistir.
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Durum 1:
Y'H((Y) -2y-x)=0, y(=D)=y1)=0 (3.4)

sinir deger problemi verilmig olsun. Burada y', z ile gdsterilmis olup lineer

olmayan shooting metodunda ¢ degeri Es.2.15 formunda olan Es.3.4 sinir

deger probleminde ¢t =(f—-a)/(b—a) kullanilarak r =0 olarak elde edilir.

Y'H((Y) -2y-x)=0, y(=1)=0 Y(-1)=0 (3.5)
7"+2z7'-2z=0, 2(-1)=0 Z(-1)=1 (3.6)

Es.3.4 sinir deger problemi Es.3.5 ve Es.3.6 seklinde iki farkll baslangi¢
deger problemine donusturulmagstur. Daha sonra Algoritma 2.2 kullanilarak

ve Maple11 yardimi ile sonuglar elde edilmis ve Cizelge 3.1°de verilmigtir.

Cizelge 3.1 Es.3.4°Un y(x,) ve y'(x,) yaklagik ¢dzimleri

X; Wl,,' W2,i
-1.0 0 -0.2501769477
-0.9 -0.02066384173 -0.1663789148
-0.8 —-0.03390325793 -0.1013992031
-0.7 —-0.04150574830 -0.05328465659
-0.6 —-0.04504745711 -0.01979750428
-0.5 —-0.04587456532 0.001397580268
-0.4 -0.04510032962 0.01260766266
-0.3 -0.04361181967 0.01604183979
-0.2 —-0.04208128550 0.01378624273
-0.1 —-0.04097831458 0.007811233444
0.0 —-0.04058012707 —2.1118310
0.1 ~0.04097834578 ~0.007811652109
0.2 ~0.04208134608 ~0.01378664937
0.3 ~0.04361190590 ~0.01604222330
0.4 ~0.04510043574 ~0.01260800756
0.5 ~0.04587468334 ~0.001397865549
0.6 ~0.04504757688 0.01979730534
0.7 —-0.04150585780 0.05328457497
0.8 -0.03390334397 0.1013992706
0.9 -0.02066389106 0.1663791587
1.0 — 6261010 0.2501773855
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Sekil 3.1 ve Sekil 3.2 sirasi ile Es.3.4 probleminde y(x) ve y'(x) ¢d6zUm

egrilerini gostermektedir.

-1.0 -0.5 0 0.3
-0,01
%
. -0,02
S
-0,03 -
%
%
0044
3 S
S °¢<> ooo
% o *, L3
¢°°oo b °<><;<>¢

Sekil 3.1 Es.3.4 sinir deger probleminin y(x,) ¢bztumleri

0,24

0,1+

-10 ool 0 "Feeeseets

B -0,1

-0,2 -

Sekil 3.2 Es.3.4 sinir deger probleminin y'(x,) ¢ézimleri
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Durum 2:

f(x,y,y)=—y+e’ olmak lizere

y'+(y—e’)=0, yD)=y1H)=0 (3.7)

sinir deger problemi verilsin.

y'+(y—e")=0, y(=1)=0 Y(=1)=0 (3.8)
Z"+(1-¢e")z=0, z2(-D)=0 Z(-D=1 (3.9)
Es.3.7 sinir deger problemi Es.3.8 ve Es.3.9 seklinde iki farkli baslangi¢
deger problemine donusturalmustir. Daha sonra Algoritma 2.2 kullanilarak

ve Maple11 yardimi ile sonugclar elde edilmis ve Cizelge3.2’de verilmigtir.

Cizelge 3.2 Es.3.7'nin y(x,) ve y'(x,) yaklagik gézumleri

X; Wl,,' WZ,i
-1.0 0 -1.068062246
-0.9 -0.1018017667 -0.9678895854
-0.8 -0.1935471697 -0.8668090412
-0.7 -0.2751131083 -0.7642261050
-0.6 -0.3463314182 -0.6598233439
-0.5 -0.4070136273 -0.5535036181
-0.4 -0.4569706299 -0.4453445251
-0.3 -0.4960282154 -0.3355605670
-0.2 -0.5240390974 -0.2244706533
-0.1 -0.5408918876 -0.1124692586
0.0 -0.5465173151 —1.11710°8
0.1 ~0.5408918870 0.1124692365
0.2 ~0.5240390963 0.2244706318
03 ~0.4960282139 0.3355605468
0.4 ~0.4569706280 0.4453445064
05 ~0.4070136252 0.5535036014
06 ~0.3463314159 0.6598233293
0.7 0.2751131058 0.7642260923
0.8 -0.1935471674 0.8668090297
0.9 -0.1018017649 0.9678895739
1.0 671010 1.068062231




-0,1 4

-0.2

-03 o

-0,4 4

® 0,5

Sekil 3.3 Es.3.7 sinir deger probleminin y(x,) ¢éztumleri

0,5

-0,5

Sekil 3.4 Es.3.7 sinir deger probleminin y'(x,) ¢ézimleri

Durum 3:

f(x,v,y)=42y* +2y+1 olmak Uzere

y'=2y'=2y-1=0, y(-)=y(1)=0

sinir deger problemi verilmis olsun.

32

(3.10)
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Y +(=2y*=2y-1)=0, y(=1)=0 y(-1)=0 (3.11)

2+ (~4y—-2)z=0, 2(=1)=0 Z(-1)=1 (3.12)

Es.3.10 sinir deger problemi Es.3.11 ve Es.3.12 seklinde iki farkli baglangic
deger problemine donusturtlmastir. Daha sonra Algoritma 2.2 kullanilarak

ve Maple11 yardimi ile sonuglar elde edilmistir.

-0,1 4

-0,2

Sekil 3.5 E$.3.10 sinir deger probleminin y(x;) ¢éztumleri
0,46+

0,4

0.2+

=
“ o0z
-0,4 4

-0,6

Sekil 3.6 E$.3.10 sinir deger probleminin y'(x,) ¢ézumleri
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Durum 4:

f(x,y,y")=—e’ +sin(y) olmak Uzere

y"'+e” —sin(y) =0, y(=1)=y1)=0 (3.13)

sinir deger problemi verilmis olsun.

y'+e’ —sin(y) =0, y(=1)=0 y'(-1)=0 (3.14)

7"+ (e’ —cos(y))z=0, z(-1)=0 Z(-1)=1 (3.15)

Es.3.13 sinir deger problemi Es.3.14 ve Es.3.15 seklinde iki farkli baslangic

deger problemine donusturalmustir. Daha sonra Algoritma 2.2 kullanilarak

ve Maple11 yardimi ile sonuglar elde edilmistir.

0,5
0,4
0,3
0,2

0.1

s T T +
-1,0 -0,5 0 05 1,0

Sekil 3.7 E$.3.13 sinir deger probleminin y(x;) ¢éztumleri
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Sekil 3.8 E$.3.13 sinir deger probleminin y'(x,) ¢ézumleri
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4. VAN DER POL DENKLEMi VE SAYISAL GOZUMLER

Titresimlerin elektrik devrelerinden baska, kalp atigi, mekanik sistemlerdeki
salinimlar, ses ve akustige kadar pek ¢ok alanda da uygulamalari mevcuttur.
insan kalbinin diizenli calisma araligini incelemek igin Balthazar Van der Pol
ayni zamanda bir kalp pili ile ¢calisan gergek bir insan kalbine benzer gekilde,
disaridan verilen sinyallerle ¢alisan elektronik devre modelleri de gelistirmis
ve kalbin duzensiz atislarinin nasil dizenlenebilecegi Uzerine g¢alismalar
yapmigtir. Daha sonralari pek ¢ok bilim adami fiziksel ve biyolojik olaylari bu

denklemle modelleyerek galismalarini surdurmuslerdir[9].

Van der Pol denklemi ya da Van der Pol salinimi (elektrik titresimleri Greten
aygit) olarak da bilinen bu denklem elektronik teknolojisinin gelismeye
bagladigi 1920’lerde vakum tuplerinden olugan elektrik devrelerinin salinim
davranisini modelleyen bir denklem olarak Balthazar Van der Pol (1889-
1959) tarafindan ilk kez tanimlanmis ve onun adiyla literatire ge¢mistir. Bu
tur devrelerin galigmasi ve devrelerle ilgili bilgiler kaynak [5]'de bulunabilir.
20. yuzyilin baglarinda Balthazar Van der Pol radyo ve telekomunikasyon
alanlarinda ilk calismalari baglatan kisi olmus ve arastirmalarini vakum
tuplerden olusan elektrik devreler Uzerinde deneysel calismalara
dayandirmistir. Deneysel galismalari sonucunda bu tuplerin (osilatorlerin),
glnumuzde limit cycle denilen kararli salinimlar yaptigini agiklamistir. Bu
devrelere, disaridan frekansi bu limit cycle ile ¢ok yakin bir sinyal verildiginde
sistemin periyodik salinimlarinin bu sinyal ile devam ettirildigini géstermistir
[7-8]. Bu galismalar ginumuzde, televizyon ya da radyo verici devrelerinde
elektrik akisinin kontrolt agisindan olduk¢ca 6nem tagimaktadir[9].

4.1 Vander Pol Denklemi

Van der Pol denkleminin standart formu
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Y —pul-y)y'+y=0 (4.1)

seklindedir. Burada y bagimli degiskeni zamanin fonksiyonu olup, ikinci

terim lineer olmayan damping (bir salinimli sistemde salinimlarin genligini

azaltmaya yarayan kuvvet) terimi olarak tanimlanir. x ise lineer olmayan
damping teriminin blyUkliguinl goésteren sabit bir sayidir ve x’nin farkl

durumlari i¢in salinimin karakteri asagidaki gibi tanimlanmaktadir:
1 <0 sistem sonumlenmekte ,
1 =0 damping (s6num) terimi ortadan kalkacagindan denklem

y'+y=0

sekline dontismekte bu ise basit harmonik salinimi tanimlamaktadir.

4#>0 oldugunda sistem kararli salinimlar yapmaktadir.

|1/ >> 0 oldugunda ise sistem kisa zamanda s6niimlii duruma gegmektedir.

Sekil 4.1°de Es.4.1 Vander Pol denkleminin bazi x dederleri igin

¢ozumlerinin grafikleri verilmigtir[10].

Van der Pol denklemin lineer olmayan dinamik sistemler icin degeri goz
ontne alindiginda bu tir sistemlerin 06nemli Ozelliklerinin  ortaya
cikarilmasinda, denklemin ¢gdzumlerinin bulunmasi da olduk¢a 6nemlidir. Bu
denklemin belli baglangi¢ sartlarinda yaklasik ¢ozimleri Uzerine pek ¢ok

calismalar yapilmistir[9].
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Sekil 4.1 x’nan farkh degerleri igin ¢6zUm grafikleri [10]

4.2. Sayisal Goézumler

Van der Pol denkleminin standart formu olan

y'—u(l-y*)y' +y=0, y(0)=a, y'(0)=p (4.2)

Es.4.2 denkleminde, ikinci terimin katsayisini degistirerek x’niun farkli

degerleri igin 4. mertebeden Runge Kutta metodu kullanilarak verilen
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baslangic sartlarinda yaklasik ¢oézimler Maple 11 ile elde edilmis ve

grafiklerle gosterilmistir.

Algoritma 4.1 (Van der pol Denklemi)

Lineer olmayan Van der Pol baglangi¢ deger probleminin yaklasik ¢ozumu

icin ilk olarak Es.4.2 problemi yazilir.

Girdi: ave b noktalari, a,f sinir kogullari, aralik sayisi N >2.

Cikti: y(x,)nin yaklagik ¢bzimleri w,,; y'(x;) nin yaklasik ¢ozumleri w,,,
i=0,1,.,N

Adm 1: w, =a;

w,, =0; olsun.

Adim 2: i=1,...,N Adim 3 ve Adim 4’te kullanilir (Runge-Kutta metodu igin).

Adim 3: x=a+(i—1)h olsun.

Adim 4: k,, =hw,, ;

kl,z =hf (x, Wl,i—l’WZ,i—l);

kz,l = h(Wz,i—l +(1/ 2)k1,2);

ky,=hf(x+h/2,w, +(1/2)k ,w,,  +(1/2)k,);
ky, =h(w,, +(1/2)k,,);

ky,=hf (x+h/2,w,  +(1/2)k,,,w,,  +(1/ 2)k,,);
ky, = h(WZ,i—l +ky,);

ko, =hf (x+h,w ks Wy, +k;,);

W, =Wt (kl,l + 2k2,1 + 2k3,1 + k4,1) /6;

Wy, =Wy + (kl,z + Zkz,z + 2k3,2 + k4,2) /6
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Adim 5: i=0,1,....N icin
x=a+ih olsun.

Cikti(a,w,;, w, ;).

Adim 6: Son.

1 =0 degeri icin;

y'+y=0 y(0)=2, y'(0)=0 (4.3)
baslangic deger pobleminin ¢ézumleri yarigcapi 2 olan bir gember belirtir

(Sekil 4.1). y(x) Es$.4.3'Un ve y,(x)'de E$.4.3'Un tdrevlerinin ¢6zlm
egrileridir (Sekil 4.2).

oooooooooo
0000000

. o
000 by 0

Sekil 4.2 =0 igin Van der pol denkleminin ¢ozumu
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Sekil 4.3 1 =0 van der pol denkleminin y,(x) ve y,(x) ¢gbzimleri
u=1igin;
y'=(1=y)y+y=0 y(0)=1 y'(0)=0 (4.4)

baslangi¢ deger probleminin ¢oézimu asagidaki sekildedir:
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Sekil 4.4 =1 igin Van der pol denkleminin ¢ézimu
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Sekil 4.6 x=1 igin Van der pol denkleminin y,(x) ¢6zumu
M1=73igin;

y'=31-y)y+y=0

y(0)=1

y'(0)=0
baslangi¢ deger probleminin ¢ozimu asagidaki sekildedir:
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Sekil 4.8 1 =3 i¢in Van der pol denkleminin y,(x) ¢ozumu
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Sekil 4.9 x =3 igin Van der pol denkleminin y,(x) ¢6zimd
1=>5.6 icin;
" 28 A !
y —(?)(l—y)y+y=0 y(0)=1 ¥ (0)=0 (4.7)

baglangi¢c deger probleminin y,(x) ve y,(x) ¢6zumleri Sekil 4.10 ve Sekil

4 .11’de verilmektedir.

o

Sekil 4.10 ¢ =5.6 icin Van der pol denkleminin y,(x) gdzumu



a

Sekil 4.11 1 =5.6 i¢in Van der pol denkleminin

y,(x) ¢o6zuimu
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5. SONUG

Bu tez galismasinda, Lineer ve lineer olmayan bazi 6zel tipte sinir deger
problemleri icin Shooting metodu kullanilarak, ikinci mertebeden sinir deger
problemi iki tane birinci mertebeden baslangic deger problemlerine
donusturilmas ve bunlarin sayisal ¢ézumleri dordinci mertebeden Runge-
Kutta metodu kullanilarak Maple 11 yardimi ile elde edilmistir. DordUncu
mertebeden Runge-Kutta metodu baslangi¢c deger problemlerinin yaklagik
¢ozUmleri icin sikga tercih edilen gucli metotlardan birisidir. Lokal kesme

hatasi  O(h*)mertebesinden olup oldukga kiigliktlir. Bu galisma sonunda

elde edilen sayisal degerler tam ¢ézumlerin oldugu durumlar igin incelenmis
ve hata oranlarinin oldukga kuguk oldugu gorulmustur. Sonuglar Cizelge 2.1,
Cizelge 2.2 ve Sekil 2.6’da karsilastirmal olarak verilmistir. Tam ¢ézimlerin
bilinmedigi durumlarda da metodun yakinsadigi gorulmektedir. Maple 11
yardimi ile yaklasik ¢ozumlerin grafikleri verilmistir. GUnlik hayatimizda pek
c¢ok bilim dalinda ve oOzellikle elektronik devrelerdeki salinimlari veya kalp
atislarinin ritmini modellemek icin kullanilan Van der Pol denkleminin de bazi

O0zel baslangi¢ sartlari ve u(damping teriminin buayUklGgint tanimlayan

parametre)'nun farkh degerleri icin Runge Kutta metodu ile Maple 11
programinda yaklasik ¢dzimleri elde edilerek salinim egrileri gizdirilmigtir.
Sonuglarin kaynak [1]'de varolan sonuglarla uyumlu oldugu goértulmustur.
lleride hedeflenen bu programlarin daha da gelistirilerek Van der Pol
denklemine digaridan etki eden kuvvetlerin oldugu yani denklemin homojen
olmayan durumlarini da g6z onudnde bulundurarak calismalarin

ilerletilmesidir.
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EK-1 Shooting Metodu
Problem 1.1

L P N ) e
X X

Sinir deger probleminin Maple 11 yardimi ile ¢ézumunun elde edilmesi

asagida verilmektedir.

> restart;
> denkleml:= { diff(y(x), x$2)=(-
2/x) *diff (y(x),x)+(2/x*2) *y (x)+sin(1n(x)) /x*2};

):_2y/(X) i Zy(2X) n Sin(lr;(X))

denkleml = |y" (x
X X X

> bsl:= { y(1)=1, D(y) (1)=0};
bsl = {y(1)=1,D(y)(1) =0}
> dsol4 := dsolve(denkleml union bsl, numeric,
method=rkf45,
relerr=Float (1,-8), abserr=Float(l,-8),
maxfun=0, output=procedurelist);
dsol4 := proc(x_rkf45 ) ... end proc

> dsol4d (1) ;

> dsol4d (1.1);
[x=1.1, y(x) = 1.00895641634053534y ' (x) = 0.16979407711439406}
> u[0]:=1.00000000;
uy = 1.0000000(
> u0 :=op(2,dsol4 (1) [2]);
ul = 1.
> u[l] :=op(2,dsol4(1l.1)[2]);
u, = 1.0089564163405353

> u[2] :=op(2,dsol4(1.2)][2]);
uy = 1.0324487023729247

> u[3] :=op(2,dsol4(1.3)([2]);
Uy = 1.0667369240965987

> u[4d4] :=op(2,dsol4(1.4)[2]);
u, = 1.109280800558037C

> u[5] :=op(2,dsol4(1.5)[2]);
us = 1.1582927555381261

> u[6] :=op(2,dsol4(1.6)[2]);



EK-1 (Devam) Shooting Metodu
u = 1.2124764787977051

> u[7] :=op(2,dsold(1.7)[2]1);
u = 1.2708673504470204

> u[8] :=op(2,dsol4(1.8)[2]);
ug = 1.3327313676605379

> u[9] :=op(2,dsol4d(1.9)[2]);
ug = 1.3974990682412702

> u[l0] :=o0p(2,dsol4(2)[2]);
U, = 1.4647210603894047

> denklem2 := { diff(y(x), x$2)=(-
2/x) *diff (y (x),x)+(2/x*2) *y (x) };
denklem2 = }y" (x) = - 2y (x) + 2y(2x)
X X
> bk2 := { y(1)=0, D(y) (1)=1};
bk2 = {y(1)=0,D(y)(1) =1}
> dsol5 := dsolve(denklem2 union bk2, numeric,

method=rk£f45,

relerr=Float (1,-8), abserr=Float(1l,-8),

maxfun=0, output=procedurelist);

dsol5 := proc(x_rkf45 ) ... end proc
> dsol5(1);
[x=1,y(x)=0,y"(x)=1.]
> dsol5(1.1);
[x=1.1, y(x) =0.0911845729801589455 ' (x)
=0.83420985983169593D

> v[0]:=0.00000000;
Vg = 0.

> v[l] :=op(2,dsol5(1.1)[2]);

v, = 0.09118457298015894%
> v[2] :=op(2,dsol5(1.2)[2]);

v, = 0.16851851851438667
> v[3] :=op(2,dsol5(1.3)[2]);

vy = 0.23609467468368994

> v[4] :=op(2,dsol5(1.4)([2]);
v, = 0.2965986393730444¢&

> v[5] :=op(2,dsol5(1.5)[2]);
Vs = 0.3518518520269043&

> v[6] :=o0op(2,dsol5(1.6)[2]);
Ve = 0.40312499948966138:

> v[7] :=o0op(2,dsol5(1.7)[2]);
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v, = 0.4513264124406594¢

> v[8] :=op(2,dsol5(1.8)[2]);
ve = 0.49711934054589851

> v[9] :=op(2,dso0l5(1.9)[2]);
Vg = 0.54099722976342157

> v[10] :=o0p(2,dsol5(2)[2]);
Vip = 0.5833333331028323(C

> de := diff(y(x), x$2)=(-

2/x) *diff (y(x),x)+(2/%x*2) *y (x)+sin(1n(x)) /x*2;
ic := y(1)=1,y(2)=2;

dsolve ({de,ic},y(x)):

g := unapply(evalf[9] (rhs(%)),x);

o=y () - -2 2000)  sinin)
- X X
i = y(1) = 1,(2) =2

0.039207014

2
X

— 0.200000000c0s(0.500000000In(x) )> + 0.100000000
— 0.600000000sin(0.500000000In(x)) cos(0.500000000In(x))

g = x+ 1.13920702x —

> c := evalf[9] ((2-u[1l0])/vI[10]);

c = 0.91762104
> W := X => un(x)+c*vn(x);

w = x> un(x) + ¢ vn(x)
> w[0]:=1;
0°

> w[l]:=u[l]+c*v][1l];

w, = 1.09262929¢

> w[2] :=u[2]+c*Vv([2];
1.18708484(

S
I

> w[3]:=u[3]+c*Vv[3];
1.28338236!

=
I

> w[d4] :=u[d]+c*v([4];
w, = 1.38144595:

> w[5]:=u[5]+c*Vv[5];
1.48115941¢

=
I

> w[6] :=u[6]+c*Vv][6];
w, = 1.58239246

> w[7] :=ul[7]+c*v[7];
w, = 1.68501396:
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> w[8]:=u[8]+c*V[8];
1.78889853:

S
)
|

> w[9] :=u[9]+c*Vv[9];
wy = 1.89392950¢

> w[10] :=u[10]+c*v[10];
W, = 2.00000000(

> xvals := [seq(1+i*0.1,i=0..10)]:

gvals := evalf(evalf[9] (map(g,xvals))):

linalg[matrix] ([[x, 'u(x)', 'v(x)','w','g(x)"', 'hata'],
seq([xvals[i] ,u[i-1],v[i-1],w[i-

1],gvals[i],gvals[i]-w[i-1]],i=1..11)]);

[ [x, u(x),v(x),w,g(x), hata ]
[1.,1.000000000., 1,1.000000011. 10~ %]
[1.1,1.00895641634053534).0911845729801589453.092629299
1.092629311.1 107%],
[1.2,1.03244870237292474).168518518514386678.187084840
1.187084851.0 1078,
[1.3,1.06673692409659870.2360946746836899421 283382365
1.283382375. 107,
[1.4,1.10928080055803702).2965986393730444821 381445953
1.381445967. 1077,
[1.5,1.15829275553812616).351851852026904388.481159419
1.481159431.1107 8],
[1.6,1.2124764787977051.4031249994896618501.582392461
1.58239246 —1.107°],
[1.7,1.27086735044702048).4513264124406594631.685013962
1.685013978. 107",
[1.8,1.33273136766053790.4971193405458985141.788898535
1.788898551.5107%],
[1.9,1.39749906824127022.5409972297634215721.893929509
1.893929521.110%],
[2.0,1.46472106038940476).583333333102832302.000000000
2.000000022.0 10~ %]]



EK-1 (Devam) Shooting Metodu
Problem 1.2

y":é62+2f—qwm 1<x<3,

Sinir deger problemini shooting metodu ile

y":é62+2f—yyx 1<x<3,

Lo

Z'=—z+

1
7'=—('z+y7Z), 1<x<3,
oy 8(y yz')

yd)=17,

53

43

y3) = ?
yh=17,  yO=¢
z(1)=0, Z(H)=1

iki baslangi¢c deger problemine donusturip Maple 11 ile yaklagik ¢ozumleri

elde  edilerek y(x)=x>+16/x

analitik

¢ozim  degerleri ile

kargilastiriimasinin yapildigi Maple 11 programi asagida verilmektedir.

> restart;

> h:=0.1;

wl[0] :=17;

ul[0] :=0;

u2[0]:=1;

x1[0]:=1;

beta:=43/3;

t[0]:=-4/3;

tol:=10*(-4);
h = 0.1
wl, =17
u/o =0
uZO =]
x]o =1

43

B = —_—
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tol ==

10000
> basl:=y(0)=-4/3,y(1)=43/3;

L __4 _ 43
basl = y(0) 3»)%1) 3
> f:=(x,y,2z)->(1/8) * (32+2*x*3-y*z);
3
— s ) - X _ XYz
f'_ (X,),Z) 4+ 4 8

> fy:=(x,y,z)->-2/8;
fz:=(x,y,z)—>-y/8;

f.j} = (xayaz) = _%

fz = (x,y,z) = —%

> for 1 from 0 to 19 do

w2[0]:=t[1]:

for i from 0 to 20 do

x1[i+1] :=x1[i]+h:

kl[1l]:=h*w2[i]:

kl[2] :=subs (h*f (x1[i],wl[i], w2[i])):

k2[1] :=h* (w2[1i]+k1l[2]/2):

k2[2] :=subs (h*f(x1[i]+h/2,wl[i]+k1[1]/2,w2[i]+k1[2]/2)):
k3[1] :=h*(w2[i]+k2[2]/2):

k3[2] :=subs (h*f(x1[i]+h/2,wl[i]+k2[1]/2,w2[i]+k2[2]/2)):
k4[1l] :=h* (w2[i]+k3[2]) :

k4[2] :=subs (h*f (x1[i]+h,wl[i]+k3[1],w2[i]+k3[2])):
wl[i+1l]:=wl[i]+(k1[1l]+2*k2[1]+2*k3[1]+k4[1])/6:

w2[i+1l] :=w2[i]+(k1[2]+2*k2[2]+2*k3[2]+k4[2])/6:

Pl[1l] :=h*u2[i]:

Pl[2] :=subs (h* (fy (x1[i],wl[i],w2[i]) *ul[i]+f=z(x1[i],wl[i]
yW2[1i]) *u2[i])):

P2[1l] :=h* (u2[i]+p1l[2]/2):

p2[2] :=subs (h* (fy (x1[i]+h/2,wl[i] ,w2[i])* (ul[i]+p1l[1]/2)+
fz(x1[i]+h/2,wl[i],w2[i])*(u2[i]+p1l[2]1/2))):

p3[1l] :=h* (u2[i]+p2[2]/2):

p3[2] :=subs (h* (fy (x1[i]+h/2,wl[i] ,w2[i])* (ul[i]+p2[1]/2)+
fz(x1[i]+h/2,wl[i],w2[i])*(u2[i]+p2[2]1/2))):

P4[1l] :=h* (u2[i]+p3[2]):

P4[2] :=subs (h* (fy (x1[i]+h,wl[i],w2[i]) *
(ul[i]+p3[1])+£fz(x1[i]+h,wl[i] , w2[i])*(u2[i]+p3[2]))):
ul[i+1]:=ul[i]l+(pl[1]+2*p2[1]+2*p3[1l]+p4[1])/6:

u2[i+l] :=u2[i]+(pl[2]+2*p2[2]+2*p3[2]+p4[2])/6:

end do:

t[1+1]:=t[1l]-(wl[20]-beta) /ul[20]:

end do:

> for 1 from 0 to 20 do
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y(x[1]) :=x1[1]172+16/x1[1]:
end do:

> linalg[matrix] ([['x','wl',6 'yi', 'wl[i]l-y(x)"'],
seq([x1[i],wl[i],y(x[i]),wl[i]-y(x[i])],6i=0

Cizelge 2.1 Problem 2.1 sinir deger probleminin yaklasik ¢éztumleri

X

1
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1
2.2
23
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

| 3.0

> linalg[matrix] ([['x’,'wl’,’yi’],
seq([x1[i],wl[i],y(x[i])],4i=0..20)]);

ve hata
wl yi w]i—-y(x)
17 17 0

15.75549615 15.75545455 0.00004160
14.77339116 14.77333333 0.00005783
13.99775428 13.99769231 0.00006197
13.38863178 13.38857143 0.00006035
12.91672271 12.91666667 0.00005604
12.56005060 12.56000000 0.00005060
12.30180956 12.30176471 0.00004485
12.12892809 12.12888889 0.00003920
12.03108648 12.03105263 0.00003385
12.00002889 12.00000000 0.00002889
12.02907196 12.02904762 0.00002434
12.11274750 12.11272727 0.00002023
12.24653825 12.24652174 0.00001651
12.42667986 12.42666667 0.00001319
12.65001023 12.65000000 0.00001023
12.91385376 12.91384615 7.61 10 °
13.21593123 13.21592593 53010 °
13.55428900 13.55428571 32910 °
13.92724290 13.92724138 1.5210°
14.33333333 1433333333 0.

> with (plots);

> pl:=plot ({seq([x1[i],wl[i]],i=0..19)});
pl = PLOT(...)
> p2:=pointplot ({seq([x1[i],x1[i]~2+16/x1[i]],i=0

p2 = PLOT(...)

55

..20)1);

..19)h;
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display ([pl,p2]);

12_I T T T T T T T T 1 T T T T T T T T

10 12 14 1F 1@ 20 22 24 26 28

Sekil 2.1 Problem 2.1 Lineer olmayan sinir deger probleminin ¢ézim egrileri
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EK-2 Bazi Ozel Problemlere Shooting Metodunun Uygulanmasi

Y+((y)-2y-x)=0, y(-D)=y1)=0

Sinir deger probleminin lineer olmayan Shooting metodu ile Maple 11

kullanilarak yaklagik ¢ozumleri agagidaki program ile elde edilmistir.

> restart;

> h:=0.1;
wl[O0] :=0;
ul[0]:=0;
u2[0]:=1;
x1[0]:=-1;
beta:=0;
t[0]:=0;
h = 0.1
w]O =0
ulo =
u20 =1
x]o = —1
B=0
ty = 0

> Q:=(x,y, Z) > (x*2+2*y-2°2) ;

0= (x,y,2) l—>x2—|—2y—z
> basl:=y(-1)=0,y(1)=0;

basl = y(—1)=0,y(1)=0

2

> Qy:=(x,y,2z)—>2;
Qz:=(x,y, z)—>-2*%z;
Oy = (x,y,z) =2
Oz = (x,y,z) = -2z
> for 1 from 0 to 19 do
w2[0] :=t[1]:
for i from 0 to 20 do
x1[i+1l] :=x1[i]+h:
kl1[1l]:=h*w2[i]:
kl[2] :=subs (h*Q(x1[i],wl[i], w2[i])):
k2[1] :=h* (w2[1i]+k1[2]/2):
k2[2] :=subs (h*Q(x1[i]+h/2,wl[i]+k1[1]/2,w2[i]+k1[2]/2)):
k3[1] :=h*(w2[1i]+k2[2]/2):
k3[2] :=subs (h*Q(x1[i]+h/2,wl[i]+k2[1]/2,w2[i]+k2[2]/2)):
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k4[1l] :=h* (w2[i]+k3[2]):

k4[2] :=subs (h*Q(x1[i]+h,wl[i]+k3[1],w2[i]+k3[2])):

wl[i+1l]:=wl[i]+(k1[1l]+2*k2[1]+2*k3[1]+k4[1])/6:

w2[i+l] :=w2[i]+(k1[2]+2*k2[2]+2*k3[2]+k4[2])/6:

pPl[1l]:=h*u2[i]:

Pl[2] :=subs (h* (Qy (x1[i],wl[i],w2[i]) *ul[i]+Qz(x1[i],wl[i]

yW2[i]) *u2[i])):

P2[1l] :=h* (u2[i]+p1l[2]/2):

pP2[2] :=subs (h* (Qy (x1[i]+h/2,wl[i] ,w2[i])*(ul[i]+p1l[1l]/2)+

Qz(x1[i]+h/2,wl[i],w2[i])*(u2[i]+p1[2]/2))):

p3[1l] :=h* (u2[i]+p2[2]/2):

p3[2] :=subs (h* (Qy (x1[i]+h/2,wl[i] ,w2[i])* (ul[i]+p2[1]/2)+

Qz(x1[i]+h/2,wl[i],w2[i])*(u2[i]+p2[2]/2))):

P4[1] :=h*(u2[i]+p3[2]):

P4[2] :=subs (h* (Qy (x1[i]+h,wl[i],w2[i]) *

(ul[i]+p3[1])+Qz (x1[i]+h,wl[i],w2[i])*(u2[i]+p3[2]))):

ul[i+1]:=ul[i]l+(pl[1]+2*p2[1]+2*p3[1]+p4[1])/6:

u2[i+l]:=u2[i]+(pl[2]+2*p2[2]+2*p3[2]+p4[2])/6:

end do:

t[1+1]:=t[1l]-(wl[20]-beta) /ul[20]:

end do:

> linalg[matrix] ([['x', 'wl', 'w2'],
seq([x1[i],wl[i],w2[i]],i=0..20)]);
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Cizelge 3.2 Problem 3.2 y(x,) ve y'(x,)’nin ¢cézumleri

X wl w2

—1 0 —0.2501769477
—0.9 —0.02066384173 —0.1663789148
—0.8 —0.03390325793 —0.1013992031
—0.7 —0.04150574830 —0.05328465659
—0.6 —0.04504745711 —0.01979750428
—0.5 —0.04587456532 0.001397580268
—0.4 —0.04510032962 0.01260766266

—0.3 —0.04361181967 0.01604183979

—0.2 —0.04208128550 0.01378624273

—0.1 —0.04097831458 0.007811233444
0. —0.04058012707 —2.1118310~"

0.1 —0.04097834578 —0.007811652109
02 —0.04208134608 —0.01378664937
03 —0.04361190590 —0.01604222330
04 —0.04510043574 —0.01260800756
0.5 —0.04587468334 —0.001397865549
0.6 —0.04504757688 0.01979730534

0.7 —0.04150585780 0.05328457497

0.8 —0.03390334397 0.1013992706

09 —0.02066389106 0.1663791587

1.0 —626107'1% 02501773855

> with (plots);

> pointplot ({seq([x1[i],wl[i]],i=0..20) },colour=black);
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-0.01

-0,02

-0,03 4

Sekil 3.3 Problem 3.2 Lineer olmayan sinir deger probleminin y(x,) ¢6zimu

> pointplot ({seq([x1[i],w2[i]],i=0..20)1});

0,24

0.1 B

+
-1.0 o-05 o " ¢+ *q3 10

-0z

Sekil 3.4 Problem 3.2 Lineer olmayan sinir deger probleminin y'(x,) ¢6zimu
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EK-3 Van Der Pol Denklemi ve Sayisal Cozumler

Y —pul-y)y'+y=0, y0)=a, y'(0)=0

genel formunda verilen Van der pol denkleminin ¢oézimlerinin x£=2 igin

yazilan Maple 11 programi asagida verilmektedir.

Y =2(1-y)y'+y=0,  y0)=1, y(0)=0

> restart;

> h:=0.1;

wl[0]:=1;

w2[0] :=0;

x1[0]:=0;
h = 0.1
w10=1
WZOZO
xl,=20

> f:=(x,y,2)—>2*%(1-y*2) *z-y;
f=(x.p,z)—>2(1—y")z—y
> for i from 0 to 150 do
x1[i+1l] :=x1[i]+h:
kl1[1l] :=h*w2[i]:
k1l[2] :=subs (h*f (x1[i],wl[i], w2[i])):
k2[1] :=h* (w2[i]+k1[2]/2):
k2[2] :=subs (h*f(x1[i]+h/2,wl[i]+k1[1]/2,w2[i]+k1[2]/2)):
k3[1] :=h*(w2[i]+k2[2]/2):
k3[2] :=subs (h*f(x1[i]+h/2,wl[i]+k2[1]/2,w2[i]+k2[2]/2)):
k4[1l] :=h* (w2[i]+k3[2]) :
k4[2] :=subs (h*f (x1[i]+h,wl[i]+k3[1],w2[i]+k3[2])):
wl[i+1l] :=wl[i]+(k1[1l]+2*k2[1]+2*k3[1]+k4[1])/6:
w2[i+1l] :=w2[i]+(k1[2]+2*k2[2]+2*k3[2]+k4[2])/6:
end do:
> with(plots);

> pointplot ({seq([wl[i],w2[i]],i=0..150)});



EK-3 (Devam) Van Der Pol Denklemi ve Sayisal Cozumler

Sekil 4.6 Van der pol denkleminin ¢ozimu(u=2,a=1)

> pointplot ({seq([x1[i],wl[i]], i=0..150)1});

%, e

T AN Y

) O&dﬁ
06006%’

£
@

Sekil 4.7 Van der pol denkleminin y(x,) ¢gozimu (u=2)

> pointplot ({seq([x1[i],w2[i]],1i=0..150)1});

62
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Sekil 4.8 Van der pol denkleminin y'(x,) ¢dozimu (x#=2)
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