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Damigman: Dr. Ogr. Uyesi Nesrin MANAV TATAR

Bu tezde F metrik ve modiiler metrik kavramlarindan yola ¢ikilarak modiiler F metrik
kavrami tanimlanmis, bazi sabit nokta teoremlerinin modiiler F metrik ¢ergevesinde
ozellikleri incelenmistir. Banach Biiziilme Dontisiimii ilkesinden hareketle biiziilme,
modiiler F metrik uzaylarda verilmistir. Bu ¢alismada modiiler F metrik uzaylarda
cesitli cakisik ve ortak sabit nokta teoremleri saglatilmistir. Banach Biiziilme Ilkesi ile
doniistimlerin ortak sabit noktalarinin olabildigi gosterilmistir. Uygulama olarak
dinamik programlamada kullanilan fonksiyonel esitlikler sisteminin ¢éziimlenmesi
verilmistir.
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ABSTRACT

MSc Thesis
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In this thesis, the concept of modular F metric is defined based on the concepts of F
metric and modular metric, and the properties of some fixed point theorems are
examined within the framework of modular F metric. Based on the Banach Contraction
Principle, contraction is given in modular F metric spaces. In this thesis, various
coincidence and common fixed point theorems are provided in modular F metric
spaces. With the Banach Contraction Principle, it has been shown that mapping can
have common fixed points. As an application, analysis of the system of functional
equations used in dynamic programming is given.
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SIMGELER ve KISALTMALAR

Simgeler
(X, d) Metrik Uzay
d(a,b) a ile b arasindaki fark
R Reel sayilar
R* Pozitif reel sayilar
N Dogal sayilar
Z Tam sayilar
{a,} Dizi
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T:-X - X T ,X’ den X’ e doniisiim
€ Elemanidir

Kisaltmalar
BBP Banach Biiziilme Prensibi
SNT Sabit Nokta Teoremi
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1. GIRIS

1906 yilinda yayinlanan Frechet’ in makalesinde ilk defa metrik uzay teorisinden
bahsedilmistir. (Frechet,1906). Daha sonrasinda ise Hausdorff 1914 yilinda yayinladigi
calismalarla bu teoriye 6nemli katkilar saglamistir. (Hausdorff,1914). Metrik, belirli bir
kiime iizerinde tamimlanan uzaklik fonksiyonudur. Uzerinde uzaklik fonksiyonu
tanimlanan bu kiimeye ise metrik uzay denir. Metrik uzayin sahip olabilecegi en 6nemli
ozelligi tamliktir. Analizde (®,d) bir metrik uzay olmak iizere, elemanlar1 &’ de olan her
Cauchy dizisinin yine @’ de bir limiti varsa veya @’ deki her Cauch dizisi yine ®’de

yakinsaksa (®,d) metrik uzayma tam (Cauchy) uzay denilmektedir.

Sabit nokta teorileri, 19. Yiizyilin sonlarinda matematigin yeni ve 6nemli arastirma
alanlarindan biri oldu. Sabit nokta teorisinin diferansiyel geometri ve cebirsel topoloji
alanlarinda 6nemli uygulamalari mevcuttur. Metrik uzaylar iistiinde ¢aligilan sabit nokta
teorisi (Goebel ve Kirk, 1990) ve (Kirk ve Sims(Eds),2001) tarafindan olduk¢a ayrintil
bir bi¢imde irdelenmistir. Tam metrik uzaylar stiinde sabit nokta teorisi

calismalari ise 1920 yilinda Stefan Banach tarafindan baslatilmistir.

Banach Sabit Nokta Teoremi ayn1 zamanda biiziilme teoremi olarakta bilinir. Bu teorem
sabit noktanin varhigi ve tekligi i¢in gerekli kosullar1 belirtir. Metrik uzaylarda biiziilme
prensibi birbirinden farkli iki noktanin goriintiileri arasindaki mesafenin bu iki nokta
arasindaki uzakliktan daha kiigiik oldugunu soyler. Buradan her biiziilme doniisiimiiniin
stirekli oldugu goriilebilir. Biiziilme doniisiim ilkesi matematikte bir ¢ok Onemli
problemin ¢6ziimiiniin varlig1 ve tekligini incelemek igin iyi bir aragtir. Bu 6neminden
dolay1 bu prensip bir ¢ok matematik¢i tarafindan genisletilmis ve genellestirilmistir.
Bunlarin en 6nemlileri 1968 yilindan Kannan; 1971 yilinda Reich; 1974 yilinda Ciric;
1976 yilinda Caristi tarafindan genellestirilmistir. Daha sonrasinda ise 2014 yilinda
Berinde; 2008 yilinda Suziki; 2012 yilinda ise Samet ve arkadaslar1 tarafindan

genellestirilmeleri yapilmigstir.

@ bostan farkli bir kiime olmak iizere A: ® — @’ ye bir doniisiim olsun. y € ® i¢in; Ay =
y ise y bu doniisiimiin sabit noktasidir. Bu konu tizerinde ayrintili diislinebilmek i¢in bazi

orneklendirmeler yapmak gerekirse;



Ornek: R’ de x — x? déniisiimiiniin 0 ve 1 olmak iizere iki sabit noktas1 vardir.
Ornek: Bir diizlemin dénmesinin tek bir sabit noktasi vardir o da dénme merkezidir.

Ornek: R?’ de (xq,x,) — (x4,0) ikili doniisiimiiniin (x,0) formunda sonsuz ¢oklukta

sabit noktas1 vardir.
Banach Sabit Nokta Teoremi ise var olan bu noktanin varligin1 ve tekligini inceler.

Biiziilme teoremine bakilacak olursa; (®, d) bir metrik uzay, A: ® — @’ ye bir doniisiim,

0<¢&<1,Vy,u€ ®olmak iizere;

d(A), AW) < &d(y, 1) (1.1)

Olacak sekilde bir ¢ sabiti varsa A’ ya biiziilme doniisiimii denir. Bu tanim ve 6rnek

hazirliklarindan sonra Banach Sabit Nokta Teoremi’ nin ifadesi su sekildedir;

(@, d) bir metrik uzay, A: ® — @’ ye bir biiziilme doniisiimii olsun. A’ nin tek bir sabit
noktasi vardir. (1y = y). Banach biiziilme sart1 diizenlemelerle farkli uzaylar iizerinde de

calisilabilecek sekilde uyarlanmistir.

Banach’ 1n olusturdugu sabit nokta teorisinin temelini biiziilme sart1 olusturur. Bu sart
icin ardisik yaklasim teoreminin soyut bir halidir denilmektedir. Cok eski zamanlardan
beri bu teorem denklem ¢6zmek amaciyla kullanmilmistir. Gezegenlerin konumu
belirlenirken kullanilan ve temel bir unsur olan Kepler esitligini ¢6zerken bu yontemden

yararlanilmigtir.

Bir¢ok bilim insan1 uzun zamandir klasik fonksiyon uzaylari LP ‘nin genellestirilmesi
lizerine ¢alismalar yapmaktadirlar. Bu konudaki ilk ¢alismalar Orlicz ve Birnbaum
(Birnbaum ve Orlicz, 1931) tarafindan baslatilmistir. Modiiler uzaylar Lebesque, Riesz
ve Orlicz uzaylarinin devami niteligindedir. Vektdr uzaymda modiiler kavrami ise
Nakano (Nakano,1950) tarafindan meydana ¢ikarilmig, Turpin, Mazur, Luxemburg,
Musielac ve Orlicz tarafindan gelistirilmistir. (Luxemburg,1955), (Mazur ve Orlicz,
1958), (Musielac ve Orlicz, 1959), (Turpin, 1978), (Orlicz, 1988). 2006 yilinda ise son
zamanlarda oldukga ilgi ¢eken bir calisma alani haline gelen, kiime iizerinde modiiler

kavrami Chistyakov tarafindan verilmistir. (Chistyakov V., 2006). Bu kavram Nakano



tarafindan verilen fonksiyon uzayimdaki klasik lineer modiilerinden yola ¢ikilarak elde
edilmistir. (Nakano,1950). Modiiler kavramini daha somut bir ornekle agiklamak
gerekirse, diinya yiizeyindeki suyun tiim noktalarin1 @ ile ifade edilecek olursak A ve p ,
® kiimesinin elemani olmak tizere v;(A, u) fonksiyonu A’ dan p’ ye bir t zamanda
karadan direkt olarak seyahat edebilmek i¢in gereken ortalama hiz olarak kabul edilir. Bu
fonksiyonun A ve p igin negatif degerler almayacagi agiktir ayrica v, (A, 1), bir t zamanda
artmayandir. Bu fonksiyon segilen noktalara gore simetriktir. Bu noktada akillara A ve p
noktalarinin farkli kara parcalari tizerinde olma ihtimali gelecektir ve kara yolu ile hareket
edildigi varsayildigindan A’ dan i’ ye ulasmak imkansiz bir hal alacaktir. Ne kadar hizli
gidildiginin bir 6nemi yoktur. Hiz fonksiyonu her kosulda tanimlanmak zorunda
oldugundan genisletilmis reel degerlere izin vermek ve v, (4, u) = oo olarak belirlemek
mantikli olacaktir. Burada ornek olarak verilen ortalama hiz fonksiyonu Chistyakov’ a

gore modiilere bir 6rnek teskil etmektedir. (Abobaker ve Ryan, 2022).

Modiiler fonksiyonlar1 uzaklik ile eslestiremeyiz, eslestirebilmemiz ancak fonksiyonun
4, sartin1 saglamasi ile miimkiin olabilir. Bu konu ile ilgili daha detayl bilgi i¢in
(Khamsi, Kozlowski, Reich, 1990) ve (Khamsi, Kozlowski, Chen, 1991) kaynaklar1
incelenebilir. Modiiler bir kiimenin metrik uzaya doniisiimii i¢in onu bir metrikle
donatmak gerekmektedir. Modiiler metrik kavrami lineer uzaylarda klasik bir modiiler
kavramindan farklidir fakat bazi benzerlikler gosterir. Bir kiime iizerinde modiiler metrik,
negatif olmayan (¢ogunlukla sonsuz degerli) hizlarin bir alani olarak ifade edilebilir.
Modiiler metrik uzaylar ise modiiler fonksiyon uzaylarinin lineer olmayan hali olarak

yorumlanabilir.

2. KAYNAK OZETLERI

® bostan farkli bir kiime ve A: ® — & bir fonksiyon olsun. Ay =y esitligini saglayan y €
® elemanina A nin bir sabit noktasidir denir. Matematigin 6nemli konu basliklarindan biri
olan Sabit nokta teori topoloji, lineer olmayan fonksiyonel analiz, operatdr teori gibi
matematigin farkli dallari ile baglantilidir. Bu baglanti sadece matematikle sinirli degildir.
Sabit nokta teori bir¢cok alanda uygulama alanina sahiptir. Diferansiyel denklemlerden
oyun teorisine, istatistikten miihendislige, fizikten ekonomiye bir¢ok uygulama alanina

sahiptir.



Tarihsel acidan bakildiginda sabit nokta teori ¢aligmalar1 19.ylizyilin sonlarina dogru
matematigin onemli aragtirma alanlarindan biri olmustur. Sabit nokta teorinin topoloji ile
tanigmasi ise Poincare’ in lineer olmayan problemlerin ¢6ziimiinde sabit nokta teoriyi
kullanmasiyla baglamistir. Bir 6rnek yardimiyla sabit noktalarin varligini sekil iistiinde

incelemek mimkiindiir.
Ornek 2.1
S=Rvei=1234,5i¢in Q;:S = S doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin.

x € R olmak iizere Qg(x) = sin (x% + |mx| —1) fonksiyonunun sabit noktalarinin
kiimesi yani y = f(x) = x dogrusu ile kesim noktalar1 asagidaki grafikte belirtilen A, B,

C noktalarindan olusur.

WAAAA A AL A DA AAD
M A VT

Sekil 2.1.1 sin (x% + |mx| —1) fonksiyonunun sabit noktalar: (Biiyiikkaya, 2022, s.10)

Genel anlamda sabit nokta teori iki tarafta geligmistir. Birincisi tam metrik uzaylar
tizerinde biiziilme ve genellestirilmis biiziilme doniisiimleri i¢in sabit nokta teori

caligmalaridir ve bu ¢alismalar 1922 yilinda Banach ile baglamistir. Banach, tam metrik



uzaylarda sabit noktanin varligi, tekligi ile ilgilenmis ve Banach sabit nokta teoremini
ortaya koymus ve tam metrik uzay {izerinde tanimli her biiziilme doniisliimiin tek bir sabit
noktasimnin oldugunu ispatlamigtir. Banach’in bu teoremi sabit noktanin nasil
bulunacaginin yani sira bu noktanin tekligini de ifade eder (Banach, 1922). Bu
ozelliginden dolay1 Banach’in teoremi olduk¢a 6nemlidir ve bir ¢ok matematik¢iye ilham

olmustur.

Ikinci ise lineer uzaylardaki sabit nokta teori ¢alismalaridir ve bu ¢alismalar 1910 yilinda
Brouwer ile baslamistir (Brouwer, 1910). Brouwer Rn nin kapali birim yuvarindan kendi
izerine tanimlanan siirekli doniisiimiin sabit noktasinin varligini ispatlamistir (Brouwer,
1910). Ardinda Sabit nokta ile ilgili calismalar kiime degerli doniisiimler i¢cin de
incelenmistir. Bu dogrultuda Nadler, 1969 yilinda Banach’in sabit nokta teoremini kiime

degerli doniistimler i¢in genellestirmistir (Nadler, 1969).

Son donemde bazi yazarlar metrik uzaylarin ¢esitli genellestirmelerini tanittilar. Bu
durum yeni calisma alanlarinin ortaya c¢ikmasini sagladi. Czerwik, b-metrik yapisim
tanitt1.(Czerwik,1993). Khamsi ve Hussain, b-metrik yapisini tekrar tanimladi ve metric-
type admi verdi. (Khamsi and Hussain, 2010). Fagin et al, s-relaxd, metrigini
sundu.(Fagin vd., 2003). b-metrik yapis1 s-relaxd,, yapisindan daha geneldir. G..ahler, 2-
metrik yapisini sundu. (G..ahler,1963,1964). Bu yap1 X X X X X kiimesinde tanimlandi.
2-metrik fikri, genel metrigin daha genellestirilmis halidir. Mustafa ve Sims, G-metrik
fikrini tanitti. (Mustafa and Sims, 2006). Bu fikir genel metrikten daha kapsamlidir. Jleli
ve Samet, JS-metrik yapisini tanitt1. (Jleli and Samet, 2018). Metrigin {igiincii kogulunu
limsup kosulu ile verdi. Ve son donemde Jleli ve Samet, F metrik konseptini tanitti.
Alnaser et al ise bu uzaylarda teorik biiziilme iliskisini tanimladi. (Alnaser vd.,2019). Bazi
genellestirilmis sabit nokta teoremlerini bu uzayda ispatladi. Bir¢ok yazar bazi ¢akisik ve

ortak sabit nokta teoremlerini F metrik uzaylarda yeniden calistilar.



3. KURAMSAL TEMELLER

3.1. Metrik Uzaylar

Tanim 3.1.1

@ # @ olan bir kiime ve d: ® X & — R * ye bir fonksiyon olsun. Eger d, V y, v € ® igin;
(D) y =ved(y,v) =0,

(D2) d(y,v) = d(v,y)

(D3) d(y,v) < d(y,¢) + d(e,v)

kosullarini sagliyorsa d’ ye & tizerinde bir metrik (@, d) ikilisine ise metrik uzay denir.
Egerd: ® x ® - R (d.2), (d.3) ve

(D1) Vy e digind(y,y) =0

ozelliklerini sagliyorsa d’ ye @ tizerinde psuedometrik denir.

Bir (®, d) metrik uzayi tiim elemanlart arasindaki uzakligin belirlenmis oldugu uzaydir.
Bir d metriginin negatif degerler almadigi acgiktir ve sonlu degerler alir. Yani y,v €

® i¢in y ile v arasindaki mesafe 0 < d(y,v) < o’ tir.

Eger @ en az iki elemana sahipse d % 0 “ dir. (d.1)-(d.3) 6zelliklerini saglayan d metrigi
eger sonsuz degerler aliyorsa d ‘ye @ iizerinde genisletilmis metrik ve (®, d) ikilisine de

genisletilmis metrik uzay denir.

Ornek 3.1.2

(R, d) ¢iftini goz oniine alacak olursak burada,
d(y,v) =y — vl

Buna R iizerinde Oklid Metrigi adi verilir. (d.1)-(d.3) sartlarm sagladigi agiktir.



Ornek 3.1.3

Bir metrik uzayin tiim mesafeleri belli bir pozitif sabit say1 ile ¢arpilirsa yine bir metrik

uzay elde edilmis olunur. Bir onceki 6rnek dikkate alindiginda;
d'(y,v) =5.d(y,v)

Ifadesi bir metrik’tir.

Ornek 3.1.4

[(y,v)], R tizerinde kapali bir aralik ve

6 =C[(y,v)]= {w: (y,v) » R,w siirekli fonksiyon } olsun. Her o, ¢ € & i¢in dy:

d X & = R, fonksiyonu

do(®, @)= sup | o(t) — ¢(t)| olacak sekilde tanimlansin. Bu durumda (8, d,) bir
te[(yv)]

metrik uzaydir ve d,, metrigi ise C[(y,v) | lizerinde bir supremum metrigidir, diizgiin

metrik olarakta adlandirilabilir. (Biiyiikkaya, 2022).

Ozellik 3.1.5

e Yakinsak bir dizinin limiti tektir. Ayrica bir dizinin yakisakligi uzayda
tanimlanan metrige ve i¢inde bulundugu uzaya gore degisir.

e Yakinsak her dizi Cauchy bir dizisidir fakat tersi her zaman dogru degildir.

e Yakinsak bir dizinin herhangi bir alt dizisi de ayn1 noktaya yakinsar.

e Tam metrik uzaylarin her alt uzaymin tam olmasi gerekmez. Gergekten R
alisilmis metrige gore tam uzaydir fakat Q rasyonel sayilar kiimesi R iizerinde
alisilmis metrige gore tam degildir.

e Tam metrik uzaylarin kapali her alt uzay1 tamdir. (Biiylikkaya,2022).

Ornek 3.1.6

Omek 3.1.4 ¢ te tanimlanan (C[(y,v)],do) fonksiyon uzayr tam uzaydir.
(Biiyiikkaya,2022).



Tamim 3.1.7 (Metrik Yakinsama): (Chistyakov, 2015) © bir &, kiimesi iizerinde

modiiler, {y,} € @ bir dizi ve y € @ olsun.

a) Eger limdd (yn, v) = 0 ise {y,} dizisi y’ ya metrik yakinsar denir ve y,—>y (n -
n—->oo

o) biciminde gosterilir.

b) Eger lim d%(yn, Ym) = 0ise {y,,} dizisine @ kiimesi iizerinde Cauchy dizisi denir.
n,m—co

Ornek 3.1.8

(P, d) bir metrik uzay {y,,}, @’ de bir dizi ve;

D A vnen) < o
n=1

olsun. Bu durumda {y,,} bir Cauchy dizisidir.
Ispat
m,n €N, m > n icin;
AV Vim) < d(Vn, Ve1) + -+ dVm-1,Ym)
= Z::: d(¥Yi Vi+1)
= Z,o;l d(YiYis1) olur.
Y A ni) <o ve 37 d(¥iVie)
verilen serinin kalan terimi oldugu i¢in; flﬁ?o d(Vn, ¥m)=0 elde edilir. Bu da {y,,} +

dizisinin Cauchy oldugunu gosterir.



3.2 Modiiler Uzaylar

Tamm 3.2.1

® bir lineer uzay olsun. Eger ® — [0, oo] fonksiyoneli;

(P1) p(0) =0,

(P2) Biry € @ verildiginde her @ > 0 igin p(ay) = 0ise y =0,

(P3) Hery € @ igin p(—y) = p(¥),

(P4) Hery,v e ®ve a+ f = 1 kosulunu saglayan her a, f = 0 igin

play + Bv) < p(y) +pv) 3.1)
Kosullarini sagliyorsa p’ye @ iizerindeki (klasik) modiiler denir.

Eger (P4) yerine (P5) p(ay + fv) < ap(y) + Bp(v) alinirsa o zaman p fonksiyoneline

(klasik) konveks modiiler denir.

Bir ® kiimesi tizerindeki modiiler kavrami 6zel olarak fiziksel terimlerle dogal olarak

asagidaki bigimde agiklanabilir.

Bir kiime iizerindeki metrik, sezgisel anlamda, kiime iizerindeki herhangi iki nokta
arasindaki negatif olmayan sonlu uzakligi temsil eder. Bir kiime iizerindeki (O modiileri

de herhangi bir t > 0 parametresi i¢in t zaman olarak diistiniildiigiinde y,v € ® igin

0<O; (,v) < (3.2)

Olmak ftizere t zamaninda y ile v arasindaki hiz olarak yorumlanabilir. Daha fazla

aciklamak gerekirse,

O, (y,v) = X2 (3.3)

t



ornegi i¢in O , d(y,v) uzakliginda, t zamaninda ¥y’ den v’ ye haraket ederkenki

ortalama hiz1 verecektir.
Ornek 3.2.2

Bir & reel lineer uzay1 tizerindeki ||.|| = R — [0, ) normu & {izerinde bir konveks

modiilerdir.

Bir kiime iizerinde tanimlanan metrik ve modiiler arasindaki temel fark modiilerin bir ¢
pozitif parametresine bagli olmasi ve sonsuz degerler almasi olarak agiklanabilir.
Modiilerin O (y, v) = o olacak bi¢imde sonsuz degerler alma durumunda y’ ten v’ ye
bir t zamaninda hareketin imkansiz olmasi ihtimali gergeklesecektir. Ek olarak O, (y, v),
t > 0 zamaninda fonksiyon olarak artmayandir. Her t > 0 ve y,u € ® i¢in O, (y,v)
yani ortalama hiz1 bilmek y ve v arasindaki d(y,v) uzakhigindan daha fazla bilgi

vermektedir.
d(y,v) = inf{t > 0: O (y,v) < 1} (3.4)
Ifadesi yardimiyla, y ile v arasindaki mesafe d(y, v) ‘nin limit durumu ile diizenlenebilir.
Tanmm 3.2.3

Istyakov , Istyakov ostan farkli bir kiime olmak tizere bir
(Chistyakov 2006, Chistyakov 2010) & b farkli bir k Imak bir O
:(0,00) X ® X @ — [0, 0]’ a fonksiyonu verilsin. Eger O, her y, v, ¢ € ® i¢in;

(i) y=v ©hert>0i¢cin O; (y,v) =0,
(i)  Hert>0icin O; (y,v) =0O; (v,7),
(iii)y Hert,s > 0i¢in Qs 1, V) <Of (v, 9) +O5 (@, )

Ozelliklerini saglaniyorsa ©’ ye @ iizerinde bir modiiler metrik (basit¢e modiiler) denir.
t > 0 vey,v € & igin modiler metrik O; (y,v) =0 (t,y, v) seklinde gosterilebilir. O

fonksiyonu (i) yerine

(1) Hert>0ve y € ® i¢cin O (y,y) =0 0zelligini sagliyorsa O’ ye @ iizerinde

pseudomodiiler metrik denir.
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(2) Hert>0ve (y #v), y,v € ® ig¢in O (y,v) > 0 ise O’ ye ® iizerinde mutlak

modiiler denir.
Eger © fonksiyonu (iii) 6zelligi yerine;

(3) Hert,s>0vey,v,p € ® i¢in;

Otas 1) < — 0O 1, 9) +— Os (9, 1) (3.5)

t+s t+s
ozelligini sagliyorsa O’ ye konvekstir denir. (Oz, 2019).
Ornek 3.2.4
(P, d) bir metrik uzay olsun. k > 0 ve y, p € @ igin;

k <d(y, p) ise wi(y, w= o ve k = d(y, p) ise w(y, p)=0 seklinde tanimlansin. Bu

durumda o, @ tizerinde konveks modiilerdir.
Gergekten,;

vy =p ise d(y, n)=0< k oldugundan wy (y, n)=0 olur. Tersine w (y, )=0 olsun. O halde
her k > 0 i¢in k> d(y,u) olacaktir. Bu ise ancak d(y,u)=0 olmasi ile miimkiin

olabilmektedir. d metrik oldugundan y=p olur.

Her k>0 ve y,u€ @ icin wi(y,0)= wi(w,y) oldugu agiktir. Son olarak ®’ nin
konveksligini inceleyelim. k,s > 0 ve y,u,0€ @ olsun. Eger wy(y, p)= oo ise ®’ nin

tanimindan k + s < d(y,p) olur. Metrigin tiggen esitsizligi 6zelligi kullanilirsa;

k+s < d(y,w<d(y,0)+d(o,n) bulunur. Budurumda k < d(y,0) veyas < d(y,0)’ dir.
Gergekten k > d(y,0) ise yukaridaki esitsizlikten;

d(y,0)t+ s < d(y,0)t+ d(o,n) = s < d(o,u) olur. Bu durumda wg(o, p)= oo olur. Benzer
durum digeri i¢inde saglatilabilir. Boylece konvekslik 6zelligi saglanir, ®, @ {izerinde

konveks modiilerdir.
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Tanmm 3.2.5

® bir soyut kiime olsun. ©: (0, +00)x & X & — [0, 0]’ a bir fonksiyon.

O(8,7,v) =0¢ (v, v) (3.6)
seklinde yazabiliriz.

©: (0, +00)x @ X @ - [0, 0], fonksiyonu igin;

(i) y=v0q(y,v) =0, 36>0;
(i) O ,v) = O W,y) vo>0,y,v €M,
(iii)  Op+p V) <O (v,2) +O, (z,v), V,0u>0vey,v,z€ ®,

© fonksiyonu yukarida verilen sartlar1 sagladiginda bu fonksiyona @ iizerinde

regiiler modiiler metrik denir. y, € @ alalim.
Do = Po(¥o) = ¥ €P: Qg (¥,¥0) 2 0, 6 - 0}
Do =P5(vo) ={y € P:36 =6(y) > 0, dyle ki Og (¥,¥0) < }

bu iki kiimeye (segili ¥, etrafinda) modiiler uzaylar denir. Agikca @ € P, oldugu

goriilir. @, modiiler metrik uzay olsun. (36 > 0) i¢in Tlll_z’& Op Wn,y) = 0o0lsa
bile (V8 > 0) i¢in TlllI(r)lo O W ¥) = 0 olmayabilir. Oyleyse Modiiler Vektdr
Uzaylarinda oldugu gibi ©, 4, kosulunu saglar. Bu durumda (36 > 0) ig¢in
7{27;10 O Wy) =0 ise (V8 >0) igin 151_{210 Op Wny) =0 olur. Eger
rlll_mo Og (rny) =01ise (36 > 0) ¢y’ deki {yplneny dizisine O-yakinsaktir denir.

Eger, herhangi v € @ ve (36 > 0) i¢in {y,,} vardir, 6yle ki;
Op (r,v) < liminf Op (yn,v) (3.7)
Onerme 3.2.6

(Modiilerin Temel Ozelligi)(Chistyakov,2010) (©, @ iizerinde bir modiiler

(pseudomodiiler) olsun.
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(@) Herhangi y,v € @ i¢in t >O; (y,v), (0,00)’ dan [0,]” a artmayan bir
fonksiyondur.

(b) Sagdan limit O, (y, v) ve soldan limit ©;_, (v, v) vardir ve
Or+o 1, 1)<O¢ (¥, V)<O¢—0 (¥, V)

esitsizligi dogrudur.
ispat

(@) 0 < s < t olsun. Srasiyla (iii) ve (ii) 6zellikleri kullanildiginda
Or (r, V)=0O(t-5)+s . V) <O¢—s (v,¥) +O5 (v, v) =05 (¥, v) bulunur.
(b)) y,vedvet>0igin;
Orro (r,v) = lim Os (r,v) = sup{Os (y,v):s >t} ve
Ot () = lim O, (v, V)=inf{Os (v, v):0 <s <t} olur. O, t’ ye gdre

artmayan oldugundan (b)’ deki esitsizlik saglanir.
Onerme 3.2.7 (Chistyakov, 2010) ©, @ iizerinde bir modiiler olsun.

@ y,ve @ vet>0icin O Of (y,v) =t O, (y,v) seklinde tanimlansm. O
halde;
(i) O¢, t” ye gore (0,0)’ da artmayan bir fonksiyondur.
(ii) ®’ nin konveks modiiler olmasi igin gerekli ve yeterli kosul O, nin
modiiler olmasidir.

(b) ©, @ iizerinde konveks modiiler ise y,v € @ vet > s > 0 igin;
O 4,2 O, 1)< Os (,v) (38)
esitsizligi dogrudur.

(c) O konveks modiiler ve en az bir t > 0 igin O (y, v) sonlu ise;
t > ooiken O (y,v) » 0vet - 0, iken O; (y,v) — oo olur.

(d) ©, konveks modiiler ise (3) kosulu her p, t,s >0 igin , t +s=>pvey,v,u € @
i¢in;
(3) Op (1,1)= - O (i) * > O (v,10) (39)

esitsizligine denktir.
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ispat

(@) © ve O, nin tanimindan kolayca gsterilebilir.

(b) O, artmayan oldugundan t > s > 0 igin;

t O (r,v) < s Qs (1,v) 20 (r,v) < £ O5 (r,v) <O; (1, v) olur.

(c) © konveks modiiler oldugundan (b)’ den y,v € @ vet > s igin;
O (r,v) < 2O, (y,v) olur.

s, Oy (y,v) sonlu olacak bigimde segilsin. t — oo igin yukaridaki esitsizlikten
O (yv,v) = 0 olur. t,O; (y,v) sonlu olacak bigimde segildiginde ise s — 0, igin
Os (y,v) = oo olur.

(d) (a) sikkindaki ®, modiilerinin tanimindan kolayca kanitlanur.

Ornek 3.2.8

(@, d) bir metrik uzay olsun. Her t > 0 igin w,
O (v, v) =d(y,v)
seklinde tanimlansin. (O’ nin modiiler metrik oldugu agiktir. Ancak ;
t S
Otes 1) S 7= Ot (102) + = Os (2,)

esitliginde z = y ve s = t alindiginda (O’ nin konveks modiiler olmadig1 anlagilir.

Ornek 3.2.9
(@, d) bir metrik uzay olsun. Her y,v € @ ve 8 > 0 igin O,

a(y,
@t (y' U) = (); v)
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seklinde tanimlansin. (O’ nin (i) ve (i) sartlarin1 sagladigi kolayca goriilebilir.
0,s > 0vey,v,z € ® i¢in d metriginin liggen esisizligi 6zelligi kullanilirsa;

diy,v) d(y,z) d(z,v)
= <
Op+s (V) O6+s — 6+s  O+s

< d(y,z) N d(z,v)
0 S
< Oy (1,2) +O4 (z,v) elde edilir.

Bu da O’ nin @ iizerinde bir modiiler metrik oldugunu gosterir. Benzer sekilde

d(y,z)+d(z,v)_ 6 d(y, z) s d(zv)
6+s 6O+s 6O+s 6 06+s s

®9+S (V, U) <

0 S
< SN -
<97 @9(%2)4‘0_'_5 Os (z,v)

Oldugundan © konveks modiilerdir. Bu O; (y,v)’nin 8 zamaninda y’ den v’ ye

ortalama hizi temsil ettigi diistiniiliir. © ye @ {izerinde dogal modiiler denir.

Ek olarak 0 < { < oo olmak iizere, her y,v € @ ve t > 0 igin;

d(y,v)
0%

Op (y,v) =

seklinde tanimlanan ©, @ {izerinde bir modiilerdir. Eger ¢ > 1 ise O bir konveks

modiilerdir. Gergekten; 8,5 > 0, y,v,z € @ i¢in;

diy,z)  dzv) — t dyz2) s d(zv)
G1sX T (0+s)8  (O+s8 6 T@+s% s

®9+S (]/, 17) <

B 6 _ d(y,z) s _ d(z,v)
INCEDECED I ((B+5s)-(68+5)51 s
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6 d(y,2) s d(y,v) 0 s
6+s 65  (B+s) SO (6 + s)™ Oe (1.2) (6 + s) Os (2,v)
olur.
Tanmm 3.2.10

(Chistyakov 2006, Chistyakov 2010) (®, @ kiimesi tizerinde bir modiiler metrik ve y, €

@ olsun. O zaman

Do = P (¥,) = {y € P:t - o iken Oy~ 0} (3.10)
ve
DG = P5(ve) ={y € P:3t > 030 (4, < ©} (3.10)

Kiimelerine y, komsulugunda modiiler uzaylar denir.

Tammm 3.2.11 (Modiiler Yakinsakhk): (Chistyakov,2010) ©, @ kiimesi ilizerinde bir

modiiler ve {y,}, @ lizerinde bir dizi olsun. il_tzlo Ot, 7 ¥) = 0 olacak bigimde bir
to > 0 sayisi varsa {y,} dizisi Y€ @’ ye (O —yakinsak (modiiler yakinsak) denir. y’ ya
ise {y,,}’ nin © —limiti denir.

®’ nin monoton O6zellginden her t > t, igin 151_‘(210 Ot W y) =0’ dir. Metrik
yakinsamanin modiiler yakinsamay1 gerektirdigi agiktir. Fakat modiiler yakinsama metrik
yakinsamay1 gerektirmeyebilir.

Tanim 3.2.12

©, @ kiimesi tizerinde bir modiiler olsun. {y,,}, @’ de bir dizi. y € @ ve 8 > 0 var iken

lim ©g (¥, v) =0 ise {y,} dizisine (O-Cauchy denir. Her (O-Cauchy dizisi O-
n—00

yakinsaksa @’ e (O-tam denir.

Tammm 3.2.13 (Modiiler Cauchy): (Chistyakov, 2013) O, @ kiimesi iizerinde bir
modiiler ve . {y,} € @G olsun. n,m — o iken Oy (¥, ¥m) — 0 olacak bicimde § > 0

say1s1 varsa {y,,} dizisine modiiler Cauchy (veya (© —Cauchy) denir. Yani;
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{vn}, © —Cauchy & Her €>0 i¢in dny € N 3 her n,m > ny i¢in Qg Vi, ¥m) < €
olacak bigimde bir € > 0 vardir.

Tanim 3.2.14

©, @ kiimesi lizerinde bir modiiler olsun. @, ise bir modiiler kiime. k € (0,1) ve 6, > 0

vardir 6yle ki, tiim 0<0 < 6, ve tim y, v € @, igin;

Oke (T, Ty) <O (v, v) (3.11)

ise T: @5 — @ doniisiimiine modiiler biiziilme ya da (O-biiziilme) denir.

3.3 F -Metrik Uzaylar

Tamm 3.3.1

F, fonksiyonlar kiimesi,

V: (0,0) — R, asagidaki sartlar1 saglasin:

(F,) V, azalmayandir. Baska bir deyisle 0 <y < v = V(y) < V(v).

(F,) Her {v,,} c (0, ) dizisi igin:

limv, =0 & limV(v,) = —x (3.12)
n—oo n—oo
Tanim 3.3.2

®, bos olmayan bir kiime =: ® X @ — [0, )’ a tanimlanan bir fonksiyon olsun. (V,>) €

F % [0, o0) vardir dyle ki;

D e@v)=0sy=v, V¥, v)EY;

@ =v)=e@y), Y{v)E PXP;

(3) T, dogal sayilar kiimesi verilsin. Her (y,v) € @ X @, { € T, T >2 ve her (vi)§=1 c

P, (171, U() = (V; U);
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> (r,0) > 025 V(e (1,v) S V(X & (v,141) + A (3.13)

Yukarida verilen sartlar saglandiginda >’ ye @ tizerinde bir F-metrik denir. (@, )
ise F-metrik uzay olarak adlandirilir. (Jleli ve Samet, 2018).
Ornek 3.3.3

®=NveD:dXP — [0,00) abir doniisiim olsun ve asagidaki gibi tanimlansin. Her

(y,v) € @ X ® i¢in;
(v,v) €[0,3] x [0,3] ise D((y, v) = (¥ — v)*
(v,v) € [0,3] x [0,3] ise D((y,v) = |y — V|
D’ nin (1) ve (2) kosullarini sagladigi kolayca goriilmektedir. Fakat,
D(1,3)=4>1+1=D(1,2)+D(2,3)

oldugundan iicgen esitsizligi kosulu saglanmaz. Dolayisiyla D, @ iizerinde metrik
degildir. Ustelik (y,v) € & X ® vardir dyle ki D(y,v) > 0. (t)¥ ¢ &, N€ N,N =2

ve (tli tN) = (Yl 17).
I={i=12..N—=1:(t,ty) €[0,3] x [0,3]}
J=1{12,..N—1)\I

Olsun. Oyleyse;

N-1
Z D(tytiyq) = Z D(t;, tiv1) + Z D(tj, tj41)
i=1

i€l j€J
= Ziel(ti+1 —t)* + Yiesltivr — ¢l
Sonrasinda iki muhtemel durum olusmaktadir.

Durum 1: (y,v) € [0,3] x [0,3] ise;
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D((y,v) =y — vl

N-1
< lga -yl
i=1

=Yier | tivr — il + Xjer | G — &l
Diger bir taraftan da gortiliiyor ki;
tivr — til < (tq —t)? (€I

Oyleyse;

D) S ) (s =07 + ) |t 6

i€l j€J
N-1
:Zl’=1 D(ti’ti+1)'
Durum 2: (y,v) € [0,3] x [0,3] ise;
D(y,v) = |y —v|?
<3|y — v
<3(Yierl tivs — til + Xjes 1 tje1 — t1)
<3( Zie, [tiv1 — til® + Zies | G412 — &)
N-1
=3 Zi=1 D(ti' ti+1)-

Yukarida incelenmis olan iki durum g6z oniine alindiginda her (y,v) € @ x @, her

)N c &, N€e N,N =2 ve (t;,ty) = (y,v) igin;

N-1

D) > 0= D) 3 ) D(tytirs)

=1

sonucuna varilmaktadir. Buradan,;
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D(y,v) >0=In (Zlivz_llD(ti, tiy1)) +in3

f(t) =Int, t >0 ve a = I[n3 oldugunda D, (3) kosulunu saglar ve @ iizerinde bir F
metrik olur. (Jleli ve Samet, 2018).

Tanim 3.3.4

@ bostan farkli bir kiime, Fy: (0, 00) X @ X @ — [0, ]’ a bir fonksiyon, 8 > 0.(V,A) €
F X [0, ) vardir ,0yle ki;

(1) Fe(r,v)=0ey=v, her(y,v) €D X,

) Foly,v) = Fo(v,y), her (y,v) € @ X ®;

3) Her(y,v) €® x @, €T, {2 vetim (v)’_, € @, (vy,vg) = (y,v) ise;
-1

Foly,v) > 0= f(Fo(y,v)) < f(z T?(Ujrvj+1)) + A (3.14)
j=1

Yukaridaki sartlar saglandiginda Fy’ ya @ lizerinde modiiler F-metrik denir. (@, Fg)’ ya

ise modiiler F-metrik uzay denir.
Ornek 3.3.5

@, bos olmayan bir kiime ve Fy: (0,+0) X @ X @ — [0,0]” a bir fonksiyon olsun.
(V,A) € F x [0, 00) vardir, Oyle ki;

Foly,v) =g (v, v)
(F1) Foly,v) =0, V(y,v)E dXDisey =,

(F2) Fo(y,v) =Fo(w,y), V(y,v) E® X D

(F3) Her (y,v) ed x®, Te€T, {=>2vetim (vi)§=1 c o, (vl,vz) = (y,v).
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-1

O ,v) < Z@g (v, vj41),
]

j=1
-1
Oy (r,v) >0=>V(Oyg (¥,v) < V(E@Q (vj,vj41) + A,
j=1 !
-1
Foly,v) > 0= V(Fo(y,v) < V(z :F? (v, vj41) + A,
j=1

acikca goriilmekteki her modiiler metrigin @ de F-metrik oldugu ispatlanir. Fakat bu

sonucun tersi dogru degildir.
Ornek 3.3.6

@ ={1,2,3} kiimesini alalim. Y(y,v) = (y —v)? doniisiimii her y,v € ® icin
tanimlansin. d, metrigin 6zelliklerinden (M1) ve (M2)’ yi saglar fakat (M3)’ ii yani iicgen

esisizligini saglamaz;

Tablo 3.3.6.1 Verilen elemanlarin fonksiyon altindaki degeri

Fonskiyon Fonksiyon altindaki deger
Y(1,2) 1
¥(2,3) 1
¥(1,3) 4

Y(A1,3)=4=>21+1=¢(1,2) +¢¥(2,3)

Y, bir metrik degildir. y =1, v=3, z=2 ve § = u =1 alindiginda (Og (y,v) =

Yy.v)
e ¢ ,alindiginda modiiler metrigin (i) ve (i1) 6zellikleri saglanirken (iii) saglanmadi;
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y-v)? (y-2)2 (z-v)?

®6+u(%v)=€9+” =e2>2-e=et+e=e 6 +e r .
B > 0i¢in V(B) = Inp fonksiyonu alindiginda;
-v? { (vj-vje1)”
y-v? 9 7
V(TH(Y; U)) = V(e G ) < eZV( e 2 < eZV e >

Sonrasinda f, fonksiyonunun kurali uygulanirsa;

2
( (vj”j+1)2\‘
0
ln(}"g(y, v)) <In e 2 + 2.

=)

Buradan, Fq, V(B) =InB (B > 0), A = 2 oldugunda (F3)’ i saglar. Sonug olarak,
Fog, @’ de modiiler F-metriktir.

Ornek 3.3.7

Modiiler F-metrik yapis1 @ ve @y’ de aynidir. @y’ deki her d; metrigi metrik taniminin
(D1) ve (D2) sartlarin1 saglar. Uggen esitsizligi icin ise, her (y,v) € @ X ®g, her { €

', {>2 ve her (Ui)§=1 c o, (vl,v() = (y,v) olmak iizere;

-1
do,v) < ) do ()
j=1

-1
Fo(y,v) >0= ln(?—"g (v, v)) < lnz Tg (vj,vj+1). (B) =Inp (B>0), A=

j=1 '

0 oldugunda d, ve Fy min (D3)’ ii sagladig: kolayca goriilmektedir.

@ iizerindeki modiiler metrik @¢, de modiiler F- metriktir. @’ deki her d metrigi
metrik taniminin (D1) ve (D2) kosullarini saglar. Ucgen esitsizligi i¢in ise, her (y,v) €

b X Py, herher €T, =2 ve her (Vi)§=1 c @p, (vl, ”Z) = (y,v) olmak tizere;
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-1
do(v) < ) do(vvj4),
j=1

-1
Fo (y,v) >0 = In(Fy (y,v)) < lnE Fo (vj,v41)-B) =B (B>0), A=

j=1 ’

0 oldugunda d, ve Fg nin (D3)’ i sagladig kolayca goriilmektedir.

4. MATERYAL ve YONTEM

4.1. Modiiler F-Metrik Uzaylarin Baz1 Ozellikleri

Yukarida da belirtildigi gibi modiiler F-metrik uzaylarda sabit nokta teoremlerinin
ispatinda asagida belirtilen tanimlar kullanilarak Banach Biiziilme Prensibi yardimiyla

sonuglar elde edilmektedir.
Tanim 4.1.1

(@, Fg ) bir modiiler F- metrik uzay olsun.

(1) @’ deki {y,}ner dizisi y € @’ e F- yakinsaktir, ancak ve ancak Fg (yp,7) —
0,(n -» ),(36 > 0).

(2) Eger Fg Wn,¥Vm) = 0,(m,n - ),(30 > 0) ise @’ deki {y,}ner dizisine F-
Cauchy denir.

(3) C, @’in bir alt kiimesi olmak tizere eger C’den herhangi bir {y,,} dizisiy € C’ ye
yakinsak ise @’in C alt kiimesine F- kapal: denir.

(4) C, @’in bir alt kiimesi olmak tizere eger C” deki hehangi bir {y,,} F-Cauchy dizisi
vardir Oyle ki, nlrflzloo?g Y ¥m) =0 (36 > 0), y € C noktas1 vardir 6yle ki;

lim Fg (¥n,v) = 0 bu sartlar altinda C kiimesine F-tam denir.
n,m-— oo

(5) C, @’in bir alt kiimesi olmak {izere, asagidaki sart saglandiginda (36 > 0) igin
C’ ye F-stmrly denir;

079(C) = sup{Fg (y,v);v,v € C} < 0.
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Genel olarak, eger (30 > 0) i¢in limFg (¥, ¥) = 0 oldugunda VO > 0 igin

n—-oo

limFg (y,,v) =0 oldugu sdylenemeyebilir. Oyleyse modiiler fonksiyon
n—-oo

uzaylarinda yapildig1 gibi Fg’ nin 4, kosulunu saglamasi icin gerek ve yeter

kosul limFg (v, v) =0 (36 > 0) = limFy (¥, ¥) = 0 (VO > 0) olmasidir.
n—-0o n—-0o
Tanim 4.1.2

(@, Fg ) bir modiiler F- metrik uzay ve ©: @ — @’ ¢ bir doniisiim olsun. Y € (0,1) vardir
oyle ki, herhangi (y,v) € @ X @ igin;

Fo (0(), 0(»)) < YFy (v,v) (4.1)
O(y) = y ise y’e O’ nin bir sabit noktas: denir.

Teorem 4.1.3

(@, Fp ) bir F-metrik uzay olsun ve 0: @ — @ doniisiimii verilsin.

(i) (@, Fp ), F-tam.
(i) Y € (0,1) vardir dyle ki;

Fo(0(1),00)) < YFo (y,v), (y,v) €D X @ (4.2)

Yukaridaki sartlar saglandiginda ©’ nin y* € @ olmak {izere tek bir sabit noktas1 vardir.
Dahasi, herhangi bir y, € @ i¢in y,,,1; = 0(y,,), n € T tarafindan tanimlanan {y,,} ¢ ®
dizisi y*’ a F-yakinsaktir.

Fo(nvy) <€ (4.3)

Sonug olarak, {y,,} modiiler F-Cauchy’ dir.
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4.2. Modiiler F- Metrik Uzaylarda Bazi1 Teoremler

Yukarida verildigi gibi (@, Fy ) bir modiiler F- metrik uzay ve 0: @ — @’ e bir doniisiim
olsun. Y € (0,1) vardir 6yle ki, herhangi (y,v) € ® X @ igin;

Fo (0(1), 0(v)) < YFy (v,v) (4.4)

O(y) =y ise y’e © nin bir sabit noktasidir. Buradan modiiler F- metrik uzaylarda

kullanilacak teoremler asagidaki sekilde elde edilebilir.
Teorem 4.2.1
(@, Fg ) bir F-metrik uzay olsun ve ©: @ — @ doniisiimii verilsin.

(iii)  (@,Fy), F-tam.
(iv) Y € (0,1) vardir dyle ki;

Fo (0(1),0(w)) < YFy (v,v),(y,v) EP X @ (4.5)

Yukaridaki sartlar saglandiginda @’ nin y* € @ olmak tlizere tek bir sabit noktas1 vardir.
Dahasi, herhangi bir yy € @ igin y,41 = ©(yy,), n € T tarafindan tamimlanan {y,} ¢ @

dizisi y*’ a F-yakinsaktir.
Lemma 4.2.2

{¥n}, modiiler F-metrik uzaylarda bir dizi. vn € T,Y € (0,1) vardir 6yle ki;

V(Fo (Y, Ym) < V(z Fo(vj,vj+1)) +4 (4.6)

j=n

saglandiginda {y,,} dizisi modiiler F-Cauchy dizisi olur.
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5. BULGULAR

5.1. Baz Sabit Nokta Teoremlerinin Modiiler F-Metrik Uzaylarda Ozellikleri

Teorem 5.1.1

04 ve 0,, ((P,Fg) modiiler F- metrik uzaymin iki kendine tanimli doniisiimii olsun.

Oyle ki, Vy,v € ®@,a € (0,1) ve b,c € [0,1), a + b + ¢ < 1 olmak iizere;
Fo (0,(1),0:(v)) <

aFg (92 (¥), 0, (77)) + bFy (@2 ), @1(]/)) + cFy (@2(77)' @1(77)) (4.7)

0,(®) c 0,(®) alindiginda ve ©4, O, siirekli ise ©; ve 0, nin tek bir ortak sabit noktasi

vardir.
Ispat

Yo, @ kiimesinden alinan keyfi bir eleman olsun. 0;(x,) € ©,(X) oldugunda, @’ in
bagka bir eleman1 x; vardir ve 0,(x;) = 04(xy)’ dir. 0,(x,41) = 0,(x,,) tarafindan
{x,} tammlanmali. Once, ©,(x,)’ in modiler F-Cauchy olup olmadig:1 kontrol

edilmelidir.
Fo (92 (Vn)' @z(Vn+1)) = Fp (el(yn—l)’ el(yn))
SC{TQ (92 (Yn)’ 92 (yn—l)) + bTH (@z(Vn), ®1(Yn)) + CT@ (@z(Vn—1)» 61(]/11—1))

:aTB (92(%1)» Gz(yn—l)) + bTB (92 ()/n): 62 (yn+1)) + CTB (ez(Vn—1)' G')2 (Vn))

Buradan;
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a+tc

vne ILY = Py € (0,1),

Fo (Qz(Vnﬂ): GZ(Vn)) < YFg 02(¥n), 02 (¥n-1) (4.8)

Bu asamada iki farkli durum s6z konusu olabilir; ©,(y,) = 0,(Vns1) Veya 0,(y,) #

02(Yn+1), (n € T).Egerbazin = 01i¢in 0,(y,,) = 02(Yn41) is€ 01(1,) = 0,(y) = &

dir. Eger 2 ©; ve®,” nin tek bir sabit noktasi ise 01(2) = 0,(0,(y,)) =

0:(0,(12))=0,(Q). Fo (2,0,(2) > 0 alindiginda;
Fo (2,0,1(2) = Fg (01(1n), 01(2)
= aFg (0;(1n), 0:(D) + bFy (0:(1), 01(12)) + cFo (0,(2), 0, (1))
= aFy (2,0,(2)) + bFy (2,2) + cFq (01(2),0,(12))
=aFy (02,0,(2)) < Fy (2,0,(2)).

Bu bir ¢eliskidir. 0,(y,,) = 0,(y,) = 2, ©,ve 0, nin ortak bir sabit noktasidir. Yn = 0
icin O, () # 05(Yn4+1) oldugunda lemma 2.4 ve (8) O, (¥,)’ nin ayni tam uzaylarda

modiiler F-Cauchy oldugunu gosterir. @’ te bir a vardir dyle ki;

Lim@;(yn) = im0, (yn-1) = @ (4.9)

0,(w) = 0, <Tl£§o@1()’n)> = 5%92(91(%))

0, ve 0, doniisiimleri alindiginda;

0,(a) = 0, (Tlggogl()’n)> = 5%92(@1(%)),
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:Tlli_wo(gl(gz () = 04 (Tllil{}oez (Vn)) (4.10)

=0, (a)

§=03(a) = 0,(a), 01(0) = 0,(02(a) = 0,(0;1(a) = 0;(7) ve 0,(a) # 0,(7) ise;

Fo (0,(0),0,(a)) < aFy (0;(0),0,(a)) + bFg (0,5(a), 0,(a)) + cFy (0;(), 0,(])
=aFy (01(0),0,(a)) + bFy (01(a), 0,(a)) + cFy (0,(1),0,(D)
=aFy (0,(0),0,(a))
<Fp (01(]),0,(a)).

Bu bir ¢eliskidir. 0, (a) = 0,(0) ve 0,()) = 0,() = { yani ©, ve0,’ nin ortak bir sabit

noktasi vardir ve bu noktalar benzersizdir.
Teorem 5.1.2

0, @ modiiler F-metrik uzayinda kendine tanimli bir doniisim. Vy,v € @, Y € (0,1)

olmak tizere;

Fo (0(),0(v)) < YFq (v, v) (4.11)
ise @’ nin tek bir sabit noktas1 vardir.

Ispat

0, siirekli bir doniisiim oldugunda b + ¢ = 0 ve 0, = [ sartlar1 teorem 5.1.1. de yerine

konuldugunda ispat saglanir.
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Teorem 5.1.3

(Reich): ©, @ modiiler F-metrik uzaylarinda kendine tanimli bir doniisiim olsun. Vy,v €

®,a € (0,1),b,c €[0,1), a+ b + c < 1 olmak tlizere, 6yle ki;

Fo (0(),0(v)) < aFy (y,v) + bFq (v,0(1)) + cFo (v,0(v)) (4.12)
0 stirekli ise ®’ nin tek bir sabit noktas1 vardir.

Ispat

Teorem 5.1.1° de O, = I kullanildiginda sonug elde edilir.

Teorem 5.1.4

(Jungck) 04 ve 0,, @ tam modiiler F-metrik uzayinda kendine tanimli iki doniisiim olsun.

vy, v € @, a € (0,1) icin;
Fo (91(1/)» 91(77)) < aFy (@2(]’), @2(17)) (4.13)
Eger 0,(®) c 0,(®) ve 0, siirekli ise ©; ve 0, nin tek bir ortak sabit noktasi vardir.

Ispat
0, dondsiimiiniin stirekliligini gerekir. Teorem 5.1.3” den agikga goriliir.
Teorem 5.1.5

0, ve 0,, @ tam modiiler F-metrik uzayinda kendine tanimli iki doéniisiim. y,v € @, a €

(0,1) ve b = 0 olmak iizere;

Fo (0,(1),0,(1)) < a-max{Fy (y,v), Fo (¥,0,(1)), Fo (v, 0,(v))} +
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b- mil’l{Tg ( @1()/)’17)"7:9 ()/, G)2 (U))}

Asagidaki sartlardan en az bir tanesi saglanirsa 0, ve 0, nin @’ de ortak bir sabit noktasi

vardir denir.
(i) 0, ve 0, siirekli;

(F3)’ i dogrulayan V € F’ nin siirekli oldugu varsayilir. Ek olarak, u € (0, o) olmak
tizere V(u) > V(au) + A4 olacak sekilde u segilir. @ aym zamanda (F3) tarafindan
belirlidir. Dahasi, a + b < 1 ise ortak sabit nokta tektir.

Ornek 5.1.6

V(t) = Int,t >0 ve a = 2 iken Fy (F3)’ U saglar. Sonug olarak, Fy, @ lizerinde

modiler F-metriktir.

1. Burada a =In(3) segildiginde V, (0,00)’ da siireklidir ve « tizerindeki sart
V(u) > V(au) + 4, (Vu>0),In(a) +a<O0olur.0 < a < %

2. Eger Teorem2.3’ da ®, = 0; ise modiler F-metrik uzaylarin yeni halinde
Berinde’nin ana sonuglari elde edilir.
3. Teorem 5.1.2° de ©, = O, ve b = 0 ise F-metrik uzaylarda Ciric tip sabit nokta

teoremi elde edilir.

5.2. Uygulama
Dinamik Programlama Denklem Sisteminin Coziimii
Ornek 5.2.1

Uygulama olarak, dinamik programlamadan bir denklem sistemi verilebilir. 1940’larda

birbirini takip eden en iyi kararlar1 bulma problemlerinin ¢éziimiinii tanimlamak i¢in

30



Amerikali Matematik¢i Richard Bellman tarafindan kullanilmistir. Richard Bellman bu
yaklasimint 1953 yilinda giincelleyerek optimizasyon problemlerini ¢ézmek {izere
Dinamik Programlamay1 gelistirmistir. Buradaki Programlama, planlama anlamindadir.
Problemleri ¢6zmek igin genel bir yaklagimdir, gerekli matematiksel bagmtilar her
problem ic¢in ayri ayri gelistirilmelidir, bu nedenle hangi problemin Dinamik
Programlama’ ya uygun oldugu ve Dinamik Programlama’ nin genel yapisini1 tespit etmek
icin 6zel yetenek gerekir. Dinamik Programlama, n degiskenli bir problemin optimum
¢Oziimiini n asamaya ayristirarak bulur, her asamada tek degiskenli bir alt problemi
cozerek bulur. Dinamik Programlama’ da hesaplamalar tekrarlanarak yapilir. Bu nedenle
bir alt problemin ¢oziimii bir sonraki alt problemin girdisidir. Son alt problem
¢ozildigiinde, problemin tamaminin optimum ¢O6ziimi bulunmus olur. Dinamik
Programlamadaki zorluklar iki kategoriye ayrilir. Ik sorun baslangic, gecis ve eylem
durumlar1 da dahil olmak {iizere cesitli durumlari toplu olarak yansitan bir dizi
faktorlerden olusur. Bu sorunlarin ¢dziimiine yonelik alinan bir dizi karar ikinci boliim
konusudur. Dinamik programlamadaki bu sorunlar F-metrik’ te fonksiyonel denklemleri
igeren konulara doniisiiyor. Y;, Y, iki Banach uzay’ 1 olsun. Z; < Y; durgun uzay, Z, c

Y,, karar uzayi. Y:Zy XZ,, V;,V,:Z; XZ, > R ve Gy,Gy:Z; X Z, X R—> R olmak

iizere;

4= sup (A0 w) + Gar WD)y L (4.14)
ve

4= sup (Var,v) + Galr,v, (AN AYA (4.15)
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denklemleri dikkate alindiginda amag (4.14) ve (4.15) fonksiyonel denklem sistemini
¢ozebilmek. B(Z,), Z; tzerinde reel degerli ve sinirh fonksiyonlar kiimesini belirtir. s €

B(Z,), |Isll = sup|s(y)|” dir. (B(Z1), ||.1])’ in Banach uzay’ 1 oldugu ag¢iktir. S;,S,

Y€Zy

B(Z,)’ in elemanlari, Fgy (S;, S;)= sup |S;(y) —S,(¥)| = ISy — S;|| tarafindan

Y€Z;
tanimlanan modiiler F-metrik (V(B) = InB,4 =0 ile) ve B(Z;) arasinda iliski

kurulmalidir. Ayrica, 04,0,: B(Z,) - B(Z;), S1,S, € B(Z,) ve y € Z; olmak fizere ,

dyle ki;

01501 = sup (1, v) + Garv, b,y €2y (4.16)
ve

02(S2)(Y) = sup (Va,v) + G, v W@y €L (4.17)

Vi, V,, Gy ve G, siirly, 04, 0, ise iyl tamimli olmalidir. Bu yontem bir sonra verilecek olan

teorem ile sonuglanacaktir.
Teorem 5.2.2

V(y,v) € Zy X Z;, G4, G, ve V;, V, siurli fonksiyonlar. ©;(S;)(y) ve 0,(S,)(y) (4.16)-

(4.17) dan verilsin. 2: R = R’ ye ve a,b,c alinsin.

1G1(r, v, S1(¥(B)) — G2 (v, v, S2(Y(B)) | < 7T (S, S2) (4.18)

aFg (S1, Sz) +bFg (S1,01(Sy) + cFg (S2,0(S2)) =T(Sy, Sz), T(Sy, Sz) >0 ve
Fo (0,(S1),0,(S,)) > 0 oldugunda (4.16) ve (4.17)’ den olusan denklem sisteminin tek

ve sinirli ¢6ziimii elde edilir.
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6. SONUC

Bu calismada ilk olarak metrik, metrik uzay, modiiler uzaylar, tam metrik uzay, modiiler,
modiiler metrik, F-metrik, modiiler F-metrik, modiiler F-metrik uzayda sabit nokta
teoremi tanitilarak 6nemliligi vurgulanmis ve ¢alismalarin tarihsel siireci ile ilgili temel
bilgiler ayrintili bir bi¢imde verilmistir. Cesitli yazarlarin ¢alismalari incelenmis ve bu
konu hakkinda yapilan ilerlemeler 6zetlenmistir. Bu tez ¢aligsmasi, modiiler F metrik
uzaylarda sabit nokta teoremlerinin ifadesi ve ispatinda kullanilan c¢esitli tanimlari,
lemmalar1 ve Banach biiziilme ilkesi yardimiyla bu sonuglarin nasil genisletilebilecegini

gostermektedir.

Calismanin katkilar1 ve sonuglari su sekilde 6zetlenebilir; Bu tezde tanitilan modiiler F
metrik uzay kavrami, bu uzaylar iizerinde ¢alisilan sabit nokta teorisine yeni bir bakis
acist kazandirmistir. Bu uzay kavrami ile mevcut sabit nokta teoremlerinin
genellestirilmesine olanak saglamaktadir. Tezde elde edilen teorik sonuglar, mithendislik,
ekonomi ve biyoloji gibi ¢esitli disiplinlerdeki pratik problemlere uygulanabilirdir.
Ozellikle, Sabit Nokta Teorisi alaninda yeni uzaylar {izerinde nasil islemler yapilabilecegi
tizerinde durulmus ve benzer caligmalar i¢in yol gosterici olmustur. Genel olarak
kullanilan biiziilme doniisiimleri yardimiyla genisletilen sonuglar, klasik metrik uzaylarin
yani sira daha genel uzaylar i¢inde gegerlidir. Bu, Sabit Nokta Teorisi’ nin kapsamini

genisletmekte ve daha karmasik sistemlerde uygulanabilirligini artirmaktadir.

Calismada ortaya konulan yeni yaklagimlar ve elde edilen sonugclar, gelecekte yapilacak
arastirmalar i¢in genis bir perspektif sunmaktadir. Ozellikle, modiiler F metrik uzaylarin
diger matematiksel yapilar iizerinde nasil genellestirilebilecegi ve farkli sabit nokta
teoremleri ile nasil iligkilendirilebilecegi konusunda daha fazla calisma yapilmasi
gerektigi vurgulanmaktadir. Bu tez, Tiirkce literatiirde bu alanda yeni ve 6nemli bir
kaynak olarak yer almaktadir. Hem arastirmacilar i¢in referans olabilecek nitelikte bir
caligma ortaya koymakta hem de bu alanda yapilacak olan gelecekteki aragtirmalara temel

olusturmaktadir.

Sonug olarak, sabit nokta teorisi ve biiziilme tipi doniisiimler iizerine yapilan bu ve
benzeri ¢aligmalarin artmasi, hem teorik matematik hem de uygulamali bilimler agisindan

onemli bir potansiyele sahiptir. Bu durum, sabit nokta teorisinin ve yeni tanimlanan
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modiiler uzaylarin daha genis bir perspektifte ele alinmasina ve daha kapsamli sonuglarin

elde edilmesine olanak saglayacaktir.
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