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Lineer kodlar kuantum hata diizelten kodlarin elde edilmesinde 6nemli bir role sahiptir.
Bu tez calismasinda bazi sonlu halkalar iizerindeki skew devirli kodlar incelenmis ve bir
uygulama olarak skew devirli kodlardan kuantum hata diizelten kodlarin elde edilmesi
arastirllmustir.

Bes ana bashik altinda toplanan bu c¢alismanin ilk boéliimiinde kodlama teorisinin ana
problemi ve literatiir taramasinin 6zeti verilmistir. ikinci boliimde cebirsel yapilar ve cebirsel
kodlama teorisi ile ilgili temel tanim ve teoremler iizerinde durulmustur. Ugiincii boliimde
R = Fy[u] /(""" — u) halkast ve bu halka iizerindeki skew polinom halkasinin tanimi
verilerek R halkasi iizerinde tanimli lineer kodlarin ve skew devirli kodlarin 6zellikleri
incelenmistir. Dordiincii boliimde ise R halkasi {izerindeki skew devirli kodlardan kuantum
kodlarin elde edilmesi arastirllmigtir. Besinci boliimde tezin konusu ile ilgili tartisma ve
sonug verilmistir.

Aralik 2022, 116 sayfa.

Anahtar kelimeler: Devirli kod, skew polinom halkasi, skew devirli kod, kuantum kod
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Linear codes have a significant role on constructing quantum error-correcting codes. In this
thesis, we study skew cyclic codes over some finite rings. As an application, we construct
quantum codes from skew cyclic codes.

This thesis consists of five chapters. Chapter 1 includes the main problem of the coding
theory and the summary of the literature review are included. The basic definitions and the
fundamental theorems of abstract algebra and algebraic coding theory are given in Chapter
2. Chapter 3 consists of the properties of the ring R = Fy[u] /(u**! — u) and the skew
polynomial ring. In this chapter, the properties of linear codes and skew cyclic codes over
R are explained. Quantum codes over F are constructed from skew cyclic codes over R in
Chapter 4. In the fifth chapter, the discussion and the conclusion about the subject of the
thesis are given.
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1. GIRIS

Kodlama teorisinin ana konusu, kaynak alfabe simgelerini (harfler veya rakamlar olabilir),
simgelerin farkli bir sistem ile (genellikle ikili sistem) temsil edilmesine dayanir ve bu
temsile kodlama adi1 verilir. Diger bir deyisle kodlama teorisi, giiriiltiilii bir kanal boyunca
verinin (kod kelimeleri) aktarilmasi ve bu sirada bozulan iletilerin belirlenmesi (error
detection) ve diizeltilmesi (error correction) ile ilgilenmektedir. Bilginin daha kolay
okunabilir hale gelmesiyle ilgilenen bu alan, bilginin daha zor okunmasini saglamay1

amaglayan sifreleme (kriptoloji) ile karistirrlmamalidir.

Hata tespiti, bircok farkli teknigin uygulanabildigi yontemlerin kullanilmas: ile hatalarin
belirlenmesidir. 11k etapta, hatanin olustugu ve verilerin dogru sekilde iletilmediginin
bilinmesi gereklidir. Hatanin tespiti i¢in iki durum soz konusudur. Bunlardan ilki, alici
vericiye bir mesaj iletir ve verinin yeniden gelmesini saglar, bu durum verinin orjinal
hali gelene kadar siirer. Digeri alic1 kendi bildigi bir teknik ve kod ile mesaji kodlayarak
vericiye iletir ve kodu coziimleyerek hangi bitin hatali oldugunu tespit eder ve diizeltir
(Sekil 1.1:). Burada vericinin (gondericinin) kendi bildigi teknik ve kod aym1 zamanda
alicinin da uyguladigi teknik ve kod ile ayn1 olmalidir. Yani bu islem karsilikli veri kodlama
teknigidir. Kisaca belirtmek gerekirse hata tespiti; alicitya gonderilen verinin, giiriiltii ya da
diger faktorlerin neden oldugu bozulmalarin belirlenmesi islemidir. Hata diizeltme, alicinin
gonderilen mesajlarda ya da verilerde olugsan bozulmalar1 gidererek orjinal mesaj1 (veriyi)

elde etmesi iglemidir.

Giiriilt

Bilgi
Kaynagi

— | Kodlayic1 | — | Kanal | —> | Kod Coziicii | — | Alici

Sekil 1.1: iletisim Semas1

Bir konu ile ilgili verileri bir kanal boyunca iletirken hatalar1 6nlemek oldukca zordur.
Verinin iletiminde ortaya ¢ikan hatalar insan ya da makine kaynakli olabilir. Kodlama

teorisinin asil amaci bilgi iletiminin olabildigince hizli olmasmi saglamanin yani sira



meydana gelen hatalar belirlemek ve diizeltmektir. Kodlama teorisi ile ilgili ¢calismalarda
matematiksel teknikler ve sonuglar etkili bir sekilde kullanilir. Kodlama teorisinin ana
problemi; boyutu ve minimum uzaklif1 biiyiik olan kodlarin insa edilmesidir. Boyut ve
minimum uzaklik parametrelerinin ayni1 anda en yiiksek degere sahip olmasi istense de bu
durum pek de miimkiin olmamaktadir. Verilen bir uzunluk i¢in, minimum agirlig1 yiiksek
olan bir kod, oldukca az kod sozciigii igerirken; kod sozciik sayis1t maksimum olan bir kod en
diisik minimum agirliga sahiptir. Bu yiizden kodlama teorisinde belirli bir uzunluga sahip
bir kod i¢in boyutun ya da minimum agirligin bilinmesine gore bilinmeyen parametrenin

alabilecegi makul deger arastirilarak en iyi parametrelere sahip kodlar elde edilmeye ¢aligilir.

Cebirsel yapilar iizerindeki lineer kodlar matematik¢iler tarafindan uzun zamandir
calisilmaktadir. Cebirsel kodlama teorisinde ilk olarak iki elemanli sonlu cisim olan F;
tizerindeki kodlar ile calisilmistir, hatta giiniimiizde de calisilmaya devam etmektedir.
Daha sonra F;, cisminin sonlu genislemeleri ve eleman sayis1 iki veya ikinin bir kuvveti
olmayan sonlu cisimler iizerindeki kodlar incelenmistir. 1994’de Hammons vd. tarafindan
literatiire kazandirilan calisma ile, 4 elemanli halka olan Z; iizerindeki kodlarin Gray
goriintiileri olarak F, cismi iizerindeki bazi 6nemli lineer olmayan kodlarin elde edilebildigi
gosterilmigtir. Bu 6nemli calismanin ardindan arastirmacilar halkalar tizerindeki kodlar
arastirmaya baslamustir. Ilk zamanlar alfabe olarak sonlu zincir halkalar1 goz 6niine alimirken
daha sonra, Cin Kalan Teoremi (Chinese Remainder Theorem) yardimiyla, tiim sonlu
degismeli halkalar lokal halkalarin direkt carpimi olarak yazilabildiginden lokal halkalar

tizerindeki kodlar ile ¢aligilmistir.

Son zamanlarda degismeli olmayan bir yapiya sahip olan skew polinom halkalar iizerindeki
kodlar aragtirmacilar tarafindan biiyiik ilgi gérmektedir. Bu ilginin sebebi, skew polinom
halkalarimin degismeli olmamasindan kaynaklanmaktadir. Skew polinom halkalar tizerinde
taniml1 olan carpma islemi degisme 6zelligini saglamadigindan dolay1 bu halkalar degismeli
degildir. Dolayisiyla skew polinom halkasi lizerindeki bir polinomun ¢arpanlara ayrilist tek
tiurli degildir. Boylece bir skew polinoma karsilik gelen kod sozciigii sayisi, degismeli
polinom halkalar1 iizerindeki bir polinoma karsilik gelen kod sozciigii sayisindan daha
fazladir. Bu sebeple farkli cebirsel yapilar iizerindeki skew devirli kodlar ile ¢alismak var

olan kodlardan daha iyi parametrelere sahip kodlar1 elde etmek i¢in olduk¢a 6nemlidir.

Kuantum bilgi isleme siirecinde klasik kodlamadaki bitler yerine kiibitler kullanilir. Bitlerin



ortaya koydugu O ve 1 durumunun bir karisimi olarak kiibitler olasiliklar ile ifade edilir.
Iki kiibit 00,01,10,11 gibi dort durumu ifade ederken ii¢ kiibit sekiz durumu ifade eder
ki bunlar da 000,001,010,100,111,110,101,011 seklindedir. Genel olarak n adet kiibit 2"
tane durumu ifade edebilme kapasitesine sahiptir. Ikiden fazla olasi duruma sahip kuantum
sistemler de olabilecegi diisiiniildiigiinde daha yiiksek seviyeli bilgi kodlama kapasitesinin
ortaya ¢ikmasinin miimkiin oldugu goriiliir. Kuantum bilgi islemeyi gerceklestiren cihazlar,
kuantum bilgisayarlar olarak bilinir. Kuantum bilgisayarlar belirli sorunlar1 ¢ézmek i¢in
klasik bilgisayarlardan daha verimli bir sekilde kullanilir. Kuantum hata diizeltme, kuantum

bilgiyi olabilecek hatalardan korumak i¢in kuantum hesaplamada kullanilir.

Literatiirde kuantum hata diizelten kodlar genellikle devirli kodlar yardimiyla elde edilmistir.
Son zamanlarda skew devirli kodlardan kuantum hata diizelten kodlarin elde edilmesi lizerine
calisilmaktadir. Skew polinom halkas1 lizerinde ¢arpanlara ayrilis tek tiirlii olmadi81 igin
skew devirli kodlar yardimiyla kuantum hata diizelten kodlarin elde edilmesi daha iyi

parametreli kuantum hata diizelten kodlarin elde edilmesine olanak saglamaktadir.

Bu calismada bazi sonlu halkalar iizerindeki skew devirli kodlardan kuantum hata diizelten
kodlarin elde edildiginin gosterilmesi hedeflenmektedir. Tez kapsaminda ilk olarak bazi
sonlu halkalar tizerindeki, birimden farkli bir otomorfi goz 6niine alinarak elde edilen skew
polinom halkalarinin ingasi ile ilgili detayl bir arastirma yapilmistir. Sonra skew polinom
halkalar iizerindeki skew devirli kodlar ile ilgili tanim ve teoremler derinlemesine incelenip
bu kodlarin cebirsel yapisinin ve ozelliklerinin ¢alisilmas1 amag¢lanmaktadir. Son olarak ise ,
kuantum hata diizelten kodlar ¢aligilarak bu kodlarin elde edilme yontemleri incelenecek ve
baz1 sonlu halkalar iizerindeki skew devirli kodlardan kuantum kodlarin nasil elde edildigi

arastirilacaktir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu boliimde, sonradaki boliimlerde kullanilacak olan cebirsel yapilarla ilgili baz1 kavramlar
verilecektir. I1k olarak cebirsel kodlama teorisi ile ilgili temel bilgiler, kavramlar ve teoremler
ifade edilecektir. Daha sonra skew polinom halkasinin insas1 verilerek skew devirli kodlar

tanitilacaktir.

2.1. HALKA VE CiSIM KAVRAMI

Tanim 2.1.1. R bos olmayan bir kilme ve R’nin elemanlar1 arasinda “+” ve “-” ile

gosterecegimiz iki tane ikili islem tanimlanmis olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa,

(R,+,-) cebirsel yapisina halka adi verilir:
* (R,+) bir degismeli grup,

* Hera,b,c € Ri¢ina-(b-c)=(a-b)-c,

* Hera,b,c € Rigina-(b+c)=a-b+a-cve(a+b)-c=a-c+b-c.

Bundan sonra kolaylik i¢in ”a - b yerine ab” kullanilacaktir.

Tanim 2.1.2. R bir halka ve a,b € R olsun. Og € R, yani R’nin sifir1 “+ " iglemine gore birim

(etkisiz) elemani olarak alinsin. Bu takdirde

Eger 1gra = alg = a olacak sekilde 1z € R eleman var ise R’ye birimli halka,

Eger her a,b € R icin ab = ba ise R’ye degismeli halka,

Eger ab = Og iken a = Og veya b = Og ise R’ye tamhik bolgesi,

Eger (R\{Og},-) cebirsel yapisi bir grup ise R’ye yar1 cisim,

Eger R degismeli bir yari cisim ise R’ye cisim

denir.



Tanim 2.1.3. (R, +,-) bir halka ve S, R’nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun. Eger S, R’deki

“+7 ve “-” iglemlerine gore kapali ise S’ye R’nin alt halkas: denir.

Tanmm 2.1.4. (R, +,-) bir halka ve J, R’nin bostan farkl: bir alt kiimesi olsun. Her a € J ve
her r € R i¢in e8er ar € J ise Jye R’nin bir sag ideali ve ra € J ise J'ye R’nin bir sol ideali

denir. J, hem sag hem sol ideal ise J’ye R’nin bir ideali denir.

Tanmm 2.1.5. R degismeli bir halka ve J, R’nin bir ideali olsun. J = (a) olacak sekilde bir

a € R elemani varsa J’ye R’nin esas ideali denir.

R bir halka ve R’nin bir ideali J olsun. a,b € R i¢in:
“‘a=b<=a—-becJ”’

seklinde tanimlanan “ = ” bagintis1 R iizerinde bir denklik bagintisidir. Bu bagintiyla ortaya

cikan biitiin denklik siniflarimin kiimesini R / J={a+J|ae€ R} ile gosterelim. Bu kiime

tizerinde tanimlanan iki iglem “+” ve *“-” olmak iizere, hera+J,b+J € R / J i¢in
(@+d)+(b+J) = (a+b)+J 2.1)
(a+J)-(b+J)=ab+J (2.2)

seklinde tanimlanir.

Tanmm 2.1.6. R bir halka ve J, R’nin bir ideali olsun. R / J kiimesi 2.1 ve 2.2°de tamimlanan
islemlere gore bir halkadir, bu halka boliim halkasi olarak adlandirilir. Eger R birimli bir
halka ve birimi 1y ise R / J halkasi da birimlidir ve birimi 1g +J dir. Eger R de8ismeli ise
R/J de degismelidir.

Tammm 2.1.7. R birimli bir halka, R’nin birimi 1 ve R’nin sifir1 O olmak tizere n- 1g = Og
esitligini saglayan en kii¢iik pozitif n tam sayisina R halkasinin karakteristigi denir. Boyle

bir n tam sayis1 yok ise R’nin karakteristigi sifir olarak tanimlanir.
Teorem 2.1.8. Bir tamlik bolgesinin karakteristigi ya sifirdir ya da asaldir.
Sonug 2.1.9. Bir cismin karakteristigi ya sifirdir ya da bir asal sayidir.

Teorem 2.1.10. p bir asal say1 ve n bir dogal say1 olsun. Karakteristigi p olan bir cismin

eleman sayis1 ¢ = p™’dir ve bu cisim Fj ile gosterilir.



Onerme 2.1.11. F, karakteristigi p olan bir cisim ve x,y € F olsun. Bu durumda

i)
ii)
dir.

Ispat.

(x+y)P = xP 4 yP

(x=y)P =xP —yP

1) F, karakteristigi p olan bir cisim ve x,y € F' olsun. Binom teoremine gore

p-l S
(x+)P =2+ + Y <i’> jyp=i

J=1

dir. Burada

() =5

sayi1s1 p’nin bir katidir. j = 1 icin

(5)=(0) ===

saglanir.

2<j<piginptjldwr p|jlolsabudurumdap|j(j—1)

(2.3)

(2.4)

...lolupbudurum?2 < ;j<p

ve p’nin asal say1 olmast ile celisir. Dolayisiyla p t j! ve boylece (p,j!) = 1 dir. Bu

durumda p bir tam say1 oldugundan

J
Ustelik (p, j!) = 1 oldugundan

l=gqgp+jir

olacak sekilde ¢,r € Z vardw.

(p—1(p—2)...(p—j+1)

J!

cj=gqpcj+jlrcj

elde edilir. Buradan

cj :q(?) + jlre;

(p—D(p—2)...(p—j+1)

ile carpilirsa

bir tam sayidir.

cj =



elde edilir. Boylece p | (p > oldugundan
J

P _ _

\

Pl oot
Z ( .)nyP—J r Z pexlyP™ =0
j=2 \J j=2
olup 2.3 esitliginden
(r9)P =37 47
elde edilir.
ii) x—y=x+ (—y) olarak yazilabildiginden
(x=y)+y=(x+ (=) +y=x+((-y)+y) =x
olup i) kismindan

(k=9 +)) =2 = (x=y)P +3 =2" = (x—y)P =27 =P

elde edilir.

Tamim 2.1.12. F bir cisim olsun ve 6 : F — F fonksiyonu verilsin. Eger her a,b € F i¢in

O(a+b)=06(a)+6(D).



0(ab) = 6(a)0(b).

ise 0’ya bir cisim homomorfizmasi denir. Eger 6 homomorfizmas1 birebir ve orten ise
0’ya bir cisim otomorfizmasi denir. Her a € F i¢in 6™ (a) = a sartin1 saglayan en kiiciik
m pozitif tam sayisina ise 8 nin mertebesi denir ve kisaca |(0)| = m ile gosterilir. F cisminin

0 tarafindan sabit birakilan elemanlarinin kiimesi, yani
K={acF|0(a)=a} (2.5)

kiimesi F’nin bir alt cismidir.

Teorem 2.1.13. F, karakteristigi p olan bir cisim olsun. Her x € F i¢in 0(x) = x” seklinde
tanimlanan fonksiyon F’nin bir otomorfizmasidir. Bu otomorfizmaya F’nin Frobenius

otomorfizmasi denir.

Ispat. x,y € F olsun. Bu durumda:
O(x+y) = (x+y)" =x"+y"=0(x)+6(y)

veE

0(xy) = (xy)” = (x9)(xy) ... (xy) = 2"y = 6(x)6(y)
—_———

p-tane

oldugundan 6 bir cisim homomorfizmasidir. Her x,y € F i¢in 6(x) = 0(y) = x¥ = y? =
-y =0=(x—y)’=0=>x—y=0= x=y= 0 birebirdir. 6 birebir ve F
sonlu oldugundan 6 &rtendir. @ bir cisim otomorfizmasidir. Ozel olarak bu otomorfizmaya

Frobenius otomorfizmasi denir.

Tamm 2.1.14. F, birimi 1z olan bir cisim ve V bir de§ismeli grup olsun. x : F XV — V
skaler carpimu1 asagidaki kosullar1 sagliyorsa, V’ye F lizerinde bir vektor uzay: denir. Her

f,f1,f> € F ve her v,vi,v, € V icin

e fxveV,

o fx(vit+va)=f*xvi+fxn
(fi+ f2)xv=fixv+ frxv,



* (fifa)xv=fi*(fav),

e lpxv=uw.

V kiimesi bir vektor uzayi ise V' nin bir eleman1 vektor olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.15. R, birimi 1 olan bir halka ve M bir degismeli grup olsun. x : Rx M —
M skaler carpimui asagidaki kosullar1 sagliyorsa, M’ye R iizerinde bir sol modiil veya sol
R-modiil denir. Her r,ry,r, € R ve her m,m,my € M i¢in

s r«meM,

o rxk(my+my)=rxm+rxm

(my+mp)xr=myxr+my*r,
o (rixn)*xm=ryx(ryxm),
o lpxm=m.
Her cisim bir halka oldugundan, her vektor uzayinm1 da bir modiil olarak kabul edebiliriz.

Bundan sonra kolaylik i¢in ”r*m” yerine "rm” ve ” f v yerine ” fv” kullanilacaktir.

Tanim 2.1.16. R bir halka, M bir R-modiil ve N C M olsun. Eger N bir R-modiil ise N’ye

M’ nin bir alt modiilii denir.

Onerme 2.1.17. R bir halka, M bir R-modiil ve N C M olsun. N’nin, M’nin bir alt modiilii

olmasi icin gerek ve yeter kosul r{,7» € R ve ny,ny € N i¢in

riny +mny €N

olmasidir.

Tanim 2.1.18. M bir R-modiil ve m € M olmak iizere m elemaninn iirettigi alt modiil

(m)={rm|reR} =Rm

dir. Eger M = (m) olacak sekilde bir m € M var ise M’ye devirli modiil denir.

Tanim 2.1.19. R bir halka, M bir R-modiil ve S C M olsun.
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* X1,X2,..., X, €8, 1, j €{1,2,...,n} ve i # ji¢cin x; # x; olsun. r; € R olmak iizere
rxi+rxy 4+ rpx, =0

denkleminin tek ¢oziimii r; =0 (i = 1,2,...,n) ise S kiimesine lineer bagimsiz bir

kiime denir.

e i=1,2,...,ni¢in r; € R ve x; € S olmak iizere her m € M i¢in

n
m = Z riXi
i=1
saglantyorsa S, M’yi iiretir denir.

Bu iki kosulu saglayan bir S kiimesine M nin bir bazi denir. Bazi olan R-modiillere de serbest

modiil denir.

Ornek 2.1.20.
i) F bir cisim olmak iizere F", F- vektor uzay1 bir serbest F-modiildiir.

1) Sifir bolen icermeyen bir R halkasi, bir serbest R-modiildiir.

2.2. SONLU CIiSIMLER UZERINDE TANIMLI VEKTOR UZAYI

Tanmm 2.2.1. F,, eleman sayis1 g olan bir cisim olsun. Bu durumda uzunlugu n olan

vektorlerin kiimesi Fq" olmak uizere

Fl={(vi,v2,...,vn) |vi € F;, 0<i<n} (2.6)
seklinde gosterilir. F' iizerinde iki islem su sekilde tanimlanir: v = (VI,v2,.eyvp), w =
(wi,wa,...,wy) EFJ ve A € F; olmak tizere toplama ve skaler ile garpma iglemleri sirastyla

s vtw=Vi+w,vatwa, ..., vtwy,) €F

« Av=(Avi,Ava, ..., Av,) €EF,

dir. Tammlanan bu iglemler altinda F, F; iizerinde bir vektor uzayidir [6].
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Ispat. v=(vi,va,...,v), w= (wi,wa,...,wy,) € F} ve a,f € F; olsun.

(Fy,+) degismeli bir gruptur.

(aB)v=((aB)vi, (af)vz, ..., (af)vn)
= (a(ﬁvl)7 (X(ﬂ\Q), SRR a(ﬁvn))
= (X(ﬁvl, ﬁvz, ceey ﬁvn)
= a(py)

oa(v+w)= a(vi+wp,va+wy, ..., vp+wy)

= (a(v1 —|—W1), (X(v2+W2), ceey Ot(vn—|—wn))

= (avi+owy, ovy+owy, ..., AV, + awy,)
= (avy, avy, ..., avy) + (awy, awy, ..., 0wy)
= av-+aw

(a@+Bv= ((o+B)vi, (ct+B)va, ..., (¢ +B)va)
= (OCvl +[3v1, OCVQ-i-ﬁVz, - i avn+[3vn)
= (awvy, avy, ..., avy)+ (Bvi, Bva, ..., Bvy)

= av+Pv

1 € F, igin 1(vi,va,...,vy) = (v1,V2,...,Vy) dir.

Tamim 2.2.2. V, F, lizerinde bir vektor uzay1 ve @ # C C V olsun. Bu takdirde

* Herx,ycCicinx+yeC,

* HerA € Fyveherxe Cicin Ax e C

kosullar1 saglaniyorsa C kiimesine V’nin bir alt vektor uzayi denir [6].
Tamm 2.2.3.

i) V, F, tzerine bir vektér uzayr ve Ai,A2,...,A4, € F, olsun. vi,va,...,v, € V

vektorlerinin bir lineer kombinasyonu Ay vy + Ayvy + - - - + A,,v,, seklinde yazilir.

i) Ajvi +Avy + -+ + Ayv, = 0 denkleminin tek ¢oziimii Ay = A, = ... = A4, =0 ise

{v1,v2,...,vy} kilmesi lineer bagimsizdir.
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iii) S = {vi,va,...,v,} €V olsun. $’nin biitiin lineer kombinasyonlar1 kiimesi (S) ile

gosterilir ve
(S) ={Avi+Lva+--+ v, | A1, A, Ay € Fy} 2.7)

seklinde ifade edilir. (S) uzayina S$’nin iirettigi alt vektdr uzayi denir. Ustelik S kiimesi

(S) uzaymin bir tirete¢ kiimesidir [6].
Onerme 2.2.4. S kiimesi V’nin bir alt vektor uzay1 ise (S) = S dir.
Tanim 2.2.5. V, F, lizerinde bir vektor uzay1 olsun.
* A= {v,v2,...,v,} kiimesi lineer bagimsiz ve V = (A) ise A kiimesine V vektor
uzayinin bir bazi denir.

* A bazinin eleman sayisina V’nin boyutu denir ve boy (V) ile gosterilir. A sonsuz eleman

iceriyor ise boy(V') = oo olarak gosterilir [6].
Teorem 2.2.6. V, F, iizerinde bir vektor uzay1 olsun. boy(V) = k ise

* V’deki vektorlerin sayisi tam olarak g~ dur.

k—1

 V’nin tam o (¢ — ¢') tane farkli bazi vardur.
"i=0

kosullart saglanir [8].

Tamm 2.2.7. x = (x1,%X2,...,%n), ¥y = (V1,¥2,---,¥n) € F olsun.

« xile y vektorlerinin Oklid i¢ carpimi veya standart i¢ carpimi

(x,y) = x1y1 +x2y2 + -+ XpYn (2.8)

seklinde tanimlanir.
* (x,y) =0ise x ve y vektorleri birbirine diktir, denir.

* S, F;’nin bir alt kiimesi olmak tizere St={xe FJ | (x,s) =0,Vs € S} kiimesine S’nin

dik tiimleyeni denir.
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NOT: S C F7 herhangi bir kiime olsun. S+ kiimesi her zaman FZ"nin bir alt uzayidir. Ayrica

(S)+ = stdir [8].

Teorem 2.2.8. S C F olmak iizere, boy((S)) + boy(S+) = n’dir [8].

2.3. SKEW POLINOM HALKASI

Skew polinom halkasinin kiime olarak bildigimiz normal polinom halkasindan temel farki
carpma islemidir. Polinom halkasinda tizerinde tanimlanan ¢arpma islemi degismelidir ancak
skew polinom halkasindaki ¢arpma islemi degismeli degildir. Degismeli olmayan bu skew

polinom halkalar ilk olarak 1933’te Oystein Ore tarafindan ¢alismistir [10].

K sonlu bir cisim ve 6 da K’nin, mertebesi m olan bir otomorfizmasi olsun, yani |(0)| =
m’dir. O tarafindan sabit birakilan alt cisimi Kj ile gosterirsek Ky = {x € K | 6(x) = x}
seklinde ifade edilir, bu durumda m = [K : K] olur. Ustelik, p bir asal say1 ve ¢ = p' olmak
iizere eger Ko = GF(q) eleman sayisi ¢ olan sonlu cisim ise, bu durumda K = |Ky|" =

GF (¢"™) dir.
K tizerinde tanimli
K[x,0] = {ag+aix+--+ax"'|a;€K,0<i<n—1} (2.9)

polinom kiimesini g6z 6niine alalim. K [x, 6] iizerinde toplama islemi olarak normal polinom

halkas1 iizerinde tanimli toplama islemini, carpma islemi olarak
ax'Bx/ = a8 (B)x" (2.10)

Seklinde tanimlanan carpma islemini goz Oniine alalim. Tanimlanan bu islem degismeli
degildir ve K|[x, 6] kiimesi adi toplama islemi ve bu sekilde tanimlanan ¢arpma iglemi ile bir
halka olugturur ve bu halka skew polinom halkasi olarak adlandirilir. Aur(K), K cisminin
otomorfileri kiimesi olmak tizere 6 € Aut(K) ozel olarak birim otomorfizma alinirsa elde
edilen skew polinom halkasi K iizerindeki normal polinom halkasina karsilik gelir, cilinkii
ax'Bx/ = a0 (B)x""/ = affx'"/ olup polinomlar iizerinde tammli adi carpma islemine
karsilik gelir, yani ”K[x, 6] = K[x]” olur. Ayrica K|[x, 6] halkast sifir bolensizdir ve K[x, 6] nin

birimleri kiimesi K dir [9].
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a, # 0 olmak iizere f(x) =ag+ajx+---+anx" € K[x, 0] olsun. f(x)’e derecesi n olan bir
polinom denir ve deg f(x) = n yazilir. Ozel olarak sifir polinomun derecesi eksi sonsuz olup

”deg( = —oo” seklinde ifade edilir.

Onerme 2.3.1. f(x), g(x) € K[, 8] olsun. Bu durumda

i) deg(f(x)+g(x)) < max{deg f(x),degg(x)},

i) deg(f(x)g(x)) = deg f(x)+ degg(x)’dir [9].
Ornek 2.3.2. £, ={0,1, o, 1 + &t} = B[] /(0* + at+ 1) karakteristigi 2 olan dort elemanlt

cisimi alalim. Fj iizerinde tanimli Frobenius otomorfizmasi

93F4 — Fy

a — 0(a)=d*

seklinde tamimlanir. Ozel olarak

6(0) =0

0(1) =

O(a)=0’=1+0o (moda®+a+1)
0(1+a)=(1+a)=14+2a+a’*=1+0’=a (mod a’>+o+1)

olarak elde edilir. F; iizerinde 6 otomorfisi ile tanimlanan F4[x, 6] skew polinom halkasi
Fylx,0] = {ap +ayx+--+a, X" g €Fy,0<i<n—1}

seklinde ifade edilir. 6 tarafindan sabit birakilan alt cisimi ise
Ko={x€Fy|0(x)=x}={0,1}

olup 6’nin mertebesi |(0)| = 2 oldugundan [F} : Ky] = 2 dir. Ayrica

axo’x = af(0?)x* = aox® = a’x’

o’xox = a0 (a)x* = a? (14 a)x* = ox®

olup carpma iglemi degismeli degildir.
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Teorem 2.3.3. K|x, 6] skew polinom halkasi ve 0 # f(x), g(x) € K[x, 6] herhangi iki polinom

olsun. Bu durumda

8(x) = q(x)f(x) +r(x); degr(x) <degf(x)

olacak sekilde tek tiirlii belirli ¢(x), r(x) € K|x, 8] vardir [9].

Ispat. o;, B; € K olmak iizere K|[x, 0]’daki g(x) = ap+ atyx+ - - + aux’ ve f(x) = Bo+ Bix+
-+ + Bsx* polinomlari i¢in

degg(x) < deg f(x)

ise g(x) = 0 ve r(x) = g(x) olarak alinirsa

saglanir. Eger

degg(x) > deg f(x)

ise ispat degg(x) iizerinden tiimevarim ile yapilir. degg(x) = 0 igin g(x) = o olur. Bu

durumda ¢(x) =1, f(x) = o ve r(x) = 0 alinirsa

g(x) = q(x) f(x) +r(x)

saglanir. Simdi deg g(x) <t — 1 i¢in iddianin dogru oldugunu varsayalim ve deg g(x) = ¢ i¢in

iddianin dogru oldugunu ispat edelim.

q(x) = 06" (B )x'™
r(x) = 8(x) —q(x)f(x)
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olarak alirsak, bu durumda

= (ap+oqx+---+ax') — q(x)(Bo+ Brx+- - - + Bsx’)
= (ot + ox+- -+ o 1x '+ o) — q(x) Bo — q(x) Brx — - - — q(x) By—1x* ! — q(x) Bex®
= (g +aux—+-+ a1 X+ ax) —g(x)Bo — g(x) Brx — - — q(x) By—1x* !

=(p+ox+--+ Y A ox') —q(x)Bo — q(x)Brx— -+ —q(x)ﬁs_lx‘_l
o O‘zet—S(ﬁS—l)et—S(ﬁs)xs—H—s
= o Foux—+-+ 01X+ o —q(x)fo—q(x)Brx—-- —g(x) B 1x —apx

:50+51X—|—"'+6;_1X1_1

olup degr(x) =t — 1 olur. Timevarim hopitezine gore r(x) i¢in teoremin ifadesi dogru

oldugundan

r(x) = qi1(x)f(x) +ri(x); degri(x) < deg f(x)

olacak sekilde tek tirli belirli g¢j(x),r;(x) € K[x,0] vardir. Kabulden ¢(x) =
00" (B; A% ve r(x) = g(x) — q(x) f(x) oldugundan

g(x) = q(x)f(x) + r(x)
= (008" *(By )X ) f(x) +q1 (x) f(x) + 71 (x)
= (00" (B )X ™ +q1(x) f(x) +r1(x): degri(x) < degf(x)

elde edilir. Simdi bu yaziligin tek tiirlii oldugunu ispat edelim. ¢(x), q;(x), r(x), ri(x) €
K|x, 0] i¢in

g(x) = q(x)f(x) +r(x); degr(x) < degf(x)
= q1(x)f(x) +r1(x); degri(x) <degf(x), q(x) # qi1(x)



17
seklinde iki farkli yazihs olsa

(9(x) = q1(x)) f(x) = ri(x) = r(x)
olup deg ((¢(x) — q1(x)) £(x)) = deg (ri () — r(x)) olurdu, buradan

deg (q(x) —q1(x)) +deg f(x) = deg (r1(x) — r(x)) < max{degr(x), degri(x)}

celigkisi elde edilirdi. O halde bu yazilis tek tiirliidiir.

Teorem 2.3.3’te verilen ifade g(x) polinomunun f(x) polinomu ile sagdan boliinmesi olarak

adlandirilir. Soldan bolme de benzer olarak su sekilde tanimlanir:

g(x) = f(x)q(x) +r(x); degr(x) < deg f(x)

olacak sekilde tek tiirlii belirli g(x),r(x) € K[x, 6] vardir.
Teorem 2.3.4. K|[x, 0]'nin herhangi bir sol (sag) ideali esaes sol (sag) idealdir [9].

Ispat. I, K[x, 0]’ bir sol ideali ve g(x) € I herhangi bir polinom olsun. I’da derecesi en

kii¢iik olan sifirdan farkli polinom f(x) olmak iizere Teorem 2.3.3’e gore

g(x) = q(x)f(x) +r(x); degr(x) < degf(x)

olacak sekilde tek tiirlii belirli g(x),r(x) € K[x, 6] vardir. Buradan

olup f(x), I da derecesi en kiigiik, sifirdan farkli bir polinomu oldugundan
r(x) =0

elde edilir. Boylece



18

bulunur ve

I={q(x)f(x) |q(x) € K[x,6]} =K[x,0]f(x)

elde edilir. Yani 7 ideali K|x, 8] halkasinda bir esas sol idealdir. Benzer gekilde K|[x, 0] nin

sag idealleri de esas ideallerdir.

O halde K|[x, 6], degismeli olmayan esas ideal bolgesidir. K|x, 0] nin bir ideali hem sag hem

sol ideal ise iki tarafl1 ideal olarak adlandirilir.

Onerme 2.3.5. K|x, 8]’ nin iki tarafl1 bir ideali 7 olsun. O halde
I'={q(x)g(x) | q(x) € K[x, 0]} = K[x,6]g(x)

I'={f(x)q(x) | q(x) € K[x,0]} = f(x)K[x,6]
seklinde olup g(x) = sf(x) olacak sekilde K’da bir s aritmetik birim vardir [9].

Ispat. I, K[x, 6] nin bir iki tarafl1 ideali olsun. Bu durumda

I'= f(x)K[x, 6] = Klx, 6]g(x)

oldugundan
g(x) = f(x)s
ve
f(x) =1g(x)

olacak sekilde 5,7 € K|[x, 0] vardir.

tf(x)=1(rg(x)) €1

oldugu i¢in
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olacak sekilde bir ¢’ € K[x, 0] vardir. O halde
fx) =1g(x) =tf(x)s = f(x)t's
oldugundan
f@x) = f)f's=0= f(x)(1—1's) =0
bulunur. K |x, 0] stfir bolensiz ve f(x) # 0 oldugu igin
1—ts=0=1ts=1

olup s’nin bir aritmetik birim eleman oldugu elde edilir. Benzer sekilde ¢ de bir aritmetik

birim elemandir. Dolayisiyla

f(x) = 1g(x)

elde edilir.

Teorem 2.3.6. K|x, 0] skew polinom halkasi igin |[(8)| = m, 60 nin sabit biraktig1 alt cisim
Ko ve I = (f(x)), K[x,0]’nimn iki tarafl1 bir ideali olsun. Bu durumda a; € Ko, ag # 0 ve
t € ZTU{0} olmak iizere

f(x) = (aO +a X" +a2x2m + ... _|_anxnm)xz

seklindedir.
Ispat. f(x) = apx’ + aix'™ 4 apx®*" + --- + a,x"*" seklinde oldugunu varsayalim. Bu
durumda

f(x) = (ao +ayx+ax® + - - +a X)X = q(x)x'

seklinde ifade edilebilir, burada g(x) = ag + a;x+ arx% + -+ - + a,x" olarak alinr. Tlk olarak,
+'*nin iirettigi ideal ¢ift taraflidir giinkii § € K igin X' = 6'(8)x’ dur. Ikinci olarak, g(x)’in
tirettigi ideal ¢ift tarafli olsun. Bu durumda her 8 € K igin
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olacak sekilde uygun bir y € K vardir, buradan

Bq(x) = B(ag +aix+ax* + - +a,x")
= Bag+ Baix+ Bayx* + - + Bax"

veE

q(x)y = (ap+ a1x+a2x2 +-Faxt)y
= apY+arxy+a’y+- +anxy
= yap + 0(y)arx+ 0%(y)axx® + -+ 0" (Y)anx"

olup katsayilarin karsilastirilmasi ile

B=y=0(y)=0*y)=...=0"(y) 2.11)

elde edilir. B eleman: keyfi oldugundan y da keyfidir. |(0)| = m oldugundan Esitlik 2.11’in
gerceklesmesi i¢in x’in derecelerinin /’nin bir kat1 olmasi gerekir. O halde g(x) € K[x"] olur,
yani g(x) = ag +ai X" +ayx®™ + - - -+ a,x" yazilir. Boylece x' ve g(x) = ag + a1 x" +ax*" +
-+ 4+ apX™ nin irettikleri idealler ¢ift tarafli oldugundan dolayisiyla, g(x)x' = f(x)’in

tirettigi ideal de ¢ift taraflidir.

Onerme 2.3.7. K[x, 8] skew polinom halkasi icin [(8)| = m ve 6’nin sabit birakti31 alt cisim

Ky olsun. Bu durumda, skew polinom halkasinin merkezi

Z(K[x,8]) ={f(x) € K[x,0] | f(x)g(x) = g(x)f(x), 8(x) € K[x, 0]} = Ko[x"] (2.12)

seklindedir [9].

Ispat. a(x) = ap +a1xX™ + -+ +ax™ € Ko[x"] ve q(x) = qo +q1x+ -+ + g.X"* € K[, 6]
olsun. Bu durumda |(8)| = m oldugundan ¢ € Z ve 0 < i < n i¢in 8™ (g;) = g; dir. Ustelik

0<i<ricin

G(ai) = 92(611') = ...= 9”(a,~) =da;
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olur. Buradan

a(x)q(x) = (ao+arx™ +---+ax")(qo + q1x+ -+ + gnx")
= apqo + aoq1x+ - - - +apgnx" +a1xX"qo + arx"q1x 4 - - + a1} g x"
+taxqgy+ax""gix+ - +ax™gux"
= apqo + aoqix + - -+ aognx" +a10" (qo)x™ + a1 0™ (q1 )X + - +a16™ (g )x" "
4 4 a,0™(go)x™ + a,0™ (q)X™ T - @, 0™ ()™
= apqo + aoq1X + -+ + aognx" + arqox™ + arq1xX" ' + -+ aygx™"

4. —{-arQerm +arq1xrm+1 +... +arqnxrm+n
bulunur. Benzer sekilde

q(x)a(x) = (qo+qix+--+gnx")(ao + a1x" +-- - +a,x™)

= qoap + qoa1 X" + - - - + goax"" + q1xap + gixa X" + - - - + grxax™
+- 4 guxag + guX'arx" + -+ gux"ax™

= qoao + qoarx™ + - - + qoax™ + q10 (ag)x + q10 (a))x' "+ -+ q10(a,)xI ™
+ o+ qn0"(a0)x" + g0 (@)X " -+ g, 0" (a,) X

= qoao + qoarxX™ + - - + qoa,x™ + qrapx + qrax' " - -+ graxt ™
+ o guao)” + guarx" " 4 - gua ™

= qodo + q1aox + -+ guaoX" + qoarx” + qrayx' " + -+ gua X"

4. +qoarxrm +q1arx1+rm +... +qnarxn+rm
elde edilir. O halde a(x)g(x) = g(x)a(x) olup Z(K|x, 6]) nin tanimindan
Ko[¥"] € Z(K[x, 6]) (2.13)

elde edilir. Simdi her b(x) = by + bjx+ -+ byx" € Z(K|x, 0]) ve her a € K|x, 0] elemant
icin b(x)a = ab(x) oldugundan

(bo+b1x+ - +bpxa = a(by + b1x+ - - + bpx")
boa+bixa+---+byx"a=aby+abix+---+ab,x"
boa+b16(a)x+---+b,0"(a)x" = aby+abyx+ -+ ab,x"



22

olup buradan

elde edilir. Bu durum ancak b(x) € K[x"] olmasiyla gergeklenir. Simdi x € K|[x, 0] i¢in
b(x)x = xb(x) oldugundan

(bo+b1x+ -+ bx")x =x(bg+b1x+ -+ byx")
box +b1x% + -+ by = xbg 4+ xbix + - - - + xbyx"
box+b1x*+ -+ bpx" T = 0(bo)x+ 0 (b1)x> + -+ 0(b,) X"

olur, boylece

0 (bo) = bo
0(b1) =b
0(bn) = by

elde edilir. O halde b; € K elde edilir ve b(x) € K[x™] oldugundan b(x) € Ko[x™] olup
Z(K|x,6]) € Ko[x"] (2.14)

bulunur. Sonug olarak Z(K|[x, 8]) = Ko[x™] elde edilir.

Sonug 2.3.8. X" — 1 € K|[x, 0] ve |(0)| = m olsun. Bu durumda

i) X" — I’in iirettigi idealin ¢ift tarafli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul m | n olmasidir,

ii) x" —1 € Z(K|[x, 6]) olmast igin gerek ve yeter kosul m | n olmasidir

ifadeleri gecerlidir [5].

Ispat. x" — 1 € K[x, 0], |(8)| = m ve t € Z olmak iizere X' € K[x, 6] olsun.
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1) Teorem 2.3.6’dan

(x" — 1) ¢ift tarafl1 bir idealdir < x"—1 € K[x"]|x
& x'—1eK[x"
< n=rm,reN

& m|n
elde edilir.

ii) Onerme 2.3.7°den

X'—1€Z(K[x,0]) = Ko[x"] < x"—1=x"—1 olacak sekilde bir b tam say1 vardir
& n=bm

& m|n
elde edilir.

Ornek 2.3.9. Ornek 2.3.2’de alinan dort elemanh cisim iizerinde tanimhi skew polinom

halkas1
Fylx,0] ={ap+aix+-+ax" |a; € Fy, 0<i<n}

olup yukaridaki sonuca gore
n ¢gifttir < x* — 1’in trettigi ideal ¢ift taraflidir ve X" — 1 € Z(Fy[x, 6])’dur.
n tektir < x" — 1’in rettigi ideal ¢ift tarafli degildir ve x" — 1 ¢ Z(Fy[x, 6]) dur.

Ornegin x* — 1’in iirettigi ideal ¢ift taraflidir, ¢iinkii ax? +x+ 1 € F4[x, 0] igin

(P —D(ax+x+1)=rox’ +° + x> —ax? —x— 1

=02+ P —ax? —x—1

2

= ch4+x3—|—x2—ocx —x—1
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olup

(ax®+x+ D=1 =ox’® —ox’ +x° —x+x*— 1
=ax*+ 3+ —a?—x—1

=2 —D(ox*+x+1)

elde edilir. Diger yandan x> — 1’in iirettigi ideal ¢ift tarafli degildir, ciinkii ox®> +x+ 1 €

Fy[x, 0] icin

(X —D(ax?+x+1) =x o’ +2°04+x —ax* —x—1

2

=0 (a)x" +x%4+x° — o —x—1

= a2x7+x6+x5 —oxt—x—1

olup

> —ch2+x6—x—l—x5 —1

(ax? +x+1)(x° —1) = ax’x
=ox' +x0+x —ax’ —x—1

£ =1) (x> +x+1)

elde edilir.

2.4. CEBIRSEL KODLAMA TEORISI

A={ay,ay,...,a,} kilmesini goz oniine alalim. Burada A kiimesi kod alfabesi, A kiimesinin
bir eleman1 bir bit olarak adlandirilir. wi,wo,...,w, € A olmak lizere w = wiwy...wy,
seklindeki bir diziye n uzunluklu g-lu bir kelime denir. w ayn1 zamanda (wy,wy,...,wy)

veya (wiwy ... wy) vektorii olarak da diistiniilebilir.

Ayn1 n uzunluga sahip g-lu kelimelerin bog olmayan bir C alt kiimesine g-lu blok kod denir.
C kiimesinin her elemanina ise kod kelimesi ad1 verilir. C i¢indeki kod kelimelerinin sayisina
C’nin biiyiikliigii (size) denir ve |C| ile gosterilir. Uzunlugu n ve eleman sayist M olan bir

kod (n,M) kod seklinde ifade edilir.

Kod alfabesi olarak, g elemanli bir sonlu cismin alindigini varsayalim ve bu cismi F;, =
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{0,1,...,q— 1} ile n uzunluklu ¢-lu elemanlarin kiimesini de

F/={(a1az...an) |ai € Fy, 1 <i<n} (2.15)

ile gosterelim. F7' kiimesinin elemanlar1 vektor veya kod kelimesi olarak adlandirilir. Bu

kiimenin eleman sayis1
=1k =4"

dir. C, Fj kiimesinin bir alt kiimesi ise C’ye g-lu bir kod denir. Ozel olarak iki elemanli cisim
olan F, = {0,1} kod alfabesi iizerinde tanimlanan koda ikili kod (binary code) denir. Ug
elemanli F3 = {0,1,2} cismi alfabe olarak alinirsa, F3 iizerindeki koda ii¢lii kod (ternary

code) denir.
Ornek 2.4.1.
i) C; =400, 01, 10,00} C F22 bir (2, 4)-kodudur.
ii) C; ={000,011, 110, 101} C F23 bir (3, 4)-kodudur.
iii) C3 = {00000, 01101, 10110, 11011} C F25 bir (5, 4)-kodudur.
Bir A alfabesi iizerinde n uzunluklu x ve y gibi iki kelime alalim. x ile y arasindaki Hamming

uzakhk, x ve y’nin birbirinden farkli basamak sayis1 olarak tanimlanir ve d(x,y) seklinde

gosterilir. Buna gore x = x1x;...x, ille y = y1y; ...y, arasindaki Hamming uzaklik

17 Xi 7éyl .
d(x,y):d(xl,y1)+d(x2,y2)+-~-+d(xn,yn) > d(xivyi): ; 1<i<n

07 Xi=DYi

seklinde ifade edilebilir. Ornek 2.4.1°de verilen F25 tizerindeki C3 kodunun 01101 ile 11011

kod kelimelerinin arasindaki Hamming uzaklik
d(01101,11011) =14+0+14+14+0=3
iken Fz3 tizerindeki C; kodunun 011 ile 101 kod kelimelerinin arasindaki Hamming uzaklik

d(011,101) =1+1+0=2
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dir.

Onerme 2.4.2. x,y ve z bir A alfabesi iizerinde uzunlugu n olan kelimeler olsun. Buna gére,

Hamming uzaklik bir metrik fonksiyonudur, yani

) dx,y)=0&x=y
i) d(x,y) =d(y,x)

iii) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) (Uggen esitsizligi)

kosullar1 saglanir.

Ispat. Hamming uzaklik fonksiyonunun i), ii) ve iii) kosullarim gercekledigini gosterelim:

x,y,z bir A alfabesi lizerinde uzunlugu n olan kelimeler olmak iizere

i) d(x,y) =0« d(x1,y1) +d(x2,y2) 4+ +d(x4,9,) =0
<:>d(x17y1) = 07 d(x27y2) = 07 ceey d(xnayﬂ) =0
XL =Y1,X2=Y2, .-, Xn = Yn

Sx=y

11) d(X,y) = d(Xl,y1> +d(x27)’2) + +d(xn7yn)
=d(y1,x1) +d(y2,x2) + - +d(yn,xn)
d(y,x)

i) x=y = d(x,y) =0<d(x,2)+d(z,y).

x # yise x; # y; olacak sekilde en azindan bir i € {1,2,...,n} vardir. O halde ti¢ farklt durum

vardir, bu durumlar

Xi#zi ve yi#zu 1+1=2=d(xi,z;) +d(yi,zi)
xi#zve yi=z = dxiy)=1<9140=1=d(x,z)+d(y,z)

Xi=2 Ve YiF#z 0+ 1=1=d(x;,z)+d(yi,z)
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seklinde incelenir. Buradan
d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)

elde edilir.

C, A alfabesi iizerinde bir kod ve C kodunun i¢inde en az iki kod kelimesi olsun. C kodun

minimum Hamming uzakhgi d(C) ile gosterilir ve
d(C) = min{d(x,y) [ x,y € C, x # y} (2.16)

olarak tanimlanir. Uzunlugu n, eleman sayis1t M ve minimum Hamming uzaklig1 d olan
bir kod (n,M,d)-kodu olarak ifade edilir. Burada n, M ve d kodun parametreleri olarak

adlandirilir.

s bir pozitif tam say1 ve C bir kod olsun. Eger bir kod kelimesinde s veya s’den daha az sayida
hata meydana geldiginde, ortaya ¢ikan kelime C’nin bir kod kelimesi degilse C koduna s hata
fark edebilen bir kod ad1 verilir. Eger C kodu s hata fark edip s+ 1 hatay1 fark edemiyorsa
C koduna tam s hata fark edebilen kod denir.

t bir pozitif tam say1 ve C bir kod olsun. Minimum uzaklik kodlamasi ¢ veya ¢’den daha az
hatay1 dogrulayabiliyorsa C koduna ¢ hata diizelten kod ad1 verilir. Eger ¢ hata diizeltip 7 + 1

hatay1 diizeltemiyor ise, C koduna tam ¢ hata diizelten kod ad1 verilir.

Ornek 2.4.1°de verilen Cy, C, ve C; kodlarinda C, tam 1 hata fark edebilen koddur ¢iinkii
C>’deki her kod kelimesinde 1 hata gelirse elde edilen kelime C,’nin bir eleman1 degildir. C3
tam 1 hata diizelten koddur, ciinkii C5’teki her kod kelimesinde 1 hata meydana gelirse elde

edilen kelime C3’iin bagka bir kod kelimesinden’1 hata ile elde edilememektedir.

Teorem 2.4.3. Bir C kodunun s hata fark edebilen kod olmasi icin gerek ve yeter kosul

d(C) = s+ 1 olmasidur, yani eger d(C) = d ise C kodu tam d — 1 hata fark edebilir.

Ispat. d(C) > s+ 1 oldugunu varsayalim. x € C olsun. x kod kelimesinin en fazla s hata ile

x olarak iletildigini varsayalim. Bu durumda

1 <d(x,x')<s<d(C) = d(x,x')<d(C)
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olur. Aynt zamanda d(C)’nin tanimindan
xXégc
elde edilir. O halde C kodu s hata fark edebilir.
Diger yandan eger d(C) < s+ 1, yani d(C) < s ise
1 <d(c1,c2) =d(C) <s

olacak sekilde ¢, ¢, € C vardir. Bu durumda ¢ kod kelimesi d(C) hatanin meydana gelmesi
ile ¢y olarak, yani C’deki diger bir kod kelimesi olarak ulasabilir. Boylece C, s hata fark
edebilen kod degildir. Dolayisiyla C kodu s hata fark edebiliyorsa d(C) > s+ 1 dir.

d(C) = d ve x kod kelimesinin tam d hata ile gonderildigini varsayarsak
d(x,x') =d=d(C)

olacagindan x’' elemaninin C’nin eleman1 olup olmadig1 belirlenemez. Dolayisiyla C kodu

tam d — 1 hata fark edebilen koddur.

Teorem 2.4.4. Bir C kodunun 7 hata diizelten kod olmas: i¢in gerek ve yeter kosul d(C) >
2t + 1 olmasidir, yani eger d(C) = d ise C kodu tam | | % || hata diizelten koddur.

Ispat. d(C) > 2t + 1 oldugunu varsayalim. x € C olsun. x gonderilirken en fazla ¢ hata
meydana geldigini ve x’ olarak elde edildigini varsayalim. Bu durumda d(x,x’) <t¢. Bu

durumda y € C\{x} kod kelimesi i¢in ii¢gen esitsizliginden
d(x,y) <d(x,x')+d(x,y)

olup
2t+1<d(x,y) <t+d(¥,y)

bulunur. Buradan

2t+1<t+d(x,y)
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= t+1<d(X,y)
= d(x,x) <t <d(x,y)

elde edilir. Boylece, eger minimum uzaklik kodlamasi kullaniliyorsa, x’, x olarak (yani dogru

olarak) diizeltilecektir. O halde C kodu ¢ hata diizeltir.

2.4.1. Lineer Kodlar

g bir asal saymin kuvveti, F, alfabe kiimesi ¢ elemanli GF(g) Galois cismi ve V(n,q)
vektor uzayr Fi' sirali n-lilerin kiimesi olarak goz oniine alinsin. Ayrica bir (X1,X%2, ., Xn)
vektorii xjx;...x, olarak yazilacaktir. GF(q) tizerindeki bir lineer kod bir n pozitif tam
sayist igin V (n,q) vektor uzaymin bir alt uzayidir. Dolayistyla bir lineer kodun bir elemant,
kod kelimesi yerine vektor olarak da adlandirilabilir. C kiimesi V (n, ¢) vektor uzayinin bostan
farkli bir alt kiimesi olsun. Bu durumda @ # C C F7 alt kiimesinin bir lineer kod olabilmesi

icin gerek ve yeter kosul

i) Herx,ye Cicinx+yeC,

ii) Herx € Cveher A € F,igin Axe€ C

olmasidir. Ozel olarak F> = {0, 1} kiimesinin elemanlart ile olusturulan bir ikili kodun lineer
olmasi icin gerek ve yeter kosul kiimedeki herhangi iki kod kelimesinin toplaminin yine o

kiimenin i¢indeki bir kod kelimesi olmasidir.

Eger C, V(n,q) vektor uzaymin k boyutlu bir alt uzay: ise, C lineer koduna [, k] kod denir.
Ustelik bu gosterilise kodun minimum uzaklig1 olan d eklenmek istenirse o halde C kodu

[n, k, d] ile gosterilir.

Eger C, V(n,q) vektor uzaymin bir alt uzayi ise C tam olarak ¢* tane vektor icerdiginden
g-lu bir [n, k, d] kodu aslinda g-lu (n, ¢*, d) kodudur. Fakat tersi dogru olmayabilir. Ornegin;
(11, 24, 5) kodu lineer degildir, ¢linkii 24 sayis1 herhangi bir asalin kuvveti geklinde

yazilamaz.

Herhangi bir x = xjx; ...x, € C kod kelimesi igin w(x) ile gosterilen x’in Hamming agirhg:
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x’in sifirdan farkli bilesen sayisidir ve
w(x) = {x; #0|0<i<n} (2.17)

seklinde ifade edilir. Bir lineer kodun sifirdan farkli kod kelimelerinin en kiiciik Hamming

agirhigina kodun Hamming agirhgi denir ve
w(C) = min{w(x) | x € C\{0}} (2.18)

seklinde ifade edilir. Lineer kodlarin en kullanigsh 6zeliklerinden biri, bir lineer kodun

minimum Hamming uzakli§inin verilen kodun Hamming agirligina esit olmasidir, yani
d(C)=w(C)

olmasidir. Bu esitligi ispatlamadan 6nce asagidaki sonucu ispatlayalim.
Onerme 2.4.1.1. x,y € FJligin d(x,y) = w(x —y) dir,

Ispat. x = (x1,x2,...,%:), Y = (¥1,Y2,...,Yn) € F7 olsun. 1 <i<nigin

L s xi#yi
d(xiayi) =
0 sxi=yi
=w(x; — i)
oldugundan

d(x,y) =d(x1,y1) +d(x2,y2) + - +d(xn,yn)

=w(xi —y1)+wo—y2)+---+w(xy—yn)

w(x—y)
elde edilir.

Teorem 2.4.1.2. Bir C lineer kodu i¢in d(C) = w(C) dir.

Ispat. Bir kodun minimum Hamming uzaklig1 tanimindan d(C) = d(x,y) olacak sekilde

x,y € C vardir. Onerme 2.4.1.1°e gore d(C) = d(x,y) = w(x —y) > w(C) dir. Diger yandan
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w(C) = w(z) = d(z,0) > d(C) olacak sekilde bir z € C vardir. O halde d(C) > w(C) ve
w(C) > d(C) oldugundan d(C) = w(C) elde edilir.

Tanim 2.4.1.3. C, F, iizerinde tanimli lineer bir [n, k] kodu olsun. Satirlar1 C kodunun bir
baz1 olan matrise C kodunun bir iirete¢ matrisi denir ve genellikle G ile gosterilir. C bir

[n, k| lineer kod ise C’nin her iirete¢ matrisi k X n boyutlu olur.
Ornek 2.4.1.4.

i) Ornek 2.4.1°de verilen F23 tizerindeki C; kodu i¢in bir iirete¢ matrisi

011
1 01

Gy =

dir.

ii) Fy tizerinde tammli uzunlugu n olan tekrarh kod (repetition code), iirete¢ matrisi

G=<1 1. . 1)
1xn

olan bir [n, 1, n| koddur.

Bir vektor uzayinin birden fazla bazi oldugundan ve bir lineer kodun kendisi de vektor uzay1
oldugundan dolay1 bir lineer kodun birden fazla iirete¢ matrisi de olabilir. Eger sabit bir baz
secilirse, bu baz ile ifade edilen iirete¢ matrisinin satirlarinin permiitasyonu ile farkl iireteg
matrisleri elde edilebilir. Bir lineer kodun iirete¢c matrisinin satirlarina siitunlarina elemanter
satir-siitun iglemi yapilarak iirete¢ matrisi [[; | A] seklinde 6zel bir forma getirilebilir ve
olusturulan bu forma standart iirete¢ matrisi denir, burada [, k boyutlu birim matris ve

A, k x (n— k) formunda bir matristir.

Ornek 2.4.1.5. Ornek 2.4.1°de verilen F23 iizerindeki C; = {000, 011, 110, 101} kodu i¢in

bir iirete¢c matrisi

011
1 01

Gy =
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ile verilir. G, tirete¢ matrisinin satirlarinin yerleri degistirildiginde elde edilen iirete¢ matrisi

1 01
011

standart iirete¢ matrisidir.

2.4.2. Dual Kod ve Kontrol Matrisi

C, F} tizerinde tamml1 bir [, k] lineer kod olsun. Fy kiimesinden alinan herhangi iki eleman

X =X1X2...X, V€Y =Y1y2...Y, olsun. Denklem 2.8’de verilen, x ile y’nin i¢ carpimi olan
n
<X,y > = Z XiYi
i=1
= Xy1txy2 -+t Xnyn
skaleri gz oniine alalim. C’nin dual kodu C* ile gosterilir ve

Ct={x€F)|(xy)=0,VyeC} (2.19)

seklinde ifade edilir. 7' izerinde tanimli bir C lineer kodu i¢in

 C C C* ise C’ye kendine dik (self-orthogonal) kod denir ve dim(C) < g dir,
 C = C" ise C’ye kendine dual (self-dual) kod denir ve dim(C) = g dir.

Onerme 2.4.2.1. C, F, iizerinde taniml, iireteg matrisi G olan bir [n, k| kod ve x =

X1X2... X, € Fq” bir vektor olsun. Bu durumda
xeCtexGh =0

dir, burada G?, G matrisinin transpozunu gostermektedir [6].

Teorem 2.4.2.2. C, F, iizerinde tanimli bir [n, k| lineer kod olsun. Bu durumda ct, F,

tizerinde [n, n — k| lineer koddur [6].
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Ornek 2.4.2.3. C = {0000, 0011, 1100, 1111}, F iizerinde taniml, iiretec matrisi

1 100
0 011

olan bir [4, 2] koddur. C = C* olup C kendine dual koddur.

C* dual kodunun iiretec matrisi H ile gosterilir ve H’ye C’nin kontrol matrisi denir. Bu
matris dual kodun iireteci oldugundan dolay1 standart formu da mevcuttur ve bu form [B |

I, seklinde gosterilip B bir (n — k) x n formunda bir matristir.

Teorem 2.4.2.4. C, F, iizerinde taniml1 ve standart iirete¢ matrisi [l | A] seklinde bir [n, k|

kod olsun. Bu durumda C’nin kontrol matrisi [-A” | I, ;] seklindedir [6].

Teorem 2.4.2.5. C, F iizerinde tamml bir lineer kod olsun. Bu durumda

. |C| = qdim(c)
« C* bir lineer koddur ve dim(C) + dim(C+) = n

° (CL)L =C

dir [8].

2.4.3. Devirli Kodlar

Devirli kodlar, en 6nemli kod siniflarindan biri olup teorik acidan zengin bir cebirsel yapiya
sahiptirler. Bir devirli kodun bir polinom ile temsil edilebilmesi uygulamada olduk¢a 6nemli
faydalar saglamaktadir. Ustelik ikili Hamming kodlar, Golay kodlar ve BCH kodlar gibi

bir¢cok 6nemli kod, devirli kodlara denktir.

Tanim 2.4.3.1. Uzunlugu 7 olan bir C kodu i¢in

1) C lineer kod,

i1) Herxixp...x, € Cigin x,x1...x,—1 €C

kosullar1 saglaniyorsa C’ye devirli kod denir.
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Ornek 2.4.3.2.

i) C = {000,011, 110, 101}

seklinde verilen kod F, iizerinde bir devirli koddur.

ii) C =4{0000, 1001, 0110, 1111}

seklinde verilen kod F; lizerinde devirli kod degildir, ¢iinkii 0110 € C olmasina ragmen

0011 ¢ C dir.

1 01 1
um) C = (xl X ) ‘XI,XQ EF3}
011 2

= {0000,0112,0221,1011, 1120,1202,2022,2101,2210}

seklinde verilen kod F3 iizerinde bir devirli kod degildir, ciinkii 0112 € C olmasina
ragmen 2011 ¢ C’dir.

Tanim 2.4.3.3. F bir cisim ve a(x),b(x) # 0 € F[x] herhangi iki polinom olsun. Bu durumda
a(x) = q(x)b(x) +r(x); degr(x) < degb(x)

olacak sekilde tek tiirlii belirli g(x),r(x) € F[x] vardir [6].

Ornek 2.4.34. a(x) = x> +x+ 1, b(x) = x> +x+ 1 € B[x] olsun. a(x) ile b(x)’e bolme

algoritmasi uygulanirsa
CAx+l=0+x+Dx—1)+(x+2); deg(x+2) =deg(x—1)

elde edilir.

Tamim 2.4.3.5. g(x), h(x), f(x) € F[x] olsun. Eger f(x) | g(x) —h(x) ise g(x) ve h(x) modiilo
f(x) denktir denir ve

g(x) =h(x) (mod f(x)) (2.20)

seklinde gosterilir.

F cismi olarak ¢ elemanli F; sonlu cismi alinsin ve f(x) € F[x] ve deg f(x) = n olsun. Bu
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durumda

Fylx]/ f(x) = {a(x) € Fylx] | dega(x) < n}

={ap+aix+-+a, 1 X" |a;€F,0<i<n—1}

(2.21)

kiimesini goz Oniine alalim. Bu kiime iizerinde

+1 (Bl /() x (Fgla] /£ (x)) — Fylx] / f(x)
(a(x),b(x)) — a(x)+b(x) (mod f(x))

veE

(Bl /f(x0) x (Bl /f(x) — Fylx]/ f(x)
(a(x),b(x)) — a(x)b(x) (mod f(x))

seklinde tanimli iglemlere gore Fy[x] / f(x), eleman saysi ¢" olan bir halkadir [6].
Ornek 2.4.3.6. F>[x] polinom halkasini ve x> + x -+ 1 polinomunu g6z oniine alalim.
Fz[x]/(xz—f—x—i— 1) ={a(x) € F>[x] | dega(x) < 2}

= {ao-l-apc | ap,d) € Fz}

={0,1,x, 1 +x}

olur. F[x]| / (x> + x + 1) iizerinde tammlanan toplama ve carpma islemlerine gore islem

tablolar1 asagidaki gibidir:

+ 0 1 X I+x 0 1 X I+x
0 0 1 X I+x 0 0 O 0 0
1 1 0 I+x x 1 0 1 X I+x
X X I+x O 1 X 0 X I+x 1
I+x|1+x x 1 0 I+x |0 1+x 1 X

P[x]/(x* + x+ 1) sadece bir halka degil ayn1 zamanda bir cisimdir, iinkii bu kiimedeki

sifirdan farkli her elemanin carpmaya gore tersi vardir.

Teorem 2.4.3.7. F bir cisim, F iizerindeki polinomlarin kiimesi F[x] ve f(x) € F|[x] olsun.
Bu durumda F[x]/f(x) bolim halkasinin bir cisim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f(x)

polinomunun indirgenemez olmasidir [6].
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Simdi
Fylx] /(X" = 1) = {a(x) x] | dega(x) < n}
kiimesini goz oniine alalim, burada

=1 (modx"—1) = x*'=x (modx"—1)

= X2 =x> (modx"—1)

dir. f(x) = 5x® + 6x° + x* polinomunun (mod x° — 1) hangi kalan sinifinda oldugunu

bulalim: x> = 1 (mod x° — 1), 2® = x (mod x> — 1), x” = x> (mod x° — 1) ve x® = x°

(mod x° — 1) oldugu kullanilarak

fx)=53+6°+x* =53 +6+x* (mod x°—1)
elde edilir.
Devirli kodlarin kargilik geldigi cebirsel yapr i¢in

m:F — Fq[x]/(x” —1)

olmak tizere

(ag,at,...,an—1) — agp tapx -+t a1 X!

seklinde verilen 7 tasviri gdz Oniine alinir. 7 tasviri bir Fy-lineer doniisiimdiir. Bu tasvir ile

F"deki bir
a= (a07a17 v 7an71)

vektorii yerine Fy[x] /(x" — 1) deki
n—1 )
= Z aix' =apg+ax+---+a,_1x"

i=0

polinomu karsilik gelir [8].
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Simdi a(x) =ap+ajx+---+ Ay X1 polinomu x ile ¢arpildiginda

xa(x) = x(ag+aix+---+a,_1x" 1)
=apx+a1 x>+ -+ a,_1x"
=y +aox+ax® + - +a,_ox"!

— (an—laa07 cee 7an—2)

esitligi elde edilir. Yani bu polinoma (ag,ay,...,a,—) vektorii kargilik gelirken bu polinom x
ile carpildiginda elde edilen polinoma (a,_1,ao, - . .,a,—2) vektorii karsilik gelir. Dolayisiyla
bir polinomu x ile carpmak tek bir devirsel 6telemeye karsilik gelir ve benzer sekilde x™ ile

carpmak m tane devirsel 6telemeye karsilik gelir.

Teorem 2.4.3.8. R, = F,[x]/(x" — 1) halkas iizerindeki bir C kodunun devirli olabilmesi

icin gerek ve yeter kosul
i) a(x), b(x) € Cigin a(x)+b(x) € C,
ii) a(x) € C ve r(x) € R, igin r(x)a(x) € C
kosullarmnin saglanmasidir. Diger bir deyisle, i) ve ii) kosullart R, = F,[x] /(x" — 1) halkast

tizerindeki bir C kodunun devirli olabilmesi icin gerek ve yeter kosulun C’nin R, ’nin bir

ideali olmasi gerektigini ifade eder.

Ispat. a(x) =ag+ax+---+a, (X" ' €Cve r(x)=rg+rx+---+r,_1x""! €R, olsun.
C’nin R, izerinde devirli kod oldugunu varsayalim. O halde C bir lineer koddur ve 1) kosulu

saglanir. C devirli oldugundan xa(x) € C, x(xa(x)) = x?a(x) € C, ... dir. Boylece

r(x)a(x) = (ro+rx+---+ rn_lx"_l)a(x)

= roa(x) 4+ rixa(x) + -+ r_ X" lalx) € C

olup ii) kosulu da saglanir.
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Simdi i) ve ii) kosullarinin saglandigini varsayip r(x) = x olarak alimirsa

r(x)a(x) = xa(x)
= x(ag+aix+---+a,_ 1¥" ")
=ay1 tapxt+a’ +--ta, X" eC
elde edilir. Dolayisiyla (a,—1,ao,...,a,—2) € C dir, yani C kodu devirli koddur.

Teorem 2.4.3.9. f(x) € R, olsun. Bu takdirde f(x) polinomu tarafindan iiretilen

polinomlarin kiimesi

(f(x)) ={a(x)f(x) | a(x) € Ry}
bir devirli koda kargilik gelir.
ispat. a(x),b(x) € (f(x)) ve r(x) € R, olsun. Bu durumda a(x) = r1(x)f(x) ve b(x) =
r2(x) £ (x) olacak sekilde r(x), 7>(x) € R, vardir. Buradan
D) a(x) +b(x) = ri(x) f(x) +r2(x) f(x) = (r1(x) +r2(x)) f(x) € (f(x))
i) r(x)a(x) = r(x)(r1(x) f(x)) = (r(x)r1(x)) f(x) € (f(x))

elde edilir. Teorem 2.4.3.8’e gore (f(x)) bir devirli koda karsilik gelir.

Ornek 2.4.3.10. R; = F[x] /(x> — 1) halkast iizerinde 1 +x? polinomu ile iiretilen devirli
kodu bulalim.

R3 :Fz[x]/(x3 —1) = {ap+aix+axx* | ap,a;,ar € B}

={0,1,x, 1 +x, o142 x+x2, 1+ x+x%}
polinomlarina karsilik gelen vektorlerin kiimesi

F} = {(ag,a1,a) | ap,a1,ay € B}

= {000,001,010,011,100,101, 110,111}
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dir. Simdi

C=(14+x%

= {a(x)(1+2%) | a(x) € R3}

kiimesini bulalim.

25 a(x) € Rz a(x)(1+x?) (mod x*—1)

000 0 0

001 x? Rxt=x+x2

010 X x+x3=14x

011 x4 x2 XX+ 2+ =14+ 2+ 2 =142
100 1 1+x2

101 1 +x? P2 Hl=1422+x=14x
110 14+x 1+ X2+ x4+=24x+x2=x+x2
111 14 x+x2 l+x4+24+2+34+x*=0

Tablo 2.1: 1 + x? polinomu ile iiretilen, uzunlugu 3 olan ikili devirli kodun elemanlar:

Tablo 2.1°den

C=(14x*)={0,1+x, 14+x* x+x°}
— {000, 011, 110, 101}
elde edilir. Teorem 2.4.3.9’a gére C = (1 +x2) bir devirli koddur.

Teorem 2.4.3.11. C, R, iizerinde sifirdan farkli bir devirli kod olsun. Bu takdirde

i) C’de g(x) ile gosterilen tek tiirlii belirli en kiigiik dereceli bir monik polinom vardr,
i) C = (g(x)),

iii) g(x) | (x" —1)

dir [6].
Ispat.

i) C’de g(x) ve h(x) en kiigiik dereceli iki monik polinom olsun. O halde g(x) — h(x) € C
ve deg (g(x) — h(x)) < degg(x) dir. Eger g(x) —h(x) # 0 ise uygun bir skaler ile g(x) —
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h(x) ¢arpilarak bir monik polinom elde edilebilir, bu ise g(x)’in en kiiciik dereceli

olmasi ile celisir.

ii) a(x) € C olsun. Bolme algoritmasina gore

a(x) = q(x)g(x) +r(x); degr(x) < degg(x)

olacak sekilde ¢(x), r(x) € R, vardir. r(x) = a(x) — g(x)g(x) € C ve degr(x) < degg(x)
oldugundan r(x) = 0 elde edilir. O halde a(x) = g(x)g(x) ve boylece C = (g(x)) elde

edilir.

iii) BoOlme algoritmasina gore
X' =1 =qi(x)g(x) +r1(x); degri(x) <degg(x)

olacak sekilde g (x),r1(x) € R, vardir. r(x) = (x" — 1) — g1 (x)g(x) € C ve degri(x) <
deg g(x) oldugundan r|(x) = 0 elde edilir. Buradan x" — 1 = ¢;(x)g(x) olup ve g(x) |
(x" — 1) elde edilir.

Sonug 2.4.3.12. F;’de her devirli koda karsilik gelen, F; lizerinde monik ve x" — 1’1 bdlen

bir polinom vardir.

Tanmim 2.4.3.13. C, R, iizerinde sifirdan farkli bir devirli kod olsun. Teorem 2.4.3.11°de

belirtilen g(x) polinomuna C kodunun iirete¢ polinomu denir.

Bir C devirli kodunu, iirete¢ polinomundan farkli polinomlar da iiretebilir, yani ayni kod
birden ¢ok polinom ile de iiretilebilir, ancak Teorem 2.4.3.11°de verilen iirete¢ polinomu

tektir.

Ornek 2.4.3.14. Ornek 2.4.3.10’da verilen C kodu, 1+ x? tarafindan iiretilir, ancak asagidaki

tablo C kodunun 1 + x polinomu ile de iiretildigini gosterir.

C={(14+x*=(1+x)
={0, 1 +x, I +x%, x+x°}
— {000, 011, 110, 101}
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F a(x) € R3 a(x)(14x) (mod x* — 1)

000 0 0

001 X2 =142

010 X X+ x?

011 x+x2 X+ =x+2°+ 3 =14x
100 1 14+x

101 1 4 x2 l4+x+x2 4+ =14+x+x2+1=x+x2
110 1+x 1+2x+x2 =144

111 14 x+x2 l4x4+x24+x+224+x=0

Tablo 2.2: 1 + x polinomu ile iiretilen, uzunlugu 3 olan ikili devirli kodun elemanlari

Yani C’yi hem 1+ x hem de 14 x? iiretir. Teorem 2.4.3.11°e gore derecesi en kiiciik olan
monik polinom iirete¢ polinomu olarak adlandirilir ve tektir, buradaki C kodu i¢in iirete¢
polinomu g(x) = 1 +x dir. Aym zamanda x* + 1 = (1 +x)(x — 1) saglanr, yani (x — 1) |
(x? +1) tir.

Teorem 2.4.3.11’in iii) sikki, uzunlugu n olan biitiin devirli kodlarin bulunabilmesi icin bir

yontem verir. Bu yontem icin x* — 1 polinomunun ¢arpanlara ayrilisin1 bulmak yeterlidir.

Ornek 2.4.3.15. F; iizerinde, uzunlugu 3 olan biitiin devirli kodlar1 bulalim.

R :Fz[x]/(x3 —-1)= {a0+a1x—|—a2x2 | ap,ar,az € F»}

={0, 1, x, I +x, X2, 1422, x+x2, 1+x—|—x2}
x® — 1 polinomunun F iizerindeki carpanlara ayrilisi
3 _ 2
X —=1=x+1)x"+x+1)

seklindedir. Bu durumda, F, iizerinde, uzunlugu 3 olan biitiin devirli kodlarin iireteg

polinomlar1
gilx) = 1
gx)= x+1
@)= X4+x+1
ga(x) = ¥ —1

dir. Bu polinomlar ile iiretilen devirli kodlar asagidaki tabloda verilmistir:
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Ureteg Polinomu  C; = {g;(x)) C CF;

g1(x)=1 Ci =R; C; = {000,001,010,011,100,101,110, 111}
g(x)=x+1 Cy={0,14+x, 1+x%, x+x*} C,=1{000,011,110,101}
g(x)=x*+x+1 C={0,14+x+x*} C; = {000,111}

g(x)=x"—1 Cy = {0} C4 = {000}

Tablo 2.3: F, iizerinde, uzunlugu 3 olan tiim devirli kodlar

Teorem 2.4.3.16. x" — 1 € F,[x| polinomunun indirgenemez monik ayrilig1

1= flpl.mf(x)
i=1

— P ()P (x) - P ()

seklindedir, burada 1 < i < r igin m; > 0 dir ve P;(x) monik indirgenemez polinomlardir.
Teorem 2.4.3.11 ve Teorem 2.4.3.16’ya gore, F lizerinde, uzunlugu n olan tam olarak
[T0mi+1) = (m1 +1)(ma +1) - (m + 1)
i=1
devirli kod vardir [8].

Lemma 2.4.3.17. r bir tam say1 olamk iizere, g(x) = go + g1x+ - - + g-x" uzunlugu n olan

bir devirli kodun iirete¢ polinomu olsun. Bu durumda gg # 0 dir.

Ispat. g(x) iirete¢ polinomu oldugundan kod kelimelerine karsilik gelen polinom
kiimesindeki derecesi en kii¢iik olan monik polinom g(x) dir. x” = 1 (mod x" — 1)

oldugundan x"~! = x~! (mod x" — 1) olur. Eger g = 0 olsaydh,

M lg(x) =xg(x)
=x Ngix+gox?- -+ gx")
=g +gx+-+gx eC

olurdu ki, deg (x* 'g(x)) < r—1 < r = degg(x) celiskisi elde edilirdi. Dolayistyla go # 0
dir.

Teorem 2.4.3.18. C, F, iizerinde, uzunlugu n olan bir devirli kod ve C’nin iirete¢ polinomu
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g(x) =go+gix+---+g~x" olsun. Bu durumda dim(C) = n — r dir ve C’nin iirete¢ matrisi

g 81 82 --- 8r 0O 0 ... 0 g(x)
0 g0 &1 & - g 0 ... 0 xg(x)
G=]10 0 g & & - 8r f = x*g(x) (2.22)
n—r—1
0 0 ... 0 g & & - 8 ) aryin X g(x)
seklindedir.

Ispat. C kodu F, tizerinde vektor uzay1 oldugundan ve iirete¢ matrisinin satirlar1 C’nin bazi
oldugundan G’nin satirlarinin lineer bagimsiz oldugu ve C’yi iirettigi gosterilmelidir. Ik
olarak G’nin satirlarinin lineer bagimsiz bir kiime oldugunu ispat edip sonra bu kiimenin F

tizerinde C’yi iirettigini ispat edelim.

Satirlardaki gg’larin altindaki elemanlar O oldugundan G matrisi satir eselon formdadir ve

G’nin satirlart lineer bagimsizdir.

Eger a(x) € C ise a(x) = g(x)g(x) olacak sekilde bir g(x) € F[x] polinomu vardir ve kod

kelimelerinin uzunlugu » oldugundan dega(x) < n dir. F;, cisim oldugundan

dega(x) = degq(x) +deg g(x)
olur ve boylece

degg(x) +degg(x) <n
= degqg(x) < n—degg(x)

=degq(x) <n—r
elde edilir. Buradan

a(x) = q(x)g(x)

nfrfl)

=(qo+qix+- +qu_r_1x g(x)

= qog(x) + q1xg(x) + q2x’g(x) + - + qnr1 X" g(x)

bulunur. O halde G’nin satrlar1 C’yi tiretir. Dolayisiyla, G matrisi, C’nin lirete¢ matrisidir ve
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iirete¢ matrisinin satirlarinin sayis1 C’nin boyutu oldugundan dim(C) = n — r dir.

Ornek 2.4.3.19. F; iizerinde, uzunlugu 4 olan biitiin devirli kodlari bulup bu kodlarin iireteg

matrislerini yazalim.

x* — 1 polinomunun F; iizerinde carpanlara ayriligt

A=)+ +x+1)
=(x—Dx—-2)(*+1)

seklindedir. Uzunlugu 4 olan devirli kodlarin iirete¢c polinomlar1 ve karsilik gelen iireteg

matrisleri asagidaki tabloda verilmistir.

Ureteg Polinomu Ureteg Matrisi
1 00O
0100
ailx) =1 Gi=loo1o0|=H
0 0 01
-1 1 0 O
g2(x) =x—1 G=| 0 -1 1 0
0O 0 -—-11
1 100
83(x) =x+1 Gz=0110
0 011
1 010
— 2 _
ga(x) = +1 G4_(0 10 1)
-1 0 1
— (y_ — 2 _ —
g =@Cx—1)(x+1)=x*—1 Gs (O 10 )
ge(X)=(x-1)*+1)=x-x*+x—1|Ge=(-1 1 -1 1)
g@)=@+D)EFP+)=x+x4x+1|G=(1 11 1)
gs(x) =x*—1=0 Gs=(0 00 0)

Tablo 2.4: Uzunlugu 4 olan devirli kodlarin iirete¢ polinomlar1 ve karsilik gelen iireteg
matrisleri
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Ornegin Tablo 2.4’e gore

C1:{<a1 a as a4>14|a,~€F3,1§i§4}
:{<a1 a as a4>\ai€F3,1§i§4}

— F34

CSZ{(CH a >G5|01702€F3}

:{< —ay —ay ay @ ) 101702€F3}

= {0000, 0201, 0102, 2010, 2211, 2112, 1020, 1221, 1122}

seklinde yazilir.

Tamim 2.4.3.20. C bir [, k] devirli kod ve C’nin iirete¢ polinomu g(x) olsun. Bu durumda,

g(x) | (x*—1) oldugundan
X' —1=g(x)h(x)

olacak sekilde bir /(x) polinomu vardir. g(x) monik oldugundan, /(x) polinomu da monik
polinomdur. degg(x) = n — k oldugundan degh(x) = k dir. Bu sekilde tanimlanan h(x)

polinomu C’nin kontrol polinomu olarak adlandirilir.

Teorem 2.4.3.21. C, R, iizerinde bir devirli kod, C’nin iirete¢ polinomu g(x), C’nin kontrol

polinomu /(x) ve R, nin bir elemant ¢(x) olsun. Bu durumda
c(x) €C< c(x)h(x)=0

dir.

Ispat. C, iireteg polinomu g(x) ve kontrol polinomu /(x) olan bir devirli kod oldugundan
X'—1=g(x)h(x)=0 (mod x"* —1)

dir. Bir ¢(x) € C elemant igin
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olacak sekilde bir a(x) € R, vardir. Buradan

elde edilir. Diger taraftan, c(x) € R, igin ¢(x)h(x) = 0 oldugunu varsayalim. ¢(x)’in g(x)’e

boliimii ile
c(x) = q(x)g(x) +r(x); degr(x) <degg(x) =n—k

olacak sekilde tek tiirlii belirli g(x), r(x) € R, polinomlar vardir. Buradan
deg (r(x)h(x)) = degr(x) +degh(x) <n—k+k

oldugundan
deg (r(x)h(x)) <n

elde edilir. Hipotez geregi c(x)h(x) = 0 oldugundan

elde edilir. Buradan
g(x)(x" —=1)+r(x)h(x) =0
olup
r(x)h(x) =0 (mod x" —1)
bulunur. deg (r(x)h(x)) < n oldugundan
r(x)h(x) =0

dir. h(x) # 0 ve F[x| sifir bolensiz oldugu igin (x) = 0 elde edilir. Bu durumda
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olup ispat bitmis olur.

Teorem 2.4.3.22. C devirli [, k] kod ve C’nin kontrol polinomu A(x) = ho +hyx+ - - - + Ik

olsun. Bu durumda C’nin kontrol matrisi

he ey . hh 0 0 ... 0
0 h Iy ... hh 0 ... 0

H— £ " . (2.23)
0 0 ... 0 I hy .. ho

(n—k)xn

seklindedir. Ustelik C*, iirete¢ polinomu
h(x) = h + hj_1x+ - - + hox*

olan bir devirli koddur.

Ispat. c(x) = co+c1x+cpx? 4 -+ el + o 1 ¥ 4+ -+ ¢, 17" € C olsun. Teorem

2.4.3.21°e gore
c(x) eC<c(x)h(x)=0
oldugundan

c(x)h(x) = cohg + coh1x + cohax® + -+ + cohp_1 51+ cohx®
+ crhox + c1hix® + crhax® + -+ cthg_ 1 X + e by T

+ c2h0x2 + c2h1x3 + c2h2x4 4+ -+ czhk_lka + czhkxk+2

+ ckhoxk + ckhlxk+1 + ckhzxk+2 + -4 ckhk_1x2k_1 + ckhkak

+ crpthod ™+ e X2 ep thod P e 7 e g
—f—Cn_]h())Cni1 +Cpthix" + cn_lhzx”“ + - +Cn_1hk,1xn+k72 +Cn_1hkxn+k71
=0

bulunur. Carpimin sonucu sifir oldugundan, 6zel olarak x x**! ... x"~! terimlerinin

katsaylar1 da sifirdir. Bu katsayilar sirasiyla,
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cohg +crhg—1 + -+ cx—1h1 + crho =0 — cile H’nin birinci satirin i¢ ¢arpimi

crhy+cohg—1 + -+ cpht + cir1ho =0 — cile H’nin ikinci satirin i¢ ¢arpimi

Cn—k—1hx + cpihg—1+ - +cp—ohy +cn—1thy =0 — cile H’nin (n— k). satirin i¢ carpimi

olarak ifade edilir. Yani herhangi bir (cg,cy,...,c,—1) € C kod kelimesi H matrisinin satirlart
ile ortogonaldir. Buradan C’in tanimindan H’nin satirlarnin C-in kod kelimeleri oldugu
elde edilir. Ustelik, h(x), derecesi k olan bir monik polinom olup H’nin satirlarindaki
hy’larin bulundugu siitunlarda /;’nin altindaki elemanlar 0 oldugundan H matrisi satir eselon
formdadir. Dolayisiyla H’ nin satirlar1 lineer bagimsizdir. H matrisinin satir sayisi n — k olup,
dim(C+) = n — k oldugundan H, C-’in bir iirete¢ matrisidir. Yani H, C igin bir kontrol

matrisidir.
Simdi

Fr(x ) =K ho+hix V- )
= hox* + X
=+ g1 x+ -+ hox*
= h(x)

oldugunu goz oniine alalim. x” — 1 = h(x)g(x) oldugundan
()" = 1=h(x""glx™")

olur ve esitligin her iki tarafi x" ile ¢arpilarak
K= 1) =X kg (x )

bulunur, buradan
1—x"= i_z(x)x"*kg(xfl)

olup h(x) | (x* — 1) sonucu elde edilir. Teorem 2.4.3.18’¢ gore (h(x)) bir devirli kod olup

iirete¢ polinomu /(x) ve iiretec matrisi H’dir.
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2.4.4. Kuantum Kodlar

Bu alt bolimde kuantum kodlarin daha iyi bir sekilde ifade edilebilmesi i¢in gerekli bazi

temel kavramlar verilecektir.

Tamm 2.4.4.1. K, R veya C olmak tizere X kiimesi K {izerinde bir vektor uzay1 olsun.

() :XxX—K

doniisiimii x,y,z € X ve o € K i¢in

e (x,x) >0 ve (x,x)=0&x=0

e (x,y) = (y,x) kompleks eslenigi

* (ox,y) = afx,y)

* )9 =X+ 0h2)
ozelliklerine sahip ise (-,-)’ye X iizerinde bir i¢ ¢arpim ve (X, (-,-)) ikilisine de i¢ ¢carpim
uzay1 veya (on Hilbert uzay) denir.
Tanim 2.4.4.2. (X,(-,-)) i¢ carpim uzay1 ve x € X herhangi bir eleman olsun. Bu x € X
vektoriiniin normu

Il = v/ x)

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.4.4.3. Bir (X, (-,-)) i¢ carpim uzay1 yukarida tanimlanan norma gore tam ise, yani
(X, (-,-)) icindeki her Cauchy dizisi yukarida tanimlanan norma gére bu uzayda yakinsak

ise, bu i¢ carpim uzayina Hilbert uzay denir.

Kuantum kodlar kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli sonlu boyutlu Hilbert uzaylari
tizerinde tanimlanir. Klasik lineer kodlarin temel birimi bitler iken, kuantum kodlarin temel

birimi kiibitlerdir. g bir p asalinin kuvveti olmak iizere bir kiibit, g boyutlu kompleks vektor
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uzayindaki bir vektor ile temsil edilir. ¢ boyutlu Hilbert uzay1 olarak C? kompleks vektor

uzay1 gdz Oniine alinirsa |-) notasyonu bir siitun vektoriinii temsil etmek iizere bir kiibit

a
q gx1

seklinde yazilir, burada 1 <i < g olmak tizere aq; € C dir.

Bir |x) € C? kiibitinin kendisinden farkli |y) € C? kiibitine dontismesine kuantum hata denir.

Bir siitun vektoriinii gosteren ”|-)” notasyonu ket diye okunur. ”(-|” notasyonu ise ket

vektoriiniin eglenik transpozesidir ve bra diye okunur.

Bundan sonra |y) ile bir Hilbert uzayindaki bir vektor belirtilecektir. Hilbert uzaylarini daha

1yi ifade edebilmek i¢in matrislerin tensor carpiminin bilinmesi gerekir.

Tanim 2.4.4.4. A bir m X n matris ve B bir r X s matris olmak iizere A ile B matrislerinin

tensor carpimi, A’nin her bileseninin B matrisi ile ¢carpimi olarak tanimlanir ve

ayr aip ... Qaip allB alzB alnB

ay; azp ... Ay ang 61223 cen aan
A ®B = . . . ®B =

aml A2 --- Qmn amB apB ... ap,B

seklinde gosterilir. A ® B tensOr ¢carpimi mr X ns tipinde bir matristir.

Ornegin, C? Hilbert uzay1 icin

) = 11“ — =(1-i 1)

olur. Bir boyutlu kompleks Hilbert uzayr kompleks sayilar kiimesine karsilik gelir. Iki
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boyutlu Hilbert uzayinin elemanlari, bilegenleri kompleks sayilar olan
a
H= |a,beC
b

olarak gosterilen 2 x 1 seklindeki siitun vektorleridir.

Boyutu 2 olan H Hilbert uzay: i¢in ortonormal bir baz secilebilir. Ornegin a,b € C igin her

€ H vektorii
b
a 1 0
=a +b
b 0 1

1 0
seklinde yazilabildiginden ve vektorleri, boyutu 2 olan H Hilbert uzayinin
0

bir bazidir. Burada

—_
=}

|0) = ve 1) =

e}
—

olarak alinirsa {|0), |1)} kiimesi H Hilbert uzay1 i¢in bir baz olur. Bu durumda H Hilbert

uzayl1

H = {a|0) +b|1) | a,b € C}

seklinde ifade edilir.

.. 1 3 1 . .

Ornek 2.44.5. A= | veB=| olsun. A ile B’nin tensor carpimi
P2 2x2 ! 2x1

1 3

ARB— 1 3 . 1 _ 1(1) 3(l.) _ i 3i

i 2 i () 2(1) i 2

-1 2

4x2

seklindedir.
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Genel olarak, |¢) ile |¢) vektorlerinin tensor ¢arpimi i¢in

[9)@10) =9)|¢) = [9¢)

notasyonlar1 kullanilabilir.

Ornek 2.4.4.6. |0) = () ve |1) = (¥) olsun. Bu durumda

0)®10) = 0)[0) = (§) ® (5) = (;E%

0@ 1) =01 = () o (2) = (;Egg) = (i) =ton
Do) =10 =(§)o(}) = (?EiD = ()=o)
o= - o) = (1) = (§) =

olur.

n = 2 olmak iizere 2" = 4 boyutlu Hilbert uzayinin elemanlari, bilesenleri kompleks

sayilar olan 4 x 1 seklindeki siitun vektorleridir. Bu durumda bu uzayin elemanlar

ano aoo
. aoi . . aol 4
apo,ap1,aio,ar; € C olmak tizere seklindedir. Her € C" i¢in
ao a
at at
aoo 1 0 0 0
aoy 0 1 0 0
=ano +ao1 +aio +am
aio 0 0 1 0
ari 0 0 0 1
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olarak yazilabildiginden ve

1 0 0 0

0 1 0 0
|00) = , [01) = , [10) = , [11) =

0 0 1 0

0 0 0 1

oldugundan |00),|01),[10),[11) vektorleri 2> boyutlu Hilbert uzayr igin bir bazdir.
Dolayisiyla bu uzay

H= {a00|00) +ap1|01) +ajp|10) +ay1|11) | ago, ao1, a0, a1 € (C}
seklinde ifade edilebilir. 2" boyutlu Hilbert uzayda |0) ve |1) vektorlerinin tensor ¢arpimi

asagidaki gibi genellestirilebilir:

n-tane 0

—
0)®[0)® - ®|0)=00...00)=| 0

2nx1
0
n-tane 1
——
0)®]0)®---®|[1) =1]00...01)=| 0
2nx1

ve benzer sekilde
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0
n-tane 0
——
@)@ )0y =|11...10) =
1
2" x1
0
n-tane 0
—
e --a1)=|11...11)=] 0
2"x1

olarak ifade edilebilir. Herhangi bir n > 0 i¢in 2" boyutlu Hilbert uzayinin bir bazi

n-tane n-tane n-tane n-tane

—N— —— —N— ——
{]OO...OO>, |00...01), ..., |11...10), ]11...11)}
seklindedir. Bu durumda 2" boyutlu Hilbert uzay1
H:{a1|00...OO>+a2|00...01)+---+a2n,1|11...10)+a2n|11...11) la;eC, 1 §i§2"}

seklinde ifade edilebilir.

Tamim 2.4.4.7. H = (X, (-,-)) bir Hilbert uzay1 ve |y), |¢) € H olsun. Bu durumda

|y) ile |@) vektorlerin i¢ carpimi (y||¢) = (y|¢) seklinde tanimlanr.

» Eger (y|¢) =0ise |y), |¢) ye diktir, denir.

* |y) vektoriiniin normu |||y)|| = +/(y|y) seklinde gosterilir.

Eger |||w)|| = 1 ise |y) vektoriine birim vektor denir.

Tanim 2.4.4.8. H bir Hilbert uzay1 ve B = {|b,,) } kiimesi H Hilbert uzayinin bir bazi olsun.
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Her |b,), |bm) € B igin

)

sartin1 saglayan B = {|b,,) } kimesine H Hilbert uzayinin bir ortonormal baz1 denir [7].

Ornek 2.4.4.9. 22 boyutlu Hilbert uzay i¢in

B = {|00), |01), [10

~

11}

S o o -
S o = O
) >—‘“ S o
- o O O
——

kiimesi bir ortonormal bazdir. Ciinkii B kiimesinden aldigimiz her iki vektoriin i¢ ¢carpimi O

ve her vektoriin normu 1 dir [7].

Tamm 2.4.4.10. H bir vektor uzayi olsun. 7 : H — H lineer doniisiimiine H vektor uzayi

tizerinde taniml1 bir lineer operator denir.

Ornek 2.4.4.11. H iki boyutlu Hilbert uzay1 olsun.

T:-H —H
al0) +b|1) +——a|l)+b|0)

seklinde tanimlanan doniisiim bir lineer doniisiim oldugundan H vektor uzay: iizerinde

bir lineer operatordiir. Sonlu boyutlu bir vektor uzayinda her lineer doniisiim bir matris
0 1

1 0

tarafindan ifade edilebildiginden T lineer operatoriine karsilik gelen matris

seklindedir.

Yukarida iki elemanl F; sonlu cismi lizerinde yapilan inceleme g elemanl F;; sonlu cismne

de genisletilebilir. Dolayisiyla F iizerindeki bir kuantum kod tanimi agagidaki gibi verilir:

Tanim 2.4.4.12. g bir p asalinin kuvveti olmak iizere g elemanl sonlu cisim olarak F;, ve g

boyutlu Hilbert uzay1 olarak C? kompleks vektor uzay:1 géz oniine alinsin. Her i i¢in x; € F,



56

olmak iizere |x1x; ...x,), C? nun bir ortonormal bazini gostersin. (C4)®", C2’nun n-li tensor

carpimini gostersin, yani

(CH"=C1®---@CI.
—_————
n—tane
Bu durumda (C?)®", ¢" boyutlu bir Hilbert uzayidir. F, iizerinde uzunlugu n boyutu k olan
bir kuantum kod (C?)®""nin ¢* boyutlu alt uzay1 olarak tanimlanir ve [[n, k], ile gosterilir.
Eger kodun minimum uzakhig d ise, yani kod en fazla Ld%j hata diizeltebiliyorsa, bu

kuantum hata diizelten kod [[n, k,d]), ile gosterilir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu boliimde ilk olarak R = Fy[u] /(u**! — u) halkasinin temel 6zellikleri ve cebirsel yapist
incelenecektir. Sonra R halkasi tizerinde tamimli skew polinom halkasi tanitilacaktir. Daha
sonra R halkasi iizerindeki lineer kodlar ve skew devirli kodlar incelenecektir. Bu boliimde

sunulan kavramlar ile ilgili daha ayrintili bilgi i¢in [5]’de verilen ¢alismaya bakilabilir.

3.1. R HALKASININ OZELLIKLERI

k bir tam say1, p tek bir asal ve k | (p — 1) olsun. Bu takdirde uygun bir m dogal sayis1 i¢in
g = p™ olmak iizere R = Fy[u] /(u**! — u) seklinde verilen kiimeyi gbz oniine alalim. Bu

kiime

R :Fq[u]/(uk+] —u)
= F,+uF,+ - +uF, 3.1
= {ap+ua, +---+ukay |a; € F, ,0<i <k, ut! =u}

seklinde de ifade edilebilir. Polinomlardaki adi toplama ve ¢arpma islemlerine gore R,

karakteristigi p ve eleman sayis1 ¢**! olan bir degismeli halkadur.

Ornek 3.1.1. p =3 olsun. k| (p — 1) oldugundan k € {1,2} dir. m = 1 ve k = 1 alirsak, bu

durumda

R:F3[u]/(u2—u) = F3+ uF3
= {aop+uay | ag,ay € F3, u* = u}

={0,1,2, u, 1 +u, 2+ u, 2u, 1 +2u, 2+ 2u}

kiimesi elde edilir. R, karakteristigi 3 ve eleman sayis1 32 = 9 olan bir degismeli halkadir. R

halkasinin iglem tablolar1 asagidaki gibidir:
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+ (mod 3) 0 | 2 u l+u  24u 2u 142u 2+2u
0 0 1 2 u 14u  2+u 2u 14+2u 2+2u
1 1 2 0 14+u  2+u u 142u 2+2u 2u
2 2 0 1 24u u 14+u 2+42u 2u 142u
u u 14u  2+u 2u 14+2u 2+42u 0 1 2
14+u 14u 2+u u 142u 2+2u 2u 1 2 0
24u 24u u 14u 2+42u 2u 142u 2 0 1
2u 2u 142u 2+2u 0 1 2 u 14u 2+u
142u 142u 2+2u 2u 1 2 0 14u 2+u u
242u 24 2u 2u 14+ 2u 2 0 1 24u u 14u

Tablo 3.1: F3[u|/(u? — u) nun toplam tablosu

(mod 3) | 0 1 2 u 2u l+u 2+u 142u 2+42u
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 u 2u l14+u 24u 14+2u 242u
2 0 2 1 2u u 242u 14+2u 24+u 1+4u
u 0 u 2u u 2u 2u 0 0 u

2u 0 2u u 2u u u 0 0 2u
14+u 0O 14u 2+4+2u 2u u 1 24u  1+2u 2

2+u 0O 24u 142u 0 O 24u 14+2u 24u 142u
142u 0 1+42u 24+u O O 142u 24u 142u 2+u
242u 0 242u 1+u u 2u 2 142u 2+4u 1

Tablo 3.2: F3[u|/(u? — u) nun ¢arpim tablosu

Ornek 3.1.2. p =7 olsun. k | (p— 1) oldugundan k € {1,2,3,6} dir. m = 2 ve k = 3 alirsak,

bu durumda

R = F49[Lt]/(l/t4 - Lt)
= Fyo + uFyo + u* Fyo + 1’ Fyg

= {ap + ua, +itar + il as | ap,ai,az,a3 € Fag, ut = u}

kiimesi elde edilir. R, karakteristigi 7 ve eleman sayis1 49* = 5764801 olan bir degismeli
halkadir.

Simdi R halkasinin yapisini inceleyelim. 0 < i < k olmak iizere B; C R alt kiimelerini goz

Oniine alalim. Bu alt kiimeler i¢in & ve ® islemleri

Boy®B @ ®By={bo+bi+---+by | b €B;, 0<i<k} (3.2)
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By®B1®--- @By = {(bo,b1,...,b) | b € B;, 0 <i <k} (3.3)

seklinde tanimlansin. R halkasinin taniminda hipotez geregi k bir tam say1, p > 2 bir asal

say1 ve k | (p — 1) dir, bu durumda p — 1 = kr olacak sekilde bir ¢ tam say1s1 vardir. Buradan

uP~l—1= k) —1

— (l/tk . l) ((uk>t71 + (uk)tf2 NI 1)
olup f(u) = (u*)' ="'+ (u*)" "2 +--- + 1 alinirsa

wP~ ' —1 =k =1)f(u) wP —u= (T —u) f(u)

(W —u) | (P —u)

U

4

elde edilir. £} = F,\{0} kiimesi carpma islemine gore, eleman sayis1 p — 1 olan bir grup
oldugundan her a € F; i¢in a” —1 =1 dir. Boylece her a € F, i¢in a? = a dir. Buradan her

a € Fy i¢in
(u—a) | (u” —u)
dir. Dolayistyla 0 < i < p — 1 olmak lizere u; € F), i¢in

W —u=(u—uo)(u—uy)...(u—up_1)

+1

K1 _u) | (uP —u) oldugundan u*+1 —

yazilir. u” —u, F,,’de lineer ¢arpanlarina ayrilabilir ve (u
u da F), iizerinde lineer carpanlarina ayrilabilir, yani 0 <i < k i¢in v; € F,, ve v; # v; olmak

uzere

W — = (u—vo) (u—v1)(w—v2)... (u—vy) (3.4)

seklinde yazilabilir. Simdi 0 <7 < k i¢in

o — —u:(u—vo)(u—vl)(u—vz)...(u—vk) (3.5)

u—v; u—yv;




seklinde tanimlansin. Bu durumda

k+1
utt —u

ey = p— =(u—vy)(u—w)
k+1
't —u

el = p— = (u—vp)(u—m)
k41
Ut —u

ex = p— = (u—vp)(u—vy)
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o (u—vi) € Fylu] (3.6)
o (u—vy) € Fylu] (3.7)
o (u—vi—1) € Fplul (3.8)

e; ve u— v; arasinda ortak bolen olmadigi i¢in, e; ve u — v; aralarinda asal polinomlardir ve

(e, u—v;) =1

seklinde yazilir. En biiyiik ortak bolen, lineer kombinasyon olarak yazilabildiginden

Aje; +B,~(u = V,‘) =1

(3.9)

olacak sekilde A;, B; € F),[u] vardir. Simdi

Y= Ae

olarak alinirsa

¥ = Ajei[l — Bi(u—v;)]
=Aje; —AjeiBi(u—v;)
= Aje; — ABi(u" T —u)
=Aje; (mod Ukt — u)

=Y

(3.10)
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elde edilir. Ayn1 zamanda i # j igin

YiYi =AieiAjej

k+1 k+1

u —Uu u —Uu
A, A;
u—vj u—vj

k+1 k+1

u —uu —Uu
=AA;

u-—yv; M—Vj

=0 (mod u**! —u)

elde edilir. Ustelik (3.10) ve (3.11) denklemlerinden

k
[Ta-rm=0-%0-n)...(1 —%)

i=0
k
i=0

olur. Diger yandan

k k

[Ta—7) =]](1-Aie)

i=0 =0

Bi(u—v;)

.:1»

I
S

k
= (" —u) [15
i=0

=0 (mod u**!—y)

bulunur. Dolayisiyla

k
Hl—y, _1—2%_ (mod "1 —u)
i=0
olup
k
Y n=1 (modu**'—u)
i=0

(3.11)

(3.12)

elde edilir. Bu durumda {y, 71, ..., %} kiimesi, R’nin (3.12) ozelligi saglanacak sekilde
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ikiser ikiser ortogonal ve idempotent olan sifirdan farkli elemanlarin kiimesidir. Dolayisiyla

k
R=PrR=nR&7R® - ®Y%R (3.13)
=0

elde edilir [5]. Simdi 0 < i < k i¢cin 7; = Aje;’nin modiilo u**! — y tek tiirlii belirli oldugunu

gosterelim. Eger y; # ¥/ olacak sekilde ¥/ = Ale; olsayd
Ajei+Bi(u—v;) =1
ve
Alei+Bi(u—v;) =1
olacagindan
(Ai—A)ei— (Bi—Bj)(u—v;) =0
veya buna denk olarak
(Ai—A})e; = (B; —Bi)(u—vi) = e; | (B; — Bi)(u—v;)

olurdu. (e;,u —v;) =1 ve ¢; | (B, — B;)(u — v;) oldugundan B} — B; = ¢;f olacak sekilde bir
f € Fplu] vardir. Boylece

(Ai—ADei = eif(u—v;)

bulunur ki buradan

Aie,- EA;ei (mod uk+1 - Lt)
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olup
=7 (mod u*t! —u)

elde edilirdi. O halde tiim ¥; ler modiilo u**! — u tek tiirlii belirlidir.

Ornek 3.1.3. R halkasi olarak

R=F [u]/(u3 —u)
=Fy+ uFy +u’Fy

:{ao+a1u+a2u2 la; € Fy,0<i<2}

kiimesini goz oniine alalim. k = 2, p = 3 durumunda & | (p — 1) olur. u*> — u polinomu F3

lizerinde
w—u=u(u—1)(u—2)

seklinde ¢arpanlarina ayrilir. vo =0, v; =1, vy =2 i¢in

3

. eo:u _M:(u—l)(u—Z):u2—2u—u—|—2:u2—1
u
3
uw—u
cer= =u(u—2)=u>—2u
3
uw—u
ce=_— =u(u—1)=u’—u

olur. O halde i =0, 1,2 i¢in A;e; + B;(u — v;) = 1 olacak sekilde A;, B; leri hesaplayabiliriz.

x Ag =2 € F3[u] igin = Agep+ Bo(u—vp) =1
— 2(u®—1)+Bou=1
— 2u> -2+ Bou=1
= Bou = 14+2—2u?
— Bou=3+u’

2

= Bou=u

— B()ZMEFg,[u]
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x A =2 € F3u] igin = Aje;+B1(u—v;) =1
2(u® —2u)+ B (u—1) =1
2 —4u+By(u—1)=1
Bi(u—1)=1+4u—2u"
Bi(u—1)=u?+u+1
Bi(u—1)=(u—1)(u—1)

R

By =u—1¢€ F3u

x Ay =2 € F3[u] igin = Ajzer +Bo(u—vp) =1

— 2’ —u)+By(u—2) =1
— 2’ —2u+By(u—2)=1
— By(u—2)=1+2u—2u’
— By(u—2)=u*+2u+1
= By(u—2)=(u+1)(u+1)
= B(u—2)=u—-2)(u—-2)
= By=u—2¢€ F|u]

elde edilir. Simdi i = 0, 1,2 icin }; = A;e; olmak iizere {}p,71,7%} kiimesini inceleyelim. 1k

olarak bu kiimenin elemanlari

Yo = Ageg = 2(u2— 1) =2u2—2
Y =Aje = 2(u2—2u) =2 —4u=2u’—u

v =Arer = 2(u2 — u) = 2u2 —2u

seklindedir. Buradan

* e = (2u? —2)(2u* —2) = 4u* — 8u* +4=2u> -2 (mod v’ —u).
v = (2u? —u)(2u? —u) = 4u* — 4’ +u? = 2u* —u (mod v —u).

* 3 = (2u® —2u)(2u® — 2u) = 4u* — 8u® + 4u? = 2u® — 2u (mod u® — u)
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* 0<i,j<2vei# jigin%y; =0 (mod ud —u) du.
o = 2u? =2)2u —u) = (1—u?)(—v? —u) = —? —u+u*+v® = —v* —u+
W +u=0 (mod u® —u)

* o =0u—2)2u* —2u)=(1—u®)(u—u?) =u—u* -’ +u* =u—u?>—u+

=0 (mod u® —u)

* yp = 2u? —u)(2u? —2u) = (—u* —u)(u—u?) =u* —u*> =0 (mod u® — u)
2
. Z%‘:YO—H’I‘H’ZZ(2”2_2)+(2”2_”)+(2”2_2”)E1 (mod 1> — )
i=0

ozellikleri saglamir. O halde {2u? — 2, 2u® — u, 2u® — 2u} kiimesi ikiserli ortogonal ve

idempotent elemanlardan olusur.
Ornek 3.1.4. R halkasi olarak
R= F49[u]/(u4 —u)

= Fyo + uFyo + u>Fyo + 1’ Fyo

={ao+aju+ay® +azi’ | a; € Fyo, 0 <i <3}

kiimesini goz oniine alalim. k = 3, p = 7 durumunda k | (p — 1) olur. u* — u polinomu F;
izerinde
W —u=u -1

ceo=t - Du-2) -4 =1
u
e = ] =u(u—2)u—4)=u+u"+u
u_
ut —u 3 2.2 3 2 3 2
o) = =u(u—1)u—4)=w —4u" —u +4u=uw —Su"+du=u +2u" +4u

u—72
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I/t4—I/t

u—4

* e3= =u(u—1)(u—2) =’ —2u> —1® +2u = 1> — 3 + 2u = v’ + 4u* + 2u

olur. O halde i =0, 1,2, 3 icin Aje; + B;(u— v;) = 1 olacak sekilde A;, B; leri hesaplayabiliriz.

x Ag = 6 € Fy[u] igin = Apeo+ Bo(u—vp) =1

— 6(u3—1)+Bou:1
— Bou=1-—6u"+6
— Bou:u3

— By=u’ € Fu

xA] =5 € Flu] icin Aje1+Bi(u—vy) =1

5+ +u) +Bi(u—1)=1
Bi(u—1)=1-5u>—5u> —5u
Bi(u—1) =21 +2u> +2u+1

Bi(u—1)= (u—1)(2u*+4u+6)

ey

By = 2u* +4u+6 € F[u]

x Ay =5 € Fy[u] igin Azer +Br(u—w) =1

5 +2u* +4u) +By(u—2) =1
By(u—2)=1—5u>—10u* — 20u
Bo(u—2)=2u® —3u* +u+1

By(u—2) = (u—2)(2u* + u+3)

N

By =2u* +u+3 € Fu
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x A3 =5 € Fy[u] igin = Azes+B3(u—v3) =1
— 5(u +4u +2u) + B3(u—4) =1
— B3(u—4)=1—5u> —20u> — 10u
— By(u—4) =2 +u® —3u+1
—> By(u—4) = (u—4)(2u® +2u+5)

— B3 =2u*+2u+5€ F[u

elde edilir. Simdi i =0, 1, 2,3 i¢in 7% = A;e; olmak iizere { ¥, 71, %2, 73} kiilmesini inceleyelim.

Ilk olarak bu kiimenin elemanlari

=6’ —1)=6u°—6=1—u

v =Are; = 5(u® + 1 4+ u) = 5u’ +5u® + 5u

B = Azez—S(u +2u? —|—4u)—5u +10u® +20u = 5u° +3u® —u
(u’

v3 = Ases = 5(u® + 4u® + 2u) = 5u> + 200> + 10u = 5u° — u* + 3u

seklindedir.

« ¥ =% (mod u* —u) oldugunu gosterelim:

*p=01-)(1-v’)=1-2+ub =1-u (mod u* —u)

* 2 =508 +u? +u)5( +u? +u) =25 + 200 + 3ut + 20 +u?) = 25(3u +
3u? +3u) = 75 +u? +u) = 5 + u? +u) (mod u* —u)

* 2 = (5ud +3u? —u) (503 +3u® —u) = u? (5u® +3u—1)(5u® +3u—1) = u?(2u® —
W —2u+1) =20 —u* — 2 +u® = 2% —u— 20 +u? =58 +3u® —u
(mod u* — u)

* s = (50 —u? +3u) (5u® —u? +3u) = v? (4u® +3u? — 2u+2) = 4’ +3u* —2u° +
2u? = 4u® +3u—2u® +2u? = —2u® — u? + 3u = 5u> — u? +3u (mod u* —u).

« 0<i,j<3vei#jicinyy;=0 (mod u*—u) dir. Ornegin

* oy = (1—u)(5u® 4+ 5u® + 5u) = 5u +5u® 4 5u— 5uu® — Su*u? — Suu® = 5u® +
Su® 4+ 5u—5u> —5u®> —5u=0 (mod u* — u)
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3
. Z%Z’)/o+71+}/2+'}/3 = (6u® — 6) + (5u° + 50 + 5u) + (5u° +3u® —u) + (5u° —
i=0

w? +3u) =21 + Tu* + Tu—6 =1 (mod u* —u)

ozelligi saglanir. O halde {1 —u?, Su® 4 Su® 4 Su, 54> + 3u® — u, 5u® — u? + 3u} kiimesi

ikiserli ortogonal ve idempotent elemanlardan olusur.

Sonug 3.1.5. p bir asal say1, k | (p — 1) ve m bir dogal say1 olmak iizere g = p” olsun.
R=F[u]/ (""" —u) = Fy+-uF,+ - +u'Fy = {ag+ua\+---+u'ay |a; € F; ,0< i<k, ™ = u}

halkasinin yukarida tanimlanan {7y, 7, ..., %} alt kiimesi igin

k k
k= Drr=Drr,
i=0 i=0

dir. Bu durumda her r € R elemani
k
r= Z%riz Yoro+nri+-+ Yk
i=0

olacak sekilde yazilir, burada 0 <i < ki¢in r; € F, dur [4, Lemma 2.3].

3.1.1. R Uzerinde Tanimh Skew Polinom Halkasi

Boliim 2.3.’te skew polinom halkasinin cisimler {izerindeki ingas1 verildi. Bu alt boliimde
ozel olarak R = F,[u] / (uk*! — u) halkas: iizerinde tanimli skew polinom halkasinin ingasi

verilecektir.

Onerme 3.1.1.1. 0 < <kicinr; € F, olmak tizere ro +rju+---+ riF €Rve 0 € Aut (Fy)

olsun. Bu durumda

®:R —R
ro+riu4-- -+t — 0(rg) +0(r) u+-- -+ 0(rp)uk

seklinde tanimli tasvir R’nin bir otomorfisidir. Bu gekilde tanimlanan ® € Aut(R), 0 €
Aut (F;) nun genislemesidir.

Ispat. r = ro+riu+---+ruk, b=by+biu+---+buk €R ve 6 € Aut(F,) olsun.
Bu durumda 0 < i < k icin r;,b; € F, oldugundan 6(r;),0'(r;),0(b:),07(b;) € F,
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saglanir.Ayrica

B S = S RN S

oldugunu goz 6niine alarak ®’nin R’nin bir otomorfisi oldugunu gosterelim.

i) r=borg+rut - +ru* =by+bu+---+ b
< 0<i<kigin r; = b;
< 0(ri)=6(bi); 0<i<k
0(ro) +0(r))u+---+8(r)u = 0(bo) + 0 (by)u+--+6(b)u*
O(ro+ riu+---+ru) = O(bg+bru+ - - - + by
O(r) = O(b)
Yani O, iyi taniml1 ve birebir bir fonksiyondur.

i) r=ro+ru+---+nru*cRolsun. 0 <i<kicinr; € F, ve 0 € Aut(F,) oldugundan
0~1(r;) € F, dir. Boylece 8~ (r) + 0! (r1)u+---+ 6~ (r)u* € R elde edilir. Bu eleman

icin

OO0 (o) + 0 (ru+---+0" 1 (r)u*) =0(6""(ro)) +0(6 " (r1))u+...
+ O(G*I(rk))uk

:r0+r1u+---+rkuk:r

elde edilir. Boylece ©, orten bir fonksiyonudur.

i) O(r+b)=0(rg+riu+---+ruf +by+bju+ -+ b

=0((ro+bo) + (r1 +b1)u+ -+ (re+ by )u)

= 0(rg+bo) +O(ri + b1 )u+ -+ 0 (rg + by )k

= (6(ro) +6(bo)) + (8(r1) +0(b1))u+---+ (8(re) + 6(by) ) u*
0(ro) +0(r))u+---+0(re)u’ +0(bo) + 8 (b1)u+ -+ 0 (b )u*
O(ro+riu+ -+ ruk) + O(bo +bru+ - -+ bulk)
O(r)+0O(b).



70

O halde O, toplama islemini korur.

iv) rb=(ro+riu+--- +rkuk)(bo+b1u+ e -l-bkuk)
=robo +robru+--- —l—robkuk—l—r1bou—|—r1b1u2—|— e —|—r1bkuk+l
+ - ribou* 4+ reb T 4 bt
=robg+robju—+--- +r0bkuk+r1bou—|—r1b1u2—|— -+ r1bru
+ - ribou* 4+ rebyu A - -+ bl
= robo + (rob1 +ribo + ribg +riby u+ - - + (robg + rebo + by ) u*

elemant i¢in

O(rb) = ®[robo + (roby + ribo + riby + riby )u+ - - + (robg + ribo + rby )]
= 0[robo| + 0 [roby + r1bo + riby+ribi Ju+ - -+ 0 [roby + ribo + rby | u*
= [6(r0)8(bo)] + [0(r0)8(b1) +6(r1)8(bo) + 6(r1)6 (bx) + 6(1) 0 (b1)] u
+ -+ [6(r0) 0 (bi) + 0(ri) 0 (bo) + 0/(ric) 0 (b) | u*
= 6(r0)0(bo) + 0(r0)0 (b1 )uA+---+ 0(r0) 0 (b )uk + 6 (r1)0(bo)u+ 0(r1)0 (b1 )u?
o 0(r) (b uA+ -4 0(r) 0 (bo)u* + 0(r) 0 (by )u+ - -+ 0(ri) 8 (br )u*
= 6(r0)0(bo) + 0(r0)0 (b1 )u+---+0(r0)0 (b )uk + 6 (r1)0(bo)u+ 0(r1)0 (b1 )u?
o 0(r) 0 (b ) U T 4 - 0(r) 8 (bo)uk + 0 (r) O (b)) T -+ 0(r) O (by )
= (8(ro) +O(r1)u+---+0(re)u*) (6(bo) + 6 (b1)u+- -+ 0 (by)u*)
= O(rg+riu+ -+ r)®(bg+ biu+ - - - + b)
©(r)0(b)

elde edilir. Dolayisiyla @, carpma islemini korur. Boylece 1), ii), iii) ve iv) den, ®

doniigiimiiniin R’ nin bir otomorfizmasi oldugu elde edilir.

R’nin tiim otomorfilerin kiimesi Aut(R) ve R’nin birim otomorfisi @y olmak iizere ® €

Aut(R)\{Op} olsun. R tizerindeki skew polinom halkasi asagidaki gibi tanimlanir:
R[x,0] ={ap+aix+---+ax" |a;€eR, 0<i<n} (3.14)

polinom kiimesini goz 6niine alalm. R[x,®] kiimesi iizerinde toplama islemi olarak R|[x|
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polinom halkasi iizerinde tanimli adi toplama iglemini ve ¢carpma islemi olarak i, j € N ve

o, B € R olmak tizere
ax'Bx/ = a® (B)x"/ (3.15)

seklinde tanimlanir. Bu sekilde tanimli toplama ve ¢carpma islemlerine gore R[x, ®] kiimesi R
tizerindeki skew polinom halkasi olarak adlandirilir. ®, birim otomorfi olmadik¢a bu halka
degismeli degildir, iistelik bu halka sifir bolensizdir ve birimleri R’nin birimleridir. ® 6zel
olarak birim otomorfi olarak alinirsa, elde edilen skew polinom halkasi, normal polinom
halkasina denk gelir, ¢iinkii carpma islemi ax'fx/ = a®)(B)x'/ = afx'*/ seklinde olup

polinomlarin adi carpma iglemine karsilik gelir, dolayisiyla R[x, ®y] = R[x| elde edilir [5].

Ornek 3.1.1.2. Skew polinom halkas1 tek tiirlii carpanlara ayrilis bolgesi degildir. Ornegin

Fy[x, 6] iizerinde x® — 1 polinomunun bazi carpanlara ayrilisi

14 x) 24+ x)(w+x) (W +x)(14+w x4+ x*) (1 +w'x +x?)

w2 4+ x) (W +x) (W + )2 (2 + wix +x2) (2 + wlx 4+ x?)

B-1= (
= (14+x)24+x)(w+x) (W +x)(1+wx+x*) (1 4+wx+x?)
= (
= (W +x)2(W +x) (W +x) (1 +wx+x2) (1 +w'x+x?)

=

14x) (24 x) (W +x) (W +x) (W0 +x%) (w? +x?)

seklindedir, burada her a € Fy i¢in 6 (a) = a® otomorfisi gz oniine alimustir.

3.2. R UZERINDEKI LINEER KODLAR

Bu bolimde R = Fy +ufy+---+ uqu halkasi tizerindeki lineer kodlar incelenecektir.

Tamim 3.2.1. R sonlu ve degismeli bir halka, @ # C C R" bir kiime olmak iizere

* C C R"ise C’ye R iizerinde, uzunlugu n olan bir kod denir,

e C C R" alt kiimesi bir R-alt modiil ise C’ye R iizerinde, uzunlugu 7 olan bir lineer kod

denir.
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Tamim 3.2.2. R halkasi iizerinde, uzunlugu » olan bir lineer kod C olsun. Eger
(C07C17' . >Cn71) € C = (Cnfl,C(),. t 7Cn72) € C

kosulu saglaniyor ise C’ye devirli kod denir.

Simdi R halkasi iizerindeki Gray doniisiimii verelim. A, F, nun sifirdan farkli bir eleman
olmak iizere MMT = Al olacak sekilde bir M € GL;(F,) matrisini goz Oniine
alalim, burada M7, M matrisinin transpozunu ve I, mertebesi k 4 1 olan birim matrisi

gostermektedir. R tlizerinde bir Gray doniisiim

¢:R— F)*! (3.16)
olmak iizere r = Yyro+ vir1 +- - + %rx € R igin

¢(Yro+vir+-+ %kl = (ro,r1,..., k)M (3.17)

seklinde tanimlanir. Herhangi bir r = yro + vir1 + -+ + %7k € R elemam icin r’nin Lee
agirhgs wy (r) = wy(¢(r)) olarak tamimlanir, burada wg(¢(r)), ¢(r)’'nin F, tizerindeki

Hamming agirhigini gosterir. r, ¥ € R elemanlar arasindaki Lee uzakhg

di(r,r’) =wir(r—r") =wu(¢(r—r"))

Fq(k+1)

olarak tanimlanir. ¢ tasviri bir lineer doniistimdiir ve R"’den ">ye bilesenler iizerinden

genigletilebilir. R iizerinde, uzunlugu » olan bir lineer C kodu i¢in

« Co={ao € F} | wao+nar+-+na €C, ar,az,...,ar € FJ}

« G ={a1 €F} | wao+nar+-+nar €C, ap,az,...,a; € F'}

* Ce={ar € FJ | wao+nai+---+nax €C, ag,an,...,a—1 € Fj'}

tanimlansin, burada i =0, 1, ..., k i¢in C;’ler, F lizerinde, uzunlugu n olan lineer kodlardur.
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Boylece R iizerinde, uzunlugu n olan bir lineer C kodu
C=10CodnCi & dnCk

olacak sekilde tek tiirli ifade edilebilir. i =0, 1, ..., k i¢in G;’ler g-lu lineer C; kodlarinin

irete¢ matrisleri ise, bu durumda C’nin iirete¢ matrisi

1Go
G ?’1?1
Y% G

seklinde ve ¢ (C)’nin iirete¢ matrisi

seklindedir [5].

Ornek 3.2.3. R = Fy[u] /(u* — u) halkasin goz 6niine alalim. Burada k = 1 ve p = 3 dir.
1
M= € GL, (Fg)

seklinde verilen 2 x 2 tipindeki matrisi goz 6niine alalim. M’ , M matrisinin transpozunu ve

I, mertebesi 2 olan birim matrisi gostermek tizere M matrisi i¢in
T 10
MMT = —2 =20

saglanir. O halde r = yro+ 7171 € R olmak lizere R halkasi tizerindeki Gray doniigsiim

p:R —Fg
Yoro+nri +— (ro,r1))M = (ro+r, —ro+r1)
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seklinde tanimlanir.

Ornek 3.2.4. R = Fys[u] /(u® — u) halkasin1 goz oniine alalim. Burada k =2 ve p =5 dir.

1 2 2
M = 2 1 -2 € GL3(F25)
-2 2 -1

seklinde verilen 3 x 3 tipindeki matrisi g6z &niine alalim. M7, M matrisinin transpozunu ve

Iz, mertebesi 3 olan birim matrisi gostermek tizere M matrisi i¢in

1 2 2 1 2 -2 1 00
MM =1 2 1 =2 21 2 |=9l010]|=95
2 2 -1 2 2 —1 00 1

saglanir. O halde r = yyro+ Y171 + »r2 € R olmak iizere R halkasi iizerindeki Gray doniisiim
¢:R— Fss
olmak iizere

¢ (Yro+vir1 +vr2) = (ro,r1,r2)M
= (}”0 —+ 21’1 — 21"2, 21‘0 —+r+ 2}’2, 21’0 — 21’1 — 7'2)

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.2.5. R = Fio[u] /(u* — u) halkasini géz 6niine alalim. Burada k = 3 ve p =7 dir.

1 1 1 1
1 -1 1 -1
M = EGL4(F49)
1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

matrisini goz Oniine alalim, burada M T M matrisinin transpozunu ve I, mertebesi 4 olan
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birim matrisi gostermek iizere

1 1 1 1 1 1 1 1 1 000

T 1 -1 1 -1 I -1 1 -1 0100
MM" = =4 =4I

1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 0010

1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 0001

saglanir. O halde r = yro+ Y111 + Y2r2 + 1313 € R olmak iizere R halkasi tizerindeki Gray

doniisiim
¢:R— Fph
olmak tizere

¢ (Yoro+yiri +var2+1513) = (ro, r1,12,73)M

=(ro+r+nrn+r,ro—ri+rn—r,ro+r—rn—r,rg—ri—r+r)

seklinde tanimlanir.

Onerme 3.2.6. ¢, R iizerinde (3.16)’da verilen Gray doniisiim olsun. Bu durumda asagidaki

ozellikler saglanir:

k+1)n

1. ¢, R"den (Lee uzaklik) Fq( "ye (Hamming uzaklik) tanimlanan, F-lineer uzakligi

koruyan bir doniisiimuidiir.

2. Eger C, R iizerinde bir [n, k', dy] lineer kod ise, bu durumda ¢(C), F, iizerinde bir
[n(k+1), k', dg] lineer koddur.

Ispat.
1. 0 <i<kigin a;,b; € Fq” olmak iizere a € F; ve x; = Yao + Yiar + --- + Yax ve

X2 = Yobo + Y1b1 + - - - + Yibr € R" olsun. Bu durumda

¢(x1 +x2) = ((a0+b0)M, (a1 +b1)M, ..., (ax + bx)M)
= (Cl()M, aM, ..., akM)-I-(b()M, M, ..., bkM)

¢ (x1) + 9 (x2)
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\

(P((Xxl) = (OCCZ()M, oM, ..., OtakM)
= af(x)

elde edilir. Yani ¢, Fj-lineer doniigiimdiir. Simdi uzakligi koruyan bir doniigim

oldugunu gosterelim.

dp(x1,x2) = wr(x1 —x2) = wr (¢ (x1 —x2))
=wr (9 (x1) — 9(x2))
=du(¢(x1),9(x2)).

2. ¢ Gray doniigiimii birebir, drten ve Fy-lineer oldugundan
cl=lo©)l=4¢"
saglanir. Ayn1 zamanda ¢, uzaklik koruyan bir doniisiim oldugundan
di(C) = du(¢(C))

olur. O halde C, R iizerinde bir [n, k', dr] lineer kod ise, bu durumda ¢(C) de F,
tizerinde bir [n(k+ 1), k', dg] lineer koddur.

Onerme 3.2.7. C = 1Co ® 71Ci & --- ® %Cy, R iizerinde, uzunlugu n olan bir lineer kod

olsun. Bu durumda C’nin duali
C+=nCy &nCi @ @ nCy

olup R iizerinde, uzunlugu » olan bir lineer koddur.

Ispat. R iizerinde, uzunlugu n olan lineer C kodunun
Ct={xeR|(x,c)=0,VceC}

k
dualini g6z Oniine alahm. 0 < i < k i¢in a; € Fy ve b; € C; olmak iizere x = Z Yia; € Ctve
i=0
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Y:b; € C elemanlar i¢in

k
c=

i=0

k k
(x,c) = <Z?’iai, Z %bi) =0
i=0 =0

olup0<i, j<kvei## jicin '}/12 =%, Y%7Y; = 0 Ozelliklerinden

k
Z %(ab bi> =0
i=0
elde edilir. Buradan 0 < i < k igin (a;, b;) = 0 oldugundan a; € C;- bulunur. Dolayistyla
C=0Cy ®@NnCi & dUC;

elde edilir. 0 < i < k i¢in C;, F; lizerinde bir lineer kod oldugundan CiL de Fy lizerinde bir
lineer koddur. Boylece C+ = }/OCOL D lelL DD kakL, R tzerinde, uzunlugu n olan bir

lineer koddur.

3.2.1. R Uzerindeki Skew Devirli Kodlar

Tanim 3.2.1.1. C, R halkas iizerinde, uzunlugu n olan bir lineer kod ve ® € Aut(R) \ {®p}

olsun. Eger
(co,1,---ycn-1) €C= (O(cy-1), O(co), ..., Olcp2)) €C

kosulu saglaniyor ise C’ye skew devirli kod veya skew ©-devirli kod denir.

R, =R[x,0]/(x" — 1) olsun. R"deki bir ¢ = (cg,c1 ...,c,—1) kod kelimesi, R, deki
fx)=co+ecx+...+cp X!

polinomu ile eslestirilebilir. Buradaki
¢+ f(x)

eslestirmesi bir R-modiil izomorfizmasidir. R[x,®] skew polinom halkasi degismeli
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olmadigindan, x" — 1 ideali, R[x,®] skew polinom halkasinda her zaman iki yanli ideal
degildir. Bu sebeple, R, kiimesinin bir halka oldugunu garantilemek i¢in x” — 1 idealinin
iki yanl ideal olup olmadigimin bilinmesi gerekir. Bu sebeple asagidaki sonu¢ oldukca

onemlidir.

Onerme 3.2.1.2. Z(R[x,0]), R[x,®] skew polinom halkasinin merkezi ve |(®)| = m olsun.

Bu durumda x" — 1 € Z(R|[x, ®]) olmast i¢in gerek ve yeter kosul m | n olmasidir.
Ispat. m | n olsun. Bu durumda n = mk olacak sekilde bir k € Z vardir. O halde her a € R
icin

0"(a) =0 (a)=a

dir. f(x) =ap+aix+---+ax" € R[x,0] olsun. Buradan

(= 1) f(x) = (" — 1) (ag+arx+ - +apx")
=x"ag+x"ajx+---+x"ax" — (ap+arx+- - +ax")
= @"(ap)x" + 0" (a)) X"+ 40" (a, )X — f(x)
=apx" + a4 a" — f(x)
= (ap+a1x+ - +ax")x" — f(x)
= f)x" = f(x)
=f)("=1)

elde edilir. Boylece x" — 1 € Z(R[x, ®]) sonucuna ulagilir.

Diger taraftan x" — 1 € Z(R[x, ®]) olsun. Bu durumda her g(x) € R[x,®] polinomu igin (x" —
1)g(x) = g(x)(x"* — 1) dir. Ozel olarak a € R olmak iizere

(x" = 1Dax" = ax (¥ — 1)
saglanir. Bu esitlikte R[x, 8] skew polinom halkasindaki ¢arpma iglemi kullanilarak

XaxX™ — axX™ = axX™"™" — ax’™

@ﬂ(a)xl’H—m _ axm — axm—i—n _ axm
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elde edilir ki her a € R i¢in ®"(a) = a oldugunu ifade eder. Buradan
m|n

elde edilir. Boylece ispat bitmisg olur.

Teorem 3.2.1.3. C, R iizerinde, uzunlugu n olan bir lineer kod ve ® € Aut(R) olmak iizere
|(®)| = m i¢in m | n olsun. C’nin bir skew @-devirli kod olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
g(x) polinomunun, R[x, ®]’da x" — 1’in bir sag boleni olmak iizere C = (g(x)) olacak sekilde

R,’in bir sol ideali olmasidir.

Ispat. Hipotez geregi m | n oldugundan x" — 1 € Z(R[x,®]) olup x" — I’in iirettigi ideal
R[x,®]’da ¢ift tarafl1 bir idealdir. Dolayisiyla R,, bir halkadir.

Ik olarak C bir skew ®-devirli kod olsun. g(x) polinomu C’de sifirdan farkli derecesi en

kii¢iik olan monik polinom ve a(x) € C keyfi bir eleman olsun. B6lme algoritmast ile

a(x) = q(x)g(x) +r(x); degr(x) < degg(x)

olacak sekilde tek tiirlii belirli g(x), r(x) € R[x, ®] vardir. Boylece a(x), g(x) € C oldugundan

olur ve g(x)’in tanimindan
r(x) =0

elde edilir, dolayisiyla

olup

n—1

bulunur. Simdi a(x),b(x) € C ve h(x) = Z hix' € R, olsun. C skew, devirli oldugundan
i=0

dolay1, C bir lineer koddur ve boylece a(x) +b(x) € C dir. Ustelik C, skew devirli oldugundan
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dolay1 x'a(x) € C dir. Boylece

n—1 n—1
h(x)a(x) = (Y hx')a(x) = Y hx'a(x) e C
i=0 i=0
dir, yani C, R,,’in bir sol idealidir. Bolme algoritmasi ile
X' —1=qi(x)g(x) +ri(x); degri(x) < degg(x)

olacak sekilde tek tiirlii belirli ¢;(x),r;(x) € R[x,®] vardir. X" — 1,(R,,+) grubuna gore

etkisiz elemandir ve

ri(x) = (" =1) —q1(x)glx) € C

olur, iistelik g(x)’in tanimindan rj(x) = 0 elde edilir, dolayisiyla

X' —1=q(x)g(x)
olup g(x), X" — 1’in bir sag bolenidir.

Diger yandan C = (g(x)), R, nin bir sol ideali ve g(x), X" — I’in bir sag boleni olsun. Bu
durumda (ag, ay, ..., a,_1) € C’nin polinom karsihg1 a(x) = ag+ajx+---+a,_ X"~ Cde

bir ideal oldugundan dolay1 xa(x) € C dir, x" = 1 (mod x" — 1) oldugundan

xa(x) = x(ag+aix+ - +a, 1 x"1)
= xag+xaix—+ - +xa, X"
= O(ap)x+0O(a))x* +---+0(a,_)x"
= O(an_1) +O(ap)x+--+0O(a, o)x""!

olup (®(ay—1), O(ap), ..., O(a,—2)) € C elde edilir. Boylece C bir skew devirli koddur.

|(®)| = m olmak iizere eger m 1 n ise x* — 1 ¢ Z(R|[x,®]) dir, dolayistyla x* — 1 ¢ift tarafli
bir ideal degildir. Bu durumda R, bir halka degildir ve dolayisiyla R,’de ideal kavrami
anlamsizdir. Bundan dolay1 ®-devirli kodlar ile R,,’deki ideallerin birebir kargilik getirilmesi
gegerli degildir. O halde C, R iizerinde, uzunlugu n olan bir lineer kod ve ® € Aut(R) olmak

tizere bir C skew O-devirli kodundan bahsedebilmemiz i¢in ilk olarak ®’nin mertebesinin



81

n’yi boliip bélmediginin tespit edilmesi gerekir. Dolayisiyla skew devirli kodlarda uzunlugun
otomorfinin mertebesine bagli olmasi kisitlayici bir durumdur. Bu kisitlayici durum, Siap vd.
[12] tarafindan literatiire sunulan ¢alisma ile ortadan kaldirilmigtir. Siap vd. [12], F sonlu bir
cisim olmak iizere F[x,0]/(x" — 1) kiimesi lizerinde f(x) + (x" —1) € F[x,0]/(x" — 1) ve

r(x) € Flx, 0] olmak iizere
r(x)o (f(x)+ (" = 1)) =r(x)f(x) + (" 1) (3.18)
seklinde yeni bir soldan skaler ¢arpim islemi tanimlamuglardir. F[x, 0] /(x" — 1) kiimesini

F[xye]/(xn_l):{ao+a1x+a2x2+-~-+an_1x”_1 |x" =1 ve
(3.19)
i=0,1,2,...,n—1 i¢in a; € F}

seklinde g6z Oniine alarak bu skaler ¢carpima gore F[x, 0] / (2" — 1) kiimesinin bir sol F-modiil
ve bir sol F[x, 8]-modiil oldugunu géstermislerdir. Siap vd.[12], F[x, 6] /(x" — 1) nin sol alt
modiilleri ile skew devirli kodlar1 karsilik getirmislerdir. Bu karakterizasyon, sonlu halkalar
tizerindeki skew devirli kodlara benzer sekilde genisletilebilir ([1, 5]). R, = R|x, O] / (x"—1)
olmak iizere f(x) + (" — 1) € R, ve g(x) € R[x, 0] i¢in

g)o(f(x)+ (" =1)) =g(x)f(x)+ ("= 1)
carpimi ile R, bir sol R[x, ®]-modiildiir. R, kiimesi

R, =R[x,0]/(x"—-1)

(3.20)
={ag+ayx+--+a,_ X" '|i=0,1,...,n—licinag; €R ve x" = 1}

seklinde de ifade edilebilir. Buradan itibaren “<” notasyonu kolaylik i¢in kullanilmayacaktir.

Herhangi bir 7 i¢in bir skew devirli kodun tanimi asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 3.2.1.4. R iizerinde, uzunlugu n olan C lineer kodunun bir skew ®-devirli kod
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul C = (g(x))’in sol R[x,®]-modiil olan R,’in bir sol
R[x, ®]-alt modiilii olmasidir, burada g(x), C’deki en kiigiik dereceli bir monik polinomdur.
Ustelik C, {g(x), xg(x), ..., ¥" 'g(x)} bazina sahip m = n — degg(x) boyutlu bir serbest
koddur.
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Ispat. C kodunun R,’nin bir sol R[x,®]-alt modiilii oldugu géz oniine alinarak Teorem
3.2.1.3’in ispatina benzer sekilde ispat edilir. Simdi C kodunun, boyutu m = n — deg g(x)
olan bir serbest alt modiil ve {g(x), xg(x), ..., X" 'g(x)} kiimesinin bir baz oldugunu ispat

edelim.

a(x) € C olsun. Bu durumda a(x) = ¢(x)g(x) olacak sekilde bir ¢(x) € R[x,®] vardir. Kod

kelimelerinin uzunlugu »n oldugundan

dega(x) = degg(x) +degg(x) <n = degg(x) <n—degg(x)

= degq(x) <m
elde edilir. Bu durumda g(x) = go + q1x+ - - - + gm_1X""! € R|x, 0] icin

a(x) = q(x)g(x)
= (qo+q1x+ +gm1¥" Hg(x)

= qog(x) + q1xg(x) + - + gm_1X" 'g(x)

bulunur. Dolaystyla {g(x), xg(x), ..., ¥" g(x)} kiimesi C’yi tiretir. R = F,[u] / (u**! — u)
sifir bolensiz oldugundan dolay1 {g(x), xg(x), ..., x" 'g(x)} lineer bagimsiz bir kiimedir,

yani C, boyutu m olan bir serbest modiildiir.
Bu tezin bundan sonraki boliimiinde
» Eger |(®)| = m olmak iizere eer m | n ise, Teorem 3.2.1.3’ten, R iizerinde, uzunlugu
n olan bir skew devirli kod, R,;’nin bir sol ideali
» Eger |(®)| = m olmak tizere e3er m { n ise, Teorem 3.2.1.4’ten, R iizerinde, uzunlugu

n olan bir skew devirli kod, R,,’nin bir sol R[x, ®]-alt modiilii

olarak alinacaktir.

Simdi, R iizerinde, uzunlugu n olan bir skew ®-devirli kodun direkt toplam seklindeki

parcalanisi ile 1lgili bir inceleme yapilacaktir.

Teorem 3.2.1.5. C = pCo ® NnC1 @ --- ® %Cy, R iizerinde, uzunlugu n olan bir lineer kod

olsun. Bu durumda C’nin skew ®-devirli kod olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul 0 < j < k igin
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C,’lerin, F iizerinde, uzunlugu n olan birer skew 6-devirli kod olmalaridir.

Ispat. 0 <i<n—1ve0<j<kicin a;j € Fy ve x; = Wwajo+Y1ai1 + -+ Ya i € R olmak

tizere x = (xg,x1,...,X,—1) € C olsun. Bu elemanlar
Xy = Yao + Naoq + ... + Yok
X1 = Yao + nag + ..+ Naix
Xp—1 = Wan—-10 + Nan-11 + . + NGn—1k

seklinde acik olarak ifade edilebilir. Bu durumda

aog = (ao0, ai 0, -, an—1,0) € Co
ap = (a071, Al 15 - an_171) - C1
ar = (o, A1 ks -5 An-1k) € Ck

alalim, genel olarak 0 < j < ki¢in a; = (ao, j»aijs---,an—1j) € C; seklinde de yazilabilir.

0<i<n-—1ve0< j<kolmak lizere g; ; € F; eleman1 i¢in
O(a;,j) = 0(ai)

ve
Ou)=0(1lu)=0(l)u=lu=u

olur. Boylece 0 < j < k olmak iizere ¥; = A je; € Fp[u] igin
(1) =Y

olur. Simdi C, R iizerinde, uzunlugu n olan bir skew ®-devirli kod olsun. O halde ¢ (x) € C
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dir, yani
o(x) =0 ((xg, X1, -+, Xp—1))
= (O(xn—1), O(x0), ..., Ox4—2))
= (O(Wan—1,0+ Vian-1,1+ -+ Wen-1x), O(Yaoo+ Viao,1 + -+ %dox), - - -
O(Yan—2,0+YVian-2,1 4+ Yen—2))
= [%0(an-1,0) +10(an-1,1)+--+%O(an_1x), 0O(a0,0) +16(ao,1) +
+%O(aok), -, WO(an—20) +1160(an—21)+ -+ %O (an—2)]
=[0(an-10), 0(a0,0); ---, 0(an—20) +7[0(an-11), (ao1), ..., O(an—2,1)]
+- 4+ %[0(an—14), O(aok), - -, 0(an—2x)]
=10(a0) +vi0(a1)+-+Yo(am) €C
dir. Burada

G(ao) = (e(an_L()), 9(610’0), ¥ o G(an_zp)) € (y
G(al) = (9((1,1_171), 9((1071), . G(an_u)) eC

G(ak) = (9(61,1,17]{), 9((107](), ceey 9((1,1,27]()) ey

olup0 < j<kicino(a j) € C;j dir, bu ise C;’lerin F, lizerinde, uzunlugu n olan skew 6-devirli

kodlar oldugunu gosterir.

Diger yandan 0 < j < k i¢in C;’lerin F; iizerinde, uzunlugu 7 olan birer skew 6-devirli kod

oldugunu varsayalim. Bu durumda o(a;) € C; olur ve

o(x) =nwo(ap) +no(a)+--+no(a) €C

elde edilir. Boylece C’nin R iizerinde, uzunlugu n olan skew @-devirli kod oldugu elde edilir.

Teorem 3.2.1.5, R iizerinde, uzunlugu n olan bir skew ®-devirli kodun direk toplam seklinde
nasil yazildigini ifade eder. Simdi |(®)| | n olmak iizere R iizerinde, uzunlugu n olan bir skew
®-devirli kodun dualinin de R iizerinde, uzunlugu n olan bir skew ®-devirli kod oldugunu

gosterelim.
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Onerme 3.2.1.6. |(®)| | n olsun. R iizerinde, uzunlugu n olan bir skew ®-devirli C kodunun

dual kodu C*, R iizerinde, uzunlugu n olan bir skew ®-devirli koddur.

ispat. C, R iizerinde, uzunlugu n olan bir skew ®-devirli kod olsun. x = (xg,x1,...,x,—1) €C
ve y = (y0,)1,---,Yn_1) € C* olsun. C+’in R iizerinde, uzunlugu n olan bir skew @-devirli
kod oldugunu gostermek icin o(y) = (O(y,_1), O(y), ..., O(y,_2)) € C+ oldugunu

gostermemiz gerekir. Bunun i¢in x ile 6(y)’ nin
(x, 0(y)) = %00 (yn—1) +x10(y0) + -+ +Xp—10(yn—2)
ic carpimim goz oniine alalim. C, bir skew @-devirli kod oldugundan 6"~ !(x) € C dir, yani
0" 1(x)= (@ (x)), 0" (x2), ..., 0" (x,_1), @ (xp)) € C
dir. O halde (6"~ !(x), y) = 0 dur, yani
(6" (x), ) =0" " (x1)yo+ 0" (x2)y1 4+ 0" (xu1)yn-2+ 0" (x0)yn-1 =0
olur. [(®)] | n oldugundan ®" birim otomorfi olur ve buradan

0=0({c""'(x),y) =0(0" ' (x1)yo + 0" ' (x2)y1 + -+ 0" (x_1)yu—2 + 0" (x0)yn1)
=x10(y0) +x20(y1) + -+ +X0-10(yn—2) + %00 (Yn—1)
=x0O(yn—1) +x10(y0) + - + X110 (yn—2)
= {x,0(y))

olur. O halde o (y) € C* dir. Boylece C+, R iizerinde, uzunlugu n olan bir skew @-devirli

koddur.

Sonug 3.2.1.7. [(®)| | n olsun. R iizerinde, uzunlugu n olan bir skew ®-devirli C = yCy ®
NCi @ --- D ¥%Cr kodunun
i) 0 < j<kicin Cf, F, lizerinde, uzunlugu n olan birer skew 6-devirli koddur,

i) C+ = yOCé DN ClL DD }/kaL dual kodu, R iizerinde, uzunlugu n olan bir skew
®-devirli koddur.

ispat.
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1) Teorem 3.2.1.5’in direkt sonucudur.
ii) Onerme 3.2.7 ve Onerme 3.2.1.6’nin direkt sonucudur.

Teorem 3.2.1.8. C =y Co® Y C1 B - B %Cr, R lizerinde, uzunlugu n olan bir skew @-devirli
kodve 0 < j<kiging; (x), F, tizerinde, uzunlugu 7 olan skew 6-devirli C; kodunun monik

tirete¢ polinomu olsun. Bu durumda

i) C=(Wgo(x), n1g1(x), ..., %&k(x)),

ii) C = (g(x)) olacak sekilde bir g(x) € R[x,®] polinomu vardir, burada g(x), X" — 1’in bir
sag boleni olup g(x) = %go(x) +7181(x) +--- + %gk(x) dir.

Ispat. i) C, R iizerinde, uzunlugu n olan bir skew ®-devirli kod oldugundan Teorem
3.2.1.5’e gore, 0 < j < k igin Cj’ler, Fy lizerinde, uzunlugu n olan skew 6-devirli kodlardur.

Ustelik 0 < j < kigin
Cj = (gj(x)) C Fylx,0]/(x" —1)
dir. Ayni zamanda C = % (go(x)) &% (g1(x)) & - -- & Y (gk(x)) oldugundan
C C (W80(x), v1g1(x), -, %gk(x)) S Rlx,0]/(x" — 1) (3.21)

elde edilir. Diger taraftan

W80(x) fo(x) + 1181 (%) f1(x) + - + %8k (%) [k (x) € (W80 (*), 11&1(%); -, Negk(x))
C Rlx, G)]/(x” —1)

olsun, burada 0 < j < k i¢in f;(x) € R[x,®]/(x" — 1) dir. Bu durumda
¥ifi(x) = ¥jr(x)
olacak sekilde r;(x) € F[x, 6] /(x" — 1) vardir. Boylece

080 (x) fo(x) +1181(x) f1(x) + - + Ngu(x) fi (k) € C
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olur ve

(1080(x), ng1(x), ..., ngr(x)) €C (3.22)

elde edilir. Sonug olarak

C = (1080(x), 1181(x), -, %gk(x))

elde edilir.

i) 0 < j < k olmak iizere C;’nin monik iireteci olan g ;(x)’ler i¢in, i) kismindan
C = (Wgo(x), ng1(x), -, %gk(x))

dir. g(x) = Ygo(x) + 7181 (x) + -+ - + %gr(x) oldugunu varsayip C' = (g(x)) olarak alirsak
g(x) € C oldugundan C' C Colur. 0 < i, j < k ve i # j i¢in }/]2 =7, %¥; = 0 dzelliklerinden

Yi(80(x) +7181(x) + -+ %g(x)) =0+ +0+77gj(x) +0+---+0
=78j(x) €C’

olup C C (' bulunur. Boylece C = C’ ve C = (g(x)) elde edilir, burada g(x) = %go(x) +
N&1(x) + -+ Yegr(x) dir.

Simdi g(x)’in R[x,®]’da x" — 1”in bir sag boleni oldugunu gosterelim. 0 < j < k icin g;(x),

C;’nin monik iirete¢ polinomu oldugundan g;(x), X" — 1’i sagdan boler, yani

X' —=1=hj(x)g;(x)

k
olacak sekilde hj(x) € C; vardir. 0 < i, j <k ve i # j icin )/]2 =7, %Y =0ve Z% =1
i=0
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k+1 _u)

(mod u oldugundan

F—l=(+n+-+wl" —1)
=00 =D +n@" =1+ +nH"-1)
= Yho(x)go(x) + Vihi (x)g1(x) + -+ + Vil (x) gk (x)
= (Yho(x) +h1 (x) 4+ + Wi (x)) (Y080 (x) + V181 (x) + - + Yegr(x))
= (Yho(x) +vih1 (x) + - + Yehi(x)) g (x)

bulunur. Boylece g(x), X" — 1’i sagdan boler.

Sonug 3.2.1.9. [(®)| | nolsun. C = yCo® y1C1 B - - - D %Cy, R tizerinde, uzunlugu n olan bir
skew @-devirli kod ve 0 < j < kigin g;(x), F; tizerinde, uzunlugu n olan skew 0-devirli C;
kodunun monik iirete¢ polinomu olsun. 0 < j <k igin /;(x) € F,[x, 0] olmak iizere x" — 1 =
hj(x)g;(x) olup hj(x) = Bo+ Pix+--- + Bu—sx"~* seklinde ifade edilsin. Bu durumda C;

skew 6-devirli kodunun duali olan C;- igin

i) C+ = (Whi(x), nhi(x), ..., whi(x)),

ii) Ct = (K (x)), olmak iizere 1'(x) = Whi(x) +yih}(x) + - + Whi(x)

gegerlidir, burada 1 (x) = By—s + 0 (Bu—s—1)x+ -+ 6" (Bo)x"* dir [2].
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4. BULGULAR

Bu bolimde R halkas: iizerindeki skew ®-devirli kodlarin bir uygulamast verilmisti. Bu
boliim iki alt boliimden olugmaktadir. Birinci alt boliimde, R halkasi iizerinde dualini iceren
skew ®-devirli kodlardan kuantum kodlarin elde edilmesi i¢in gerekli olan teorik c¢alisma
verilmistir. Ikinci alt boliimde ise, ilk alt boliimde yapilan teorik calismanin bir uygulamasi

olarak bazi 6rnekler sunulmustur.

4.1. RUZERINDEKI SKEW DEVIRLI KODLARDAN ELDE EDILEN KUANTUM
KODLARIN INSASI

g bir asal sayinin kuvveti olmak iizere F;, sonlu cismi iizerinde, uzunlugu 7 olan bir kuantum
hata diizelten kod, ¢" boyutlu (C9)®" Hilbert uzaymn ¢* boyutlu bir alt uzayidir ve bu
kuantum hata diizelten kod [[n,k,d]], ile gosterilir, burada ®n, vektor uzaymnin tensor
carpimint ve d, kuantum hata diizelten kodun minimum Hamming uzakligin1 gosterir.
Kuantum hata diizelten kodlar, kuantum hesaplama ve kuantum iletisim iizerinde oldukca
onemli bir yere sahiptir. Kuantum hata diizelten kodlar ve klasik hata diizelten kodlar
arasinda 6nemli bir baglanti vardir. Ik kuantum hata diizelten kodlar, birbirinden bagimsiz
olarak, 1995°de Shor [11] daha sonra 1996’da Steane [13] tarafindan elde edilmistir. 1998’de
Calderbank vd. [3], bir halka iizerindeki klasik hata diizelten kodlardan kuantum hata
diizelten kodlar1 elde etmek icin elverigli bir metod vermistir. Robert Calderbank, Peter Shor
ve Andrew Steane’ye atfen CSS insa metodu olarak adlandirilan bu metod, sonlu cisimler

tizerindeki kuantum hata diizelten kodlar1 elde etmek i¢in verilen dnemli bir yontemdir.

Teorem 4.1.1 ([3], CSS Insa Metodu). C; ve C,, F, tizerinde sirasiyla [n, ky, di] ve [n, ky, d>)
parametrelerine sahip iki lineer kod olsun. d = min{d;,d,} olmak iizere eger C2L C (Cj ise

[[n, k1 4+ ko — n, d]], parametreli bir kuantum hata diizelten kod vardir.

Ozel olarak eger Ci- C Cy ise [[n, 2k; — n, di]], parametreli bir kuantum hata diizelten kod

vardir.
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4.1.1. R Uzerinde Dualini Iceren Skew Devirli Kodlar

Bu boliimde, R halkasi tizerindeki skew ®-devirli kodlardan kuantum kodlarin elde edilmesi
icin gerekli olan, bir skew ®-devirli kodun dualini icermesi icin bir gerek ve yeter kosul

verilmistir.

Teorem 4.1.1.1. |(6)| | n olmak iizere 0 < j < k i¢in C; = (g;(x)), F; tizerinde, uzunlugu
n olan bir skew 6-devirli kod olsun. Bu durumda CjL C Cj olmast i¢in gerek ve yeter kosul

X" — ’in 15 (x)h;(x) 1 sagdan bolmesidir.

Ispat. 0 < j < kicin C; = (g;(x)), F, iizerinde, uzunlugu n olan, duali iceren skew 0-devirli

kod ve CjL C C;j olsun. Bu durumda /7 (x) € le C Cj = (gj(x)) oldugundan
5 (x) = K (x)g; (1)

olacak sekilde bir K;(x) € F,[x, 0] vardir. |(6)| | n oldugundan
K —=1=hjx)g;(x) € Z(F[x,0])

= hj(x) ve gj(x) yer degistirebilir. Boylece

m;(x)hj(x) = (Kj(x)g(x))h;(x)
= K;(x)(hj(x)gj(x))
= K;(x)(x" = 1)

elde edilir. O halde 0 < j < ki¢in x" — 1, '} (x)h(x) i sagdan boler.

Diger taraftan, 0 < j < ki¢in x" — 1, h%(x)h;(x)’i sa§dan bolsiin. Bu durumda
hj(0)hj(x) = 1(x) (" = 1)
olacak seklide bir /(x) € F,[x, 8] vardir. Simdi bir a(x) € CjL = (h(x)) alalim. Buradan

a(x) = c(x)hj(x)
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olacak sekilde bir ¢(x) € Fy[x, 0] vardir. Bu esitligin her iki tarafi /;(x) ile carpilirsa

elde edilir. Buradan

a(x)hj(x) —c(x)l(x)g;(x)h;(x) =

0
(a(x) —c(x)i(x)g;(x))hj(x) =0

bulunur. /(x) # 0 oldugundan (a(x) — c(x)I(x)g;(x)) = 0 olur. Boylece

a(x) = c(0)l(x)g;(x)

elde edilir. Dolayisiyla a(x) € (gj(x)) = C; ve buradan le C Cj sonucuna varilir. Bdylece

ispat bitmis olur.

Not: x" — 1 = hj(x)gj(x) olacak sekildeki 4j(x) € F,[x,0] polinomunun hesaplanmasi
durumunda x" — 1’in herhangi bir sirada g ;(x)’den farkli bir carpani alinamaz. Ornegin x® — 1

polinomu F35 tizerinde ¢arpanlarina ayrilirsa
B —1=w+x) W +2)2W* + ) W+ ) W'+ x) (W +x) (W7 +x) € Fas|x, 0]

elde edilir. j =0,1,2 igin g;(x) = w® +x olsun. Bu durumda j = 0,1,2 igin C; = (g;(x))’ler,

F,5 tizerinde birer skew devirli kod olur. Simdi

hi(x) = (w+x) (w4 2) (W +2) (W + ) (W' +x) (W' +x) (w7 +x)
ho(x) = W+ x) (W +x) W4+ x) (W + ) (W7 +x) (w4 x) (W +x)



92
polinomlarin1 goz 6niine alalim. Buradan

(W +x)h1 (x) = (W +x) (w+x) (W + ) (w* + 1) (W8 + ) (W +x) W+ x) (W' +x)

:4—|—w7x—|—w11x2—|—w3x3+w19x5—|—w23x6—|—w15x7 +x8

£ -1
elde edilir. Diger taraftan

(W +x)hp(x) = (W +x) (w* +2) (W® +2) (W' +x) (W' +x) (w7 +x) (w+x) (W +x)

=1

elde edilir. Yani /(x)’in hesaplanmasinda dikkatli olunmalidir.

Teorem 4.1.1.2. |(®) | n olmak iizere C = yCo © 71C1 & - - - & %Ck, R tizerinde, uzunlugu n
olan bir skew ®-devirli kod olsun. Bu durumda 0 < j < k i¢in C+ C C olmasi icin gerek ve

yeter kosul x" — 1’in /2 (x)/;(x) 1 sagdan bolmesidir.

Ispat. [(®) | n olmak iizere R iizerinde, uzunlugu n olan bir skew @-devirli C kodu igin

Ct C C olsun. Bu durumda
1 1 i
WCy ©NCr & BN € NCoONC1 - O NG
yazilir. Her iki tarafi modiilo y;’ye gore goz Oniine alirsak 0 < j < k igin
il

elde edilir. Boylece Teorem 4.1.1.1°e gore 0 < j < kigin x" — 1, h%(x)h;(x)’i sa§dan boler.

Diger taraftan 0 < j < k i¢in x" — 1, h%(x)h;(x)’i sagdan bdlsin. Bu durumda Teorem
4.1.1.1°gore CjL C Cjdir. Bu

WCo ®NC} + @ BUC S NCo®NC1 B--- D RCi
oldugunu ifade eder. Boylece

ctcc
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elde edilir ve boylece ispat bitmis olur.

Sonu¢ 4.1.1.3. |[(®) | n olmak iizere C = (g(x)), R iizerinde, uzunlugu n olan bir skew
®-devirli kod olsun. Bu takdirde 0 < j < k i¢cin C* C C olmasi igin gerek ve yeter kosul

CJ-L C C; olmasidir.

Ispat. Ispat, Teorem 4.1.1.1 ve Teorem 4.1.1.2’nin bir sonucu olarak elde edilir.

4.1.2. Kuantum Kodlarn Insasi

Teorem 4.1.2.1. [(®)| | n olmak iizere C = 1Co B % C1 & --- & % Cy R lizerinde, uzunlugu n
olan bir skew ®-devirli kod olsun. Eger 0 < j < k i¢in CjL C C;j ise bu durumda ctcc
ve [[(k+ 1)n, 2k" — (k+ 1)n, du]], parametrelerine sahip bir kuantum hata diizelten kod
vardir, burada dy, ¢(C) kodunun Hamming uzakhigini ve &/, ¢(C) kodunun boyutunu

gostermektedir.

Ispat. C = yCo @ 7C1 @ --- @ %Cy R iizerinde, uzunlugu n olan bir skew @-devirli kod
ve 0 < j <k icin CjL C Cj olsun. Bu durumda Sonug 4.1.1.3’e gore C* C C dir. Simdi
¢(C+) C ¢(C)* oldugunu ispat edelim. Bunun icin x; = Yao + y1a; +--- + pax € C ve
X2 = Ybo + 71b1 + - - - + Yib € C* alalim. O halde x; ile x, nin i¢ carpimi 0°dir, yani

(x1,x2) = Yaobo + Yia1by + - - - + Vearby = 0

olur. R = F, +ulFy + -+ uqu, F, lizerinde, boyutu k + 1 olan bir vektor uzayr oldugu
icin R’deki her eleman {}p, %1, ..., %} kiimesinin bir lineer kombinasyonu olarak yazilir.
{¥0, ", - - -, % } kiimesinin elemanlar1 sifirdan farkli olup bu elemanlar idempotenttir ve ikiser

ikiser ortogonaldir, tistelik R’yi tiretir. Bu kiime lineer bagimsizdir, ¢iinkii eger
dop+din+--+diy =0

ise 0 < i < kicin her iki tarafi ; ile ¢carparsak d,-}/l-z = 0 ve boylece
di=0

elde edilir. Dolayisiyla {y, %1, - - -, %} lineer bagimsizdir ve R i¢in bir bazdir. Bundan dolay1

Yoaobo + via1by + - - -+ Yraxby =0
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denkleminden
apbg=a1by=...=ab; =0
elde edilir. Boylece, MMT = AI; | oldugundan, ¢ (x) ile ¢ (x2) nin i¢ garpimindan

<¢(X]), ¢)(X2)> = <(a0,a1,...,ak)M, (b();bla" 7bk)M>
= )»z(aobo +aiby+ -+ aiby)
=0

elde edilir. x; € C oldugundan ¢ (x;) € ¢(C) olur. Dolayisiyla, yukaridaki sonuctan ¢ (x;) €
¢(C)* dir. x, € C* oldugundan ¢(x;) € ¢(C*) olup boylece ¢(CH) C ¢(C)* elde edilir.
Simdi x € ¢(C*) olsun. ¢(C+) C ¢(C)* oldugundan x € ¢(C)* olur. Ayrica x € ¢(C*)
oldugundan x = ¢(y) olacak sekilde bir y € C* vardir. C* C C oldugundan y € C elde
edilir. Boylece x = ¢(y) € ¢(C) dir. Dolayisiyla ¢(C)- C ¢(C) olur. O halde ¢(C), F,
lizerinde, [(k+ 1)n, k', dy] parametrelerine sahip olan bir lineer kod oldugundan Teorem
4.1.1°de verilen CSS inga metodu ile, [[(k+ 1)n, 2k’ — (k+ 1)n, dn]], parametrelerine sahip

bir kuantum hata diizelten kod vardir, boylece ispat bitmis olur.

4.2. ORNEKLER

Bu kisimda dnceki boliimlerde yapilan teorik ¢alismanin bir uygulamasi olarak bazi 6rnekler
verilecektir. Bu ornekler [S] ¢calismasindan alinmistir. Asagidaki orneklerde Fl;km notasyonu

Fon = F,»\{0} = (w) seklinde ifade edilen w tarafindan iiretilen devirli gruptur.

Ornek 4.2.1. Eleman sayist 9 olan sonlu cismi ele alalm. Fy ile gosterilen bu cisim F3

tizerinde, boyutu 2 olan bir vektor uzayidir ve

F =F3[OC]/<062—|— 1> = {a0+a106 | ap,ai €F3}

={0,1,2,a, 1+ 0,24, 20, 1 +20,2+ 20}

seklinde ifade edilir. Fy cisminin islem tablolar1 asagidaki gibidir:



+ (mod 3) 0 1 2 o l+a 2+a 20 142 2+2a
0 0 1 2 o l+4a 24+a 20 14200 242
1 1 2 0 14 24+« a 1420 242« 200
2 2 0 1 24+ l04 1+4a 242« 200 1+2a
o o I+ 2+« 2a 1+2a 242« 0 1 2

1+ o l+a 24+a (04 1420 242 2a 1 2 0
24+ o 24+ o o l+a 242« 20 1420 2 0 1
2o 2a 1+2a 242 0 1 2 a l+o 24«
142 1+2a 242 2o 1 2 0 l+o 24« a
242a 2420 20 14+2a 2 0 1 24+« o 1+«

Tablo 4.1: Fy’un toplam tablosu

(mod 3) | O 1 2 a 140 24+« 20 1420 242«

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 o l1+a 24+a 20 1420 242

2 0 2 1 20 2420 1420 o 24+ o 1+ o

(04 0 o 2a 2 24+a 2420 1 l+a 142«
I1+o 0 1+ao 24200 2+« 200 1 142 2 o

24+« 0 24a 1+20 242x 1 a l+o 2a 2

2a 0 20 o 1 1420 14+« 2 2420 24 o
1+2x 0 14+2a 2+« 1+« 2 20 242a o 1
2420 0 2420 14+a 142« o 2 24+« 1 20

Tablo 4.2: Fy’un carpim tablosu

Fy° = Fy\{0} kiimesi carpma islemine gore mertebesi 8 olan bir devirli gruptur. w :=x+ 1

eleman1 bu devirli grubun bir iireteci olup
F = F\{0} = (w) = (W%, w, w?, w?, wh, w’ wl w'}

seklinde yazilir, burada

0 8

(1+0)2+a)=wt=1

w =w =
w=1+4+a
w?=(1+a)(1+a)=2a

w = (1+a)2a)=1+2a

wh=(1+a)(14+2a)=2
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w=(14+a)2=2+2a
W= (1+0a)(24+2a) =«
w=(l+a)a=2+a

dir. Simdi Fy’un islem tablolarin1 ve her a € Fy icin 8(a) = a® seklinde tamimli Fy’un

Frobenius otomorfisini goz oniine alarak Fy|x, 6] iizerinde x® — 1 polinomunun
B —1=W+x)?W + )W +x)(1+wx+x*) (1 +w'x+x%)
seklinde verilen carpanlara ayrilig1 sagladigim gosterelim.

(W +2x)* = (W +x)(W? +x)
= w* Fwir+xw? 427
=w* Wi+ 0(w?)x+x?
= w* +wir+wlx 422
=w+ (W +wO)x+x?
=wr+ Qa+o)x+x*

P
olur. Benzer sekilde
« (W2 +2)2 (W +x) = W+ xH) (W +x)

=w! +whr+wx? —|—x3,

s (W2 422w )W +x) = (W +wrr+wP +30) (W +x)

e

« (W2 422w+ )W + ) (1 +wPx+x2) = (W +xH) (1 +wix +x2)

= w4 —|—w7x+w4x2 +x4 +w3x5 +x6
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ve son olarak

(W2 422 (W +x)(w° +x) (1 +wx+x2) (1 +w'x +x?)
=W+ wix+ w4+ w20 (1 +wix+x2)
=wr+ W +wdx+ W +ww’ +wh? + (whw! )P + (1 +wh)a
+ (W W)+ (1 +ww + Db+ (W + w48
=2+ 0x+0x? 4 0x + 0x* + 0 + 0x® + 0x7 4+ x®
=2+

=31

elde edilir.

Ornek 4.2.2. Ornek 3.2.3’te verilen R = Fy[u]/(u* — u) halkasini ve bu halka iizerinde
tanimli1 Gray doniisiimii gz oniine alalim. R halkast icin k =1 ve p=3 olur. 0 <i <1

icin 0(a;) = a; seklinde verilen 6 € Aut(Fy) Frobenius otomorfisinin
®:R—R

olmak iizere
O(ag +uay) = 0(ap) +ub(ar) = aj +ua;

seklinde verilen genislemesini ele alalm. n = 8 ve |(0)| = 2 oldugundan |(8)| | n dir. Ornek

4.2.1°den x® — 1 polinomu Fy[x, 8] iizerinde
B —1=W+x)?W + )W +x)(1+wx+x*) (1 +w'x +x?)

seklinde carpanlarma ayrilir. O halde go(x) = w? +x ve g1(x) = (1 4+ w'x + x?)(w? +x)

polinomlari i¢in Cy = (go(x)) ve C; = (g1(x)), Fy tizerinde skew devirli kodlardir. Boylece

C = (0Co,nC1) = (W&o (x), 7181 (x))

R iizerinde bir skew devirli kod olur. gg(x) ve g;(x) polinomlart i¢in

o ho(x) = w? +x+w?x? +x° +whit + 0 +w?x0 4+ x7
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o h(x) = w2 +wdx 4202+l it 1
dir. hy(x) ve hy(x) polinomlari igin

o hi(x) = 1+wox+x% +wox® +x* +wox® 4 20 +wOx7

o I5(x) = 1+wx+wbx? + 203 +wix + wha®
olup

o i (x)ho(x) = (WO +wOx? + whx* + wOx®) (x® — 1)

o hi(x)h(x) = (WO +whx?)(x® — 1)

elde edilir. Dolayistyla x® — 1 polinomu hj(x)ho(x) ve hj(x)hi (x) polinomlarini sagdan boler.
Boylece Teorem 4.1.1.2°ye gore C+ C C elde edilir. ¢(C), Fy iizerinde bir [16, 12, 4]
lineer kod olur ve Teorem 4.1.2.1’e gore [[16, 8, 4]]9 parametrelerine sahip bir kuantum hata

diizelten kod vardir.

Ornek 4.2.3. Ornek 3.2.4°de verilen R = Fys[u] /(u® — u) halkasini ve bu halka iizerinde
taniml1 Gray doniisiimii goz oniine alalim. R halkas1 i¢cin k =2 ve p =5 olur. 0 <i < 2 icin

6(a;) = a; seklinde verilen 6 € Aut(F»s5) Frobenius otomorfisinin
®:R—R

olmak tizere

ag +uay +ulay — 6(ag) +ub(ay) + u?6(ar) = ay + ua; + u*a;

seklindeki verilen genislemesini ele alahm. n = 16 ve |[(6)| = 2 oldugundan |(8)| | n dir.

x'® — 1 polinomu F>s[x, 0] iizerinde

X1 =(1+x) A+ )W + )W +x) (W +x) (W' +x) (W' +x) (W +x)

(w+wix+x) (W +wPx 4+ ) (W +wx+ ) (W +wix+x?) € Fosx, 6]
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seklinde carpanlarina ayrilir. O halde go(x) = w> +x, g1(x) = w’ +x ve g(x) = (w?? +
x)(w +wdx +x?) polinomlari igin Cy = (go(x)), C1 = (g1(x)) ve Co = (g2(x)), F>s iizerinde

skew devirli kod olurlar. Bu durumda

C =(Wgo(x), n181(x), 1282(x))
=(WCo, NCi, 1C2)

R tizerinde bir skew devirli kod olur. go(x), g1(x) ve g2(x) polinomlart igin
o ho(x) = hy(x) =w’ +3x+wx? 4403 +wx* 42060 +wBx0 417+ w7 x8 4 3x% w10 4-
Aol 119512 4 913 413,14 4 15

o hy(x) = whB Fwx + w02 + w2 4 wix* £ Wi + wha® + w7+ wia® 4 w0 +

w16x10+w14x11+w14x12 _J’_xl3

dir. ho(x),hy(x) ve hy(x) polinomlari i¢in
o hy(x) = hi(x) = 1+ wTx+ 222 + w8 + 4 + w200 + 328 + wlla? + 28 +wl’x® +
w810 4201 912 117,13
olup
o hF(x)hi(x) = (W +wPx +w?3x2 +wx +wx® + wla® w8 4 wlx® + w210 4
w12 LT3 Ll (616 - 1) 5 = 0,1
o W5(x)a(x) = (w+whBx+wx? + 3x% 4+ 225 + wdx® + w3 +wlx10) (x16 — 1)
elde edilir. Dolayistyla k = 0, 1,2 i¢in x'® — 1 polinomu £} (x)/(x) polinomunu sagdan boler.
Teorem 4.1.1.2°ye gore C+ C C elde edilir. ¢ (C), F>s iizerinde bir [48, 43, 4] lineer kod olur

ve Teorem 4.1.2.17e gore [[48, 38, 4]]»5 parametrelerine sahip bir kuantum hata diizelten kod

vardir.
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Ornek 4.2.4. Ornek 3.2.5’te verilen R = Fyo[u]/(u* — u) halkasim ve bu halka iizerinde
taniml1 Gray doniisiimii géz oniine alalim. R halkas1 i¢in k =3 ve p =7 olur. 0 <i < 3 icin

0(a;) = a] seklinde verilen 6 € Aut(Fa9) Frobenius otomorfisinin
O:R—R
olmak iizere
ag +uay +utay +udaz —s 0(ag) +ub(a)) +u*0(ay) + 1> 0(a3) = al +ual +u?al +udj

seklinde verilen genislemesini ele alalim. n = 18 ve |(8)| = 2 oldugundan |(8)| | n dir. x'8 — 1

polinomu Fyg[x, 0] tizerinde

1 =(14+0)B+x)4+x)(6+x) W2 +x)(W* + ) (W' +w x4+ w2 + 1)

21 .2

W4 4 w20 4 w2 + 23 (W2 £ w2k w22 40

(W +wix +wox? +x°) € Fylx, 6]
seklinde carpanlarina ayrilir. O halde

g0(x) = W +w2x +w?l? £ 3) (W ) (W +x)

polinomlart igin k = 0,1,2,3 olmak iizere C; = (gi(x)), Fi9 lizerinde bir skew devirli kod

olur. Bu durumda

C =(go(x), ng1(x), rg2(x), 1383(x))
:<YOC07 YICla Y2C27 Y3C3>

R iizerinde bir skew devirli kod olur. go(x), g1(x), g2(x) ve g3(x) polinomlari i¢in

I () h(x) = fi(x)(x'°=1), 0 <k <3
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° fO(x) :W14+W29X+W44X2—|—W34X3 —|—w44x4+w10x5—|—w44x6+w5x7+w26x8

° fl(x) :w26—|—w5x—i—w4x2—|—W29x3—|—w14x4 +W26X6 +W5X7 +W4X8—|—W29X9 +W14X10—|—
w26x12—|—w5x13 +W4X14+W29X15 +W26X14
W15X10+W17X11+W38X12

o f3(x) =24 2x + 52 4+ 5x* + 208 + 2x7 4 5x% + 5x10 4 212 213 4 5x15 4- 5416

elde edilir. Dolayistyla k = 0,1,2,3 igin x!® — 1 polinomu A} (x)h(x) polinomunu sagdan
boler. Teorem 4.1.1.2°ye gore C+ C C elde edilir. ¢(C), Fy9 iizerinde bir [72, 62, 4] lineer
kod olur ve Teorem 4.1.2.1°e gore [[72, 52, 4]]49 parametrelerine sahip bir kuantum hata

diizelten kod vardir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Cebirsel kodlama teorisinde akla gelen ilk alfabe iki elemanli F> = {0,1} cismidir. Bu
alfabenin bir genellestirilmesi p bir asal say1 olmak iizere p elemanli I, sonlu cismidir.
Giiniimiizde cebirsel kodlama teorisi alaninda farkli cebirsel yapilarin gbz Oniine alinmasi
biiytik ilgi gormektedir. Son zamanlarda farkli tipteki cisim ve halkalarin gz Oniine

alinmasiyla tanimlanan halkalar {izerinde cebirsel kodlama teorisi ¢alisilmaya baglanmistir.

Literatiirde lineer kodlardan kuantum hata diizelten kodlarin elde edilmesi i¢in genellikle
devirli kodlar kullanilmistir. Son yillarda ise skew devirli kodlardan kuantum hata diizelten

kodlarin elde edilmesi biiyiik ivme kazanan bir ¢alisma alanidir.

Bu tez kapsaminda, cebirsel kodlama teorisi alaninda yeni calisilmaya baglanan bir halka
tizerindeki skew devirli kodlarin 6zellikleri ve bu halka iizerindeki skew devirli kodlardan
kuantum hata diizelten kodlarin elde edilmesi incelenmistir. Daha acik bir ifade ile p tek
bir asal say1 ve m bir dogal sayist olsun. Bu tez ¢alismasinda k | p — 1 ve ¢ = p™ olacak
sekilde bir k ve ¢ tam sayilart igin Fy[u] /(¥*™' — u) seklinde tammlanan halka iizerinde
skew devirli kodlarin 6zellikleri arastirllmistir. Hem skew devirli kodlar i¢in hem de skew
devirli kodlarin duali icin tirete¢ polinomlarinin saglamasi gereken kosullar arastirilmigtir.
Teorik calismanin bir uygulamasi olarak F[u] / (u*! — 1) halkasi iizerinde dualini igeren
skew devirli kodlardan, CSS insa metodu kullanilarak kuantum hata diizelten kodlarin elde

edildigi ispatlanmustir.

Tez kapsaminda ilk olarak Fy[u]/(u**' — u) halkasimin birimden farkli bir otomorfisi goz
Oniine alinarak karsilik gelen skew polinom halkasi tanimlanip bu halka tizerinde tanimh
skew polinom halkasinin dzellikleri ve ideal kavrami incelenmistir. Ayrica Fy[u] /(¥ — u)
halkasi1 iizerindeki bir skew devirli kodun, elde edilen skew polinom halkasinda karsilik
geldigi polinom belirlenmistir. Ikinci adim olarak Fy[u]/(u**! — u) halkas: iizerindeki

skew devirli kodlarin iirete¢ polinomlar: ile ilgili bir inceleme yapilmigtir. Daha sonra
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Fy[u] /(u**! — u) halkas: iizerindeki skew devirli kodlarn Oklid dual kodlar ¢aligtimstir.
Elde edilen bilgiler yardimiyla Fy[u]/(u*™' —u) halkas: iizerindeki bir skew devirli kodun
dualini icermesi i¢in bir gerek ve yeter kosul verilmigtir. Son olarak CSS insa metodu
kullanilarak, Fj[u] / (W1 — u) halkas: iizerinde dualini iceren skew devirli kodlardan

kuantum hata diizelten kodlarin elde edildigi ispatlanmistir.

Bu calismanin bir sonraki asamasinda, teorik calismanin bir uygulamast olarak uygun
bilgisayar algoritmalar1 yazilarak Fy[u] / (u¥*1 — u) halkasi iizerinde iyi parametrelere sahip
skew devirli kodlarin ve daha iyi parametrelere sahip kuantum hata diizelten kodlarin
elde edilmesi arastirilabilir. Diger bir ¢alisma konusu olarak lineer kodlardan kuantum
hata diizelten kodlarin elde edilme yontemleri arastirilarak bu tezde gz Oniine alinan
Fy[u] / (u*™! — u) halkas: iizerindeki lineer kodlardan kuantum kodlarin elde edilme yollar:
caligilabilir. Farkli bir ¢alisma konusu olarak, Fy[u]/(u**! — u) halkas: iizerindeki farkl
kod aileleri ¢aligilarak iyi parametrelere sahip kodlar elde edilebilir. Diger yandan bu tez
kapsamindaki metot ve yontem, literatiirde calisilmayan farkli halka tiplerine uygulanabilir.
Daha agik bir ifade ile bu tezde incelenen problemlerin ¢6ziimii icin sunulan fikirler farkli
cebirsel yapilar géz Oniine alinarak da calisilabilir ve elde edilen sonuclar yorumlanabilir.
Ornegin farkli cisim veya halka tiplerinin kartezyen carpimlari ile olusturulan cebirsel

yapilar iizerinde skew devirli kodlar calisilabilir.
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