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ONSOZ

Konvekslik kavrami ve konveks fonksiyonlar, optimizasyon teorisinde ¢ok biiyiik
olgiide uygulama alani bulmustur. Fonksiyonun konveksligine, iizerinde fonksiyonun
optimizasyonunun istendigi kiimenin konveksligine gore 6zel ¢oziimler iiretilmistir.
Bununla beraber, konvekslik kavrami durmadan artan degisik ¢zellikteki optimi-
zasyon problemleri kargisinda yetersiz kalmaktadir.  Bu noktada, konvekslik
kavramini, 6zel bir durum olarak iceren soyut konvekslik kavrami ortaya atilmig
ve esitsizlik teorisi gibi degisik uygulama alanlar1 da dahil olmak {izere yine opti-
mizasyon teorisinde genis 6l¢iide uygulama alani bulmustur. Yine soyut konvekslik

incelemeleri kapsaminda soyut konkavlik kavrami da irdelenmigtir.

Bu caligmada soyut konkav fonksiyonlar icin ifade edilen bazi teoremler kul-
lanilarak, M,(z, «) iireteg fonksiyonu ile iiretilen ortalar arasinda var olan ve herkesce

iyi bilinen egitsizlikler keskinlestirilerek yeni esitsizlikler elde edilmigtir.

Bir f artan pozitif homojen fonksiyonunun birim simpleks iizerindeki minimu-
munu bulma problemi igin verilen Kesen A¢i Metodunun her adiminda bir opimi-
zasyon problemi ortaya c¢ikmaktadir. Bu metodun belirleyici agamas1 olan bu alt-
problem, f’nin kendisine gore soyut konveks oldugu minimum tip fonksiyonlarin
olugturdugu bir maksimum fonksiyonunun minimumunun bulunmasi problemidir.
Bu altproblem degisik yazarlarca ele alinmig ve bazi ¢oziim algoritmalar: verilmistir.
Bu caligmada bu alt problem icin yeni bir ¢oziim algoritmasi verilmis ve bu algo-
ritma Oncekilerle kiyaslanmig ve ana problemin ¢oziimiinii ciddi bigimde hizlandirdig:

goriilmiigtiir.
Bu tezin olugmasinda bana yardimlarini ve destegini esirgemeyen, beni calis-

maya ozendiren ve yonlendiren degerli hocam Do¢. Dr. Gabil ADILOV’a sonsuz

tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Matematigin, ozellikle uygulamalari acisindan, en 6nemli dallarindan biri, siip-
hesiz optimizasyon teorisidir. Optimizasyon problemlerinin ¢ozmek icin 6zel araglar
kullanmaya ihtiyac vardir. Bu baglamda en giiclii araglardan biri de konveks ana-
lizdir. Bircok optimizasyon problemi konvekslik agisindan ele alinmig ve onlara
has 6zel ¢oziim yontemleri verilmistir ( Horst vd 2000, Minoux 1986, Pallaschke ve
Rolewichz 1997, Pardalos ve Rosen 1987, Tuy 1998 ).

Konveks analizin temel bulgularindan ikisi sunlardir: Her alttan yarisiirekli kon-
veks f fonksiyonunun, f tarafindan minore edilen, yani tanimli oldugu bir X kiimesi
tizerinde her x € X icin h(z) < f(x) olan afin h fonksiyonlarinin noktaya gore supre-
mumu olmasi, yani iist zarfi olmasidir. Bir digeri de, kapali konveks kiimeye ait
olmayan herbir nokta bu kiimeden bir lineer fonksiyon yardimiyla ayrilabilmesidir
( Rockafellar 1970 ). 1lk bulgu f’nin tamimh oldugu kiimede, noktasal olarak f’den
kiiciik fonksiyonlarla, yani destek kiimesi ile yakindan iligkilidir. Afin fonksiyon,
bir lineer fonksiyon ile bir sabitin toplam1 oldugundan, konvekslik, lineerlik ve bu
fonksiyonlarin supremumu olmanin kombinasyonu olarak sunulabilir. Bazi durum-
larda afin olmayan fonksiyonlarin supremumlarim (zarfini) diisiinmek yararh ola-
bilir. Boylece konveks olmayan cevrelerde konveksligin temel kavramlarini inceleme
fikri ortaya ¢ikar. Bu baglamda, alinan herhangi bir elementer fonksiyonlar sinifinin
supremumu olarak ifade edilebilen fonksiyonlar ve lineer olmayan bir fonksiyonla
kendilerine ait olmayan noktalarin ayrilabildigi kiimeler ortaya cikar. Bu iki olgu,
soyut konveksligin temelini olugturur.

Farkli elementer fonksiyon siniflarina gére ¢ok cesitli soyut konvekslik cesitleri
ortaya gikmugtir ( Adilov ve Rubinov 2006, Dutta vd 2004a, 2004b, Rubinov 2000a

ve oradaki referanslar ). Ornegin, L elementer fonksiyonlar simifi olmak iizere

L:{ZZRZ_—HR_F

I(x) = rlnellnlixi, l e R+}

secilmesi durumunda L kiimesine gore soyut konveks fonksiyonlar olugsur. Bu tip
fonksiyonlar incelenmis, L kiimesine gore soyut konveks olan fonksiyonlarin
(L-konveks fonksiyonlar) artan pozitif homojen fonksiyonlar oldugu, gesitli yazarlar
( Singer 1984, 1997, Rubinov 1998 ) tarafindan ortaya konulmusgtur. Bu fonksiyonlar,
birgok yazar tarafindan degisik yonlerden incelenmistir ( Dutta vd 2004a, 2004b,
Rubinov ve Glover 1998, Rubinov 2000b).



Bunun gibi degisik fonksiyon kiimelerine gore degisik konveks fonksiyonlar elde
edilmistir.Ornegin, 1gmlar {izerinde artan fonksiyonlar ( ICAR), artan koradyant
fonksiyonlar ( ICR ) bunlardan en ¢ok bilinenidirler.

Soyut konveksligin ilk uygulamalar1 1980’1i yillara uzanmaktadir ( Kutateladze
ve Rubinov 1972, 1976 ). Soyut konvekslik kavrami, degisik yazarlar tarafindan,
optimizasyon teorisi bagta olmak iizere, gok gesitli yonlerden ele alinmigtir ( An-
dromonov vd 1999, Rubinov 2000a, Rubinov ve Gasimov 2003, Rubinov ve Wu
2007 ).

Klasik konvekslikte oldugu gibi soyut konvesklik kavrami da bir¢ok yazar tarafin-
dan optimizasyon problemleri agisindan diigiiniilmiistiir. Optimizasyonu yapilmak
istenen fonksiyonun, bir fonksiyonlar kiimesine goére soyut konveks olmasi du-
rumunda, fonksiyonun optimize edilmesi icin gerek ve yeter optimallik kosullar:
aragtirilmigtir ( Rubinov ve Wu 2007 ve Rubinov 2000a ve oradaki referanslar ).
Bunlardan bazilari i¢in soyut konvekslige dayanan ¢oziim metodlar: da iiretilmistir.
Ornegin, artan pozitif homojen fonksiyonlarmm bir kiime tizerindeki minimumu-
nun belirlenebilmesi i¢in, fonksiyonun L = {7 : R} — R, ‘ l(z) = 1?61}1 lixi, 1 € ]R?r}
smifina gore soyut konveks olmasina dayanilarak ”Kesen Ag1 Metodu” geligtirilmis (
Andromonov vd 1999 ) ve bu metod farkli yazarlar tarafindan ele alinmig ve 6zel du-
rumlar igin degisik versiyonlar1 sunulmugtur( Andromonov vd 1999, Babayev 2000,
Bagirov 2003, Nuriyev 2005, Bagirov ve Rubinov 2000 ). Bu metod, her artan
pozitif homojen fonksiyonun, L smifindan olan bir fonksiyonlar kiimesinin supre-
mumu olmasi gercegi kullanilarak, her adimda, segilen minimum tip fonksiyonlarin
maksimumundan olusan bir fonksiyonunun minimumunun bulunmasina dayalidir.

Bu metodun en 6nemli agamasi her adimda, ortaya ¢ikan bir optimizasyon prob-
leminin ¢oziiliip, degerinin saptanmasidir. Bu alt problem baz yazarlar tarafindan
ele alimmig ve bir takim ¢oziim algoritmalar: sunulmustur ( Babayev 2000, Nuriyev
2005, Bagirov ve Rubinov 2000 ). Bu tezde de bu problem ele alimmig ve ¢oziimii
icin yeni bir algoritma geligtirilmistir ( Adilov vd 2005, Adilov vd 2007).

Soyut konveksligin uygulandig1 alanlardan birisi de esitsizlikler teorisidir. Ozel-
likle Hadamard tip esitsizlikler olmak tizere, birgok esitsizlik soyut konvekslik kap-
saminda incelenmigtir ( Adilov ve Kemali 2007, Dragomir vd 2004, Sharikov 2003,
Dragomir ve Pearce 1998, Pearce ve Rubinov 1999 ). Bu kapsamda bazi egitsiz-
liklerin keskinlestirilerek yeni esitsizliklerin elde edilmesi, esitsizligin kullanildig: yere
gore ciddi onem tagimaktadir. Bu baglamda, soyut konvekslik bazi yazarlarca kul-

lanilmugtir ( Rubinov ve Wu 2007). Bu tezde de agirlikli ortalamalar arasindaki
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esitsizlikler bu agidan incelenmis yeni esitsizlikler elde edilmistir ( Adilov ve Ti-

naztepe 2006 ).



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1. ( Minoux 1986 ) f : S C R* — R olsun. y € S olmak {izere

Fly) = lim sup {£()] |l — ]| < r}

kosulu saglaniyorsa f’ye y noktasinda iistten yar1 siireklidir, denir. Eger her y € S

icin bu kosul saglaniyorsa f’ye S’de iistten yari siireklidir denir.

Tanim 2.2. ( Minoux 1986 ) f : S C R* —R olsun. y € S olmak iizere

7(y) = limint {/(2)| |2 — y]| <1}

kosulu saglaniyorsa f’ye y noktasinda alttan yar siireklidir denir. Eger her y € S

i¢cin bu kosul saglaniyorsa f’ye S’de alttan yar: siireklidir denir.

Tanim 2.3. ( Rockafellar 1970 ) K C R" olsun. Eger K bir pozitif skalerle carpma

islemine gore kapali ise, yani x € K ve A > 0 igin Az € K oluyorsa K’ya koni denir.

Tanim 2.4. ( Rockafellar 1970 ) C, R™ nin bir alt kiimesi olsun. Eger =z € C,
yeCveld<A<ligin(1l—Xz+ Ay e C ise C kiimesine klasik anlamda konveks

kiime denir.

Tanim 2.5. ( Rockafellar 1970 ) f : S C R" —R olmak iizere

{(z, )z €S, peR, p=> f(r)}

ile ifade edilen kiimeye f fonksiyonunun epigrafi denir ve epif ile gosterilir. Ozel

olarak, S C R i¢in, f’'nin epigrafi f'nin grafiginin tistiinde kalan kiimeyi belirtir.

Tamm 2.6. ( Rockafellar 1970 ) f : S — R" fonksiyonu i¢in epif C R"™! konveks

bir kiime ise f’ye klasik anlamda S kiimesi iizerinde konveks fonksiyon denir.

Tanim 2.7. ( Rockafellar 1970 ) Bir fonksiyonun negatifi ( —1 ile ¢arpimi ile olugan

yeni fonksiyon) konvex ise bu fonksiyona konkav fonksiyon denir.

Tanim 2.8. ( Rockafellar 1970 ) Sonlu ve hem konveks hem konkav olan fonksiyona

afin fonksiyon denir.



Tanim 2.9. ( Rubinov 2000a ) H, X kiimesi tizerinde tanimli sonlu fonksiyonlarin

bir kiimesi ve f : X —R olsun. Eger H’nin

f(x) = sup{h(z)|h € U} (z € X)

olacak bigimde bir U altkiimesi varsa, f fonksiyonu H’ye gore soyut konvekstir (
veya H —konvesktir) denir.

H = @ olmas1 durumunda f(x) = —oo olarak kabul edilecektir. Yukaridaki
tamim asagidaki gibi de ifade edilebilir: f 'nin H—konveks olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul bu fonksiyonun
f(z) =sup{h(z)lh € H, h < f}, Vo € X.
bigiminde gosterilebilmesidir.

Tanmm 2.10. z,y € R" olmak iizere her i € 1,...,n i¢in x; > y; ise = vektorii
y vektoriinden biiyiiktiir denir ve z > y ile gosterilir. Bu tiir kismi siralamaya

"koordinata gore siralama" da denir.

Tanim 2.11. ( Rubinov 2000b ) Eger R tizerinde tanmiml f fonksiyonu, asagidaki

kosullar1 sagliyorsa, ona birinci dereceden pozitif homojen fonksiyon denir:

a. x> yise f(z) = f(y),
b. z € R} ve A > 0 igin f(Az) = Af(x). Bir minimum tip fonksiyonun artan

homojen fonksiyon oldugu agikardir.

Tanim 2.12. ( Rubinov 2000b ) H, h : Q@ — R, fonksiyonlarinin bir kiimesi olsun
ve f:Q — R_, olsun. Eger H'nin her x €  i¢in

f(z) = inf h(x)

helU

olacak bicimde bir U alt kiimesi varsa f’ye H kiimesine gore soyut konkav ( veya

H-konkav ) fonksiyondur denir.

Tanim 2.13. ( Rubinov 2000a ) X bir Hilbert uzay1, Q C ' C X, f: Q — R, ,
xg € domf ve L, [: Q) — R_,, fonksiyonlarinin bir kiimesi olsun. xg € doml olmak

f(@) = f(xo) + Ux) — I(xo)

kosulunu saglayan [ € L fonksiyonuna f’'nin xq’daki L—subgradyeni denir.
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Tanim 2.14. ( Rubinov 2000b ) f’nin zy’daki tiim L—subgradyenlerinin kiimesi
Orf(xo)'ne, f'nin xy’daki L—subdiferensiyeli denir.
f + Q — R, alttan yansiirekli konveks fonksiyon ve x € domf iken,

dpf(x) = 0f (x) olup, burada 0f(z) klasik konvekslik anlamindaki subdiferansiyeli
ifade etmektedir.

Tanim 2.15. ( Rubinov ve Wu 2007 ) a > 0, ] € X ve ¢ € R olmak iizere H

asagidaki sekilde verilen biitiin kuadratik h fonksiyonlarinin kiimesi olsun:
h(z) = allzl|* + (L] +¢, v€X

Eger h > f kosulunu saglayan bir h € H varsa f : Q@ — R_,, fonksiyonuna H

tarafindan majorize edilmis denir.

Teorem 2.16. ( Rubinov 2000a ) 2 C X ve H tiim kuadratik fonksiyonlarin kiimesi
olsun. f: — R_,, fonksiyonu H-konkav olmasi igin gerek ve yeter kosul f'nin H

tarafindan majorize edilmis ve iistten yarisiirekli olmasidir.

Tamm 2.17. f:Q Cc R" — R™ olsun. Her z,y € Q icin

1 () = F@l < K [lz =y

olacak gekilde bir K € R varsa f’ye Lipschitsz fonksiyonu denir. Ayrica bu kosulu
saglayan en kiiciik K sayisina Lipschitz sabiti denir ve

_ o 1@ = 1)

K = < 0
sven ||z —yl|
TAY

ile belirlenir.

Tanim 2.18. X CR”, f: X - R, u: X — Rve her z € X icin f(z) > 0 ve
u(z) > 0 olsun. Eger her x € X i¢in f(z) > u(z) veen az bir x € X igin f(z) > u(z)
esitsizlikleri saglaniyorsa f(x) > u(x) esitsizligi f(x) > 0 esitsizliginden keskindir

denir.



3. SOYUT KONVEKSLIK YARDIMIYLA ESITSIZLIKLERIN
KESKINLESTIRILMESI

3.1. On Bilgiler

Onerme 3.1.1. ( Rubinov ve Wu 2007 ) Q C X ve f, Q’y1 iceren acik bir kiime
tizerinde tanimh diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Varsayalim ki, x — V f(x)
operatorii §2 tizerinde Lipschitz kosulunu saglasin, yani:

ke sy IVS@) VW)

H < 400
z,y€X,xy H.ﬁC - yH

a > K olmak iizere her ¢ € () i¢in agagidaki fonksiyonu ele alalim
flx) = f(t) + [V 2 =] +allz — t|*, 2€X.
Bu durumda f(x) = rtmgrzl fi(x), z € Q.
S

Rubinov ve Wu 2007°de, konveks fonksiyonlarn ( f; ), ailesinin infimumu olarak
ifade edilebilen bir f fonksiyonunun konveks bir kiime iizerinde global minimumunun
bulunmasi diigiiniilmiis ve global mimnimum i¢in gerekli ve yeterli kosullar belirtir-
tilmistir.

Her z,y € X i¢in ||V f(z) — Vf(y)]| < a |z — y|| kosulunu saglayan bir
f + X — R fonksiyonunun kisitsiz minimizasyonu problemi i¢in asagidaki sonug
bulunmustur: Eger bir z* noktasi f’nin X iizerindeki minimum noktasi ise her
x € X igin

fla) — £ 2 o V)P (1)

olur.
(1) esitsizliginin daha genel durumunu veren agagidaki teorem Rubinov ve Wu

2007°de ispatlanmigtir.

Teorem 3.1.2. R™de .|| ve ||.||, normlar1 verilmis olsun. © C R", igi bos
olmayan bir kiime ve f € C' (Q) olsun. z — V f(x) doéniisiimii  kiimesi iizerinde

siirekli ve

Ko s IVI@ = Vi@

=y€0 lz =yl
T#yY
olsun. z* € int {2 noktas1 f’nin 2 iizerindeki global minimumu olmak tizere asagidaki

kapali yuvar: diigiinelim
Bo(z*,r) =A{x: ||Jx —z*||, < r} C intQ

7



ve

M = max {|Vf(z)|, : © € Bs(z*,r)}

olsun. ¢'da B,(z*,7 + q) C Q kogulunu saglayan bir reel pozitif say1 ve a >

M
max (K )59 olsun. Bu durumda x € B,(z*,r) i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:
q

1
= IVI@)IF < f(2) = f(2).
3.2. M,(x,a) Ortas1

Aritmetik orta, geometrik orta ve harmonik orta gibi iyi bilinen ortalar belirli
bir orta zincirinin halkalaridirlar ve onlar arasindaki iligki o ortanin bu zincirdeki
yeriyle belirlenir.

(x) = (21,29,...,2,) Ve (@) = (a1, g, ..., ) pozitif reel sayilarin Zn:ai =1
kogulunu saglayan n-lisi ve ¢ # 0 olmak iizere agagidaki ifade (x1, z2, ...j;:ln)’nin t.

mertebeden (a1, as, ..., a,) agirlikli ortalamasi olarak adlandirilir:

1
My(z, o) = (Z omcf) .
i=1

Ozel olarak t, sirasiyla —1, 1 ve 2'ye esit secilirse, M;(z,a), sirasiyla, agirhkh

harmonik, agirlikli aritmetik ve agirhikh kuadratik ortay: verir:

1
n n 2
1 2
n ) E Q,;Tq, E ;T
S i=1 i=1

‘ Z;
=1

M, (z, ) ifadesine t = 0 durumu i¢in I” Hospital kurali uygulanirsa, 0. mertebe-
den agirlikli ortanin agirlikli geometrik ortay: verdigi goriiliir, yani

My(z, o) = %E% My (z, o) = Hm '

1 )

i=1
olur.
t = 400 ve t = —o0 olmasi durumunda da agagidaki ifadeler elde edilir:
Mio(z,0) = tlir+n My(z, o) = max {z1, 29, ..., T, }
M_(z,a) = lim My(x,a) = min{xy, z9, ..., 2.}

t——o0

Not. Baz1i € {1,2,..,n}’ler igin z; sifir olmasi durumunda, ¢ < 0 i¢in M,(z, «)

sifira egit kabul edilir.



Verilen (z) pozitif sayilar: ve («) agirhiklar i¢in , M;(x, ) ortasi R de ¢’nin artan
bir fonksiyonudur. Eger biitiin z;’ler aym degeri almiyorsa, M;(z,«), t'nin kesin
artan bir fonksiyonudur ( Beckenbach ve Bellman 1961 ). Boylece, keyfi pozitif (z)
ve (a) sayilar , t; <ty iken My, (z, o) < My, (2, o) esitsizligi saglanir. Farkl ortalar

arasindaki iligki bu ¢zellik sayesinde belirlenir.
3.3. Agirhikli Aritmetik-geometrik Orta Esitsizliginin Keskinlestirilmesi

Daha 6nce belirtildigi gibi M,(z, a) ortasi t’ye bagh artan bir fonksiyondur, hatta
eger x; degerleri ayn1 degeri almazsa, kesin artan fonksiyondur, yani ¢; < ts icin
My, (z, ) < My, (7, ) olur. Ozel olarak, t; = 0 ve ty = 1 igin My(z,a) < M;(x, )
oldugu aciktir ki, bu egitsizlik agirlhikh aritmetik orta ile agirlikli geometrik orta

arasindaki meshur esitsizligi vermektedir:

« «
11 + o + ...+ o, > 27T

Qn
n

burada z € R?, 1 = (1,1,...,1) € R}, A >0, Vi € T,n igin o > 0 olup 3" a; = 1 ve
=1
x # A1l’dir.

Teorem 3.1.2. kullanilarak, bu esitsizlik keskinlestirilebilir.

Teorem 3.3.1. A\ ve r, A > r kogulunu saglayan pozitif sayilar olsun.

1—a; n n
<ii:) —1]},771:204?,]9:204?.
i=1 i=1

My = max {ai

1<i<n

olmak tizere

A—d)? 2(d—r)

r<d<A

L A+d M,
a,\,T:minmaX{(m2+m—2p)2( + 0 }

olsun. ) o; =1, oy > 0 olmak tizere ||z — A1|| < r kosulunu saglayan tiim x € R}
i=1
icin agagidaki esitsizlik gegerlidir:

n 2
a;
n n 1 n II mj
. j=1
g T > H:cf” + E a? | 1—
; . day, 4 T
i=1 i=1 vog=1

n
Ispat. > a; =1, 0; >0, x = (21,22, ..., 7,) € R} olmak tizere
i=1

n n
flz) = Z T — Hx?l
i=1 i=1

9



fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda her € R” icin f(z) > 0 olmakla beraber,
A > 0vel=(11,..1) olmak iizere f(z), sadece ve sadece x = A1 noktalar
icin sifir degerini alir. Dolayisiyla A1 vektorleri f min R? {izerindeki global mi-
nimumlaridir. Simdi agirlikli geometrik aritmetik orta egitsizligini, Teorem 3.1.2.°yi
f(x) > 0 esitsizligine uygulayarak keskinlegtirelim. Gerekli hesaplamalardan sonra

f(x)in gradyan agagidaki ifade olarak bulunur:

noo noo n
-1:[1 5 1:[1 & H I(J)é]
V)= lag |1 -5 Lan |15 e, | 1= ,

X1 X2 Tn,

buradan
H x
IV £ ()] —Za - =

elde edilir. Bundan sonra ||.|| = .||, ve ayn1 zamanda ||.|| , normu kullanilacaktur.

A > d > 0 i¢in agagidaki yuvar: gozoniine alalim

= {zeR":N—d<x;<A\+d,i=1,...,n}.

n
I =;
1

d < X oldugundan V) 4 C R%, olur. p;(z) = %

J
tanimlansin. Bu durumda

r € Vygicin |Vp,;(x)] igin bir tist smir belirlenebilir. Asagidaki egitsizlikler kul-

lanilirsa
fra
ap; =1 7 A+d
- - i— 1 < (1 —ao
o, )’ (i =)= = -
n o
I i At d
@) = | <
ox; T (A —d)?

asagidaki sonug elde edilir.

Wol < [0 -a (ﬁ)+2a (5

IN
—_
|
[\
2
+
L,
\_/
[NIE
>
+
SH
)
m
=
N
S



x,y € V)4 olmak tizere, Ortalama deger teoremi ve Cauchy-Schwarz esitsizligi kul-
lanilirsa, agagidaki kogullar saglayan 6; € (0,1), i = 1,...,n sayilariin var oldugu

goriiliir.

IVf(x) =Vl = llailpi(y) — pi(2)], a2 (pa(y) — pa()] s ooy an [0 (y) — pn ()]

= (Za pi(y) = pi )]2>

_ (Z a2 [Vp;(x + 0:(y — x))(x — y)]Q)

=1

< <Z o} |V, + iy — )| [|l= — y||2>

=1

2

[NIES

= [Z o; [ Vo + 0i(y — I)||2] (Bl

=1

z,y € V) 4oldugundan, heri € 1,..,nigin x+6,(y—x) € V) 4 olur. Esitsizlik (2)’den,
V(@) = Vil <a(\d)|lz—yl, z,y€Vra

oldugu goriiliir, ifadede

"L, A+d 2 } Atd
_Lzl% (1—204@—%2@)] —)2:(m —2p+m) O—ap

olup, burada m ile p agagidaki gibi belirlenmistir:

n n
— 2 _ 3
m = § @i, p= § Qg -
i=1 =1

r — Vf(z) doniisimii V)4 tizerinde siirekli olup Lipschitz sabiti K < ai(\,d)

D=

sayisidir. d < A ve ¥ = Al noktasi f fonksiyonunun minimum noktalari olmak
tizere, 2 = V) 4 kiimesine Teorem 3.1.2. uygulanabilir. Teorem 3.1.2.’de kullanilan
|||, normunun ||.|| ile cakigtigin varsayilsin. r € (0,d) ve ¢ = d — r olsun.

M =max {||Vf(x)|| : x € V), } sayis1 agagidaki gibi simirlandirilabilir:

a1 .02 Qn
i

1_ x| i\ (g T zn\ "
A=\ A\

max «; { max< 1 — , -1

1<i<n A+ A—7

11

M= (1960} = o {

ev; 1<i<n

R S
= max<{ max ¢o; |l - ————
1<i<n |zeWy,, T

|

= Imax max «;
1<i<n | z€V) »

IN




Asagidaki esitsizligin verilen bir «; (i € {1,2,...,n}) sayisi i¢in gergeklendigi

1—ay N 1—ay
A7 11 A—rT
A= A7
D A A A\ "
1— 18 = 1
max{ </\+r) ’()\—T) } ()\—r)

olup, buradan
A\
—1 = M,.
()\ — 7’) ] } 0

kolaylikla goriilebilir:

boylece

M < max {Ozi

T 1<i<n

elde edilir.

A\ =, "L,
Mozlrgiag;{ai ()\—r) _1]}’7%:;%:]?:;%-
olmak iizere
M,
Ad,r)=——-"
a'2( 9 ,7”) Q(d_r)

ve

[V

a(\, d,r) = max {a; (A, d),az(\,d,r)} = max { (m*+ m — 2p) A+ d Mo }

A—=d)?"2(d—r)
olsun. lim a(\, d,r) = dlim+ a(\, d,r) = +oo oldugu gozoniine alinirsa

d—A"
d — a(A,d,r) fonksiyonunun (7, \) iizerinde minimuma sahip oldugu goriiliir.

ayy = rrbin/\a(/\,d, r) olarak kabul edilir ve Teorem 3.1.2. uygulanirsa agagidaki
rd<

sonug elde edilir: z € V), icin

n 2
a;
n n n H xj
o 1 2 Jj=1
E OéiiCiZH»’Cn]+4 E a; | 1—
a .
i=1 i=1 AT =1 Li

Not. Teorem 3.3.1.’deki a,, ifadesi karmagik bir ifade olmasina ragmen, her
A, 7 igin kolaylikla hesaplanabilir. Gergekten, a;(\,d), d = r noktasi igin sonlu
degere sahiptir ve d, N'ya yaklagirken sonsuza gider. Aymi zamanda a;(\, d) nin
(r,A\) araliginda d’nin monoton artan bir fonksiyonu oldugu gosterilebilir. Diger
taraftan, as(\,d,r), d = X\ noktasi i¢in sonlu degere sahiptir ve d, r’ye yaklagirken
sonsuza gider. Aym zamanda, as(A,d,r)'nin (r,\) arahigimda d’nin monoton aza-
lan bir fonksiyonu oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla a(\, d,7) minimum degerini

a1 (A, d) = ag(A, d, ) esitligini saglayan noktada alir.

12



Esit agirliklar icin yani o; = %, 1 =1,2,...,n, i¢in agagidaki sonug elde edilir:

Sonug 3.3.2. A ve r, A > r kosulunu saglayan iki pozitif reel say1 olsun ve

n—1

a), = min max (n—l)% Atd (%)" —1
AT 2deA n (A—d)? 2(d-r)n

verilsin. Bu durumda ||z — A1|| < r kosulunu saglayan her x € R’} sayis1 igin

asagidaki esitsizlik gecerlidir:

Lo n B Lo <ﬁ1 Ij)
=
n ; Ti2 <le xl) + day . n? Z L= X

i=1

Bu 6zel durum Rubinov ve Wu 2007’de elde edilmisgtir.

Not. Adilov ve Tinaztepe 2005’te, aritmetik orta ile geometrik orta degisik bir
acidan elealimmigtir. Her iki orta arasinda gegerliligi istatiksel olarak saptanan bir

iligki elde edilmistir.
3.4. Agirhkli Harmonik-geometrik Orta Esitsizliginin Keskinlestirilmesi

Boliim 3.2’de, t = —1 ve t = 0 igin M,(x, «) diigiiniiliirse, agirlikli harmonik-
geometrik orta esitsizligi elde edilir:

1

aq .02 Qn

$ll‘2...$n>ﬂ+%+ +%
1 2 Tn

burada 1 = (1,1,...,1) € R?,, A > 0, a; > 0, Vi € 1,n olmak iizere, z € R,
r# A, Y «a; = 1'dir.
Teorgqll 3.3.1.’de kullanilan benzer yol izlenerek, yukaridaki esitsizligi keskin-

lestiren asagidaki teorem ispatlanabilir.

Teorem 3.4.1. \,r, A > r olan iki pozitif say1 olsun.

- [N r)\2 A=\
= 2 My = ; -

olmak iizere,

. A +d) [ At d)
a)r = rgblil/\ max {m ; 1—3a; + 2)\——d

o (20T L]
+(m—ai)(1+o\_—d)2)]ai] ,m

13




verilsin.
Bu durumda ||z — A1l < r kogulunu saglayan her z € R, icin asagidaki

esitsizlik gecerlidir:

n
o
n n H xj
o 1 1 j=1 o 1
1
mi Z n + (07 - P}
II - 4o Z Z; x?
i=1 Y AT =1 i i o,
: J
i1 M Z T
I J
7j=1

tanimlansin.
A>0vel=(1,1,..,1) olmak iizere z = A1 noktalarimn f(z) fonksiyonunun

global minimum noktalar1 oldugu aciktir. Teorem 3.1.2. araciligiyla, agirhikh

geometrik-aritmetik orta esitsizligini inceltmek i¢in agagidaki hesaplamalar izlenir:

_ ) ) .
L o 1 LN o 1
Vi(x) = = i S =1 _n
f( ) a1 T I% . 2 y Qn T, I% . 2
Qy 223
buradan ) _2
n o
2 1:[1 xj] Q; 1
IVFf(@)? =) o= - 3
i=1 i i [ o
—J
elde edilir.
1.1 = IIlly ve [Ill, = []ll, almsm. A > d > 0 olmak iizere V) 4 asagidaki gibi

tammlansin:
Via = Boo(Ald)={z e R": || A\1-z|_ < d}
= {zeR":AN—d<z; <A+d,i=1,...,n}.

Via C R oldugu aciktir.

LIy

J
. Ij
=1

J

pl(l‘) = T - P 2
o
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tamimlansin.  ||Vp,;(x)| ’nin V) 4 kiimesi tizerinde bir tist simirim belirlemek gerek-

mektedir,
Ip; '
a—xi(:ﬁ) e T\ N zn: o
> a;_j ' j=1"

op; j=1 : 20 1
I, (x) Q@

oldugu bilindiginden

p; s 2 1 Q;
ox; ()| = ‘ T 3 2 2": ,
‘ ! & z; Yy, 2

L Atd  200kdP (0 A-d
Do dE T (A d) (1 )

L Ad (g A
~ —ap “TINTa

A\
B
|
=

<
[\
+

< (1-

ve

ap; =l 2; 1 A+d 2(\ + d)?
< ; < i— N 7
8%( )‘— a;j + 2 . 3 _%()\—d)Q [1 (A — d)?

kullanihirsa agagidaki esitsizlik elde edilir, boylece ||Vp,;(z)| igin V) 4 tizerinde bir

tist sinir belirlenmis olur:

Vol < ({ﬁ el

Sl (005

J#z

N|=

1
2

_ ij}é <1 3al+2ﬂ) +Z ( ;;j))) (3)

15




x,y € V) q olsun.

pi() — pi(y) = Vpi(z + 0:(y — z))(x — y)

ifadesini gergekleyen 6; € (0,1), i = 1, ..., n sayilar1 vardir dolayisiyla

[

IVf(z) =Vl = Za? [pi(l‘)—pi(y)]z)

N

= Z a? [Vp;(z+ 0;(y — x))(z — y)]2>

< Zafllvm(fﬁﬂ(y—x)lfl [ =y

Li—1
elde edilir. z,y € V) 4 oldugundan, her i € 1,...,n i¢in 4 0;(y — x) € V) 4 olur. (3)

esitsizligi kullanilirsa, agsagidaki ifade elde edilir:

V(@) = VIl < ar(Ad) [l =yl

burada
0 [ A+ d]? NECETGRIS
a;(\, d) = ) {izlai ([1—3ai+2m] + (m —af) {1—1—@} )}

n
_ 2
m = E aj.
J=1

r — V f(z) doniistimii V), 4 iizerinde Lipschitz siirekli olup, K Lipschitz sabiti
K < ai(A,d) esitsizligini saglar. Teorem 3.1.2. ©Q = V), kiimesine uygulansin,
r € (0,d) ve ¢ =d —r olsun.

M =max {||Vf(2)|, : x € Vo, } asagidaki gibi tahmin edilebilir:

, \
]ﬁlm?] @ 1
M= o UVF @} = e § o o=, — = 5=
| (£2)|
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j=1 (07} 1
= maXx max |
1<i<n | z€V)

\

a1 . Qi—1 X Q41 On
= max { max |o; <ﬂ> . (IZ*) <M) . (m”> —
1<i<n er)\’r Tq T x;

< max {max{o: | (3)" - 02)""] o |G - 62)] }}

¢ > 1igin g(t) = ¢ + ¢ nin [0, 00) araliginda monoton artan oldugu gozoniine
aliirsa, agagidaki esitsizligin dogru oldugu goriiliir:

A\t (A-r 1*‘“‘> A\ A=)
A—r A+r A\ Ar)
Dolayisiyla
o (AT 2=\ (A e =\ 2
X 7 - y g -
A—T AT A—71 AT
A\t A=\
A—T At
A+ 2_ A=\
A—T A1

}

olup

M < max < o;
1<i<n

My,
elde edilir.
M,
Adr) = ———
a'2( ) ,7") Q(d—r)
ve

a(A, d,r) = max (a1 (N, d), az(X, d, 1))

olsun.

lim a(\,d,r) = dhm+ a(\,d,r) = 400 oldugundan d — a(A,d,r) fonksiyonu
d—A" —T

minimum degerini (r, \) iizerinde alir. a), = min a(\,d,r) olsun. Boylece, x € V) .
’ r<d<A ’
icin

92

ﬁCE?iZ 1 L 1 zn: j:lj o

n 4 ; )
. ay T; -
(73 o 7
1 21 o i=1
1=




elde edilir.
1

Ozel bir durum olarak, o; = ~, 1 =1,2,...,n ahmirsa, agagidaki sonug elde edilir:

Sonug 3.4.2. ) ve r pozitif sayilar i¢in A > r ve
I (A +d)

a min ma 1 3+2)\+d 2
r pr— X —_— R —
» V(A= d)? n “(A—d

dsn (o, 200y

G267 )

olsun. Bu durumda ||z — A1|| < r ile belirlenen kiimeye ait z € R"} i¢in:

2(d—r)n

- 12

olur.

3.5. Aritmetik Orta ve Kuadratik Orta Arasindaki Esitsizligin Incelen-

mesi

Esitsizlikleri keskinlegtirmek i¢in kullanilan, Teorem 3.3.1. ve Teorem 3.4.1.°in
ispatlarmda verilen sema, her zaman kaydadeger sonuclar vermeyebilir. Ornegin,
tp = 1 ve ty = 2 igin My(x,«) (ve sadelik agisindan, «o; = %, i = 1,2,..,n)

diistiniiliirse agagidaki iyi bilinen esitsizlik elde edilir:

no>
n o n

\/:L‘%jtx%—l—...—{—aﬂ T+ T+ ...+,

Yukaridaki teoremlerde kullanilan semanin benzerini bu esitsizligi inceltmek icin

n
kullanalm. = = (21,22, ...,2,) € R}, Y a; = 1, oy > 0 olmak tizere
i=1

i+ 422 ozt ast ..+,
f(x) = - - -

tammlansin.
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Bu durumda ilgili hesaplamalardan sonra,

a0 T ) IS () I B ) BT

1 1 ) ) 1
n n N 2 n n ) 2 n n N 2
i=1 i=1 ;

i=1
elde edilir ve buradan

2 2. i

IV ()" = o~ Vn— ————

olur.

Daha once verildigi gibi, A > d > 0 olmak {izere V) 4 asagidaki gibi verilsin:

VA,d = {ZL’ e R": ||>\1—JI||OO < d}

p;(x) = —=2— olsun ve z € V) 4 olmak tizere ||Vp;(x)|| bir tahmin agagidaki
> a?)’
=1

hesaplamalar ngardlmlyla yapilabilir:

Ip; x;

(@) = 1= 2, .2 3
Oz (23 4+ 23+ ...+ 22)2

AV 2
< maxd |- g/\ d) o g)\+d)
n2 (A +d)> n2(\—d)3
%( )‘ _ Tl (A +a)°
Ox; (22 4+ 22+ ...+ 22)2 nz(\ — d)?
olup
IVpi(@)ll < [(n—1)s3 +s1] (2 € Vaa) (4)

bulunur, burada

S1 = max{

olarak belirlenir.

(A—d)?

=
n2(A+d)3

(X +d)?
==
nz2(\—d)3

M+ d)
} ve 3= AT
2
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z,y € Vig icin ortalama deger teoremi uygulamirsa, agagidaki ifadeleri

gercekleyen 0; € (0,1), i = 1, ..., n sayilarimn varhigi goriiliir:

(Z [o:(y) — pi(ﬂf)f)

IVf(z) =Vl =

L

\/ﬁ =1
= % (Z [Vpi(z + 0:(y — 2))(z — y)JQ)
< - (ani(xwi(y—x))n?||as—y||2>
< [(n—1)s3+ 51l = — vl

Heriel,...,nvex,y € Vygicin z+6,(y—z) € V) 4 oldugu agiktir. (4) esitsizligi
kullanilarak,

ai(A, d) = [(n — 1)s3 + s]]

olmak iizere

V(@) =Vl <a(Xd)|lz—yl, z,y€Vra

sonucuna ulagilir.
K < ay(A,d) kosulunu saglayan K Lipschitz sabitiyle birlikte V f(z)’'in Vy4
iizerinde Lipschitz siirekli olugu goriilmektedir.

-lo = lI-llo, 7 € (0, d) ve ¢ = d—r olmak tizere M = max {||V f(z)| : x € V), }

n\yr?+ai+.. +22

Fe )

asagidaki gibi tahmin edilebilir:

eV, | 1<i<n

M = max {|Vf(z)|, .} = max {max
:EGV,\,T

n 1<i<n | €V,

Vrit+ad+ .+ a2

1 A+ A—T 1 A+ 2r
< — max < max —-1,1— = — max —1ly,=——
n 1<i<n A—r A+ ni<i<n (A —r n(A—r)

1
= — max { max

az(\,d,r) = WO —1)(d—r)
a(A, d,r) = max{ai (A, d),az(\, d,r)} = max {[(n — 1)y + 51, O —1)(d—r) }
olsun.
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d — a(\, d,r) fonksiyonu minimum degerini (r, \) aralig1 iizerinde alir, ¢iinkii
lim a(\, d,r) = hm a(A,d,r) = 4oo’dir. ay, = Hbln)\a(A d,r) yazilirsa, Teorem
d—

d—A~
3.1.2. kullanilarak,

fay> 2 b s

4GJ>\7T \/ﬁ ( n %
5° a:)
=1

oldugu sonucuna varilir bu da f(z) > 0 demektir. Bu ise yeni bir esitsizlik ya da

—_— fi
T T)f(x) orx € Vy,,

keskinlestirilmig bir esitsizlik degildir.

Not. Sunulan gema kullanilarak herhangi ¢; ve t5 mertebeden iki orta arasindaki

esitsizlik caligilabilir.
3.6. Cauchy-Schwarz ve Minkowski Esitsizliklerinin Incelenmesi

Teorem 3.1.2.°de verilen kosgullara uyan esitsizliklerin keskinlestirilmesi problemi
onceki boliimlerde verildigi gibi ¢alisilabilir. Bu esitsizliklerden en meshur iki tanesi
Cauchy-Schwarz ve Minkowski egitsizlikleridir. Verilen semanin bu egitsizliker i¢inde
kaydadeger sonuclar vermedigi gosterilebilir.

y € R} sabit bir vektor, z € R’} ve [z,y] ise  ve y’nin i¢ carpimi olmak iizere

fy(w) = f(x,y) = [le] Iyl - [z, y]

olsun.
Cauchy-Schwarz esitsizligi f,(x) > 0 olmasim gerektirir. Sadece z = Ay, A € R
igin f,(x) = 0 olur. Keskinlestirme semas: f,’ye uygulansin. Oncelikle, V f, 'nin sabit

bir y degeri i¢in Lipschitz fonksiyon oldugu gosterilmelidir. Gerekli hesaplamalardan

sonra
Iyl Yl llyll .
Vf( ) |: — Y1, 7 T2 — Y2, -y — Yn
! ol ™ ] ™
elde edilir.
p;(x) = H olmak iizere
L I
= 3
Oz ]
op; TiT;

yLF

O (el
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oldugu bulunur. Asagidaki kosullar saglayan 6; € (0,1), i = 1, n sayilarinin varhg,

ortalama deger teoreminden dolay1 bilinmektedir:

IV - VG = r|yu\2<“’i — i) =l S ba) =

— \llll Izl

n

=yl \ Y [Vpila+6i(z — ) — 2))

=1

n

Iyl \ Z IVpi(a + (2 — 2))|* [l — =]

IN

fy(z)’nin minimum degerine Ay, (A > 0) 1511 {izerinde ulagtig1 aciktir. Verilen
bir A > 0 i¢in Ay’nin orijini icermeyen yle bir V) 4 kapali komgulugu vardir ki V f,

orada Lipschitz fonksiyondur yani bir M; sayis1 vardir 6yle ki
IVfy(x) = V[ (2)|| < Myflx — z]]

esitsizligi gecerlidir.
Bu yiizden Teorem 3.1.2. bu duruma uygulanabilir. Gerekli hesaplamalar

yapildiktan sonra

195, @) = ”yH(n 1yl = ) = ”?’nyu

elde edilir ve Ay’'nin bir kapali V) 4 komsulugu orijini icermediginden, bir My sayisi
||y||

Boylece kolaylikla goriilebilir ki, M 1 ve Mz ye bagli olan bir M3 < 1 sayis1 vardir

vardir oyle ki biittin z,y € V) 4 i¢in 2+

oyle ki
fy(x) = Ms f,(x)

olur yani f,(z) > 0 olur. Bu ise yeni bir esitsizlik degildir.

Minkowski esitsizligi de benzer sekilde calisilabilir.
3.7. Sayisal Deneyler

Elde edilen sonuclari sayisal olarak degerlendirmek icin bazi hesaplamalar
yapilmigtir. Agirlikli geometrik-aritmetik orta egitsizligi ele alinmig ve bazi agir-

liklar ve bazi degerler icin yeni elde edilmisiyle karsilagtirilmigtir.
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Teorem 3.3.1.7in sonundaki Not’ta aciklandig: gibi, a, , kolaylikla hesaplanabilir.
Bu yiizden
a1(>‘a d) - (12()\, da T)

esitligi d’ye gore ¢oziilebilir. Coziim noktasi olan d* noktasi, a;(A, d)’de veya

as (A, d)’de konursa a(\, d) elde edilir yani
ay, = a1(\, d*) = as(\, d", 1)

olur.

A=1,r=0.5,n=>5olsun. Farklh agirliklarla birlikte
(r); = (0.6,0.8,1,1.2,1.4), (z)2 = (0.6,0.7,0.8,0.9,1), (z)5 = (1,1.1,1.2,1.3,1.4),
(x)4 = (0.9,0.95,1,1.05,1.1) degerleri i¢in, agirlikli geometrik-aritmetik orta esitsi-
zligi yeni esitsizlikle karsilagtirilacaktir.

Cizelgelerde verilen f(x) ve u(x) fonksiyonlar agagidaki gibi belirlenmigtir:

n 2
o

n n 1 n 1:[1 xjj
f(z) = E T — Hmf“, u(z) = E 21—

- . 4&)\7, X Z;

=1 =1 ) 1

Cizelge 3.1. Egit agirhiklar icin elde edilen sonuglar () = (0.2,0.2,0.2,0.2,0.2)

Zl T 1:[1 7 f(x) u(z) ol
1 1.000000 0.957878 0.042122 0.009820 0.233137

(z)

(z)2 | 0.800000 0.787257 0.012743 0.003185 0.249942
(z)s | 1.200000 1.191596 0.008404 | 0.001332 0.158446
(%)

4 | 1.000000 0.997492 0.002508 0.000035 0.013864

Cizelge 3.2. Rastgele secilmis agirliklar icin elde edilen sonuglar
(o) = (0.05,0.05,0.2,0.3,0.4)

; QG5 1:[1 l’?i f(x) U(l’) %
1 1.190000 1.164844 0.025156 0.003788 0.150559
2 0.895000 0.887265 0.007735 0.001476 0.190843

(z)
(z)
(x)s | 1.295000 1.289853 0.005147 0.000677 0.131586
(z)s | 1.047500 1.045953 0.001547 0.000019 0.012391
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Cizelge 3.3. Agirliklardan birinin degerlerine baskin oldugu bir durum igin
elde edilen sonuglar (o) = (0.8,0.1,0.06,0.03,0.01)

; (67347} 1:[1 IZOCL f(l’) U(l’) %
)1 0.670000 0.655642 0.014358 0.002924 0.203672
x) 0.635000 0.630730 0.004270 0.000918 0.215099
)

x)s3 | 1.035000 1.032214 0.002786 0.000370 0.132640
z)y | 0.917500 0.916676 0.000824 0.000009 0.011363

(Jizelgelerdeki son kolon farkl agirliklara sahip farkl degerler icin egitsizlikleri

X

[\

(
(
(
(

keskinlestirme oranidir.
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4. SOYUT KONVEKS FONKSIiYONLAR YARDIMIYLA iFADE
EDILEN BiR OPTIMIZASYON PROBLEMININ COZUMU IiCiIN
YENIi BiR METOD

4.1. On Bilgiler

Soyut konvekslik siniflarinin en énemlilerinden biri de Minimum tipli fonksiyon-
larla elde edilen fonksiyonlar sinifidir.
R" = {z € Ry|z > 0} negatif olmayan vektorlerin konisi olsun. L, R"} iizerinde

tanimli biitiin minimum fonksiyonlarin, yani

. Xy n n
l(z) =(l,z) = min 7@ €RY, € RY

ile verilen fonksiyonlar ve {(z) = 0 fonksiyonundan olugan kiime olsun burada, ¢ > 0
olmak tizere § = oo kabul edilir. Bu tip fonksiyonlar kiimesine gore elde edilecek
soyut konveks fonksiyonlar sinifi agagidaki gibi ifade edilebilir:

J R} — R, olsun. Eger L kiimesinin,

f(z) =supl(z) (v €R;)
leU

kosulunu saglayan bir U alt kiimesi varsa f’ye L kiimesine gore soyut konvekstir
denir.

Diger taraftan, verilen bir f icin boyle bir altkiime arayisi kolay olmayabilir. Bu

yiizden f fonksiyonlarini karekterize eden bir teoremi ifade edelim.

Teorem 4.1.1. ( Rubinov 2000a)L, R’} tizerinde taniml minimum tip fonksi-
yonlar siifi olsun. Bir f : R} — R, fonksiyonunun L ye gére soyut konveks olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul f nin artan pozitif homojen fonksiyon olmasidir.

Giiniimiizde optimizasyon teorisinde en 6nemli problemlerden biri, belli bir bolge
iizerinde verilen bir fonksiyonun minimumunu bulmaktir.Bu problem, birtakim belli
ozelliklere sahip fonksiyonlar ve bolgeler i¢in ¢oziilmiisse de bircok durum igin ¢oziile-
memistir veya ortaya kesin bir yontem konulamamigtir. Yukarida ifade edilen ar-
tan pozitif homojen fonksiyonun birim simpleks iizerinde minimumunun bulunmasi
problemi de bdyle problemlerden bir tanesidir. Bu problemin ¢oziimii igin 1999
yilmda Andromonov, Rubinov ve Glover, Kesen agi metodunu geligtirmistir ( An-
dromonov vd 1999 ). Once problemi ifade edelim ve daha sonra kesen a1 algorit-

masini verelim.
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Problem, f bir IPH fonksiyon olmak tizere

min f(x)

€S

i=1

Bu problem i¢in f’nin L fonksiyonlar kiimesine gore soyut konveks olmasi kogulu

bulunmasi problemidir, burada S = {a:

kullanilarak Kesen a¢i metodu geligtirilmistir. Kesen agi metodu (bu metod, klasik
konvekslik hali i¢in bilinen Kesen diizlem metodunun, ele alinan fonksiyonlar sinifi
icin genellegsmesidir) bolge iizerinde bulunan birka¢ noktada fonksiyonun deger-
lerinden yola g¢ikarak, her adimda ana fonksiyona daha yakim bir minimum tip
fonksiyon bulunmasi esasina dayanmaktadir. Bu metodun algoritmas1 asagidaki

gibidir:
Algoritma 1.

em, m. koordinat1 1 olan birim vektor olsun.
Adwim 0: 2™ = e,,, m = 1,...,n noktalarimm alahm. Daha sonra z""* € S,
" >0, 1 = 1,..,q, r = 1,..,n kosulunu saglayan ¢ tane keyfi nokta segelim.

IF=ak/f(z*), k=1,..,n+ q olsun. h,, fonksiyonu agagidaki gibi tanimlansin:

Z;
h )= max min—
n+Q( ) k=1,..n+q i lf

Adwm 1: 27 noktasm alahm. 19 = 29/ f(2®) ve

T N .
hj(x) = max(h;_(z), min l(—J)) = max min ey

fonksiyonunu kuralim.

Advm 2: 15161? h;(z) problemi ¢oziiliir.

Adim 8: Adim 2’deki problemin ¢oziimii y* olsun. j = j+ 1, 27 = y* yazilip,
Adim 1’e gegilir.

Bu algoritma |h;(z7)— f(27)] fark: istenildigi kadar kiigiik oldugunda durdurulur.
Andromonov 1999’da algoritmanin her adiminda elde edilen 27 noktasinin birim
simpleksin i¢inde elde edilecegi gosterilmistir. Bu aranan ¢oziim noktasi, S’nin iginde
olacagindan S’nin i¢ini 725 ile gosterecegiz.

Bu algoritmanin en énemli kismi, Adim 2’de ifade edilen problemin ¢oziilmesidir.

Bu problem farkli bilim adamlar: tarafindan ele alinmig ve belli sonuglara ulagilmig
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olmakla birlikte, bu sahayla ilgili bilim adamlari, ¢oziim i¢in daha iyi metodlarin ve
algoritmalarin elde edilmesine halen calismaktadir. Bu tez ¢aligmasi da bu problemin
¢oziilmesiyle ilgilidir. Bu problemin ¢oziimii i¢in yeni bir algoritma geligtirilmis
ve elde edilen algoritma digerlerinden daha basit, geometrik agiklanabilir ve daha

hizlidir ( Bkz. Adilov vd 2005, Adilov vd 2007).
4.2. Problemin Ifade Edilmesi ve Coziim Algoritmasi

Asagidaki optimizasyon problemi iizerinde ¢alisacagiz:

f(z) — min
reS

burada f, R {izerinde tamimli artan pozitif homojen fonksiyon ve S birim simp-

lekstir, yani

S:{ace]RCLr inzl, x; >0, ie[}.
iel

Artan pozitif homojen fonksiyonlar L konveks olduklarindan, probleme Kesen

acl metodu uygulanabilir. Bu metodun uygulanmasinda kullanilan algoritmanin

her adiminda asagida ifade edilen alt problemin ¢oziilmesi gerekmektedir ( Bkz.

Algoritma 1. ):
P(z) — min
rxes

burada P(z) = 1@?§€{l(j)(x)} ve 1Y) (z) = rzrgln{l%} €L, j=12, ..k

(5)

Tamim 4.2.1. Eger P(z) = max {i1)(z)} fonksiyonu i¢indeki [()’lerden olustu-
rulmus tiim ciftler kar§11a§t1r11ama_zs_a P(z) fonksiyonuna diizgiin kurulmug fonksiyon

denir.

Not. Her P(zx) fonksiyonu diizgiin kurulmug fonksiyon haline getirilebilirligi

aciktir.

Yukarida verilen (5) probleminin ¢6ziimii igin bir algoritma verecegiz. Bundan
once P(z) in 6zellikleriyle ilgili birkag lemma verelim.

Uzun ve karmagik ifadelerden kaginmak, anlatim acisindan kolay olmasi ve
geometrik olarak anlagilmasi i¢in 6nce, algoritma Ri’de verilecektir, daha sonra

R? icin genellestirilecektir.
Onteorem 4.2.2. R? iizerinde tamml her minimum tip fonksiyon
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l\J

[ = min {910_11 } bir pargali lineer fonksiyon olarak agagidaki gibi ifade edilebilir:

1 l2
o egerx€R+ ve Ty > 21,

o~~~

—~

)

S—r

I
——
o |a

2, eg‘eer]RfL ve Ty < 2y,

ispat Gergekten, eger o > é—fxl = f—; > 24 = [(z) = min {””—22 “l”—ll} = %1 Eger

a:2<—m = 2 <P =l(z)= 7 olur

Onteorem 4.2.3. [W(z) = min{2} ok (1)} ve (¥(r) = min{Z otk 22} olmak

tizere, P(z) = max {{M(z),1®(z)} olsun.
a) Bger IV = (lgl),l(l)) ve 1@ = (1 1)) kiyaslanabilirse, (V) < I® oldugunda
P(z) = 1D (z), IV > ® oldugunda ise P(z) = I®(x) olur, yani

1D (x)  eger 1M >3
P(xr) =
1M (x)  eger 1M <13

b) Eger IV = (10,1 ve 1® = (19, 19) kiyaslanamazsa, I, = max {z§”, z§2>}
ve

lo = max {lél), léz)} olmak tizere [, = lgl) oldugunda P(x) fonksiyonu

1M(x), eger xo < 2y,
P(z) = { )

1®)(x), eger x9 > 21,

seklinde, [, = ng) oldugunda ise

IWD(z), eger zp > 2ay,
P(x) = 1

1®)(x), eger z9 < l—fxl,

seklinde bir parcali lineer fonksiyon olarak ifade edilebilir.

Ispat. a) Bger 10 <1 = 1}V <1 ve IfY <IY = &5 > 45 ve 5 > 25 =
1 1 2 2

mln{ &, (1 } > mln{ o (2)} = P(z) = mln{l(l), 9(”)} = l(l)(x).

Benzer sekilde gosterilebilir ki, eger [) > () ise, o halde P(z) = [ (z).

b) I ve [?@ kiyaslanamasmlar. O halde [; = max {l( ) 1(2)}

I, = max {zgl),z

5 } olmak tizere | = (I1,1y) vektorii, IV ve 1) vektorleri ile cakis-
maz, yani | vektoriiniin koordinatlarindan biri [’den digeri {(¥’den olmak zorun-
dadir (aksi halde kiyaslanabilirlerdi). Boylece, iki durum sz konusudur:

i.Ya l; = IV (tabi ki, I, = I{? olacaktur.)
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ii. Yadal; =1 (tabi ki, I, = I olacaktir.)

Once birinci durumu inceleyelim. [; = lgl) = max {lgl)7 lf)} ve

ly = 152) = max {lél), léZ)} oldugundan

T T T2 T2
— <= ve —=>-—=
l§1) l§2) l§1) l§2)

1@

esitsizlikleri saglanir. Ri bolgesini x5 = l?—l)xl igin1 ile ( [ cinsinden ifade edilirse

2)
Ty = 22 1511 ile) iki bolgeye ayiralim. {3: € R3_|332 > i?_l)xl} bolgesinde
1

I

I T T2 > I
l§2) lgl) léZ) l%l)

esitsizlikleri dogru oldugundan

2 T . Ty T2 1
It )(x) = l(_l) > mln{l(_l)7l(_1)} = Il )(ﬁ)
1

esitsizlikleri saglanir. Dolayisiyla, P(x) = [ (z) oldugu elde edilir. Benzer sekilde

RQ lél)
T e +’JI2 < l(—Z)l’l

1

bolgesinde de P(z) = [ (z) oldugu gosterilir. Boylece bolgelerini de Iy, [, cinsinden

ifade edersek P(x) fonksiyonu igin (6) formiiliiniin dogru oldugunu ispatlamig oluruz.

Simdi de ii. durumu ele alalim. Bu durum icin

I I i) )
- Z — ve — S =
lgl) l§2) lél) 152)
(1)
esitsizlikleri dogrudur.  Yine, R%r bolgesini o = j?—Q)xl isgi ile ([ cinsin-
1
den ifade edilirse x5 = %1‘1 i ile) iki bolgeye ayiwralim. P(z) fonksiyonunu

)
{a: € R |zy > i?—z)xl} bolgesinde inceleyelim. Bu bolgede
1

) X Ty T
_~ Z — ve — Z _
lél) l§2) l§1) ZEQ)

esitsizlikleri dogru oldugundan [ (z) > ;{—21) oluyor. Buradan
1
(1) ind 2L 20 _ @
I')(z) > min {l?)’ léQ)} = [Y¥(2)
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(1)
elde edilir. Dolayisiyla, {:c € R |z > jf—2):c1} bolgesinde P(x) = M (z) olur.
1

Benzer sekilde {x € Rz < ﬁ—jxl} bolgesinde P(x) = I®(x) oldugu gosterilir.

Boylece P(x) fonksiyonu igin (7) formiiliiniin de dogru oldugu ispatlanmig olur.

Onteorem 4.2.2. ve Onteorem 4.2.3.’den kolayca goziikebilen bir sonuca ulasi-

yoruz:

Sonug 4.2.4. Eger R? ’de tammb diizgiin kurulmug P(z) fonksiyonu yalmz iki
tane minimum tip fonksiyondan olmugsa z* € riS noktasinin bu fonksiyonun lokal

.. .. iy x
minimumu olmasi i¢in gerek ve yeter kogul 7+ = = olmasidir.

Daha genel durumlari, yani ikiden fazla minimum tip fonksiyonla belirlenen
P(z) fonksiyonunun simpleks iizerindeki lokal minimumlarim incelemek igin 6énce
asagidaki gibi M kiimesini tanmimlayalim:

k > 2 olmak tizere P(z) = max {{M(z),IP(z),...,I%(z)} diizgiin kurulmus
fonksiyon olsun. L = {l(l), @, . l(k)} vektorler kiimesinin tiim ikiser kombinas-

yonlar1 ele alinir. Ele alinan [, [0) vektorlerinden
[; = max {ZY), l@} ve ly = max {léi), léj)}

olmak tizere | = (I3, ly) vektorii olugturuluyor ( Onteorem 4.2.2.’deki gibi). Bu vektor
L kiimesinin [ ve [U) haric, diger vektorleri ile kargilagtirilir. Bundan kiiciik vektor
bulunamiyorsa M kiimesine dahil edilir.

Onteorem 4.2.2. ve Onteorem 4.2.3. yardimiyla kolayca ispatlanabilecek ve

Sonug 4.2.4’tin genellesmis halini ifade eden bir teorem verelim.

Teorem 4.2.5. S birim simpleks olsun ve
P — 1)
(z) = max {I"(x)}
diizgiin kurulmug bir fonksiyon olsun. Bir z* € 7S noktasinin bir lokal minimum
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul %1 = % esitligini saglayan bir [ € M vektoriiniin var

olmasidir.

Ispat. P fonksiyonu diizgiin kurulmus oldugundan dolayi, P’yi olusturan
L = {l(l), ...,l(k)} vektor kiimesinden alinan her [ 10 vektor ciftleri kiyaslana-
mazlar. Onteorem 4.2.3. ve Sonug 4.2.4. geregince P(z) = max {I?(z),10)(x)}

fonksiyonunun 725’de lokal minimumu
[ = max {l§“ (x), lgj)(x)} ve ly = max {Zéi) (x), léj) (m)}
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olmak tizere x5 = %xl dogrusu ile S simpleksinin kesisim noktasidir. Bu noktanin,
ayni zamanda P(z)’in lokal minimumu olmasi i¢in L’den olan vektorlerin (1), ()
disinda) | = (ly,[l) vektoriinden kiigiik olmamasi gerekmektedir, yani [ € M ol-
malidir. Dolayisiyla M kiimesinden olan her [ vektoriine karsit gelen zo = ;—fazl
dogrusu ile S simpleksinin ortak noktasi P(x)’in iS5 deki lokal minimumlarin olug-
turacaktir. Boylece, z* € riS noktasimin P(x)’in lokal minimumu olmasi igin gerek
ve yeter kosul 7—11 = 9;—22 olacak sekilde bir [ € M vektoriiniin olmasidir.

Teorem 4.2.5.71 kullanarak, R? de verilen (5) probleminin ¢dziimii i¢in algorit-

may1 kisaca asagidaki sekilde verebiliriz:
Algoritma 2.

Adwm 1: P(z) fonksiyonunu diizgiin kurulmusg hale getir.

Adwm 2: L den herhangi iki [ [U) vektoriinii al.

Adum 3: 1, = max {z@, z?’)} Iy = max {zy’, zgﬁ} olacak sekilde [ = (I, 1) vek-
toriini kur. Bulunan bu vektorii L'nin diger vektorleri ile (I, 10) haric) karsilastir.
Eger bundan kiiciik olan bir vektor var ise Adim 2’ye don degilse Adim 4’e gec.

Adwvm : :;—11 = % dogrusunun simpleks {izerindeki (x1, r2) noktasimi bul ve bu
noktay1 yerel minimum olarak yaz. Adim 2’ye don.

Adim 5: Eger L'nin tiim vektor ¢iftleri Adim 2’de tarandiysa dur.

Simdi de sonuclar1 n boyutlu durum icin genellestirelim. n = 2 durumu igin
verilen onteorem ve onermeler kiigiik degisikliklerle n boyutlu durum i¢in de ifade
ve ispat edilebilir. Ornegin, Onteorem 4.2.2. n boyutlu durum icin soyle ifade

edilecektir.

Onteorem 4.2.6. R tizerinde tanimli her minimum tip fonksiyon, yani l(z) =

mlln{%}, bir parcali lineer fonksiyon olarak agagidaki gibi ifade edilebilir
1€ v

l(z) = {% eger x; € D;

7

burada D; = {x e R}

T ke I}’dlr.
i k

Ispat1 Onteorem 4.2.2.’nin ispatindan farklh degildir.
Onteorem 4.2.3.’de, n boyutlu durum icin ayni sekilde ifade edilebilir. Fakat,
algoritma olusturmak icin temel tegkil eden Teorem 4.2.5.’i genel olarak verebilmek

icin M kiimesinin n boyutlu duruma uygun sekilde ifade edilmesi gerekmektedir:
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k > n olmak iizere P(x) = max {I¥)(z)} diizgiin kurulmug bir fonksiyon ol-

1<j<k
sun. L = {l(l),l(2), ...,l(k)} vektor kiimesinin tiim n’li kombinasyonlar1 incelenir.
incelenen 101, [G2) . 1Gn) yektorlerinden I, — max {l?”, 152, 553”)} .

l,, = max {17(1;'1)7 l,(fé), s lg”)} olmak iizere [ = (ly,ls, ..., 1,,) vektorii olugturulur. Bu
vektoriin her koordinati farkli vektorlere ve yalniz birine (ele almanlar sézkonusu)
ait ise (bu sart iki boyutlu durumda diizgiin kurulmug fonksiyonlar igin her zaman
saglanir), L’den olan diger vektorlerle (ele alinanlar diginda) kargilagtirihir. Bundan
kiigiik vektor bulunamiyorsa, bu vektor M kiimesine dahil edilir.

Simdi Teorem 4.2.5.”i genel durum icin ifade edebiliriz.

Teorem 4.2.7. S C R’ birim simpleks olsun ve

P(r) = max {IY(z)}

1<j<k
R? tizerinde tammh diizgiin kurulmus fonksiyon olsun. Bir z* € 7iS noktasmin

lokal minimum olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

* * *
i R R Ln
Lo ln

esitligini saglayan bir [ € M vektoriiniin var olmasidir.

Not. Az 6nce tanimlanan ve Teorem 4.2.7.’de ad1 gegen M kiimesinin elemanlar

olan | = (Iy,ls,....1,) = ( max I, max .., max 17+) vektorleri agagidaki kogullar

saglar:

a) [ 172 ... 1" vektorlerinin 4. koordinatlar kesin maksimuma sahiptir, yani her
¢ icin 7. koordinatlarin maksimumuna tek bir vektorde ulagilabilir;

b) 191,192 ..., I’ vektorlerinin higbiri [ vektoriiniin birden fazla vektoriinii igermez,

yani [’nin koordinatlar1 farkl vektorlere aittir.

Bu kosullar saglanildiginda, ele alinan n’li kombinasyonun olusturdugu fonksi-
yonun 7¢5’de bir lokal minimumu olur ve algoritmanin sonraki agamalarinda bu
minimumun, temel fonksiyon olan P(x)’in de lokal minimumu olup olmadig1 kontrol
edilir.

Bu kogullardan herhangi biri saglanmadiginda, ele alinan n’li kombinasyonu olug-
turdugu fonksiyonun 7iS’de lokal minimumu olamaz. Bu durumlar: R%’de birkag
ornekte grafik olarak da gorebiliriz. Birim simpleks iizerinde minimum arandigin-
dan istenen fonksiyon grafikleri, (z,y,2) € R3 i¢in z = 1 — 2 — y yazlarak, birim

simpleksin xy diizlemi tizerindeki izdiigtimii {izerinde gozlemlenebilir.

32



Sekil 4.1. Verilen ii¢ vektoriin birinci bilesenlerinin en biiyiigiiniin
birden fazla vektorde bulunmas: durumu

Ornek 1. ' = (10,%,3), ¥z = (10,2,5) ve I** = (2,10,%) olmak tizere

) 399 )3
[ = (10,10, 5) elde edilir. I; = 10 degeri hem [?* hem de 1”2 vektoriinde ulagildigindan,

yani [; = 10 degeri birinci koordinatlara gore kesin maksimum olmadigindan a) sarti

saglanmaz. Dolayisiyla, Sekil 4.1.’den de goriilebildigi gibi

o(x,y) = max{min{0.12,0.3y,0.4(1 —x —y)},min {0.12,0.6y,0.2(1 —z —y)},
min {0.52,0.1y,0.7(1 —x — y)}}

fonksiyonu 72.5’de lokal minimuma sahip degildir.

j

X

Sekil 4.2, Verilen ii¢ vektoriin birinci ve ikinci bilegenlerinin
en biiytgiiniin tek vektore ait olmasi durumu

Ornek 2. I/* = (4,10,1), 1’2 = (2,22,5) ve 1* = (,1,10) olmak tizere | =
(4,10, 10) elde edilir. I; = 4,1y = 10 degerleri her ikisi [’* vektoriine ait oldugundan
dolay1 b) sartim saglamaz. Boylece, Sekil 4.2.’den de goriilebildigi gibi

o(x,y) = max{min{0.252,0.1y,1 — 2 —y} ,min{0.52,0.3y,0.2(1 —z — y)},

min {0.3z,8y,0.1(1 —x — y)}}
fonksiyonu 72S’de lokal minimuma sahip olamaz.
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Sekil 4.3.  Verilen ii¢ vektoriin ayni koordinatlarinin en biiyiik
degerlerinin herbirinin farkh vektore ait olmasi durumu

Ornek 3. 1 = (1,3, 1), 172 = (3,1, 1) ve 1* = (1,1, 1) olmak tizere | = (1,1,1)

elde edilir ve a), b) sartlar saglandigindan, Sekil 4.3.’den de goriilebildigi gibi

o(r,y) = max{min{z,3y,9(1 —z —y)} , min{9z,y,3(1 —x —y)},
min {3z,9y,1 — = — y}

fonksiyonu riS’de lokal minimuma (A noktasi) sahip olur.
Yukarida olusturulan M kiimesini dikkate alarak ve Teorem 4.2.7. kullanarak
R"’de verilen (5) probleminin ¢oziimii i¢in asagidaki gibi bir algoritma olusturulur.

(Kesen ag1 metodunda, gozoniine alinan nokta sayis1 k& > n’dir.)
Algoritma 3.

Adwm 1: P(z) fonksiyonunu diizgiin kurulmusg hale getir.
Adwm 2: L’den olan vektorlerin n’li kombinasyonlarindan birini 161) [G2)  1Gn)
al. ( Bu her zaman miimkiindiir ¢iinkii £ > n dir.)

Advm 3:
I, = max {z“l) 192, zgn)} I, = max {z(ﬁ) 152, z;”)} ooy by = max {109 102) 16}

olacak sekilde | = (I3, 1, ..., 1,) vektoriinii kur. Eger [, s, ..., [, koordinatlar1 farkl
vektorlere ve yalmz bir vektore (101),102) . 10U») dan birine) ait ise Adim 4’e gec.
Aksi takdirde Adim 2’ye doén.

Advm 4: Yeni vektori (I = (ly,l2,...,1,)’'1) L’'nin diger vektorlerleriyle (
16 G2) . 10n) harig) karsilagtir. Eger bundan kiiciik vektor var ise Adim 2’ye
don. Aksi takdirde Adim 5’e gec.
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Advm 5: 7+ =32 = ... = 7" ve > x; = 1 esitliklerini saglayan x = (xq, 23, ..., T,)

2
noktasii bul. = = (21, s, ..., z,,) noktasim lokal minimum olarak yaz ve Adim 2’ye

geg.
Adwm 6: Eger L nin biitiin n’li kombinasyonlar1 Adim 2’de denendiyse, dur.

Algoritma 3’tin olusturulmasinda temel alinan Teorem 4.2.7. geometrik anlatim
acisindan iyi olsa da ispati uzun ve karmasiktir. Bu nedenle, yine Algoritma 3 icin

temel olacak, yalmiz daha kolay ispatlanabilecek bir teorem verilebilir.
Teorem 4.2.8. [V 1?1 yektorleri icin

ZZ@ > max ll(j) 1=1,2,...,n (8)
1<j<n
i

sart1 saglansin. Bu durumda, bir x* € @i noktasinin

. X

fonksiyonunun birim simpleks i¢inde bir lokal minimum olmas i¢in gerek ve yeter

kosul
* * *
o owy X

lgl) = 152) =... lg")

olmasidir.

*

Ispat. (<) Once yeterliligi ispatlayalim. z* = (2%, x5, ..., 27) noktasi
;—11) = l:f—;) =..= l(_"n) kogulunu saglasin. Simdi 6yle bir € > 0 bulalim ki, ||h| < €
1 2

n

ve x* + h € riS sartiu saglayan her h = (hq, ha, ..., hy,) vektorii igin
P(z] + hy, x5 4 hoy ooy, + hy) — P27, 25, ...,27) >0

cey n

esitsizligi saglansin. Yani z* noktasinin simpleks icinde bir lokal minimum nokta
oldugunu gosterelim. Ispata gecmeden once asagidaki iki uyariyr verelim:

Uyar: 1. ( Uygun olan yon, (feasible direction) iizerine ):

x* € riS ve optimizasyon riS kiimesinde yapildigindan dolay1 z* + h noktalar

da riS tizerinde olmak zorundadir. Dolayisiyla
i +h+as+ho+ ... +ax +h,=1
olur, yani uygun yon (feasible direction) denildiginde
hi+hs+..+h,=0
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sartin1 saglayan h vektorleri anlagilacaktir.

Uyar: 2.

" % Ty xx 33;;
P(zy, x5, ... x0) = (_11) _ (_22) ===

ll l2 In

oldugu teoremin varsayimlarindan kolayca goriilebilir.

* * % LL’* Q}* x:,
Pz}, x5, ... x0) = (_11) — (_22) .=

ll Z2 ln

oldugu teoremin varsayimlarindan kolayca goriilebilir.

Simdi yeterliligin ispatina gecebiliriz.
P(xf 4 hy, x5+ ho, ...,x} + hy) — P(a}, x5, ..., x})
a1
i

B . i+ hy x]
1

($— bir sabit say1 oldugundan max min ’in igine almabilir.)

oM
_ . $;< + h; .IT
- %llflgxn @?n 1K) lgl)

(— S W — oldugu dikkate ahmrsa)

= P(2] + h1, 35 + ho, ..., 2}, + hn)

l(l) 152) l(n)

n

( ve sonug daha agik yazilirsa)

. hy . 1 1 i ho . ( 1 1 ) n hy,
=max{min<{ —,T —_— = — Tl T T T — /,
N @) i am)
N S U S S NN . ( 11 ) L
min< x _— = — == Tovs e Ty | ey — T —x P ey
1 l§2) lgl) l§2) l§2) l%z) l%n) ln2)
), A hy 1 L. Ry R
min < x —_— — —= ——, T —_— — —= ey T

hy + hg + ... + h, = 0 oldugundan A;’lerin ( ¢ = 1,2,..,n ) en az biri pozitif

olmalidir. Genelligi bozmadan h; > 0 oldugunu kabul edelim ve

N0 SRRy U5 SU U SR R ( 11 ) s
mine< ——,Zs | — — - Tl T T T —
O @) o)
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ifadesine bakalim. Burada teoremin sartindan kolay goriilebildigi gibi

N 1 1 N 1 1 . < 1 1 )
sl - —= |25 - =], .2
2 lél) l§2) 3 lél) 1(2)

FOEO)
; I
sayilar1 pozitiftir. ||h|| < e sartinda €'u yeterince kiigiik secerek,

1 1 . he 1 1 . hs . < 1 1 ) . I

Ty | — — = —, T3 | —= — == o Tl — —

2 lél) léz) lél) 3 lél) l§3) lél) lﬁf) l1(1 ) l(l)
sayilarini da pozitif yapabiliriz. Buradan

. hi [ 1 1 . ho . ( 1 1 > n h, -0
min{ —, 25 | — — —== v T | — oy ——
Y @) W)
oldugu goriiliir. Dolayisiyla bir € > 0 vardir 6yle ki, ||h|| < € ve hy+ho+...4+h, =0

n

kosulunu saglayan her h igin

P(z] + hy, x5 + ha, ..., z), + hy) — P(27, x5,

*

e @p) >0
esitsizligi saglanir. Yani 2* noktas1 P fonksiyonunun 725 iizerindeki bir lokal mini-
mumudur.

(=) Simdi de gerekliligi ispatlayalim. z* noktasi P’nin riS iizerinde bir lokal
minimumu olsun. Burada

* *
P(a}, @5, ay) = 2= 22

ey by

_  _
Cdy dy T dy
olacak gekilde dy, ds, ..., d,, reel pozitif sayilarinin varoldugu agiktar.

x* bir lokal minimum noktasi oldugundan e > 0 vardir dyle ki ||| < € ve
hy 4+ ho + ... + h, = 0 kosulunu saglayan her h € R" i¢in

P(SL’T + hl,l’; + hg,

*

wnxr) >0

ey X+ hy) — P(x], x5,

saglanir. Bu ifadeyi acik¢a yazdigimizda ve (9) ifadesini elde ederken yaptiklarimiz
aynen tekrar edersek

AP(z*) = P2} + hy, x5 + hoy ...,z + hy,) — P(

_ : * 1 1 h1 * 1 1
= max {mln {xl (l(_l) - I) +ay, T2 (— -1
1 1 2

37



elde ederiz.
Simdi ||h]| < € ve > h; = 0 sartlarin saglayan bir h vektorii alalim. Bu durumda

=1
min fonksiyonlardan en az biri sifirdan biiyiik ya da esittir. Varsayalim ki birincisidir,

yani
) 1 1 hy [ 1 1 ho L1 1 hny >0
mm{xl (lg_l) — d_1> + l§_1)’x2 <l§_1) — d_2> + lé—l),...,xn (11(1—1) - E) + Z$L—1)} >
olsun.
Yeterince kiiciik € i¢in l(—ll), l}(l—f), e % sayilar1 cok kiiciik olur ve
1 b2 n

L1 1 1 1 . < 1 1>
A el I A B I i B
' lgl) dy ? lél) da Vo dy

sayilarinin sifirdan farkli olanlarinin isaretlerini etkilemez. Bu durumda

.1 1) (1 1 N
min § ry lg—l)—d—l y Lo lé—l)—d—Q y ey Ly lgl_l)_a =

elde edilir.

Simdi h vektoriinii yle alalim ki, (10)’daki ikinci min fonksiyonunu sifirdan
biiyiik ya da esit yapsin (tabi ki, ||h] < € ve i h; = 0 kogulunu saglayarak). Bunun
her zaman miimkiin oldugu daha sonra kamit:lgnacaktlr. Bu durumda, az 6ncekine

benzer sekilde, yeterince kiiciik €’lar i¢in

.1 1 (1 1 NS A
min § lg—Q)—d—l y Lo l§—2)—d—2 y ey Ly lﬁL_Q)_a =

oldugu gosterilebilir.

Aym sekilde devam edilirse, her kK = 1,2, ..., n igin

min ¢ ] ik—l , 5 L ,,x:;(i—i> >0 (11)
lg ) d lék) ds lgk) d,

oldugu elde edilebilir.

P fonksiyonunun siirekliliginden

, ! 1 L1 1 . ( 1 1
maxsmin<zi | —=——|. 25| ——=—— |,z | —
1 l§1) d; 2 151) dy D d,



ve her k = 1,2, ...,n i¢in dogru olan (11) esitsizliklerinden

. 11 Y RN
min .Tl l( —_— (— d_ n l(_l) — d_ =
2 n n
. 1 1 (1Y,

(1 1\ (1 1 NN
min < Ty lg—n)—d—l y Lo lg_n)_d_Q y ey Ly lsl_”)_d_n =
k

esitlikleri bulunur. Teoremdeki (8) kogullarii da gozoniine alirsak

11 1 111
O A @ d T ™,

dolayisiyla dy = 11V, dy = 1, ..., d,, = I oldugu elde edilir.

Simdi de, her minimum fonksiyonu sifirdan biiyiik veya esit yapan bir h uygun
yoniiniin ( feasible direction ) oldugunu gosterelim.

Aksini varsayalim. Ornegin, n. minimum fonksiyonu sifirdan biiyiik ya da esit
yapacak bir h uygun yoniiniin olmadigim varsayalim. Dolayisiyla [|h]| < e, Z h; =0
sartini saglayan her h vektorii i¢in n. minimum fonksiyonu hep sifirdan kuguk kahyor
Bu durumda, AP(z*) ifadesine sonuncu minimum fonksiyonun bir etkisi olmaz ve

her h uygun yonii icin

AP(z*) =

i L _ 1 LR R S Dz « (11 hy,
max{mln {I’l <l§1) d1> + l§1),372 (151) d2) + 151),--.,-1’” <ln1) dn> + iy }7

1 1 hy « (1 1 _ha
min {x <l(" 5 d1) + ey L2 (l(nn dQ) + IC=VRRIE
1 2 2
* 1 1 hn
T <_l(n—1> - d_") + (=1 }} >0
n n

esitsizligi saglanir. Yani x* noktasi

. Z;
max min =
1<k<n—1 | 1<k<n-1 | ;®)
T
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fonksiyonunun da lokal minimumudur. Az 6ncekileri bu fonksiyon igin yapalim.
|h]| <€, > hi = 0 sarti saglayan bir h vektorii alalim. (12) esitsizliginden goziike-
i=1
bildigi gibi, minimum fonksiyonlardan en az biri sifirdan biiyiik esittir. Ornegin,
h2 hn

. . . b * s .s _1 _“ _
birinci olsun. €u yeteri kadar kiiciik olarak l §1) X él) T 7(11) sayilarini,

1 _ 1 1 _ 1 ( 1 B 1)
lgl) dl ) lgl) d2 g eeey l,’(ll) dn

sayilarinin sifirdan farklhilarinin igaretlerini etkilemeyecek kadar kiigiik yapabiliriz.

Bu durumda,

(1t 1) (1 1 NGRS A
min § lg—l)—d—l y Lo Zé—l)—d—Z ,...,.Z'n lq(l—l)—d—n =

elde edilir.
Simdi h uygun yon vektoriinii 6yle alalim ki, ikinci minimum fonksiyonunu sifir-
dan biiyiik esit yapsin. ( Boyle bir A’'nin varligi gosterilecektir. ) Az 6ncekine benzer

bicimde, yeterince kiiciik €’lar i¢in

.1 1) (1 1 N
min § Ty l§—2)—d—1 s Lo lé—z)—d—Q y ey Ly l7(1—2)—a =

oldugu gosterilebilir. Ayni sekilde devam edersek, her £ =1,2,...,n — 1 i¢in

(1 1\ (1 1 ETEE R B
min fEl lg—k)—d—l 71'2 lé_k)_d_Q ,...,xn lgl_k)_d_n =

oldugu elde edilebilir.

P fonksiyonunun siirekliligini de gozoniine alirsak:

11y 1 1 (11 .
min § T —_ — T - = o, L —_— — — =
1 lgl) dl » 2 lél) dg LR Rl 7 17(11) dn
(o 11 /(11 .
min § - —a T Z — T o, L —_— — — =
1 l§2) dl s 2 lé2) dg ) yn an) dn
AR 1y . 1 1 1 .
min § T - — T - — ey L - - =
1 lgn—l) dl y Lo lén—l) d2 PRERE ) lgLn—l) dn

esitlikleri bulunur. Minimum isareti altindakileri bir matris olarak diisiiniirsek, her

*
7N
—_

satirda en az bir sifir oldugunu gorebiliriz. Bu sifirlarin siitunlarda yerlesimine bagh
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olarak, ||h]| < e ve Y h; = 0 sartin saglayan h vektorlerinin bazi koordinatlarin

( en fazla (n-1) tane ) negatif secmekle ( bu her zaman miimkiindiir )
AP(z*) <0

esitsizligini elde etmis oluruz. Bu ise (12) ile celigir. Yani, (10)’te verilen n tane
minimum fonksiyonun her birini sifirdan biiyiik ya da esit yapan h uygun yon vektorii
( feasible direction ) vardir.

Yalniz, bunu ispatlarken icin (12)’teki (n — 1) tane minimum fonksiyonun her
birini sifirdan biiyiik ya da sifira egit yapacak h’lerin varligim farzetmistik. Aym
semay1 uygulayarak, bunun ispatini (n — 2) taneli minimum fonksiyondan olugsmus
duruma, daha sonra (n — 3) taneli ve en sonda, iki minimum fonksiyondan olugan
duruma indirgenebilir. Yani en sonda, genelligi bozmadan ||h] < € ve i hi =0

i=1
sartim saglayan her h igin

AP(z*) =

max{min{ zrj | — — — o2l T T et \ T T g 5(1)
W d ) T da ) ) o d) M
(Y (1 1)k *<1 1>+hn .
min< x| - — — o2l Ty T o @t \ T T 1(2) -
B d ) P de )@ 2 d) 1P

(13)
esitsizliginin dogru olmasi halinde, minimum fonksiyonlarin her birini minimum ya-
pacak h oldugunun gosterilmesi gerekmektedir.

Aksini varsayalim. Genelligi bozmadan, ikinci minimum fonksiyonunun her A

uygun vektorii igin negatif oldugunu varsayalim. Bu durumda (13) ifadesi goyle olur.

Her uygun yon igin

AP(z*) =

0 P AS S I WU O U 1 WY S 5 B S 7
min § &y lg—l)—d—l +l§—1),$2 lé—l)—d—2 +l§—1),...,ﬂ?n lﬁl_l)_d_n +lT(1_1) =

esitsizligi dogrudur. Yani z* noktasi tek bir minimum tip fonksiyonun r4S5’de lokal
minimumudur. Bu ise olamaz. Minimum tip fonksiyon pargali dogrusal fonksiyondur
( Bkz. Onteorem 4.2.6. ), minimum degerlerine simpleksin sinirlarinda ulagabilir ve
r1.5’de lokal minimum noktas: yoktur.

Boylece teorem ispatlanmig olur.
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4.3. Sayisal Deneyler ve Sonuglar:

Verilen algoritmanin pratik anlamda yeterliligini gostermek igin bazi sayisal
deneyler yiiriitiilmiistiir. Burada ti¢ farkl artan pozitif homojen fonksiyon i¢in prob-
lem ele alinmig ve algoritma uygulanmigtir. Problemin ¢oziimii i¢in Bagirov ve Ru-
binov 2000 tarafindan sunulan algoritma ile kiyaslanabilmesi i¢in her iki algoritma
ayni orneklere uygulanmis ve elde edilen sonuclar yanyana cizelgelerde verilmistir.

Algoritma igin gerekli yazilim Turbo Pascal 7.0 programi ile hazirlan-
migtir. Sayisal deneyler Genuine Intel Pentium III, 667 Mhz bilgisayar iizerinde
yirtitiulmiigtiir.

Asagidaki tiim orneklerde asagidaki notasyonlar kullanilacaktir:
e f = f(z) amag fonksiyonudur;

e n degigken sayisidir;

e [ iterasyon sayisidir;

e { hesap i¢in gecen zamandir.

Burada t bagil olarak ifade edilecektir. Eger n degisken sayisi ise ona karsilik
gelen hesaplama zamani t = i—’; ile hesaplanacaktir, burada t,, n degiskenli durum
icin gecen hesaplama zamanidir. Dolayisiyla biitiin 6érneklerde n = 5 boyutu igin
siiren t5 zamani birim zaman olarak kabul edilecektir. Algoritmanin durmas: igin
kriter Algoritma 1’in sonunda belirtildigi belirlenmistir. Rubinov’un ¢aligmasinda
istenen yakinlik o6l¢iisii 1072 oldugu icin kiyaslama acisindan érneklerde bu yakinlik
derecesi esas alinacaktir. Tiim 6rneklerde solda verilen ¢izelge, Bagirov ve Rubinov
2000’de elde edilen sonuglarini, sagda verilen ¢izelge, yeni algoritmanin sonuclarini

belirtmektedir.

Ornek 1.

i 20¢ _ L
ay = m7k— 1’2,...,71,2— 1727""40

ve
b, = 5sin(j) sin(k)|, k= 1,2, ...,n;5 = 1,2, ..., 20

olmak tizere
fi(z) =max {[a’,2] : i =1,2,..,40} + min {[t/, 2] : i = 1,2, ...,20}
icin deney sonuclar1 agagidaki gibidir:

Cizelge 4.1. f1(z) fonksiyonu i¢in elde edilen sonuglar
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n |k |t n k|t
5 |18 ] 1.0 5 |51
10 | 35 | 88.0 1021 0.7
20 | 35 | 1055.1 201 3| 34.8
Ornek 2.
ij 105

CLk = m |COS(’L. — ].)|, 1= ]_,2, ,20, j = 172, R k= 1,

olmak tizere
f2(x) 15155 1Isnj1£n[a &

i¢in deney sonugclar1 agagidaki gibidir:

Cizelge 4.2. fo(z) fonksiyonu igin elde edilen sonuglar

n |k t n |kt
5 | 108 | 1.0 5 1411
10 | 107 | 122.0 103112
15 | 167 | 510.8 1512156

Ornek 3.

124 %, 1=7jise
)0, 1=j+11ise Imak i
aij = 0 J i+ 2ise olmak tizere

15
i+0.15°

diger durumlarda

fs(z) = (Z > az‘jxﬂfj)

i=1 j=1

icin deney sonuglar1 agagidaki gibidir:

Cizelge 4.3. fi(x) fonksiyonu i¢in elde edilen sonuglar

n |k |t n |kt

5 120 1.0 5 |31

10 | 44 | 47.2 10| 3| 8.6
20 | 49 | 980.3 20| 2 | 28.2

43



Deney sonuglar: iizerine yorumlar

Yapilan deneylerde Alexander Rubinov’un ¢aligmalar: esas alinmig ve elde edilen
sonuclar onunla kiyaslanmistir. Orneklerin herbiri birer artan pozitif homojen
fonksiyondur. Sunulan algoritmanin eskisine kiyasla iterasyon ve zaman bakimin-
dan daha hizhi oldugu goriilmektedir. Ozellikle istenen yakinlikta sonuclar elde et-
mek i¢in algoritmaya uygulanmasi gerekli iterasyon sayisinin ciddi olarak diigtiigii
gozlemlenmistir. Bunun nedeni, algoritmada bir adim olarak ortaya ¢ikan alt prob-
lemin kesin ¢oziimiiniin bulunmus olmasidir. Bagirov ve Rubinov 2000 tarafindan
verilen algoritmada ise bu alt problemin belli bir dogruluktaki ¢oziimii kullanilmigtir.

Burada dikkat ¢eken meselelerden biri de sunulan algoritmada iterasyon sayisinin
degisken sayisinin artmasina ragmen, genel olarak diismesidir. Bu da degisken sayisi
arttik¢a yani problemin boyutu biiyiidiikce, alt problemin ¢6ziimii i¢in verilen algo-
ritmada ortaya c¢ikan kombinasyonlarin sayisinin artmasindan kaynaklanmaktadir.
Daha fazla kombinasyon, alt problemin ¢6ziimii icin daha fazla aday vereceginden

alt problemin ¢oziimii daha kolaylagacaktir.

44



SONUC

Bu tez ¢alismasinda son yillarda daha ¢ok optimizasyon teorisinde olmak {izere,
matematigin farkli dallarinda genis bigimde uygulama alani bulan soyut konvek-
slik kavrami egitsizlik teorisinde ve bir optimizasyon probleminin ¢dziimiinde kul-
lanilmigtir. Bir f fonksiyonunun taniml oldugu boélgede, onu majorize eden fonksiy-
onlarin bir altkiimesinin infimumu olarak gosterilebilecegi gergegine ( f'nin o fonksiy-
onlar kiimesine gore soyut konkav olmasina ) dayanarak ispatlanan bir teorem ifade
edilmigtir. Agirhikh aritmetik, agirhkh geometrik ve agirhikli harmonik orta gibi
iyi bilinen ortalarin iireteg fonksiyonu olan M;(z, ) fonksiyonunun bu teoremin
kogullar1 sagladigi saptanmis ve teorem yardimiyla agirlikli geometrik-aritmetik orta
esitsizligi ve agirlikli harmonik-geometrik orta esitsizligi keskinlegtirilerek yeni esit-
sizlikler elde edilmistir. Dolayisiyla M;(z, «) ile iiretilen ortalar arasindaki esitsiz-
liklerin iyilestirilmesi i¢in bir sema da verilmigtir, fakat bu semanin her zaman yeni
bir esitsizlik vermeyecegi, aritmetik-kuadratik orta esitsizligi tizerinde gosterilmistir.
Ayrica iyi bilinen Cauchy-Schwarz egitsizligi ele alinmig ve teorem kosgullar: saglan-
masina ragmen bu semanin bu durum icin ¢aligmadigi gosterilmistir. Keskinlestirilen
esitsizliklerin ne derece keskinlestirildiginin goriilmesi icin sayisal ornekler verilmis

ve agirliklarin ii¢ farkli durumlarina gore keskinlegtirilme miktarlar: gosterilmistir.

Ikinci olarak, artan pozitif homojen bir fonksiyonun birim simpleks iizerindeki
minimum degerini bulma problemi i¢in 1999 yilinda M. Andromonov, A. Rubinov ve
B.M. Glover ( Andromonov vd 1998 ) )tarafindan gelistirilen kesen a1 yonteminde
onemli bir agsama olarak ortaya c¢ikan bir diger optimizasyon problemi ele alinmigtir.
Verilen algoritma artan pozitif homojen fonksiyonlarin, minimum tip fonksiyonlar
kiimesine gore soyut konveks olmasi1 gercegine dayanmaktadir. Bu calismada, bu
problemin ¢6ziimii i¢in geometrik yorumlanabilen bir algoritma gelistirilmigtir. Bu
algoritmanin ¢oziimii verdigi teorik olarak ispatlanmis ve daha sonra Bagirov ve
Rubinov 2000’de verilen ornekler {izerinde algoritma uygulanmis ve ana problemin
¢oziimiinii hem yontemi uygulama adimi, hem de hesap igin gecen siire agisindan
onemli derecede azalttigl gozlemlenmistir.

Bu sonugclarin, bu problemi uygulamalarinda kullanan bilimadamlarina biiytik

katk: saglayacagi beklenmektedir.
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