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GENISLETILMIS OZET

Diger cebirsel teorilerde oldugu gibi yarigrup teorisinde de temel
problemlerden biri yarigruplarin smiflandirilmasini saglayacak ve onlarin
yapisini tanimlayacak belirli 6zelliklerle ifade edilip edilemeyecegini gosteren
yontemler bulmaktir. Bu yontemler arasinda doguray kiimesi ve rank bulma
yontemleri oldukca popiilerdir. Ayrica, yarigrup teorisinde yarigruplarin ve
onlarin alt yarigruplarinin kombinatorik 6zelliklerini bulmak da onemli bir
problemdir.

Dogal swrali X, = {1,2,...,n} iizerinde tiim sira-koruyan ve azalan
doniigiimlerin yarigrubunu (, olmak iizere bu yarigrubun tiim idempotent ve
nilpotent elemanlarinin kiimelerini sirastyla E(G,) ve N(G,) ile gosterelim. S bir
yarigrup ve a € S olmak iizere a,a?,...,a" "~ ! birbirinden farkli ve ™" = g™
olacak sekilde m, r pozitif tamsayilar1 varsa a ya S nin bir (m, r)-potent elemani
denir. Eger a, S nin bir (m, r)-potent elemani ise m ye a nin indeksi ve r ye a nin
periyodu denir. Ayrica, r =1 ise a ya bir m-potent eleman denir. 0, S nin sifir
elemani olmak lizere eger a € S i¢in @™ = 0 olacak sekilde bir m € Z™" varsa
a ya nilpotent eleman ve bu kosulu saglayan en kiigiik m pozitif tamsayisina
a elemanimin nilpotentlik derecesi denir. Nilpotentlik derecesi m olan a € S
elemanina m-nilpotent eleman denir.

Bu tezde N((,) yarigrubundaki m-nilpotent elemanlarin sayisini belirledik.

Ayrica, Y kiimesi X, nin herhangi bir alt kiimesi olmak iizere

kiimesindeki m-potent elemanlarin sayisini belirledik. N((,) yarigrubunun
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minimum doguray kiimesini ve rankin1 bulduk. Herhangi bir & € E((,) i¢in
G(&)={aecC : bam meZ" icin " =&}

olsun. (&) nin G, yarigrubunun sifir elemani & olan maksimum nilpotent alt
yarigrubu oldugunu gosterdik. Ustelik, (&) yarigrubunun kardinalitesini ve

rankini bulduk.
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1. GIRIS Emrah KORKMAZ

1. GIRIS

Dogal sirali X, = {1,2,...,n} iizerinde tiim doniigiimlerin olusturdugu
yarigrubu 7, ile gosterelim. O, ve D, ile de swrasiyla 7, deki tim sira
koruyan doniisiimlerin yarigrubunu ve tiim azalan doniisiimlerin yarigrubunu
gosterelim. O, N D, olarak tanimlanan (, ile de 7, deki tiim sira koruyan ve
azalan doniigimlerin yarigrubunu ve N(G,) ile de G, yarigrubunun tiim nilpotent
elemanlarinin kiimesini gosterelim. Birlesme 6zelligi ile donatilmis en sade
cebirsel yap1 yarigruptur. Grup teorisinde iinlii Cayley teoreminin yarigrup
versiyonu mevcuttur. Her sonlu yarigrup bir sonlu doniisiim yarigrubunun (‘Z,)
bir alt yarigrubuna izomorfiktir. Bu yilizden yarigrup teorisinin en popiiler
calisma konularindan biri doniisiim yarigruplaridir. Bu baglamda yapilan ilk
calisma Tainiter (1968) in Z, yarigrubunun idempotent elemanlarinin sayisini
verdigi calismadir.

(n yanigrubunun, ozellikle de bilgisayar bilimlerinde olmak {izere bir¢ok
uygulmasi vardir. Ornegin, Higgins (1993) G, yarigrubu ile n kaynak diigiimlii
tizerinde ikili agaclar arasinda 6zel bir baglanti kurmustur. Boylece (G,
yarigrubunun kardinalitesinin n. Catalan sayisina esit oldugunu gostermistir. Bu
ylizden (, yarigrubu Catalan monoid olarak da bilinmekte ve calisiimaktadir.
Ayrica, Higgins (1993) (, yarigrubunun idempotent elemanlarinin sayisini
hesaplamistir. Howie (1970/71) O, yarigrubunun idempotent elemanlarinin
say1sin1 hesaplamigtir. Umar (1992) D, yarigrubunun idempotent elemanlarinin
sayisi ile 2. Stirling sayilar1 arasindaki iligkiyi vermistir.

Ayik, Ayik, Unli ve Howie (2005) 7, yarigrubunun tiim singiiler
doniigiimlerinin olusturdugu ST, yarigrubundaki m-potent ve (m,r)-potent

elemanlarin sayisini belirlemislerdir. Ayik, Ayik ve Ko¢ (2011) Y C X, olmak
1
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uzere

Gy ={ae G fix(a)=Y}

kiimesinin kardinalitesini bulmusglardir. Sonmez ve Unlii

U, = {€0,:0iss—potents<r},
Wy, = {o€ U, :|fix(a)] =1} ve
Cor = Wo,(1)={a e U,,:fix(a)={1}}

yarigruplarinin kardinaliteleri ile ilgili kombinatorik sonuc¢lar vermislerdir.
Laradji ve Umar (2006) (, yarigrubunun kardinalitesini ve (,
yarigrubundaki nilpotent elemanlarin sayisint bulmuglardir.  Laradji ve

Umar (2004) G, yarigrubunun

{a € G |im(a)|=rvena =k},

{oo € G lim(a)|=r}
alt kiimeleri ile kombinatorik sonuclar vermiglerdir. Laradji ve Umar (2004)
Gir={a€ G |im(a)| <r}

yarigrubunun rankini belirlemislerdir.

Yukarida bahsedildigi iizere (, yarigrubu cebirsel ve kombinatorik
baglamda Onemli bir arastirma konusudur. Bu tezde (, yarigrubu ile ilgili
onemli bazi arastirma sorularini ortaya koyup bunlart cevapladik. N((G,)
yarigrubundaki m-nilpotent (m-potent) elemanlarin sayisini belirledik. Ayrica,

Y kiimesi X, nin herhangi bir alt kiimesi olmak iizere

Gy ={ae G :fix(a)=Y}
2



1. GIRIS Emrah KORKMAZ

kiimesindeki m-potent elemanlarin sayisini belirledik. N((,) yarigrubunun

minimum doguray kiimesini ve rankini bulduk. Herhangi bir & € E(G,) i¢in
G(é)={a€C : bam meZ" igina™ =&}

olsun. (&) nin G, yarigrubunun sifir elemani £ olan maksimum nilpotent alt
yarigrubu oldugunu gosterdik. Ustelik, (&) yarigrubunun kardinalitesini ve

rankini bulduk.
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2. ON BILGILER

2.1. Yangruplar
Bu bdliimde yarigrup teorisinin temel tanim ve teoremleri verilecektir.
Ayrica, doniisiim yarigruplar ile ilgili calismalardan elde edilen sonuglardan

bahsedilecektir. Boylece (, yarigrubunun popiilerligi daha iyi anlagilacaktir.

Tanim 2.1 S bostan farkli bir kiime olmak iizere u : § x S — S fonksiyonuna
bir ikili islem ve (S, ) ikilisine de bir grupoid denir. Her a,b € S igin (a,b) nin
ikili iglem altinda goriintiistinii aub ile gosterecegiz. Eger S bu ikili isleme gore

birlesme 6zelligine sahip, yani

Vx,y,z € Sigin xu(ypz) = (xpy)uz

oluyorsa (S, i) cebirsel yapisina bir yarigrup denir. Eger ikili islemin ne oldugu
icerikten belli ise kolaylik saglamak igin (S, i) yerine S ve xuLy yerine kisaca xy

yazilir.

Tanim 2.2 § bir yarigrup olsun. Her a € S i¢in Oa = 0 olacak sekilde 0 € S var
ise 0 elemanina S nin bir sol sifir eleman1 denir. Her a € S i¢in a0’ = 0’ olacak
sekilde 0/ € S var ise 0’ elemanina S nin bir sag sifir elemani denir. Hem sol hem

de sag sifir olan bir elemana sifir eleman denir.

Bir yarigrupta birden fazla sol veya sag sifir eleman olabilir.

Onerme 2.3 Bir S yarigrubunda sifir eleman mevcutsa tektir.

Ispat: 0 ve 0', S nin iki sifir eleman: olsun. O sifir eleman oldugundan dolay:

00" = 0 ve O sifir eleman oldugundan dolay1 00’ = 0’ olup

0=00" =0
5



2. ON BILGILER Emrah KORKMAZ

elde edilir. O

Tanim 2.4 S bir yarigrup olsun. Her s € S icin es = s olacak sekilde e € § var
ise e ye sol birim eleman denir. Her s € S icin sf = s olacak sekilde f € § var
ise f ye sag birim eleman denir. Hem sol hem de sag birim olan elemana birim

eleman denir.

Bir yarigrupta birden fazla sol veya sag birim eleman olabilir.

Onerme 2.5 Bir S yarigrubunda birim eleman mevcutsa tektir.

Ispat: e ve £, S nin iki birim elemam olsun. e birim eleman oldugundan ef = f

ve f birim eleman oldugundan ef = e olup

f=ef=e
elde edilir. O

Birim elemanli bir yarigrup monoid olarak adlandirilir.

Tanim 2.6 S bir yarigrup olmak iizere

S 1€ Sise
st =
SU{l} 1¢Sise

.
st s,t=#1ise

t s=1ise
St =

s t=11ise

1 s=t=11ise
6
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olarak tanimlanir ise S' bir monoid olur. Bu monoide gerekli ise S ye birim
eleman eklenerek elde edilen monoid denir. Bu elde edilen monoid Green
denklik bagmtilarimn olusturulmasinda kullanilacaktir. Benzer sekilde S°
tanimlanabilir. Bu yarigruba gerekli ise S ye sifir eleman eklenerek elde edilen

yarigrup denir.

Tanim 2.7 § bir yarigrup olsun. § yarigrubunun tiim idempotent elemanlarinin

kiimesi E(S) = {e € §: ¢? = e} ile gosterilir.
Her eleman1 idempotent olan yarigruba band denir.

Tamm 2.8 S bir yarigrup ve a € S olmak iizere a,a?,...,a™"~! birbirinden

farkli ve @™t"

= a" olacak sekilde m, r pozitif tamsayilar1 varsa a ya S nin bir
(m, r)-potent eleman1 denir. Eger a, S nin bir (m, r)-potent eleman1 ise m ye a
nin indeksi ve r ye a nin periyodu denir. Ayrica, r = 1 ise a ya bir m-potent,

m =r =1 ise a ya bir idempotent denir.

Tanmm 2.9 0, S nin sifir eleman1 olmak iizere efer a € S i¢cin a” = 0 olacak
sekilde bir m € Z™ varsa a ya nilpotent eleman ve bu kosulu saglayan en kiigiik
m pozitif tamsayisina a elemaninin nilpotentlik derecesi denir. Nilpotentlik

derecesi m olan a € S elemanina m-nilpotent eleman denir.

S yarigrubunun tiim nilpotent elemanlarinin kiimesi N(S) ile gosterilir. Bu

durumda m € N olmak iizere N(S) = {a € S: ¢" = 0} olur.

Tamim 2.10 0, S yarigrubunun sifir elemant olsun. Eger §” = {0}, yani
her ay,as,...,a, € S icin ayaz---a, = 0 olacak sekilde bir m € N varsa
S ye nilpotent yarigrup denir. Ayrica, nilpotent bir yarigrupta m-potent ile

m-nilpotent elemanlar ¢akisir.
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S sonlu ve sifir elemanl yarigrup olsun. Ganyushkin ve Mazorchuk (2009)

asagidaki kosullarin denk oldugunu gostermislerdir.
(i) S nilpotenttir,
(if) her a € S nilpotenttir ve

(iif) S nin tek idempotent elemant sifiridir.

Tanmim 2.11 O, S yarigrubunun sifir elemani olsun. 7', S nin bir alt yarigrubu
olmak iizere T™ = {0} olacak sekilde m € Z" veya 0 dan farkli bir e idempotent
icin TX = {e} olacak sekilde k € Z* varsa T ye S nin nilpotent alt yarigrubu

denir.

Tanim 2.12 S bir yarigrup ve 7 C S olsun. Herx,y € T icinxy € T ise T ye S

nin bir alt yarigrubu denir ve 7' < S ile gosterilir.

Tamim 2.13 S bir yarigrup ve 0 # T C S olsun. Eger ST C T ise T ye S nin sol
ideali denir. TS C T ise T ye S nin sag ideali denir. Eger 7', S nin hem sol ideali

hem de sag ideali oluyorsa T ye S nin ideali denir ve T .S ile gosterilir.

Tamim 2.14 S bir yarigrup olmak iizere eger her a € S igin Sa = S ve aS = S ise

S ye bir grup denir.

Tanimm 2.15 § ve T iki yanigrup ve ¢ : § — T bir doniisim (fonksiyon)
olsun. Eger her x,y € S icin ¢(xy) = ¢(x)¢(y) ise ¢ doniisiimiine yarigrup
homomorfizmi denir. Ayrica 7 = § ise ¢ doniisiimiine bir endomorfizm denir.
Eger ¢ : S — T homomorfizmi bire-bir ise ¢ ye bir monomorfizm, Orten ise

¢ ye bir epimorfizm ve hem monomorfizm hem de epimorfizm ise ¢ ye bir
8
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izomorfizm denir. Eger ¢ : S — T doniisiimii bir izomorfizm ise S ile T ye
izomorfik yarigruplar denir ve S = T ile gosterilir. Eger ¢ : § — S doniistimii bir

izomorfizm ise ¢ ye bir otomorfizm denir.

2.2. Doguray Kiimeleri
Tanim 2.16 S bir yarigrup ve 0 # A C S olmak iizere S nin A kiimesini igeren
tiim alt yarigruplariin kesisimi bir alt yarigrup olup bu alt yarigruba S nin A

tarafindan dogrulan alt yarigrubu denir ve (A) ile gosterilir. Yani,
(A) = ﬂ{U : U, A y1iceren S nin alt yarigrubu}
olarak tamimhidir. Boylece,
(A) ={a1ay---a, :n€Z" ve ay,ay,...,a, €A}
oldugu kolayca goriilebilir.

Tanim 2.17 S bir yarigrup ve 0 # A C S olsun. Eger S = (A) ise A ya S nin bir
doguray kiimesi denir. Eger bir sonlu @ # A C § alt kiimesi igin S = (A) ise S ye

sonlu dogurayli bir yarigrup denir.

Tanim 2.18 S bir yarigrup olmak iizere eger S = (A) olacak sekilde 0 # A C

E(S) varsa S ye idempotent dogurayli bir yarigrup denir.
Tanim 2.19 S sonlu dogurayl bir yarigrup ve olmak iizere
rank (S) = min{ |A| : (A) =S ve 0 # A C S sonlu}

pozitif tam sayisina S nin ranki ve S nin rank (S) elemanli bir doguray kiimesine

minimal doguray kiimesi denir.
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S sonlu idempotent dogurayli bir yarigrup olmak iizere S nin idempotent
ranki

idrank (S) = min{ |A|: (A) =S ve 0 # A C E(S) sonlu}
olarak tanimlanir.

Tanim 2.20 S bir yarigrup ve a € S olsun. Her x,y € S i¢in a # xy ise, yani

a € S\ §? ise a ya bir ayrilmaz eleman denir.
Tanim 2.21 § bir yarigrup ve s € S olsun. Eger s ayrilmaz veya herhangi x,y € §

icin s = xy iken s = x veya s = y ise s elemanina indirgenemez eleman denir.

S nin her doguray kiimesinin ayrilmaz elemanlar1 icermesi gerektigi kolayca
goriiliir. Boylece, eger A, S nin indirgenemez elemanlarindan olugan sonlu bir alt
kiimesi ve S = (A) ise A ya S nin minimum doguray kiimesi denir ve rank (S) =

|A| olur.

2.3. Green Denklik Bagintilar:

Tanim 2.22 S bir yarigrup ve x € S olmak iizere
Slx={sx:xes'}
as' = {xs:xe S}

Slxst = {sxy:s5,y e S'}

kiimeleri sirasiyla S nin x 1 igeren en kiigiik sol ideali, sag ideali ve idealidir.
Bu ideallere sirasiyla S nin x tarafindan dogrulan sol ideali, sag ideali ve ideali

denir.

10
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Tanim 2.23 S bir yarigrup ve x,y € S olsun. S iizerinde tanimlanan
xLy <— S Ix=s! y
xRy < xS =ys!
xJy < Slxs! = slys!

£,0R,J bagintilar1 birer denklik bagintis1 olup sirasiyla sol Green (£-Green), sag

Green (93-Green) ve J-Green bagintilart olarak adlandirilirlar.

Onerme 2.24 S bir yarigrup ve x,y € S olsun.
1. x€y <= x =ay ve y = bx olacak sekilde a,b € S' vardur.
2. xRy <= x = ya ve y = xb olacak sekilde a,b € S' vardr.
3. xJy <= x =ayb ve y = uxv olacak sekilde a,b,u,v € S' vardur.

ispat: Howie (1995) e bakiniz. O

Onerme 2.25 Bir S yarigrubu iizerindeki £-Green ve 9i-Green bagintilari

bileske islemi altinda degismelidir.

ispat: Howie (1995) e bakiniz. O

Tanmm 2.26 £ ve R swrasiyla S yarigrubu iizerindeki £-Green ve R-Green
bagintilar1 olsun. O zaman $ = £ N AR seklinde tanimli denklik bagintisina
$-Green bagintis1 denir. £ ve R yi iceren en kiiciik denklik bagintisina da

©-Green bagintist denir ve ® = £ VA ile gosterilir.

Onerme 2.27 Herhangi bir S yarigrubu iizerindeki £, 9t ve ©-Green bagmtilar:

icin® = LoR =%Ro L olur.
11
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Ispat: Howie (1995) e bakiniz. O

Onerme 2.28 S sonlu bir yarigrup ise ® = J olur.

Ispat: Howie (1995) e bakiniz. O

Bir S yarigrubu iizerindeki £,R, J, $ ve ©-Green bagintilar1 arasinda $) C £,
MR CDCyCSxSiligkisi mevcuttur.

2.4. Doniisiim Yarigruplar:

Tanim 2.29 X bostan farkl bir kiime olmak {izere X x X kartezyen ¢arpiminin
her alt kiimesine bir bagint1 denir. X iizerindeki tiim bagintilarin kiimesi B, =
{p:p CX xX} ile gosterilir. X tizerindeki 0, 1x = {(x,x) :x € X} ve X x X

bagintilarina sirasiyla bog baginti, birim bagint1 ve evrensel baginti denir.

Her «, B € By igin By iizerinde bir ikili iglem

aof ={(x,y): 3z € X igin (x,z) € & ve (z,y) € B}

olarak tamimlansin. Bu ikili islem ile By bir yarigrup olup bu yarigruba X
lizerinde tiim bagintilar yarigrubu denir. Ustelik, By birim elemam 1y olan

bir monoid olur. Ayrica, her p € By icin

p~' ={(xy) X xX:(yx) €p}

bagintisina p nun ters bagintisi (tersi) denir.

12
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Her o € By i¢in

dom(a) = {x€X:3JyeX,(x,y) € o} kiimesine o bagmtisinin tanim kiimesi,
im(a) = {yeX:3xeX,(x,y) € o} kiilmesine o bagintisinin goriintii kiimesi,
xa = {yeX:(x,y) € a}kimesinex € X in o altindaki goriintii kiimesi,
ya ! = {xeX:(x,y) € alkiimesine y € X in & altindaki ters-goriintii kiimesi
denir.

Yukaridaki tanimlamalardan, her o, 8 € By icin
(i) «a C B =dom(a) C dom(f) veim () Cim(f),
(i) ()" = a,
(iii) a CB=a ' CB!
oldugu kolayca goriilebilir.
Tanim 2.30 p, X iizerinde bir bagint1 olsun.
(i) 1x C p ise p ya yansimal bagint1 denir.
(ii) p~! = p ise p ya simetrik bagint1 denir.
(iii) pop = p ise p ya gecismeli bagint1 denir.
(iv) pnp C 1y ise p ya ters-simterik baginti denir.

Eger X iizerindeki p bagintis1 yansimali, simetrik ve gecismeli bir baginti
ise p ya bir denklik bagintist denir.
p, X iizerinde bir denklik bagintis1 ve x € X olsun. O zaman

xp={yeX:(xy) ep}
13
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kiimesine x in denklik sinifi ve tiim denklik siniflarinin ailesi olan
x/p ={xp:xeX}

kiimesine X in p ile elde edilen boliim kiimesi denir.

Tanim 2.31 X bostan farkli bir kiime ve & € B, olmak iizere
Vx € X i¢in |xa| < 1

oluyorsa ¢ ya bir kismi doniisiim denir. Tiim kismi doniisiimlerin kiimesi Py

ile gosterilir.
Tanim 2.32 X bostan farkl bir kiime ve o € ‘B, olmak iizere
Vx € X i¢in |xo| =1

oluyorsa ¢ ya bir (tam) dontisiim denir. Tiim tam doniisiimlerin kiimesi Zy ile

gosterilir.

Px ve ‘Ix bileske islemi ile yarigrupturlar. Bu yarigruplara sirasiyla X
tizerindeki kismi doniisiimler yarigrubu ve (tam) doniisiimler yarigrubu denir.
Acik¢a, a € Py iken 0 C dom (o) C X olur. Ustelik, eger @ € Px ve

dom (o) = X ise o zaman o € Iy olur.

Tanim 2.33 X iizerindeki tiim bire-bir ve orten doniisiimlerin bileske islemiyle

olusturdugu gruba simterik grup denir ve Sy ile gosterilir.
Tanimlanan bu yarigruplar arasinda
Sx <Ix < Px < By

oldugu kolayca goriilebilir.
14
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Tez boyunca X = X,, = {1,2,...,n} sonlu kiimesiyle ilgilenecegiz. Bu
yiizden Sy, Ix, Px ve By yerine S, Z,, P, ve ‘B, yazacagiz.

Bu tezde, herhagi bir o € 7, doniisiimiinii sagdan yazacagiz, yani @(x)
yerine x¢ alacagiz. Ayrica, bileske islemini soldan saga yazacagiz, yani (af3)x

yerine x(of3) alacagiz.

Teorem 2.34 Her S sonlu yarigrubu, |S| = n olmak tizere, 7, veya 7,4 in bir

alt yarigrubuna izomorftur.

ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009) a bakiniz. Il

Tanmim 2.35 n > 2 olmak tizere
STy=T\S$={acT,:|im(a)| <n-—1}

kiimesi bilegke islemiyle bir yarigrup olup bu yarigrupa singiiler doniistimler

yarigrubu denir. $7, < 7, oldugu kolayca goriiliir.
o € P, ve B € T, doniistimlerini sirasiyla

x€dom(a) xeX,\dom(x) 1 2 -« n

xa — la 20 --- no

formunda disiiniirsek |S,| = n!, |Z,| = n" ve |B,| = (n+ 1)" oldugu kolayca

gorilir.

Tamim 2.36 Her a € 7, i¢in imaj kiimesi (goriintii kiimesi), yiikseklik, ¢cekirdek

15
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kiimesi ve sabit noktalar kiimesi

im(a) = {xa:xe€X,},

hia) = [im(a)],
ker(a) = {(x,y) € Xy XX, : xa =ya},
fix(o) = {xeX,:xo0=x}

olarak tanimlanir.

Asagidaki iki onermeyi tez boyunca sik¢a kullanacagimiz igin ispati ile

birlikte verelim.

Onerme 2.37 «,f € 7, olsun. O zaman
(i) im(ap) S im(B),
(i) ker(at) C ker(af3) olur.

Ispat: (i) y € im(af) olsun. O zaman x(a8) = y olacak sekilde y € X,, vardir.
Boylece, x(af) = (xa)B =y olup y € im () elde edilir.

(ii) (x,y) € ker(a) olsun. O zaman xo = yo dir. Boylece, (xa)p = (ya)p,
yani x(aff) = y(af) olup (x,y) € ker(af) elde edilir. O

Onerme 2.38 « € 7, olsun. & nin idempotent olmasi icin gerek ve yeter kosul

fix (@) = im (@) olmasidir.

Ispat: (=) a € 7, bir idempotent eleman olmak iizere kabul edelim ki x €
im (o) olsun. O zaman ya = x olacak sekilde bir y € X, vardir. o idempotent

oldugundan ya? = ya olur. Bu durumda

ya? = (ya)a=xa=yo =x

16
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olup xa = x, yani x € fix (o) elde edilir.

(<) a € T, igin fix (o) = im () olsun. O zaman her x € im () igin xot = x
olur. Her y € X,, i¢in yor? = yo oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelim ki yor = z
olsun. Boylece

yaZ: (ya)o =za=z=ya

olup a nin idempotent oldugu goriiliir. U

Tamim 2.39 o € 7, olmak iizere her x,y € X, i¢in x < y iken xa < yo oluyor
ise o ya bir sira koruyan doniisiim denir. X, iizerinde tanimli tiim sira koruyan
doniistimlerin olusturdugu kiime O, ile gosterilir. O, kiimesi ‘Z, nin bir alt

yarigrubudur.

Tanim 2.40 o € 7, olmak iizere her x € X,, icin xa < x (x < xa) ise a ya azalan
(artan) doniislim denir. X, iizerinde tanimh tiim azalan (artan) doniisiimlerin

olugturdugu kiime D, (D;') ile gosterilir.

Tamim 2.41 7, nin tim sira koruyan ve azalan ile tiim sira koruyan ve artan

doniistimlerinin olusturdugu kiimeler sirasiyla

G = {a€0,:xa<x(VxeX,)}

Cf = {a€0,:x<xa (Vx€X,)}

seklindedir. Ayrica, G, ve C,f , O, nin alt yanigruplanidir. Ustelik, G, = 0,N D,
ve G = 0,N D, oldugu kolayca goriilir. Umar (1996) G, = C,” oldugunu

gostermistir.

17
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Ornek 2.42 05 yarigrubu asagidaki on elemani icerir:

1 2 3 1 23 1 23 1 2 3 1 2 3
11 1)\ o2 113/ \122/)\123)
1 2 3 1 23 1 23 1 2 3 1 2 3
133/ \222 223) \233/)\333
D yarigrubu asagidaki alti elemani igerir:
1 2 3 1 23 1 23
111/ \1r 12/ \113)
1 2 3 1 23 1 2 3
121) \122)\123)
(3 yarigrubu asagidaki beg elemani igerir:
1 2 3 1 23 1 23 1 2 3 1 2 3
111) \112 122)\123
N((3) yarigrubu asagidaki iki elemani igerir:
1 23 1 2 3
111 ) \11 2
E((G3) kiimesi asagidaki dort elemani igerir:
1 2 3 1 23 1 23 1 2 3
111 )\t 3) \122/)\123
Ayrica,
1 2 .. n . 1 2 ... n
€= and €7 =
11 --- 1 non - n

doniisiimleri sirasiyla G, ve C,” nin sifir elemanlaridir.
18
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Tamim 2.43 Herhangi bir 0 # Y C X, icin

Oy = {a€0,:fix(a)=Y}

Gy = {aeG fix(a)=Y}

)

olarak tanimlanir.

2.5. Parcalams ve Ozel Sayilar
Tamm 2.44 X,, kiimesinin herhangi bir pargalanisi P = {I,b,...,I,} olmak
lizere eger

VxelLiveVyel (1<i<p—1)icinx<y

oluyorsa [; < I;4 seklinde gosterilir ve P = {I,,b,...,1,} bir siral1 pargalanis

olarak adlandirilir. Ayrica, 0 # C C X, i¢in eger
x,yceCvex<z<y=zecC

oluyorsa C ye konveks kiime denir.

Herhangi m,n € Z* i¢in m < n olmak lizere
X1 X+ Xy =n
denkleminin sadece pozitif tamsayilardan olusan tiim ¢éziimlerinin kiimesi
Snm) = {(51,52, - ,8m) 181,52, Sm €L ve s +sp+ - +85u=n}

ile gosterilir ve S, ) kiimesinin kardinalitesi

n—1
1S (n,m)| = (m_ 1)

19
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Ornek 2.45 x| +x, + x3 + x4 = 6 denkleminin sadece pozitif tamsayilardan

olusan tiim ¢oziimlerinin kiimesi
S ={(1,1,1,3),(1,1,3,1),(1,3,1,1),(3,1,1,1),(1,1,2,2),
(1,2,1,2),(1,2,2,1),(2,1,1,2),(2,1,2,1),(2,2,1,1)}
olup [S(s.4)| = 10 elde edilir.
X1 +xX2+ - +xXp=n

denkleminin negatif olmayan tamsayilardan olugan tiim ¢6ziimlerinin kiimesi

S0 = (51,825 Sm) L S1,52, -y Sm € ZTU{0Y ve sy +524 -+ 5 =1}

(n,m)

0

(n,m)
|SO = n+m—1\ (n+m—1
()1 = n S\ m—1

Ornek 2.46 x| +x; +x3 = 3 denkleminin negatif olmayan tamsayilardan olusan

ile gosterilir ve § kiimesinin kardinalitesi

olur.

tiim ¢oziimlerinin kiimesi

S(()3,3) :{(07073)7 (07370)7 (07073)7 (07 112>7 (0727 1),
(1,0,2),(2,0,1),(1,2,0),(2,1,0),(1,1,1)}

olup \S(()6 4)] = 10 elde edilir.

Simdi bir¢cok kombinatorik problemin c¢oziimiinde kullanilan Catalan
sayilari, Narayana sayilari, 2. tip Stirling sayilarina deginecegiz. Bu
0zel sayilarin doniistim yarigruplar ile ilgili bazi onemli sorularin cevaplari

oldugunu bu boliimiin sonuglar kisminda verecegiz.
20
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Tamim 2.47 Herhangi bir n € Z* igin

c, — 1 (Zn)
n+1\n

olarak tanimlanan C, sayisina n. Catalan sayis1 denir.

Bu tezde Cy = 1 kabul edece8iz.  Catalan sayilar1 kombinatorikte
yaklagik 200 tane problemin cevabi olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ayrica,
(C» yarigrubunun kardinalitesi n. Catalan sayisina esit oldugundan Catalan

sayilari, doniisiim yarigruplarini kombinatoriksel metotlarla agiklamada énemli

bir aractir.

Tablo 2.1 Baz Pozitif Tamsayilar I¢in Catalan Sayilari
n| C,

I
2| 2
315
41 14
S| 42
6
7
8

132
429
1430

Tamim 2.48 n € Z" ve 1 < r < n olmak lizere Narayana sayilari

N(n,r) Z%(Y:) (rf 1> - ﬁ(’::;) (’D

seklinde tanimlanir.
21
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Tablo 2.2 Bazi Pozitif Tamsayilar I¢in Narayana Sayilart

1t 2 3 4 5 6 7 8
n
e 1
2 11 2
301 3 1 5
4 |1 6 6 1 14
5 /1 10 20 10 1 )
6 |1 15 50 50 15 1 132
7 |1 21 105 175 105 21 1 429
8 |1 128 196 490 490 196 28 1 | 1430

Catalan sayilar1 ile Narayana sayilar1 arasinda agagidaki gibi bir iligki vardir.

Onerme 2.49 n € Z* ve 1 < r < n olmak iizere
n
Z N(n,r) =C,.
r=1

Ispat: Grimaldi (2012) ye bakiniz.

g

Tanim 2.50 n ve m pozitif tamsayilar olmak iizere 1 < m < n i¢in n elemanl

bir kiimenin m tane kiimeye parcalanis sayisina 2. tip Stirling sayilart denir ve

S(n,m) ile gosterilir.

n elemanl bir kiimenin 1 veya n tane kiimeye parcalanis sayisinin 1 oldugu

agiktir. Dolayisiyla S(n, 1) = S(n,n) = 1 olur. nelemanli {1,2,...,n} kiimesinin

22
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{n} yi iceren m tane kiimeye parcalanis sayist S(n — 1,m — 1) ve {n} yi

icermeyen m tane kiimeye parcalanig sayis1 mS(n — 1,m) olur. Boylece,
S(nym)=S(n—1,m—1)+mS(n—1,m)

indirgeme bagintisi elde edilir.

Tablo 2.3 Bazi Pozitif Tamsayilar Igin 2. Tip Stirling Sayilari

S(nym) m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6 m=7 m=38

n=1 1

n=>2 1 1

n=3 1 3 1

n=4 1 7 6 1

n=>5 1 15 25 10 1

n==6 1 31 90 65 15 1

n="717 1 63 301 350 140 21 1

n=3_§ 1 127 966 1701 1050 266 28 1

Pozitif veya negatif olmayan tamsay1 parcalanisi ile ilgili daha detayli bilgi
icin Grimaldi (1994) e bakiniz. Ayrica, bu tezde bahsi gecen 6zel sayilarin cevap

verdigi sorular ve daha detayl1 teknik bilgi i¢in Grimaldi (1994) e bakiniz.

2.6. Sonuclar
Simdi bahsi gecen doniisiim yarigruplart ile ilgili bazi onemli sonuclar
verecegiz. i1k olarak bazi teknik detaylara deginmek igin baz1 6zel doniisiimler

tanimlayalim.
23
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1 2 3 n 1 2 n—1 n
o= Ve[)’:
21 3 n n 1
olsun.
1 23 .- n 1 2 n
A= ve 6 =
2 23 -~ n - 2 n
olsun.

2 <i<nigin G, yarigrubunun |im (¢)| = n— 1 olan her bir idempotentini

1 sl 4 vl n
&=
MY A A N

ile gosterelim.
1 <i<n-—1igin O, yarigrubunun yiiksekligi n — 1 olan &; den farkli her bir

idempotentini
1 - i—=1 i i+1 -+ n
r - i-1i+1 i+1 --- n

ile gosterelim.

1 < j <i < nolmak lizere D, yarigrubunun yiiksekligi n — 1 olan her bir

idempotentini
1 - i—=1 i i+1 -~ n
Hij =
I - i=1j i+1 --- n
ile gosterelim. Ayrica,
1 23 - n 1 23 -+ n
Y= ve 1, = alalim.
112 - n-1 1 23 - n

On, D, ve (G, doniisiim yarigruplarinin birim elemani 1,, dir.
24
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Teorem 2.51 n >3 i¢in 5, = (o, ) ve rank ($,) = 2 olur.

Ispat: Howie (1995) e bakiniz. O

Teorem 2.52 n > 3 i¢in ‘7, = (o, 3,A) ve rank (‘Z,) = 3 olur.

Ispat: Howie (1995) e bakiniz. O

Teorem 2.53 n > 3 i¢in rank (57 ,) = "("2_ D — idrank (ST ,) olur.

ispat: Howie (1978) veya Gomes ve Howie (1987) ye bakiniz. O

Teorem 2.54 n > 3 i¢in &, = (a,B,A,0) ve rank (B,) = 4 olur.

ispat: Howie (1995) e bakimiz. O

Teorem 2.55 n > 2 i¢in rank (O,) = n olur.

Ispat: A = {8(,8,...,8, 1,7} kiimesinin O, \ {1,} icin minimal doguray
kiimesi oldugu gosterilmistir. Gomes ve Howie (1992) ye bakiniz. U
Teorem 2.56 n > 2 i¢in idrank (O,) = 2n — 2 olur.

Ispat: E={&,&...,6,.1,8,6,...,8, 1} kilmesinin O, \ {1, } icin minimum
doguray kiimesi oldugu gosterilmistir. Gomes ve Howie (1992) ye bakiniz. [J
Teorem 2.57 n > 2 igin rank (D,) = idrank (D,) = = olur,

Ispat: E = {1 ;: 1 < j <i<n} kiimesinin D, \ {1,} i¢in minimal doguray
kiimesi oldugu gosterilmistir. Umar (1992) ye bakiniz. U
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Teorem 2.58 n > 2 i¢in rank ((,) = idrank (G,) =n— 1 olur.
Ispat: E = {£,&,...,&, 1} kiimesinin G, \ {1,} icin minimum doguray

kiimesi oldugu gosterilmistir. Umar (2004) e bakiniz. U

Tanmm 2.59 fy =0, fi = f>» = 1 olmak lizere n > 3 icin f, = fu—1 + fu—2

indirgeme iligkisi ile tanimlanan sayilara Fibonacci sayilar1 denir.
Teorem 2.60 n > 1 icin
2n—1
|0, = (n— 1 > ve |[E(Oy)| = fon olur.

Ispat: Howie (1970/71) e bakiniz. O

Teorem 2.61 o, € O, i¢in
(i) alf < im(a)=im(p),
(i) aRP < ker(a) =ker(p),

(iii) aDf <= [im(a) = |im(B)

(iv) aHp < o = B olur.

ispat: Howie (1995) e bakimz. Il

Onerme 2.62 |{a € O, : |[im(a)| =rvena =k} = (*2]) ("_]) olur.

r—1

Ispat: Laradji ve Umar (2006) ya bakiniz. U

Onerme 2.63 (i) |[{a € O, : |im(a)| =r}| = (*)("_}) dir.

(i) [{& € Oy :no=k}| = ("*]?) dir.
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Ispat: Laradji ve Umar (2006) ya bakiniz.

Teorem 2.64 F(n,r) =1[{0,: |fix(a)| = r}| olsun.
(i) F(n,1)=C, olur.

(i) F(n,2)=2(2,) olur.

(iii) F(n,r)=L(2") olur.

n \n+r

Ispat: Ayik ve ark. (2011) ve Higgins (1993) e bakiniz.

Teorem 2.65 a; < a; < --- < a, olmak iizere Y = {ay,ay, ..

g

g

.,a,} kiimesi X;, nin

herhangi bir alt kiimesi olsun. Eger ky = a1 — 1, kj=aj—a;—1(2<j<r) ve

kr+1 = n—a, alimirsa

r+1
10wyl =],
j=1
olur.
Ispat: Ayik ve ark. (2011) e bakiniz.
Onerme 2.66 n > 1 olmak iizere
|Dy| = 1D, | = n.

Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009) bakiniz.

Onerme 2.67 n > 1 olmak iizere
IN(Dy)| = IN(D; )| = (n—1)!.

ispat: Umar (1992) ye bakiniz.
27
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Onerme 2.68 2. tip Stirling sayis1 S(n,m) olmak iizere n > 2 icin |E(D,)| =
n
Y S(n,m)—1 olur.

m=0

Ispat: Umar (1992) ye bakiniz. O

Tez boyunca asagidaki lemmay1 sik¢a kullanacagimiz icin ispati ile birlikte

verelim.

Lemma 2.69 «,f € D, i¢in fix (aff) = fix(Ba) = fix (o) Nfix (B) olur.

Ispat: x € fix (@f) olsun. O zaman x(af) = x olur. Bu durumda x(af8) =
(xa)B = x ve azalanliktan eger xo < x ise x(¢¢f3) # x olur. Boylece xax = x
ve xf3 = x elde edilir. Diger taraftan x € fix (a) Nfix (B) olsun. Bu durumda
x € fix () ve x € fix (B) olup x € fix () elde edilir. Benzer sekilde fix (o) =
fix (o) N fix (B) oldugu gosterilebilir ve boylece ispat tamamlanir. O

Teorem 2.70 o, € D, i¢in

(i) LB <= a =2,

(i) aRP < im(a)=im(B) ve hera € Z" i¢in min{x: x& = a} = min{y:

yB =a} olur.

ispat: Umar (1992) ye bakiniz. Il

Sonuc 2.71 D, yarigrubu i¢in ® = £ ve R = = J olur.

ispat: Umar (1992) ye bakiniz. O

Teorem 2.72 n. Catalan sayis1 C, olmak iizere |G,| = |C,\| = C, olur.
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Ispat: Higgins (1993) veya Laradji ve Umar (2004)e bakiniz. U

G, yarigrubu literatiirde Catalan monoid olarak da bilinmekte ve

calisilmaktadir.

Teorem 2.73 n > 1 icin
IN(G)I=IN(G) = Ca-1.

Ispat: Laradji ve Umar (2006) ya bakniz. U

Teorem 2.74 n > 1
E(G)| =IE(GHI=2"".

Ispat: Higgins (1993) e bakiniz. U

Tez boyunca asagidaki sonucu sikca kullanacagimiz icin ispati ile birlikte

verelim.
Sonug 2.75 (i) o, B € G, i¢in fix (af) = fix (Ba) = fix (a) N fix (B) olur.
(i) o € G, ve k € Z* igin fix (a*) = fix () olur.

Ispat: (i) G,, D, nin bir alt yarigrubu olup Lemma dan sonug agiktir.

(ii) k = 1 icin sonug acik oldugundan k > 2 igin fix (af~!) = fix («)
kabul edelim. Bu durumda x € fix (a*) ise azalanliktan ve kabulden xo* =
(xa* "o = xa? = x elde edilir. Boylece (i) geregi xa?> = xa = x olup
x € fix (o) elde edilir. Diger taraftan x € fix (o) ise actk¢a x € fix (k) olup

ispat tamamlanir. U

Onerme 2.76 « € C, olsun.
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(i) o e N(G) < fix(a) ={1}dir.
(ii) & € N(C) < fix(a) = {n} dir.

Ispat: (i) = a € N(G,) olsun. O zaman o = ¢ olacak sekilde k € Z* vardur.
O halde Sonug 2.60 dan fix (a¥) = fix (€) = {1} elde edilir

< fix(a) = {1} olsun. O zaman a € (, oldugundan her bir x € X, \ {1}
icin xa < x olur. Boylece, her bir x € X, i¢in xa" = 1 olup " = ¢ elde edilir.
Nilpotent eleman tanimindan ¢ € N(G,) elde edilir.

(i) Gy = G, oldugundan sonug agiktir. Ayrica, Laradji ve Umar (2004)
bakiniz. U

Onerme 2.77 1 <r<k<niginJ(n,r,k) =|{a € G, : |im(a)| =r ve not = k}|

olmak uizere

() J(n,kk) = (7)),

(i) J (k) = 5= (121) ((3) olur,

Ispat: Laradji ve Umar (2004) e bakiniz. U

Onerme 2.78 (i) |[{a € G, : [im(a)| = r}| = N(n,r) olur.

(i) {oe€ G :no=k}| = %(":ﬁz) olur.

(iii)) Gr={a € G :|im(a)| <r} olsun. O zaman |G, ,| = ¥ #4—1(?:11) ")

olur.

(iv) rank (G,,) = idrank (G,,,) = (”_1) olur.

r—1

ispat: Laradji ve Umar (2004) e bakiniz. O
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Onerme 2.79 N(n,k) = {a € G, : [fix (a)| = k} olsun. O zaman

(i) N(n,k) = an— ’ (2";]‘) olur.

(ii) N(n+1,k) = N(n,k— 1)+ 2N(n,k) +N(n,k+ 1) olur.

Ispat: Higgins (1993) e bakiniz. O

Teorem 2.80 1 = a; < ay < --- < a, (1 <r) olmak iizere Y = {1,a,,...,a,}
kiimesi X, nin herhangi bir alt kiimesi olsun. Her j =1,2,...,r — 1 i¢in k; =

aji1—ajve k, =n—a,+ 1 olsun. O zaman

’
j=1
olur.

Ispat: Ayik ve ark. (2011) e bakiniz.
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3. N(G,) YARIGRUBUNUN m-NILPOPOTENT ELEMANLARININ
SAYISI Emrah KORKMAZ

3. N(G,) YARIGRUBUNUN m-NILPOPOTENT ELEMANLARININ
SAYISI

X, tizerindeki dogal siralama ile o € N((,) olmak tizere

Ao = {1}
A = {xeX,\{1}:xa=1}ve
Ai = {(xeX,:xa€Ai_1} 2<i<n—1igin

olsun. Ayrica, m de A,, # 0 fakat A,,; | = 0 olacak sekilde bir tamsay1 olsun.
Bu durumda {Ag,Ay,...,A,} kiimesi X, nin bir parcalanigi olur. Ustelik
Ag,A1,...,A, kiimeleri X, nin konveks alt kiimeleri olur. Boylece P(at) = (Ap <
Ay < -+ <Ap), X, nin bir sirali par¢alanisi olur. Ayrica, P() ve nil (@) =m
sirastyla a-nin pargalanis sinifi ve @-nin nil sayisi olarak adlandirilir. Bu
notasyonlar ile birlikte Ag = {1} yerine Ag = 1 yazacagiz ve bodylece o
doniistimiinii

o 1 Ay Ay -+ Ay a1

sekinde gosterecegiz.

Lemma 3.1 a € N(G,) olsun. Eger I <m <n— 1 i¢in nil (@) = m ise o zaman

o € N((,) bir m-nilpotent elemandr.

Ispat: a € N((,) ve 1 <m <n— liginnil (@) = m olsun. O halde X, kiimesinin
siral1 bir par¢alamist P(ot) = ({1} <A; < --- < Ap,) olmak iizere 3.1 formunda
oldugu gibi
1 A, Ay - A,
1 1 A - Ay
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alabiliriz. Boylece 1o =1 ve Aja™ = 1 oldugu kolayca goriiliir. Diger taraftan
x € X, \ (A U{1}) icin x € A olacak sekilde k € {2,3,...,m} vardir. Bu
durumda xa*~! #£ 1 ve xa¥ = 1 oldugu kolayca gériiliir. Boylece xa” = 1 olur.

Her x € A, icin xa~! # 1 oldugundan & bir m-nilpotent elemandir. U

o € N(G,) nin 1-nilpotent olmasi igin gerek ve yeter kosul o = €
olmasidir. Boylece N((,) deki 1-nilpotent elemanlarin sayist 1 olup m-nilpotent

elemanlarin sayisin1 2 < m < n— 1 icin diisiinmek yeterlidir.

Teorem 3.2 2 < m < n— 1 olmak iizere N((,) yarigrubundaki m-nilpotent

elemanlarinin sayisi
ﬁ si+si-1—1
5 Si

olur.

: : : . 1 A Ay - Ap
Ispat: Eger o bir m-nilpotent eleman ise ot = ve
I 1 Ay - Ap

P(o) = ({1} <A; <--- <A,) kiimesi X,, nin bir pargalanis1 olur. Bu durumda
(|A1],|Az2], -, |Am|) € Sy—1.m oldugu kolayca goriiliir. Ustelik, her bir2 <i <m
i¢in & min A; tizerindeki kisitlamist ¢, : A; — A;—; sira koruyan bir doniigimdiir.

Tersine, herhangi bir (s1,52,...,5,) € Sn—1,m i¢in 2 < i < m olmak iizere

A = {2,...;s1+1} ve

A = {(Sl+---+Si,1+l)+1,...,(sl—I—---—I—Sl;l—}—l)—ksi}
olsun. Simdi pargalanig smifi {{1} < A} < --- < A,} olan N(G,) deki
. A (Sid s —1 y ) ..
m-nilpotent elemanlarinin sayisinin H oldugunu gosterecegiz.
i=2 Si

o € N(G) ve P(a) = ({1} <Aj < -+ < Ap) olsun. Kolayca goriiliir ki o
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bir m-nilpotenttir ancak ve ancak her bir 2 <i < m i¢in o nin A; iizerindeki
kisitlanist o, : A; — A;—1 sira koruyan bir doniigiimdiir. Her bir 2 <i<m

icin A; den A; | ye (S"J“S;l*l)

tane sira koruyan bir doniiglim vardir. Bu
durumda pargalanig smifi {{1} <A; <--- < A,,} olan N((G,) deki m-nilpotent

elemanlarinim sayist [ | (s’ i ) olur. Boylece, N((,) deki m-nilpotent
i=2 Si

m . L 1
elemanlarinin sayisi Z H (Sl Ji ) olur. U
Si

(S150--s8m) ES (n—1,m) 1=2
Simdi N((,) nin 2, n— 1 ve n — 2-nilpotent elemanlarinin sayilarini
yukaridaki formiilii kullanarak sirasiyla basitlestirecegiz. s1,so > 1 olmak
tizere s1 + s = n— 1 denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimlerinin kiimesi

{(k,n—1—k)|k=1,...,n—2} oldugundan Teorem [3.2]kullanilarak 2-nilpotent

n—1—k+k—1 n=2/p_2 B
— —n2_
n—1—k ) ,;(k—1>

S1,82,...,8,—1 > 1 olmak flizere s; + 52+ - -+ 5,1 = n — 1 denkleminin

tek ¢ozimii (1,1,...,1,1) ve (Hifl) = 1 oldugundan Teoremgeregi n—

elemanlarinin sayisinin

(k>n_ 1 _k) eS(nfl,Z) <
oldugu elde edilir.

I-nilpotent elemanlarinin sayisi 1 olup bu tek eleman asagidaki gibidir:

1 2 3 .- n
o =
1 12 -+ n—1
$1,82,...,8,_2 > 1 olmak {izere s|1 +sp 4+ --- + 5,2 = n— 1 denkleminin tiim

pozitif tamsay1 ¢oziimlerinin kiimesi
{(1,1,...,1,2),(1,...,1,2,1),...,(1,2,1,...,1),(2,1,...,1,1)}

olur.  Ayrica, (H%_l) =1, (2+£_1) =1 ve (1“?_1) = 2 oldugundan

(1,1,...,1,2) ¢oziimii i¢in bir tane n — 2-nilpotent eleman vardir ve s; +
35



3. N(G,) YARIGRUBUNUN m-NILPOPOTENT ELEMANLARININ

SAYISI

Emrah KORKMAZ

s34+ -+ sp—» = n— 1 denkleminin diger tim ¢oziimleri i¢in iki tane (n —

2)-nilpotent eleman vardir. Boylece (n — 2)-nilpotent elemanlarin sayisi 2n — 5

olur.

Tablo 3.1 Baz Pozitif Tamsayilar I¢in N(G,) deki m-Nilpotent Elemanlarin Sayist

IN(G)|

1
1 31
1 63

O o0 N N N kA WO
—
~

169 132 52
1 127 482 484 247 75 13 1 0O

14

42
132
429
1430



4. Gy KUMESININ m-POTENT ELEMANLARININ SAYISI  Emrah KORKMAZ

4. G,y KUMESININ m-POTENT ELEMANLARININ SAYISI

Y={1=a; <ap; <---<a,} kimesi X, nin herhangi bir alt kiimesi olsun.
Herhangibir & € G,y veher 1 <i<r—1li¢ink;=a;y1 —a;vek,=n—a,+1

olmak tizere

1 2 aji1 —aj
o = ve
1 (aj+1)aa—a;j+1 -+ (aj1—1o—aj+1
1 2 n—a,+1
a =
1 (ar+1)ot—a,+1 -+ (ma—a,+1

doniigiimlerini tanimlayalim. O zaman agik¢a her 1 < j < ri¢in aj € N (ij)
olur. Simdi

[ Gy = N(Gqy) X N(Cy) % -+ X N(G,.) (4.1)

dontigtimiinii yukarida tanimlanan o;-lerile @ € G,y i¢in o f = (o4, 02, ..., 0)
sirali r-lisi olarak tanimlayalim. Bu durumda f doniislimiiniin iyi tanimli
bir bijeksiyon oldugu agiktir. f doniisiimiiniin tantmindan asagidaki lemmay1

verebiliriz.

Lemma 4.1 a € G,y ve her biri € {1,2,...,r} igin o; € N((,) bir m;-potent
(m;-nilpotent) eleman olsun. O zaman ¢ nin bir m-potent olmasi icin gerek ve

yeter kosul max(my,mo,...,m,) = m olmasidir. O

Gj1y =N (G,) oldugundan Ca,{1) kimesindeki m-potent elemanlarin sayisi
Teorem de buldugumuz N(G,) yarigrubundaki m-nilpotent elemanlarin

sayisina esittir. Dolayistyla |Y| > 2 durumunu diigiinmek yeterlidir.
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Teorem 4.2 Y = {1 =a; <ay < --- < a,} kiimesi X, nin herhangi bir alt kiimesi
ve her 1 <i<r—1i¢in k; =a;y1 —a; ve ky =n—a,+ 1 olsun. O zaman
Cny kiimesindeki 1-potent elemanlarin sayist 1 ve 1 <i < r—1 icin N((,)
yarigrubundaki g-nilpotent elemanlarin sayisi #; ; > 0 olmak iizere m > 2 i¢in

G,y kiimesindeki m-potent elemanlarin sayisi

r m r m—1
[TY e TTX ta

i=1g=1 i=1g=1

olur.

Ispat: Acikca X, nin herhangi bir ¥ = {1,ay,...,a,} alt kiimesi i¢in fix kiimesi
ve goriintii kiimesi Y olan (, yarigrubunun idempotent (1-potent) eleman sayisi
1 olur.

Kabul edelim ki m > 2 olsun. Lemma [{.I] ve (@.I) de tanimlanan
bijeksiyondan 1 < i < r—1 i¢in k; = ajy1 —a; ve k, = n—a, + 1 olmak
tizere N(Cy,) X N(C,) % -+ - x N((,) deki m-potent elmanlarin sayisini saymak
yeterlidir.

Her1 <i<r—1vel <g<migin
Qiy = {oeN((,): o bir g-nilpotent}
olarak tanimlayalim.

Simdi

m m—1
Q= U Qi,q ve R;= U Qi,q-

g=1 q=1

olarak tanimlayalim. O halde kolayca goriiliir ki

(al;a27"'7ar) GN(Ckl) XN(C/Q) X XN(Ckr)
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bir m-potent elemandir ancak ve ancak

(a1, 00,...,0) € ((Q x - x Q) \ (R x-xXR,)).

Boylece, Lemmafd.T|den G, y kiimesindeki m-potent elemanlarin sayisi
rom r m—1
[T i -T1X tig
i=1g=1 i=1g=1
olur. g

Herhangi bir o € G, icin lao = 1 € im(a) ve X, \ {1} kiimesinin 6z alt
kiimelerinin sayis1 2" ! — 1 oldugundan Teorem geregi (, yarigrubundaki
1-potent elemanlarin sayis1 2~ — 1 olur.

Eger a0 € G, bir (n — 2)-potent eleman ise o zaman agik¢a |fix (a)| < 2
olur. Ashnda fix () = {1}, fix (&) = {1,2} veya fix (&) = {1,n} olur. Boylece
Teorem [3.2| ve Teorem |4.2| geregi (, yarigrubundaki (n — 2)-potent elemanlarin
sayisl

(2n—5)+14+1=2n-3

olur. Ayrica, Teorem [3.2] ve Teorem 4.2 den asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢4.3 a1 =1<ay <---<a, (r>1) olmak iizere Y = {1,az,...,a,}
kiimesi X, nin herhangi bir alt kiimesi olsun. Eger 1 <i<r—1i¢ink; =a;+1 —a;

ve k, =n—a,+ 1 ise o zaman G, y kiimesindeki 2-potent elemanlarin say1s1

(H 2@—2) -1
ki>2

olur. O

Ornek 4.4 Bu ornekte (s yarigrubnudaki 2-potent elemanlarin sayisini

hesaplayacagiz. Eger o € (s ise o zaman fix (o) kiimesinin kardinalitesi en
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fazla 3 olur. Eger |fix(a)| = 1 ise 0 zaman Teorem [3.2| den (s yarigrubunun
fix elemani bir tane olan 7 tane 2-potent elemani vardir. Eger |fix (a¢)| = 2 ise o

zaman fix (o) kiimesi
{1,2}, {1,3}, {1,4} ve {1,5}

kiimelerinden biri olabilir. Bu durumda Sonug den (s yarigrubunun fix
elemani iki tane olan 8 tane 2-potent elemani vardir. Eger |fix (ot)| = 3 ise o

zaman fix (o) kiimesi
{1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}, {1,3,4}, {1,3,5} ve {1,4,5}

kiimelerinden biridir. Bu durumda Sonug den (s yarigrubunun fix elemani
li¢ tane olan 3 tane 2-potent eleman vardir. Boylece, (s yarigrubnudaki 2-potent

elemanlarin sayis1 18 olur.

Tablo 4.1 Bazi Pozitif Tamsayilari Igin G, deki m-Potent Elemanlarin Sayisi

m
1 2 3 4||c,|
n

1|1 1
2 |2 2
314 1 5
4 |8 5 1 14
5 |16 18 7 1| 42
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5. G, YARIGRUBUNUN MAKSIMUM NILPOTENT ALT YARIGRUPLARININ
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5. C, YARIGRUBUNUN MAKSIMUM NILPOTENT ALT
YARIGRUPLARININ KARDINALITELERI VE RANKLARI
Al Ay - Ap

o= € (G, olsun. O zaman o nin idempotent olmasi
I a - ap

icin gerek ve yeter kosul a; = 1 olmak iizere 1 <i < p i¢in minA; = @; olmasidir.

Herhangi bir £ € E((,) i¢in
G(&)={ac G : bam meZ" icin " =&}
olsun. Bu durumda C,(€) = N(G,) olur.

Onerme 5.1 £ € E(G,) ve & € G, olsun. O zaman « € (,(&) olmast icin gerek

ve yeter kosul fix (o) = fix (§) olmasidur.

Ispat: (=) a ¢ Gi(&) olsun. Eger a = & ise o zaman sonug agiktir. O halde
o # & kabul edelim. O zaman o = & olacak sekilde m > 2 tamsayis1 vardir.
Boylece fix (o) C fix (™) = fix (£) olur.

Herhangi bir i € fix (§) icin i = j olsun. a, ™! € G, oldugundan iax =
j<ive

i=if =io

olur. Boylece j =i € fix (o) ve dolayisiyla fix (&) C fix (o) olur. Boylece
fix (a) = fix (§) elde edilir.

(o) fix(a)=fix(§)={l=a1<ar<---<ap}olsun. p=1liciha=§ =¢

oldugu aciktir. Simdi p > 2 i¢in



5. G: YARIGRUBUNUN MAKSIMUM NILPOTENT ALT YARIGRUPLARININ
KARDINALITELERI VE RANKLARI Emrah KORKMAZ

olsun. Ayrica, 1 <i < pi¢in m; = |A;| — 1 alalim. O zaman her a € A; \ {a;}
icin ao # a ve dolayisiyla ax < a olur. Buradan her a € A; i¢in ao™ = q; elde
edilir. Eger

m=max{|4;]|—1:1<i<p}

olarak alinir ise o zaman o = & oldugu kolayca goriiliir. Boylece, o € G, (&)

elde edilir. O

S sonlu ve sifir elemanli bir yarigrup olsun. Ganyushkin ve Mazorchuk

(2009) asagidaki kosullarin denk oldugu gostermislerdir.
(i) S nilpotenttir,
(if) her a € S nilpotenttir ve

(iii) S nin tek idempotent elemani sifiridir.

Onerme 5.2 & € E(G,) icin G,(&), G, nin sifir eleman1 & olan maksimum

nilpotent alt yarigrubudur.

Ispat: Ik olarak G, (&) nin G, nin bir alt yarigrubu oldugunu gosterelim. o, B €
Gu(&) olsun. O zaman Onerme [5.1| geregi

i(af) = (i) =if =i
olup i € fix (af) elde edilir. Boylece
fix(§) C fix (af)

olur.
i € fix(af) icin it = j olsun. o, € G, oldugundan i@ = j < i olur.
Buradan

i=i(ap) = (i0)f = jp <iB <i
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olup iff =i elde edilir. Onermeden i € fix (&) olup

fix (&) < fix (3)

elde edilir. Boylece fix (a8) = fix (§) oldugunu gosterdik. Bu durumda Onerme
5.1den oo € G,(&) olup G,(&), G, nin bir alt yarigrubudur.

Simdi & nin G,(&) yarigrubunun sifir elemani oldugunu gosterelim. « €
Gi(&) vefix(a) ={l=a; <a» <--- <ap} olsun. § bir idempotent oldugundan
ve Onermeden her 1 <i < pi¢in a; = minA; olmak iizere

Al Ay - A,
1 a ap

alalim. Bu durumda her 1 <i < picin A;ax C A; ve a; € A; oldugundan
Ai(aé) =a; ve Ai(éa) =a;0 = a;

elde edilir. Boylece a& = & = Ea olup G,(§) yarigrubunun sifir elemaninin &
oldugu gosterilmis olur.

Ayrica, nilpotent yarigrup tanimindan veya nilpotent yarigrup ile igili verilen
bu onermenin iistiinde verilen gergekten hareketle G,(&§) nin bir nilpotent
yarigrup oldugu agiktir. T, G, nin sifir elemani & olan bir nilpotent alt yarigrubu
ise 0 zaman agik¢a T, G,(&) yarigrubunun bir alt kiimesidir. Boylece G,(§), G,

nin sifir elemani & olan maksimum nilpotent alt yarigrubudur. U

5.1. N(G,) Yarigrubunun Minimum Doguray Kiimesi ve Ranki

o € N(G,) olmak tizere her i > 2 igin iot <i— 1 olur. Boylece

{1,2}
1

N(G) =

oldugu kolayca goriiliir.
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Lemma 5.3 n > 3 igin
Y ={a e N(G):enazbir i >3 vardir 6yle ki i =i—1}

olarak tanimlayalim. O zaman Y = N((,) \ N(C,)? olur. Béylece Y kiimesi
N(G,) yarigrubunun ayrilmaz elemanlarinin bir kiimesidir. Ustelik, her a €

N(G,)? igin 30 = 1 olur.

Ispat: B,y € N(G,) olsun. O zaman her i > 3 icin

i(By)=@B)y<(i—1)y<i-2

olur. Bu durumda ¥ = N(G,) \ N(G,)? oldugu asikardir. Boylece Y kiimesi
N(G,) yangrubunun ayrilmaz elemanlarimin bir kiimesi olup her @ € N(G,)?

icin 3o = 1 olur. O

Teorem 5.4 n > 3 i¢in
Y ={a e N(G):enazbir i >3 vardir 6yle ki i =i— 1}

olsun. O zaman Y kiimesi N((,) yarigrubunun minimum doguray kiimesidir.

Ustelik, N(G,) = Y UY? olur.

Ispat: Lemma den her o € N(G,)? icin o € (Y) oldugunu gostermek
yeterlidir. Herhangi bir o € N(G,)? icin
Al Ay - A,

o =
1 a - ap

olsun. O zaman Lemma@den 3€Arvea,<n—2olur. Her 2 <i < pigin

bi :maxA,-,l, bp+1 =n, Bl = {1,...,[72— 1} ve Bl' = {bi,...,bi+1 — 1} olmak
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uzere
{1,2} A \{1,2} Ay --- A,
B = ve
1 2 by -+ b,
Bl Bz Bp n
’y —
I a - ap n—1

olarak almir ise B € N(G,) oldugu asikardir. Ayrica, a; < (minA;) — 2
oldugundan Lemma/5.3|geregi her 2 <i < p i¢in a; < (minB;) — 1 olur. Béylece,
y € N(G,) olup a = B elde edilir. Ustelik,

3eA\{1,2},3B=2veny=n—1
oldugundan 8,y € Y oldugu asikardir. Boylece o € (Y) ve N(G,) =Y UY? elde
edilir. U
Teorem 5.5 n > 3 icin rank (N((,;)) = Cy—1 — Cy— olur.

Ispat: N((,) yarigrubunun rankini bulmak icin Teorem [5.4/den ¥ = N((G,) \
N(G,)? kiimesinin kardinalitesini bulmak yeterlidir. [N(C,)| = C,_1 oldugunu

biliyoruz. Ayrica,
IN(G)\N(G)?| = IN(G)| = IN(G)’|

oldugundan N((,)? kiimesinin kardinalitesini bulmak yeterlidir. Eger a €
N(G,)? ise 0 zaman her i > 3 icin iat < i—2 olur. Simdi a € N((,)? alalim. Her

2<i<pigin

Ay ={1,2,3,....b1}, A= {bi_1+1,....b;}, By ={1,2,...,b; — 1}
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ve B; = {b;_1,...,bj— 1} ve by > 3, b, = n olmak iizere
Al Ay - A B, B, --- B
o= Pl ve B = P
1 az e ap 1 az e ap

doniisiimlerini tanimlayalim. Buradan
fiN(G)* = N(Gi-1)

doniistimii o f = B olarak tanimlanir ise f doniisiimiiniin iyi tanimli bijeksiyon

bir doniisiim oldugu kolayca goriiliir. Ayrica, [N(G,)?| = [N(G,—1)| = Cu—2 olup
rank (N((,)) = Cr—1 —Cy—2

elde edilir. U

Lemma 5.6 S sonlu bir nilpotent yarigrup olsun. O zaman A = S\ §? kiimesi S

nin minimum doguray kiimesidir.

Ispat: Acikca A kiimesinin elemanlar: indirgenemezdir. Kabul edelim ki x € S
fakat x ¢ (A) olsun. O zaman 0, S nin sifir elemani olmak iizere x # 0 olur.
Eger x = 0 olsaydi A nin elemanlari nilpotent oldugundan x € (A) ¢eliskisi elde
edilirdi. Ayrica, x ¢ A oldugudan y & (A) veya z & (A) olmak iizere x = yz
yazabiliriz. Eger bu ¢arpimi (A) yarigrubuna ait olmayan elemanlar ile devam
ettirirsek nilpotentlik derecesinden biiyiik bir uzunluk elde edecegimizden

dolay1 x = 0 celiskisi elde edilir ve boylece ispat tamamlanr. U

Boylece N((,) yarigrubunun rankini hesaplamak i¢in Teorem in

alternatifi olarak N(G,) \ N(G,)? kiimesinin kardinalitesini buldugumuz Teorem

5.5 yeterli olur.
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Ornek 5.7 Teorem|5.4/den N((s) yarigrbunun minimum doguray kiimesi

Y _ { {1727374} 5 {17273} 4 5 {1’273} {475}
1 4 ) 1 24 ) 1 3 ’
1 3.4 ) 1 2 . 1 2 3/
{1,2} {3,4} 5 {1,2} 3 {4,5} {1,2} 3 45 }
1 2 4 ) 1 2 3 ’ 1 23 4
olur. Ayrica, C4 —C3 =9 = |Y| elde edilir. O

5.2. (G,(&) Yarigrubunun Minimum Doguray Kiimesi ve Ranki
[k olarak G, (&) yarigrubunun kardinalitesini bulalim.

& € E(G,) olmak iizere
G(é)={a€C : bam meZ" igina™ =&}

olsun. Onerme geregi (,(§), G, nin sifir elemani £ olan maksimum
nilpotent alt yarigrubudur.

E €E(Gy)iginfix (§) ={l =a; <--- <ap} olarak alalm. Eger p = 1 ise 0
zaman (,(§) = N(G,) olup |G, (&)| = Cy—1 oldugunu biliyoruz. O halde p > 2
kabul edelim. Herhangi bir & € G,(§) i¢in 1 <i < p— 1 olmak iizere

1 2 aji+1—a;
o = ve
1 (a,~+1)a—a,~+1 (ai+1—1)06—a,~+1
1 2 n—a,+1
o, = b
1 (ap+1)a—a,+1 -+ (n)ox—a,+1
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doniigiimlerini tanimlayalim. Simdi 1 <i < p—1i¢in k; = a;y1 —a; ve k, =

n—ap+1olsun. O zaman her 1 <i < pi¢in o; € N((,) olur. Buradan
f:Cn(&)%N(Ckl)XN(Ckz)X"'XN(Ckp) (51)

doniisimii o f = (01,00,...,0,) olarak tanimlamir ise f doniisimiiniin iyi
tanimli bir bijeksiyon oldugu kolayca goriiliir. Boylece asagidaki teoremi bir

sonug olarak verebiliriz.
Teorem 5.8 Herhangi bir & € E(G,) icin
fix(§)={l=a1<ary<---<ap}

olsun. O zaman her 1 <i < p—1i¢in k; = a;1 —a; ve k, = n—ap,+ 1 olmak
lizere

|mw:ﬁ%4

olur. |

Simdi herhangi bir & € E((,) i¢in (,(§) yarigrubunun rankini bulmaya
odaklanacagiz. Eger & = 1, ise 0 zaman (,(§) = {1, } olur. Eger fix (&) = {1}
ise G,(&) = N(G,) olup Teorem[5.5|de N(G,) yarigrubunun rankini bulmugtuk.
O halde 2 < p < n—1 kabul edelim. Herhangi bir & € E((,) i¢in fix(§) =
{l=a; <ay <---<ap} olsun. Eger her 1 <i < pigin a,| = n olmak tizere
|lair1 —ai| <2ise ozaman G,(§) = {&} olur. Bu yiizden ap, | = n olmak iizere

en az bir 1 <i < pigin |a;+1 —a;| > 3 kabul edecegiz.
Lemma 5.9 Herhangi bir § € E(G,) ve 2 < p <n—1igin

ﬁx(ﬁ):{lzal <a2<-~~<ap}
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olsun. a,;1 = nolmak iizere en az bir 1 <i < pigin |a; 1 —a;| > 3 kabul edelim.

Eger
Y={acG(é):1<i<p—1lvea+2<k<aj;— lveya
ap+2 <k < nolacak sekilde i ve k vardir 6yle ki kot = k — 1}

olarak tanimlanir ise o zaman ¥ = C,(&)\ C,(&)? olur. Ayrica, 1 <i< p—1
igin a; +2 < a;11 — 1 veya a, +2 < n ise her a € C,(&)? igin (a; +2)a = a;

olur.

Ispat: 8,7 € G.(E) olsun. Agikca, her 1 < i < p icin ¢;(By) = a; olur. Eger
aiv1 #ai+1<nise (ai+1)(By) = a; olur. Ayrica, eger a;+2 <k <a;;1—1

olacak sekilde bir k tamsayis1 var ise o zaman

k(By)=(kB)y < (k—1)y<k—2

elde edilir. Boylece Y = G,(€)\ Gu(&)? oldugu asikardir. Ustelik, eger a; +2 <
air1— 1 veyaa,+2 <niseher o € C,()? igin (a; +2)a = a; elde edilir. O

Teorem 5.10 Herhangi bir § € E(G,) ve 2 < p <n—1igin
fix(§)={l=a1<ax<---<a,}

olsun. a,, | = n olmak izere en az bir 1 <i < pigin |a;41 —a;| > 3 kabul edelim.

Eger

Y={acG(€):1<i<p—1vea+2<k<aj—lveya

ap+2 <k < nolacak sekilde i ve k vardir 6yle ki kot = k — 1}

olarak alinir ise o zaman Y kiimesi G,(&) yarigrubunun doguray kiimesi olur.
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Ispat: Lemma dan her @ € G,(&)? icin a € (Y) oldugunu gostermek
yeterlidir. fix(§) ={1=a; <ax <---<a,} olsun. Enaz 1 <i< p icin
lais1 —a;| >3 ve api1 = n olsun. Simdi & € G,(€)? olsun. Bu durumda
aj,+1 > aj, + 3 olacak sekilde en az bir 1 < ip < p vardr. Onerme den
fix(§) = fix(a) Cim (o) olur. Simdi

olsun. Ayrica, 1 <i<ricin B; =b;jot™ ! olsun. Bu durumda U B, = a,oé elde
edilir. Simdi ¢; = by ve 2 <i<ri¢in ¢; = maxB;_ olsun Buradan asagidaki
kiimeleri tanimlayalim:
G = {Cia"'7ci+1_1} (1§l§r—1)7
C}’ = {Cra <o Qg1 — 2}7
p
D = X,\ aioé_l U(U{ai,ai-l— 1}) | ve
i=1
E = X\ (a,& 'Ufix(a)).

Bu durumda b, < aj,+1 —2 ve aj, = b1,b1 +1,b; +2 € By olur. $imdi f ve y
doniistimlerini agsagidaki gibi tamimlayalim:

p

by eger x € {by,b; + 1} ise

bi+1 egerxe By \{b1,b;+1}ise

Ci eger 2 <i<riginx € B;ise
xB =

x eger x € fix (a) ise

x—1 egerx—1efix(a)vexdfix(a)ise

xa+1 egerxe D ise

50



5. G, YARIGRUBUNUN MAKSIMUM NIiLPOTENT ALT YARIGRUPLARININ

KARDINALITELERI VE RANKLARI Emrah KORKMAZ
ve
b; eger 1 <i<rigin x € Cjise
Ajp+1—2 egerx=a;,+1 — lise
xXy=
x eger x € fix (a) ise
 x—1 eger x € E ise.

Bu durumda, eger x — 1,x ¢ fix (o) ise 0 zaman xo¢ < x — 2 oldugu Lemma
5.9 kullamlarak kolayca gbriiliir. Boylece 8,y € C,(&) oldugu asikar olup @ =
Byelde edilir. Ayrica, (b1 +2)B =b1+1 ve (ajy+1— 1)Y= aj,+1 —2 oldugundan
B,y €Y olur ki buradan o € (Y) oldugu elde edilir. O

Simdi G,(§) maksimum nilpotent yarigrubunun rankini bulacagimiz
asagidaki teoremde n = 0 ve n = —1 olmast durumunu da diisiinmek

gerektiginden gosterimde uygunluk i¢in

Co=N(Q) = !
1
oldugunu kabul edecegiz. Ayrica, n. Catalan sayis1 C,, olmak iizere n = —1 ve
n=0ic¢in
C.1=C=1
alacagiz.

Teorem 5.11 Herhangibir & € E(G,) ve 2 < p <n—1igin
fix(§)={l=a1<ax<---<a,}

olsun. a,,| = n olmak tizere en az bir 1 <i < pigin |a;4| —a;| > 3 kabul edelim.

1<i<p-1ligink;=a;i1 —a; ve k, =n—a,+ 1 olmak iizere

rank (G,(§)) = (ﬁ%—l) - (ﬁck,-—2>
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olur.

Ispat: Teorem dan Y = G,(&)\ Gu(€)? kiimesinin kardinalitesini bulmak
yeterlidir. [G,(&)\ Gi(&)?| = |Gu(E)| — |Gu(€)?| oldugunu biliyoruz. Teorem
5.8 de )

|mm=q%4

oldugunu gosterdik. Simdi de verilen doniisiimii modifiye ederek Cn(ﬁ)2
kiimesinin kardinalitesini bulacagiz. Herhangi bir & € G,(£)? elemamni ele
aipl1 <i<p-1ligink;=ajr1 —a; ve k, =n—ap,—+ 1 olmak iizere asagidaki
doniisiimleri tammmlayalim.

(

1
eger k; =1,2 ise
1
o; =
1 2 ki—1 )
eger k; > 3 ise
1 (ai+2)oo—a;i+1 -+ (a1 —a—ai+1
ve
1
eger k, =1,2
1
oy = 4
1 2 k,—11ise y )
eger k, > 3 ise.
\

Bu durumda her 1 <i < pi¢in @; € N((,—1) oldugu agiktir. Boylece
[ Gi(8)? = N(Gy—1) X N(Grp1) X -+ X N(Gr, 1)

doniisimii of = (01,00,...,0,) olarak tanimlamir ise f doniisimiiniin iyi
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taniml1 bir doniisiim oldugu kolayca goriiliir. Boylece

1G(E)?| = ﬁck,.z

rank (G, (& (Hck_1> — <i[icki_2>

elde edilir. ]

olup

Lemma geregi (,(&) yarigrubunun rankinin hesaplanmasi igin Teorem

kullanilmadan G,(&)\ G,(&)? kiimesinin kardinalitesini bulmak yeterlidir.

Ornek 5.12 & € E(() ve fix (&) =im (&) = {1,4} olsun. O zaman
o) - { (1,2,3) {4567}) {123} “se 7\
1 4 5
{1,2,3} {456}7 {123} (4,5} {6,7}
1 4 5 )
{1,2,3} {4,5} 6 7 (1,2} 3 {4,5,6,7}
| 4 56 1 2 4 ’
(1,2} 3 {4,566} 7 (1,2} 3 {4,56} 7
1 2 4 5] 1 2 4 6]
(1,2} 3 {4,5} {6,7} (1,2} 3 {45} 6 7 }
1 2 4 5 ’ 1 2 4 56

oldugu kolayca goriilebilir. Ustelik Teorem [5.2| ve Teorem |5.5|den

1G(§)] = C:G=10

rank (G(§)) = CC3—C1Cy = 8 elde edilir.
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