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SIMGELER

R" : n-boyutlu Oklid uzay:

C(®) : Stirekli fonksiyonlar uzay1
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L (a,b; X) :(a,b) den X e tanimlanmus &lgiilebilir fonksiyonlar uzay:

L°(©Y) . p. mertebeden Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzay:

W™P(Q) : Sobolev uzayi

LP(Q)=W""(Q) - Lebesgue uzay1

H™(Q)=W"*(Q) - Hilbert uzay1
Jul : u’nun normu

E(t) : Enerji fonksiyoneli
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BAZI T"iPTEN KISMi TUREVLI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
COZUMLERININ PATLAMASI VE UZUN ZAMAN DAVRANISI

OZET

Anahtar Kelimeler: Global varlik, Coziimlerin patlamasi, Enerji azalmasi, Nakao
esitsizligi, Klein-Gordon denklemi, Rosenau denklemi, p-triharmonik denklem.

Tezin birinci boliimiinde, enerji azalimi ve ¢6ziimlerin patlamasi konusundaki
giiniimiize kadar yapilmis olan ¢aligmalarin tarihi gelisimi ele alinmistir.

Ikinci béliimde, tez boyunca kullanilan temel tanimlar, teoremler ve esitsizlikler
sunulmustur.

Calismanin t¢tincti boliimiinde, tezde kullanilacak olan enerji azalimi ve ¢6ziimlerin
patlamasi ile ilgili temel lemmalar ve ispatlar verilmistir.

Dordiincii boliimde kaynak ve lineer olmayan damping terim igeren genellestirilmis
Klein-Gordon denklem sistemi i¢in

U, —div(| Vu [** Vu)+ mu+|u, [P u, = f,(u,v),(xt) e Qx(0,T),

Ve —div( VY [ W)+ miv+ v [Ty, = £, (U, v), (X, t) e Qx(0,T),

u(x,0) =u,(x),u,(x,0) =u,(x), x € Q,

V(X,0) =V, (x),v,(X,0) =v,(x), x € Q,

u(x,t) =v(x,t)=0,x € 0Q

baglangi¢ sinir deger problemi ele alimmigtir. Burada Q, R"de 0Q diizgiin smirima
sahip siirlt bir bélgedir. Ayrica n=1,2,3; m;,m, >0, p,q=1ve =1 dir. a,b>0
r+l

icin F(u,v)=[aju+v|[™ +2b|uv|? ] olmak iizere; f,(u,V) :Z—F, f,(u,v) :% ve
u

1<r ; n<2,
1<r< nLZ : n>2
n—-2

dir. Boylece V(u,v) e R? igin uf (u,v)+Vf,(u,v)=(r+1)F(u,v), V(u,v) € R? olur.
Bu calismada kaynak ve lineer olmayan damping terim iceren genellestirilmis Klein-
Gordon denklem sisteminin ¢6ziimlerinin global varligi, enerji azalmasi ve patlamasi
gosterilmistir. Enerji azalimi Nakao esitsizligi kullanilarak ispatlanmstir. Ik olarak
bu denklem sistemine bagh bir E(t) fonksiyonu bulunup, E(t) fonksiyonunun t>0
i¢cin

E'(0) = (Jul} ;i) <O

p+l q+1
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yani artmayan oldugu elde edilir. Daha sonra Nakao esitsizligi kullanilarak belli
esitsizlikler, lemmalar yardimiyla p=q=1 ve p,q>1 i¢in iki farkli durumda enerji

azalmasi gosterilir. Coziimlerin patlamasi ise 1994 yilinda Georgiev ve Todorova
tarafindan ortaya koyulan yontem ile ispatlanmistir. Bu yontemde baslangi¢ enerjisi
E(0) <0 olarak ele alinir ve ¢dziimiin biitiin zamanlarda var oldugu kabul edilip

buradan bir ¢eliski elde edilir. Boylece ¢6ziimiin sonlu bir zamanda patladigi gosterilir.
Ik olarak enerji fonksiyonunun negatifi olan bir fonksiyon ele almir yani
H(@{t)=-E(), E(0)<0 ve 0<H(0) <H(t) olur. Buradan & daha sonra belirlenecek

yeterince kiiciik bir sabit olmak tizere
w(t)=H"(t)+ g[ j uu,dx + j wtdx]
Q Q

ve

O<o<mini——P =4 r-1
(r+)p (r+Dg 2(r+1)

tanimlanir. Burada amag, y/(t) fonksiyonunun

y'xsy ) . ¢>1
seklinde bir diferensiyel esitsizligini sagladigini géstermektir. Bu durum, ¢éziimiin
sonlu bir T" zamamnda patladigim ifade eder ve

T* < 1_6

oyt (0)

olur.

Besinci boliimde hidrodinamik sontimlii terim igeren Rosenau denkleminin
U, —au, —uu  +pu . +yu . =pU’),, xe(0,2), t>0,
u(0,t)=u¢t)=u,(0,t)=u,(1t)=0, t=0,
u(x,0)=u,(x), u,(x,0)=u,(x), xe(0,1

baslangi¢ sinir deger problemi ele alinmistir. Burada «, 1, 5,7 >0 ve ¢ € R dir. Bu

calismada cozlimlerin patlamasi 1974 yilinda Levine tarafindan ortaya koyulan
Konkavlik metodu kullanilarak ispatlanmaistir.

[k 6nce u(x,t) ¢dziimii u(x,t) = (w(x,t)), olacak sekilde

Vvtt _anx _/uwxxt +ﬂWxxxx +7/Wxxxxtt = ¢(Wx2)x’ X€ (0’1)’ t> O’
W, (O,t) =W, (1!t) = W (O!t) = Wy (1,t), t> Ov
wW(x,0) =w,(x), w(x,00=w(x), xe(0,1)

yazilir. Enerji fonksiyonu t >0 i¢in

E'(t) + p|w, )] =0

olur. Daha sonra probleme ait uygun bir F(t) fonksiyoneli
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F(t) =W+ 7 [wo O + 2] [w, ()] ds+T" =) g, || + 3, (t +7)?

seklinde segilir. Burada T™, 3, and 7 pozitif sabitlerdir. F(t) fonksiyonu pozitif, iki
kez tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak tizere t >0 ve v >0igin

F(t)F(t)-@A+v)F?(t) =0
esitsizligini sagladig1 gosterilir. Eger F(0) >0 ve F'(0)>0 ise 0 zaman t — T~ iken

F(t) > o olacak sekilde 0<T < l;((()é) pozitif sabiti vardir.
v

Altinct bolimde ise dogrusal olmayan damping terim igeren p -triharmonik denklem
sistemi i¢in

Uy —ASU—Au+|u " u, = f(u,v), (xt)eQx(0,T),
Vg —ASV=AV |V [Py, = £, (u,v), (xt)eQx(0,T),
U=v=Au=Av=A’u=A%=0, XeoQ, t>0,
u(x,0)=u,(x), Vv(x,0)=v,(x), XeQ,
u,(x,0) =u,(x), Vv, (x,0)=v,(x), xeQ

baglangi¢ sinir deger problemi ele alinmistir. Burada Q, R"de 6Q diizgiin sinirina

sahip smirlt  bir boélgedir. Ayrica n=12,3; mr>2 ve p>2 olup

Au=div(A|VAUIP? VAU)  ve  Alv=div(A|VAV|"? VAV)  p-triharmonik
r+l

operatorlerdir. a,b>0 icin F(u,v)=[alu+Vv[™+2b|uv|2] olmak iizere;

oF oF
f,(u,v) = f,(u,v) = ve

dir. Boylece V(u,v) € R? igin uf,(u,v)+Vf,(u,v) = (q+1)F(u,v) olur.

Bu c¢alismada p -triharmonik denklem sisteminin ¢éziimlerinin enerji azalmasi ve

patlamas: gosterilmistir. Enerji azalimi Nakao esitsizligi kullamlarak ispatlanmustur.
[lk olarak bu denklem sistemine baglh bir E(t) fonksiyonu bulunup, E(t)

fonksiyonunun t >0 igin
E (1) =—(Jully + [ +[Vul +vw ) <o

yani artmayan oldugu elde edilir. Daha sonra Nakao esitsizligi kullanilarak belli
esitsizlikler, lemmalar yardimiyla m=r=p=2 ve m,r, p > 2 i¢in iki farkli durumda
enerji azalmasi gosterilir. Coziimlerin patlamasini géstermek i¢in ise 2003 yilinda Li
ve Tsai tarafindan bulunan yontem kullanilmistir. Coziimlerin patlamast m=r =2
durumu i¢in gosterilir. m=r =2 olarak alindiginda, ¢alisilan problem
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U, —ASu—Au, +u, = f,(u,v), (x,t)eQx(0,T),
Ve —AV—AY, +V, = f,(u,v), (x,t)eQx(0,T

olur. Burada (u,V) ¢dziimil igin

t—>To

lim {I(uz +v2)dx+“(u2 +Vv2 +|vuf +|VV|2)dXdT}:oo
Q 0Q

sartin1 saglayan sonlu bir T~ zamaninda ¢6ziimiin patlamasi gosterilir. Céziimlerin

patlamasina baslangi¢ enerjisinin E(0) >0, E(0)=0 ve E(0) <0 ti¢ farkli durumuna

gore bakilir.
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BLOW UP AND LONG TIME BEHAVIOR OF SOLUTIONS OF SOME
TYPES OF PARTIAL DIFFERANTIAL EQUATIONS

SUMMARY

Keywords: Global existence, Blow up, Energy decay, Nakao inequality, Klein-Gordon
equation, Rosenau equation, p-triharmonic equation.

In the first chapter, the historical progressions and various studies in the literature
concerning the blow up of solutions and energy decay are discussed.

In the second chapter, essential theorems, definitions and inequalities required for the
thesis are presented.

In the third chapter of this study, several fundamental lemmas and proofs concerning
the blow-up of solutions and energy decay are provided. These are used in the fourth,
fifth and sixth sections of the thesis.

In the fourth chapter, the global existence, blow up of solutions and energy decay of
the generalized Klein-Gordon equation system with source and nonlinear damping
terms are studied. We examine the following problem:

U, —div( Vu |[** Vu)+ mu+|u, [P u, = f,(u,v),(xt) e Qx(0,T),

Ve —div( VY [ W)+ miv+ |y [Ty, = £, (U, V), (X,t) e Qx(0,T),

u(x,0) =u,(x),u,(x,0) =u,(x), x € Q,

V(X,0) =V, (x),V,(X,0) =v,(x), x € Q,

u(x,t) =v(x,t)=0,x € 6Q
where Q is a bounded domain with smooth boundary oQ in R",
n=12,3 m,m,>0, p,g=1and a=>1.

r+l

Let F(u,v) =[alu+v[™ +20]uv| ] with a,b>0; f,(u ) = () =5 and
u

1<r ; n<2,

1<rgnL2 : n>2.

n-—-2
One can easily verify that
uf,(u,v) +vf,(u,v) = (r +)F(u,v), V(u,v) e R

Firstly, we find energy functional E(t) related to this system. E(t) is a nonincreasing
function for t >0

E'(t) =—(||ut ||p+l+||vt||q+l)g 0.

p+1 gq+1
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Then, using some inequalities and lemmas, the energy decay for p,q>1and p=q=1
are established by using Nakao’s inequality.

The blow up of the solution with negative initial energy E(0) <0 was proved by the

method introduced by Georgiev-Todorova in 1994. We suppose that the solution exists
for all time and we find in a contradiction. SetH(t) =—E(t), then E(0)<0 and

0<H(0) < H(t). Define

w(t)=H""(t) +,{ j uu,dx + j wtdxj
Q Q
where g is a small value to be determined later and

0O<o<mini——P , r-4 , r-1 .
(r+)p (r+1)q 2(r+1)

Our purpose is to demonstrate that y(t) satisfies a differential inequality in the
following format

vtz ) . ¢>1
As a result, the solution of this system blows up within finite time T~, and

T* < 1_6

oy (0)
where w(t) and o are given above.

In the fifth chapter, we study the blow up of solutions of the generalized Rosenau
equations with a hydrodynamically damping term. The following problem is being
examined:

utt _auxx _luuxxt +ﬁuxxxx +7uxxxxtt = q)(uz)xx’ Xe (011)’ t > O’
u@0,t)=ut)=u,(0,t)=u, (Lt)=0, t>0,
u(x,0)=u,(x), u,(x,0)=u,(x), xe(0,1

where «, 1, 5,y >0 are constants and ¢ € R. The blow up of solutions was proved
by the Concavity method introduced by Levine in 1974. Firstly, the solution u(x,t)
satisfies u(x,t) = (w(x,t)),, with a corresponding evolution of w(x,t) as follows:

Wy — AW,y — LW, +ﬂWxxxx + 7 Wt = ¢(Wx2)x' Xe (0'1)' t>0,
w, (0,t) =w, (1,t) =w,, (0,t) =w,, (Lt), t>0,
w(x,0)=w,(x), Ww(x,0)=w(x), xe(0,1).

Energy function of this equation satisfy
E'(t) + |, @) =0, t>0.

Now we let

FO = WO + 7w O + [ [w G ds-+T" =) e[+ 3, (¢ +7)°

XX



where T*, B, and 7 positive numbers. Let’s suppose that F(t), a positive function
and twice differentiable, satisfies the following inequality on t >0

F't)F{t)-1+v)F?(t)>0

where v >0 is a constant. If F(0)>0 and F'(0) >0, thus there exists a positive
F(0)
aF '(0)

In the sixth chapter, we study the global existence, decay estimates of the energy
function and blow-up of solutions for a system of p-triharmonic with strong and
nonlinear damping term. The following initial-boundary value problem is being
examined:

constant T < such that F(t) > ast—T .

Uy —ASU—Au+|u, [ u, = f,(u,v), (x,t)eQx(0,T),
Vg —AV—AV |V [Py, = £, (u,v), (x,t)eQx(0,T),
U=v=Au=Av=A’U=A%v=0, XxedQ, t=0,
u(x,0) =u,(x),  v(x,0)=v,(x), XeQ,
u,(x,0) =u,(x), v,(x,0)=v,(x), XeQ

where Q is a bounded domain with smooth boundary 6Q in R", n=1,2,3; m,r > 2,
p>2; Abu=div(A| VAU [P? VAu) and Alv =div(A|VAV["? VAV).

r+1
Let F(u’v):[alu_l_vlul +2b|UV| 2 ] with a,b>0; fl(U,V):g—F, fz(U,V)zg and
u
1<q , n<z,
1<anL2 : n>2
n-2

It is confirmed that
uf,(u,v) +vf,(u,v) = (g +1)F (u,v), V(u,v) e R

Firstly, we find energy functional E(t) related to this system. So, E(t) isa
nonincreasing function

/0 =~(Jul} el + [0l +vu ) <0, t20

Then, using some inequalities and lemmas, the energy decay for m=r=p=2 and
m,r, p> 2 are derived using Nakao’s inequality. The blow up of solutions was proved
by the method introduced by Li and Tsai in 2003.

We consider problem m=r =2 for the blow up of solutions.
Uy —ASU—Au, +u, = f,(u,v), (xt)eQx(0,T),
Ve —AV =AY+, = f,(U,v), (x,t)eQx(0,T).

A solution (u,v) with m=r =2 is termed as blow up if there exist a finite time T~
such that
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lim {J.(u2 +v2)dx+_i.j(u2 +V2 +|vuf +|VV|2)dXdT}=oo.
Q 0Q

t>To

We attain the blow up of solutions in three different ranges of the initial energy:
E(0) >0, E(0)=0 and E(0)<O.
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1. GIRIS

1.1. Tezin Amaci ve Literatiir Taramasi

Bu tezin amaci, dordiincii boliimde ele alinan kaynak ve lineer olmayan damping terim

iceren

U, —div( Vu [** Vu)+ mu+|u, [P u, = f,(u,v),(xt) e Qx(0,T),

Ve —div( VY [ W)+ mov+ v [Ty, = £, (U, v), (X, 1) e Qx(0,T),
u(x,0) =u,(x),u,(x,0) =u,(x), x € Q, (1.2)
V(X,0) =V, (x),v,(X,0) =v,(x),x € Q,

u(x,t) =v(x,t)=0,x € 0Q

genellestirilmis Klein-Gordon denklem sisteminin ¢6ziimlerinin global varligini,
enerji azalimini ve patlamasini, besinci boliimde ele alinan dogrusal olmayan kaynak

terim ve hidrodinamik soniimlii terim i¢eren

Uy —al, — uU,, +ﬂuxxxx + Voot = ¢(u2)xx’ Xe (0’1)’ t>0,
u@0,t)=ut)=u,(0,t)=u,(Lt)=0, t=>0, 1.2)
u(x,0)=u,(x), u(x,0)=u(x), xe(0,1

Rosenau denkleminin ¢ézlimlerinin patlamasini ve altinci boliimde ele alinan dogrusal

olmayan damping terim i¢eren

Uy —ASU—Au+[u, "2 u, = f,(u,v), (x,t)eQx(0,T),

Ve —AV—AV |V [Ty = f,(uU,V), (x,t)eQx(0,T),
U=V=AU=Av=AUu=A%=0, XeoQ, t>0, (1.3)
u(x,0) =u,(x),  v(x,0)=v,(x), XxeQ,

U, (x,0) =u,(x), v,(x,0)=v,(x), XeQ

p -triharmonik denklem sisteminin ¢oziimlerinin global varligini, enerji azalimini ve

patlamasini incelemektir.

Oncelikle Klein-Gordon denklemleri ile ilgili yapilmis olan galigmalar incelenirse,

Segal ilk olarak



U, —AU+m?u+ g,u’v =0,
tt ;_ gl , (14)
V, —AV+myv+g,uv’ =0

dogrusal olmayan Klein-Gordon denklem sistemini ele almistir (Segal, 1965). Burada

m, ve m, yiiklii pargaciklarin elektromanyetik alandaki hareketini tanimlayan sifir
olmayan sabitlerdir. I. Segal, g,,9, >0 oldugunda, (1.4) denklem sisteminin global
varligmmi calismistir. Levine (1974) ve Lions (1985) calismalarinda g@,,9, <0

oldugunda, (1.4) denklem sisteminin ¢éziimlerinin patlamasini gostermislerdir. (1.1)

denklem sisteminde, « =1 alinmasi durumunda

U, — AU+ m£u+ |u, |i1 u, = g,(u,v), (L5)

V, —AV+miv+ v, [y, =g, (u,v)
denklem sistemi elde edilir. Pigkin, Nakao esitsizligini kullanarak (1.5) denklem
sisteminin ¢Oziimlerinin enerji azalmasin1 ve negatif baslangic enerji ile sonlu
zamanda ¢Oziimlerin patlamasini ispatlamistir (Piskin, 2014). Buna ¢k olarak, Ye,
(1.5) denklem sisteminde p=q oldugunda, potential-well metodu kullanarak global
varlig1 ve Komornik Lemmasini (1994) kullanarak asimptotik kararlilig1 gostermistir
(Ye, 2013). Ayrica Wu, (1.5) denklem sisteminin bazi sartlar altinda global

¢Oziimlerinin patlamasina ¢aligmistir (Wu, 2009).

p=q=1 oldugunda, Wu (1.5) denklem sisteminin ¢dztimlerinin global varligini1 ve
asimptotik davranigini incelemistir (Wu, 2012). m =m, =0 oldugunda, Agre ve
Rammaha (1.5) denklem sisteminin ¢6ziimlerinin varligina ve patlamasina, Georgiev

ve Todorova (1994) calismasindaki benzer teknigi kullanarak gostermistir (Agre ve
Rammaha, 2006).

Simdi Rosenau denklemleri ile ilgili yapilmis olan ¢alismalar incelenirse, 1980'lerin
sonlarinda Philip Rosenau yogun ayrik sistemlerin dinamiklerini agiklamak i¢in bazi

ylksek mertebeden dogrusal olmayan kismi diferensiyel denklemleri ileri siirmiistiir
(Rosenau, 1986,1988). iki tipik denklem

U, + U, +U, +uu, = f(u), (1.6)

XXXXE

ve

Uy + AU, +buxxxxtt — YUy = f (u)xx (17)



seklindedir. Burada a>0, b>0 ve y >0 dir. Rosenau ilk olarak

U, + U, +U, +uu, =0 (1.8)

XXXXE

denklemini incelemistir. Park, (1.8) denkleminin ¢ozlimlerinin varligini ve tekligini

ortaya koymustur (Park, 1990). (1.8) denklemine (+u,, ) terimi eklenirse

U, +U,,., +U, +uu, +u, =0 (1.9)

Rosenau-KdV denklemi elde edilir. Diger taraftan (1.9) denklemine (-u,,,,,) terimi
eklenirse

u, +u,,, +u, +uu, +u,, —u,. =0 (1.10)

Rosenau-Kawahara denklemi bulunur. Zuo, Rosenau-Kawahara ve Rosenau-KdV
denklemlerini tanh ve siniis-kosiniis tekniklerini kullanarak ¢6zmiistiir (Zuo, 2009).

(1.8) denklemine (—u,,, ) terimi eklenirse

U, +U,,, —U, +u, +uu, =0 (1.11)

XXXXE

denklemi elde edilir. Bu denklem Rosenau-RLW (RRLW) denklemi olarak
adlandirtlir (Atouani ve Omrani, 2013). (1.7) denkleminde a =b =1 alinirsa, Wang ve
Xu

utt + uxx><>< + uxxxxtt _7uxx = f (u)xx (112)

denkleminin ¢oziimlerinin varligini, tekligini ve patlamasini arastirmiglardir (Wang ve

Xu, 2009). Wang hidrodinamik soniimlii terim (—VAU, ) igeren

U, —AU—VAU, +A’u+A%u, =Af(U), xeR", t>0,

(1.13)
u(x,0)=u,(x), u,(x,0)=u,(x), xeR"

Rosenau denkleminin asimptotik davranisini ve global ¢6ziimiinii aragtirmistir (Wang
ve Wang, 2013). Ayrica Wang ve Feng, (1.13) denkleminin ¢6ziimlerinin uzun zaman

davranigini ve enerji azalmasini incelemistir (Wang ve Feng, 2017). (1.13)

denkleminde, hidrodinamik soniimlii terimin (VAut) yerine Stokes soniimlii terimi

(vut ) yazilirsa



U, — AU —VU, +A’U+ AU, = Af (u) (1.14)

elde edilir. Wang ve Su, (1.14) denkleminin ¢éziimlerinin global varligint ve enerji

azalimini arastirmistir (Wang ve Su, 2015). Genellestirilmis Boussinesq denklemi

u, —u, +au, + f ), =0 (1.15)

seklindedir. Godefroy, (1.15) denkleminin ¢6ziimlerin patlamasini gostermistir
(Godefroy, 1998). Polat (2008)

U, — AU — AU, +A%U—KAu, = Af (u) (1.16)

genellestirilmis ¢ok boyutlu séniimlii Boussinesq denkleminin ¢éziimlerinin global
varhigini ve patlamasini aragtirmistir. Polat ve Kaya (2006)

Uy _buxx +5uxxxx _luxxtt = ﬂ(uz)xx r p2u (117)

sontimli  terim igeren genellestirilmis Boussinesq denkleminin ¢dziimlerinin

patlamasini ele almislardir. Polat, Kaya ve Tutalar (2005)
u, —bu, +ou, —ru. = f(u), (1.18)
soniimlii Boussinesq denkleminin ¢éziimlerinin patlamasina ¢alismislardir.

Son olarak p -triharmonik problemler ile ilgili yapilmis olan ¢alismalar incelenirse,

Belakhdar, Belaouidel, Filali ve Tsouli

—A% (XU = AV, (X) |u |72 y, XeQ,
{ > (X)u = AV, (X) |u = (119

U=Au=A%U=0, X € 0Q

lineer olmayan problemin ¢dziimlerinin varligina ¢alismislardir. R" siirli bolgesi
tizerinde Navier sinir deger sartlar1 ile p(X) -triharmonik probleminin 6zdegerlerinin
var olmasin1 ve olmamasini varyasyonel yaklagimlara ve degisken iislii Lebesgue

uzaylari teorisine dayanarak gostermislerdir (Belakhdar ve ark., 2022). Pigkin ve Polat

u+u "ty = div(p(|Vu|2)Vu)+ f (u,v), (xt)eQx(0,T),

VetV Y, :div(p(|Vv|2)Vv)+ f,(u,v), (x,t)eQx(0,T),
u=v=0, (x,t)edQx(0,T), (1.20)
u(x,0) =uy(x), u,(x,0)=u,(x), XeQ,

V(x,0) =v,(x), V,(X,0)=v,(x), XeQ



baslangi¢ siir deger probleminin global varligina, enerji azalimina ve ¢dziimlerinin
patlamasina ¢aligmislardir. Enerji fonksiyonunun azalimi i¢in Nakao esitsizligini,
¢Ozlimlerin patlamasi i¢in Li ve Tsai yontemini kullanmiglardir (Piskin ve Polat,

2013). Ayrica Pigkin asagidaki yar1 dogrusal hiperbolik denklem igeren baslangi¢ sinir

deger probleminin
U, —div(|Vu|m Vu)—Aut+ lu "t u, = ulP T, xeQ, t>0,
u(x,0) =u,(x), u,(x,0)=u,(x), XxeQ, (1.21)
u(x,t) =0, xedQ, t>0

enerji azalimin1 Nakao esitsizligini kullanarak ispatlamistir ve baslangi¢ enerjisinin {i¢
farkli durumuna gore ¢Ozlimlerin patlamasini Li ve Tsai yontemini kullanarak

gostermistir (Piskin, 2015). Piskin ve Yiiksekkaya caligmasinda
Uy +A%U—M (IIVUI|2 )Au ~Au,+u, =]u[ U (1.22)

soniimlii terim igceren Timoshenko denkleminin ¢dziimlerinin patlamasini Li ve Tsai

yontemini kullanarak ispatlamistir (Pigkin ve Yiiksekkaya, 2018).






2. ON BILGILER

Bu boliimde, dordiincti, besinci ve altinct boliimler i¢in gerekli olan bazi tanimlar,
uzaylar ve esitsizlikler verilmistir (Adams ve Fournier, 2003; Brezis, 2011; Evans,
1998; Piskin 2013, 2017, 2021).

2.1. Normlu Uzay, i¢ Carpim Uzayi, Hilbert Uzay:

Tanmm 2.1.1. X bir K cismi iizerinde bir vektdr uzay1 olsun.

H|: X > R*, x—||x| doniisiimii Vx,ye X ve VAeK i¢in

(N,) [x|=0ve |x|=0< x=0;
(N2) [[4x] = Allx];
(Ny) [x+y|<[x]+]y| (Gcgen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde norm adimi alir ve bu durumda (X||||) ikilisine

bir normiu vektér uzayr veya normlu uzay denir. ||| sayisina da x e X elemaninin

normu denir.

Teorem 2.1.2. (X, ||) normlu uzay olsun. Bsylece ¥x,y e X igin

d(xy)=[x-y|

seklinde tanimlanan d fonksiyonu X iizerinde bir metriktir. Bu metrige normun

olusturdugu metrik denir.

Tamm 2.1.3. (Xn) , X normlu uzayinda bir dizi olsun.

lim||x, — x|, =0

n—oo X
olacak sekilde bir x € X varsa (X, ) dizisine yakinsaktir denir ve bu yakinsama

X — X

n

ile gosterilir.



Tamim 2.1.4. (X ||||) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X iginde bir limite sahip

yani X in bir elemanina yakinsiyor ise (X , ||||) normlu uzayina tam normlu uzay veya
Banach uzay denir.

Tanmm 2.1.5. X bir reel vektor uzay1 olsun.
() XxX >R
fonksiyonu

i) (u,u)>0ve (uu)=0=u=0
i) (u,v) =(v.u)

i) (v, w) = (u, W)+ (v,w)

iv) (eu,v) =(u,cv) =c{u,v)

ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢arpum denir. Bu i¢ ¢arpim ile

1
[ =(xx)2
seklinde tanimlanan |||| : X > R fonksiyonu norm olur. Normu yukaridaki gibi bir i¢
carpim ile tanimlanan uzaya i¢ ¢arpim uzay: denir.
Tanim 2.1.6. Bir (X ,(., >) i¢ carpim uzayindaki her Cauchy dizisi X ig¢inde bir limite

sahip ise (X e >) i¢ carpim uzayina Hilbert uzay: denir.

2.2. Lebesgue Uzay1

Tamm 2.2.1. Q, R" de 8l¢iilebilir bir bolge olsun. u Slgiilebilir ve 1< p<co olmak

lizere |u(X)|p Lebesgue anlaminda integrallenebilir, yani

j|u(x)|p dx<oo

ise u(x) fonksiyonlar1 p. kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar sinifi olarak
adlandirilir ve bu smf L° (Q) veya LP ile gosterilir. Bu sarti saglayan tiim u

fonksiyonlarinin uzayina L° Lebesgue uzay: denir.

8



Bu uzaydaki norm 1< p<co olmak iizere

1
Ju “’

el = Jlcor

seklinde tanimlanir.

Not. L?(Q) uzayinda
i. p=1 alinirsa L' (Q) = L(Q) integrallenebilir fonksiyonlar uzay,

ii. p=2 alimirsa L ( Q) karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzayi olarak adlandirilir.

Tanmm 2.2.2. Q, R"de bir bolge ve 1< p<ocoolmak ilizere (2 bdlgesinin her bir

kompakt alt kiimesinde p. kuvveti integrallenebilen biitiin Sl¢iilebilir fonksiyonlar

uzaymna L, (Q) uzay: denir.
Tanmm 2.2.3. X ve Y iki normlu uzay olsun. Eger
I. X in biitiin elemanlar1 Y nin de bir elemani ise (X C Y) ve
Ii. u dan bagimsiz olacak sekilde bir k sabiti varsa ve her ue X igin
o, <KJul,
esitsizligi saglantyorsa X uzay1 Y uzayma goémiiliir denir ve X < Y ile gosterilir.

Tanmmm 2.2.4. vol (Q) = J-dx <oo (Q bélgesi simirl) ve 1<p<g<oo olsun. Eger

Q

uel?(Q) ise bu durumda u e L’ (Q) dir ve

11
Jull, < (vol (€2))e  ul,
olur. Yani
L'(Q) - L°(Q)

gdmiilmesi gegerlidir.



2.3. Sobolev Uzay1

Sobolev uzaylari, Rus matematikg¢i olan Sergei L’vovich Sobolev tarafindan 1930 lu

yillarda tanimlanmuistir.

Tamm 2.3.1. ue L, .. (Q) ve & ¢oklu indisi verilsin. Vo € Cy (Q) igin
IdeX = (—1)‘“‘ I uD“pdx
Q Q

ise Vel (Q) fonksiyonuna u fonksiyonunun a.zayif (genellestirilmis) tiirevi denir

ve v=D“U seklinde yazilir.

Tamm 2.3.2. Q, R" de bir bolge, m negatif olmayan bir tamsay1 ve 1< p <oo olmak

uzere
W ™P (Q)z{u e’ (Q): Duel’(Q), 0<la|< m}

ile tanimli1 olan uzaya Sobolev uzay: denir. Yani kendisi ve M. mertebeye kadar biitiin
genellestirilmis tiirevleri L (Q) uzayinda olan fonksiyonlar uzayina Sobolev uzay1
denir.

Sobolev uzayinda normlar: 1< p <oo igin

EY

b p
L"(Q)

L*()

u

S T Y

Ve p =00 i¢in

= max |D%u

||u Wm,oo(Q) = ”u”m,oo og‘a‘sm

olarak tanimlanir.

Cy(Q) uzaymmn W™P(Q) uzayindaki kapamist W;"*(Q) uzayidir. Yani;
ueWy"" (Q) olmast igin ancak ve ancak limu, (x) =u olacak sekilde (u, ) = Cg ()
fonksiyon dizisi var olmalidir.

W,"P (Q) uzayi, W™"(Q) uzayinda bulunan ve (m-1). mertebeye kadar biitiin

tirevleri QO nin 6Q smirinda sifir olan fonksiyonlarin kiimesidir. Yani;

10



Wom’p(Q)={UEWm’p(Q)Z ul, =u’

Foul

—_  _ymn _

dir. Buradan da gbriildiigii gibi W,"" (Q) uzayt W™" (Q) uzayinin bir alt uzayidr.

Tamim 2.3.3. Sobolev Gomiilme Teoremi. Q, R" de koni 6zelligine sahip olan agik

bir bolge, j>0ve m>1 tamsayilar ve 1< p<co olmak iizere
. mp>n ise
Wi (Q) 5 Cl(Q)
gomiilmesi bulunur.
ii. mp=n ise
WP (Q) oW 9 (Q), p < <o
veya j=0 ise
W™ (Q)o L'(Q), p < <o
gomiilmesi bulunur. Ayrica p =1 olarak alinirsa
Wi (@) (@)
bulunur.
lii. mp<n ise
WP (Q) oW (Q), p<g<p
veya j=0 ise
W™ (Q) o L'(Q), p<g<p
gomiilmesi bulunur. Burada

np
p =qn-mp

n>mp,

+00, n<mp

seklindedir.
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2.4. Esitsizlikler
Esitsizlikler; matematigin hemen hemen her alaninda kullanilan ¢ok 6nemli araglardir.

Lemma 2.4.1. (Cauchy Esitsizligi) Eger £ >0 ve a,beR ise, bu durumda
ab] < 2faf' 5o
2 2¢
esitsizligi gecerlidir.

Lemma 2.4.2. (Young Esitsizligi) a,b>0 ve p>1 icin 1+1=1 olsun. Bu
P q
durumda

p q
o<l
p q

dir.

Lemma 2.4.3. (Sobolev Esitsizligi) n>1 olmak lizere QcR" agik olsun. n> p,

p>1ve ueW,”(Q) ise, 0 zaman

u

) <C[Pulsq

an/(n-p)(Q

olacak bigimde bir C=C(n, p) sabiti vardir.

p>n ve Q sinirli ise, bu durumda ueC (5_2) ve
suplu|<Clo** [pull,,
o

olur.

Lemma 2.4.4. (Sobolev-Poincare Esitsizligi)
2<p<owo ; n=12,
2n

2<p<—— : n>3
P n-2

olsun. O zaman, Vu € H;(Q) igin

jul, <c.

vu,

12



dir. Burada C. =C.(Q, p) dur.

Lemma 2.4.5. (Holder Esitsizligi) 1< p<oo ve 1+1 =1 olsun. Eger ue L*(Q),
P9

ve L' (Q) ise bu durumda uve L(Q) ve
Juvil, < {ull; IvI,
dir. p=q=2 iken bu esitsizlige Cauchy-Schwarz-Bunyakowski esitsizligi denir.
Teorem 2.4.6. a,b>0 ve 1< p<oo olsun. Bu durumda
(a+b)’ < 2"‘1(61p +b")
dir.
Teorem 2.4.7. (Minkowski Esitsizligi) 1< p<oo olsun. Eger u,vel” (Q) ise bu
durumda u+ve L (Q) ve
Ju-+vil, <[lull, + M,

dir.
Lemma 2.4.8. (Kismi Integral Alma Formiilleri) Q — R" (69 e C' sinirina sahip)

bolgesinde tanimli F(X):(Fl(x), F,(x),..., Fn(x)) vektorii i=1,2,...,n olmak iizere

oF,
OX

F(x)e C(Q)mcl(Q) bilesenleri ile verilmis olsun. div F(x)= ?+...+
X

n

fonksiyonu Q bolgesinde integrallenebilir veya Q (R"uzaymda sinirh bolge)

bolgesinde siirekli ise,

j divF (x)dx = j F(x)n(x)ds

o
olur. n(x); Q bolgesine gore disa yonlendirilmis AQ smirmin birim normal

vektoriidiir. Buna Ostrogradsky formiilii de denir.
Teorem 2.4.9. (Green Ozdesligi) u(x)eC*(Q)NC'(Q), v(x)eC'(Q) ve

Au =div(Vu) fonksiyonu Q bélgesinde integrallenebilir olsun.
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vAu =v.div(Vu)=div(vWu)-VuVy, VuVv =u,V, +..+U, v, oldugundan

ijudx= Iva—uds—jVqudx
Q 0Q an Q

R ou
bulunur. Burada n disa dogru yonlendirilmis birim vektor ve 6_: n.Vu olup bu
n

Green formiili olarak bilinmektedir.

Lemma 2.4.6. (Gronwall Esitsizligi (Diferensiyel Form))

n(), [O,T] araliginda negatif olmayan mutlak siirekli bir fonksiyon, /(t) ve ¢(t)

negatif olmayan [O,T] tizerinde toplanabilir fonksiyonlar olmak {izere,

7' (1) < g(O)n(t) + ()

esitsizligi saglansin. O zaman 0<t<T i¢gin

t

[os)ds t
OB [n(0)+ ] w(s)ds]

yazilabilir.
Lemma 2.4.7. (Gronwall Esitsizligi (Integral Form))

(1) &(t) , hemen hemen her 0<t<T ve C,,C, >0 sabitleri i¢in
t
E(t)<C,[&(s)ds +C,
0

integral esitsizligini saglayan, [O,T] iizerinde toplanabilir, negatif olmayan bir

fonksiyon olsun. Bu durumda hemen hemen her 0 <t <T igin
E(t)<C,(1+Cpte™)

olur.

(i) Eger hemen hemen her 0<t <T ig¢in
t
£(t) <C,[ &(s)ds
0
ise, bu durumda &(t) =0 dir.
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3. COZUMLERIN AZALMASI VE PATLAMASI ILE ILGILI BAZI LEMMA
VE ESITSIZLIKLER

Bu boliimde sonraki boliimlerde ¢oziimlerin azalmasi ve patlamasini gosterirken

kullanacagimiz bazi lemma ve esitsizlikler verilecektir.

3.1. Céziimlerin Azalmasi ile ilgili Bazi Lemma ve Esitsizlikler

3.1.1. Nakao esitsizligi

Lemma 3.1.1.1. ¢(t) fonksiyonu, [0,00) araliginda tanimli negatif olmayan ve

artmayan bir fonksiyon olmak iizere; w, > 0 ve m>0 i¢in

P (1) <wo (1) - 4(t+1))
esitsizligini saglasin. O zaman Vt [0, T] i¢in

o) < ) ) . m=o,

OGO wmE—T) " 5 m>0

dir. Burada [t-1]" = maks{t—l, 0} ve W, = In{ W

j dir (Nakao, 1977, 1978).
0
ispat.

i) m>0 i¢in y(t)=¢ "(t) olsun. O zaman,

d

d9[9¢(t+1)+ (1-0 ¢(t)] de

y(t+D)-y®) =4 "+ -¢" () =
= [-m[op(t+1)+(1-0)p()) | " [p(t+1) - p(t)]d0
> m'l[[é’gé(t +1)+(1-0) ¢(t)]’“’l w, g " (t)d e

=mw, " () [ Op(t +1) + (1 0)p(t)] " do

> mw, g (07 (1) = mw



olur. Buradan

t+1

y(t+1) > y(t)+mw,* - j y'(r)dz > mw, ™
t

elde edilir. Elde edilen esitsizlik t >0 igin [0,t] {izerinde integre edilirse,

tt+l t
f I y'(z)dzdt > Imwo‘ldt
00 0

t+1

J. y'(z)d7 > mw, "'t

0

y(t+1) > y(0) + mw, 't
yazilabilir. y(t) nin tanimindan, (y(t) =¢" (t))

¢ " (t+1) > ¢ "(0) +mw, 't

ve t>1 alinirsa, n <t <n+1 olacak sekilde n tamsayis1 i¢in

" ()= " (0)+mw, (t-1)

elde edilir. [t—1]" = max{t—1,0} olmak iizere,

" ()2 ¢ " (0)+mw,  [t-1]

1
esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizligin (_Ej kuvveti alinirsa, esitsizlik yon degistirir

ve boylece

1

P(t) < ((,75_‘“ (0) +mw, "t _1]+ )‘m

bulunur.
i) Simdi m=0 olsun. Bu durumda
¢ (1)< w (4(t) —4(t+1))
esitsizligi

p)<w (B(1)-g(t+1)) = wd(t+1)<(w,-1)4(t)
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olur. Ayrica eger t >1 alinirsa, n tamsayisi i¢in n<t <n+1 dir.

O halde

¢(t)s(1—wi]¢(t—l)

0

yazilabilir. Bu durumda

p(t) < (1_Wij2 p(t-2)<..< (1_%” p(t-n)

0 WO

olur. Boylece (¢#(1) < #(0) oldugundan)

¢(t)g[1_wiojn¢(t_n)

-1
elde edilir. Burada w, = In[l—iJ = In( o J dir.
W, 1

Boylece lemmanin ispati tamamlanmais olur.

3.2. Coziimlerin Patlamasi ile Tlgili Bazi Lemma ve Esitsizlikler

3.2.1. Konkavhik metodu
Levine (1974) tarafindan elde edilen bu metodun temel diisiincesi; problemin lokal

varlik kosulu altinda problemi temsil eden pozitif bir F(t) fonksiyonu igin

#(t) = F“(t) konkav fonksiyonunu inga etmektir.

Lemma 3.2.1.1. F(t) iki kez tiirevlenebilen ve t>0, a>0 i¢in

F'(t)F(t)—(1+a)(F'(t)) >0

17



esitsizligini saglayan pozitif bir fonksiyon olsun. Eger F(0)>0 ve F'(0)>0 ise bu

durumda 0<T, < FO zamani vardir ki
aF'(0)

!Lm F(t)=o
olur (Levine, 1974).
Ispat. ¢(t) = F “(t) olsun. ¢(t) = F “(t) nin birinci ve ikinci tiirevleri sirastyla
p0)=[F 0] 31)
=—aF “*(t)F'(t)
ve

# 0 =(-a)(-a-1)FO[FOF +(-a) FOF'©)
~—aF " * O FOFO-(1+a)(FO) ]

olur. (3.2) esitliginde
F'(t)F(t)—(1+a)(F'(t)) >0
kabulii g6z 6niinde bulundurulursa
#"(t) =—aF “*(t)<0 (3.3)

olur. Yani ¢(t)=F “(t) konkav fonksiyondur. Ayrica (3.1) esitliginde ¢'(t)
fonksiyonu negatiftir, dolayisiyla ¢(t) azalan fonksiyondur. ¢(t) fonksiyonunun

(O, ¢(0)) noktasindaki teget dogrusunun denklemi

#(t)—¢(0) = ¢'(0) (t-0),
(1) = $(0) +¢4'(0)t

ve ¢(0) = F “(0) oldugundan
#(t) =F *(0)—aF “*(0)F'(O)t (3.4)

olur. Teget dogrusunun t eksenini kestigi nokta (T*,O) ise
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0=F“(0)-aF “*(Q)F'(O)T"

T*=ﬂ>o
aF'(0)

bulunur. (3.3) ten ¢(t) konkav oldugundan, ¢(t) nin grafigi teget dogrusunun altinda
kalir.

Teget dogrusu t eksenini T noktasinda kestiginden ¢(t) nin grafigi t eksenini T.<T~

noktasinda keser. (3.4) ten

F(t)=F “(0)-aF “*(QF'(O),

1 1  aF(Ot
Fe(t) F“(0) F*(0)’
Fa (t) r Fa+1 (0)

- F(0)-aF'(O)t
dir. Boylece t = T iken ¢(t) —> 0 dir. Dolayisiyla

lim F(t) = o0

t>T,

olur.

3.2.2. Georgiev ve Todorova metodu

Bu metot 1994 yilinda Georgiev ve Todorova tarafindan elde edilmistir.

Lemma 3.2.2.1. Bu metodun temel fikri uygun segilmis bir y/(t) fonksiyoneli igin
y'(t) 2 cy ™ (1)

(¢,>0, ¢,>1, t>0) diferensiyel esitsizligini elde etmektir. Buradan (0,t) araliginda

integral alinirsa

v ® c,
w(t)
) v (0)
1-c, 1-c,

>t

olur. Bu ifade diizenlenirse
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c-1 1
w(t) 2 —
W 2(O)—Cl(c2 -1)t

elde edilir. Boylece paydayi sifir yapan

w7 (0)—c,(c,-1)t=0
(¥

c,(c,-1)
zamaninda y(t) sinirsiz olur.

Georgiev ve Todorova galismalarinda lineer olmayan damping (|ut|p_l ut) ve kaynak

terim (|u|qflu) iceren

"

Uy —Au+u | U =[uf T u

denkleminin lokal varligin1 ve negatif baslangi¢ enerjisi (E(O)<0) icin ¢oziimlerin

patlamasini ¢alistilar. Burada

1<q < p ise global ¢6zim,

1<p<g< o ise blow up
n-2

oldugunu gosterdiler (Georgiev ve Todorova, 1994).

3.2.3. Li ve Tsai metodu

Lemma 3.2.3.1. 6 >0 ve B(t) e C*(0,0) negatif olmayan fonksiyonu, t >0 igin
B"(t) - 4(5+1)B'(t) +4(5+1)B(t) 0 (3.5)
esitsizligi saglansin. r, =2(5+1)—2,/(6+1)5 olmak iizere; eger
B'(0) >r,B(0)+K, (3.6)

ise, 0 zaman t >0 i¢in B'(t) > K, dir. Burada K, sabit sayidir (Li ve Tsai, 2003).

20



Ispat.
r’—4(5+1)r+4(6+1)=0 denkleminin kokleri 1, =2(5+1)+2,/5(5+1) ve
r,=2(6+1)-2,/6(5+1) dir. O halde (3.5) diferensiyel esitsizligi

d d
(a—qj(a—rsz(t) >0,

B"(t)—r,B'(t)—r,B'(t) + r,r,B(t) > 0,
B"(t) -r,B'(t) > r,B'(t) — r,r,B(t)

seklinde yazilabilir. Buradan da

(B'®-r,B®)

B'(t)-r,B(t) ; (.1)

bulunur. (3.7) nin 0 dan t ye integrali alinirsa

In(B'(t) - r,B())|, >t

In (M] > rlt
B'(0)-r,B(0)

B'(0)-1BO)
B'(0)-r,B(0)
elde edilir. Buradan
B'(t) >r,B(t) + ( B'(0)-r, B(O)) el

olur. Béylece B'(t) > K, elde edilir.

Lemma 3.2.3.2. Eger H(t), [to , OO] araliginda artmayan ve t >t i¢in

[H'(t)]" >a+b[H (t)]Z% (3.8)

diferensiyel esitsizligini saglayan bir fonksiyon ise, 0 zaman

lim H(t) =0

t->T ~

esitligini saglayacak sekilde sonlu bir T zamani vardir. Burada a>0, beR dir.

T 1n iist simrlart igin asagidaki kestirimler gegerlidir:
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(i) Eger b<0 ve H(t,)< min{l, ‘ /—%} ise, 0 zaman

a
. 1 b
T <t,+ In (3.9
J-b a
b H (to)
dir.
(i1) Eger b =0 ise, o zaman
« Hi(t
T <t,+ (&) (3.10)

dir.

(iii) Eger b >0 ise, 0 zaman

30+1 1
< ) veya T" <t;+22 ﬁ{l—(HcH (to))_%} (3.11)

Ja Ja

2+—
dir. Burada ¢ = (%) * dir (Li ve Tsai 2003).

ispat.

(i) c>d >0 i¢in V2 —d? >c—d oldugundan, (3.8) den t >t icin
0

H(t)<—a+ VB [H®)]'%
<—Ja++-bH(t)

H(t) < {H (t) —E]e“‘ow +\/€

olur. Burada lim H(t)=0 olacak sekilde pozitif bir T <o sayis1 vardir ve T~
t->T

elde edilir. Boylece

sayisinin Ust siir1 (3.9) da verildigi gibidir.
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(ii) b=0 ise, (3.8) den t >t icin
H(t) <H(O)-Va(t-t)

olur. Béylece burada lim H(t) =0 olacak bicimde pozitif bir T" <o say1s1 vardir ve
t->T "~

T sayisinin iist stir1 (3.10) da verildigi gibidir.

(iii) b >0 ise, (3.8) den

H'(t) < —\/a[1+(cH (t))2+i‘j (3.12)

a 2+g
dir. Burada ¢ = (Ej dir.

m,n>0 ve q>1 olmak iizere
m®+n>2"9(m+n)’
oo ol 1 4
esitsizligi ele alinirsa, g =2+ 3 olarak segilip (3.12) den

-1-6
l+i

H'(t) <—a2 2 (1+cH(t)) 2

diferensiyel esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin ¢ozlilmesiyle

H(t) < %{1{(“ cH (to))_z% +§23§3‘l (t —to)] }

c

bulunur. Boylece burada lim H (t) =0 olacak bicimde pozitif bir T~ < o sayisi vardir
t->T~

ve T  sayismin iist sinir1 (3.11) de verildigi gibidir.
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4. GENELLESTIRILMIiS LINEER OLMAYAN KLEIN-GORDON
DENKLEM SISTEMININ COZUMLERININ ENERJi AZALIMI VE
PATLAMASI

Bu boliimde kaynak ve dogrusal olmayan damping terim i¢eren genellestirilmis Klein-
Gordon denklem sisteminin enerji fonksiyonunun azalimi, Nakao esitsizligi
kullanilarak gosterilmistir. Ayrica negatif baslangi¢ enerjisi ile Georgiev ve Todorova

yontemi kullanilarak ¢oziimlerin patlamasi incelenmistir.

4.1. Giris

Bu calismada kaynak ve dogrusal olmayan damping terim igeren genellestirilmis

Klein-Gordon denklem sistemi igin

U, —div( Vu [** Vu)+miu+|u, [P u, = fi(u,v), (xt)eQx(0,T), (4.1)

Ve —div( WV [ W) +mav+| v [Ty = L u,v),  (x1)eQx(0,T),  (4.2)

u(x,0) =u,(x),u,(x,0) =u,(x), xeQ, (4.3)
V(X,0) =V, (X),v,(X,0) =v,(X), XxeQ, (4.49)
u(x,t)=v(x,t)=0, xeoQ (4.5)

baglangi¢ sinir deger problemi ele alinmigtir. Burada Q, R"de 0Q diizgiin smirma

sahip sinurl bir bolgedir. Ayrica n=1,2,3; m,m, >0, p,g>1 ve =1 olup f,(u,v)
ve f,(u,v) fonksiyonlari (4.9) ve (4.10) da tanimlanmistir.

(4.1)-(4.5) denklem sisteminde «a =1 olarak alinirsa, bu sistem Klein-Gordon
denklem sistemine doniisiir.

(Al) a,b>0 olmak iizere

r+1

F(u,v)=[alu+Vv|™ +2b|uv]|2 ] (4.6)

olsun. Burada



1<r ; n<2,

4.7
1<rsﬂiE X n>2 (4.7)
n-2
ve
1<p,qQ 7 NnN<2,
4.8
13p,q£ﬂiE ;o n>2 (4.8)
n-2
dir. Ayrica
-3 [
fAmW:4r+Dm1u+W“%u+W+bhH2LHVP], (4.9)
3
fxuy):(r+Dkuu+vr4(u+v)+bhﬂ2|v|2v] (4.10)

olarak tanimlanir. Bu durumda V(u,v) € R* igin
uf, (u,v) +vf,(u,v) =(r +)F(u,v) (4.11)

oldugu kolayca goriilebilir.

4.2. On Bilgiler

Lemma 4.1. ¢, ve ¢, pozitif sabitler olmak tlizere
U™+ V™) <Fuv) < (ul™ +[v[™) (4.12)

esitsizligi saglanir (Messaoudi ve Houari, 2010).
Ispat. (4.12) esitsizliginin sag tarafinin dogrulugunu gostermek igin (4.6) esitliginde
a=Db=1 olarak alinirsa, Young esitsizliginden
ri1
Fu,v)=[lu+v|™ +2|uv|?]
r+l

<c(jul™ +|v[*)+2]uv|?

< C, (l u |r+1 + | Vv |r+1)

bulunur. Burada ¢, =c+1 dir. Yani (4.12) esitsizliginin sag tarafinin dogrulugu

aciktir.
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(4.12) nin sol tarafinda eger U=v=0 ise esitsizlik dogrudur. Simdi genellik

kaybedilmeden v =0 ve |u|<|v| veya |u|>|v| durumlari ele alinsin.
|u|£|v| icin,

r+1 r+
2

u
\"

Fuv) v ag+2 +2b
\Y

yazilabilir. Simdi S = Y olmak iizere [-1,1] arahiginda
\'

r+1

j(s)=a|l+s|* +2b|s|2
stirekli fonksiyonu tanimlansin. Burada min j(s) >0 dur.
Eger min j(s) =0 ise, baz1 S, € [—1,1] sayilar1 i¢in

1
2

j(s,)=all+s,|™ +2b|s,| 2 =0

olur. Buradan [L+S,|=|s,|=0 olmas1 gerekir, bu da imkansizdir.
Yani min j(s) =2c, >0 dir. Boylece |V| > |u| icin,

F(u,v)>2c,|v|™>2¢,|ul™
dir. Sonug olarak

2F (u,v) = 26, ([u [ +]v[)
esitsizligi saglanir ve buradan

Go(lul™ +|v[*™)<F(u,v)

olur.
Eger |u| > |V| ise, benzer gekilde

r+l =+l

F(u,v)=sul™|a +2b

v
1+—
u

v
— [=2c,|ul™=2¢,|v|™
u

dir. O halde
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2F (u,v) 2 26, ([u [ +]v[™)
dan
C(ul™ +|v[*) <F(u,v)
bulunur. Boylece
Co(ul™ +[v[™) <Fu,v) <c(ul™ +|v[™)

esitsizligi saglanarak lemmanin ispat1 tamamlanir.

Simdi

1 2 a+l 2 a+l 2 2
J(t)zz(a—Jrl”Vu +a—+1||Vv|| +my [|u]” +mZ |v| j—iF(u,v)dx (4.13)

a+l a+l

ve

2 a+l 2 a+l 2 2 2 2
=1 A - 4.14
1O == VUl + = IV me = mi v = (r+2) i F(u,v)dx (4.14)

a+l

fonksiyonelleri tanimlansin. Ayrica (4.1) —(4.5) probleminin enerji fonksiyoneli de

a+l a+l

1 2 2
) = Il + bl + 2 IVl 2 o+

—J. F(u,v)dx

seklindedir. Son olarak
W= {(U,v) : (U,v) €W; ™ (€) x Wy (€2), 1 (u,v) > 0} L {0,0} (4.16)
olsun.

Lemma4.2. t >0 i¢in

E(€) =~ (Ju s vl <0 (4.17)

p+l g+l
oldugundan E(t) fonksiyoneli t >0 i¢in artmayandir.
Ispat. (4.1) denkleminin u, ile i¢ ¢arpimi alinirsa
(u,,u,) = (U, div(| Vu [*** Vu)) +m? (u,,u) + (u,,|u, " u) = (u,, f (u,v)) (4.18)
elde edilir.
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1d
(U utt) quttdx ﬂ |d _Za”utnz’

(u,, div(| Vu |** Vu)) = j U V(| Vul* Vuydx =~ Vu, | Vu [“dx
Q Q

1 ¢d . o
:_—J.—t|Vu|"‘ ldx:—;—”Vu -

||zx+l !

m; d m? d
m?(u,,u) = mfiutudx = ?ayur dx :?anu”z ,

(Ul u 1P u) = [Ju ™ dx = u

terimleri (4.18) de yerine yazilirsa

2+ 2w

bulunur. Benzer sekilde (4.2) denkleminin v, ile i¢ ¢arpimi alinirsa

el |- ) 619

(Ve Vi) = (v, AV WV [ VW)) 4+ my (v, V) + (V| 17 ) = (v, Fo(u,v)) - (4.20)

elde edilir. (4.20) denkleminde terimler diizenlenirse
Sl e e = ) @2

bulunur. (4.19) ve (4.21) taraf tarafa toplanirsa

1 d a+l 2 a+l 2 2 2 2

— |V — |V
ol 2 ol ol )
s+ = (v B )+ (v £, )

olur. (4.11) den (u,, f,(u,v))+(v,, f,(u,v) =—d F(u,v)dx ifadesi (4.22) de yerine
t 1 t 2 dt
Q

yazilirsa

i L T e T e e U Y B O

dt o+ a+l a+1 a+l 1 2 ) !
=—(Julips vl <O (4.23)

bulunur. t>0 i¢in E'(t) <0 oldugundan E(t) artmayan bir fonksiyondur.
(4.23) esitsizliginin [O,t] tizerinde integrali alinirsa, t >0 i¢in
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t

E(t)—E(O):—I(

0

+1
" v

uT

“*l) dr (4.24)

Tllg+1

p+1

saglanir.
Teorem 4.3 (Lokal Varlik). Kabul edelim ki (4.7) ve (4.8) saglansin. Ayrica
Up, Vo €W, “ () NL™H(Q), (u,,V,) € L () N L* () olsun.
Bu durumda (4.1) —(4.5) problemi
u,v & (C[0, THW,“(Q) N L™(Q)),

u, € C([0,T]; L*(Q)) n L (Qx[0,T]),

v, e C([0,T]; L*(©)) N L™ (Qx[0,T])
lokal ¢6ziimiine sahiptir. Ayrica, asagidaki durumlardan en az biri dogrudur:
i) T=ow

a+l a+l

+m/ ||u||2 +m’ ||v||2 —> o0 olur.

a+l a+l

. _. 2 2
i)t >T" igin ||ut||2+||vt||2+a—+1||Vu|| +a—+1||Vv||

Ispat. Teoremin ispat1 Agre ve Rammaha (2006) calismasina benzer yapilabilir.

4.3. Global Varlik ve Enerji Azalmasi

Bu kisimda (4.1)—(4.5) probleminin ¢6ziimlerinin global varligi ve enerji azalmasi

gosterilmistir.

Lemma 4.4. Kabul edelim ki (4.7) saglansin ve a >1 olmak tizere, r >« ile

Nl +1
AP G0 B (4.25)
n-a+l

esitsizligi saglansin. Bu durumda (UO,VO) eW ve (u,V,) e L*(Q)x L*(Q) igin

r-a

E(O)j‘”l <1 (4.26)

5-G

CH(r+1)(a+1) ((r +D(a+1)
2 r-1

ise, 0 zaman Vt >0 icin (u,v)eW dir.
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Ispat. 1(0)>0 oldugundan, u(t) ve v(t) nin siirekliliginden t =0 komsulugundaki
bazi araliklarda Vt €[0,T, ] i¢in T, >0 maksimum zamani vardir ve
{1(T,)=0vel(T)>0, vO<t<T, |

dir. (4.13) ve (4.14) ten

L a+l i a+l 2 2 2 2_
L P U AL TRL Y SR ey

a+l

a+l a+l

2
21Ol g

+2(r+1)(a—+1”
1 r-1 [ 2

B r+1|(t)Jr 2(r+1)

2 2 2
S vl I i i

a+l

2
AV 2 o+

2(r+1)

bulunur. Béylece E(t) <E(0) ve E(t) nin tanimindan

a+ o+ o+ 2 o+
2 vy IIai+—|| vt <2 vy G+ = I+ el me v
a+l a+l
2(r+1 r+l r+l)1
<A <2 5 2D ) 427
_2(r+1)E(t)_ (Hl)E(O)
r-1 r—

olur. Diger yandan (4.12) den

(r+1) JFvdx e (r+1)(Jul 7+ )
Q

esitsizligi yazilabilir. Burada Sobolev gomme teoreminden t € [O,Tm] icin

Jull < ci vl = vl (4.28)
ve
M < = v (4.29)
olur. (4.27) den
at o+ r+l1)(a+1
ool vl < D
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bulunur ve (a+b)" < 2“(a’1 +b*) dan

r+1)(a+1 a+l
vl oo, <[ 2 e
ise
e ((reD)(atD) e
\% EQ
<[ e
ve
[V < [% E(O)j“”

esitsizlikleri elde edilir. Elde edilen esitsizlikler (4.28) ve (4.29) da yerlerine yazilip

taraf tarafa toplanirsa, t €[0,T, | i¢in

r-a

r+ 1 | (F+1)(a+1 a+l
R R L

r+l1

a+l i ||VV||a+1 )

a+l a+l

bulunur. Elde edilen son esitsizlik
(r+2) [Fvde<c, (r2)(Jull +[v)7)
Q

esitsizliginde yerine yazilirsa (4.26) dan

r+1

s (Ive

a+l

2
< Q—H(HVU”M +[[vv

r+1

+|v

a+l n ||vv||a+l)

Cl(r+1)(||u a+l a+l

r+l

a+l

a+1) (4.30)

2 a+l 2
LA M 1

o+ Ml me v

a+l

elde edilir. Buradan Vt €[0,T, ] igin I(t) >0 oldugu gdriiliir.
Bu islemin tekrariyla; T,,, T ye genisletilir ve lemmanin ispati tamamlanur.

Lemma 4.5. Lemma 4.4 iin kosullar saglansin. Bu durumda 7, =1— /8 olmak lizere
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2 a+l 2 a+l 2 2 2 2 1
‘v L v <=1t 4.31
Ve v e om0 @
esitsizligi yazilabilir.
Ispat. (4.12) ve (4.30) dan
2 a+ 2 a+
(r +1)£ F(u,v)dx<f (Q—H”VUHC{J +a—+1||VV||a+iJ
2 a+ 2 o+
< o vl A e e |

esitsizliginde S =1-n, yazilirsa
2 al 2 al o 2 2112
(r+) P (i) 29l e 2o o
Q
elde edilir. Buradan

2 2
2Vl 2 e o+ e

2 a+l 2 a+l 2 2
(E vl s o emg ol me o -+ iF(u,vmx]

<1(t)
yazilabilir. Boylece (4.31) esitsizligi bulunup ispat tamamlanir.
Teorem 4.6. (4.7) ve (4.16) saglansm.(uo,vo) eW, (4.26) esitsizligini sagliyorsa, 0
zaman (4.1) —(4.5) probleminin ¢6ziimii globaldir.
Ispat. Coziimiin global oldugunu gostermek igin

a+l a+l

2 2
o+ bl + == Il = 9Vl 4 i o+ mi v

a+l a+l

ifadesinin t den bagimsiz olarak sinirli oldugunu gostermek yeterlidir.

Bunu gostermek i¢in E(t) ve I(t) esitsizlikleri kullanilirsa, I(t) >0 oldugundan
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20> £ =5 lul +I41')

1( 2 a+ 2 a+
3 el e o e - P

1 1
=2l )+ 30 =S (Jul + vl

a+l 2 a+l 2 2 2 2
» +— V|| flufl +mg v = (r+1) F(u,v)dxj
m(ml" 3+ gVl i+

e P I e e

a+l

1
=2+ )+—'(t)

I ¢ IV e o s

>

r-1 2 a+ a+
R P N N A Ty

a+l

yazilir. Boylece

a+. 2 a+.
Julf -+l +a—|| i+ = Vv + mEul” - mi M7 <CE©Q) - 432)

2(r +1)
bulunur. Burada C = —=

dir. (4.32) esitsizliginden

2 2 2 2 2 2
o+ + =29l =2+

ifadesi t den bagimsiz olarak sinirhidir. Sonug olarak Teorem 4.3 ten ¢6ziim global
olur.

Teorem 4.7. (4.7), (4.16), (4.26) saglansin ve (Uy,V, ) €W olsun. Béylece

E(0)e " ; p=q=1
E(t) < 4
(EQ) ™ +Cy'm[t—1]")m p,q>1

enerji kestirimi yazilabilir. Burada m ve C, daha sonra belirlenecek olan pozitif
sabitlerdir.
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Ispat.
E'(0) =—(Jul ;s vl

ifadesi t>0 i¢in [t,t +1] tizerinde integre edilirse,

t+1

EO-Et+)= | (lu. @IS + v, e ) o= (4.33)
bulunur.
o0°0= ] (.o (430
ve
D5 (t) = j( " )de (4.35)

olarak segilirse (4.33) ten
E(t)-E(t+1) = D" (t) + Dy (t)

olur. (4.34) ve Holder esitsizliginden

t+1 t+1 t+1 p+l % p+l ﬁ
[ [lu, P dxdt < j[_[l.|ut & dxjdtsj(jlpldxj U|ut P 2 de dt
t Q Q
t+1 t+1
< I © p*l(llu IIEii)"”dt = I i .. o (4.36)

= |Q|ﬁ DZ(t) =CD?(t)

yazilir. Benzer sekilde (4.35) ve Holder esitsizliginden

-1

t+1 t+1 g+l g+l g+l ﬁ

”|v| dxdt<I(Il|v| dedt<j[j1q1de [Ilvtl“ dxj dt
Q

i

91
= |01 D7 (1) =CD; (1)

|V ||q+1)q+1dt _ J‘ |Q a-t

q+1
g+1

dt (4.37)

||q+l

£!|Q

bulunur.
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Boylece t, € [t,t +%} vet, e [t +§,t+1} olmak tizere (4.36) ve (4.37) den

lu(t)<co,® . i=12
ve
M @)<co,m L i=12

yazilabilir. Simdi (4.1) denkleminin u ile i¢ ¢arpimi alinirsa

(U, uy) = (U, div( Vu [ Vu)) +my (U, u) + (L u, P o) = (u, f,(u,v)

elde edilir. Elde edilenler diizenlenirse

(u,div(| Vu |“* Vu)) = IuV(| Vu [“* Vu)dx

a+l

a+l

= —J.Vu |Vul* dx = —j| vu [ dx—=—||Vu]|
Q Q

ifadesinden

a+l

J'uundx vyl 4+ m2 ul* + .|.| u, |°* uudx = qul(u,v)dx
Q Q Q

a+l

olur. Benzer sekilde (4.2) denkleminin v ile i¢ carpimi alinirsa

a+l

a+l

I Wi dx + [V + m2 V] + '[l v, [* vvdx = '[vfz(u,v)dx
Q Q Q

bulunur. (4.40) ve (4.41) in taraf tarafa toplanmasiyla

a+l a+l

I[uutt +w, Jdx+ |V

Q

o IV + i ol -+ m

—I[ufl(u,v)+vf2(u,v)]dx+'|'| u, | utudx+I|vt " vyvdx =0
Q Q Q

elde edilir. (4.11), (4.42) ve I(t) nin tanimindan a>1 igin 2 1
a+

I(t) < —J.[uutt +th]dx—f| u, [P u,udx —I| v, [ v,vdx
Q Q Q

olur. (4.43), [tl,tz] izerinde integre edilirse
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(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

<1 oldugundan

(4.43)



tf | (t)dt < —tf [ [uug +vv, Jdxdt —tf [1u P vudxdt —tjz [Iv [ vvdxdt — (4.44)
4 Q 4 Q Q

4 4

olur. (4.44) in sag tarafindaki ilk terime kismi integrasyon ve Cauchy-Schwarz

esitsizligi uygulanirsa

_]Z'J‘uundxdt = —jTuuttdtdx = —J{uut |:f —IJ2.|ut|2 dt}dx
4 Q b

QY Q
t
- _J'[uut 5 } oo+ [ [|u, [t
e a9 t (4.45)
= = [ [ ()] Jutt,)|~[u @] juct) Jex+ [ Juy[* ot
Q ]

< Ju @)u )]+ u ]|+ | Ju | dt

ve

t

—[ [ w,dxdt = —ITwndtdx = —j{wt ; —tjz|vt|2 dt]dx
4 Q QY Q 4

- _J [wt |;2 } dx + tj_“vt [*dxdt
Q y O

=~ [ [ @IV v W) Iv(t)Jdx+ f vl it

(4.46)

< v &)V + v NIV + vl dt

elde edilir. (4.45) ve (4.46) esitsizlikleri (4.44) te yerlerine yazilirsa

t

[1Odt<]u @lu)] +u )]+ v @I+ W v

L L L L (4.47)
+_|.||ut | dt +_|'||vt | dt —”| u, |°™* u,udxdt —”| v, " v,vdxdt
7] t 4t Q 4 Q

bulunur. Simdi (4.47) nin sag tarafindaki son iki terim i¢in bir kestirim elde edilirse,

Holder esitsizliginden
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P

t t P+l 1 .

2 2 r p+ +1

”|ut|p71utudxdt£ U|ut|pp dx} [J’|u|p+ldep dt
t Lo Q

tQ

P

[I s dx) +l[J‘|u|p+l dx]p+l dt (4.48)

[ @, Ju@l., |t

|
|

ve benzer sekilde

q

i < o ] (1170 "

tj.( 4 J (I|V|Q+ldXJldt (4.49)
5

@I, VD), ]t

v

yazilir. Buradan Sobolev-Poincare esitsizligi, (4.27) ve (4.34) ten

t, t
[ u @1, L., |t <C. [lu. @], [vulat
4

SC*(%TIM O, B (s
(4.50)

C*((r+1)(a+1)j; 1

o[ i o
<C. w sup E2(5)D? (1)
— t,<sst,

bulunur. Benzer sekilde Sobolev-Poincare esitsizligi, (4.27) ve (4.35) ten
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t

[ vl v, |

4

* vt

gq+1

1

((r+1)(a+1))2%
SC*(—r . j v (t)||q+lE (s)dt

(4.51)

IA
N

c;[%(‘i”ﬂ sup E2(s) j fu ", ct

r— t<ss<t,

<C! (r+3)(a+1) sup EE(S)DS (t)

- t<s<t,

olur. (4.47) nin sag tarafindaki ilk iki terime Sobolev-Poincare esitsizligi uygulanirsa,
(4.27) ve (4.38) den, i=1,2 icin

Jue @ lu)]+ u &)l u )] = ||Ut (& )||||U(ti)||

( > . “”] )£ () [

o D owp ey 4

-

t<s<t,

<C. MZC sup E%(S)Dl(t)

r— t<s<t,

=C,D, (t) sup E%( s)

t<s<t,

(r+1)(a+1)

elde edilir. Burada C, = 2C. 1
r_

C dir.

Benzer sekilde (4.47) nin sag tarafindaki 3. ve 4. terime Sobolev-Poincare esitsizligi
uygulanirsa, (4.27) ve (4.39) dan, i=1,2 icin
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v @I V] + v, v )] = v vl

cr (r+1)(a+1))? : (4.53)
<C [ j 2ts<ug E2(s)|v ()|
1
<C! (le)MZC sup E2(s)D,(t)
- t<s<t,

1

=C,D, (t) sup E2(s)

t<s<t,

bulunur. Burada C, = 2C4«/WC dir.

(4.47) nin sag tarafindaki diger terimler, (4.36) ve (4.37) den
t
[ lluJPdt <cog(t) (4.54)
4

ve
t
[Iv et <oz ) (4.55)
4

seklinde yazilir. (4.48) —(4.55) esitsizliklerinin (4.47) de yerlerine yazilmasiyla

t 1 1

j I (t)dt < C,D,(t) sup E2(s)+C,D,(t) sup E2(s)+CD}(t) + CD(t)
t <s<t, t <s<t,
r 1 1
1/ @) o B2 5D )

t<s<t,

r+1 =
sup E2(s)D§ ®) (4.56)
t<s<t,

=C {Sup EZ(S)(D (t)+ D, (t))+ D (t) + D; (t)

t<s<t,

1/ (r+1)(e+1) sup E2(s) D”(t)+Dq(t))}

olur. Burada C, =maks{C,,C,,C,1} dir.

40



Diger taraftan |(t) nin tanimindan ve Lemma 4.5 ten

1
E®) =5 (lulf +IvI)
1 1 2 at 2 a+
(5o (s i il e

r+1 )\ a+1

1 2 a+. 2 a+.
+(r—+lj[a—+lnwna;+a—+1||vv||a;+mf ol g [ ~(r-+1) iF(u,v>dx}

1 2 2 1 r-1 1
<= = I
<2(”ut” +||Vt|| )+[771 2(r+1)+r+1J ®

saglanir. Boylece

E(t) < %(||ut||2 ) +Ca (4.57)

elde edilir. Burada C, = —

(4.57), [tl,tz] aralhig1 lizerinde integre edilirse

t

JE@dt=J(Juf +I ot c. et (4.58)

4 4

bulunur. Bu durumda (4.36), (4.37) ve (4.56) nin (4.58) de yerlerine yazilmasiyla

IE(t)dt < %C(Df(t) +D; (1))

1

+C,C, { sup E2(s)(D,(t)+ D,(t))+ D (t)+ D (t) (4.59)

t<s<t,

ro o) EE(S)(Dlp (t)+D§ (t))}
r-1 t<s<t,

elde edilir. Simdi (4.17), [t,t,] {izerinde integre edilirse

0 @)+

v, (@[} )dr (4.60)

g+1

E(t) = E(t2)+f(

olur. (4.60) 1n [ti,tz] araliginda integralinin alinmasiyla da
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Lt

TE(t)dt :TE(tz)dH”(

u @)+

v, @) )dect

g+l

1
bulunur; t, e{t,t+%} Ve t, e[t+%,t+l} olmak iizere t, —t, 25 oldugundan

TE(t)dt > ] E(t,)dt =tE(t2)|;2 =(t,—t,)E(t,) > % E(t,)

4 4

yazilir. Yani

tj E(t)dt > % E(t,) = E(t,) < 2T E(t)dt (4.61)

b
olur. Sonug olarak (4.33) —(4.35), (4.60), (4.61) den ve t,,t, €[t,t +1] oldugundan

t+1

i

9]
=2 j E (t)dt + DP*(t) + DI (t)
4

u ()]0 +

V. (z')||q+1)dz'

g+l

E(t) < 2f E(t)dt +
" (4.62)

elde edilir. (4.59) esitsizligi (4.62) de yerine yazilirsa

1

E(t) <C(D7(t)+D; (t))+2C,C, (D7 (t) + D} (t) )+ 2C,C, sup E2(s)(D;(t) + D, (t))

t<s<t,

(relesd) o E;(s)(Dlp (t)+ DI (1)) + D™ () + D™ (1)

- t<s<t,

+2C,C,C.
esitsizliginden
E(t) <(C+2C,C,)(D}(0)+ D (1)) + D™ (1) + D (1)

! (4.63)
+C,E? (1) (D, (t) + D, (t) + D (t) + D3 (t)

r+1 1
bulunur. Burada C, 2C4C3mak{1, C. %] drr.

(4.63) 1in sag tarafindaki son terime Young esitsizligi uygulanirsa
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£2()C, (D) + D, (1) + DY () + DI (1)) < =0, c:[D.0)+0, (t); D (®)+ D} (1)

_E@®, C[DIO+ DI+ D)+ D ()|
2 2

bulunur. Bu esitsizlik (4.63) te yerine yazilirsa

E(t) <(2C +4C,C,+CZ)(D} (1) + D} (1))

(4.64)
+2(DP™(t) + Dg™ (1)) + CZ (D" (1) + D3* (1) )

olur. Sonug olarak
E(t) <C,| DY (t)+ Dj (t) + DP*(t) + D5 (t) + D{° (t) + D;* (1) | (4.65)
elde edilir. Burada C, = maks(2C +4C,C, +CZ,2) dur.
1. Durum: Eger p=q=1 ise (4.65) ifadesi
E(t) <3C,| D/ (t)+ D (t) | =3C,[E(t) — E(t +1)] (4.66)

olur. Bu durumda Lemma 3.1.1.1 den, E(t) negatif olmayan ve artmayan bir

fonksiyon olmak tizere (4.66) esitsizliginde w, =3C, ve o =0 dir. Béylece

E(t) <E(0)e ™Y (4.67)

6

bulunur. Burada w, = In(ggc6 J ve [t—1]" =maks{t—1,0} dir.

2. Durum: Eger p,q>1 ise (4.65) ifadesi

E(t) <C,D7 (1) 1+ D (t) + DI (t) |+ C,D; (t)[ 1+ D5 (t) + D3 (1) | @s8)
< Cy[1+DPH(t) + DXV (1) + DI (1) + D2 (1) ]( DX (1) + DE(1)) '
olur.
Bu durumda (4.33) ten E(t)—E(t+1) = D" (t) + Dy (t) ve E(t) negatif olmayan bir
fonksiyon oldugundan E(t) > D" (t)+ Dy™(t) dir ve Vt>0 igin E(0)> E(t) icin
E(0) > D™ (t) + DI (t)

yazilabilir. Buradan
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p-1 2(p-1)

D) <EO) = DI'H<E’™(0) ve DIV(<E " (0)

ve

g-1 2(q-1)

Dg*l(t) < E(O) = Dg’l(t) < Eﬁ(o) ve Dzz(q—l) (t) <E g+l (0)

dir. Bu durumda (4.68) den, t >0 i¢in

p-1 g-1 2(p-1) 2(a-1)

E(t)<C, [1+ E*1(0)+E%(0)+E P (0)+E (0)]([)5 (t)+DZ (1))

(4.69)
=C, (Df (t)+D; (1))

elde edilir. Burada C, =C,

1

p-L g-1 2(p-1) 2(g-1)
1+EP*(0)+E*(0)+E ** (0)+E ** (0) | dur.
(4.69) un m = maks {pT_lq—;l} olmak {iizere, (1+ m). kuvveti alinirsa

E@W" <[, (D:)+Diw)]

(4.70)
< Cs ( D12+2m (t) o D22+2m (t))

bulunur. Burada C, =C.,*"C dir. Boylece (4.70) ten

E(t)"" < Cy (D ())DI™ ™ (t) + DS ()D;™ (1))

<
(4.71)

<C, (D (t)+ D™ (1))

C

o (E(t)-E(t+1))

CS(DJ’“(t)E BT (0)+DI(HE (0>]
(
(

2m-p+l 2m-qg+1
elde edilir. Burada C, =C8maks{E P (0),E (O)} dir.

Bu durumda Lemma 3.1.1.1 ve (4.71) den E(t) fonksiyonu artmayan, negatif olmayan
bir fonksiyondur ve E(t)"" <C,(E(t)—E(t+1)) kosulunu saglar. Bu durumda

‘v’te[O,T] ve m>0 igin
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1

E(t) < (E(0) ™ +C;'m[t—1]")™

esitsizligi saglanir ve Teorem 4.7 nin ispat1 tamamlanmis olur.

4.4. Coziimlerin Patlamasi

Bu boliimde (4.1) — (4.5) denklem sisteminin ¢éziimiiniin patlamasi incelenmistir.

Teorem4.8. r+1> maks{ p+1q +1} , E(0)<0 ve a<r olsun. O halde (4.1) —(4.5)
denklem sisteminin ¢6ziimii sonlu bir T~ zamaninda patlar. Burada

.1
T <9 (4.72)

Eoy<(0)
dir. y(t) ve o fonksiyonlari sirasiyla (4.73) ve (4.74) te tanimlanmistir.

Ispat. Teoremin ispat1 igin ¢oziimiin biitiin zamanlar i¢in var oldugu kabuliinden yola

cikilip buradan bir geliski elde edilir. Bu amagla H(t) =—E(t) olarak tanimlansin.
Boylece teoremdeki E(0)<O0 kabulinden ve (4.24) ten E(t)<0 dir ve
H(t) =—E(t) >0 olur. O halde 0<H(0) < H(t) saglanir. & daha sonra belirlenecek

yeterince kiiciik bir sabit olmak iizere

w(t) = Hl-ff(t)+,{ [uudx+| wtdxj (4.73)
Ve
O<a£min{ r-p 78 r_l} (4.74)
(r+)p (r+1)qg 2(r+21)

olsun. Burada amag, w/(t) fonksiyonunun

y'zdyt)y . ¢>1 (4.75)

diferensiyel esitsizligini sagladigini gostermektir. Bu durum, ¢6ziimiin sonlu bir

zamanda patladigini gostermektedir. (4.73) iin tiirevi alinirsa
w'(t)=(1-c)H °(tH'(t) +g( [uudx+ | vtvtdx)+ g[ Juudx+ | wndxj (4.76)
Q Q Q Q
elde edilir. (4.1) denkleminin u ile i¢ ¢arpimi alinirsa
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a+l

a+l

qundx+||Vu|| +m?|ul +J‘uut lu [P dx = qul(u,v)dx 4.77)
Q Q Q

bulunur. Benzer sekilde (4.2) denkleminin v ile i¢ garpimi alinirsa

a+l

thtdx +|vv[, +m; ||v||2 + J w, |V, " dx = J‘vf2 (u,v)dx (4.78)
Q Q Q

a+l

olur. (4.77) ve (4.78) in taraf tarafa toplanmasiyla, (4.11) den

JJuugebc [widx == ([l + vl ) = (m? Julf +m )
Q Q

a+l a+l

(4.79)
—Uuut lu, [P~ dx + J.wt [v, " dx}+ (r +1)j F (u,v)dx
Q Q Q
saglanir. (4.79) ifadesi (4.76) nin sag tarafindaki son terimde yerine yazilirsa
') = W= T OR@ +2 (Juf + I ) -2 (vl + V)
—g(mf Jul* +m? ||v||2)— gUuut lu, [P dx+ .[wt v, [* dxj (4.80)
Q Q
+e(r +1)j F (u,v)dx
Q
elde edilir. H(t) nin tanimindan
1
0=H(t)+E(t)=H(t) +§(||ut [+ mF)
+1(L||vu “y 2 v s me uff + m ||v||2j— [Fuvx
2 a+1" et gl et 2 o
olur ve buradan esitligin her bir tarafi ¢ (0{ +l) ile ¢arpilirsa
—E(HVU”Zj + ||VV||Zj) = g(a +1) H(t)- g(a +1)I F (u,v)dx
? 4.81
s(a+1) o(a+1) (4.81)

)+ =l )

bulunur. (4.81), (4.80) de yerine yazilirsa
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v'(©)=(1-0)H 7 OH'©+&(Ju ] + M)+ & (@ +) H(

a+1l
)l +

—g(a+1)JF(u,v)dx+g(

1 (4.82)
o S (mé ol I ) - m )
—g[juut lu, [P dx+.|.vvt v, [* de+g(r +1)IF(u,v)dx
Q Q Q
elde edilir. (4.82) nin diizenlenmesiyle
. , 3
y't)=(1-o)HMOH'(t)+¢ (a;— j(”u I+ )+g(a+1)H(t)
1 2 2

12(r-a)[Flu v)dx+g( : j( -+ (4.89

—g[juut lu, [P dx+.[wt v, [** dx)
Q Q

bulunur. (4.83) iin son teriminde kestirim elde etmek i¢in X,Y >0, 6>0, k,leR"

ve % + } =1 olmak tizere

XY - 5kX k 5—|Y|
ok |
) e . .11 .. _ _p+l
seklinde Young esitsizligi kullanilirsa; —+ = =1 olmak tizere k, = p+1 ve |, =——
] P 1 0
1 1
olarak segilirse
p+1
+ Pl
qut|ut|p’ldxgj 51—|up1 po, * |u|p[p] dx
o ol P p+1
_L+1
p+l p
o I|u|p+l dx + P4 _ﬂu " dx (4.84)
p+1; +1 ‘
Q
p+l
p+1 p+l
” ||p+1

p+1 Wl ™ p+1

elde edilir. (4.17) ve H(t) =—E(t) den
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H) = u s+ 3

p+1 q+1

olur. Yani |Ju, ||p+l <H'(t) ve |v, ||23 < H'(t) dir. O halde (4.84) ten
p+l
5 +1 p5
gy < 2 P H'(t 4.85
Juo o oo 2 (485)
bulunur.
Benzer sekilde i+1 =1 olmak tizere k, =q+1 ve |, = qTH olarak secilirse
2 2
_a+
Iw v, [** dx<j V" + 9% ° |vt|q[q7+1] dx
q+1 g+1
_a+
v ax s 3% q v, " dx
q+1“ | q+1 y ! (4.86)
q+1
g+1 g+1
< 2+ Sl
q+l
<O+

olur. Burada o, ve ¢, daha sonra belirlenecek zamana baglh sabitlerdir. (4.85) ve

(4.86) esitsizlikleri (4.83) te yerlerine yazilirsa

w'(t)= 1-o)H  (H'(t)+ ( ](”u [+ )+ 2 (@ +2)H )

Fo(r—a) [ F(u,v)dx+ g[“T‘l](mf Juff +m2 V) (4.87)
Q
,L*l _a+
p+1 g+l q52 a H(t
ol S+ 2 o] B B

elde edilir. Boylece n,,n, >0 olmak iizere o, ve 9,

_p+l

S, P =nH(), (4.88)
S, v on JH(t) (4.89)
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olacak sekilde segilirse,

H(0) <H(t)=—E(t) = —%(”ut I”+ v, ||2)

1( 2 a+l 2 a+l 210 112 21112
——| —|V — |V F(u,v)d

< j F (u,v)dx < Icl (Jul™+ v )x =c, (||u||r+1 + ||v||r+l)
Q Q

oldugundan

ap

5P =n PHP @) < e (Jull o+ ) (4.90)

r+1

ve

r+l ||
r+l

53 =, TH () < n, %, (”u” r+1)0q (4.91)

r+1

bulunur. (4.88) —(4.91) in (4.87) de yerlerine yazilmasiyla
V()2 L-c)H T OH ) +e (“+3j(||u [+ )+ (@ + 1 H @

-1
« ) el

+g(r—a)jF(u,v)dx+g(

en C

—p+1 (ol + ) ol

Sn C oq
20 G (Julf 2+ II:E) M

g+1

R - S2 R
p +1 g+1
esitsizliginden

R e L e T

ro(a+)HE +a(r-a)] F(u,v)dx+g(“7‘1j(mf ol +me ) @s2)
Sn C r+l r+l p+1 8n C r+1 r+1\%9 g+l
p+l (” ||r+l ” ||r+l) ” ||p+1 q+1 (” ||r+1 ||V||r+l) ||V||q+l

bulunur. r+1>maks{p+1,q+1} oldugundan
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p+l p+l
[ull;. < Cul
p+1 r+1

ve

g+l g+l
V.. <€V
g+1 r+1

yazilabilir. Boylece (4.92) nin sag tarafindaki son iki terim igin

([

op
M)l <l + v

op
=C (Jull M)

r+l r+l ‘7’”%
<C(Julf 3 +vIr)

r+1\°P p+l
Jul

r+1 r+1

p+1
r+1\ 1
r+1

r+1

ve

r+1

oq aq
(Il +vIE) v iy I

r+l r+l

, r+1 r+1\°¢ r+1 %
=C (Julf 2+ IvIr) ™ (M)

quq+1
c r+1 r+1\° 1
(” ” ”V” ) "
r+l

r+1

" <C(Jlu

q+1

+|v

r+l

IA

bulunur. (4.74) ten

r-p

0<o<——— = O<op(r+l)<r-
(r+1)p p(r+1) P
= p+l<op(r+1)+p+1<r+1
= O<£i}<ap+£i}£1
r+l1 r+
ve
0<o<——d = 0<oq(r+l)<r—gq
(r+1)q
= gq+l<oq(r+1)+q+1<r+1
= 0<9i}<aq+9igsl
r+1 r+l1

olarak yazilabilir ve VZ2>0, 0<v<1 ve ®>0 i¢in

zV£z+1£(1+EJ(z+aﬁ
[0
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cebirsel esitsizligi kullanilarak, t >0 i¢in, @ =H(0) ve d =1+ olmak tizere

()™ <l i+ H ) o)
<ol H00)
ve
(ol )™ <a o+ H0) 456
<l HO0)
elde edilir. (4.93)— (4.96) nin (4.92) de yerlerine yazilmastyla
AOE (1—0—%—%} H™ OH'0 + e(%”}(llutllz +u )
() O+ o) P o Z2 |+ mi o) (@.7)

_&n "Cc "
p+1

en, Cc,”d
q+1

r+l

(Il + M+ H ) -

r+1

(Il + V5 + H )
bulunur. (4.97) de

j F(u,v)dx > J.co (Jul™ +|v[*)dx =c, (||u||”1 + ||v||”l)
Q Q
esitsizligi yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

O AL ] (RIS

p+1 q+1
n, "Cc’"d n,°Cc"d -1
+g(a+1— BT YC R JH(t)+g(aTJ(mf||u||2+m22||v||2) (4.98)

n"Cc’?d n,%Cc%d r+l r+l
o) BB e

elde edilir. n, ve n,,

n,"Cc’?d n,%Cc,”d S C(r—a)

c,(r—a)- >
o(r=a) p+1 q+1 2

ve
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_n"Cc’’d n,"Ccd Ja+l
p+1 q+l 2

esitsizlikleri saglanacak sekilde yeterince biiyiik segilsin.

Ayrica ¢ dal-o - £P_ &4, >0 olacak sekilde yeterince kiigiik segilsin. Boylece
p+1 q+1
(4.98) esitsizligi
' a+1
w02 o 252 ul 1l ) o %2 JH

r+1) (4.99)

r+1

a-1 C,(r—a) r+
+S(T](mf JulF -+ m2 vF ) + g(OTJ(IIUILJ v

27+l + H @)+ Jul? g I s+ )

r+1 r+1

olur. Burada 7 = min {g a _1,3 Co(r _a)} dir.

2

Sonug olarak, (4.73) ve (4.1)—(4.5) in kosullarindan, Vt>0 igin

w(t) =y (0)=H*(0)+ g[ j UoU,cX + j vovldx] >0 (4.100)

olur. Diger taraftan (4.73) iin (%j kuvveti alinirsa
—-o

1

o (t) = {Hl“’ o) +({ [uude+ [ wtdxﬂl_a

1
1 o

< ZKE_l] H(t)+s~ “uu dx+IW de (4.101)

o 1 o
<2V | H(t)+ete (J'uutdx+'|'wtde
Q Q

bulunur. (4.101) in sag tarafina Holder esitsizligi uygulanirsa, r+1>2 ve a,b>0

igin (a+ b)Z <C (a’1 - b’l) oldugundan
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l-o
Juutdx+Jwtdx
Q Q

l-o
J uudxl +
Q

T T
<C| Julf== u== + vl IIthll-UJ (4.102)

< Iz I + g Il

elde edilir. (4.102) de £+% =1 olmak {izere Young esitsizliginden
U

1

l-o
Juncr e <l ol + g Il
Q Q

0
c Jul ||ut||l<f ||V||H1 L ||1 (4.103)
v 0 u

r+1 r+1

s I+l + g +I < |

2(1-
olur. (4.103) te 8= 2(1—0) olarak alinirsa u = 1( 20-) olur. Boylece (4.103),
o

1

1o
qutdx+jwtdx
Q Q

<c(Juff +Iul ol +MEF ) @200

seklinde yazilir. Ayrica (4.74) ten

0<o<tt o 20(rsl)sr-1 = 20r+20<r-1
2(r+1)
20+1
20+1<r-2o0r = 20+1Srﬁ—20) <
1-20
20+1+1£r+1 = <r+1
1-20 1-20

oldugundan <1 dir. Boylece (4.104) {in sag tarafindaki son iki terime

2
(1-20)(r+1)

Vz>0, 0<v<lve w>0 i¢in

7' < z+1£(1+1j(z+a))
[0
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1
esitsizligi uygulanirsa; o =H(0) ve d =1+ o0 olmak tizere t >0 igin

2 2

o3 = (o= < Jull 2+ H )

r+1 r+1

ve

2 2

vl = ()27 <d (] + HO)

r+1 r+l

elde edilir. Elde edilenler (4.104) te yerlerine yazilirsa

1o

uu.dx + | vv,dx UsC(u Sl v H )
Juatcs ol <c(lol +lul <2 M Ien0)
SC(||Ut|| v +H@E®+mE u] +mz|v| +||U||:i+||v||:i)
bulunur. (4.105) in de (4.101) de yerine yazilmasiyla
1 o 1 2 2
wio(t) <2t [H (t)+¢&+-°C (||ut|| +|v || +H (t))
(4.106)

i 2 2
cstoC (g ]+ | +||u||::1+||v||:ii)}

o 1
olur. Sonug olarak C,, =2%° (1+ gl“’C] olmak tizere

1
r+l r+l1

e <ol el +H@+me ]+ m o]+ ol + ) 4207

elde edilir. (4.107) ve (4.99) dan & pozitif sabit olmak tizere
= 1
y')zsyto@t) . ——>1 (4.108)
l-o0
olur. Boylece w(t) fonksiyonunun (4.75) formunda bir diferensiyel esitsizligini

sagladig1 gosterilmis olur.

(4.108) in (0,t) araliginda integrali alinirsa

1 t 1 t
W rye)y = dl‘/’ >t = [piOdy > [t
; v ° °
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elde edilir. Buradan

i+l i+1
o-1 o-1 o
PO 0ha o g as Ty
1 1
+1 +1

-1 o-1

-1 e : -1
olur. O halde 2=~ <0 oldugundan esitsizligin her bir tarafi g ya boliiniirse

(o) (o2

L ar Ty o st o
yris—C 5y =Ty i)
o-1 o-1

o

elde edilir. Elde edilen esitsizligin her iki tarafinin (—1). kuvveti alinirsa

wio(t)> ! 1 (4.109)

©+ 5“1 y -7

L
o-1

olur. (4.109) un paydasini sifir yapan t degeri ¢6ziimiin patlama zamani olur ve

1"(0) 1§O't 0 = 01 :1§0t b, 1—;7 i
i e Eoy(0)

bulunur. Buradan ¢6ziim sonlu bir T™ zamaninda patlar ve
TP 179
Soy(0)

dir. Boylece ispat tamamlanir.
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5. HIDRODINAMIK SONUMLU TERIM iICEREN ROSENAU
DENKLEMININ COZUMLERININ PATLAMASI

Bu boliimde dogrusal olmayan kaynak terim ve hidrodinamik séniimlii terim igeren
Rosenau denkleminin ¢Ozlimlerinin patlamast Levine’in Konkavlik metodu

kullanilarak incelenmistir.

5.1. Giris

Bu ¢alismada dogrusal olmayan kaynak terim ve hidrodinamik soniimlii terim igeren

Rosenau denklemi igin

Uy — QU — UU +lBuxxxx Voot = (p(uz)xx’ X€ (071)’ t>0, (51)
u@,t)=ut)=u,(Ot)=u, (1,t)=0, t=0, (5.2)
u(x,0)=u,(x), u(x,0)=u(x), xe(0,1 (5.3)

baglangi¢ smir deger problemi ele alinmistir. Burada a,u,f5,7>0 ve peR

sabitlerdir.

5.2. Coziimlerin Patlamasi

Lemma 5.1. wy(x)e H? ve v,(x)eH? fonksiyonlari sirasiyla u,(x) ve u,(x,0)

baslangi¢ degerleriyle
u(x,0) =W, (x),, U (x,0)=(v(x),
bagintilarin1 saglasin.
O halde (5.1) —(5.3) probleminin u(x,t) ¢oziimi, VteT igin u(X,t)=(wW(x,t)),
kosulunu saglar ve w(x,t), v(x,t) ye karsilik gelen evrim denklemi

w (X, 1) =v(x,1)

" (5.4)
Vt - :uvxx + 7Vxxxxt = anx _ﬂwxxxx + ¢)(Wx )x



sistemini saglar.
Ispat. (5.1) denklemini

(5.5)
Zy = HZgo + ¥ Lgoq = QU — PU +0(UP) (5.6)

formunda yazalim. (5.6) esitliginde her bir tarafin x e gore integralinin alinmasiyla
Z, = M + P Ly = (QU = Uy + pU°), (6.7)

bulunur. Ayrica (5.5) esitliginin [O,t] araliginda integralinin alinmastyla

u(x,t) =u(x,0)+ j z,(x,s)ds

t
elde edilir. u(x,0) terimi hipotezden x e gore tiirevlenebilir ve J'zx(x,s)ds de x e
0
gore tiirevlenebilirdir. Bu ylizden u(x,t)=(w(x,t)), olacak sekilde dyle bir w(x,t)
fonksiyonu vardir ki, (5.1) den

u=Ww,,

X
2
Wir = OWo = MWt + ﬂ Wosoox T 7 Woooat = ¢(Wx )xx (58)

denklemi yazilabilir. (5.8) denkleminin her bir tarafinin x e gore integralinin

alinmasiyla
W, —aW, —uW,, + W, + W . =oW?),, xe(0,1), t>0 (5.9)
bulunur. Boylece Lemma 5.1 den, (5.1) — (5.3) baslangi¢ sinir deger problemi
W, —aW, —uW,, +Bw,  +yw, . =pWw?),, xe(01), t>0, (5.10)
w,(0,t)=w (Lt)=w,, (0,t)=w, (L,t), t>0, (5.11)
w(x,0) =w,(x), w(x,0)=w(x), xe(0,1 (5.12)
halini alir.
Teorem 5.2. u(x,0) ve u,(X,0) baslangi¢ degerleri asagidaki varsayimlari saglasin:
i.  Bazi w, e H? ve v, e H? igin u(x,0) = (Wy(X)),, U,(x,0)=(V,(x)), dir.
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y 1 h
i.  E©Q=2vO) +%||Wx O +§||WXX O)f +g||vxx O)f +§ | W, dx <0 dir,
0

O zaman (5.1) — (5.3) probleminin u(x,t) ¢dziimii sonlu zamanda patlar.

Ispat. Teoremi ispatlamak i¢in asagidaki lemma kullanilir.
Lemma 5.3. F(t) fonksiyonu pozitif, iki kez tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun ve
t>0 icin

F't)F () —(L+v)F?(t)=0

esitsizligini saglasin. Burada v >0 bir sabittir. Eger F(0)>0 ve F'(0)>0 ise o

= FO

zaman t —» T~ iken F(t) — oo olacak sekilde 0<T < F10) pozitif sabiti vardir.
v

ispat. (5.10) denkleminin L* iizerinde W, ile i¢ carpimi alinirsa

1 1 1 1 1
J.Wtwttdx F aJ.\Nthde - :u.[\Nthxth + ﬂJ‘ Wthxxde + 7J.VVthxxxtth
0 . 0 0 0 0 (513)
= o[ w (W), dx
0
elde edilir. (5.13) deki her bir terim,
_[wwdx j| Fox =
Tt 24dt" "
adt p ad 2
—0!£Wthde = aj W, W, dX = —a'([|wx| dx = Ea”wx I
1 1
_:u_[ Wthxth = /JJ. Wxthth = /u”Wxt”2 '
0
2
ﬂj t xxxxdx = ﬂj‘ thxWxde = __j|wxx| 2 dt ”Wxx” ’
]/J.W xxxxttdx = 7/.'. \Ntxxwxxttdx = 2 ”WXXt ”
1
B - d 3
(/)_([Wt (sz)xdx__¢£Nx(wx)zdx_?a£|w 3 dt ||W ”3

seklinde diizenlenirse
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AL o+ Ew o+ 2 2,7 2 Ph )
" [2 [ O+ W O+ o O+ Wi O + 3w, (t)lls} (5.14)

ualw, @ =0
elde edilir. (5.14),
E'(t) + uw, ()] =0 (5.15)

seklinde yazilabilir. Burada t >0 icin
1
EQ = O + 2w, OF + £ wo @ + 2w OF + ZwOF - 6.10)
dir. (5.15) esitligi [0,t] tlizerinde integre edilirse, t >0 igin

E(t)+ yj||th (s)|°ds =E(0) <0 (5.17)

saglanir.

Simdi t[0,T"] icin (5.10) — (5.12) problemine ait uygun bir F(t) fonksiyoneli
t
F(t) =W+ #[we O + ] [, ()] ds+T" =t) g, | + 5, (t+7)*  (5.18)
0

olsun. Burada T", B, ve 7 sonradan belirlenecek pozitif sabitlerdir. (5.18) in t ye

gore tlirevi alinirsa
t
F(t) = 2| (W) + 7 (W W)+ a1 (W, W, )dS 4+, (4 7) (5.19)
0

bulunur. (5.19) un karesi alinip Schwarz esitsizligi ve a,b, >0 (i=12,...,n) igin

(ab, +...+a b)) <(a’+..+a2)b’+..+b?) esitsizligi kullanilirsa,

60



t 2
F20) =4 il l+ 7wl + e o, o s -+, 2+ 1)}
0

<4 _||w(t)||2 +y W @ + ui||wx(s)||2 ds+43, (t + 7)2}
{”wt OFF + 7w, O + yi”th () ds +,80} (5.20)
4[FO- -0l O+ b OF oo 005,
<4F (t)[nwt O +7 e O + uinth (s)] ds +ﬂoj
elde edilir. (5.19) un t ye gore tiirevi alinirsa
F(t) = 2( | O + (w0 )+ 7 W O+ (W Wi )+ 2 (W W) + 5 ) (5:21)

olur. (5.10) denkleminin w ile i¢ ¢arpimi alinirsa

(W' Wi ) —Ol(W, Wi ) —/J(W, Wit ) +IB(W’ Wxxxx)+ 7/(W1 Wxxxxtt) = ¢(W’ (sz)x) (522)

bulunur. (5.22) deki her bir terim,
1 1 1
_aJ'wade = aIWXWXdX = a'|.|wx|2dx =al|w,],
j-) 01 0
_/uj WWxxth = ,Llj. WxWxth’
1 ’ lO 1 ) )
IBI WWxxxde = ﬁJ. WxxWxde = ﬂj|wxx| dX = ﬂ”Wxx” ’
0 0 0
XX XXtt

7J1‘ WW, ., dX = y_lfw W, OX,
0 0

1 1 1
o[ wiw,?),dx =~ w, (w,)dx = g | |w,['dx = g |, ;
0 0 0

seklinde diizenlenirse

1
(W’ th ) + 7 (Wxx 1 Wxxtt ) + /u (Wx ! Wxt ) =-a ”Wx (t)||2 - ﬁ“Wxx (t)||2 - (DJ. Wxst (523)
0

elde edilir. (5.23) iin (5.21) de yerine yazilmasiyla
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Fa)zmenﬂwmﬂm —a|w, O] B, O ¢hWW+&]6M)
bulunur. (5.17) nin 3 sayisi ile ¢arpilmasiyla, (5.16) dan

3E(t) +3yj||th (s)| ds =3E(0),

2w OF + 2w OF + 2w OF +Z o, OF

(5.25)
+o||w, )] +34 j [w, (s)['ds —3E(0) =0
0
elde edilir. (5.25), (5.24) iin sag tarafindaki parantezin i¢ine eklenirse
5 5
720 =2 S Off + L O + £, OF +Z o, OF
(5.26)

t
2
+3u[w, (s)| ds—3E(0) +,80]
0
olur. Simdi Lemma 5.3 teki Konkavlik teoreminden v = % olmak iizere

FO)F ") —(1+%)F 2(t) >0
esitsizliginin saglandig: gosterilsin. (5.20) ve (5.26) dan
FIOF () -1+ )F ) =FOF'®
(40) PO IO +7 0T ]9 01
=F(t) [5||wt @ + 57 W O +a |, O + 8w, @)
+eﬂi||th (S)f ds—6E(0)+ 28, —(4+a) WO —(4+a) 7w, OF 627)
() uf w9 do~(4+) ]

= FO[@-a)w®] + 1) 7w O +alw,OF + 8w, O

+H(2-a)uf|w, () ds-6E(0) - (2+a) 4, ]
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bulunur. (5.27) de O<a <1, S, = _ZL E(0) >0 olarak segilirse, 0 zaman
+a

F"(t)F(t)—(l+%)F'2(t)20, te[0,T7] (5.28)

elde edilir. Konkavlik metodunda

F- o 4F(0)
aF'(0)

oldugundan

Al 7w+ T

Wox ”2 + ﬁorz )
20 [(Wo’ W) + 7 (Wo s Way ) + ﬂor]
2l T s+ 5?)

a [(WO ' Wl) + 7(W0xx d Wlxx) + ﬂOT]

(5.29)

Te (O,T*) olur. (5.18) esitligindeki F(t) fonksiyonelinde tanimlanan T~ sayis1

() v

. Wo><||2 +18072)
T>T =

a [(WO’ Wl) + y(WOXX ! Wlxx) + ﬂof]

seklinde secilirse

s 2( |l + 7 Wl + 7
« [(Wo JW) A+ 7 (W Wag ) + ﬂor] - 2||Wo><||2

olur. T" >0 olmasi gerektiginden

24 [(Wo ! Wl) + 7/(W0xx’ Wlxx) + ﬂOT] - 2 ”WOX ”2 > O’
> 2||W0X||2 —a [(WO ! Wl) + 7(W0xx ! Wlxx)]

ap,

olmalidir. Dolayisiyla Konkavlik metodu geregince (5.10) —(5.12) probleminin

¢oziimli T~ zamaninda veya oncesinde patlar.

t
Yani t —> T~ iken |w(t)|” +|w,, )| +_[||wX (s)| ds — oo olur.
0

Teoremin ispat1 burada tamamlanir.
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6. DOGRUSAL OLMAYAN DAMPING TERIM ICEREN P-TRIHARMONIK
DENKLEM SISTEMI ICIN ENERJI AZALIMI VE COZUMLERIN
PATLAMASI

Bu boliimde dogrusal olmayan damping terim igeren p -triharmonik denklem

sisteminin enerji fonksiyonunun azalimi, Nakao esitsizligi kullanilarak gosterilmistir.
Ayrica, baslangic enerjisinin {i¢ farkli durumuna goére Li ve Tsai yoOntemi ile

¢Oziimlerin patlamasi incelenmistir.

6.1. Giris
Bu ¢alismada dogrusal olmayan damping terim igeren p -triharmonik denklem sistemi
icin

U, —ASu—Au+lu [P u = f(uyv),  (xt)eQx(0,T),  (6.1)

Ve —AV—AVH |V [Py = f(uv),  (x,t)eQx(0,T), (6.2

U=V=AU=Av=AU=A%=0, XeoQ, t>0, (6.3)
u(x,0)=u,(x), Vv(x,0)=v,(x), xeQ, (6.4)
U (x,0) =u,(x), Vv, (x,0)=v,(x), xeQ (6.5)

baglangi¢ sinir deger problemi ele alinmistir. Burada Q, R"de 6Q diizgiin sinirina

sahip smurli  bir bolgedir. Ayrica n=123;, mr>2ve p>2 olup
Alu=div(A|VAU["? VAU)  ve  Alv=div(A|VAV|"? VAV)  p-triharmonik
operatorlerdir. f,(u,v) ve f,(u,v) fonksiyonlar1 (6.9) ve (6.10) ile tanimlanmustir.

(Al) a,b> 0 sabitler olmak iizere

q+1

F(u,v)=[alu+Vv|*™ +2b|uv]| 2 ] (6.6)

olsun. Burada



1<q£T2 ; n>2
ve
2<m,r ;  n<2,
2<m,rsﬂ ;o nN>2
n-2
dir. Ayrica

a3 oan
fi(uv)=(+Dfalu+v["™ u+v)+blu| 2 uv|2],

g+l g3
1‘2(u,v):(q+1)[a|u+v|‘H (u+Vv)+bju|?|v|? v]

olarak tanimlanir. Bu durumda V(u,v) € R* igin
uf, (u,v) +vf,(u,v) =(q+1)F(u,v)

oldugu kolayca goriilebilir.

6.2. On Bilgiler
Lemma 6.1. ¢, ve c, pozitif sabitler olmak {izere,
U™ +vI*) <Fuv) s (u[™ +|v[*™)

esitsizligi saglanir (Messaoudi ve Houari, 2010).
Ispat. Lemma 4.1 de yapilmstir.

Teorem 6.2 (Lokal Varlik). Kabul edelim ki (6.7) ve (6.8) saglansin.

Ayrica U,V €Wy P (Q) WP (Q) N L (Q), (u,,V,) € LY (Q) N L* () olsun.

O zaman (6.1) —(6.5) probleminin

u,ve(C[0.T]; WP (Q) W (Q) N LT (Q)),
u, € C([0,T]; L2(€Y)) N L"(©2x[0,T]),

v, e C([0,T]; () nL"(2x[0,T])
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lokal ¢6ziimii vardir.
Ayrica, agagidaki durumlardan en az biri dogrudur:
i) T=o0

i) t—>T igin |u[ + |V +[VAU[[” +[VAv|} - olur.

6.3. Global Varlik ve Enerji Azalmasi

Bu kisimda (6.1) —(6.5) probleminin ¢éziimlerinin global varligi ve enerji azalmasi

gosterilmistir. Oncelikle

30 =~ [VAu + = [vav] - [ Fu,v)dx (6.13)
p P p P g

ve
1(t) =[VAu[? + [VAV] —(a+1) [ F (u,v)dx (6.14)
Q
fonksiyonelleri tanimlansin. Ayrica (6.1) —(6.5) probleminin enerji fonksiyoneli de

E(t) = %Ilut & +%||Vt & +%||VAU||S +%||VAV||E - i F (u,v)dx (6.15)

seklindedir. Son olarak

W = {(u,v) LU V) € (W P (Q) AW P ()¢ (Wy P (Q) nW*P (), 1 (u,V) >o}u{o,o}

(6.16)
olsun.
Lemma 6.3. t >0 igin
d , m r
FEO=E®= ~(lully + [l + v+ v ) <0 (6.17)
oldugundan E(t) fonksiyoneli t>0 i¢in artmayandir.
Ispat. (6.1) denkleminin u, ile i¢ carpimi alinirsa
(ut,un)—(ut,Azu)—(ut,Aut)+(ut,| u, " ut) =(u,, f,(u,v)) (6.18)

elde edilir. (6.18) deki terimler tek tek ele alinirsa
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1d

1d
(U,,u,) = £J;utundx = anutfdx = Ea”utﬂz ,

(U, A3U) = [udiv(A| VAU [P VAu)dx =~ Vu, (A VAu P )dx,
Q )

= —[AVu, | VAU dx = —IEQWAU Pdx = —ii”mu”"
5 5 pdt dt P

p
(u,Au,) = IutAutdx = —IVutVutdx =—|vu’,
Q Q

(U u ™ u) = flu" dx = Ju[?
Q

bulunur. Elde edilenler (6.18) de yerlerine yazilirsa

1d
2 dt

2 m
T+ 2o v+l (o )
olur. Benzer sekilde (6.2) denkleminin v, ile i¢ ¢arpimi alinirsa
(vt,vn)—(vt,Agpv)—(vt,Avt)+(vt,|vt " vt):(vt, f,(u,v))

elde edilir. (6.20) denklemindeki terimler diizenlenirse

1d

2 r
Ll T TR )

olur. Buradan (6.19) ve (6.21) taraf tarafa toplanirsa
d|1 1 1 1
14+ 2+ 2w+ et
5+ 9 o, = 0 0+ (4, 0)

bulunur. (6.11) den

d
(AR EIA fz(u,v)):aiF(u,v)dx

yazilabilir ve bu ifade (6.22) de yerine yazilirsa

dl1l 1 1 1
8 Al 2+ vty Lfval - [
=—(Ivul 1wl +ul; +lu]r) <o

elde edilir.
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(6.20)
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E(t) =%||ut||z +%||\,t||2 +%||VAU||E +%||VAV||Z - g[ F(u,v)dx olmak iizere t>0 igin
E'(t) <0 oldugundan E(t) artmayan bir fonksiyondur.

(6.23) iin [O,t] tizerinde integrali alinirsa, t >0 igin

t

EM)-E©0)=-] (||Vu,

0

? +||VVT||2 +

uT

m
+
m

V

T

) dr (6.24)

r

saglanir.
Lemma 6.4. Kabul edelim ki (6.7) ve p>2 olmak iizere q+1> p esitsizligi

saglansin. Bu durumda (u,,Vy) €W ve (u;,V;) € L*(Q)x L*(Q) igin

g-p+1

B=cC™(q +1)(&++1) E(O)j " (6.25)

p+1

oluyorsa, o halde Vt >0 icin (u,v)eW dir.

Ispat. 1(0)>0 oldugundan, u(t) ve v(t) nin siirekliliginden t=0 komsulugundaki

bazi araliklarda Vt€[0,T, ] icin T, >0 maksimum zamani vardir ve
{I(T,)=0vel(t)>0, VO<t<T, |

dir. (6.13) ve (6.14) ten

1

30 == (Ivau} +[vav]? ) - [ F (u,v)dx

o o|

-p+1
(a+1)

+L[||VAU||E VAV ~(q+1) [ F (U, j
Q

(Ivaul; +[vav]y )

©

bulunur. Boylece E(t) <E(0) ve E(t) nin tanimindan
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( 1)
VA VA J(t

p( 1) ( ) 2
p(q+1)
q—p+1

(6.26)
E(t)

olur. Diger yandan (6.12) den

(a+1)[ Fux g, (a+) [l + )
Q

esitsizligi yazilabilir. Burada Sobolev-Poincare esitsizligi ve p>2 oldugundan
te[O,Tm] icin

|| ||q+1 q+1

g+l —

y (6.27)

s Ivaul;
p p

ve

||V||q+1 <civav|™

g+1

o (6.28)

o
p p

bulunur. (6.26) ve (a+b)" <2**(a’+b") esitsizliginden

1

s, ool <[ 20 Yo |

olur. Boylece

q- p+1

VAol < [p(q”)ao)j
P g-p+1

ve
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q- p+l

VAV < [p(q*”ao)j
P g-p+1

esitsizlikleri yazilabilir. Elde edilen esitsizlikler (6.27) ve (6.28) de yerlerine yazilip
taraf tarafa toplanirsa, t€[0,T, | i¢in

gq-p+1l

a+L g+l + (q +1) P p p
b s 20 e)] 7 (fwaulp o)

bulunur. Elde edilen son esitsizlik

(q +1)_[ F(u,v)dx <c,(q +1)(||u||q+1 +||v||q+1)

gq+1 q+1
esitsizliginde yerine yazilirsa (6.25) ten

G, (q+D)(Jull+ M1y < B(Ivaul; +[vav;)

gq+1 gq+1

(6.29)
< ||VAu||p + ||VAv||p

elde edilir. Boylece her t e [O,Tm] icin 1(t) >0 oldugu gosterilir.
Bu islemin tekrariyla; T, T ye genisletilir ve lemmanin ispati tamamlanur.

Lemma 6.5. Kabul edelim ki Lemma 6.4 iin kosullar1 saglansin. Bu durumda

1, =1- B olmak lizere
[VAul® +[vav| gnl 10 (6.30)
1

esitsizligi yazilabilir.

Ispat. (6.12) ve (6.29) dan

(a+1) [ F(uv)ax <B([vaul? +[vav]?)

esitsizliginde S =1-mn, yazilirsa

(a+1) [ Fu,v)ax <(1—m,)([VAul? +[vav]?

elde edilir. Buradan
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m([VAul} +[vav]? ) < [vaul? +[vav] - (q+1) [ Fu,v)dx
Q
<I(t)
yazilabilir. Boylece (6.30) esitsizligi bulunup ispat tamamlanir.

Teorem 6.6. (6.7) ve (6.16) saglansin. (uO,VO) eW, (6.25) esitsizligini sagliyorsa, o

zaman (6.1) —(6.5) probleminin ¢6ziimii globaldir.
ispat. Coziimin global oldugunu gostermek icin |u,| +|v|" +||VAu||z +||VAV||Z
ifadesinin t den bagimsiz olarak sinirli oldugunu gostermek yeterlidir.

Bunu gostermek igin E(t) ve I(t) esitsizlikleri kullanilirsa, |(t) >0 oldugundan
1 2 AN p p
E(0) > E(t) :E(”ut IF+ v )+E(||VAU||D +vav])- j F (u,v)dx

1
= g(llut IRRERIC

1 q-p+1 1
= S )+ S 2 (vl 9V )+ 25 10
q

(q+1

N—"

[HEN

1
> 2l +w )+ (Ivaul; +[vavi;)

N—

©

yazilir. Boylece

JuF +v ]+ [Vl + [Vav]; < CE() (6.31)

+1
M} dir. (6.31) esitsizliginden

bulunur. Burada C = maks{z,
g-p+1

Jul+ ] + [V Al + [V

ifadesi t den bagimsiz olarak sinirlidir. Sonug olarak Teorem 6.2 den ¢oziim global

olur.

Teorem 6.7. Kabul edelim ki (6.7), (6.16) ve (6.25) saglansin ve (UO,VO)EW olsun.

Boylece

E(0)e "l ; m=r=p=2
E(t) < 4
(E0)“ +Cjleft-11")- m,r,p>2
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enerji kestirimi yazilabilir. Burada w,, ve C, daha sonra belirlenecek olan pozitif

sabitlerdir.

ispat.

E'(0) =~ ([Vu 7w+l + )

ifadesi t>0 igin [t,t +1] tizerinde integre edilirse

t+1

EW)-E@t+D) = [ (IVu [ +[vv, " +]u. ]+l ]} ) d=
t
bulunur.
D (t) =T( u, [ +|Vu, 2)dr
t
ve
t+1
DI (t) = j( v [+ [V, 2)dr
t

olarak secilirse (6.32) den
E(t)-E(t+1) =D;"(t)+ D, (t)

olur. (6.33) ve Holder esitsizliginden

t+1
t \Q
t+1 m-2 )
J1el fu], dz
m

t

t+1 m-2 o 2
< flafm (Ju.l)"dr =
t

<|a™ D¥(t) = CDA(t)

yazilir. Benzer sekilde (6.34) ve Holder esitsizliginden
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[ T1u P dxct sT( [L0up dxjdt sT( [ 1mmdeJ ) { lu o|xjm dt
t Q t Q Q

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)



Q

2 2

T 1w dxt stf{juvt ; dxjdt sT[IrideJ r Ulvt 2 dxjr dt
tQ t \Q t \Q

t+l

< lof ™

<10 D3 (t) = CD(t)

2 t+1 r—2
de=Jlaf v |v.[; dr (6.36)
t

VT

VT

bulunur.

Boylece t, € [t,t +%} vet, e [t +§,t +1} olmak iizere (6.35) ve (6.36) dan

Ju(t)|<cDt) . i=12 (6.37)
ve
[v.(t)|<cD,t) , i=12 (6.38)
yazilabilir. Simdi (6.1) denkleminin u ile i¢ ¢arpimi alinirsa
(u,uy )= (u, Au) = (u, Auy )+ (u u, "2 ) = (u, f,(u,v))
elde edilir. Elde edilenler diizenlenirse
(u,A%u) = j udiv(A | VAU P2 VAU)dX = — j vu(A| VAU
o o
=~ AVU| VAU dx = —[| VAU PPdx =~ VA,
o o

(u,Au,) = IuAutdx = —j Vuvu,dx
Q Q

terimlerinden

J.uundx+||VAu||i +jVuVutdx+I| u, "2 uudx = jufl(u,v)dx (6.39)
Q Q Q Q

bulunur. Benzer sekilde (6.2) denkleminin v ile i¢ garpimi alinirsa

j W, dX + ||VAV||S + vaVvtdx + I [V, |72 v,vdx = Ivfz (u,v)dx (6.40)
Q Q Q Q

olur. (6.39) ve (6.40) 1n taraf tarafa toplanmasiyla (6.11) den
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J'[uutt W, Jdx +[ VAU +[Vav] + IVuVutdx + J.VvVvtdx
Q Q

Q

+J.| u, " utudx+I| v, 7% vvdx = .[[ufl(u,v)+vf2(u,v)]dx (6.41)
Q Q Q

=(q+1) [ F(u,v)dx

elde edilir. (6.41) in [t,,t,] iizerinde integre edilmesiyle

t, t

[(IVAul? +[vav]} Jdt-(q+12) [ [ F (u,v)oxt

b 4 Q
t, t, 17 t

= J' I (t)dt = —“‘[uutt +w, | dxdt - I||Vu|| [Vu, | dt - I IVV[|Vv][dt  (6.42)
4

4 Q t t

_tJZ' j |u, ["? u,udxdt —tf J. [v, | v,vdxdt
4 O t Q

bulunur. (6.42) nin sag tarafindaki ilk terime kismi integrasyon ve Cauchy-Schwarz

esitsizligi uygulanirsa

_]Z'J‘uundxdt = —j]%uuttdtdx = —J‘{uut |: —IJ2.|ut i dt} dx
t, Q 4

Qt Q
t
= —I [uut |:f } dx + J‘J'|ut |*dxdt
“ e t (6.43)
= — [ [ € lutt,)| [ [ Ju ) T+ [ Ju ||
Q t
b
< u ()] Juct,)]|+ fu @ lu )]+ [l ot
't
Ve
t, t, t,
—”wndxdt = —”wndtdx = —I w,|? —.[|vt|:Z dt |dx
4t Q Qt Q ' 4
t
- _J [wt |;2 } dx + ”|vt [*dxdt
° b (6.44)

=~ [ (M @IV v W) Iv(t) Jdx+ f vl dt

< v &) IV )]+ v NIV + v dt
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elde edilir. (6.43) ve (6.44) esitsizlikleri (6.42) de yerlerine yazilirsa

J 100t <o, @]+ o @@+ V] v

4

4

t, t, t, t,
] Juf dt+ lw ] dt+ [|vul [vuJdt + v 9w, dt
t t

4

_T I |u, "2 u,udxdt —]2' I |V, | v,vdxdt
4 O t Q

bulunur. Simdi (6.45) in sag tarafindaki terimler i¢in kestirimler elde edelim.

Ik olarak (6.45) in sag tarafindaki son iki terim icin Hélder esitsizliginden

m-1

1
IJ%J.|ut|m_2 u,udxdt < T[HUJMKM) de ' [J‘|u|m dxjm dt
4 Q L\ Q Q
b E%% %' b
_ j[ lu]" dx] ( flu" dx] dt < [[ Ju O Jul, ot
4, \Q Q t

ve benzer bigimde

t

4O

- 1
:TUMY de r ['|-|v|r dxjr dt ST_
L \0 Q '

r-1

JZ..H t|r2vvdxdt<.f[.[|v A& dx r[.ﬂvrdxjrdt

W@ vy, |t

(6.45)

(6.46)

(6.47)

elde edilir. Sobolev-Poincare esitsizligi, (6.26), (6.33) ten ve p > 2 oldugundan, (6.46)

esitsizligi

t, t
J el Ju], Jet < C*I Jue [ [V Au] e

4

|VAu|| dt

< c*( p(a+1) E(O)j [l £ (s)dt

1

< C*(M E(O)Jp sup E°(s)D/"(t)
+1

t<s<t,

(6.48)



olur. Benzer sekilde Sobolev-Poincare esitsizligi, (6.26), (6.34) ten ve p=>2
oldugundan, (6.47) esitsizligi

tj[nvmn Ivo), Jo <

| vav] dt

: vtn:‘lnwnpdt

1

p(g+1 e
sc(q p+1E(0)J j||v|| (s)dt

(6.49)

IA

C. [;’(q; )E(O)J sup E°(s)D! (1)

olur. (6.45) in sag tarafindaki ilk iki terimde Sobolev-Poincare, (6.26), (6.37)

esitsizlikleri kullanilirsa, p>2 ve i=12 i¢in

Ju @)+ Elu )] = Ju @] u)]

p(a+D) Vo b
gc*( 1E(O)] sup EP (s)[u.t)] (6 50

qg—p+ {<s<t,
1

scc*(gfqp )E(o)j sup Eé(s)Dl(t)

1

=C,D, (t) sup EP (s)

t<s<t,

p(q+1)
q-p+

1
olur. Burada C, =CC, [ E(O)j dir.

Benzer sekilde (6.45) in sag tarafindaki 3. ve 4. terimde, Sobolev-Poincare, (6.26) ve
(6.38) esitsizlikleri kullanilirsa, p>2 ve i =12 i¢in
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v @IV ]+ v v = v Elv )]
<C. v, @)||VAv()|

v (@)[[VAVE)],

<C,

sc;( P(a+1) E<o>j" sup E° () (650)

g-p+1 1, <s<t,
1
' 1 P 2
<CC. (M E(O)]p sup EP (s)D,(t)
g-p+1 {<s<t,

1

=C,D,(t) sup EP (s)

t<s<t,

p(q+1)
g-—p+1

1
bulunur. Burada C, =CC*’[ E(O)jp dir.
(6.45) in sag tarafindaki 5. ve 6. terimler (6.35) ve (6.36) dan

t
[llufdt <cD? (1)

4

ve
t
[Iv[fdt<cD? ()
t1

seklinde yazilir.

Ayrica (6.33) ten

1
t, t, 2(t 2
[Ivu,|dt s( | 1dt] { [Ivuf dtj <CD,(t)
Y t Y

(6.52)

(6.53)

olmak tizere (6.45) in sag tarafindaki 7. terime Sobolev-Poincare esitsizligi ve (6.26)

uygulanirsa, p>2 i¢in
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t
JIvullvu,

4

(ldt

(ot

e (6.54)

<C. (p(q )E(O)jl

q-p+1
sCC{ME(O)]p
+1

<C, [p(q Y E(O)J j||Vu |Ep(s)dt

1 b
sup EP(s) J'||Vut|| dt
4

t<s<t,

sup Eg(s)Dl(t)

t<s<t,

bulunur. Benzer sekilde (6.34) ten

4

1 1
t t 2(t 2
[[wv]dt < ( | ldt] L [Iwv] dtJ <CD, (1)

I’} b

olmak tizere (6.45) in sag tarafindaki 8. terime Sobolev-Poincare esitsizligi ve (6.26)

uygulanirsa, p>2 i¢in

b
[Iovllvy,

b

Jldt

4

Jldt

(6.55)

<C. (;’(qpﬁ E(O)J v, £ (o)t

< C(M E(O)]p

<CC. [ p(a-+1) E(O))

1

1
sup EP (s

f<s<t,

t
) [Vt

o}

1

sup EB(S)DZ('[)

t<s<t,

olur. Buradan (6.46) — (6.55) esitsizliklerinin (6.45) te yerlerine yazilmasiyla



t, 1

j I (t)dt < sup EE(S)[ClDl(t) +C,D, (t)]+CD/ (t) + CD; (t)

Y t<s<t,

CC. [p(q )E(O)] sup E”(s)[D;(t) + D, ()]
qg-p+ L<s<t,
(6.56)

+C*[M E(O)jp sup EP (s)[Dm-l(t)+ D; (1) ]

- t<s<t,

< CD2(t)+CD2(t) +C, {sup Ep(s)[D (t)+ D, (t)+ D" 1(t)+D”(t)]}

1
. 1
elde edilir. Burada C, = maks{C,,C,} +CC*[&+1 E(O)jp dur.
+

Diger taraftan |(t) nin tanimindan ve Lemma 6.5 ten

0= (lal el )+ 2= 235 vl o)

p gq+1

+(q1+ ](nmn VAV ~(g+1) iF(u,v)de

2 2y 1g-p+1 1
<= — | —
<2(||Ut|| +vi| )+771 p(a+1) (t)+ ] (t)

21 2 2 lq—p+l
Sl ) 28225 L

saglanir. Boylece

EM)<= (||u [ +IwI7)+Cat ) (6.57)

olur. Burada C, _tg-prt 1

dir.
m p(g+1) q+1

(6.57), [tl,tz] aralig1 iizerinde integre edilirse

j E(t)dt <= j(||u [+ v Jot -+, jl(t)dt (6.58)

1 l

bulunur. Bu durumda (6.58) de (6.35), (6.36) ve (6.56) esitsizliklerinin yerlerine

yazilmasiyla
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ttij(t)dt < %C(Df (t)+ D (t))+CC, (D7 (t) + D} (1))

1 (6.59)
+C,C, { sup Eg(s)[Dl(t) +D,(t)+ D (t) + Dz”(t)]}
f<s<t,
elde edilir. Simdi (6.17), [t,tz] araliginda integre edilirse
t
Et) = ECt)+ [ (Ju Il +v. [ +[Vu. [ +[vv, [ )dz (6.60)
t

olur. (6.60) 1n [tl,tz] araliginda integrali alinirsa da

m
Urm+

VZ'

T E(t)dt = tj E(t,)dt +]tj( VU v ) dedt
t t tt

1
bulunur; t, e[t,t+%} ve t, e{t+%,t+l} olmak tizere t, —t, 25 oldugundan

TE(t)dt > ] E(t,)dt :tE(t2)|;2 =(t,~t,)E(t,) > % E(t,)

4 4

yazilir. Yani

]%E(t)dt Z%E(tz) - E(t,) < ZTE(t)dt (6.61)

4
dir. Sonug olarak (6.32) —(6.34), (6.60) ve (6.61) den ve t,t, € [t,t +1] oldugundan
t+1

i

- ztj E(t)dt + D" (t) + D} (t)

Y

E(t) < 2tf E(t)dt +

4

e e T e

UT

VT

2)dr
(6.62)

elde edilir. Boylece (6.59) un (6.62) de yerine yazilmasiyla
E(t) <(C+2CC,)(D] (t) + D; (t))+ D' (t) + D (t)

1 (6.63)
+2C,C,| Dy (t) + D, (t) + D" (t) + D; (1) |E " (1)
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e 11
bulunur. (6.63) iin sag tarafinda Young esitsizligi uygulanirsa; m +T =1 olmak lizere

k= L, | = p olarak segilirse

p-1

1

2C,C,[ D,(t)+ D, (t) + D (t) + D; (1) | E” (1)

[26.6,[00+D.0+0r 0 DO {E p “)} 65
p |
p-1

<

(p-1)(2C,C,)v-
p

olur. Burada C; = dir.

(6.64) esitsizligi (6.63) te yerine yazilirsa

E(t) —% <(C+ 2CC4)(D12(t) +D? (t))+ D" (t) + D; (t)

N N (m-p (r-p (6.65)
+C,| D" (1) +D,P(t) + D, P* (t)+D,"* (t)

bulunur. Sonug olarak

P

E

E(t)<C; {Df (t) + D (t) + D;" (t) + D; (t) + D" (t) + D," (1)
6.66
(m-1)p (r-1)p ( )
+D, P (1) +D, " (t)}
elde edilir. Burada C; = pil maks(C +2CC,,1,C,) dur.
1. Durum: Eger m=r = p =2 ise (6.66) ifadesi (6.32) den
E(t) <4C,| D/ (t)+ D; (t) | = 4C, [E(t) - E(t+1)] (6.67)

olur. Bu durumda Lemma 3.1.1.1 den, E(t) negatif olmayan ve artmayan bir

fonksiyon olmak tizere (6.67) esitsizliginde w, =4C, ve a =0 dir. O halde
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E(t) < E(0)e Y (6.68)

6

bulunur. Burada w, = In(4éc6 1] ve [t—1]" =maks{t—1,0} dir.

2. Durum: Eger m,r, p> 2 ise (6.66) ifadesi

B —p+2 (m-3)p+2
E(t)<C, D (t)[1+D"*(t)+D,°* (t)+ D, ** (t)]

B —p+2 (r-3)p+2
+C,DZ(t)| 1+ Dy 2(t) + D,P* (1) + D, P* (1)

(6.69)

—p+2 (m-3)p+2

<C,|1+DM*(t)+ D, 1)+ D, P (1)

-p+2 (r-3)p+2

+D;?(t)+D,”* (t)+ D, ™ (t)}(Df (+D; (1)

olur. Bu durumda (6.32) den E(t)—E(t+1) = D;"(t)+ D, (t) ve E(t) negatif olmayan

bir fonksiyon oldugundan E(t) > D/"(t) + D, (t) olur; ¥t >0 igin E(0) > E(t) i¢in
E(0) > D;"(t) + D, (t)

yazilabilir. Buradan

m-2 -p+2 -p+2
D')<E(0) = D*M<E"() , D" ®<E"(0)
(m-3)p+2 (m-3)p+2
D, P (t)<E "®Y (0)
ve
-2 -p+2 —-p+2
Di)<E(0) = Dy*)<ET()) , D' E®<ET()

(r-3)p+2 (r-3)p+2

D, "' (t)<E " (0)

elde edilir. Boylece (6.69) dan
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—p+2 (m-3)p+2

E(t) <C, {1+ DM?(t)+D, "t (t)+D, "' (t)

—p+2 (r-3)p+2

+Dy%(t)+ DM (1) +D, * (t)}( D2(t) + DA(t))

m-2 r-2 —p+2
<C, {1+E m (0)+E r (0)+E™"Y(0) (6.70)

—p+2 (m-3)p+2 (r-3)p+2

LECDO)+E "D (0)+E D (o)} (Df(t)+ D§(t))

<C,(Df(M)+D; () t>0

olur. Burada

m-2 r-2 —p+2 —p+2 (m=3)p+2 (r-3)p+2
C,=C,|1+E ™ (O)+E ™ (0)+E"*Y(0)+E"(0)+E "*Y (0)+E "M (0)
dir.

(6.70) in « = maks { m2— 2 LZZ} olmak iizere, (1+a). kuvveti alinirsa

Et) <[, (D2)+Di(v) |

(6.71)
< Cg ( D12+2a (t) + D22+2a (t))
bulunur. Burada C, =C,"*“C dir. (6.71) esitsizliginden
E(t)" <Cy(Dy" ()D7“ ™ (t) + Dy (t)D;* (1) )
200-m+2 2a-r+2
<Cy| D"()E ™ (O)+D,t)E = (O
a( i (1) (0)+D; (1) ()j 6.72)

<C, (D" (t)+ D5 (1))
Cy (E()—E(t+1))

2a-m+2 200-r+2

olur. Burada C9:C8maks{E m (0),E T (O)} dir.

Bu durumda Lemma 3.1.1.1 ve (6.72) den, E(t) fonksiyonu artmayan, negatif

olmayan bir fonksiyondur ve E(t)""* <C, (E(t) —E(t +1)) kosulunu saglar.
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Boylece Vte[0,T] ve & >0 igin

-1

E(t)<(E(0) ™ +Cylaft-1]" )~
esitsizligi saglanir ve Teorem 6.7 nin ispati tamamlanmis olur.

6.4. Coziimlerin Patlamasi

Bu bolimde m=r=2 oldugunda (6.1)—(6.5) probleminin ¢dziimiiniin patlamasi

incelenmistir.

Durum 1: Eger m=r =2 olarak alinirsa, (6.1) —(6.2) problemi
Uy —ASU—Au, +u, = f (u,v), (x,t)eQx(0,T), (6.73)
Vg —ASV—Av, +v, = f,(u,v), (x,t)eQx(0,T) (6.74)
halini alir.

Tamim 6.8. (6.73) — (6.74) probleminin bir (u,V) ¢dziimii igin

lim {j(uz +v2)dx+“(u2 +Vv2 + |V’ +|Vv|2)dxdr} = o0 (6.75)
0Q

t—>Te

sartmi saglayan sonlu bir T~ zamami varsa buna ¢oziimiin patlamas: denir. t >0 igin

a(t) = Iu +v dx+

[ S——

J'(u2 +v2 |V +|Vv|2)dxdr (6.76)
Q

olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik yazilabilir.

Lemma 6.9. Kabul edelim ki (A1) sartlar1 saglansin ve p;Z <6< qT_l p >2 olsun.
O zaman
a"(t) > 4(5+1) j (u? +} dx—4(25+1) E(0)
C 6.77)
4(25+1) j( V. 2)olr
0
dir.
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Ispat. (6.76) nin birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri sirasiyla

a'(t) = ZJ.(uut +wv, ) dx +||u||2 + ||v||2 + ||Vu||2 + ||Vv||2 (6.78)
Q

ve
a’(t) = Zj(uf +v7 )dx + ZI(uun + W, ) dx
Q Q

+2J‘(uut +Vuvu, )dx+ Zj (W, + VvV, Jdx
Q Q

2 2 (6.79)
=2|u | +2|v | + ZI(uutt + WV, ) dx
Q
+2j‘(uut +Vuvu, )dx+ ZI (W, + VvV, Jdx
Q Q
olur. (6.73) iin u ile i¢ garpimi alinirsa
(u,un)—(u,Aiu)—(u,Aut)+(u,ut) =(u, f,(u,v))
elde edilir. Elde edilen terimler diizenlenirse
(u, A%u) = [udiv(A] VAU["? VAu)dx =~ Vu(A| VAu [ )
Q Q
= —[AVu VAU P tdx == [ VAu Pdx = —[[VAul’,
Q Q
(u,Au,) = IuAutdx = —j Vuvu,dx
Q Q
esitliklerinden
juundx +[VAu[ + IVuVutdx + I uu,dx = qul (u,v)dx (6.80)
Q Q Q Q

bulunur. Benzer sekilde (6.74) iin v ile i¢ garpimi alinirsa
(v,vn)—(V,A‘:‘)v)—(v,Avt)+(v,vt) =(v, f,(u,v))
elde edilir. Elde edilen terimler diizenlenirse
(v, A3v) = [vdiv(A | VAV [P VAV)dx = —[ Vv (A [ VAV [ )dx
o o
=~ AVV| VAV dx = —[| VAV Pdx = = VAV],
o

Q

(v,Av,) = I VAV, dx = — _[ VVVv,dx
Q Q

esitliklerinden
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Iwndx + ||VAV||E + IVvVvtdx + J.wtdx = J.vf2 (u,v)dx
Q Q Q Q

bulunur. (6.80) ve (6.81) taraf tarafa toplanirsa

I(uun + W, )dx+ J.(VuVut +VVVV, Jdx + J'(uut +wv, ) dx
Q Q

Q

=~ (Ivaul} +[vav]?)+(a +1) Fuvix
Q

olur. (6.82) nin (6.79) da yerine yazilmasiyla
a(t) = 2| + 2w - 2(|vaul} +[vav]?)+2(a+1) j F (u,v)dx
elde edilir. Simdi (6.17) denkleminde m=r =2 olarak alinsin. O halde
E'Q) = (Jul] +wl + [Vl +Ivvl)

olur. (6.84) iin her iki tarafinin [0,t] aralig: tizerinde integrali alinirsa

t t
IE'(r)dr=—I(||VuT 2+||VVT 2 u P + v, 2) dr,
0 0
t
E) -~ E©) =—[(|vu, [+ vy, [ +ulf +[v.[) d=
0
elde edilir. Buradan
t
E0) = E®)+ [(IVu, [ +[vv." +Ju. [ + v ) d
0

1 1 1 1

= E||ut||2 + §||vt ||2 + BHVAUHE + B”VAV”E —i F (u, v)dx
t

+[(Ivu v o+ v ) o=
0

olur. Simdi 4(1+25)E(0) ifadesi
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4(1+25)E(0) = 4(L+ 25)(l||ut||2 +1||vt ||2]

+4(1+25)(%||VAU||E ~|vav|’ ] (1+25) j F(u,v)dx

?)d
) T] (6.85)

2

+ [V

T T

+4(1+ 25)@(”%, ’

=2(1+20) [ +[u[)

s 4(1+ 25) (”VAUHE +||VAV||z)—4(1+ 2§)I F(u,v)dx
2) drj

bulunur. (6.83) e (6.85) de bulunan 4(1+ 25) E(0) ifadesi eklenip ¢ikarilirsa

2

\Y

_l_

T T

4(1+25 U(”w, ’
0

a"(t) = 4(1+ 5)(||ut I?+mJf ) —4(1+25)E(0)
Z)dr (6.86)

2

+1|V

T T

4(1+25 j(|w, ;
0

4+86 p p
+[ : —2)(||VAU||p+||VAV||p)+2(q—45—1)£F(u,v)dx

elde edilir. 0£5£qT_1 oldugundan 29-856-2>0 ve p;2£5 oldugundan

80+4
p

Sonug olarak (6.86) nin son iki terimi ihmal edilirse (6.77) esitsizligi bulunur.

—-22>0 dir.

P ; 2 <0< qT_l ve asagidaki durumlardan biri saglansin:

Lemma 6.10. (Al),

(i) E(0)<0 ve j(uoul + VoV, Jdx >0,
(i) E(0)=0ve (o, +voy, )dx >0,

(i) E(0)>0 ve

a'<o>>r{a<o>+4(§;1)}+nuon2+||vo||2+||Vuo||2+||vvo||2 (687

olsun. Boylece t>t" igin a'(t) > ||u,|” +[Vo| +[[Vuo| +|[V | olur.
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Burada (i) durumunda t, =t ve (ii), (iii) durumlarinda t, =0 dir.

Ayrica K, vet” sirastyla (6.102) ve (6.89) da tanimlanmugtir.

Ispat.

(i) E(0) <0 olmas1 durumunda, (6.77) den
a"(t)>—-4(1+25)E(0)

olur. Bu esitsizligin 0 dan t ye integrali alinirsa

t t

j a"(z)dr > j (1+25)E(0)d<,

0
(a (t)—a'(0))>—-4(1+25)E(O)t,
a'(t) >a'(0)-4(1+25)E(0)t

olur. (6.78) den

a'(t) = ZJ‘(uut ert)dx+||u||2 +||v||2 + ||Vu||2 +||Vv||2
Q

ifadesinde t yerine O yazilirsa

a'(0) = ZJ.(uoul vV, ) X+ Juo |+ Vol [V o + [V
Q

elde edilir. Burada a’(0) ifadesi (6.88) de yerine yazilirsa

a'(t) > 2_|'(u0ul vV, ) A+ |ug|* + Vol + Vs + [Vl —4(2+25)E(O)t
Q

olur. Boylece E(0) <0 ve J.(uoul +V,V; ) dx >0 oldugundan, t >t i¢in
Q

a'(0)> g+ Vol + Vo + [V

bulunur. Bu ifade ve (6.88) den

4(1+28)EO" <@'(0)—(Jug| +[Voll* + Ve[ [V

olacak sekilde t* vardir. Burada
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a!(0) (ol + vl + [V + V)
4(1+25)E(0)

t" = maks ,0+=0 (6.89)

dir.
(ii) Eger E(0)=0 ve J'(uoul +VpV; ) dx >0 ise, 0 zaman (6.77) den t >0 igin a"(t) >0
o
dir. Buradan integral alinirsa
a'(t)=a’(0) (6.90)
olur. Ayrica

a'(t) = 2J.(uut +Ww, ) dx +||u||2 +||v||2 +||Vu||2 +||Vv||2
Q

ve

a'(0) = ZI(uoul vV, ) X+ Juo |+ Vol [V o + Ve
Q

dir. a’(0) ifadesi (6.90) esitsizliginde yerine yazilirsa

a'(t) > 2.|.(u0ul vV, ) A+ g | Vo [+ [V o[ [V
Q

elde edilir. Boylece t >0 igin J‘(uoul +VV; ) dx >0 kabuliinden
Q

a'(t) > ol + Vol + [V + [V vo
olur.

(iii) Eger E(0) >0 ise, ilk olarak

2t _rpou’
”uutdxdr—”dedr
0Q 0Q

(6.91)
= ull” s
g0z Oniline alinsin. (6.91) a Holder esitsizligi uygulanirsa
t
Jul < uo| + 2j||u| u,|dz (6.92)
0

olur. (6.92) de Young esitsizliginden
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t t
ol <o + [ Jull dz + [ Ju. | (6.93)
0 0
elde edilir. Benzer sekilde
t
M = Vo + 2”Wtdxdr
0Q

ifadesinde Holder esitsizligi kullanilirsa

t
M < o]+ 2] [Vv.Jo= (6.94)
0
olur. (6.94) de Young esitsizliginden
t t
M <ol + [V dz + [ v [« (6.95)
0 0

bulunur. (6.93) ve (6.95) in taraf tarafa toplanmasiyla

t t
Jul? +VIP <ol + vl + [ (Il + I e+ [ (Ju. P +[v. [ Ji=— (8.96)
0 0
elde edilir. (6.76) dan
t
lu[l” +[V|* = ac) —”(u2 +v2 +|vuf +|Vv|2)dxdr (6.97)
0Q

yazilir. (6.78) de |lu|’ +|v| ifadesi yerine (6.97) yazilirsa
t

a'(t) =a(t) —”(u2 +V° +|Vu|2 + |Vv|2)dxdr+||Vu||2 + ||Vv||2 + 2.[(uut +w, )dx (6.98)
0Q Q

bulunur. (6.98) e dnce Holder esitsizligi sonra Young esitsizligi uygulanirsa;

Holder esitsizliginden
' t 2 2 2 2 2 2
a'(t) < a(t)—”(u +V2 +|Vu|” + |V )dxdr+||Vu|| + V|| + 2 u|u ]|+ 2]vi|[Iv |
0Q

ve Young esitsizliginden
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t
a't)<a(t)- [ [(u?+v?+|vul’ +|vv[* |dxdz
H( Vol +[vvf’) (6.99
VU + IVl 7 v+ vl
olur. (6.96) daki ||u[” +|v| ifadesi (6.99) da yerine yazilirsa
a'(t) < a®)+uo| +vol + "+ [+ [Vl + ov]

t
+f(Ju I v Jor
0

bulunur. (6.100) @in her iki tarafi —4(J +1) ile garpilirsa

(6.100)

~4(5+1)a'(t) > —-4(5+1) a(t)—4(5+1)j(u§ +v; )dx

Q

5+1j u’ +v; dx 4( 5+1)(||Vu|| +||Vv|| ) (6.101)
Q

4(5+1) j;(

olur. (6.77) ve (6.101) in taraf tarafa toplanmasiyla

A N D

a'(t)—4(5 +1)a'(t) = 4(5+1) [ (u +v7 Jdx—4(25+1) E(0)
+4(25+1)j( u |’ ] z)dT

—4(5+1)a(t) - 45+1Iu +v dx 45+1Iu +V, )dx
Q Q

vy e

g [Vu, ?

T

(5 +1)([Vulf V)~ 45 +2) [ (Ju
0

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
a"(t)-4(s5+1)a'(t)+4(s+1)a(t) +4(25 +1)E(0)

+4(5+1) [ (uZ +vZ)dx— 45[(

Q

+|v, 2)dr

4(5-+2)[(IVulf +|vlP - (26 -+ (V0. + o [ e
0 0

4(s+1)(|vulf +[v[) =

bulunur. Boylece
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a"(t)-4(s+1)a'(t)+4(5+1)a(t) + K, >0
olur. Burada

K, =4(25+1)E(0) +4(5 +1) j U2 +v2
Q
t
—45 dz—4(5+2) [([vu] +|vv|’ (6.102)
I(Iu [ +lv.I Jor—4(5+ !(I ulf +[vv” =

25+4_j“vUJr+ﬂvwﬂﬁdr+4(5+4)var+ﬂvwr)
0

dir. t >0 i¢in b(t) =a(t) + olsun. O zaman b(t), Lemma 3.2.3.1 i saglar.

Kl
4(5+1)

Yani (6.87) den a'(t) > |u| +[vo|| +[VUs| +[VVo|, t >0 olur.

Teorem 6.11. (A1) ve p; 2 5+ q;ll p > 2 saglansin. Asagidaki durumlarda

(i) E(0)<0 ve I(uoul +VpV, ) dx >0,

(i) E@©)=0ve _[(uoul+vovl) dx >0,

2
(8) ~(Jual” + el + [+ 9 )
8 a(to)+ (T =) (Jualf + vl + Vel + ¥ ) |

saglandiginda,

(i) 0<E(0)<

ve (6.87)

(U,V) ¢oziimii (6.75) anlaminda sonlu bir T~ zamaninda patlar.

(i) durumunda

. Hi(t
T <t - ,( o) (6.103)
H'(t)

dir. Ayrica, eger H(t )<min{1 ‘/ %} ise, 0 zaman

_a

. 1 b
T <t,+ In 6.104
o " (6.104)

_B_H (to)
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olur. Burada

2 2+§ , 2 2 2 2\\? —%
a=6"H"7 (1) (@ ()~ (Juolf + vl + V0 + W[ )| ~8E@H * (1) |>0

ve
b =85°E(0)
dir.
(i) durumunda
T <t,- H (L)
H'(t)

dir.

(i) durumunda

. 1 1 “25
. H (t 4 36+1 2+— 2+—
s H) sy (2] 8 1{“@ m}
a

olur. Burada « ve b sirasiyla (6.105) ve (6.106) da verildigi gibidir.

Ispat. t€[0,T,] i¢in

H (O =) + (T, -t) ol + ol + 70l + 9wl )

(6.105)

(6.106)

(6.107)

(6.108)

(6.109)

olsun. Burada T, >0 daha sonra belirlenecek olan bir sabittir. Buradan (6.109) un 1.

ve 2. mertebeden turevi alinirsa

0 =-5] a0+ (1) + ol + Vel + v}

Lol +holf 19+ 9w
1

1+=
==5H 0 () @O ~(Juo| + ol + [V + [V |

ve
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2 —5-2
HO' =[ a0+ (1, 0) ol + ol + [V v [F)]

oldugundan

" 2 2 2 2\ 792
HY(®) ==6 (-0 -1)| 2+ (T ~t)(Juo | + el + [V + V]|
2
@O (Juolf + Il + Vel +[ v ) |
2 2 2 2\ "
=8 2+ (T =)l +alf + V0 +Iveelf )| @' (6.111)
2
——H" (0)a"®)| 8 + (T, =) Juo | + vl + [0 +[¥ve[) |
L2 2
+SH 7 ) (1+6) & O (ol + ol + Vel + [V
elde edilir. Boylece (6.111) den
V(O =a"®)] a0+ (T =)o+ el + V0 + [Vl |
2
~(1+8)| @@~ (I + Vol + Vel + 9% ) |

(6.112)

olmak tuzere

2

H'(t) =—5H 3 (t)V (1) (6.113)

yazilabilir. Ayrica hesaplamalarda kolaylik olmasi i¢in

P :J.uzdx, R, :.[utzdx Q, :Jt-||u|| dr
Q Q 0
S,=[lufde, M, =[[vufdz, N,=[[vu[de,
0 0 0
P = Ivzdx R, = Ivtzdx Q, = j||v|| dr
Q Q 0
S,=[lvfde. M, =[|vfde, N, =[|ve [ de
0 0 0

gosterimleri kullanilsin. (6.92) ve (6.94) esitsizlikleri (6.78) de yerlerine yazilir ve
Holder esitsizligi kullanilirsa
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a'(t) < 2juutdx +2thdx+||uo||2 +vo|* + [Vl +[vv|”
Q Q

t t
+2[Jullu, 8z + 2 Mlv. ¢z
0 0

sl [foo] vl o]

o 2 2 2 o >l 2 2
+z(f||u|| dr] ( Tl dr] +z[ I drj ( T dr]
0 0 0 0

Huol + ol +[vul +[ovf
<2(JRP +Q.S, +JRP +,Q5,)

ool + ol + [Vl + [ovf

elde edilir. Diger yandan

ijVuVutdxdr =
0Q

= Vol - Ivu |

den
[V =, [ +2] [Vuvudrde
o
olur. (6.115) ¢ Hélder esitsizligi uygulanirsa
[Vul <[vug| + ZI [vullvu.[d=
bulunur. Benzer sekilde

2_t[ j VvVv,dxdz =
0Q

=Vl vl

den
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t
VY] = [V, + Zj '[ VvVv,dxdz
0Q
olur. (6.117) ye Holder esitsizligi uygulanirsa
t
[Vl < Vvl + 2] [V vv. |dz
0

bulunur. (6.116) ve (6.118) in taraf tarafa toplanmasiyla

[Vulf + v < Ve[| + Vv

t t
+2j||Vu||||VuT dz+ 2[ Vv Vv,
0 0

yazilabilir. (6.119) da Holder esitsizliginin kullanilmasiyla

t 5[t >
U 9 < Vel + [l +z[ i ||Vu||2drj [ Inwfnzdrj
0 0

CoNae N
+2( [Ivv] dfj [ v, de
0 0

= [V, |* +[[Vvo| +2MN, +2M,N,

elde edilir. (6.120) nin (6.114) te yerine yazilmasiyla

a0 <2(VRP +QS, + YRR +4QS, ) +[usl + vl +[Vul| + [V

dr

SZ(\/RUPU +4/Q,S, +/M,N, +RP, +/Q,S, +\/MVNV)

+uol] Vol + [V |+ 9o

bulunur. Eger (i) ve (ii) durumlari saglaniyorsa, (6.77) den

a"(t) > -4(25 +1)E(0) +4(5+1)_[(uf +7 ) dx

Q
t

+4(25+1)j(

0

2

24 [Vu, 24 Vv,

uT

+

VT

yazilir. (6.109) dan

1
a(t) + (T, =) (Juol] + Ivo | + V0ol +[¥% ) = H > ©
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2)dr

>(-4-85)E(0)+4(1+6)(R,+S,+ N, +R,+S,+N,)

(6.117)

(6.118)

(6.119)

(6.120)

(6.121)

(6.122)
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dir. (6.121) —(6.123), (6.112) de yerlerine yazilirsa
V) =a'®)] a®+ (T, =) (Juolf + v +[vu [ +[v ) |
2
~(1+8)| @O~ Jualf + ol + V0l + ¥ ) |
—Al _% ' 2 2 2 2 2
=a'(OH 7 (- (1+6) O (Jul + el V0l +[vweff )| 6120

>[(-4-85)E(0)+4(1+5)(R,+S, + N, + R, +S, + NV)]H?lf(t)

~4(1+8)[ (R +/Q8, +\RP +Q8, +M,N, +\/MVNVT

olur. (6.76) dan

t
2 2
S (G (GRS
=P, +P+Q,+Q,+M,+M,

dir. (6.123)—(6.125) ten

V(t)2(—4—85)E(0)H(t)%+4(1+5)(Ru +S,+N, +R,+S,+N,)

* 2O + (T~ )l + el + V0 9%

~4(1+3)[YRP, +Q,S, +MN, +RP, +QS, +MN, |
=(-4-85)E(0)H (t)_%

+4(1+ 5)[( R,+8,+ Ny +R, +8, + N, ) (T, =) Jug [+ Vo] + [V | + [V )

+(R,+S,+N, +R, +S,+N,)(R, +Q, +M,+P,+Q,+M,)
[ VRP RS, +yMN, + JRP, RS, +\/MVNVH

=(-4-85)E(0)H (t)%
+4(1+5)[ (R, +S, + N, +R, +S,+N,)

(T =0)(Juol ol [Vl + [V )+600) |

(6.126)
bulunur. Burada
#)=(R,+S, +N, +R, +5, + N,)(P, +Q, + M, +P,+Q, + M,)
[VRP RS, + M, +JRP, + RS, +MN, |
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dir. a,b,c,d,e, f,g,h,k,I,m,n>0 olmak iizere
ab+cd+ef +gh+kl+mn) <{a”+c“+e“+g°+k“+m +d°+f°+h"+1"+n
b+cd +ef +gh+kl <(a?+c2+e2+g% +k2+m?) (02 +d2+ f2+h2+12 +n?

formundaki Schwarz esitsizliginden ¢(t) negatif degildir. Boylece t >t igin

V(t)>(-4-85)E(0)H s (t) (6.127)

olur. Ayrica (6.113) ve (6.127) den t >t, i¢in

2

H"(t) =—0H  (1)V (t) <45 (1+25) E(O)H 5 (t) (6.128)

esitsizligi elde edilir. (6.110) ve Lemma 6.10 dan t>t, icin H'(t) <0 oldugu
bilinmektedir. (6.128) esitsizligi H'(t) ile garpilip [to,t] lizerinde integre edilirse,

t>t, igin

j H () H"(t)dt > 45 (1+25) E(O)j HYs (O)H(t)dt

to ty
bulunur. Buradan

t

> (45 (1+ 25)E(0))H2—5f) ,
ty +—

t

H™2(@)

N

(t)- Hz*f*(to)],

2+1
S

H20O-H () | 4o 0
),

(H™2@®) - H™(t,)) = 85°E(O)H 5 (t) —85°E(O)H Z%(to)

den

H2(t) > 852E (O)H 25 (t) ~85°E(0)H 25 (t,)+H"(t,) (6.129)

olur. (6.110) dan
L2 2
HP (1) = 87H ™ ()] () ~(Juol + vl + Vo + [V )

dir ve H'*(t,) ifadesi (6.129) da yerine yazilirsa
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r#mz%%@H%m—%T@H%m)

2+— 2
+87H (1) )~ (Juolf + vl + [V + Ve ) |
1
_852E(0)H " ()
2 2+§ ’ 2 2 2 2\\? —%
+TH (1)|(00) = (Juol” + vl + Vo] + V%[ )| ~8E@H (&)
elde edilir. Boylece t >t, igin

1
H2(t)>a+bH o (t)

bulunur. Burada a ve b sirasiyla (6.105) ve (6.106) daki gibidir. Yani
_ S2 2+§ ’ 2 2 2 2 2 ,%
a=8"H"" (t,)| (@) ~(Jluol” +Ivol” +[Vue]f + Ve[ ) ) ~8E@H ™ t)
ve

b =852E(0)

dir. Eger (iii) saglantyor ise, (i) deki adimlara benzer sekilde, a >0 olmasi i¢in ancak

ve ancak

, 2 2 2 2\\? —%
(a(to)—(||u0|| Vo +[ V| + Ve )) ~8E(0)H *(t,) >0,

2
(26l ol 1700+ v )
> E(0)

1
8H ° (L)
esitsizligi saglanmalidir. Burada (6.123) ten

2
(a'C) = (ool + ol + [V us]f +]v 1))

E(O)< 2 2 2 2
8 atte) + (T, =t Juol| +ll” [V | + [V ) |

olur. O halde Lemma 3.2.3.2 den

lim H(t) =0

toT™

sartin1 saglayan sonlu bir T~ zamani vardir ki T 1 iist sinirlar1 E(0) 1n isaretine gore

belirlenir.
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7. TARTISMA VE SONUCLAR
Dordiinct bolumde

U, —div(| Vu [ Vu)+ miu+|u, " u, = f,(u,v),(x,t) e Qx(0,T),
Ve —div( Vv [ W)+ mov+ v, [Ty = £, (u,v),(x,t) e Qx(0,T)

denklem sisteminin ¢dziimlerinin azalmas1 Nakao esitsizligi kullanilarak, patlamasi ise

Georgiev ve Todorova (1994) nin yontemi ile gosterilmistir. Coziimlerinin azalimi
Komornik lemmasi kullanilarak, patlamasi ise negatif baslangi¢ enerjisi (E(0) <0) ile
Georgiev ve Todorova yonteminin bir genellestirmesi olan Vitillaro (1999) un yontemi
kullanilarak (E(0) <E,) i¢in gosterilebilir. Ayrica ¢dziimlerin patlamast p=q=1
icin Zhou (2005) nun lemmasindan faydalanilarak ispatlanabilir. Bu calismada
dogrusal olmayan damping terimlerin kuvvetleri birden biiyiik olarak se¢ilmistir; bu

damping terimlerin kuvvetleri (O,l) araliginda iken tekrar calisilabilir. Besinci

boliimde ele alinan
Uy —al,, — Ul +ﬂuxxxx + Pyt = w(uz)xx’ Xe (O’l)’ t>0

denkleminin ¢oziimlerinin patlamasi Levine (1974) in lemmasindan faydalanilarak
gosterilmistir. Coziimlerin patlamasi farkli metotlar ¢alisilarak gosterilebilir. Altinci

bolimde ele alinan

Uy —ASU—Au+|u, [ u, = f,(u,v), (xt)eQx(0,T),

Vg —AV—AV |V [Py, = £, (U,V), (x,t)eQx(0,T

denklem sisteminin ¢éziimlerinin azalmasi1 Nakao esitsizligi kullanilarak ve patlamasi
ise Li ve Tsai (2003) nin yontemi ile gosterilmistir. Céziimlerinin azalimi Komornik

lemmasi kullanilarak, patlamasi ise farkli lemmalardan faydalanilarak gosterilebilir.
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